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RESUMO

E realizado um estudo da dinamica de vigas em micro e nano escalas, baseado
em modelos continuos nao classicos de acordo com teorias que consideram a dependéncia de
escala (parametros de comprimento caracteristico interno, energia de deformagcao e tensao
superficial): teoria nao local de Eringen, teoria do gradiente de deformagao e teoria da elas-
ticidade de superficie. Esses modelos sao formulados matricialmente a fim de visualizar e
comparar as modificagoes geradas pela inclusao dos efeitos mencionados. A obtencao de
solugoes harmonicas no tempo resulta em problemas de autovalor regulares e singulares, e
polinémios caracteristicos de ordem superior. O comportamento das solucoes é determinado
pela introducao de frequéncias criticas nao classicas, as quais se reduzem a frequéncia critica
classica quando os efeitos de escala sao negligenciados. As abordagens utilizadas para de-
terminacao de modos e frequéncias naturais de vibragao sao o método espectral com uso da
base gerada pela resposta fundamental e base de Euler, e modificacoes do método da decom-
posicao de Adomian. Respostas forgadas e nao lineares sao obtidas utilizando aproximagao
espectral para a resposta impulso distribuida e o método de Adomian. E constatado que
para o caso biapoiado os efeitos nao locais influenciam as frequéncias naturais, preservando o
comportamento qualitativo dos modos. Propriedades dinamicas para vigas fixa-livre sao mais
influenciadas, apresentando modos degenerados. Quando a espessura da viga é comparavel a
medida de comprimento interno, o modelo gradiente de deformacao sofre maior influéncia em
relacao aos resultados classicos. Os efeitos de superficie tem influéncia apenas na nanoescala,

na microescala os resultados tendem aos resultados classicos.
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ABSTRACT

It is worked out a study of micro and nano beam dynamics, based on non
classical continuum theories, that consider the size dependence (internal characteristic length
parameters, strain energy and surface stress): Eringen’s non local theory, strain gradient and
surface elasticity theory. These models were written within a matrix framework in order to
visualize and compare the modifications due to the inclusion of the small scale effects. The
finding of time-harmonic solutions leads to regular and singular eigenvalue problems that
involve higher-order characteristic polynomials. The behavior of solutions was determined by
the introduction of non-classical critical frequencies that reduced to the classical Timoshenko
critical frequency when size effects are neglected. The approaches used for the obtention
of mode shapes and natural frequencies were: the spectral method with the natural basis
generated by fundamental response and the Euler’s basis, and modifications of the Adomian
decomposition method. Forced and non linear responses are obtained by using spectral
approximation of the distributed impulse response and with the Adomian method. It is
observed, in agreement with corresponding literature, that for simply supported beams, the
non local effects change natural frequencies but somehow preserve the qualitative behavior of
the modes. Dynamical properties of clamped free beams suffer more influence, showing the
appearance of degenerated modes for some non local parameters. The strain gradient model
exhibits more influence in relation to classical results when beam thickness is comparable to
the material length scale parameter. The surface effects have influence only in the nanoscale,

in microscale results tend to classical results.



1 INTRODUCAO

Impulsionado pela invenc¢do dos microscopios de alta precisao STM (Scanning
Tunneling Microscope) e AFM(Atomic Force Microscope), em meados dos anos 80, tem se
intensificado o desenvolvimento cientifico e tecnolégico no campo da nanotecnologia. Apesar
de suas ideias ja terem sido consideradas por Feynman|[50], com sua proposta de fabricagao de
nanodispositivos, somente a partir da instrumentacao, principalmente através da invencao
dos mencionados microscépios de alta precisao, foi possivel a visualizacao e manipulacao
nessa escala. Também de relevancia nessa area, tem-se os primeiros trabalhos sobre nano-
tubos de carbono (CNTs) por Kroto, Curl, Smalley e lijima no inicio dos anos 90 [77], [69],
componentes esses que destacam-se por suas propriedades mecanicas, quimicas e eletronicas,

os tornando amplamente utilizados em diferentes aplicagoes.

Dentro desse contexto, o interesse particular desta tese reside no estudo do com-
portamento vibratério de vigas miniaturizadas, ou seja, micro e nanovigas, utilizadas em
diferentes aplicagoes com o papel de microatuadores, microswitches, biosensores, nanowi-
res, manoprobes, como parte em sistemas nano e microeletromecanicos (NEMS e MEMS)
[70], transdutores microeletromecéanicos como plataforma para sensores quimicos e biol4gicos
[84], [88], na modelagem de nanotubos [123], [87], [36], ou como componente central em

microscépios de alta precisao, por exemplo, microscépios de forga atomica [109], [38].

1.1 Revisao bibliografica

Inicialmente muitos estudos relacionados a microvigas foram baseados nas te-
orias convencionais de mecanica do continuo, das quais destacam-se a teoria elementar ou
classica de Euler-Bernoulli e cldssica de Timoshenko [114], [115], [116], [63], [104], [92], [58].
Ou ainda, através de uma abordagem computacional, via dinamica molecular, considerando
cada molécula e suas interagoes mecanicas e quimicas individualmente [82], [128], [130]. Uma

vez que via dinamica molecular é requerido intenso esforco computacional, o que acaba res-



tringindo o nimero de moléculas consideradas, tem-se dado preferéncia a abordagem continua

82].

A questao que surge quando os comprimentos das escalas associadas sao sufici-
entemente pequenos, é a de que a aplicabilidade desses modelos continuos classicos pode nao
ser apropriada. Esse topico tem sido discutido na literatura com a proposta de modelos que
incluem diferentes efeitos, tais como efeitos nao locais [87], [100], efeitos de deformacao de
ordem superior [70] e efeitos de superficie [3], [121], [84], considerados separadamente ou mais
recentemente considerados simultaneamente [54], [65], modificando as teorias convencionais

de vibracao de vigas em micro e nanoescala, a fim de as tornarem dependentes de escala.

A principal diferenca entre as teorias classicas de Euler-Bernoulli e Timoshenko
é o fato que a segunda, considera efeitos de cisalhamento e inércia rotatéria. Ruge e Birk [107]
salientam que a deformagao por cisalhamento e a inércia rotatoria devem ser consideradas
nas respostas dinamicas de vigas, particularmente para obtencao de frequéncias altas de vigas

sob efeito de excitacoes transientes arbitrarias.

Ambas as teorias, de Euler-Bernoulli e Timoshenko clédssicas, tem sido ampla-
mente tratadas na literatura, em diferentes situacoes e problematicas, considerando condigoes
de contorno clédssicas e nao classicas, presenca de dispositivos intermediarios arbitrariamente
localizados, secao transversal com propriedades descontinuas, tais como aquelas oriundas
da inclusao de materiais piezoelétricos, vigas compostas de functionally graded materials
(FGM), efeitos termais. Quanto as problematicas tem-se: vibragoes livres e forcadas, de-
formacao estatica, buckling, deteccao de fratura, propagacao de ondas, problemas inversos,

vibragao de vigas infinitas, dentre outros.

Em geral a abordagem matematica nessas situacoes pode ser dividida em trés
categorias [80]. A primeira delas a das solugoes exatas obtidas por diferentes métodos, para
um numero restrito de casos, a segunda caracteriza-se pelo estudo de solugoes semi-analiticas
incluindo método da quadratura diferencial, polindémios caracteristicos ortogonais [17], por
exemplo, polindmios de Chebyshev e métodos espectrais. E finalmente, métodos de discre-

tizacao, tais como, métodos de elementos finitos e diferencas finitas.



Uma abordagem que também se enquadra como método semi-analitico, faz uso
do método da decomposi¢ao de Adomian [7] para a determinagao de modos e frequéncias
naturais de vibragao no estudo de respostas livres [67]. O uso dos polindémios de Adomian
também aparece no estudo das vibracoes nao lineares de vigas infinitas, considerando carre-
gamentos maéveis e vigas sobre fundacao elastica. Além da decomposi¢ao de Adomian, nesse

caso, sao também utilizadas técnicas de transformada de Fourier e wavelets [127], [76].

No estudo de problemas associados com sistemas vibratérios amortecidos con-
centrados, Claeyssen propos o uso de uma base fundamental gerada por uma solugao matricial
com condicoes iniciais de natureza impulsiva para a obtencao de respostas dinamicas. A qual
foi determinada explicitamente em termos de uma solucao de uma equacao diferencial esca-
lar acoplada com um ntmero finito das derivadas da solugao fundamental na origem [22],
[34],]23]. Esta base foi utilizada com sistemas vibratorios distribuidos classicos com condicoes
de contorno classicas e nao classicas e com sistemas vibratorios concentrados nao classicos

[18, 53, 96, 39, 40, 42, 113, 57, 110, 112, 118], [28, 26].

A base fundamental foi utilizada no cédlculo simbdlico de modos de vigas e placas
[24], bem como na decomposi¢ao de respostas for¢adas [27], em modelos acoplados oceano-
atmosfera [55], no estudo de estruturas offshore e nanotubos de carbono [42], no modelo de
Timoshenko nao linear para uma viga com forga axial [106], no estudo do espectro e obtencao
de modos em vigas biapoiadas de Timoshenko [73], [117] com enfase no segundo espectro e

vibracoes livres.

Com o intuito de estudar problemas em nanotecnologia relacionados com a
modelagem de nanotubos com muiltiplas camadas, foram considerardos o modelo de viga
Euler-Bernoulli e o modelo de Timoshenko. Ambos consideraram métodos numéricos e
semi-analiticos para resolucao dos problemas quadraticos de autovalor resultantes, entre
eles, método de Krylov, método da Poténcia [110] e método de Urabe com polindémios de

Chebyshev [112].

Dentro do contexto das aplicacoes em nanotecnologia, e como continuidade dos

trabalhos [119] e [41], em [118], vigas segmentadas livres e forcadas, descritas pelos modelos



de Euler-Bernoulli e Timoshenko com condic¢oes de contorno nao classicas devido ao uso de
materiais piezoelétricos, foram consideradas na modelagem de microvigas com aplicagoes em
microscopia de forga atomica e envolvendo o uso da base dinamica em vigas segmentadas

[38], [37], [35], [31, 30].

Mais recentemente, o interesse pelas aplicagoes de vigas em nanoescala tem
gerado uma expansao na literatura em termos da modelagem de modelos baseados em mo-
dificacoes dos modelos classicos. Porém a maioria dos trabalhos restringe-se ao caso con-
vencional de condicao de contorno simplesmente apoiada. Além do que sao priorizados os
casos estaticos. Sendo assim, avancos no estudo dinadmico e considerando outras condigoes
de contorno importantes nas aplicagoes, tais como o caso viga fixa-livre, podem contribuir
no entendimento e aprimoramento de sistemas micro e nanoeletromecanicos, entre outros

dispositivos em micro e nanoescala [38], [32].

Busca-se nesse trabalho analisar as modificagoes introduzidas nos modelos cldssicos
baseadas em teorias nao classicas e quais as implicagoes dessas inclusoes nas equacoes go-
vernantes classicas. Os efeitos dessas inclusoes tem sido analisados comparativamente ao
caso classico. Em sintese os modelos nao locais alteram a matriz de massa, e os modelos
gradiente de deformacao e tensao acoplada a matriz de rigidez, incluindo termos de ordem
superior, o modelo que inclui efeitos de superficie aqui considerado altera ambas as matrizes
e caracteriza-se matematicamente, assim como o modelo da tensao acoplada, por ser um pro-
blema singular. Tal andlise nao é feita dessa maneira na literatura, que em geral apresenta

resultados quantitativos comparando casos modificados e casos classicos.

Além disso, visto que o tema das vibragoes forcadas ainda permanece menos
discutido na literatura, propoe-se a busca de respostas dinamicas com o uso do método da
decomposi¢ao de Adomian [6], [125], comparativamente com os resultados semi-analiticos ob-
tidos através da convolugao do termo forcante com a funcao de Green dinamica ou resposta
impulso matricial distribuida, a qual é aproximada espectralmente, considerando proprieda-

des ortonormais dos modos de vibragao [38].



Nas secoes a seguir sao sintetizados os objetivos da tese, e é especificada a

organizacao dos capitulos bem como contribuicoes do trabalho.

1.2 Objetivos do trabalho

Os objetivos desta tese estao sintetizados nos itens a seguir.

e Descrever os modelos tedricos propostos na literatura, baseados na teoria classica
de Timoshenko, porém incluindo efeitos nao locais, efeitos de deformacao de or-
dem superior e efeitos de superficie, mencionando os modelos de Euler-Bernoulli

correspondentes.

e Estudar dinamicamente o comportamento de micro e nanovigas, de material
homogéneo linear e isotropico, baseadas nos modelos do item anterior, através
de um estudo matricial, anédlise modal das equagoes, determinacao de frequéncias

naturais e modos de vibracao.

e Apresentar resultados comparativos entre os modelos propostos e modelos classicos,
a fim de analisar a influéncia dos parametros incluidos pela teoria nao local de
Eringen, teoria do gradiente de deformacao, teoria da tensao acoplada e teoria

da elasticidade de superficie.

e Obter solugoes espaciais ou modos de vibragao baseadas em (i) método espectral
de Euler, (ii) base matricial gerada pela resposta espacial fundamental, (iii)

decomposicao de Adomian.

e Apresentar solucoes para o caso forcado e nao linear, considerando o método da

decomposicao de Adomian e a funcao de Green dinamica.



1.3 Contribuicoes da tese

Nos itens a seguir sao enumeradas as principais contribuicoes deste trabalho.

e Os modelos mateméaticos de Timoshenko dependentes de parametros de escala
e forgantes sao formuladas unificadamente permitindo uma comparagao a nivel
matricial em relagao ao caso classico de Timoshenko. Essa formulagao permite
a incorporagao de elementos considerados nos diversos modelos que tem sido
propostos na literatura, tanto na modelagem de micro e nanovigas, bem como

vigas segmentadas ou compostas, entre outras.

e A obtencao de modos e frequéncias naturais de vibragao para o caso cldssico
de Timoshenko é estendida para os modelos de Timoshenko nao local e mo-
delo de Timoshenko gradiente de deformagao, com resultados satisfatoriamente

comparados aos da literatura através de outros métodos.

e O método da decomposicao de Adomian é considerado conjuntamente com a
solucao fundamental matricial relativa ao modelo de Timoshenko, local e nao lo-
cal, gerando esquemas iterativos implementaveis para os casos nao lineares e com
testes satisfatoriamente realizados em comparacao com resultados da literatura,

para os casos lineares.

e A tese contribui na pesquisa da obtencao de respostas dinamicas forcadas para
as equagoes de Timoshenko [37], [118], [38] apresentando resultados compara-
tivos com uso da solucao fundamental distribuida, aproximada espectralmente,
e método da decomposicao de Adomian. Além disso, sao obtidas respostas
dinamicas quando é considerado um termo nao linear de natureza cubica, fa-

zendo uso de um esquema iterativo de Adomian.



1.4 Organizacao do trabalho

A fim de alcancar os objetivos descritos anteriormente, este trabalho tem a

seguinte organizagcao.

Capitulo 2: Refere-se a modelagem das vibragoes transversais de vigas considerando te-
orias continuas nao classicas, modificando os modelos de Euler-Bernoulli e Ti-

moshenko.

Capitulo 3: Formulam-se matricialmente, de maneira unificada, os modelos de Timoshenko

nao classicos apresentados no capitulo anterior.

Capitulo 4: Apresenta-se a solugao fundamental matricial que compde a base para as
solugoes espaciais para os casos regulares. Faz-se o estudo dos polindmios ca-
racteristicos para os modelos de Timoshenko nao local de Eringen e modelo de
Timoshenko gradiente de deformacao, comparativamente ao polinomio carac-

teristico de quarta ordem correspondente ao modelo de Timoshenko cléssico.

Capitulo 5: Formulam-se as solugoes do problema espacial para os casos singulares considerando-
se o método espectral com uso da base de Euler. Estudo do caso da viga bia-
poiada para o modelo de Timoshenko classico e para o modelo de Timoshenko
segundo a teoria do gradiente de deformacao, o qual reduz-se ao modelo de

Timoshenko da tensao acoplada quando certos parametros sao negligenciados.

Capitulo 6: Descreve-se o método da decomposicao de Adomian de maneira geral, apresentando-
se as formulas que geram os polinomios de Adomian. Sao propostas modificagoes
do método de Adomian considerando a solugao fundamental matricial. Aplica-
se o método na obtencao de modos e frequéncias naturais de vibragao para o
modelo classico de Timoshenko, modelo de Timoshenko nao local e modelo de
Timoshenko gradiente de deformagao. Sao comparadas frequéncias naturais ob-
tidas considerando o modelo de Timoshenko classico linear e classico que inclui

termo de nao linearidade cubica.



Capitulo 7: Apresentam-se resultados numéricos referentes aos modos e frequéncias natu-
rais de vibragao obtidos considerando as metodologias apresentados nos capitulos

4,5 e 6.

Capitulo 8: O método da decomposicao de Adomian é utilizado para determinacao de
respostas forcadas e para obtencao de respostas dinamicas para os casos nao

lineares.
Capitulo 9: Consideragoes finais.
Capitulo 10: Referéncias bibliograficas.

Apéndices: A: Descricao basica dos modelos matematicos classicos de Euler-Bernoulli e
Timoshenko; B: Descricao do Método de Ferrari aplicado ao polinomio carac-
teristico de grau 8 referente ao modelo matemético de Timoshenko gradiente de
deformacao; C: Comentarios sobre a convergéncia do esquema de Adomian; D:
Célculo de uma férmula analitica para integral de uma convolugao entre funcao

do tipo exponencial e polinomial de grau k.



2 TEORIAS CONTINUAS DEPENDENTES DE
ESCALA PARA MODELAGEM DE VIBRACOES
DE MICRO E NANOVIGAS

Observagoes experimentais e simulagoes atomicas tém indicado que as respostas
e propriedades mecanicas sao sensiveis ao tamanho das estruturas, quando essas se tornam
muito pequenas. De modo que, sendo as teorias classicas independentes de escala, nao podem
prever esse comportamento. Por outro lado, os modelos atomicos e moleculares sao restritos
as capacidades computacionais. Teorias nao classicas continuas representam tentativas de
estender a abordagem da mecanica do continuo, a fim de capturar os efeitos da diminuicao
da escala. Assim, tém recebido atencao o desenvolvimento de teorias continuas dependentes

de escala para a modelagem de estruturas e dispositivos com dimensoes menores [87].

Quatro abordagens principais da mecanica do continuo nao classica tém sido
desenvolvidas, modificadas e aplicadas para estudar o comportamento mecanico de micro e

nanoestruturas:
1- Teoria da elasticidade nao local de Eringen [48], [49].
2- Teoria do gradiente da deformacao [94], [79].
3- Teoria da tensao acoplada [95], [74], [126].

4- Teoria da elasticidade de superficie [59], [60].

2.1 Teoria da elasticidade nao local de Eringen

A teoria da mecanica do continuo nao local proposta por Erigen e co-autores
[48] tem sido aplicada a muitos problemas, tais como, propagacao de ondas, deslocamento e
fraturas mecanicas, entre outros [87]. Sendo que as primeiras aplicagos da teoria nao local a

nanotecnologia se devem a Peddieson [100].
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As relagoes constitutivas da elasticidade classica sao relagoes algébricas entre
tensoes e deformacgoes. De acordo com a teoria de elasticidade nao local de Eringen as tensoes
em qualquer ponto de referéncia do corpo irao depender nao somente das deformacoes nesse
ponto, mas também das deformacgoes em todos os pontos do corpo [9]. Essas teorias contém
informacao sobre as forcas entre os atomos, e a escala de comprimento interna é introduzida

nas equagoes constitutivas como um parametro material.
A relagao constitutiva nao local é dada por [48]
[1 — (eoa)QVQ]Ukl = A&y Op + 2R, (2.1)

onde oy, é o tensor tensao nao local, g5 € o tensor deformagao, A e y constantes materiais, a

¢ um comprimento caracteristico interno e ey ¢ uma constante de ajuste do modelo.

As equacgoes governantes para o modelo de Timoshenko, de acordo com essa

teoria, sao dadas por [87]

g [0t S5 ] - noa (55 - 52) = [o- 23S,

02 ox? Ox 0x?
(2.2)
0? 0% 0% ow
I— |¢— 2| —FEl——~ —kGA(—=— -9 ) =0
P or [¢ (¢0) a:&] 922 " (ax ) ’
com momento fletor e cisalhamento definidos como
M = El% + (eoa)Q[pfazz"; — pA%QT;" + pl,

(2.3)

S = KGA(GE — 8) + (eon)[p Az — 5]

sendo que p representa uma forca transversal ao longo do eixo .

Analogamente, o modelo nao local de Euler-Bernoulli é descrito pela equacao

[87], [36]
32
/)A <1 - (€0a>2@) Wyt + ijzxxa: =P (eoa>2pzxa (24>

com momento fletor e cisalhamento definidos como

M= —Flw,, + (eoa)2(pAwtt - ),

(2.5)
S = _E]wxxx + (eoa)2(pAwttm - px)
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De acordo com Eringen [49], o valor numérico do parametro ey foi determinado
por ajuste de curvas de dispersao baseado em modelos atomicos. Eringen utilizou ey = 0.39

e Peddieson [100] utilizou por conveniéncia ey = 2/5.

Quanto ao parametro de comprimento interno a, [100] define que a esteja na
escala de angstroms, de modo que 1 x 107%m < a < 1 x 107%m, e menciona os padroes de

comprimento L para sistemas micro (MEMS) e nanoeletromecéanicos (NEMS)
MEMS: 100 x 107%m < L < 500 x 10~5m,
NEMS: 1 x 107%m < L < 10 x 10~ m.

Sao reproduzidos na tabela a seguir, de acordo com [44], valores para o parametro
eg, relativos ao material da viga, aplicacao de interesse e método utilizado para a deter-

minagao, sendo LD sigla para lattice dynamics e MD molecular dynamics.

Referéncia €o Material Aplicacao Método
Eringen [48] 0.39 Aluminio Propagacado de ondas em sélidos LD
Eringen [48] 0.31 KCI Propagacao de ondas em sélidos LD
Zhang et al [129] 0.82 CNTs Buckling de cascas MD
Wang e Hu [122] 0.288 CNTs Propagacgao de ondas em vigas MD
Zhang [128] 8.79 Grafeno Defeitos MD
Duan 2[45] 0.0-19.0 CNTs Vibracao livre de vigas MD
Hu [68] 0.2-0.6 CNTs  Propagagao de ondas em cascas MD
Zhang [130] 1.25 CNTs Vibragoes livres de vigas MD
Arash e Ansari [14] 11.97-14.08  CNTs Vibragoes livres de shells MD
Ansari [15] 6.13-9.93  Grafeno Vibragoes livres de placas MD

Tabela 2.1: Valores do parametro ey segundo a literatura.
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2.2 Teoria do gradiente de deformacao

Midlin [94] prop6s uma teoria de ordem superior de gradiente de deformagao
para materiais elasticos, considerando o primeiro e segundo gradientes do tensor deformacao
contribuindo na integral que descreve a densidade de energia de deformacao. Fleck e Hut-
chinson [51] utilizaram as formulagoes de Mindlin e expressaram que a densidade de energia
de deformacgao de materiais elasticos é uma fungao nao somente do primeiro, mas também
do segundo gradiente do campo de deslocamentos, ou seja, uma fungao da deformacao e da
sua primeira derivada. Essa teoria foi nomeada teoria do gradiente de deformacao. Além
disso, Lam et al. [79] introduziu uma teoria modificada do gradiente de deformagao, utili-
zando a equagao de equilibrio dos momentos acoplados em adi¢ao as equagoes de equilibrio
de forcas e momentos classicas, essa tornou-se uma teoria nao classica popular na area de
micro sistemas. Em geral, quando se mencionam modelos baseados na teoria do gradiente de
deformagao, o termo se refere a teoria modificada do gradiente de deformagao proposta por
Lam [79]. Essa nomenclatura é a adotada nos trabalhos de [120], [70] entre outros, a qual

também serd utilizada no presente trabalho.

A teoria do gradiente de deformacao é aplicada para formular modelos de barras,
vigas e placas [70], [120]. Trés parametros extras relativos a escala, £y, {1, e {5, aparecem nesta
teoria em adicao aos parametros classicos modulo de elasticidade e coeficiente de Poisson, e
sao responsaveis por capturar os efeitos de escala. Sendo esses parametros adicionais estima-
dos por experimentos, tais como testes de micro-flexdo, micro-tor¢ao, micro/nano indentagao

[70).

A energia de deformacao U em um material eldstico linear isotropico nao defor-

mado, ocupando uma regiao 2 de volume V' é dada por

1 S S
U= 3 /( ij€ij + Pi%Yi T+ 7}(]113775]1/1 + minij) dv, (2.6)
Q
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(1) «

onde ;5 ¢ o tensor deformagao, 7; ¢ o tensor gradiente de dilatacao, 7,;; ¢ a parte desviadora

do tensor gradiente de stretch, x;; ¢ o tensor gradiente de rotagao simétrico. mj;

ij
componentes do tensor tensao acoplada ;€ 7'(1)

sao 0s
sao conhecidos como componentes de

tensores tensao de ordem superior.

As componentes do tensor deformacao se relacionam com as componentes do

campo de deslocamentos através das relagoes [79]

1

gy = Gl ),
i = Emm,i,

o _ 1 Ls 2
Mijk = g(gjk,i + Ekij + €ijk) — e ij (Emmyk + 2€mkm) (2.7)

1
_B[(sjk(gmm,i + 25mi,m) + (5ki<5mm,j + 2€mj,m)]7

s 1

Xij = i(Eimngnj,m + Ejmngni,m)a

onde Ejj refere-se ao simbolo de permutagao. As medidas do tensor tensao cldssico o;; e

. 1 ~ . . ~ . .
tensores de ordem superior p;, TZ»(- k) e m;; sao descritas por meio das relagoes constitutivas

vE
(1-2v)(1+v)

Uij = 5kk6ij —+ 2#87;]',

pi = 25(2)%‘7
(2.8)
1

mg; = 2N€§ij'
Pelo principio de Hamilton, tem-se

/&T—U+W):Q (2.9)

t1
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onde U, T' e W sao dados por

L
1 92\ > 06\ 2 Pw 9o\’
U‘i/{kl <—axz) ke (a_) ks (—axz *a—x)
0

oo o \ ) , (2.10)
w w
+k’4 <%—@> —i—/qu <%—¢> } dSL’,
[ 06\ > 06\ °
T = /p[ (E) + pA (a) dx, (2.11)
0
I T
W:/ v ft, ) d, (2.12)
0 ¢ —M(t,l’)

omitindo os detalhes apresentados em [120], [70], obtém-se as equagoes governantes e condigdes
de contorno do modelo de Timoshenko segundo a teoria do gradiente de deformacao, descritas

CcOo1mo

pAw + (ks + ka)w'™ + (ks — 2k1)0" — ks(w” — ¢') = f(t, ),

) . (2.13)
pIo + k1¢) — (ks — 2kg)w” — (ko + ks + 4ks)¢" — ks(w' — ¢) = M (t, ),
onde [120]
4 E(l—-v)I
ki = (2ul2 + —pl®)I, ky = 2 AL
1 (/j’0+51u’1)7 2 (].+V)<1_2V>+ILL 0’
(2.14)
1 2 8 2
ks = ZMAfza ky = E/Uwp ks = kGA,
bem como condigoes de contorno preescritas em z =0 e em « = L segundo [97]
(ks + k4)237%’|(t,x0) + (ks — 2k4)327?|(t,x0) — k(22 = @)|(t,00) = —F 0w Wtz =0,
(k‘g + k4)%271§}’(t’z0) -+ (/{73 — 2k4)%’(t,zo) =0 ou %—;Ukt’m) = 0,
(2.15)

—hggjfkt,mo) + (ks — 27{4)227%@@0) + (ko + ks + 4k4)§—fl(t,zo> = —M ou ¢|a,) =0,

8 8
kgt en) = M" 0w Flaan) = 0,
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F é a forca externa, M é o momento classico e M" é o momento de ordem superior.

Se os parametros nao locais sao negligenciados, o modelo se reduz ao modelo
classico de Timoshenko, incluindo efeitos de Poisson, que quando negligenciado, fazendo
v = 0, deixa as equacoes na formulagao classica de Timoshenko. O modelo pode ainda
ser reduzido ao modelo de Euler-Bernoulli se a deformacao por cisalhamento for desprezada.
Substituindo ¢ = g—i’ em (2.13), manipulando algebricamente e eliminando o termo de inércia

rotatoria plwy,,, obtém-se o modelo equivalente, correspondente a teoria de Euler-Bernoulli
pAwy — kyw™) + (kg + 4ks + k)w™ = f(t, ), (2.16)

com ky, ko, k3, k4 j& definidos em (2.14). A equagao é deduzida em [75] de acordo com a teoria
de gradiente de deformacao devido a Lam et al. [79], considerando comentdrio publicado em

10].

Momento, momento nao classico e cisalhamento sao definidos respectivamente

por
M = (kg + 4ks + ky)w" — kyw®™), M" = k™,

(2.17)
S == k:lw(”) — (kz + 4]{33 + k4)w’”.

As condigoes de contorno preescritas nas extremidades x = 0 e x = L sao
S=0ouw=0,
M =0 ou w' =0, (2.18)
M" =0 ou w"(0) =0.

Na Tabela 2.2, a seguir, sao apresentadas propriedades materiais e geométricas
de uma viga de epoxy com secao transversal retangular, comumente utilizada para as si-

mulagoes do modelo de Timoshenko gradiente de deformacao [11], [89], [120].

Moédulo Coeficiente
de Young (F) de Poisson (v) Densidade (p) {o, /1,02 Largura (b) &
1.44GPa 0.38 1220Kg/m®  17.6ym  b=2h ¥

Tabela 2.2: Parametros materiais e geométricos para modelo gradiente de deformacao e mo-

delo da tensao acoplada.
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2.3 Teoria da tensao acoplada

Visto que a determinacao de parametros adicionais referentes aos efeitos de es-
cala pode gerar imprecisoes devido a dificuldades experimentais ou computacionais, ao consi-
derar modelos moleculares, (que sdo em geral os métodos utilizados para a estimativa desses
parametros), pode ser desejdvel um modelo que contenha apenas um parametro adicional
com o papel de capturar os efeitos de escala [89]. E o caso do modelo modificado da tensao

acoplada [126], [89].

Fazendo ¢y = ¢; = 0 em (2.13) [70] s@o obtidas as equagoes do modelo de

Timoshenko da tensao acoplada de acordo com [89]

oAy + /Cg(w(w) +¢") — ks(w” — @) = F(t, z),

} (2.19)
plp — kg(w" 4 @) — k@ — ks(w' — @) = M(t, x),
sendo
B E(l—-v)I 1 9 B
]{,’2 = (1 i V)(l _ 2y)7 k’g = 4ILLA€2, k’5 = rkGA. (220)

As condigbes de contorno preescritas em x = 0 e x = L de acordo com [89]

3w 92 w
ks (222 (10) + 221 (120)) — K5(22 — )| (tao) = —F 0 W(1,0) = O,
ka(%ﬁ’ + %”(t,xo) =0 ou 2|4 =0, (2.21)

k358 (10 + (K2 + k3) 22l (ta0) = =M 00 Bl(1a0) = 0.

Fazendo ¢ = 0 resulta o modelo de Timoshenko classico incluindo efeitos de

Poisson, e com v = 0 o modelo classico de Timoshenko.

O modelo de Timoshenko baseado na teoria modificada da tensao acoplada

pode ser reduzido ao modelo de Euler-Bernoulli da tensao acoplada, substituindo em (2.19)
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oz, t) = g—?, manipulando algebricamente e desconsiderando efeitos de inércia rotatoéria

plwy,, obtém-se

84
+ @MA) 77“5 = 0. (2.22)

pA

0w ( Bl —v)I ’

ot? (14+v)(1—2v)
Claramente se /o = 0 em (2.22) as equagdes se reduzem ao modelo de Euler-
Bernoulli incluindo efeitos de Poisson, e se esse é também negligenciado resulta entao a

equacao classica de Euler-Bernoulli.

2.4 Teoria da elasticidade de superficie

A superficie de um sélido é uma regiao com um arranjo préprio de atomos,
propriedades fisicas e respostas mecanicas diferentes daquelas da parte principal (bulk), de
modo que os efeitos dessa superficie podem desempenhar um papel importante na estrutura
considerada como um todo [3], [121]. Em geral, a razao entre a drea da superficie/interface e
o volume cresce com o decrescimento das dimensoes caracteristicas da estrutura. Portanto,
quando o tamanho do material decresce, uma maior por¢ao dos atomos sera encontrada
na superficie em relagao a porcao do interior. Sendo assim, os efeitos de superficie podem
influenciar o comportamento das estruturas baseadas em escalas menores, tais como micro e

nanovigas, filmes finos, nanowires, placas finas, etc [84], [3].

O modelo do continuo para elasticidade de superficie de Gurtin et.al [61] é ba-
seado na extensao da equacao de Laplace-Young para meios solidos, visto que a equagao foi
proposta inicialmente para tensdo residual de superficie de fluidos [121]. Segundo Gurtin e
Murdoch a superficie é matematicamente considerada como uma camada de espessura nula
completamente aderida a parte principal do material. As propriedades em tal superficie sao
diferentes daquelas no bulk, sendo caracterizadas pela tensao residual de superficie e cons-
tantes de Lamé de superficie ( 79, Ao, po, respectivamente), determinadas via simulagoes

atomicas ou experimentos [93], e podendo ainda assumir valores negativos ou positivos, de-
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pendendo da estrutura cristalografica. Por exemplo, para vigas de Silicio e Aluminio os

valores dos parametros sao dados na Tabela a seguir.

E v p Ao Ho 7o Po
Material (GPa) (Kg/m?*) (N/m) (N/m) (N/m) (Kg/m’)
Al 90 0.23 2.7x10% 3.4939 —5.4251 0.5689 5.46 x 1077
Si 107 0.33 233 x 103> —4.4939 —2.7779 0.6056 3.17 x 1077

Tabela 2.3: Parametros materiais para o bulk e superficie, para vigas de Aluminio e de Silicio.

Nessa secao sao apresentadas as equagoes governantes do modelo de Timoshenko
que inclui efeitos de superficie, de acordo com [84], mas com modificagées devido a convencao

de sinais do campo de deslocamentos, e diagrama de forgas de acordo com Ginsberg [58], [92].

Considera-se uma viga de material isotrépico, com secao transversal retangular,

de comprimento L, largura b, altura H = 2h. O momento de inércia da area da secao

, 3 . ~ .
transversal é [ = %, sendo A = 2bh a area da secao transversal, de acordo com a Figura
2.1.

superficie: ]07/1072-07p0

bulk: E, v, p

Figura 2.1: Representacao esquematica da viga incluindo efeitos de superficie.

Efeitos de superficie sao incorporados a essa viga considerando uma superficie
eldstica completamente aderida a parte principal (bulk) e com espessura nula, de acordo com
teoria de Gurtin-Murdoch [59], [60]. A parte principal da viga é governada pelos mesmos
parametros classicos e equagoes oriundas da teoria da elasticidade e mecanica do continuo, as

modificacoes sao feitas com a inclusao de novos parametros devido a superficie considerada.
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Modelo de Timoshenko

As equagoes que governam a deflexao flexural e o angulo de rotagao da viga,

w(t, z) e ¢(t, x), respectivamente, de acordo com [84], nas hipéteses de vigas de Timoshenko,

sao dadas por

(pA+ pos*)wy — KGA(Wy — Gz) — ToS Wee = q(),

(P[ + pOI*)¢tt - [EI + (Q/LO + )\O)[*](ﬁxax + %wxmx - %@wtm - KGA(wx - ¢) = 07
(2.23)

Os parametros referentes a superficie da viga Ao, o, 70, po, representam, respec-
tivamente, as constantes de Lamé de superficie, tensao residual de superficie e a densidade de
massa da superficie. I* é o momento de inércia relativo ao perimetro da superficie, e analogo

ao momento de inércia I da parte principal da viga, juntamente com s* sao definidos por

* 2 2 4h‘3 * 2
I"= [ 2% ds=2bh —I—?, s* = [ nids=2b, (2.24)

S S

com n, vetor direcdo n, = cos < n, z >, k é o coeficiente de correcao de cisalhamento, relativo

a secao transversal retangular.

O cisalhamento e o momento fletor da viga, incluindo as contribui¢oes do mo-

mento e cisalhamento referentes a superficie da viga tornam-se

MTB = [EI + (2p0 + Ao) )¢ + 20w, — 20y,
(2.25)
STB = kGA(w, — @) + Tos™ w,.

Para a obtencao dessas equacoes, basicamente foram consideradas além das
equacgoes constitutivas classicas para a parte principal da viga relagoes constitutivas préprias

para a superficie, mais especificamente a inclusao de uma tensao de superficie o, [84], [85].
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Modelo de Euler-Bernoulli

Fazendo ¢y = 0 e usando que ¢ = 2% em (2.23), derivando (2.23)(b) em relagao

a x e somando as duas equacoes resulta

2viT n 2vi py
L
H H

(pA+pos wy+ | ET + (2p0 + Xo)[* — Witzr —ToS Wz = f(t,x). (2.26)

O momento fletor e cisalhamento, incluindo as contribuicoes da superficie, sao

definidos por

MP = (EI + (210 + o) I* — 240, + 22204,

H H
(2.27)
SE = — [EI+ (2p0 + Xo)I* — 22| wyyy — %@wm 4 o5 w0y,

2.5 Modelos de ordem superior e com forca forca axial

A seguir sao apresentados modelos matematicos baseados simultaneamente na
teoria do gradiente de deformacao e teoria da elasticidade nao local e elasticidade nao local
e elasticidade de superficie, respectivamente considerados nos trabalhos [83] e [65]. Também
sao apresentadas as equacoes da viga de Timoshenko, que descreve o deslocamento axial,
transversal e angular, incluindo termo nao linear devido a forga axial e parametros materiais

de escala .

De acordo com Lim et.al [83] a teoria da elasticidade nao local e a teoria do
gradiente de deformacgao descrevem duas caracteristicas fisicas totalmente diferentes dos ma-
teriais e estruturas em nanoescala. Assim [83] propde um modelo baseado em uma teoria de
gradiente de deformacao nao local de ordem superior, com a intencao de generalizar a teoria

nao local padrao introduzindo um tensor deformagao de ordem superior [13].

A equacao referente ao modelo de Euler-Bernoulli torna-se

— 0, (2.28)

21 92 2 o4
pA{l—(eoa)Qa—]éw 0% 0*w

[ — 2_ [
o0x?| Ot? +EI(1-{ 8302)8304
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sendo alterada pela presenca de parametros nao locais eya e o parametro relativo a teoria do

gradiente de deformacao ¢. As equagoes relativas ao modelo de Timoshenko tornam-se

2,7 2
KGA(d_w_@> _ 45w

dz ~ dz)  "as
(2.29)
Ow ) o
KGA[1 — (ega)’V?] (a_x — ) + EI(1-0*V?) ooz =P [1— (ea)?V?] Ea

onde sao definidos adimensionalmente z = z/L, w = w/L, s = s/T.

Outra abordagem, proposta em [65], inclui elasticidade de superficie, tensao de
superficie e densidade de superficie, representadas respectivamente por E° (pode ser repre-
sentada em termos das constante de Lamé de superficie Ay e 1), 70 € po, na andlise das
vibragoes livres de nanovigas de Euler-Bernoulli e Timoshenko utilizando a teoria nao lo-
cal de elasticidade. As equagbes governantes nao locais para nanovigas de Timoshenko na

presenca de efeitos de superficie sao dadas por

(1— (e0a)?Z;) {(pA + 2bp0)‘9827§“} — KGA(Z2 4 22) | 9pry 2o

(2.30)
(1- (30@)238_;2) [(pf—l-pof*)%} + HGA(% + @) = (E[—FES[*)%—!—
2utel Pw  2wpel Bw

H 0x3 H 0xot?

O caso correspondente a nanovigas de Euler-Bernoulli é descrito pela equacao

2utol\ 0*w 0w 2vpgl  w 0? O*w
—2 — (1= ) | = (pA + 2bpy) &2
H )8x4 o2 T aer Hogr ) |~ (PA+ 2m) 5

(2.31)

(EI + BT —

Cita-se ainda o modelo proposto por Gao [54] que considera simultaneamente a

teoria da tensao acoplada e teoria da elasticidade de superficie.

Para determinacao do modelo nao linear considera-se a chamada componente
de deformacao de von-Karman, de acordo com [13] e deslocamento axial u(z, ) nao nulo, de

modo que a primeira componente do tensor deformacgao torna-se

Ou 06 1 [ow\®
611_8_]3_2%_'_5(%) . (232)



22

As equagodes governantes no caso de vigas de Timoshenko, omitindo os detalhes

da dedugao apresentados em [13] sdo dadas por

0 8u 1 0% [ou 1 [ow\?

en (3 —>> <—+§<a—x>>

) au 1 0 [ou 1 [0w\”)| Ow w0
4w

0%*u

t,x) = pA—s
+o(t,2) = pAs,

w

(]{36 — ]{37) Ozt (2k6 + /{37>ﬁ + f t .T) = pA o2 s
¢ a4¢ Pw ¢
Ko ggn s <__¢> 191 T k1 = Qkﬁ)ﬁﬂkﬁ%% 2 = Pl
(2.33)
Ccom
ks = GAQ20 + 303), ke = sGAL, ky = 1GAB,
(2.34)

e Ny = No(z) representa um carregamento axial inicial.

Com condicoes de contorno de uma viga simplesmente apoiada com extremidades
axialmente imoveis, negligenciando o termo de inércia longitudinal pAgté‘ e assumindo que

Ny independe de x

N j(a_w)ux, 035

que inserida em (2.36)(b), resulta, de acordo com [13] equagbes governantes do comporta-
mento nao linear de uma viga de Timoshenko dependente de escala com as duas extremidades

imoveis, e modelada segundo a teoria do gradiente de deformagao

*w Pw 0 0*w 03 *w
Noaz Tha (3x2 _%) T (ks = kr) s = (ke + ko)gs + /(L a) = pAGe
(2.36)
8% dw 94 &w 26 9%
kQaQ + k3 <__¢>_k4ﬂ+<k 2k6)ﬂ+(k7+4k6)82_ [8752
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Outros trabalhos que também consideram o caso nao linear sao [71], [72]. Além
desses, essa nao linearidade foi considerada na tese [106], de acordo com Reiss [105], no caso

das equagoes classicas de Timoshenko.
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3 FORMULACAO MODAL MATRICIAL

Todos os modelos matematicos de Fuler-Bernoulli e Timoshenko descritos no
capitulo anterior por uma, duas ou trés equacoes diferenciais parciais evolutivas podem ser
formulados matricialmente, de uma maneira geral e compacta envolvendo operadores dife-
renciais com coeficientes constantes ou matriciais. Essa formulagao é baseada na expressao
geral

My + Cv + Kv = F, (3.1)

onde M é denotada coeficiente ou matriz de massa, C coeficiente ou matriz de atrito, K

coeficiente ou matriz de rigidez e F descreve forcantes externos em geral. Para o modelo de

w(t, x)
o(t, )

Nesta secao é feita uma analise das amplitudes espaciais ou modos de vibracao

Euler-Bernoulli v = v(t, ) = w(t, z) e para o modelo de Timoshenko v(t,z) =

w(z), relativa as solugbes do tipo exponencial

v(t,r) = eMw(z), w(r)= : (3.2)

para os modelos baseados nas teorias nao local de Eringen, do gradiente de deformacao, da
tensao acoplada e da elasticidade de superficie referentes ao modelo de Timoshenko, repre-
sentados pelas equagoes dadas em (2.2), (2.13), (2.19) e (2.23), respectivamente e escritos de
acordo com a formulagao matricial geral (3.1), quando é desconsiderada a atuagao de termos
forcantes externos, ou seja, F = 0. Embora tenham sido apresentadas as equacoes relativas
a vigas de Euler-Bernoulli, nao sao apresentados desenvolvimentos relativos a elas, apenas
alguns resultados com fins de comparagao com o caso de vigas de Timoshenko. Salienta-
se também que as abordagens apresentadas nos capitulos posteriores podem ser facilmente

adaptadas para o caso de vigas do tipo Euler-Bernoulli.



25

As equacoes dos modelos nao locais que governam o movimento, desconsiderando

forcantes e momentos externos, sao escritas na formulagao matricial

My + Kv = 0,

w(t, )
(L, )

Vv =

Substituindo (3.2) em (3.3), resulta o problema quadratico de autovalor

(MM + K)w(z) = 0.

(3.4)

A principal diferenca entre os modelos de Timoshenko nao local de Eringen,

gradiente de deformacao e da tensao acoplada, é que no primeiro a matriz K é um operador

diferencial de segunda ordem, e para os dois ultimos K é um operador diferencial de quarta

ordem. Além disso, para o primeiro M é a soma de uma matriz constante e um operador

diferencial matricial de segunda ordem, e para os dois ultimos M é uma matriz constante.

Considera-se de maneira unificada, as matrizes M e K escritas como

pA 0

+BKk

- OéM(eoa)2

—ko—— + KGA
xXr

32
—=(2p0 + Ao)I”

0x?

82

+O[K

0x?

82 +ﬁM
1'7
P oz2
84
k kq)—=—
( 3+ 4)8$4a3
(ka2 — 2%y ——
(s 4)8x3

pos* 0
2vipy O
_ Z o onI*
H oz 7

3
(k3 — 2ks)

k1=

p — (k‘g + 4k4)

0x?

sendo os coeficientes s, B, ak, Bi e ko definidos na Tabela 3.1 a seguir para cada caso.
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Coeficientes
Caso ay Bu ax Bk ko
TBNL 1 0 0 0 EI

TBSG o0 o0 1 (o 2ol

() (1—2v)

TBCS* 0 o0 1 (o 20l

(1) (1—2v)

TBSE 0 1 0 1 ET

*]{71:]{?420

Tabela 3.1: Descricao dos coeficientes da formulagao unificada M e K.

Na Tabela 3.1 TBNL refere-se ao modelo de Timoshenko nao local de Eringen

(2.2), TBSG ao modelo de Timoshenko gradiente de deformagao (2.13) e TBSE ao modelo

de Timoshenko que inclui efeitos de superficie (2.23). O caso TBCS referente ao modelo de

Timoshenko da tensao acoplada (2.19) é tratado como um caso particular do modelo TBSG.

O problema quadratico de autovalor (3.4) é equivalente a uma equagcao diferencial

matricial na variavel x, descrita a seguir para cada um dos casos considerados.

Nao local de Eringen (TBNL)

sendo

Para o modelo de Timoshenko nao local de Eringen, tem-se

M\)w”(z) + Cw'(z) + K(\)w(x) = 0, (3.5)
—(KGA + N2pA(ega)?) 0
M(A) = :
0 (BT + X2pI(ea)?)
(3.6)
0 kG A A2pA 0
C= , K(\) =

—kGA 0 0 Mol + kGA
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Gradiente de deformacao (TBSG)

Nesse caso a equacao diferencial matricial sera de ordem quatro, descrita por

Kow ™) (z) + Kyw" () + Kow" (2) + Ksw'(2) + Ky(Mw(z) =0, (3.7)
onde
ks+ks 0 0 kg — 2ks
KO - ) Kl = ’
0 ]{31 _(k3 - 2k4) 0
—ks 0 0 ks
K2 — 5 K3 == ’ (3 8)
0 —(kg + ks + 4]€4) —ks 0
A2pA 0
K, =
0 NI + ks

Tensao acoplada (TBCS)

O modelo de Timoshenko nao local da tensao acoplada é uma simplificacao
do modelo de Timoshenko nao local do gradiente de deformagao com k; = ky = 0. Esta
simplificacao modifica a natureza do coeficiente matricial associado a derivada de maior
ordem. Resulta que Ky é uma matriz singular, e definem-se a equacao diferencial matricial

e seus coeficientes como

Kow™ (2) + Ky w”(x) + Kaw' (2) + Kow!(x) + Ky (\)w(x) = 0, (3.9)
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sendo
ks 0 0 ks
Ky = , K1 = )
0 0 —ks 0
—ks 0 0 ks
Ky = L K = : (3.10)
0 — (k2 + k3) —ks 0
A2pA 0
K, =
0 2T + ks

Efeitos de superficie (TBSE)

Nesse caso, tem-se a equacao diferencial matricial de terceira ordem dada por
Kow"” (z) + Kiw"(z) + Ko(A) W' (2) + Kz(A\)w(z) =0, (3.11)

sendo os coeficientes matriciais descritos como

0 0 —Qm 0
Ko = , Ki= ;
o 0 —bi,
(3.12)
0 a e, 0
Ky(A) = , K3(A) = ;
~(\21°+a) 0 0 e, +a

onde ¢, = pA+ pos*, anm = KGA+ 198", a = kGA, e, = pl + pol*, b, = ET + (2u0 +

* 0 _ 2vipo 1 _ 2virg
)\0)], I =5 > I =7 -
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Observa-se que a matriz K é singular, logo, como no caso do modelo de Ti-
moshenko da tensao acoplada, as solugdes w(z) ndo podem ser escritas em fungao da solugao

fundamental h(z), o que serd descrita no Capitulo 4.
Abordagens consideradas

De modo geral, as equagoes diferenciais matriciais descritas em (3.5), (3.7), (3.9)

e (3.11) sao da forma
Kow™ () + Kiw™ V(@) + ..+ Ky w/(2) + Kyw(z) =0, (3.13)

Ko, Ky, ..., Ky matrizes n x n, e w(z) vetor n x 1 com condigdes de contorno provenientes

das condigoes de contorno originais do problema nas variaveis x e t

Aow(0) + ... + Ay, wND(0) = 0
ow(0) N-1 (0) nN condigoes de contorno (3.14)
=0

B()W(L) + ...+ BN_1W(N71)<L)

Nos capitulos 4, 5 e 6 serao consideradas as seguintes abordagens para propor

solugoes de (4.1)
e Base matricial fundamental

w(z) = h(z)co + W (z)c, + ... + hV V(x)ey_y, (3.15)

e Método espectral de Euler

w(z) =™, v #0, (3.16)
e Método da decomposicao de Adomian

w(z) = cha:k. (3.17)

No caso dos modelos considerados tem-se que N é a ordem da equagao diferencial

e n a dimensao do vetor w(x) sendo

e N =2, n =2: Modelo de Timoshenko nao local de Eringen,
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e N =3, n =2: Modelo de Timoshenko incluindo efeitos de superficie,

e N =4, n=2: Modelo de Timoshenko gradiente de deformagao/tensao acoplada.

A abordagem geral permite estender a formulagao para outros casos, por exem-
plo, para vigas segmentadas [118], ou ainda modelos que consideram além das varidveis des-
locamento transversal e angular, w(t,x) e ¢(t,x), respectivamente, a varidvel deslocamento

axial u(t, x) [71], [89].

Nos préximos capitulos as amplitudes espaciais ou modos de vibra¢ao w(t, x)
sao determinadas fazendo uso da base matricial fundamental para os casos regulares (TBNL
e TBSG), método espectral de Euler tanto para os casos regulares e singulares, e método
da decomposicao de Adomian para os casos regulares. No Capitulo 6, além da formulacao
padrao do método da decomposicao de Adomian considera-se o método formulado fazendo
uso da resposta fundamental matricial para os casos de Timoshenko classico e Timoshenko
nao local. No capitulo 7 sao apresentados resultados comparativos dos modelos nao classicos
em relacao ao caso classico, fazendo uso das abordagens apresentadas nos capitulos 4, 5 e 6

a seguir.
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4 BASE MATRICIAL FUNDAMENTAL

Os modelos considerados no capitulo anterior envolvem a resolugao de equagoes
diferenciais matriciais de ordem superior. Neste capitulo, tais modelos sao abordados com o
uso da base gerada por uma solugao fundamental matricial h(z) e suas derivadas, denotada

base fundamental.

Tal abordagem também ¢ utilizada na determinacao de modos de vibragao
ou amplitudes espaciais w(z) para vigas segmentadas, ou seja, vigas com propriedades
geométricas e, ou materiais diferentes no seu comprimento, bem como na determinacao de

respostas forcadas [118], [33], [38], [32].
De modo geral, dada uma equacgao diferencial matricial de ordem N
Kow™(2) + KiwN D (2) + ...+ Ky w'(z) + Kyw(z) =0, (4.1)

com coeficientes matriciais K; de ordem n x n e Kj nao-singular, a solucao geral pode ser
escrita como

w(z) = h(z)co + W (x)e; 4 ... + KD (z)ey_y, (4.2)

sendo h(x), denotada por resposta matricial fundamental ou por resposta impulso matricial,

e definida como a solugao do problema de valor inicial

Koh™(z) + Kih® ™ (2) + .. + Ky_1h'(z) + Kyh(z) = 0,

0
(4.3)
h(0) =0, h'(0) =0, ..., h¥=2(0) =0, Keh™=Y(0) =1,

onde I é a matriz identidade n X n e 0 é uma matriz nula de mesma ordem. De (4.2), segue
que a solugao geral envolve exatamente (nN) constantes essenciais arbitrarias. Além disso,
de acordo com Claeyssen e co-autores [23], [29], [25], [26], h(x) pode ser expressa através
da seguinte formula analitica fechada, obtida a partir da introducao de um polinémio carac-
teristico, e a resolugao de dois problemas de valor inicial, um para uma equacao diferencial
e outro para uma equacgao em diferencas

nN j—1

h(z) = Y bd" ") (2)h,n_;, (4.4)

j=1 i=0
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onde os b}s sao os coeficientes do respectivo polindmio caracteristico associado

A(B,N) = det(BVKo+ BV K + ...+ Ky + Ky)
= b + b, BN 4 b1 B+ ban

e d(x) sendo a solugao da equagao diferencial escalar

bod ™™ () 4 byd™N "V (x) + .. + byy_1d'(z) + bund(x) = 0 (4.5)
com condigoes iniciais

d(0) =0, d'(0)=0,...,d"=2(0) =0, byd™¥=V(0) = 1. (4.6)
As matrizes h; = h(0) sdo geradas por recursio a partir do problema inicial em diferencas

Kohyyny + Kihyv_1) + ... + Ky_1hyy + Kyhy =0,
hy=0.hy =0..=hy =0, Kehy_i=1.

(4.7)

Dos modelos abordados nesse trabalho, a metodologia apresentada nessa secao
pode ser aplicada aos casos do modelo de Timoshenko nao local de Eringen (N = 2, n = 2)
e modelo de Timoshenko gradiente de deformagao (N = 4, n = 2). Para os modelos de
Timoshenko da tensao acoplada e incluindo efeitos de superficie nao é possivel a determinacao

da solugao fundamental h(z), pois nesses casos K é singular.

4.1 Modelo de Timoshenko nao local de Eringen

De acordo com a formulagao geral (4.1), tem-se n = 2 e N = 2 para o modelo

nao local baseado na teoria de Eringen. Assim
w(z) = h()cy + W (z)er, (4.8)
sendo que h(x) é a solu¢ao matricial de ordem 2 x 2 do problema de valor inicial

M(Mh"(z) + Ch'(z) + K(\h(z) = 0,

(4.9)
MR (0) = I, h(0) = 0.
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De acordo com a férmula (4.4), h(z) pode ser calculada

4 j-1
h(z) = ) bd" ) (2)hy_, (4.10)
j=1 i=0
resultando nesse caso,
(A2pI + kGA) d(z) — (EI + N2pI(ega)?) d'’(x) —kGA d'(z)
h(z) = . (4.11)
kGA d'(z) A2pA d(z) — (kGA + A2pA(ega)?) d'(z)

Aqui d(z) é solugao do problema de valor inicial

bod ™) () 4 byd" () 4 byd(z) = 0

. (4.12)
d(0) = 0,d'(0) = 0,d"(0) = 0, bod”(0) =1,

onde os bl:s sao os coeficientes do polindomio caracteristico associado, escrito convenientemente

P(B,X\) = B*+ g* (N5 = r(N), (4.13)

sendo

ba  =N(KGApI + pAEI) — (e0a)*N*(pARGA + 2X*pApl)
by A2(epa)2(N2pApl(ega)? + kGApI + pAEI) + kGAEIT’

(4.14)
by —A2pA(N?pl + kG A)
bo  A2(eoa)2(A\2pApl(epa)? + kGApl + pAEI) + kGAEI

Para o caso de raizes ( simples a solucao d(x) é dada por

d sinh(ex) — esin(dz)
boed (62 + €2)

d(x) = : (4.15)

onde +e, +id sdo as raizes do polinémio P(/3,\)

\/ +\/ LOy2 4 pa()), \/2(A> +\/ L2 (), (4.16)

As matrizes h; sao obtidas da resolucao da equacao em diferencas

th+2+ Chk+1 +th - O,
hy =0, Mh, =1,

(4.17)
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ou seja,

0 0
hy = , h, = Mil,
0
(4.18)

h, = —Milchl, h; = —M*1Ch2 — MilKhl.
4.1.1 Formulacao adimensional

Assumindo frequéncias naturais A\ = iw, tem-se que a equacao diferencial matri-

cial (3.5) pode ser escrita na seguinte formulacao adimensional

Mw"(X) + CW'(X) + Kw(X) =0, (4.19)
com
—0%e, +¢ 0 0 ¢
M = y (E - )
0 —nQ%e, +1 ¢ 0
(4.20)
0? 0
_ N w(X)
K= , w(X)=| _ ,
X
0 nt_e P(X)

e sendo os parametros adimensionais definidos como

x - w\xr ~
x= a0 =" 5x) = o(a),
(4.21)
o pALPLY kGAL* 1 ~ (eoa)?
V=T ST e 1T A T

O polinomio caracteristico associado a (4.19) dado por

A(B,9Q) = det(B2M + BC + K) = bpB* + b (Q) 8% + ba(€), (4.22)
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com

bo = & + en(Venn — & — 1),
by = Q2(En+ 1+ e (€ — 20%)), (4.23)
by = Q2(9277 —§).

As raizes da equagao caracteristica A(f3,€2) = 0 podem ser expressas como

P12 = %€, B34 = £di, sendo e e §
—b b b b b b
62\/w§+\/(ﬁ)2—§, 5=\/ﬁ+,/(ﬁ)2—§. (4.24)

E a soluc¢ao fundamental do problema adimensional h(X) , calculada analoga-

mente ao caso dimensional dado em (4.11), é dada por

(9 =€) d(X) + (1 = nQey) d"(X) £ d(X)
h(X) = (4.25)
—& d'(X) 0% d(X) + (€ — Q%en) d"(X)
sendo
d(X) = dsinh(eX) — esin(0.X) (4.26)

boed (62 + €2)

O polinomio caracteristico relativo ao modelo de Timoshenko nao local de Erin-

gen adimensional foi expresso em (4.22)

P(B,Q) = bo(2)8* + bs(2)5° + ba(€), (4.27)

com coeficientes definidos em (4.23) e raizes $;5 = =+e, 34 = £d0i. Sendo que a natureza
dessas rafzes depende dos sinais dos coeficientes by(£2), b2(£2) e by(£2).
e Coeficiente b,(2)

bo = e2nQt — e, (En+ 1D + €. (4.28)

Tem-se que by(2) se anula para os seguintes valores

1
Qo1 = £4 é? Doz = £/ —. (4.29)
(& 'r]en

Notas:
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e No caso classico by se reduz a &.
e As raizes de by coincidem com o caso em que M ¢ singular no problema (4.19).

e | possivel mostrar que 2,01 < (p2, utilizando a forma dimensional e pré-fixando valores

paramétricos.

e Coeficiente by((2)
by = Q*(En + 1+ e, (€ — 20°n)). (4.30)

As raizes de by sdo

Q=0, Q= T80T L (4.31)
2e,n

e No caso classico by é sempre positivo.

Nota

e A raiz {2 é menos influenciada pela variagao do parametro e, em relacao a Q01 € Qpoo.

e Cocficiente by(2)

by = Q2(%n — ). (4.32)
As raizes de by sdo

Q= +,/%. (4.33)

Nota

e A frequéncia critica (2. nao classica coincide com a frequéncia do caso cléssico na sua forma

dimensional definida por w,. = ”pG—IA. Com a diferenca que no caso nao local nao serd a

tnica frequéncia a influenciar a natureza das raizes do polindémio caracteristico (4.22).
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Exemplos da variagdo dos coeficientes bo(£2), b2(2) e b4(2), e relagdo entre as
frequéncias criticas 401, Qpo2, 2 € Qs para diferentes valores de e, sao apresentados na
secao 7.1 do Capitulo 7. Além disso, verifica-se que a natureza das raizes § = ¢, 5 = i

pode ser determinada pelos intervalos definidos por essas frequéncias criticas.

4.2 Modelo de Timoshenko Gradiente de deformacao

Para o caso de Timoshenko nao local gradiente de deformacao, n =2 e N =4,

a equacao diferencial (4.5) possui solugao geral
w(z) = h(z)cy + h'(z)c; + h'(z)ca + W' (z)cs, (4.34)
com h(z) satisfazendo o problema de valor inicial

Koh™)(2) + K h" (2) + Koh"(2) + Ksh'(z) + Ksh(z) =0,

(4.35)
h(0) =0,h’(0) = 0,h"(0) =0, K h"(0) =1,
e calculada pela féormula
8 k-1
h(z) = ) bd* " (x)hs_y, (4.36)
k=1 i=0

sendo d(z) solugao do PVI de oitava ordem
bod(viii)(ﬂf) + de(m) (33) + b4d(iv)($) + bGdU(éE) + bgd(ﬂ?) =0
d(0) = d'(0) = d"(0) = d"(0) = d™)(0) = d¥)(0) = d'(0) = 0, (4.37)
bod @ (0) = 1,
associado ao polinémio caracteristico
P(B,)\) = det(f'Ko + 8°K; + °K; + K3 + Ky)
8 .
= bs_ 37 = boB3% + baB5 + by(N) B + b(N) 5% + bs(N),
=0

J

(4.38)

bo = ki (ks + ka),

by = —(kska + ksky + kako + 9ksky),

by = (pAky + pI (ks + kg))A? + ks (ko + 4ks + ky), (4.39)
be = —(pA(ka + ks + 4ky) + plks) N2,

bs = pA(ks + N2pI)\2,
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No caso de raizes ( distintas d(z) é dada por

d(z) =) PG (4.40)

k=1

As matrizes hs sdo obtidas resolvendo a equagao em diferengas

Kohys + Kihgys + Kohg o + Kshyy + Kyhy =0,
hOIhlthIO, Kohgzl,

(4.41)

(4.42)
hiyy = —(Ko) ' (Kihyys + Kohgys + Kshyy + Kyhy), k=04

As raizes do polinomio caracteristico de oitava ordem podem ser analiticamente

determinadas reduzindo o polinomio para ordem quatro e entao utilizando o Método de

Ferrari para polinomios de ordem quatro (Apéndice A).

4.2.1 Formulacao adimensional

escrita como

A formulagao adimensional das equagoes do problema espacial dadas em (3.7) é

W (X) = &0"(X) + &(W"(X) — (X)) + QW (X) =0,
&P (X) + EW(X) + 649"(X) + & (W'(X) — (X)) + Q*no(X) = 0,

(4.43)

sendo que as condigoes de contorno dadas em (2.21), na forma adimensional, preescritas em

X =0e X =1, tornam-se

€2W”/ + §3(I)// _ gl(W’ — <I>) =0 ou W= 07
EW' + 69" =0 ou W =0,
(4.44)

—55(1)/// + £3W// + €4CD/ =0 ou &= O,

& =0 ou @ =0.
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E os parametros adimensionais definidos como

L
2 _ pAwlL* _ I _ KGAL?
Q° = EI n= ALZ> 51 - T EI (445>
__ kstka _ k3—2ky _ kotks+4k, _ _k
62 — T EBI 5 - EI 54 - EI ) 65 — I2EI"

Tem-se entao a equagao matricial, assumindo x adimensional, 0 < z < 1,

Kow'™ () + Kyw'" (z) + Kow' () + Kaw' () + Kyw(z) = 0, (4.46)
com _
_ 0 0o - 0
Ko = @ , K1 = & , Ko = ‘ )
0 =& & 0 0 &
(4.47)
[0 _ 0?2 0
K3 - 51 ) K4 = :
i & 0 0 7792 -&

O polinémio caracteristico nesse caso foi definido em (4.38), sendo escrito como

P(B,9) = by8* + b28° + b4 () 8* + bs(€2) 8% + s (92). (4.48)

com coeficientes by, b, by(€2), b(2) e bg(£2) definidos em (4.39).
Sinais dos coeficientes

Da defini¢ao dos parametros adimensionais &1, &, &3, &4, &5 e n, com ky, ko, ks, ky
definidos em (2.14), e da positividade dos parametros materiais e geométricos tem-se a seguir

a determinacao dos sinais dos coeficientes by, ba, by(€2), b(2) e bg(£2).
® by = &85 >0

o by=—61&— & +E5<0
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0 by(Q) = —(6an+ &)V + &+ 26+ &) = —AQ* +C, A>0,C > 0. Entao
b4(Q) > 0 para Q* < Q2
b4(Q) =0 para Q* = Q2
b4(Q) < 0 para Q* > Q2.

C  &(&+26+6)

2 —
Q114___

A (&on+&5)
° bG(Q) = (£4 + 5177)92 > 0.

o bs(Q) = P2(n* - &)

bs(Q) < 0 para Q% < Q,
bs(Q) = 0 para Q% = Q%
bs(Q) > 0 para Q* > Q.

onde Qis = % Observa-se que 25 corresponde a 2. do caso classico.

Um exemplo numérico da natureza das raizes J é apresentado na primeira se¢ao
do capitulo 7, subsecao 7.1.2. Observa-se que a andlise para o modelo da tensao acoplada
segue diretamente como um caso particular do modelo gradiente de deformacao, aqui apre-

sentado, com &; = 0, e resultando um polinomio caracteristico de ordem seis.
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5 METODO ESPECTRAL DE EULER

Neste capitulo as solugdes de (3.4) sdo determinadas, tanto para os casos regu-
lares como singulares com a utilizacao do método espectral, que consiste basicamente em
expandir a solu¢ao w(z) utilizando uma base de solugoes composta de solugoes exponenciais,

também conhecida base de Euler.
De maneira geral, pelo método espectral, a resolucao da equacao
Kow™ () + KiwV () + ...+ Ky_1w/(z) + Kyw(z) =0, (5.1)
com coeficientes matriciais K; de ordem n X n, consiste em determinar solucoes da forma
w(z) = ™, (5.2)
onde 3 é raiz do polinomio caracteristico
P(B) =det (KoY + K1V '+ ...+ Ky_18+ Ky) , (5.3)
e v € um vetor n X 1, nao nulo, que satisfaz o sistema
I'v=0, (5.4)

onde

=KoY +K "1+ ..+ Ky 18+ Ky. (5.5)

De acordo com Teorema de Chrystal [46], a solucao geral de (5.1), cujo polinémio

caracteristico associado é de grau m < nlN pode ser escrita na seguinte forma,

w(z) = Z c;eim;, (5.6)
j=1

onde c,...,¢,, sao constantes arbitrarias e vy,...,v,, sdo funcoes vetoriais linearmente indepen-

dentes.
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Os casos regulares caracterizam-se por

P(B) = det (KO/BN —+ KlﬁNil + ...+ KN—lB —+ KN)

m 4 5.7
= Z bjﬂnN_j, m = ’TLN, det(Ko) 7é 0, ( )
=0
e para os casos singulares tem-se
P(B) = det (KoY + KN+ ...+ Ky_18+Ky)
(5.8)

= Z bjﬂm—j7 m < nh, det(K()) = 0.
=0

Para o caso defeituoso, onde pelo menos uma raiz g repetida tem multiplicidade
algébrica maior que sua multiplicidade geométrica, na superposicao de solugoes passam a ser
consideradas solucoes do tipo

w; (@) = pj()e™?, (5.9)

com p;(z) polinémio vetorial.

Para os casos considerados tem-se os seguintes valores de N (ordem), n (di-

mensao) e m (grau do polindémio caracteristico), descritos na Tabela 5.1 a seguir

Modelo N n m Natureza
Nao local de Eringen (TBNL) 2 2 4 Regular
Gradiente de deformacao (TBSG) 4 2 8 Regular
Tensao acoplada (TBCS) 4 2 6 Singular
Efeitos de superficie (TBSE) 3 2 4 Singular

Tabela 5.1: Caracterizacao dos graus dos polinomios caracteristicos e classificacao dos pro-

blemas quanto a singularidade.

5.1 Calculo dos autovetores

Para cada raiz 3; seu correspondente autovetor v; pode ser determinado a partir

do escalonamento da matriz

I'= (Ko + KV ' +...+ Ky 8+ Ky). (5.10)



43

No caso do modelo de Timoshenko nao local de Eringen, segue o sistema

F(ﬁj, )\)’Uj = O,

BJZ(—/@GA — M2pA(epa)?) + A2pA BikGA
v; =0, (5.11)
—BirGA BJZ(—EI — Npl(ega)?) + N2pl + KGA
que apos escalonamento com troca de linhas, resulta
—BikGA —ﬁ?(EI + NpI(epa)?) + A?pl + kGA
v; =0, (5.12)
0 5jHJGA
e entao
U1y
B; kGA

T B2 (EItpINE(eoa)?) N2pl —rGA VL

No caso do modelo de Timoshenko gradiente de deformacao, segue o sistema

F(ﬁj, )\)Uj = O,

B (ks + k1) — B3ks + A°pA B3 (k3 — 2kq) + Bjks
v; =0,  (5.14)
,8]3(—]{73 =+ 2k4) — 5jk5 5;1]€1 — ﬁ?(kQ + k3 -+ 4k4) + )\2/)[ + k5
e obtém-se
’Ulj
v; = . (5.15)

B B3 (2ks — ks) — Bjks .
Bi'ky — B2 (ks + ks + 4ky) + N2pI + ks
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Embora caracterizados como singulares, ou autovetores dos casos dos modelos
da tensao acoplada e efeitos de superficie tem seus autovetores calculados de maneira analoga
aos casos regulares, supondo autovalores [ nao defeituosos. Tem-se os autovetores para o

caso do modelo de Timoshenko da tensao acoplada

V1j
v = 3 . (5.16)
Biks + Bjks .
— B3 (kg 4 k3) + N2pI + ks Y

Para o modelo de Timoshenko que inclui efeitos de superficie tem-se o sistema

—B}am + Ny, Bja
B = B;(I°N +a) —fbm +enN +a
cujas solucoes v;, quando supoe-se 3; raizes simples, sao
V15
vy = 5 (518)
B2am—X2cm
Bra Ul

onde v;; ¢ uma constante arbitraria.

Para os casos nao-defeituosos as constantes c’s, da expansao (5.6) podem ser
determinadas utilizando os dados iniciais, por exemplo no caso do modelo de Timoshenko

gradiente de deformagéo, U}(.ZC(]), (b(x(])u w,(ﬂfo), ¢/<$0), U)N(.To), (b”(xO)u w///<l,0)’ (25”/(130), resol-
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vendo o sistema

efroy, o ePstoyg €1 w(xo)
C2 ¢(z0)
Biefrroy, .. Bgelstoyg C3 w'(wo)
a (| Y| (5.19)
BEefrzoy, ... B2efsTogg cs w” (o)
Co ¢" (o)
Befrzoy, ... FEefsroyg cr w" (xg)
cs ¢" (20)

O sistema do tipo Ac = u, tem 8 equagoes e 8 variaveis e, como as colunas de A

formam um conjunto LI, det(A) # 0, o sistema homogéneo serd compativel e determinado.

Para o modelo de Timoshenko da tensao acoplada e modelo que inclui efeitos
de superficie a matriz Ky é singular. Isso significa que o nimero de constantes arbitrarias
envolvidas em uma solu¢do w(z) de (4.1) com Ky matriz singular, é menor que n/N. Assim,
por exemplo, no caso do modelo de Timoshenko da tensao acoplada o fornecimento de 8
condigbes iniciais resulta em um problema sobredeterminado. Escrevendo uma solugao w(z)

de (3.7) na forma espectral
6
w(z) = Z c;e i, (5.20)
j=1

as constantes ¢; deveriam poder ser determinadas utilizando seus dados iniciais w(xg), ¢(x),

w'(zo), ¢'(x0), W' (o), ¢"(x0), W"(x0), ¢"(x0), ou seja, resolvendo o sistema sobredetermi-

nado
eProg, cee o ePemoy w(xo)
C1 (o)
prefiroy; ... Bgefstoy C2 w'(w)
“ _| Y@ . (5.21)
Befrroy, ... FePovoy s w” ()
cs ¢" (o)
Biefrzoy, ... B3efozoyg €% ) s w" (o)
¢" (o)

8x6 8x1
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Esse sistema do tipo Ac = u tem mais equacoes do que varidveis. Somente com
condicoes especiais, chamadas de consistentes se obtém c, ou seja, condi¢oes que garantam
que u pertenga ao espago-coluna da matriz A (o espago coluna de A nao gera todo espago ao
qual u pertence pois, embora composto por vetores LI, esse espaco tem dimensao menor que
a dimensao do espago ao qual u pertence). Para raizes J distintas a matriz A tem posto 6.
Entao c pode ser determinada de maneira tinica com restrigoes adequadas nos dados iniciais

ou resolvendo a equacdo normal A”Ac = b, onde b = ATu.

5.2 Vibracoes em vigas simplesmente apoiadas

5.2.1 Modelo de Timoshenko classico

Nesse caso, assumindo = adimensional, tal que, 0 <z <1,

Mw"(z) + Cw'(z) + Kw(z) = 0, (5.22)

e os coeficientes matriciais, também na forma adimensional, definidos como

M — , (C — s K = 5 (523)

De acordo com o Capitulo 4, a solucao de (5.22) pode ser escrita considerando

a base fundamental {h(z),h'(z)}

= h(z)e; + W (2)cs, (5.24)

com c¢; = [c11 ca1]?, co = [c12 )7, e h(z) dada por
(nQ? =€) d(x) + d"(x) £ d' ()
h(z) = (5.25)
¢ d'(z) 0 d(x) + ¢ d"(x)
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sendo
d sinh(ex) — esin(dx)
d(x) = 2
() boed (62 + €2) ’ (5:26)
onde €, e by sao determinados a partir do polindomio caracteristico
P(B,Q) = det(5°M + BC + K) = boB* + by(Q) 5% + ba(€2), (5.27)
com
bO - §’
by = Q2(&n + 1), (5.28)
by = Q2(Q%n — ).
As raizes do polinomio caracteristico sao definidas /31 2 = %€, B34 = £0%, sendo
ced

— —b b b _ b b b
e AR C T S RN (529

Voltando para a determinagao das constantes ¢; e ¢y em (5.24) e utilizando
a condigao de contorno do tipo apoiada em =z = 0, w(0) = ¢'(0) = 0, da qual resultam

co1 = c12 = 0, e entao

w(@) | _ [ (09 = &d(x) + d"(x) §d"(x) 1 (5.30)
o(x) —&d' () O%d'(x) + £€d" () Coo
Aplicando a condigao de contorno em z = 1, também do tipo apoiada, w(1) =

¢'(1) = 0, resulta

((m¥@an+wm> (). )(cn>(0)7 s
—&d"(1) Q2d"(1) + €d™) (1) Ca2 0

e tem-se um sistema do tipo Uc = 0, com

24(<mﬂgwa>+mu> () ). )

—fd//(l) QQd//(l) +€d(iv)(1)

A equagao de frequéncia é obtida calculando det(U) = 0

A(Q) =€ (€ =) ((@"(1))* — d(1)d™) (1)), (5.33)
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que em termos trigonométricos torna-se

7N o\ Sinh € sin d
AR2) =(1—-=0%)——
(@) = (1- o) =

(5.34)

Tem-se que 2 = Q. = \/%, satisfaz a equacgao de frequéncia, entretanto esse
caso corresponde ao caso em que o polinomio caracteristico tem raiz S = 0 dupla. De fato,

Q = Q. implica by = 0 em P(/3,Q2), logo € = 0.

Nota

O caso em que 6 = 0 configura raiz = 0 de grau quatro, todavia esse caso s0
ocorre se by = 0, que por sua vez so ¢é possivel para (2 = 0. Logo raiz de grau quatro 5 = 0,
para ) = Q. implicaria 2 = Q. = \/% = 0, entretanto isso ¢ parametricamente impossivel,

devido a positividade dos parametros.

Da mesma maneira, pelo método espectral supoe-se que as solugoes de (5.22)

sao da forma w(x) = ¢’*v, resultando
I'v=0, I'=p3*M+ BC + K, (5.35)

ou
B¢ + 2 —B;€
F(ﬁj, )\)Uj = vy = 0. (536)

B;€ B7 — &+ nQ?

Se B#0
vj = 55;92 : (5.37)
B¢
Se =0
v = (1) : (5.38)

O polinémio caracteristico associado a equagao (5.22) foi definido em (5.27).

Tem-se que § = 0 é raiz repetida de grau dois do polinomio caracteristico, logo é um autovalor
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de multiplicidade dois, mas com apenas o autovetor (5.38) associado. Entao, procura-se um

autovetor generalizado da forma vy = vix + b,

0 02
vy = e . (5.39)
1 0

Logo o modo de vibragao no caso 2 = (). tem a forma

w(z) = c1v1 + vy + 36703 + che Ty, (5.40)
com d =0, e
0 0
V3 = y U4 = B (541)
IK, —IK,

2 —1 . ’ .
com K, = 6—(’5777—. Na forma trigonométrica real

]
Cy, 0 C C
wiz)=| 7 ’ ! T (5.42)
01 02 C4Kb —OgKb COS(5$)
| sin(éz) |

com a = £/Q?. Aplicando as condigdes w(0) = 0 e ¢'(0) = 0 resulta Cy, = C3 = 0. E com as

condicoes de contorno em z = 1 tem-se as equagoes

Cysin(6) = 0,
asin(0) (5.43)
—CyKysin(d) = 0,
sendo satisfeitas para C; nao nulo se, e somente se § = nw, gerando a restrigao
1
PP (5.44)
Ui

Satisfazendo essa condicao, tem-se que 2 = 2. configura uma frequéncia natural de vibracao,

para o caso biapoiado, com modo de vibragao associado dado por

Cysin(ox)
w(z) = : (5.45)
Cy + Cy Ky cos(6x)

com C4, Cy quaisquer.
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5.2.2 Modelo de Timoshenko gradiente de deformagao/tensao acoplada
Considerando os modelos de Timoshenko gradiente de deformacao e tensao aco-
plada, formulados matricialmente, no capitulo 3, pela equagao
Mv + Kv =0, (5.46)
tem-se que a busca de solugoes na forma de ondas planas

A

v(t,r) = eMw(z) = M g, (5.47)

leva ao problema de autovalor

M + K)eP® o = 0. 5.48
(

Este problema corresponde a determinar solugoes do tipo exponencial
w(z) = P (5.49)
para o sistema diferencial
Kow™ () + Kyw” (z) + Kow” () + Ksw'(2) + Kyw(z) = 0, (5.50)

com os coeficientes matriciais definidos em (3.8) (modelo do gradiente de deformagao) e (3.10)

(modelo da tensao acoplada). Substituindo (5.49) em (5.50) obtém-se

onde F()\, ﬁ) = 64K0 + 63K1 + ﬁng + BKg + K4

B (ks + kq) — B%ks + \2pA B3 (ks — 2kyq) + Bks

B3 (ks +2ks) — Bs  Bk1 — B2k + ks + 4ky) + N2 + ks
(5.51)

A fim de determinar v nao nulo decorre a seguinte equacao caracteristica

AN, B) = det(T'(A, 8)) = 0= by + ba 3% + by(N)B* + be(N) 5% + bg(N) = 0, (5.52)
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com os coeficientes by, ba, by, bg e bg definidos por !

bo = ki(ks + k4),

by = —(k1ks + ka(k3 + ka) + 9k3ky),

bs(\) = (mok1 — ma(ks + ka)) A% + ks (ko + 4k3 + k4),
be(X) = —(mo (ko + k3 + 4ks) + moks) X2,

bs(A) = mo(ks + NpI) N2,

(5.53)

mo = pA, mg = pl.
O estudo da natureza das raizes da equacao caracteristica (5.52), que depende do parametro

A, € um problema complexo. Para sua simplificacao, sao introduzidas as seguintes restricoes:

e Procura de solugoes oscilatérias no tempo, assumindo que

A =iw, w real
e Procura de ondas do tipo harmonico em que é assumido

B =iy, 7 real

Sendo que 7y é referido como niimero de onda.

e Considerar condic¢oes de contorno do tipo simplesmente apoiada.

A primeira hipdtese implica que os coeficientes b}s serao reais, disso segue que
para cada raiz complexa £, 8 também serd raiz. Além disso, (5.52) é um polinémio com
somente poténcias pares de [, portanto de um total de 8 raizes, o problema reduz-se a 4

pares de raizes +[5.

Considerando as raizes £/, tais que I'(w, B)vT = 0 e T'(w, —B)v™ = 0, vt #
0,v~ # 0, entao
w(z) ="t w(z) = e P (5.54)

sao solugoes de (5.50), com os vetores v calculados em (5.15) e agora escritos como

vt = , v = : (5.55)

INo caso do modelo da tensdo acoplada, ki = k3 = 0, ko simplificado, by = 0.
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sendo
B 3%(2ky — ks) — Bks
By — B2(ko + ks + 4ky) — w?pl + ks

a= (5.56)

Por outro lado, para cada raiz 5 de (5.52), substituindo os coeficientes (5.53) em

(5.52), e utilizando a hipétese A = iw, segue que w deve ser raiz real do polindémio de quarta

ordem
Cow* + Co(B)w? + C4(B) = 0, (5.57)
com coeficientes
Co = moma,
Co(B) = —[molks — B*(kz + ks + 4k) + BK1) + ma(—5ks + B (ks + ka))], (5.58)

Cy(B) = B8(ksky + kaky) — B%(9ksky + ksky + kako + ksko) + B4 (ko + ky + 4k3)ks.
Ja que (5.57) é constituido de poténcias pares, suas raizes w também ocorrem aos pares tw.

As solugoes v(t, z) = e’y podem entdo ser consideradas como a sobreposicao das solucoes
v(t, ) = e eyt v(t, 1) = eF ey, (5.59)

A componente espacial w(x) é dada como a combinagao
w(z) = ae® v + be Py, (5.60)

ou escrita na forma hiperbdlica

wiz) = (a+b) cosh pz + (a — b) sinh Sz | (5.61)
(a — b)acosh Sz + (a + b)asinh Sz

Escolhendo b = a ou b = —a, tem-se respectivamente
. 2a cosh fx A 2asinh Bz
v(t,x) = et P , ou v(t,r) = e*™! P . (5.62)
2ac sinh Sz 2aa cosh Bx
Lo w(t, z) .
Para uma viga biapoiada os deslocamentos v(t, x) = devem satis-
o(t, x)

fazer as condicoes de contorno

w(t,0) =w(t, L) =0, ¢'(t,0) = ¢'(t, L) = 0,
w'(t,0) = w'(t,L) = 0, ¢"(t,0) = ¢"(t,L) = 0.

(5.63)
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Das condicoes de contorno em x = 0 decorre que somente o segundo tipo de solucao em

(5.62) é admissivel.
A condicao w(t, L) = 0, implica em (5.62)(b)
sinh L = 0, (5.64)
observando que esse caso nao ¢ admissivel para 3 real.

Entretanto se sdo admitidas solug¢oes complexas § = iy em (5.62)(b), e utilizando

sinh(iyx) = isin(yz), cosh(iyz) = cos(vyx), segue que

V(b z) = etiont 2a sinh iyx _ 2ai sin(vyx) | (5.65)
2ac coshiyx 2ac cos(yx)
que por sua vez satisfaz w(t, L) = 0 se
sinyL =0, (5.66)
cujas solugoes sao
vzn%, n=12--- (5.67)

Logo

v(t,x) = etiwnt 2ai sin(%>
Y

(5.68)

nwz)

2ac cos( "

satisfaz as demais condigdes de contorno em z =0 e z = L e é solugdo de (5.46).

Substituindo 3 = %" em (5.57), para cada n ha dois valores de frequéncias

naturais w?(n) associados, | = 1,2. O valor menor w?(n) corresponde a um modo de de-

formagao por flexdo e o valor maior w3(n) corresponde a um modo devido a deformagao por

cisalhamento [104], [81] e serao dados por

_ n))— 2(8(n))— n
W3 (n) = —C26®) V/C3(B(n)—4Ca(B(n))Co

Ten (frequéncias mais baixas),

(5.69)

- n 2 n))— n
Wi(n) = 22 ))+1/C3(B(n))~4C4(8(n))Co

Yo (frequéncias mais altas).
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Tem-se entao, para m = 1,2

Vin(t, ) = X A B . (5.70)

E conhecido na literatura que as frequéncias naturais mais altas wy(n) compoe
o denotado segundo espectro de frequéncias de vigas simplesmente apoiadas de Timoshenko
[81]. Essas usualmente sdo desconsideradas na expansao de v(t, x), sendo consideradas apenas
as frequéncias mais baixas w, que correspondem as obtidas pelo modelo de Euler-Bernoulli.
Fazendo w; = wi(n) = w, e ws = wy(n) = 0, e desconsiderando as frequéncias negativas, a

solugado v(t, x) é dada pelo somatério usualmente considerado na literatura [120], [89]

N W, sin(®72)
v(t,x) = Ze nt mLm (5.71)
n=1 n cos(“TF)

onde os coeficientes W,, e ¢, sao obtidos para cada n, através da resolucao do sistema

decorrente da substitui¢do de (5.73) em (5.46)

(k3 =+ k4)a4 + k5a2 — pAw% (k3 — 2]64)&3 — ksa W
{ " } =0, (5.72)

(k‘3 — 2k4)0¢3 — ksa kia* + (k‘g + k3 + 4k4)a2 + ks — plw%

inm

e w, determinada a partir da equagao dada em (5.69)(a), com 3 = “~.

nm

COITlOé:ZL

Tem-se os modos definidos, de acordo com os autovetores ja calculados em (5.15),

nesse caso Ccoimo

W () = v (5.73)

) B3(2ks — k) — Biks
ﬁj4k‘1 — ﬁjQ(k’Q + ]{3 + 4]{74) + )\2[)[ + k’g,.

Ky =
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Para o modelo de Euler-Bernoulli do gradiente de deformacao, descrito por
_klw(m) (t, ) + (k2 + 4k3)w(w) (t,z) + mowu(t, z) =0, (5.74)

as solucoes para o caso de vigas biapoiadas também podem ser expandidas em termos de

coeficientes W,

- nwx.
t,x) = W, sin(——)e™n?, 5.75
w(tox) = 3 Wasin(“75)e (5.75)
satisfazendo as condigoes de contorno

w(0) =w"(0) =0, w(L)=w"(L) =0. (5.76)

Substituindo (5.75) em (5.74) resulta

[mow? — k1a® — (kg + 4k3)a]W,, = 0. (5.77)

Entao, a fim de determinar W, coeficientes nao nulos tem-se

w2 = 102t U Ak & a)a (5.78)

mo

Para o caso do modelo de Euler-Bernoulli da tensao acoplada ¢, = ¢; = 0,
implicando k; =k, =0 e ky = ui(/%(;lljz;u)’ e entao
ky + 4ks3)at
w? = M‘ (5.79)

mo

Se os efeitos nao locais sao desconsiderados fazendo ¢, = 0, entao k3 = 0 e
resultam as frequéncias naturais, para vigas simplesmente apoiadas, relativas ao modelo

classico de Euler-Bernoulli com efeitos de Poisson

w

2 E(1—-v)I (mr>4 (5.80)

" me(l+v)(1—20) \ L

Negligenciando o coeficiente de Poisson, decorrem as frequéncias naturais cléssicas

para viga simplesmente apoiada de Euler-Bernoulli convencional [104]

W2 = % (%”)4 (5.81)
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Resultados comparativos entre as frequéncias naturais de vigas biapoiadas, para
os casos dos modelos de Timoshenko gradiente de deformacao com efeito de Poisson (TBSG),
Timoshenko tensao acoplada com efeito de Poisson (TBCS), Timoshenko cldssico com efeito
de Poisson (TBP) e Timoshenko classico sem efeito de Poisson (TB), e os respectivos casos
correspondentes ao modelo de Euler-Bernoulli com iniciais EB, sao apresentados na secao 7.4

do capitulo 7.

5.3 Modelo de Timoshenko incluindo efeitos de superficie

As equacoes do modelo de Timoshenko incluindo efeitos de superficie, foram

dadas em (2.23) e escritas matricialmente como

. w(t, x)
Mv+Kv=0, v= : (5.82)
(t, )
com
Cm 0 —amaa—; aa%
M= , K= : (5.83)
—]08% em Ilaa—;—aa% —bmaa—;g—i-a

sendo ¢, = pA+ pos*, a, = KGA+ 19s*, a = kGA, e, = pl + pol*, b, = EI + (2uo +

)\0)[*’ [O — 21/[{[20 [1 — 21/[70.

) H

Supondo solugoes exponenciais da forma

A W (z)
v(t,x) =e*w(z), w(x)= , (5.84)
v(z)
em (5.82) resulta o problema de autovalor
(A*M + K)w(x) = 0, (5.85)

equivalente a uma equacao diferencial de ordem 3, dada por

Kow"” (z) + Kiw"(z) + Ko( M)W (2) + Kz(A\)w(x) = 0, (5.86)
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com
0 0 —Qm 0 0 a
KO = 5 Kl = ) KQ(A) = 5
I 0 0 —b,, —()\ZIO +a) 0
e, 0
K3(\) =

(5.87)

Pelo método espectral de Euler procuram-se solucoes da forma w(z) = v,

onde v satisfaz o sistema
[(8,\)v = (8°Ko + 8°K; + BKa(\) + Kz(\)v =0, (5.88)

com
—B%a,, + Nc,, Ba
LB, ) = : (5.89)
BN — B(I°A* +a) —B%by +enN? +a
Solucoes v nao-nulas podem ser obtidas através do calculo das raizes 8 e A da equacao

caracteristica
A(B, ) = det(T'(B,\)) = det(8°Kg + 87K, + BKa(A) + Ks()\)) =0, (5.90)
que pode ser escrita como

A(BN) =bo8° + b8t +bu” + b = B+ g*(N)B° —ri(N) = 07, (5.91)

2Devido a singularidade de Ky temos que by = 0.
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com
(EI+(2pg+2)I*) M *
2()\) _ by _ (IPa—bmem—amem)\’+a’—aam _ —22( bo_o L+ (142020 ) M5 —10)—7o5*
9 bo (@mbm—all) K ’
2 2 2 M3 oy s
7‘4()\) _ _bg _ _ N(acmtememA?) _ AT AT MY
bo (ambm—all) K )

K, = (ET + (200 + \o)I*)(1 + 25) — I, (5.92)
M = pA+ pos*,

M3 = pI + pol”.

Ou ainda,
A(B,N) = CoA' + Co(B)A* + Cu(B), (5.93)
com
CO = Cm€m,
Cy = (alo — binCm — afmem)/ﬁ2 + acm, (594>

Cy = (a® — aay,)B* + (anby — al') B

As solucoes de (5.91) podem ser escritas como 2 = %€ e 34 = £Ji com

i \/ ) + VEOPE T \/92@) +VEOP D) (5.0
2 ’ 2 '

5.3.1 Caracterizacao dos autovetores e modos de vibragao

No caso em que (3 s@o raizes simples da equagao caracteristica P(5,\) = 0, os

autovetores v; sao as solucoes do sistema

—BFam + cmA? Bja
vy = 0, (596)

_/8]2'am +A2 Cm
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e foram dados em (5.18)

Ulj

v; = , (5.97)

,6’12 Am—N2Cm
“ha )

onde v;; é uma constante arbitraria.

Para garantir raizes J simples exige-se que P(5,\) =0 e %P(ﬂ, A) # 0, disso

decorre que 3 é uma raiz simples de P(f3,)) se, e somente se, 8 # 0 e 3% # #. Nesse
caso, pelo principio da superposicao escreve-se a solu¢ao w(x) como
4
w(z) = cheﬁjzvj. (5.98)
j=1

Observa-se que o somario tem m = 4 parcelas, correspondentes aos 4 autovetores
LI associados aos respectivos 4 autovetores 3; do caso nao-defeituoso. Além disso, m < nN =
2 - 3, pois o problema é singular, sendo m o grau do polinomio caracteristico P(I'(5,\)) =

det(ﬁ3K0 + ...+ KN)

De maneira equivalente escreve-se

c1 c2 c3 C4
w(z) = , (5.99)

2am—XN2c e2a,,—N2c c3 —62a,,—\2c cq —82a,,m—X\3c
m ’!7L) (/.2( m 7n,) T( m 771,) ( m 77L)

61( ae —ae ad 7 —ad 6_51'35

que em sua forma trigonométrica torna-se

cosh(ex)
C C C C sinh(ex
w(z) = ! 2 ’ ! ) | (5.100)
CgKa ClKa C4Kb —C3Kb cos(5x)
sin(dx)

onde Cy =c¢1+¢o, Oy =c1 — o, C3 =3+ ¢y, Cy = (3 —cq)i €

K, — A €> — /\20m7 K, — m0? + )\zcm‘
ae ad

(5.101)

O caso defeituoso é contemplado para as Unicas possiveis raizes repetidas g = 0

e S =24/ #. Considerando A = iw tem-se que
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e 3 =0 ¢ uma raiz de P(3,w) se e, somente se, r*(w) = 0. Ou seja, r*(w) = 0 para w = 0 ou
W= We, COM We = /= =,/ 5 ['ﬁ)‘:I*. w,. € denotada frequéncia critica.

Observando-se que se § = 0 é uma raiz de P(f,w), entao serd uma raiz dupla

se g*(w) # 0, ou de grau quatro se g*(w) = 0.

e 3=+ #, g*(w) # 0, é uma raiz de P(8,w) se e, somente se (g°(iw))? + 4rt(w) = 0,

com r*(w) # 0. Temos que ¢g*(w) = 0 quando

e (a® — aay,) B —rkGA Tps*
T (e F e — %)\ (BT + (2u0 + Xo)[*) M5 + (kGA + 195" ) My — [OGA’
(5.102)

Observacao

Considerando-se A = wi e parametros reais fixos é possivel obter que (g%(w))? +
r*(w) > 0 para todo w, de modo que a tnica possibilidade de autovalor repetido é 8 = 0

quando w = 0 ou w = w,.

Supondo que 5 = 0 é raiz de P(f3,\) e substituindo-se em I'(3, A\)v = 0 resulta

o sistema
e, 0
v=0. (5.103)
0 e, +a
Mas 8 = 0 ocorre para
— —kGA
A=0ou \2=x=_"1 wG (5.104)

€m - PI+POI*

Se A =0 ou A = )\, entao tem-se respectivamente

V11 0
v, = ou v; = ) (5.105)
0 V21

Quando # = 0 tem multiplicidade dois, e visto que tem apenas um autovetor vy

associado a ele, é necessario determinar uma outra solugao linearmente independente a v;.
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Tal solugao seré da forma [46]

vy = (v +by) (5.106)

com by vetor constante, by = EEZ , no caso em que A = \.. Nesse caso, tem-se r4(\) = 0
e A(B, A) pode ser reescrito como

A(B,7) = BX(B%+ g% (7)) = 0. (5.107)

f1 = 0 é uma solugdo de multiplicidade dois e 34 = £4/—¢?(\) sdo raizes

distintas de multiplicidade um, quando ¢g*(A\) # 0. Para (34 ndo-nulos, os autovetores cor-

respondentes ja foram calculados em (5.18), serao dados por

1 1
vg = , Uy = : (5.108)
—g*Nam—Nem —g*Nam—Nem
Logo tem-se que 8 = 0 tem multiplicidade 2, quando A = A, e A # A;. E a
solugao de (5.86) é dada por

W(z) = c1v1 + covy + czeV Ny 4 eV Iy (5.109)
onde
0 0 im
V1 = , U2 = T+ " )
1 1 0
5.110
1 1 (5110)
V3 = , Vg =
—g?Nam—XN2cm —2(N)am—A2cm

V£ —V/~* e
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Se B = 0 é autovalor quadruplo entao a base de solugoes sera composta por vy

e outras trés solugoes linearmente independentes. Tais solugoes sao da forma [46]

Vy = (le + b1)7 (5111)
$2

V3 = (Ula + bll' —+ bg),
LE’S I‘g

Vg4 = (U1§—|—b1§—|—b2$+b3),

sendo by, by e b3 vetores constantes a serem determinados, de forma andloga ao caso anterior
para by. E a solucao w(x) é dada pela combinagao linear

2 3 2
w(z) = civy + co(viz + by) + 03(1;1% + b1z + be) + c4(v1% + bl% + box + b3). (5.112)

Notas

e O caso A = 0 que caracteriza raizes [ repetidas representa o caso estatico, ou

A

seja, auséncia de um processo vibratério na resposta v(t, x) = eMw(x).

e O caso em que 8 = 0 é autovalor duplo, o que ocorre para A = A\, # A,

representa fisicamente modos com parte rigida.

e O caso em que § = 0 ¢é autovalor de multiplicidade quatro, o que ocorre para

A = A = Ay, caracteriza modos puramente rigidos, sem parte oscilatoria.

5.3.2 Equacao de frequéncia

Considerando o caso dos autovalores distintos ;2 = € e 34 = £, da segao

anterior viu-se que a solugdo w(x) pode ser escrita como

cosh(ex)
C C C C sinh(ex
w(z) = ! 2 ’ ! S (5.113)
CQKa ClKa C4Kb —CgKb COS((S:C

)
sin(0z) |
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ou
w(z) = C; coshex + Cysinh ex + C3 cosdx + Cysin iz, (5.114)
¢(r) = CyK, cosh(ex) + C K, sinh ex + Cy K cos dx — C3 Ky sin iz, ‘
com
Ka — ame?—Ncm = (1+ ToS* € — >\2M1*l,
62a€)\2 ( HGI:}) ;2G1\144* i (5115)
Ky = seiien = (14 2500+ S
5.3.2.1 Viga apoiada-apoiada
Nesse caso tem-se as seguintes condi¢oes de contorno, em = = 0
w(0) =0, bpd'(0) + I'w”(0) — XN21%w(0) = 0. (5.116)
Eemaz=1L
w(L) =0, bnp¢'(L)+ I'w"(L) — N21°w(L) = 0. (5.117)

Utilizando a primeira condicao de contorno em x = 0, resulta C; +C5 = 0, entao

(5 = —(. Da segunda condigao de contorno resulta

b (0) + I'w”(0) = 0 = %(ambm + I'a)(e* + 6%) = 0.

Assumindo que a,,b,, + I'a > 0, e €2 4 62 # 0, decorre C} = C5 = 0.

E das condicoes de contorno para x = L segue o sistema

1 0 0 w(L)
ey w"(L) | =0. (5.118)
" /(L)

Um sistema do tipo Uc = 0, quando W (x) e ¢(x) sao expandidas

sinh(eL) sin(dL)
10 0 Ca
e?sinh(eL)  —d%sin(dL) =0, (5.119)
=210 1Y by, Cy
eK,sinh(el) —dKp,cos(0L)
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sinh(el) sin(dL) Co 0

(—I°A2 + '€ + by Koe) sinh(eL) (—I9N2 — I'6? — b, K,0) sin(dL) Cy '
(5.120)

Resulta a equagao de frequéncia A(\) = det(U) =0
I 2 | 52
_Tat ambn)(€+07) o en) sin(oL) =0, (5.121)
a
ja que (I'a + amby) > 0 e €2 + 62 # 0 entdo a equacao de frequéncia é

sinh (eL) sin(6L) = 0, (5.122)

com € e ¢ ja definidos em (5.95). A solucao de (5.122) é conhecida, e em geral considera-se

nm

que € ¢ real, portanto as solugoes da equagao de frequéncia serao § = %+, mas para w > w,

é possivel verificar que € é puramente imaginario, definindo assim um segundo espectro de

imm

I -

frequéncias caracterizado pelas solugoes de sinh(eL) = 0, ou seja, € =

As componentes dos modos de vibragao w(x) sao dadas por

w(z) = Cysinh(ex) + Cysin(dx),
o(z) = Cy K, cosh(ex) + Cy K cos(dx).

(5.123)

com Cs e Cy determinadas quando o sistema (5.120) é resolvido. A frequéncia critica w,, por

sua vez, define a natureza das raizes € e 9, de modo que

€ é real

w < We

0 éreal — 0 = "%

e=0 (5.124)

W= W,

0 éreal — o = "%

€ é puramente imaginario — € = “”T”
W > W

5éreal—>5:%

E conhecido na literatura que a frequéncia critica define dois espectros de frequéncia,
o primeiro abaixo e o segundo acima da frequéncia critica [81], [117], [90] . Conforme esses

espectros os modos de vibragao sao caracterizados como



e 12 Espectro Cy = 0, C4 qualquer

w(z) = sin(Fw),

¢(x) = Ky cos(F).

e 22 Espectro Cy, C, quaisquer

w(z) = Cysin("Fr) + Cysin(Fx),

P(x) = Oy K, cos("Fx) + CL Ky cos(Fx).

5.83.2.2  Viga fixa-livre

As condigoes de contorno nesse caso sao escritas como

w(0) =0, ¥(0)=0
bt (L) + I'w" (L) — IpAN?w(L) =0, apw' (L) —ap(L) = 0.

Das condicoes de contorno em z = 0 resulta

w(x) = Cy(cosh(ex) — cos(dz)) + %(Kb sinh(ex) — K, sin(dz)),
o(x) = CyK,(cosh(ex) — cos(dz)) + C1 (K, sinh(ex) + Kpsin(dz)).

E das condicoes de contorno em x = L tem-se

w(L)
0 am 0 —a O (L)
”LU”(L) :O,
X210 I' 0 b,
o(L)
¢'(L)

e consequentemente um sistema do tipo Uc =0

( A;sin(dL) 4+ Ay sinh(el) —Alz—z cos(6L) + A; cosh(eL) ) ( Cy ) o

Ay cos(dL) + Ag cosh(el) .A5Z—‘; sin(dL) + Agsinh(eL) Cy
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(5.125)

(5.126)

(5.127)

(5.128)

(5.129)

(5.130)
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com
Al = a0 — aKy, Ay = ape — aky,
' R (5.131)
As = X210 4+ 1162 + b,, K0, Ag = —N?1° 4 I'€® + b, K €.
E obtém-se a equagao de frequéncia A(\) = det(U) =0
(A1 A K, — Ay A5 Ky) cosh(el) cos(0L) + (A1 AgKy + As A5 K,) sinh(eL) sin(dL) (5.132)

+ A1 A K, — Ay Ag Ky = 0.

As componentes dos modos de vibracao foram dadas em (5.128), com Cj e Cs
sendo determinados da resolugdo do sistema (5.130), para cada A solucdo da equagao de

frequéncia.
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6 METODO DA DECOMPOSICAO DE ADOMIAN

O método da decomposi¢ao de Adomian (ADM) [6], [8], [103], [7] ¢ um método

analitico para resolver de maneira aproximada uma variedade de equacgoes do tipo
Pu =g, (6.1)
onde P representa um operador diferencial geral, linear ou nao linear.

O método consiste basicamente em decompor P = L+ N, onde L é um operador

diferencial linear e N é nao linear. Assim

Lu =g — Nu. (6.2)

A . . . N
Por conveniéncia, L tem sido considerado na forma L = L + R, onde L = ddx_N é

a derivada de maior ordem em L e R sao os termos remanescentes.

Considera-se a expansao da variavel v e do termo nao linear
o0 oo
u= E U, Nu= E Ap, (6.3)

na equacao

Lu+ Ru+ Nu=g, (6.4)

sendo Nu = f(u), e A, os denotados polinomios de Adomian, calculados através de férmulas

especificas que sao definidas na secao 6.1 .

Aplicando o operador inverso L~*

L'Lu=L"1'g— L 'Ru— L 'Nu,

(6.5)
u=®+L'tg— L 'Ru— L 'Nu,

com L® = 0, sendo ® relativa a constantes de integragao ou solugao homogénea.
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Utilizando a expansao da variavel u e do termo nao linear tem-se que

iun =q>+L—1g—L—1R§:un—L—1§:Am (6.6)
n=0 n=0 n=0

e considera-se que os termos da expansao da série de u sao definidos como

up =@ + L_lga
Uy = —L_IRUO — L_le,
Uy = —L_lRul - L_lAl, (67)

Ups1 = —L Ru, — L1A,,.

N

o
Se a série Y u, é convergente entdao a N-ésima soma parcial oy = > u, serd
uma solucao aproximada e
oo
lim ¢y = E Uy = U. (6.8)
N—o0 0
—

No Apeéndice B sao feitas outras observacgoes e comentarios sobre a convergéncia

do esquema de Adomian.
Em particular, na formulagao relativa ao modelo de Timoshenko
Mw"(z) + Cw'(z) + Kw(z) = g(z) + Nw(x), (6.9)

escrita tal que

w'(z) + Kow' + Kyw(z) = [G(x) + Nw(z)], (6.10)

com Ko =M™Ce K; =M'K, G(zr) =M 'g(z) e V-M'N.

Nesse caso L = 45 e & = ¢+ ¢;z = w(0) + w/(0)z. Resolvendo (6.10) em

da?

termos do operador L1

w(z) = ®(x)+ L'[G(x) — Rw(x) + Nw(z)]. (6.11)
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Considera-se que as componentes da varidvel w(z) sdo escritas em série de

fungoes

w(z) = = Zwk, (6.12)

e 0 termo nao linear N'w é expandido em termos dos polinomios de Adomian [§]

00 Al,k
Nw(z) = Ay (wWo, Wi, .., W), Agp(Wo, Wy, ..., Wg) = , (6.13)
k=0 Ao g

onde A, ; e Ay, sao os polinomios de Adomian.

E considera-se o esquema

wo=® +L7'G(x),
Wi = —LilRWO + Lile, (614)
Wiyl = —L_lRWk + L_lAk, k= 1,2, ...

Agora, sao introduzidas as ideias que motivam o método da decomposi¢cao de

Adomian com uso da base fundamental, cujos detalhes sao apresentados na se¢ao 6.2.

Considerando novamente o problema de ordem geral

Lu = g — Ru — Nu. (6.15)
com L = %' Primeiramente é observado que a solugao homogénea ®, ou seja, solucao tal

que L® = 0, pode ser escrita em termos da solucao fundamental

Up = hCl + h/CQ + ...+ hN—lcN, (616)

onde h é solugao do problema Lh = 0 com condicoes iniciais impulsivas: todas derivadas de

h em zero sao nulas até ordem N — 2, onde N é a ordem do operador L, e a (N — 1)-ésima

1

— onde
ag

derivada em zero é

p(v) = ar™ + ™+ +aw, (6.17)
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é o polinomio caracteristico associado ao operador L. Nesse caso,

:L,Nfl

Up, = cp+xC1 + ... + m@v_l.

(6.18)

Em segundo lugar é observado que a operacao L~!, correspondente a n-upla

integracao equivale a uma tnica integral de convolugao, ou seja,

/OI%F(E) dfz/ox /;N.../O& F(&) d&..dEy_ dy. (6.19)

Salienta-se que a férmula (6.19), devido a Liouville, tem sido utilizada no calculo

de derivadas fraciondrias [99], [52].

Entao a solugao do problema (6.15) é dada por

xT

—up+ L = o (2= 1y 6.20
U—Uh+ —Co+xC1+...+mCN,1+ m f ( )
com ' = g — Ru — Nu. Nesse caso, h = % é a solucao fundamental de fl;v—fv‘ =F, e

iy d¢ corresponde a convolucao h * F.

xr
observa-se que [ (gij_vg_)l)g
0

Partindo disso, a ideia é nao mais considerar o operador linear de maior ordem,
mas sim toda a parte linear de modo que o esquema iterativo de Adomian parta da solucao

escrita na forma

w=nhec, +hcy+...+hN tey +hxg— hxNu. (6.21)

Os detalhes dessas modificacoes do método de Adomian fazendo uso da resposta
fundamental sao apresentados na secao 6.2. Na secao 6.3 é desenvolvido o método convenci-
onal da decomposicao de Adomian para casos lineares relativos aos casos do modelo classsico
de Timoshenko, modelo de Timoshenko nao local de Eringen e modelo de Timoshenko gra-
diente de deformacgao. E finalmente na secao 6.4 é apresentado um exemplo numérico do

modelo classico de Timoshenko considerando um termo de nao linearidade cubica.
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6.1 Formulas para os polinomios de Adomian

O termo nao linear Nu = f(u) é expandido como uma série de fungoes

= An(ug,ur, ooy ). (6.22)
n=0

Aqui u € R% com d = 1, mas é possivel generalizar para d > 2 [21].

As fungoes A,, sao polinomios em (uyq, ..., u,) chamados polinomios de Adomian,

cuja férmula para determinacao é dada por [§]

An = Ap(ug, un) =Y c(v,n) f(ug), (6.23)

sendo que os coeficientes ¢(v, n) sao produtos, ou soma de produtos, de v componentes de u,

cuja a soma dos subindices é n dividido pelo fatorial do nimero de subindices repetidos

Ao = f(uo);

A1 = u f'(uo);

Ay = ua f'(uo) + 5ud f (uo);

Az = ugf'(ug) + urus f (ug) + $ui f" (uo);
(uo)
(o)

’U4 u 4
(uyuz + g)f"(uo) L (uo) 4+ D (uo);
(U1U4 +u2U3)f”(Uo) +( 12!2 i S)f///( ) 3!2 (4)(u0) + 5_} (5)(u0);

+1

+
Ay = ug f'(ug) +
As = us f'(uo) +

(6.24)

os indices superiores (linhas e ntiimeros entre parénteses) representam derivagao da fungao f
com relacao a variavel wu.
Os polinémios de Adomian nao sao unicos [47], eles podem ser gerados através
(o]

da expansao da série de Taylor de f(u) em torno da fungao ug, sendo u = Y u,, e
n=0

=2 A= (= )" o ), (6.25)
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Entao

A, = Y L) p)(y)
n=0

n=0

= f(uo) + (u1 + u9 + )f(l)(uo) + (u1 + u9 + )2 f(2)2(!u0) + (u1 + u9 + )3 % + ...
= f(uo) +

+U1f(1)(uO) + UQf(l)('LLO) + u;),f(l)(uo) + U4f(1)(U()) + U5f(1)(uO) +

+1§f(2) (uo) + 512 @ (ug) + (urus + %%)f@) (uo) + (urug + uguz) f 3 (ug) + ...

5O (ug) + 2 £O) (ug) + (A2 4 ML) £O3) (g) + .
u4 uu

+U D (ug) + M2 £ (ug) +

+4 7O () + ...

(6.26)

Na expansao anterior observa-se que cada polinomio A, é construido conside-
rando os termos a partir da n-ésima derivada vezes a n-ésima poténcia sobre n! em diagonal

ascendente, e de modo que a soma dos sub-indices seja n, conforme (6.24).

Os termos A,, podem ser determinados pela férmula [1], [2], [4]

 n=0,1,2, .. (6.27)
=0

1 d"
A =
n! den (ZS%)

onde € é um parametro formal.
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Nos trabalhos de Abbaoui e Cherruault [2], [21] sdo apresentadas formulagoes
alternativas para os polinomios
kn

n k1
An(ug, oyuy) = L (ami)hzoz >0 FUD (uo)
1=

[nk|=n

(6.28)

_ Z%f(k)(u()) ( Z Upl‘-“pk) , n=>1,

k=1 pit...+pr=n

onde |k| = ki + ... + k,, e [nk| = k1 + 2ka + ... + nk,, e sendo (a;);=1,._» sequéncia decrescente

de inteiros.

Em [20], [111] é apresentada a generalizagao das férmulas de Adomian para casos
multidimensionais, por exemplo no caso bidimensional tem-se

7

Ap(ug,vo) = f(uo,v0),

An(u(]?"-aun;vOa"'?/Un) (629)
uﬁ’l Uﬁn Uih quzn ap1+---+pn+q1+...+qn

k p1+...+npn+qi+...4+ngn=n

T Up, Vo )-
p! op il g Quprte AP Quarttan f( ) )

6.2 Método da decomposicao de Adomian considerando a

resposta fundamental espacial

Considera-se o problema espacial de contorno, com formulacao compativel ao
caso de Timoshenko classico e Timoshenko nao local de Eringen, com a presenca de termo

nao linear Nw(z)

Mw"(z) + Cw'(z) + Kw(z) = Nw(x). (6.30)

Os coeficientes matriciais sao aqueles da formulagao adimensional, com parametros

adimensionais descritos em (4.21)
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—0%e, +¢ 0 0 ¢
M = , C= ;
0 —nQ2e, +1 13 0
(6.31)
0?2 0
K= ;
0 n0? — ¢

sendo que para o modelo classico de Timoshenko tem-se e,, = 0.

Diferente do método de Adomian introduzido na secao 6.1, aqui é considerada a
alteragao que as componentes da varidvel w(z) passam a ser expressas em série de poténcias

infinitas convergentes [8], [67], [12]

- k
C1, kT 00 00
wlx ) C
W(I) = ( ) = ko:oo = Z L {Ek = Z Ckl'k, (632)
o(x) > CQ,kak k=0 | C2.k k=0
k=0

e o termo nao linear Nw expandido em termos dos polinomios de Adomian

oo o
N1 (> epp®, S eopa®)
Ny (w(x T 1 1,kL 2,k
Ny(w(z), p()) No(>7 1 pa®, D7 e )
k=0 k=0
o0
zk Al,k(cl,Oa C1,1y -5 C1k; C2,0,C2,15 -+ C2,k> 0o
= k=0 =S aFAi(co,cq, .., Cp),
2F Ao 1 (€1.0, CL1, ooy CLES C2.0,C2 1y ooy Co ) k=0
k=0
(6.33)
sendo
A A1 (C10,CL 1, ey CLE, C2.0,Co 1y ey C
Ak(Co,Cl,...,Ck): 1,k _ 1,k< 1,0, ¢1,19 --+» €1,k €205 €2,15 -++y Q,k) ‘ (634)

A2,k AZ,k(Cl,O; Ci,1y -5 C1k;C2,0,C2,15 -y C2,k)
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Entao

Mw" (z) + Cw'(z) + Kw(z kaAk Co,C1, ..., Cp). (6.35)

Quando considera-se a metodologia padrao de Adomian
W+ Kiw'(1) + Kow(z) = K3 Y 2" Ag(co, ¢1, .y cp), (6.36)

com K; = M™'C, K2 = M'K, K3 = M, resolve-se (6.36) para w(z), considerando o
operador L~} f f | dz dx

chx = U(z) + LK W (z) + Kow(z ngx Ayl (6.37)

com V(z) = ¢y + ¢z = w(0) + w'(0)z, e entdo resulta

Cy = W(O),
cL = W,(O), (638)
Cp = k(;;ll) (k= 1DKjci—1 + Kocpo — K34, 0], k=2,3, ...

De outra maneira, propoe-se nesse trabalho considerar a solu¢ao de (6.35) como
a soma da solugao homogénea, dada em termos da base dinamica, e convolucao da resposta
fundamental h(z) com o termo nao linear expandido em fun¢ao dos polinomios de Adomian

exercendo o papel de termo nao homogeéneo ou forcante, obtém-se assim

T

w(z) = hj(z)w(0) + hi(z)w'(0) + /h(w —7)- Z ™Ay (co, c1, ..., cp) dr. (6.39)

0

Sendo {hf{(x),hj(z)} a denotada base dinamica definida por
(6.40)

onde h(x) é a resposta fundamental matricial de valor inicial, solu¢do do PVI matricial

Mh"(z) + Ch'(z) + Kh(z) = 0,
h(0) = 0,Mh'(0) = I.

(6.41)
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Se for considerado o caso linear em que Nw(z) = 0 e h(z) é expandida em

série de poténcias

> h
h(z) = k—’:xk,
k=0

(6.42)

tal que quando substituindo-se (6.42) em (6.41) resulta o problema de valor inicial em dife-

rencas

th+2 + (Chk;—i-l + th = O,
hy =0, Mh, = I,

com solugoes dadas recursivamente
hy =0,
h; = M1,
hy = —M ' (Chy_; + Khy_»5), k=2,3,4,...

Obtém-se

o0

w(z) = 20 cpzk = {z (Rt %C)xk] w(0) + {i %Mzk} w'(0).

k=0 k=0

E entao coletando segundo as poténcias de x resulta

Cy = W(O)v
C = W,(O)7
c, = hzT1M+l;—lfC Co"—};ﬂ_lfMCl, k:2737

Agora, voltando para o caso nao linear, tem-se

w(z) = ki;o ot — {f(hlglm + %C)x’“] w(0) + {f %Mmk] w'(0)

k=0 k=0

h(z —7)- Y 7" A(co, cy, ..., i),
k=0

+

C—s

e entao objetiva-se resolver recursivamente a integral

x

/h(:p —7)- ZTkAk(CO,Cl, oty C) dT.

0 k=0

(6.43)

(6.44)

(6.45)

(6.46)

(6.47)

(6.48)
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Observa-se que tanto a parte referente a solucao quanto a parte relativa a integral
fraciondria sao consideradas em termos da solucao fundamental. Nas proximas etapas busca-
se resolver a integral de convolucao resultando um esquema iterativo em termos de poténcias

de z.
Abordagem I
e Expansao em série de Taylor para h(x)

Considera-se

h(z —7) = —(x—7) (6.49)
k=0

Aplicando produto de Cauchy ', com a; = 2 T — )%, by = TF Ay, resulta

T

/h(ag —7)- f:TkAk(co, Ciy ..y C Z Z —Ak m/ x—71)"" A (6.50)

0 k=0 k=0 m=0 " 2
Sendo a integral
[ e ik —m)!
/(CB — 7—) Tk dr = Wﬂfk+l (651)

0

00 00 k
k—m)!
/ hz—1) 3 Ao e dr =33 hy,- Ak_mﬁxk“. (6.52)
0 k=0 k=0 m=0 ’

Substituindo na expansao da solucao espacial w(z) (6.39) resulta

w(z) = chx = (3 (M 4 2C)ak)w(0) + (3 BMak)w!(0)
k=0 k=0 (6.53)

(k—m)!
+z S By Apon homl gkt 1,

=0m=0

1Eak2bk—z Zam- k—m-

k:O k=0 k=0m=0

QE{g"f x—1)g(T)dr} = F(s)G(s).
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Entao coleta-se nas poténcias de x de forma a obter os termos c; da expansao

(6.32)
cT = W’(O),
k—1
C, = (%M + l;;_]f(c)(:o + %MQ + % Zl((k =1 =m)hyAgtym, k=23,
(6.54)
Por exemplo,
¢ = (M4 BC)c) + 2Mc, + LhiA,, (6.55)

c3; = (%M + %(C)co + %Mcl + %(h1A1 +hyAy).

Abordagem I

Nesse caso considera-se na expansao (6.47)

[h(z—71)- > 78 A)(co, C1y ) dT = (f h(z — 7')de7'> Aj(co,c1y..0ycr),  (6.56)
0 k=0 k=0 \0

e busca-se determinar Uy(z) = ['h(z — 7)7%dr, solugao matricial do PVI

C—=y

MU (z) + CU.(x) + KUy (z) = 21,
U(0) = 0, (6.57)
Ui (0) = 0.

Considera-se a expansao de Uy(x)

0o 17(j)
Ur(z) =) e ,'<0).7cj : (6.58)
— 7
J
em (6.56), e (6.47) torna-se
00 00 0o 00 ) ‘
wia) = | 3 (M + %C)x’“} w(0) + {Z %ka} w(0)+ 3 (z U (0)Ax §?>Ak) 2
k=0 k=0 j=0 \k=0
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Para determinar U,gj)(O), substitui-se (6.58) em (6.57) e entao obtém-se o PVI

em diferencas

[eS) ill'j

3 (NﬂL¢j+”(0)<+<CL¢j+”(0)4—E§U§”(0)> :

=0

U (0) = UM (0) = 0.

Primeiramente para 7 =0,1,....k — 1
MUY(0) + CUZ T (0) + KU (0) = 0,
U (0) = UV(0) =0,
entao U,EO)(O) = U,gl)(O) =..= U,gkﬂ)(()) = 0. Agora, para j =k
MUF(0) + cu® M (0) + KUP (0) = k!,

U (0) = U (0) = 0.

Entao UF?(0) = kML, E para j =k + 1,k +2, ...

MUY (0) + CUZ T (0) + KU (0) = 0,

Uty =0, U 0) = kM,
resulta

Udt(0) = MU (0) + KUY (0)),

assim

U 0) HCU(0) + KULSV(0) = -MICRIM,

= —M~
U,gk+4)(0) _ —M_l(CUlgk+3)(0) + KU]E,]H_Q)(O)) _ M_lk!(M_l(c _ K)M—l

De forma sistemdtica tem-se

(6.60)

(6.61)

(6.62)

(6.63)

(6.64)
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U (0) k=0 k=1 k=2 k=3 k=4
j= 0 0 0
j=1 0 0 0 0 0
j=2 0IM~! 0 0 0 0
j=3 | -M~'CoM! 1M 0 0 0
j= * —M-IC1IM 2IM! 0 0
j= ok * —M-lC2M~t 3IMY 0
j= Fkok Kk * MM 4V

Tabela 6.1: Valores U,gj)(()).

onde as entradas * sdo elementos nao nulos calculados pela expressao (6.64).

De outra forma, denotando-se V; = U,gj)(O) em (6.60), resulta a equagao em

diferencas
MVji2 + CVj + KV = f;,
Vo =0, (6.65)
Vi =0,
com
k!, 7=k,
fi = (6.66)
0, j#k.

V; é a resposta forcada de (6.65), logo é dada pela convolugdo com a solucao fundamental,

ou seja, V; = h * f, na sua forma discreta [26]

7j—1
Vi=> hjwifi, (6.67)
m=0

com h resposta fundamental discreta definida por meio do PVI em diferencas

th+2 + Chk+1 + th = O,
hy =0, Mh,; = I.

(6.68)
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Analogamente ao calculado através de (6.61), (6.62) e (6.63) obtém-se da con-

volugao discreta (6.67)

Vi=UP0) | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4

j =

j= 0
j=2 h, 0!
j=3 h,0!
j= h;0!
j= h,0!
j= h;0!

o O

0
h,; 1!
h,1!
h;1!
h,1!

o o o o

h,2!
h,?2!
h;2!

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
h, 3! 0
h,3!  hy4!

Tabela 6.2: Valores de V; = U,ij)(O) em funcio da solugdo matricial h; = h)(0).

Voltando para (6.59), coleta-se segundo as poténcias de x

co = w(0)+ i U (0)A, = w(0),

et = w(0)+ > UV(0)A, = w(0),
k=0

=0

=0

(6.69)

Ccy, = (%M + %C)Co + (%M>C1 + % Z U;EQ)(O)AIC
k=0

=U$? Ao

= (%M + %C)Co + (%M)Cl + 5h1Ag,
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e = (M 5Cleo+ (M + 53 U
k=

=U$® Ao+UP A,
= (5M+5C)co + (FM)er + 5 (haAg + Ay, (6.70)

ci = (BM+2C)eo+ §(hsAg + hoA; + 2/ Ay),

De modo geral para k > 2

h h h S
k LM k k h, A
cp = ( ]J + X (C) co+ (k! M) ¢+ o 2_1((11: 1) —m)!hy, A —1)—m- (6.71)

Salienta-se que esse coeficientes coincidem com aqueles calculados em (6.54) via

abordagem I.

Abordagem IIT
e Considerando h(z) matricial em fungao de d(x)

Nesse caso considera-se na expansao (6.47)

[h(z—71)- > 78 A)(co, C1y ) dT = <fh(x — T)de7'> A(co,c1yoeycr). (6.72)
0 k=0 k=0 \0

Objetiva-se calcular

xT

I = Z /h(x —7)tdr | Ax(co,ci, ..., cp). (6.73)

k=0 \

Se o caso classico adimensional de Timoshenko for considerado, tem-se
(n9* =€) d(z) + d"(x) § d'(x)
h(z) = , (6.74)
—& d'(x) 02 d(z) + £d"(x)



83

onde
d sinh(ex) — esin(dz)
d(z) = .
() boed (0% + €2) (6.75)
é solugao do PVI
bod ™) () 4 byd" (x) + byd(z) = 0,
o)) + b () + bud(2) o
d(0) =d'(0) =d"(0) =0, byd”(0) =1,
com
bo=& by=En + Q% by = -+ Q' (6.77)
e ainda
=Bl B o=\l E ©79
Decompondo h(z) de modo que
h(z — 7) = Hod(x — 7) + Hid'(x — 7) + Hod" (2 — 7), (6.79)
com
0% — 0 0 10
A B CH, = ) m, - , (6.80)
0o o £ 0 0 ¢
entao

x x

I= /Hod(x — )T Adr + /Hld/(x — )R Apdr + /Hgd”(x — 1) Adr
k=019 0 0

(6.81)
Fazendo uso da regra de Leibniz® obtém-se
]—i (H +Hi+Hd—2)/xd(x—T)deT A (6.82)
= 2 0 1 273 k- .
= 0

8

Sf d(z—7)rhdr = & L{ d(z — T)deT] ,

dx?

farte = ryrtar = | fae - myrkar



Define-se

Ny (7) = / d(x — 7)7" dT,

e decompondo d(z) em exponenciais

Ez‘(eiém o e—i&x) + é‘(eem _ e—ez)

dlw) = 200 (e2 + 0%)ed ’

tem-se

1 v , .
N, — < idr  —idx €& —ex k )
k() 200( 1 0968 /0 [ei(e e ") +0(e e~ )" dr

Utilizando o fato que fom el@=m)rkdr é solucao do PVI
W —au = ¥,

u(0) = 0.

e considerando a decomposicao da resposta forcada é possivel obter (Apéndice B)

kle®® " b k! ,
T (a(z—7)) -k _ v e k=g
foe T"dr = ak+1+< a+Z(k—j)!aj+1x );

e consequentemente

T (a(x—T —a(x—T k! ax —ax

o ) — ety phdr = (e (1))
k o .
. I%é,;)!(l"i_(_l)ﬂ)’
‘]:

Utilizando (6.88) em (6.85) resulta

xk—I j eI124475342
(1 (1) (2 ))

k

— Y
Nk(x) = 525x2§ + (2 402)Ee262 < .
‘]:

Ft2(—1)7 cos(dx) 4 0"+ cosh(ex); k = 2j,
2 (1) sin(z) + F+2 sinh(ex); k= 2j + 1.

k!
+ (e2462)€Eek+25k+2

Tem-se Ny(z) = [ d(x — 7)7% d para alguns k's

C—=y

84

(6.83)

(6.84)

(6.85)

(6.86)

(6.87)

(6.88)

(6.89)



82 cosh(ex)+e? cos(dx) 1
No(ﬂf) - 62e2(2462)¢ - 52e2g)

_ 83 cosh(ex)+e3 cos(dx) z
Ni(z) = 333 (2 102)E 2o

_ 2(8* cosh(ex)—e* cos(dx)) z2 (262 —2¢2)
N2(x) - 5464(62+52)£ - 52e2¢ - et
6(3° sinh 5 sin(§ 3 662 —6¢2
NS(Z') ( Sl(sft)g(t_)f(w%+€62§§H( CC)) - 52:0625 - ( 54642 )xa

Voltando para (6.82)

I=Y (HoNi(z) + HiN(z) + Ho N/ (2)) Ay, = ZLk ) Ag,
k=0

com

Li.(z) = HoJi(x) + Hy (J3,) (z) + Ha(Jp)" (),

entao

w(z) = ki crat = (3 (PR M + BEC)a*)w(0)+

k=0

b3 BMAW(0) + 3 L) Ay

k=0 k=0

85

(6.90)

(6.91)

(6.92)

(6.93)
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Coletando nas poténcias de x

co = w(0)+ (é LkAk:) lo=0 = w(0),
¢ = w()+L (?30 LkAk) oo = w'(0),

c; = (5M+ BC)w(0) + MW (0) + 54tz (Z LkAk) [a=0
k=0

c; = (BM+BC)w(0) + BMW(0) + 345 (kZ LkAk) [e=0
=0

= (%M + %C)CO + %MCl + i(HlAO + H2A1)7

ci = (MM 4 BeC)ey + (BeM)cy + L Lp (Z LkAk) |2=0-
=0

Visto que pela expressao anterior as cj.s tornam-se de dificil determinagao, tanto
por envolver derivacao quanto por envolver somatérios infinitos. Alternativamente, busca-se

resolver
X

Ni(x) = /d(m — 7)7*dr, (6.95)

utilizando o fato que Ny (x) é resposta forcada do PVI

bo N () + by N (2) + byNy(z) = ¥,

(6.96)
Nu(0) = Ni(0) = N7 (0) = 0, Ny'(0) = 0.

= N9 (0)a?
Busca-se Ni(x) = Z ——~— que quando substituido em (6.96) resulta o PVI
- J-
j=0
em diferencas

oo . A A ;
Z (boNéJ‘HL) (O) + bQN]gJ+2) (O) + b4N]§])(O)> .CIS'_' _ J}k
7=0 J: (6.97)

NO(0) = NP (0) = NP (0) = NP (0) = 0.



Fazendo N; = N,gj )(0) em (6.97), resulta a equagao em diferengas

bon+4 + ngj+2 + b4Nj = fja
No =Ny =Ny =N3 =0,

com
kl, j =k,

0, j#k.

Similarmente a (6.65)-(6.67), tem-se

j—1
Ny => djiifi,
=0

onde as fungdes d; = d)(0), sdo relativas ao PVI (6.76), e dadas discretamente

do=dy =dy =0, d3:%7

dj+4 — —% [bgderQ + b4dj] y j - O, 1, 2, 3,

Expandindo os primeiros termos de (6.100)

No=N, =Ny =Ny =0,

Ny = l;i()d4—l—1fl =dsfo+ dof1 + difo+ dofs = ds o,

N5 = lz:ds)zucz =dyfo+dsfi +dafo+ difs +dofs = dafo + dsfr,
Ng = l_iodﬁ—l—lfl = ds fo + daf1 + ds f2,

6
Ny =Y de_i1fi=dsfo+dsfi + dafo+ dsfs,
i=0

87

(6.98)

(6.99)

(6.100)

(6.101)

(6.102)

e assim sucessivamente, utilizando a simplificacao das condigoes iniciais d;, j = 0,1,3. As

N; =N, lij )(O) podem ser distribuidas em forma de tabela, analogamente ao caso matricial da

Tabela 6.2
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N;=NPW0) | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=38
j= 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j= 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j= 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j= 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j= ds0! 0 0 0 0 0 0 0 0
j= A0l dsll 0 0 0 0 0 0 0
j= ds0!  dy1l dg2! 0 0 0 0 0 0
j= A0l ds1!  dg2!  dsll 0 0 0 0 0
j= A0 dgl!  ds2! dyl! ds3! 0 0 0 0

Tabela 6.3: Valores de N; = Néj)(()) em funcao de d; = d(j)(o)-

Voltando para (6.82)

2 0 ar(d) j
H0+H1i+H2d— M Ay, 6.103
T

CcOom
o0 0 () (07
S [(Ho+ Hi + Holy) > u] A=
w0 = (6.104)
> [20 [HON,S"(O) +H, NV (0) + N,ﬁ”ﬂ J—] Ay.
= ]:

Na expansao geral de w(z) resulta

w(z) = 20 ot = {i(%l\\/ﬂ + l;g—’f((:)xk] w(0) + {i %Mxk} w'(0)

k=0 k=0

+ 3> [HoNP(0) + HuNT T (0) + NI 2

i
}=0 j=0 J
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E analogamente aos casos anteriores coleta-se segundo as poténcias de x

co = )+ ) [N (0) + HN (0) + HL NP (0)] A, = w(0),
k=0
7
- (6.106)
e = W(0)+ &Y [HeND(0) + HiNZ(0) + HN (0)] Ay = w/(0),
k=0

J/

~~
dsHzAp

c; = (BM+2C)co+ (BM)e, + 4 > [HoN (0) + HiN (0) + Ho NP (0)]A,

J/

d3H1AOId3H2A1
_ (%M 4 h_t%(c)co + (%M)Cl —+ %(hZAO + h1A1)7

(6.107)

Foi utilizado em cs, dsHs = hy, e em c3, dsH; = hy. Espera-se assim que os

coeficientes ¢ definidos em (6.107) sejam os mesmos que aqueles dados em (6.69).

6.3 Método de Adomian no caso linear

Nessa secao o método de Adomian, descrito na secao anterior, é aplicado ao
modelo de Timoshenko clédssico, desconsiderando a presenca do termo nao linear. A mesma
formulacao é estendida para o caso do modelo de Timoshenko gradiente de deformagao. De

acordo com a formulacao introduzida na secao 6.1 para o modelo de Timoshenko classico
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. 2 . . ~ 4
considera-se L = dd? e para o modelo de Timoshenko gradiente de deformagao L = j?. Em
ambos os casos, sem a presenca de nao linearidade, o método nada mais é que a aplicacao
de um método de séries de poténcia a um problema de contorno, caracterizando-se como um

método de Cauchy.

Modelo de Timoshenko classico

As equagoes governantes referentes ao modelo classico de Timoshenko sao dadas

em termos dos deslocamentos w(t, z) e ¢(t, z)

2 2
A@__ GA(M_%>:0,

ot? or? Ox
(6.108)
20 aw o 0

Condigoes de contorno genéricas incluindo molas translacionais e rotacionais a
esquerda (krr e krg), e molas rotacionais e translacionais e massa atarraxada a direita (krg,

krr, M, Jyr), sdo escritas, de acordo com [67], em x = 0

[KGA(ZL — ¢) — krp, w] w0 =0,

) (6.109)
[BI5: = kre 6],y =0,
eemx =1
RGA(ZE — @)+ krg w + MZ2 4 MeZ2 =0,
[ o o } =L (6.110)
[EI % t kpr ¢+ (Jar + Me?) 22 + Me W] =0
Supondo vibragoes harmonicas de frequéncia w, obtém-se
dw(x)  do(x)
A — Aw? =
RGA( e I ) + pAw® w(z) =0,
(6.111)
d? d
EI (b( )~|— GA( 12;(3) gb>+p[w2 o(z) =
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E as condicoes de contorno tornam-se

RKGAME (@) — KGAG()| Lm0 =0,

BTk 6() | [omo = 0,
(6.112)
KGALE 4 (iyy — Mw?)w(@) = (kGA + Mew?)§()] |omr = 0,

_EI% — Mew?w(z) + (kpr — (Ju + Me2)w2)¢(x)] lo=2 = 0.

Considerando a seguinte adimensionalizacao das varidveis e parametros

Aw?L* 1 kGAL? K
07 = 5 iz € EI 1+v)
(6.113)
Kty = kTﬁf , Kpp, = bzl L K= harl
M M e Jm
M:M_B:pA_[ﬂ 6257’7: \/ Ml\[{27
resultas as equacoes adimensionais
SRR — R0y + 2 W) =0,
(6.114)
2
EHE 4+ ¢ (dW - \I/(X)) + 792 O(X) =0,
com condigoes de contorno correspondentes
M — o W (X) - gcp(x)} lxo = 0,
T KRL‘I)(X)} |x=0 =0,
(6.115)

:fdvg;(f) + (Krp — p)W(X) — €+ 6MQ2]<I>(X)} Ix_1 =0,

0 SuW (X) + [Kpn — (7 + 8)](X)] |52 = 0.
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Escrevendo as equagoes (6.114) em uma forma matricial, compativel a equagao

dada em (6.30), com
szo,(C:O_g,eK:
0 1 £ 0

Expandindo as componentes do vetor w(X) em séries convergentes

02 0
. (6.116)
0 —&4+n02

w(X) = = S X = W(X) + > e Xt (6.117)
cp(X) k=0 k=2

De acordo com (6.36)-(6.38), desconsiderando o termo nao linear

co=w(0) = wo , ¢ =w(0) = VV//(O)
200 ¥ (6.118)

Cr = f} [(k-—>1)I<1Ck41 +—I<2Ck42], k ::2,3,.”

Na prética a série (6.117) é truncada, de modo a obter-se uma aproximagao com n termos

L@ﬂﬂ()() n—1

[] — _ k
eM(X) = =Y ¢ X", (6.119)
wic) | T
tal que
w(X) = lim " (X). (6.120)
n—oo

Visto que as condigoes de contorno em X = 0 determinam parcialmente as
componentes ¢y e ¢, de acordo com [67], define-se ¢, = Pra. Das condiges de contorno em
X = 0 conhecidas, é possivel determinar Py e Py, tais que ¢y = Py(2)a, ¢c; = P1(Q)a, com
a=[a; as]’. E recursivamente obtém-se

-1

Pe= pppll— DKPia (@) + KoPen(Q)), b=2.3,.. (6.121)

Substituindo-se

n—1 n—1

(X)) =D axh =) P(Qaxt (6.122)

k=0 k=0
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nas condigoes de contorno em X = 1, obtém-se o sistema

F"(Q)a = 0. (6.123)

Para a nao nulo decorre a equacao de frequéncia

IF(Q)| = 0. (6.124)

O termo n da aproximacgao pode ser decidido seguindo a desigualdade [67], [78],
[91]
o — ol <. (6.125)

O i-ésimo modo de vibracao associado a i-ésima frequéncia €2;

W[TL] X n—1 ) n—1 ]
AU = | L S cp X* = Plax®, (6.126)
;7 (X) k=0 k=0
o qual quando normalizado torna-se
nl( x
xy oK (6.127)

Caso viga fixa-livre

Nesse caso, as condigdes em X = 0 sao W(0) =0 e ®(0) = 0, entdo

0
Co = )
0
[ o, (6.128)
C1 = )
a2
ck(al, (IQ) = k(’;—*ll)[(k - 1)K1€k_1 + KQCk_2]7 k= 2, 3,

As condigoes em X = 1 sao W/(1) — (1) = 0 e ®'(1) = 0, matricialmente

{0110”“7(1)] {0]
= . (6.129)
0 0 0 1] w() 0

escritas como
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com w(1) e w/(1) aproximados de acordo com (6.122)

w(l) = :Z_::)ck, w (1) = :Z_::(k + 1)cka, (6.130)

e dados em funcao de €2 e linearmente em funcao de a; e as

w(l) = ¢11(Q)ar + ¢12(Q)as,

(6.131)
Wl(l) = (2521(@)(11 + ¢22(Q)a2.
Em (6.129) resulta o sistema
Frl(@)a =0, (6.132)
com F"(Q) = B®, onde
Bo |0 LU0 g | @ en@ | o139
00 01 $21(Q)  $22(Q)

As frequéncias naturais adimensionais an] sao entao obtidas resolvendo-se a
equacao de frequéncia dada por

|IFM(Q)] = o. (6.134)

E o0s modos de vibragao s@o calculados pela expressao (6.126).
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Caso viga biapoiada

Esse caso ¢é resolvido de maneira andloga ao caso anterior, com condigoes em

X =0 sendo W(0) =0 e &'(0) =0, tem-se

0
Co = )
a1
o (6.135)
asz
C1 = )
0
ck(al, CLQ) = k(l;—fll)[(k — 1>K1Ck_1(Q> + KQCk_Q(Q>], k= 2, 3,
E com as condigoes em X =1 W (1) =0 e ®'(1) = 0 resulta a matriz
1 000
B= , (6.136)
0001
e consequentemente a equagao de frequéncia
|[F Q)| = o, (6.137)

com FI(Q) = B®, e B descrita em (6.136) e ® analogamente ao caso anterior (6.133).

Resultados considerando as formulagoes dessa secao sao apresentados no final
do capitulo, comparativamente aos obtidos no caso em que se considera um termo de nao

linearidade cubica.

Modelo de Timoshenko nao local de Eringen

Esse caso é idéntico ao caso anterior, com a diferenca que a matriz M é a descrita
em (6.31), e as condigbes de contorno sao as relativas ao momento fletor e cisalhamento
referentes ao modelo nao local de Eringen, descritos no capitulo 2 na forma adimensional

M = ¢ — e, (¢ —w),

(6.138)
S =& — @) — e, Q%'
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Para viga biapoiada, deslocamento e momento sao nulos, entao as condigoes de

contorno na sua forma adimensional sao

W), (1—e,2*n)¢'(0)+ €, Q*W(0) =0,

(6.139)
W (1), (1—e,2%)¢'(1)+ e, Q22W (1) =0,
Para viga fixa-livre tem-se w(0) =0 e ¢(0) =0 e em X = 1
@(1)
— _ 2 %
0 & E-enl) 0 o) f_ 0 . (6.140)
e 0 0 1 — e, 1 w'(1) 0
#(1)

Resultados considerando as formulagoes dessa secao sao apresentados na Tabela
7.3 do capitulo 7, e referem-se a aplicacao ao modelo de Timoshenko nao local de Eringen,
com resultados satisfatoriamente comparados com aqueles obtidos quando se utiliza a solucao

fundamental, para os casos de viga fixa-livre e viga biapoiada.

Modelo de Timoshenko gradiente de deformacao

Considerando a equagao matricial adimensional dada em (4.43) multiplicada a

-1
—&

esquerda por obtém-se a equacao diferencial matricial

0 =&

W(X) + KW (X) + KoW”(X) + K;W/(X) + K,W(X) = 0. (6.141)
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~ , . ’ . 4
A mesma formulacio do caso cldssico é agora generalizada para o caso L = -4

dX4’
tem-se entao
(p(X) k=0 k=4
(6.142)
U(X)=co+c1 X+ 02)2(—!2 + c3)§—f,
sendo
W (0) w'(0)
co=w(0) = , ¢ =w\(0) = ,
d(0) ' (0)
(6.143)
W// 0 W/// 0
Cy = //(O) — ( ) c3 = n O — ( ) ,
@l/(o) (D///(O)

e para k =4,5,6, ...
—[(k — 1)<k — 2)(k — 3)K1Ck,1 + (k’ — 2)(l€ — 3)K2Ck72 -+ (k — 3)K3Ck73 + K4Ck,4]

Cr = .

Kk —1)(k —2)(k —3)
(6.144)

Das condigoes em X = 0, s@o obtidos parcialmente os quatro primeiros cjs, visto
que s@o conhecidas apenas quatro condigdes de contorno em X = 0, os c¢.s serao definidos

em funcao de incégnitas ay, as, az e ay.
Viga biapoiada

Nesse caso a condigao de contorno apoiada na extremidade X = 0 é dada por

W(0) = @'(0) = W"(0) = @"(0) =0, (6.145)
entao
0 as
co=w(0) = , ¢ =w(0) = ,
ay 0
(6.146)
0 ay
co =w'(0) = , cg = w"(0)
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e para k =4,5,6...

—[(k=1)(k—2)(k —3)Kicp_1 + (k — 2)(k — 3)Kacp_o + (k — 3)Kzcp_3 + Kacy_4]
k(k —1)(k —2)(k — 3) '

cr(ar,az,a3,a4) = (6.147)

Agora, utilizando as condigoes de contorno em X = 1, dadas na seguinte forma

matricial ) o ) -
10000000 w(1) 0
00010000/ w(@) 0
= , (6.148)
00001000]]|w(Q 0
(0000000 1] |wi()] |o]
onde
n—1
w(l) = kZ: cr = d11(Q)ar + d12(Q)az + P13(Q)as + P14(Q)ay,
—0
n—2
w (1) = > (k+ 1)ckyr = ¢a1(Q)ay + do2(Q)ag + Pa3(Q)ag + P2a(Q)ay,
k=0
w’(1) = :z_:g(k +2)(k 4 1)cpyo = ¢31(Q)ar + d32(Q)ag + P33(2)as + d34(2)ay,
—0
n—4
w”(1) = > (k+3)(k+2)(k+ 1)cprs = da1(Q)ar + da2(Q)as + da3(Q)az + das(Q)ay,
k=0
(6.149)
resulta o sistema FI"(Q)a =0, FI"(Q) = B®(Q), a = [a; ay a3 a4, com
(1000000 0] _¢11(Q) $12(Q2)  13(Q) ¢14(Q)_
B— 0600010000 e $21(Q)  $22(Q2)  P23(2)  P24(2) (6.150)
000O01O0O0O0 $31(Q2)  $32(Q2)  P33(Q2)  P34(2)
(0000000 1| | 901(Q) 002(Q) 643(2) Gu(Q) |

e tem-se equacdo de frequéncia dada por det(FI"(Q)) = 0.



99

Resultados considerando as formulacoes dessa secao sao apresentados nas Tabe-
las 7.4, 7.5, 7.6 (casos dimensionais) e Tabelas 7.7 e 7.8 (casos adimensionais) do capitulo 7,
e referem-se a aplicagao ao modelo de Timoshenko gradiente de deformagao, com resultados
satisfatoriamente comparados com aqueles obtidos considerando o método espectral para o

caso de viga biapoiada.

6.4 Método de Adomian considerando nao linearidade cubica

A formulacao do caso nao linear sera similar ao caso linear apresentado na secao
anterior, com a diferenga que resulta em um sistema nao linear. Nesse caso considera-se em

(6.30) a nao linearidade cibica

Nw(x) = : (6.151)

Visto que Nw(z) s6 depende de w(x), tem-se de acordo com (6.33) Njw(x) =
oo
> :L"kALk(cLO, €11,-.., 1)) € utilizando as férmulas apresentadas na secao 6.1
k=0

A Aip(crg, C1a,y..0nC
Aulco,crymey) = | | = L(CLo, Lty s C1k) , (6.152)

0 0

_ .3
A1,0 =0
A1 =3¢ ¢
1,1 1,0¢1,1,
ALQ = 361700%1 + 36% OCLQ, (6 153)

— 3 2
A1,3 = 6171 + 6017061’161,2 + 3017001’3,

_ a2 2 2 2
Avg = 3ciqC12 + 3c10C] 5 + 3¢ o1 45

Considera-se w(z) dado em (6.53) e a recorréncia dos coeficientes ¢, descrita em

(6.54). Os termos ¢ s@o determinados parcialmente pelas condigoes de contorno em = = 0,
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e tem sua determinagao completa sujeita a resolucao de um sistema nao linear quando sao

consideradas condigoes de contorno em x = 1.

No caso do modelo de Timoshenko cléssico, para condi¢ao de contorno em x = 0

tem-se

Cop = , €C1 = s (6154)

E ¢, para k > 2 definidos da maneira padrao
-1

k(k—1) [(k = DKicp1 + Kocps — KgAg o] (6.155)

Cr =

ou utilizando a formulacao modificada pela solucao fundamental h

hy h,
i M + k'Q o+ =+

M1

hy, 1

1

3
I

Nesse caso, a; = ¢(0) e as = w'(0), a serem determinados. Na pratica as séries

sao truncadas de modo que

W(:L‘) = Z Ck(Q7alaa2)xk7
k=0
(6.157)
N-2
w(z) = Y (k+ 1)cr1(Q, ar, a0) 2"
k=0

Como nos casos descritos anteriormente, para viga apoiada em x = 1 tem-se
100 0 w(1) 0
= ; (6.158)
0 001 w'(1) 0

e resulta o sistema nao linear

F(al, as, Q) = 0, (6159)

ou
Fi(aq, a9, 0
o, a2 ) . (6.160)
Fg(al,ag,Q) O
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Esse sistema pode ser aproximado utilizando o método de Newton, nesse caso

Q

F(x) =0, F(x)= Falx) Cx=1| a |, (6.161)
Fy(x) .

F(x) =~ F(xq) + DF(x¢)(x — X0), (6.162)

sendo DF(xy) a matriz jacobiana

Fl(x) Fl(X) F1(X)

. o0 daq dasz
DF(xp)= | 22 0n e ) (6.163)

o0 daq Oas

Objetiva-se determinar Ax = x;41 — x; tal que

DF(z;)Ax = —F(x;), (6.164)

entao

O processo iterativo é inicializado com um chute inicial, considera-se

Ol
X = a[lo’k] : (6.166)

onde o indice k refere-se ao k-ésimo modo de vibracao e respectiva k-ésima frequéncia, os

valores de chute inicial sdo tomados sendo aqueles do caso linear al* = or(0), a[QO’k] = w},(0).

Iterando m vezes a k-ésima frequéncia natural do caso nao linear e o k-ésimo
modo de vibragao sao dados aproximadamente por
N—1

A wap(r) = 3 e o™, al"M)at (6.167)
k=0
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Nas tabelas a seguir sao descritas as trés primeiras frequéncias naturais relativas
ao modelo classico de Timoshenko, referentes ao caso linear descritos na secao 6.3 e ao caso
nao linear, descrito nessa se¢@o, com os coeficientes ¢).s dados da maneira padrao ou dados

em fungao da resposta fundamental h, e definidos respectivamente em (6.38) e (6.54).

Na Tabela 6.4 considera-se a comparacao das trés primeiras frequéncias natu-
rais adimensionais do caso linear e do caso nao linear de uma viga de Timoshenko fixa-livre,
utilizando os parametros adimensionais £ = 625, n = 0.0004, e variando o niimero de termos
considerados na expansao. Os resultados do caso linear coincidem com resultados apresen-

tados em [67].

Nas Tabelas 6.4 e 6.6 a influéncia do termo nao linear é variada, no caso de
viga fixa-livre e no caso de viga biapoiada. Para os valores testados nao ha um padrao,
apenas tem-se que a influéncia aumenta com o aumento da contribuicao do termo nao linear.
A primeira coluna das Tabelas 6.4 e 6.6 coincide com os valores apresentados em [67] e

corresponde aos casos lineares.

0 Qo Q3

Linear Nao linear Linear Nao linear Linear Nao linear
N =15 3.4998 3.4986 18.6185  18.9371 - -
N =25 3.4998 3.5066 21.3546  21.3552 57.1886  65.6641
N =35 3.4998 3.5066 21.3546  21.3546 57.4704  55.7187
N =40 3.4998 3.5066 21.3526  21.3546 57.4704  59.0579

Tabela 6.4: Frequéncias naturais adimensionais lineares (o = 0) e néo lineares (o = 1) da

viga de Timoshenko fixa-livre com n = 0.0004, £ = 625.
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a=0 [a=10"7|a=10" | a=10"" | a=1
Q1 | 3.4998 3.4998 3.4998 3.5004 3.5066
Q9 | 21.3546 | 21.3546 21.3546 21.3546 | 21.3546
Qs | 57.4707 | 57.4714 57.4804 97.5733 | 59.0579
Tabela 6.5: Frequéncias naturais adimensionais lineares (o« = 0) e nao lineares (o =

1073, 1072, 1071, 1) da viga de Timoshenko fixa-livre com n = 0.0004, £ = 625,

N = 40.
a=0 |a=102%|a=10"2 | a=10"
Q| 8.2146 8.2146 8.2147 8.2151
Qo | 24.2280 | 24.2280 24.2281 24.2342
Qs | 41.5416 | 40.5478 36.9692 31.5199
Tabela 6.6: Frequéncias naturais adimensionais lineares (o« = 0) e nao lineares (o =

1073, 1072, 107!) da viga de Timoshenko biapoiada com 1 = 0.01, v = 0.25,
K =2/3, N = 40.
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7  RESULTADOS NUMERICOS PARA
VIBRACOES LIVRES

Nesse capitulo sao apresentados resultados numéricos da obtencao de frequéncias
e modos de vibracao fazendo uso das metodologias descritas nos capitulos anteriores: base
fundamental, método espectral e decomposicao de Adomian. Antes disso, s@o apresentados

resultados referentes a analise dos polinomios caracteristicos, fixando valores paramétricos.

7.1 Analise de polindmios caracteristicos

7.1.1 Nao local de Eringen adimensional

O polinémio caracteristico relativo a esse caso, foi apresentado em (4.27) sendo

as raizes das fungbes que definem os coeficientes by(€2), by(€2), by(2), respectivamente, y01 €

Qpoz, Q2 € €2, definidas em (4.29), (4.31) e (4.32).

Pré-fixando os parametros dimensionais % =10,k =5/6 e v = 0.3, 0s parametros

adimensionais correspondentes ao caso local podem ser estimados sendo & = 384 e n = 0.0008.
Com esses valores é possivel mostrar que Qp01 < 202, também verificam-se analiticamente
as seguintes relacoes

D<o < 2y, & e, <,

o <UL <y, & n<en<y, (7.1)
2 2 2 1
Qg < Qg < Q2 & e >

Por exemplo, fixando valores paramétricos considerando-se e,, = 0.0005, e, =

0.001, e, = 0.02 tem-se as seguintes relagoes entre as frequéncias criticas, de acordo com



(7.1), e sendo Q. = 692.82

e, = 0.0005, Q. < Qo1 < oo,

e, = 0.001,

e, = 0.02,

Qpo1 < Qe < o2,

Qpo1 < Qo2 < e,

Qo1 = 876.35, o2 = 1581.13,

Qpo1 = 629.67, Qoo = 1118.03,

QbOl = 13856, QbOQ - 250
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A frequéncia €y foi omitida dessa andlise, pois constata-se que a mesma tem

menor sensibilidade em relacao a variagoes de e,,.

Nas Figuras 7.1, 7.2 e 7.3 a seguir sao apresentados os comportamentos dos

coeficientes by, by e by em relagao a e, e (), sendo que o caso e, = 0 corresponde ao caso

classico. Observa-se que para valores de e, menores tem-se um maior intervalo em que o

coeficiente by e by se comportam de maneira mais préxima ao caso classico, quando sao con-

siderados valores de e,, maiores, ou seja, mais influéncia do parametro nao local, a tendéncia

é o comportamento se distinguir mais do caso classico.

1500

bo(s—z) 1000—

00—

\
by(€2) \
/
\ —
7,7 NI~ J
//*\ v VAN RN
N N N ~
- Z‘O(! - I‘UO (; 100 Z(‘!U
Q
—e, =0  ——n=0.004——en=0.04

——en=0.16——en=0.36

Figura 7.1: Representagao grafica do coeficiente by(€2).
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8,x 10° //\\\ // \\
6,x10° / \ / \
/ \ / \
ba(Q) 4.x1 / P \\ // = \
- \
2( ) ) I// \\\\\ //// \\\
;::::=\§ A_{//ﬁf‘:'::A——\\
0~/// L3S
/ I, L.
2,x 10° '/ ’II ' ' ' \\\. \
-600 -400 =200 0 200 400 600
Q
—en=0 ——en=0.004ffen=0.04
—=—e€,-016—-¢, _036
Figura 7.2: Representagao grafica do coeficiente by (£2).
oy - ~ |
1,x 1074 | ; \ ’I
i / \ I
S2.x 1074 | / \ |
b, () | / \ I
-3, %10 \ / \ II
/ \
o o/
4% 107
./ N/
5,% 107 ~— T T T T T T
-600 -400 -200 0 200 400 600
Q
——e,=0 ——e¢,_0.004——e, _0.04

——e,=0.16——¢,=0.36

Figura 7.3: Representagao grafica do coeficiente by(£2).

Na Figura 7.4 sao apresentados resultados graficos da equacao caracteristica
A(B, ) = 0 para quatro casos de valores de e,: e, =0, e, = 0.0005, e,, = 0.001 e e,, = 0.02.

A Figura 7.4 caracteriza os intervalos com presenca ou nao de raizes reais.
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e, = 0.0005
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Figura 7.4: Comportamento equagao caracteristica A(f3,€2) = 0 para diferentes valores de

En-

A analise da Figura 7.4 consiste na observacao do nimero de raizes [ reais, por

exclusao tem-se que os casos de raizes 5 nao reais caracterizam raizes puramente imaginarias.
1. Parae, =0

e () < Q.. Duas raizes reais,

e Raiz nula para 2 = Q2

e () > Q.. Nenhuma raiz real.
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2. Para e,, = 0.0005,

0 < Q < Q,.: Duas raizes reais,

Raiz nula para €2 = €,

Q. < Q < Qyor: Nenhuma raiz real,

Q) = Qpor: Nenhuma raiz real,

Qpo1 < Q < Qyoo: Duas raizes reais,

Q > Quoo: Quatro raizes reais.
Nota

Os casos de raizes nao reais caracterizam raizes puramente imaginarias, pois o

caso de raizes complexas é excluido visto que verifica-se, para os parametros fixados, que

by \° b
2 ——4>Oparaﬁzie,6:ii5,ee(5
2bg bo

_ —b b b _ b b b
N Y o BN "3

A andlise dos outros casos descritos na Figura 7.4 segue de maneira analoga.
Observa-se, como esperado, que o aumento da influéncia nao local torna o comportamento
da natureza das raizes mais distinto do caso classico. O caso classico caracteriza-se apenas
por duas frequéncias reais abaixo da frequéncia critica €2, e nenhuma raiz real acima dessa
mesma frequéncia, para os casos nao locais, quanto maior o valor de e, aparecem outras

possibilidades de variagoes da natureza dessas raizes.

O caso e, = 0.0005, é retratado com mais detalhes na Tabela 7.1, a qual mostra a
natureza de todas as raizes [ para valores de €2 arbitrarios, mas fixos nos intervalos definidos
pelas frequéncias adimensionais criticas. O comportamento das raizes nos trés primeiros
intervalos corresponde ao caso classico, havendo a transigao de € real (2 < 2.) para € = 0

(Q = Q.) e € puramente imaginario (£2. < 2 < Qp01).



Intervalo Natureza de € e J Raizes [

0< Q<. € real B1,2 reais

0 real B34 puramente imagindrias
Q=0Q. e =0 Bi2=0

0 real Bs.4 puramente imagindrias
Q. < Q< Qo | € puramente imagindrio | ;2 pur. imag.

0 real B34 puramente imaginérias
Q= Qo Problema singular B1,2 puramente imagindrias

Qo1 < Q< Qo € real B1,2 reais
0 real B34 puramente imagindrias

Q= Qe € real B1,2 reais
0 real B34 puramente imagindrias

ng << Qbog € real 5172 reais
0 real B34 puramente imagindrias

Q = Qoo Problema singular P12 reais

Q> Qoo € real P12 reais

0 puramente imagindrio | 334 reais
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Tabela 7.1: Natureza de €, § e raizes § nos intervalos de definicao dados pelas frequéncias

criticas Q., Qyo1, Q2 € Qyoo, parametros adimensionais fixados e, = 0.0005,

§ = 384, n = 0.0008.
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7.1.2 Gradiente de deformacgao

Nessa subsegao é analisada a natureza das raizes do polinomio caracteristico

adimensional, apresentado na segao 4.2

Fixando valores paramétricos adimensionais, utilizando os parametros dimensi-
onais dados na Tabela 2.2, com h = af, b = 2h e L = 20h é possivel verificar, independente

do valor de o que Qpg < Q4.

Para a = 1, sao apresentados na Tabela 7.2 a seguir, os valores das raizes
B, de acordo com () fixada nos intervalos definidos pelas frequéncias criticas 5 € g,
utilizando o método de Ferrari (Apéndice A). Assim como no caso cléssico, a frequéncia
critica (g determina a mudanga da natureza de uma das raizes  de real (Q < (s) para
zero (2 = (g) e para puramente imagindria (2 > (g). Na Figura 7.5 tem-se o gréfico
gerado pela equacao caracteristica plotado implicitamente em termos de (3 e §2 e apresentando

resultados compativeis aos da Tabela 7.2.

0< Q< g
Q = 2000

0 = Qg
Qps = 2700.21

ng <0< Qb4
Q = 2800

Q =y
Qpg = 2839.97

Q> Qb4
Q = 3000

Bi2 = +37.7358
B34 = £82.4781
Bs6 = £5.6688

Brs = £31.9369 i

Bi12 = £43.0323
B34 = +82.5184
P56 =0
Brs = +£37.7129 i

Bi2 = +42.4303
B34 = £82.7981
Bs6 = 2.4411 i

Brs = +£37.5647 i

B12 = +44.0275
B34 = +82.5265
Bs6 = 2.7555 i

Brs = £38.7641 i

B1,2 = £43.0059
B34 = +83.0117
Bs6 = 4.4315 i
Brs = £38.4969 i

Tabela 7.2: Natureza das raizes [ nos intervalos definidos pelas frequéncias criticas 2,4 € {2s.
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1004

T T T
0 1000 2000 3000

’_A=0_'Qb8_'9b4‘

Figura 7.5: A(f3,Q) = 0 para valores paramétricos fixados.

7.2 Modos e frequéncias naturais de vibracao relativas ao modelo

de Timoshenko nao local de Eringen

O momento fletor e cisalhamento definidos em (2.3) sdo considerados na seguinte

forma adimensional

M= ¢ — e, Q(nd — ),

(7.4)
S* = (i) — @) — e, .

As solugoes w(X) podem ser escritas em termos da resposta fundamental ma-
tricial

W(X) = h(X)e; + h/(X)cs, (7.5)

sendo h(X) a solugao fundamental do problema adimensional, descrita em (5.25).

Para viga fixa-livre temos que w(0) = 0 e ¢(0) = 0, e utilizando o fato que
h(0) = 0 segue que ¢y = 0. Logo
w(X) =h(X)c. (7.6)
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Em X =1 as condigoes de contorno sao M* = 0 e S* = 0, dadas matricialmente

0 —£ g—enQZ
en2? 0

£
—~
—_

g\‘ hS
A/—\
—_
CRERG
Il
~
o (an}
~_
—
\]
3
N—

A
<
—~
—
N—

Substituindo (7.6) nas condigdes de contorno, obtém-se uma equagao do tipo

Uc =0, e a fim de determinar constantes ¢ nao nulas resulta a equacao de frequéncia

F(Q) =det(U) = 0.

(7.8)

O caso de uma viga simplesmente apoiada segue analogamente, sendo as condi¢oes

de contorno definidas matricialmente como

1 00

en? 0 0 1—e,0n

1 00

e,?n 0 0 1—e,0%n

(7.9)

Na Tabela 7.3, a seguir, sao apresentados resultados das frequéncias naturais

adimensionais, para os casos de viga fixa-livre e simplesmente apoiada, considerando e,, = 0,

correspondente ao modelo cléassico de viga de Timoshenko e e, = 0.0005, e, = 0.001 para os

casos nao locais.



Contorno Caso Método Frequéncias naturais adimensionais €2;
Q1 Qo Q3 Q4 Qs
en =0 Analitico | 9.7087 37.1131 78.2184 128.8072 185.5586
Adomian | 9.7087 37.1131 78.2184 128.8078 182.1635
Ap. Ap en, = 0.0005 | Analitico | 9.6849  36.7522  76.5372  124.0047 175.0696
Adomian | 9.6849 36.7522 76.5372 124.0052 172.0866
en = 0.001 Analitico | 9.6612 36.4016 74.9600 119.7022 166.1821
Adomian | 9.6612 36.4016 74.9600 119.7027 163.5160
en =0 Adomian | 3.4885 20.9155 55.0327  99.8646 152.0639
Adomian | 3.4885 20.9155 55.0327  99.8646 151.8392
F-L en, = 0.0005 | Analitico | 3.4889 20.8453 54.4074 97.4757 145.9372
Adomian | 3.4892 20.8453  54.4074 97.4757 145.6876
en = 0.001 Analitico | 3.4900 20.7757 53.8026  95.2484  140.4907
Adomian | 3.4900 20.7757 53.8026  95.2484  140.2158
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Tabela 7.3: Frequéncias naturais adimensionais, modelo de Timoshenko nao local de Eringen,

analitico utilizando solu¢ao fundamental matricial e método de Adomian com

N = 41, ¢ = 384, n = 0.0008, condigoes de contorno do tipo viga apoiada-

apoiada e fixa-livre.

Modos de vibragao correspondentes a viga apoiada-apoiada sao apresentados na

Figura 7.6 e correspondentes ao caso viga fixa livre na Figura 7.7.



— en=0 — — en=0.04 —— en=0.16 —— en=0.36

1,44

1.2

0,84
w(x)
0,64

0,44

0,24

0,5+

W) o

-0,51

0,2

0,4

0,6

0,8

o

0,2

0,4

0,6

0,8

W(x)

W(x)

0,51

o

0,5

14

o

0,59

o

0.5

o

114

Figura 7.6: Modos de vibragao da viga simplesmente apoiada caso classico (linha sélida) e

incluindo efeitos nao locais (linha tracejada).



115

— en=0 — — en=0.04 en=0.16 —— en=0.36

W) 11

0,54

0,59

Figura 7.7: Modos de vibragao da viga fixa-livre, caso cldssico (linha sélida) e incluindo

efeitos nado locais (linha tracejada).

Comentarios

e Verifica-se da Tabela 7.3 que as frequéncias naturais tendem a decrescer devido aos efeitos
nao locais, com excecao da primeira frequéncia da viga fixa-livre que apresenta comporta-

mento oposto [98], [87].

e O método de Adomian e método considerando a resposta fundamental de valor inicial

apresentam resultados em acordo.
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e Para o caso biapoiado os efeitos nao locais influenciam apenas as frequéncias naturais, a
primeira componente dos modos, de acordo com a Figura 7.6, nao sofrem influéncia. Propri-
edades dinamicas da viga fixa-livre sao mais influenciadas pelos efeitos nao locais, tem-se a
presenca de modos degenerados para e,, = 0.36, de acordo com a Figura 7.7, fato evidenciado

também para o caso do modelo de Euler-Bernoulli apresentado em [86].

7.3 Vibracoes em vigas simplesmente apoiadas segundo modelo

de Timoshenko gradiente de deformacao/tensao acoplada

Na Tabela 2.2 sao descritos os parametros materiais e geométricos para micro-
vigas de epoxy, de acordo com [120], [89]. Por simplificacdo considera-se ({y = {1 = {3 = ()

nos modelos gradiente de deformagao e da tensao acoplada . Além disso, para viga de secao
(5 4+ 5v)

retangular, a melhor aproximagao para o coeficiente de cisalhamento é dada por k = m
v

[89)].

Nas Tabelas 7.4, 7.5, 7.6 sao apresentados resultados de frequéncias naturais di-
mensionais de vigas biapoiadas segundo os modelos gradiente de deformagao (com coeficiente
de Poisson nao nulo), tensao acoplada (com coeficiente de Poisson nao nulo), classico com
coeficiente de Poisson nao nulo e classico com Poisson nulo, para vigas de Euler-Bernoulli e

Timsohenko, para h = ¢, h = 4¢ e h = 8/, respectivamente, b = 2h e L = 20h.



h=1¢
Caso Frequéncias naturais wp (rad/s)
w1 w2 w3 w4 ws

EBSG(v = 0.38) 1.8266 x 107  7.3223 x 10  1.6534 x 107  2.9542 x 107  4.6453 x 107
TBSG(v = 0.38) 1.7310 x 106 6.1303 x 106  1.2072 x 107  1.9106 x 107  2.7199 x 107
AMDMTBSG(v = 0.38, n = 40) 1.7310 x 106  6.1303 x 106  1.2072 x 107  1.9106 x 107  2.7768 x 107
AMDMTBSG(v = 0.38, n = 50)  1.7310 x 106  6.1303 x 10  1.2072 x 107  1.9106 x 107  2.7199 x 107
EBCS (v = 0.38) 1.0965 x 106 4.3861 x 106  9.8689 x 105  1.754 x 107  2.7413 x 107
TBCS(v = 0.38) 1.0862 x 106 4.2304 x 106  9.1447 x 105  1.5483 x 107  2.2933 x 107
EB(v = 0.38) 6.0157 x 103 2.4062 x 10  5.4141 x 106  9.6251 x 10  1.5039 x 107
TB(v = 0.38) 5.9734 x 105  2.3410 x 10  5.1018 x 105  8.7061 x 10°  1.2973 x 107
EB(v =0) 4.3968 x 10>  1.7587 x 10  3.9571 x 106  7.0348 x 106  1.099 x 107
TB(v = 0) 4.3815 x 10°  1.7347 x 10  3.8396 x 10  6.6786 x 10  1.0164 x 107
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Tabela 7.4: Frequéncias naturais para vigas simplesmente apoiadas Timoshenko (TB) e

Euler-Bernoulli (EB), para os modelos SG: gradiente de deformagao; CS: tensao

acoplada; CP: cléssico considerando Poisson; C: Classico, h = £.



h=4¢
Caso Frequéncias naturais wp (rad/s)
w1 w2 w3 w4 ws

EBSG(v = 0.38) 1.8503 x 10°  7.4075 x 10>  1.6689 x 105  2.9727 x 10  4.6564 x 10°
TBSG(v = 0.38) 1.8316 x 10°  7.1229 x 10>  1.5353 x 105  2.5893 x 10  3.8153 x 10°
AMDMTBSG(v = 0.38, n = 40)  1.8316 x 10°  7.1229 x 10°  1.5355 x 108  2.5893 x 108  3.7947 x 106
AMDMTBSG(v = 0.38, n = 50)  1.8316 x 10°  7.1229 x 10>  1.5355 x 106  2.5893 x 106  3.8153 x 106
EBCS (v = 0.38) 1.6093 x 105  6.4375 x 105  1.4484 x 106  2.5750 x 106  4.0234 x 10°
TBCS(v = 0.38) 1.5980 x 10°  6.2627 x 10>  1.3649 x 105  2.3301 x 10  3.4747 x 10°
EB(v = 0.38) 1.5039 x 10°  6.0157 x 10>  1.3535 x 105  2.4062 x 10  3.7598 x 106
TB(v = 0.38) 1.4933 x 10°  5.8526 x 105  1.2754 x 106  2.1765 x 10  3.2433 x 106
EB(v =0) 1.0992 x 10°  4.3968 x 10>  9.8928 x 10>  1.7587 x 108  2.7480 x 10°
TB(v = 0) 1.0953 x 10°  4.3369 x 10>  9.5990 x 10>  1.6696 x 106  2.5412 x 10°
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Tabela 7.5: Frequéncias naturais para vigas simplesmente apoiadas Timoshenko (TB) e

Euler-Bernoulli (EB), para os modelos SG: gradiente de deformagao; CS: tensao

acoplada; CP: cléssico considerando Poisson; C: Classico, h = 4/.



h =8¢
Caso Frequéncias naturais wy, (rad/s)
w1 w2 w3 w4 w5

EBSG(v = 0.38) 0.7987 x 105 3.1960 x 10>  7.1945 x 10>  1.2798 x 10  2.0014 x 108
TBSG(v = 0.38) 0.7925 x 10> 3.1002 x 10°  6.7379 x 10>  1.1462 x 106  1.7030 x 106
ADMTBSG (v = 0.38, n =40)  0.7925 x 10°  3.1002 x 10>  6.7379 x 10>  1.1462 x 10  1.6934 x 106
ADMTBSG (v =0.38, n = 50)  0.7925 x 10°  3.1002 x 10°  6.7379 x 10°  1.1462 x 106  1.7030 x 10°
EBCS (v = 0.38) 0.7654 x 105 3.0619 x 10>  6.8894 x 10  1.2247 x 10  1.9137 x 106
TBCS(v = 0.38) 0.7601 x 105  2.9789 x 10>  6.4923 x 10>  1.1080 x 10®  1.6515 x 10°
EB(v = 0.38) 0.75196 x 105  3.0078 x 10°  6.7676 x 10°  1.2031 x 106  1.8799 x 106
TB(v = 0.38) 0.7466 x 105 2.9263 x 10>  6.3773 x 10>  1.0882 x 10  1.6216 x 10°
EB(v = 0) 0.54960 x 105  2.1984 x 10°  4.9464 x 10>  8.7936 x 10>  1.3740 x 10
TB(v = 0) 0.5476 x 105  2.1684 x 10>  4.7995 x 10>  8.3483 x 10>  1.2706 x 108
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Tabela 7.6: Frequéncias naturais para vigas simplesmente apoiadas Timoshenko (TB) e

Euler-Bernoulli (EB), para os modelos SG: gradiente de deformagao; CS: tensao

acoplada; CP: cléssico considerando Poisson; C: Classico, h = 8/.
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Na Figura 7.8, é graficamente verificado que o aumento da espessura h torna
os resultados obtidos para as primeiras quatro frequéncias tenderem ao caso classico de

Timoshenko, todos os casos considerando coeficiente de Poisson nao nulo v = 0.38.
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Figura 7.8: Primeiras quatro frequéncias para vigas simplesmente apoiadas, com h variando
de 17.6um a 100pum. TBSG: gradiente de deformacao; TBCP: tensao acoplada;

TBCP: cléssico considerando Poisson.
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Figura 7.9: Frequéncias naturais w,(rad/s) para vigas simplesmente apoiadas, casos h = [,
h =41, h = 8l. TBSG: gradiente de deformacao; TBCP: tensao acoplada; TBCP:

classico considerando Poisson.

Efeito de Poisson
2,% 107

1,5% 107

w
n

1,% 107 1

5,x 10°

—— TBv=0—"TBv=038 TBv =04
— —EBv=0—""EBv=038—"—"EBv=04

Figura 7.10: Influéncia do coeficiente de Poisson.
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Comentarios

e Analisando os resultados nas Tabelas 7.4, 7.5 e 7.6 e Figuras 7.8 e 7.9, observa-se que as
diferencas entre as frequéncias obtidas para os oito casos ( EBSG, TBSG, EBCS, TBCS,
EBP, TBP, EB, TB) se tornam maiores quando a espessura da viga h é tao pequena quanto
o parametro material de escala ¢ [120]. Além disso, as frequéncias naturais obtidas pelos
modelos gradiente de deformacao e tensao acoplada sao superiores aquelas obtidas pelos
modelos classicos, sendo a diferenca significativa somente para vigas de espessura comparavel

a medida material de escala [89].

e Somente para vigas longas o efeito de Poisson é secundario e pode ser negligenciado tomando
v = 0 (hipdtese utilizada nas teorias classicas). Para outros casos os efeitos de Poisson devem
ser incluidos a fim de obter resultados mais precisos [89]. Os dados nas Tabelas 7.4 e 7.5, e
na Figura 7.10 indicam que negligenciar o efeito de Poisson pode levar a erros significativos,
entao essa hipdtese comumente utilizada nos modelos para vibracao transversal de vigas deve

ser avaliada individualmente ou abandonada, a fim de melhorar os resultados [89].

e Nas Tabelas 7.4, 7.5 e 7.6, observa-se que as frequéncias obtidas para os casos TBSG e
ADMTBSG, fazendo uso do método espectral e método da decomposicao de Adomian tem
resultados em acordo, somente na quinta frequéncia utilizando n = 40 termos na expansao

de Adomian ha diferengas que sao corrigidas quando considera-se n = 50.

Nas Tabelas 7.7 e 7.8 sao apresentados resultados de frequéncias naturais adi-
mensionais comparando aquelas do modelo classico de Timoshenko e Timoshenko gradiente

de deformacao, considerendo diferentes valores de espessuras h.

Na Tabela 7.7 sao obtidos valores das trés primeiras frequéncias para o caso do
modelo de Timoshenko gradiente de deformacao (TBSG) fazendo uso do método de Adomian
com n = 50 termos na expansao compativeis com os resultados de Timoshenko classico (CTB)
e e Timoshenko gradiente de deformagcao apresentadas na literatura [11]. Assim como no caso

adimensional, a maior diferenca entre caso classico e nao classico ocorre quando h = .
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Na Tabela 7.8 também sao apresentados resultados de frequéncias naturais adi-

mensionais de vibragao de vigas bi apoiadas, considerando variacoes do parametro h para

o caso gradiente de deformagao (TBSG - A, B, C, D) comparativamente aquelas do caso

classico (TB - E) cujos valores independem do parametro h. Os resultados sao obtidos con-

siderando o método de Adomian com n = 30 e n = 40 termos. Observa-se que a medida que

h assume valores maiores os parametros adimensionais e resultados das frequéncias tendem

aos do caso classico.

Frequéncias naturais adimensionais

Caso Q1 [P Qs

[11] CTB 13.1232 48.6751 98.8865

h/t=1 [11] TBSG 34.1822  106.1615 202.6362
ADMTBSG(n=50) 34.1822 106.1615 202.6362

[11] CTB 13.1232  48.6751 98.8865

L=10h h/t=5 [11]TBSG 15.0180  54.8583 109.8844
ADMTBSG(n=50) 15.0180  54.8583 109.8844

[11] CTB 13.1232  48.6751 98.8865

h/¢ =10 [11] TBSG 13.6274 50.3506 101.9104
ADMTBSG(n=50) 13.6274  50.3506 101.9104

[11] CTB 13.4595  53.3195 118.1086

h/t=1 [11] TBSG 39.9336  149.3488 307.6397
ADMTBSG(n=50) 39.9336  149.3488 307.6397

[11]CTB 13.4595  53.3195 118.1086

L=30h h/t=5 [11] TBSG 15.4989  61.2486 135.1623
ADMTBSG(n=50) 15.4989  61.2486 135.1623

[11] CTB 13.4595  53.3195 118.1086

h/¢ =10 [11] TBSG 13.9979  55.4195 122.6462
ADMTBSG(n=50) 13.9979 55.4195 122.6462

Tabela 7.7: Frequéncias naturais adimensionais para viga biapoiada, modelo gradiente de

deformagao, variando espessura h, e modelo classico de Timoshenko, b = 2h,

k=5/6,v=0.



Caso Frequéncias naturais adimensionais €2;
O Qo Qg Qy Qs

A) TBSG (h = ¢) (n=30) 44.15 156.76 309.67 504.50 525.42

A) TBSG (h =¢) (n=50) 44.15 156.76 309.66 491.56 701.71

B) TBSG (h = 4/¢) (n=30) 14.95 58.73 12847 213.62 710.77

B) TBSG (h =4¢) (n=50)  14.95 58.73 12847 220.33 330.41

C) TBSG (h=8/) (n=30) 11.34 44.82 98.94 166.14 712.44

C) TBSG (h = 8¢) (n=50) 11.34 44.82 9894 171.53 260.15

D) TBSG (h = 10¢) (n=30) 10.82 42.80 94.58 159.02 711.57

D) TBSG (h = 10¢) (n=50) 10.82 42.80 94.58 164.19 249.35

E) TB Cléassico(n=30) 9.83 3894 86.17 630.99 3098.38

E) TB Cléassico(n=>50) 9.83 3894 86.18 14991 228.17
A)¢ =2000, n=0.0002, &=4.7, & =—4.9, &4 =273, & =0.0035,
B)& =2000, n=0.0002, & =03, & =—0.3, & =264, & =0.00021,
C)& = 2000, n=0.0002, & =0.07, & =-0.076, & =1.41, & = 0.00005,
D)& =2000, 7 =0.0002, & =0.04, & =—-0.04, & =1.26, & = 0.00003,
E)¢ =2000, 7 =0.0002, & =0, & =0, & =1 & = 0.00003,
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Tabela 7.8: Frequéncias naturais adimensionais para viga biapoiada, modelo gradiente de

deformacao, variando espessura h, e modelo classico de Timoshenko, b = 2h,

k=5/6,v=0, L=20h.
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7.4 Modos e frequéncias naturais de vibracao relativas ao modelo

de Timoshenko com efeitos de superficie

Na Tabela 7.9 e Figura 7.11, apresentam-se resultados numéricos relacionados as
frequéncias naturais e modos de vibragao, para os casos de viga simplesmente apoiada (AA)
e fixa-livre (FL)de uma viga de Silicio e na Tabela 7.10 apresentam-se frequéncias naturais
para esses mesmos contornos de uma viga de Aluminio. Os dados dos parametros de vigas

de Silicio sao os utilizados em [84] e descritos na Tabela 2.3.

Nano Micro

Contorno Modelo Frequéncias naturais w;(GHz) Frequéncias naturais w;(MHz)
w1 wa w3 w4 wi wa w3 Wy

TBSE 7.080 25.06 51.32 82.92 7.199 27.01 55.66 89.75

AA TB 7199 27.01 55.67 89.76 7.199 27.01 55.67 89.76
TBSE [84] 7.08 25.07 51.33 82.92 - - - -
TB [84] 720 27.02 5570  89.76 ; . . -

TBSE 3.016 14.67 36.48 64.51 2,597 1527 39.29 69.72

FL TB 2,597 15.27 39.30 69.73 2597 1527 3930 69.73
TBSE [84]  3.02 14.67 36.38 64.46 . - - -
TB [84] 260 1528 39.31 69.74 ; ; - -

Tabela 7.9: Comparativo entre as frequéncias naturais dos modelos de Timoshenko incluindo
e nao incluindo efeitos de superficie, considerando nano e micro escala, de uma
viga de Silicio. Paramétros geométricos Nanoviga: L = 50 x 107%m, H = 2h =
6 x 107%m, b = 3 x 107?m. Microviga: L = 50 x 107m, H = 2h = 6 x 107 %m,
b=3x10"5m.
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Nano Micro

Contorno Modelo Frequéncias naturais w;(GHz) Frequéncias naturais w;(MHz)
w1 w2 w3 W4 w1 w2 w3 Wy

TBSE 6.087 21.45 43.95 71.08 6.142 23.11 47.83 77.41

AA TB 6.142 23.12 47.83 77.42 6.142 23.12 47.83 T77.42
TBSE [84]  6.10 21.49 43.96 71.08 - - - -
TB [84] 6.14 2313 47.84 77.43 ; ; . -

TBSE 2.618 12.59 31.25 55.29 2.214 13.06 33.74  60.09

FL TB 2.214 13.06 33.74 60.10 2.214 13.06 33.74 60.10
TBSE [84] 2.62 12,60 31.24 55.31 - - - -
TB [84] 221 13.05 3374 60.16 - - - -

Tabela 7.10: Comparativo entre as frequéncias naturais dos modelos de Timoshenko in-
cluindo e nao incluindo efeitos de superficie, considerando nano e micro escala,
de uma viga de Aluminio. Paramétros geométricos Nanoviga: L = 50 x 10™9m,
H =2h = 6x10%n, b = 3 x 10"m. Microviga: L = 50 x 107%m,
H=2h=6x10"%n,b=3x10"5n.

Comentarios

e As frequéncias naturais podem crescer ou decrescer comparativamente aos resultados
classicos, dependendo dos sinais das constantes eldsticas da superficie e também condigoes de
contorno [84]. Nos casos considerados as frequéncias do modelo que inclui efeitos de superficie

diminuiram com relacao as classicas, com excecao das primeiras dos casos de viga fixa-livre.

e Significante influéncia na primeira frequéncia (viga fixa-livre mais influenciada), frequéncias

altas menos influenciadas [65].

e Modos de vibracao considerando efeitos de superficie sao idénticos aos do modelo classico
(1* componente) para vigas simplesmente apoiadas. Diferencas perceptiveis, ocorrem apenas

para o caso de viga fixa-livre, principalmente no primeiro modo, e apenas em nanoescala [3].

e Quando as dimensoes da viga vao de nano para micro escala os resultados tendem aos

resultados classicos.
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Figura 7.11: Modos de vibragao da viga simplesmentes apoiada (primeira coluna) e para a
viga fixa-livre (segunda coluna), caso cldssico (linha sélida) e incluindo efeitos
de superficie (linha tracejada). Viga de Silicio.
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8 VIBRACOES FORCADAS E NAO LINEARES
DO MODELO DE TIMOSHENKO UTILIZANDO
O METODO DA DECOMPOSICAO DE
ADOMIAN

8.1 Respostas dinAmicas para problemas forcados

Nessa segao busca-se determinar as respostas w(t,x) e ¢(t, x), solugdes do sis-

tema de equacoes, parat >0e (0 <z < L

pAwy — KGA(Wep — @) = f(t, ),

(8.1)
P[¢tt - E[¢x:r - "QGA(wz - ¢) = 07

onde f(t,x) é um forcante externo, em geral de natureza harmonica.

O sistema (8.1), considerando condigoes iniciais e de fronteira, pode ser escrito

como
Mv(t,z) + Kv(t,z) =F(t,z), 0<x <L, t>0,

v(0,z) = vo(x), ve(0,2) = vi(x),
Av(t,0) + Jv,(t,0) = fi(¢),
Fv(t,L) + Qv.(t, L) = fa(t).

(8.2)

Conforme ja tratado na literatura, por exemplo em [42], [38], a solugao de (8.2)
¢ a soma da solucao referente ao problema homogéneo, e dependente das condigoes iniciais
vo(z) e vi(z) com a resposta forgada, dada pela convolu¢io da fungao de Green de valor

inicial com o forgante F(t, ), ou seja,

v(t,z) = [i (hy(t, 2, €)Mvo(€) + h(t,z, )My (€)) dé

¢t rL (8.3)
+ o [fo h(t —7,2,§F(r, £)d£] dr + J(v,h).

onde J(v,h) é um termo contendo efeitos da fun¢do de Green de valor inicial com valores de

v no contorno [38].



129

A integral de convolucao para a resposta forcada pode ser decomposta em uma
resposta permanente ou particular v, (¢, x) e uma resposta homogénea induzida pelos valores

iniciais da soluc@o particular Viemog.induz. (t, ), entao

t L
/ [ / h(t — 7,2, )f(7,€)dE | dT = vy (t, %) + Viomog.induz. (t, T). (8.4)
0 0

Por exemplo, se dada uma entrada harmonica

f(t,z) = e“v(z), (8.5)

tem-se a resposta particular harmonica
vp(t, 7) = e“"H(iw)v(z), (8.6)
onde
L
- [ Bz e (8.7)
0
sendo H a transformada de Laplace da resposta impulso h(¢, z, ).

A resposta homogénea induzida pela particular é dada por

L
Vhomog mduz t [E / ht t x 5 MVp(O 5) + h(t x g)Mvp(O 5)] g (88>
0

A solucao de Green dinamica, matriz resposta impulso ou ainda solucao funda-

mental distribuida h(t,z, &) é definida como

h(t,z, &), t>0, 0<z,6<L,
o Bt g) 3 (8.9)
0, t<0, 0<0,6<L,

solugao matricial do problema de valor inicial

Mh(t, z, &) + Kh(t,2,€) =0, 0<az <L, 0<&< L, >0,
h(0,2,6) =0, Mhy(0,z,&) =d(xz —¢)I,

Ah(t,0,€) + Jh,(t,0,€) = 0,

Fh(t,L,&) + Qh,(¢t, L&) = 0.
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8.1.1 Aproximacao espectral para a solugcao de Green dinadmica

Visto que a determinacao analitica de funcoes de Green pode ser uma tarefa

complicada, busca-se nessa se¢do uma aproximagao espectral para h(¢, z, ).

Supondo
v(t,z) = Y va(t)wy(x),
n=1 (8.10)
F(t,z) = ;1 F.(t)Mw,(z),

sendo substituidas no problema

Mv(t,z) + Kv(t,z) =F(t,z), 0<zx <L, 0<&<L, t>0,
v(0,z) = vo(x), ve(0,2) = vi(x),
Av(t,0) + Jvy(t,0) = 0,
Fv(t,L)+ Qv,(t,L) =0,

(8.11)

onde as fungdes w,,(z) sdo os modos de vibragao normalizados com relagao a M, ou seja,
L

{ (W (2))"Mw, (z) dz = 1.

Das seguintes propriedades dos modos normais

< Wy, Mw,, >= ,,n,

(8.12)
< W, Kw,, >= 6,02,
onde 9,,, é a funcao delta de Kronecker, obtém-se
L
O (t) = [(Wa(z)"Mv(t, z) dz,
0 (8.13)
Fult) = [(wo(2))"F(t,2) da,
0
e também
(K — w*M)w,, = 0. (8.14)

Substituindo-se (8.10) em (8.11) e utilizando (8.14) para cada n tem-se

i (1) + Wiv,(t) = Fu(t), (8.15)
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cuja solugdo, para F,(t) = 0, é dada em fungao da solu¢ao fundamental h,, (%)

Un(t) = T ()0, (0) + hyin (0), (8.16)
com hy,(t) = sir;wnt’ entao
v(t,z) = g(cos(wnt)vn(O) + Sizc:ntbn(O))wn(x). (8.17)
Por outro lado,
L L
vt z) = / hy (£, 2, €)My (0, €) dé + / h(t, 2, €)M¥(0, ) d. (8.18)
0 0

Supondo v(0,z) = 0 entdo v,(0) =0 e

v(to) =" <S“;°:”twn(x)@n(o)) - / h(t, z, )Mv(0, ) de. (8.19)

Substituindo ©,,(0) e comparando as expressoes obtém-se

m

h(t,r,6) =3 S o) wa(€))T (8.20)

Wn

n=1

onde m é o numero de modos considerados na aproximacao. A transformada de Laplace
da resposta h(t, z,£), dada por H(t, z,€) e utilizada na obtengao de solugoes particulares, é
entao aproximada por

1

s? + w?

H(iw, z,£)

> Sl ) v €)) 8.21)

n=1 n

8.1.2 Esquema recursivo padrao de Adomian

Considera-se a metodologia padrao de Adomian [6], [125], em que as equagoes
(8.1) sao expressas através de operadores diferenciais correspondentes as derivadas espaciais

e temporais, ou seja,

Liw(t,x) — Lyw(t, z) + Myo(t, x) = f(t,x),

(8.22)
Lip(t,x) — Rpop(t, x) — Syw(t, z) + To(t,x) =0,
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2
o2’

w(t,z) e ¢(t,x) serdao expressas. KEssa escolha é motivada a fim de que sejam utilizadas

t t
com L; = escolhe-se L; ' = / / ( )dtdt como operador em fungdo do qual as solugoes
0 0

as condigoes iniciais do problema, se algum operador espacial fosse utilizado entao seria ne-
cessario considerar condiges de contorno [6], [102], [125]. Os demais operadores sao definidos

CcOo1mo

0? 0
L.Z’ - 51@7 Mx - &%,
(8.23)
o 0
R, = 52%7 Sy = 538_1'7 T = §37
com
kGA EI kG A
&= oA o = o s = ol (8.24)
Resolvendo as equagoes (8.22) para w(t, z) e ¢(t, z) resulta
w(t,x) = w(0,2) + (0, 2) + L (Low — My@) + Ly f(t, @), (8.25)

o(t,x) = ¢(0,2) 4+ td(0,2) + L7 (Red + Spw — T).

Observa-se que as solugoes expressas dessa maneira nao envolvem condicoes de
contorno, ainda assim sao de interesse pratico no caso de vigas infinitas ou mesmo problemas

de propagacao de ondas [107], [43].
Consideram-se as expansoes

wit, ) = 3wt x), St x) = f;o bt ), (8.26)

n=0

e entao define-se o esquema recursivo para os termos das séries (8.26)

wo = w(0,z) + tw(0, ) + L (f(t,x)),

. (8.27)
¢0 = Qb(oax) + t¢(0’ "L‘)7

epara k >0
wiy1 = L' (Lywy, — Mgy,

(8.28)
b1 = Ly (R + Sywy — Thy).
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8.2 Respostas nao lineares

Nessa secao buscam-se respostas das equacoes de Timoshenko incluindo um fator
nao linear ctbico, correspondente a viga sob influéncia de uma fundagao eldstica [127], [76],

[43].

No artigo [43] é apresentada uma abordagem para a andlise dinamica de uma
viga de Timoshenko sob fundacao elastica, na qual as equacgoes diferenciais sao resolvidas
utilizando o método da decomposicao de Adomian e um método perturbativo conjuntamente
com a transformada de Fourier complexa. Ja [66] faz uso do método da decomposicao de

Adomian combinado com aproximagoes considerando wavelets.

Aqui s@o procuradas solugoes w(t,x) e ¢(t,x) considerando o método de Ado-
mian, através de um sistema recursivo semelhante ao apresentado em (8.27)-(8.28), com-
parativamente com o mesmo método modificado pela fungdo de Green dinamica h(t,x,¢),
para uma viga de Timoshenko sobre uma fundacao viscoelastica nao linear, cujas equagoes

governantes sao
pAwy — KGA(Wee — ¢p) = —ks(w)3,
ploy — Elgy, — kGA(w, — ¢) =0,

(8.29)

sendo que a constante kg representa a parte nao linear da rigidez da fundagao elastica [66].

Agora além das expansoes
o0

w(t,z) = Y wy(t,z),

n=0

(8.30)
o(t,x) = f: bu(t, ),

considera-se o termo nao linear expandido em funcao dos polinomios de Adomian, entao

[w@’x)]g = f(w> = ZAn- (8.31)
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Analogamente ao apresentado no Capitulo 6 em (6.153), tem-se

AO = wg’,
Al = 3w§w1,
Ay = 3wow? + 3wws, (8.32)

Ag = U}il)) + 6w0w1w2 + 310811}37

Ay = 3wiwy + 3wows + 3wiw3,

Alternativamente as férmulas dadas em (6.28), tem-se que os polindémios de Ado-
mian, especificamente para a nao linearidade ciibica, podem ser obtidos através da expressao

[4] .

A = Z Z WW W (8.33)

i=0 j=0
Os termos das expansoes (8.30) sao ent@o definidos como

wo = w(0, z) + tw(0, z),

. (8.34)
¢O = (b((), ZC) + t‘b(ov l‘),

e para k>0
W1 = Ly (Lowy, — Mygy, — ksAy),

(8.35)
Orr1 = Ly (Rutr + Spwy — Thy).

Esse esquema recursivo pode ser modificado se for considerada a funcao de Green
dindmica h(t,x,£). Apds a expansao do termo nao linear em fungao dos polinémios de

Adomian tem-se que o sistema (8.29) na forma

MV (t,z) + Kv(t,z) = N(v), (8.36)

—ks(w(t, z))? —k3 3 Ay,
N(v) = ks o(t’ DA k;o . (8.37)
0



Da teoria de vibragoes forcadas apresentada na secao anterior

v(t, ) = [y (hi(7, 2,)Mv,(€) + h(r, 2, £)Mv, (€)) d¢
+ f(;t [fOL h(t - 7,7, €)N<7_7 S)dé} dTa

motiva a escolha dos termos das expansoes (8.30) que passam a ser dados por

L L
o :/ht(t,x,g)Mv(o,g) d£+/h(t,w,€)M\7(0,§) dg.
QSO 0 0
E para k> 0
t L
W+1
S— h(t — 7, 2,8 Ak(7,§) d€ dr,
Pr+1 3o/o/ k

135

(8.38)

(8.39)

(8.40)

onde a fun¢ao de Green dinamica h(¢, z, ) é aproximada através da formula dada em (8.20).

8.3 Simulacoes

Para os resultados numéricos apresentados nessa secao, utilizaram-se os seguintes

valores paramétricos relativos ao material e geometria da viga

E = 1.44GPa, p=1220Kg/m?, v =0.38, {=1m, h=4¢m,b= 2hm, L = 20hm,

bh?

e considera-se uma viga de se¢ao transversal retangular, entao I = 2% e Kk = %. Com esses

12

valores obtém-se

w 1.9263 rad/s
wo 7.6100 rad/s
ws | 16.7853 rad/s
Wy 29.0692 rad/s
ws | 44.0241 rad/s

Tabela 8.1: Cinco primeiras frequéncias naturais da viga biapoiada de Timoshenko.
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Os modos de vibracao da viga biapoiada podem ser escritos como

sin( 2
W, () = ¢ , (8.41)
Kb cos("*)

a?kGA+w?pA

com K = eV R

a = nm.

Esses modos sao ainda normalizados com relagao a matriz M

W, ()

\/ F (W) Mw, (2)da

wp(z) = (8.42)

0

8.3.1 Caso linear homogéneo

Desconsiderando-se a presenga de forgantes ou termos nao lineares em (8.1) e

(8.29), sao apresentados na Figura 8.1 resultados relativos ao esquema de Adomian, pelo qual

wo = w(0, z) + tw(0, z),

. (8.43)
¢O = (b((), ZC) + t¢(07 l‘),

e para k>0
wi1 = Ly N (Lawy — Myoy),

(8.44)
Orr1 = Ly ' (Rutr + Spwr — Thy).

Comparativamente com esses resultados considera-se a resposta dinamica semi-

analitica dada por

I 2, OMv(€) + (2, M €)) de
sto) (8.45)

+ f(f [foL h(t_7'7$7§)|:(7',§)d§] dr.

com h(t,z, ) aproximada com 5 termos, tomados como os 5 primeiros modos de vibragao,

normalizados com relagao a M, da viga biapoiada.
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Para fins experimentais considera-se as condic¢oes iniciais dadas como uma com-

binac¢ao do segundo e quinto modo de vibragao, tal que

v(0,2) = wo(x) + ws(z), (8.46)

v(0, ) = iwawso(x) + iws w5 ().

A Figura 8.1 a seguir apresenta a comparacao dos casos obtidos, para a primeira
componente da resposta dinamica w(t, x), determinada através da expansao de Adomian e
diretamente via férmula (8.45). Observa-se que a medida que a varidvel tempo é considerada
maior, a aproximagao torna-se pior, o que se justifica pelo fato do esquema de Adomian ser
convergente apenas localmente, e também com derivagoes e integracoes sucessivas introdu-
zindo erros computacionais. Além disso, tem-se a inexatidao da fungao de Green de valor

inicial h(t, z, ), aproximada com um ntimero finito de modos.



t=10x 10735

0,00104

w(t fixo, x
( f ) 0,0005-

-0,0005+

-0,0010-

l

Green = 'Adomianl

t=40x 10735

0,00104
0,0008-
0,0006
w(t fixo, x)
0,0004-

0,0002+

0

-0,0002-

-0,0004+

-0,0006-

-0,0008-

Green = = Adomianl

Figura 8.1:

w(t fixo, x)

w(t fixo, x)

-0,0005+

-0,0010
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t=20x 10735

0,00104

0,0005

-0,0005+

-0,0010

l_ Green == = Adomian]

t =50 x 10735
0,00104 \

0,0005+

Green — - Adomianl

w(t, z) obtida pelo esquema recursivo de Adomian (linha verde pontilhada) e

w(t, ) obtida via férmulagao de Green de valor inicial, com variavel ¢ fixada.

8.3.2 Forcgante harmonico

Considera-se f(t,z) = Fpe™'F(x), e condigoes iniciais nulas em (8.1). Os Resul-

tados a seguir sao apresentados considerando Fy = 10° N, sendo que w, representa a frequéncia

de entrada e utiliza-se w, = 44rad/s, valor esse préximo a quinta frequéncia natural, relativa

aos parametro utilizados.
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Para F'(z) sao escolhidas as seguintes configuragoes, relativas a sobreposicao de

modos de vibragao

Configuracgao 1
F(x) = wa(x) + wa(z),

Configuracao 2
F(z) = wa(z) + ws(x).

Compara-se a solugao semi-analitica, da expressao (8.3) com condigbes iniciais

nulas

:/Ot [/OLh(t—T,x,g)F(T,g)dg dr. (8.47)

onde h(t,z,£) foi aproximada espectralmente utilizando 5 termos. Compara-se com as
3

solugbes aproximadas geradas pelas expansdes w = >, wg, com wy, definido por
k=0

(8.48)

e para k >0
Wr+1 = Lt_l(Lacwk - Mx¢k)a

(8.49)
Ori1 = Ly (Rutp + Spwy, — Thy,).

Com os valores utilizados a solu¢ao do esquema de Adomian converge apenas
em um intervalo de valores da variavel t. Na figuras a seguir, apresenta-se a resposta forcada
relativa a componente w(t, z), para os seguintes valores da varidvel ¢ fixados t = 60 x 10~ 3s,
t =70 x 10735, t = 80 x 1073s, . As solucoes foram ainda normalizadas devido a uma
diferenca de amplitudes dos resultados previstos pela decomposicao Adomian, possivelmente
resultante dos processos de deriva¢do em (8.49). Também é observado que na Configuracao
1 os resultados fazendo uso do esquema de Adomian estao mais proximos daqueles fazendo
uso da solugao fundamental distribuida do que na Configuracao 2, evidenciando que a as

aproximagoes também dependem dos forcantes considerados.
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- -3 _ -3
t =60 x10"3s t=70x10""s t=80x10""s
0,207
164
016 0,16
0,144
0,154 0,14+
0,12 ol
0,10
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) i N ) =
w(t fixo, x) 0.10 w(t fixo, x) 008 wlt fixo, x) 0,084
0,06 0,06
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0,024 0,02
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x x x
[ forcada Green = = forcada ADM [ forcada_Green == = forcada ADM [— *forcada_aDM forcada_Green

Figura 8.2: Comparagcao das respostas forgadas, componente w(t, ), relativas a F'(z) definido

pela Configuragao 1.

= - — -3
=60 x 107 3s t="70x10""s
015
4 N 024 N 0,159
0,10 > / \ .
w(t fixo, x) w(t fixo, x) 0103
0,05 w(t fixo, x) 0.1 / 0059
0 T /
020 30 /
0.057 0 20 0,054
0.10 010
o4
0.15 -0.159
[— - forcada ADM —— forcada Green| [—  forcada ADM —— forcada Green ] [— = Jorcada ADM —— Jorcada Green ]

Figura 8.3: Comparacao das respostas forgadas, componente w(t, x), relativas a F'(x) definido

pela Configuracao 2.

8.3.3 Nao linearidade ciibica

Apresentam-se resultados considerando a nao linearidade ctbica, tal qual des-
crito na Secao 8.2. Sao utilizados k3 = 10°N/m?, e k3 = 0 para o caso linear, no esquema

recursivo definido em (8.34)-(8.35), com 3 termos calculados.

Foram consideradas as seguintes configuragoes de condigoes iniciais, em termos

dos modos da viga biapoiada:
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Configuracao 1. Primeiro modo como condicao inicial

v(0,2) = wy(x),

(8.50)
vi(0, 2) = dwywy ().
Configuragao 2. Quarto modo como condigao inicial
v(0,x) = wy(x),
vie(0, ) = dwgwy(z).
Configuracao 3: Sobreposi¢ao primeiro e quarto modo como condigao inicial
v(0,2) = wi(x) + wy(x),
(0,2) = wi() + wi(a) 5

ve(0, ) = dwywy (x) + iwswy(z).

Seguem os resultados comparativos nas Figuras 8.4, 8.5, 8.6.
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t=10x 107*s

0,00074
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0,0006+
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w(t fixo,x) 00004 - —
~N—_-—-"" w(t fixo, x) 00004
0,0003 i/ A\
0,0003 [ < —~
0,002 0,0002- N\ \ / 7 N
0.0001 0.00014 \ /
~ 7
0 T T T T T T T 1 0 T T T T T T T 1
0 0 20 30 40 0 60 70 80 0 0 20 30 40 50 60 70 80
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x
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l— Adomian caso linear = = Adomian Caso ndo linear]

-0,003+ \ l

0,004 \ /
\V/

= Adomian caso linear = * Adomian Caso ndo linear

Figura 8.4: w(t,x) Adomian linear (linha verde) e Adomian nao linear (linha vermelha).

Condigoes iniciais: Configuragao 1.
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Figura 8.5: w(t,z) Adomian linear (linha verde) e Adomian nao linear (linha vermelha).

Condigoes iniciais: Configuracao 2.
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Figura 8.6: w(t,x) Adomian linear (linha verde) e Adomian nao linear (linha vermelha).
Condigoes iniciais: Configuracao 3.
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9 CONCLUSOES

Foi apresentado neste trabalho um estudo das vibragoes de micro e nanovigas
descritas por modelos nao classicos. Tais modelos, diferentes dos casos classicos de Euler-
Bernoulli e Timoshenko, levam em consideragao hipoéteses da mecanica do continuo nao
classica a fim de capturar os efeitos da diminuicao acentuada de escala, por exemplo, quando
as estruturas sao reduzidas da macro para a micro ou nanoescala. Essas hipdteses nao
classicas se baseiam na inclusao de parametros materiais de medida interna nas relacoes
constitutivas, inclusao de termos de ordem superior na integral que descreve a energia de
deformacao, e hipotese de uma superficie de espessura matematicamente nula completamente
aderida a viga e com parametros superficiais de tensao e elasticos préprios, respectivamente
relacionados a teoria nao local de Eringen, teoria do gradiente de deformacao e teoria da

elasticidade de superficie.

O tratamento das equacoes relativas a cada um desses modelos modificados pelas
mencionadas teorias, se deu a partir da procura de solugoes exponenciais no tempo, que por
sua vez resultaram em problemas de autovalor regulares ou singulares para as amplitudes
espaciais. Na sua formulagao diferencial, observa-se que em alguns problemas de autovalor
apresentam polinomios caracteristicos de ordem superior ao caso classico de Timoshenko. De

forma sistematica tem-se

e Modelo de Timoshenko classico: equacao matricial regular com polinomio

caracteristico de ordem 4.

e Modelo de Timoshenko segundo a teoria nao local de Eringen: equacao matri-
cial regular com polinémio caracteristico de ordem 4 (tornando-se singular nos casos em que

as frequéncias naturais atingem valores criticos).

e Modelo de Timoshenko segundo as teorias do gradiente de deformacao (tensao
acoplada): equagao matricial regular (singular) com polinémio caracteristico de ordem 8

(ordem 6).
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e Modelo de Timoshenko que inclui efeitos de superficie: equacao matricial

singular com polinomio caracteristico de ordem 4.

O comportamento das solucoes € associado a natureza das raizes dos polinomios
caracteristicos, que por sua vez tem sua natureza determinada pela presenca de frequéncias

criticas.

e Para o modelo nao-local de Eringen, além da frequéncia critica correspondente
ao caso classico tem-se a presencga de trés outras frequéncias criticas (Qpo1, o2, p2), sendo

as duas primeiras de maior influéncia na natureza das raizes do polinomio caracteristico;

e Para o modelo gradiente de deformagao/ tensao acoplada, além da frequéncia
critica correspondente ao caso classico tem-se a presenca de uma outra frequéncia critica de

menor influéncia na natureza das raizes do polinémio caracteristico;

e O modelo que inclui efeitos de superficie altera a frequéncia critica classica e,

além dessa, tem outra frequéncia critica de menor influéncia.

Solugoes espaciais ou modos de vibragao foram determinadas utilizando trés
abordagens distintas: base matricial gerada pela solucao fundamental, método espectral de
Euler e método da decomposicao de Adomian. Sendo que o primeiro e o tltimo destinam-se

apenas aos casos regulares.

Em relacao ao método da decomposicao de Adomian aplicado ao modelo de Ti-
moshenko, com a possibilidade de ser estendido ao caso nao local com a mesma formulacao,
foram apresentadas formulagoes alternativas para a determinacao das solugoes espaciais, con-
siderando a solucao fundamental matricial espacial, expandida de trés maneiras diferentes
resultando esquemas iterativos equivalentes. Essas formulacoes foram aplicadas para os casos
lineares, com resultados comparados satisfatoriamente aos da literatura. O caso linear foi
também utilizado comparativamente ao caso incluindo nao linearidade de natureza ctibica,

ausente na literatura nessa formulacao.

Através de simulacoes numéricas, com auxilio do software matemético simbdlico

Maple ®, foram apresentados resultados comparativos de modos e frequéncias naturais de
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vibragao para os casos de vigas com condicoes de contorno simplesmente apoiada e fixa-livre,
utilizando as trés abordagens mencionadas e com resultados compativeis aos da literatura.

Os principais resultados sao

e As frequéncias naturais de vibracao nao locais decrescem com relacao as do
caso classico. Com excecao, da primeira frequéncia do caso da viga fixa-livre que apresenta
comportamento oposto. A primeira componente dos modos de vibracao sao influenciadas
apenas no caso fixa-livre que inclusive apresenta modos degenerados para certos valores do

parametro nao local.

e O modelo gradiente de deformacao, para vigas biapoiadas apresenta frequéncias
naturais superiores as do caso classico, sendo que a diferenca é maior quando a espessura da

viga tem medida comparavel a medida de comprimento interno.

e Efeitos de superficie tendem a decrescer as frequéncias naturais em relacao
as do caso classico, para vigas biapoiadas e fixa-livres, com excecao da primeira frequéncia
do caso fixa-livre que apresenta comportamento oposto, utilizando valores paramétricos de
vigas de Silicio e Aluminio. Além disso, os efeitos de superficie tem influéncia apenas na

nanoescala, na microescala os resultados tendem ao caso classico.

O método da decomposicao de Adomian primeiramente utilizado na obtencao
de modos e frequéncias naturais de vibracao, foi ainda aplicado na obtencao de respostas
forcadas, comparadas aquelas obtidas de maneira semi-analitica considerando a resposta im-
pulso distribuida aproximada espectralmente. Foram também apresentados resultados de
respostas dinamicas quando a viga estd sujeita a uma nao linearidade de natureza cubica,
também fazendo uso da decomposicao de Adomian e comparativamente ao mesmo caso des-
considerando a nao linearidade. O método de Adomian, da maneira como foi implementado,
apresentou restricoes computacionais, podendo ser aplicado apenas em intervalos limitados

da variavel tempo.

Em relacao a trabalhos futuros, pretende-se aprimorar o uso de técnicas com-
b1 )
putacionais para tratamento numérico de raizes de polinomios de grau superior com coefici-

entes dependentes nao linearmente das frequéncias, e técnicas para integragao numérica da
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convolucao da funcao de Green dinamica com componentes da decomposicao de Adomian.
Bem como, ampliar o estudo do tratamento analitico e numérico de solugoes para modelos
considerando termos nao lineares, fazendo uso de outras técnicas além da decomposicao de

Adomian.
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Apéndice A MODELOS CLASSICOS PARA
VIBRACAO TRANSVERSAL DE
VIGAS

A mecanica dos meios continuos é a parte da Fisica que trata de solidos e fluidos,
quando sao considerados um conjunto continuo de pontos materiais que podem ser identifi-
cados pela posicao que ocupam no espaco fisico tridimensional. Em mecanica do continuo,
uma viga ¢ um elemento estrutural prismatico cuja dimensao na direcao horizontal, cor-
respondente ao comprimento L. é maior que as outras duas dimensoes laterais largura b e
espessura H, de modo que, assim como barras e eixos é utilizada a hipdtese de apenas uma
dimensao ser necessaria para descrever seu comportamento. Considera-se que as vigas sao
capazes de suportar carregamentos de flexao ou carregamentos laterais, ou seja, forcas e mo-
mentos perpendiculares ao eixo do comprimento ou eixo longitudinal na direcao x. O eixo
x é considerado na direcao do eixo neutral da viga e os eixos y e z paralelos as diregoes
principais, compondo assim o sistema de coordenadas. A vibracao transversal da viga se

refere a vibragao na direcao z, perpendicular ao eixo x.

As teorias que preveem o comportamento de elementos estruturais, em parti-
cular vigas, sao baseadas em hipdteses da sua geometria, carregamentos, hipoteses sobre
o campo de deslocamentos, descricao cinematica e relacoes constitutivas. A descricao ci-
nematica é simplificada pela hipdtese das deformacoes infinitesimais, e em relagao as relagoes

constitutivas sao considerados materiais homogéneos lineares isotropicos.

Dentre as teorias eldsticas classicas para vigas, destacam-se a teoria de Fuler-
Bernoulli e a teoria de Timoshenko [104], [92], [58]. E conhecido que a teoria da flexio
da viga de Euler-Bernoulli, ou também chamada teoria classica ou elementar, desconsidera
efeitos de deformacao por cisalhamento e inércia rotaria. A teoria é adequada para vigas
esbeltas (slender beams) para as quais a razao L/H é superior a 20, e ndo adequada para
vigas curtas (thick beams), cuja razao L/ H é inferior a 10, ja que é baseada na hipétese que as

secoes planas ao eixo neutral permanecem planas e perpendiculares ao eixo neutral durante
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e apds a deformacao, implicando que a deformacao por cisalhamento transversal é nula.
Em consequéncia disso (negligenciar os efeitos de cisalhamento), a teoria cldssica subestima
deflexoes e superestima as frequéncias naturais no caso de vigas curtas, onde os efeitos da
deformacao por cisalhamento sao significativos [56]. Timoshenko [114] foi um dos primeiros a
investigar a inclusao dos efeitos de inércia rotatoria e deformagao por cisalhamento na teoria
de vigas. Mostrou que o efeito do cisalhamento transversal é mais significativo que o da
inércia rotatoria sobre a vibragao transversal de barras prismaticas. Sua teoria é referida como
teoria da viga de Timoshenko ou teoria da deformacao de cisalhamento de primeira ordem.
Nessa teoria, a deformacao transversal de cisalhamento é assumida constante através da
espessura da viga e entao requer um fator de correcao de cisalhamento para apropriadamente

representar a energia de deformacao.

Equacoes governantes para vibragoes transversais de acordo com teoria da elas-

ticidade linear
Campo de deslocamentos

A viga é composta de material elastico linear uniforme e isotrépico. E conside-
rado que a segao transversal é retangular, entdo a viga ocupa a regiao 0 < z < L; —b/2 <
y < b/2; —h < z < h, sendo x,y, z as coordenadas cartesianas, L é o comprimento, b é a

largura e H = 2h é a espessura total da viga, de acordo com Figura A.1.

w(t,x) ST

Figura A.1: Representacao do deslocamento transversal da viga e seu sistema de coordenadas

cartesianas.
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Assumindo que as deformacoes da viga ocorrem na direcao longitudinal-transversal

e nao na direcao da largura, em determinado tempo ¢ é considerado que os componentes de
deslocamento axial, na direcao da largura e vertical (uy,us,us3), ao longo dos eixos (x,y, 2)
sao somente dependentes das coordenadas x e z. Entao o campo de deslocamentos pode ser
escrito como

uy(t,x, z) = —z% + ¢(2) (% - ¢(t7$)> )

us(t, x, z) =0, (A.1)

ug(t, x, z) = w(t, ),
onde w(t,z) e ¢(t, x) sdo, respectivamente, o deslocamento transversal e angular da viga, e

Y(z) varia de acordo com a teoria em consideracao [108]

Euler — Bernoulli = (z) =0,
Timoshenko : W(z) = z.

Relagoes tensao-deformacao

Considerando deformagcoes infinitesimais, define-se o tensor de deformacoes, em

notacao indicial convencional, com indices latinos de 1 a 3

1 Guz an
T g <ag;j * axi) | (A.3)

Das consideragoes sobre o campo dos deslocamentos tem-se o tensor das de-

formagoes
€ex 0 Vez
El=]1 0 0 0 |- (A4)
Yoz 00

Através de relagoes constitutivas, especificas de acordo com o tipo de mate-
rial considerado, obtém-se relagoes entre as tensoes e deformacoes. Para materiais elasticos

isotrépicos lineares, e sob a hipdtese de deformagoes infinitesimais

045 = Uijki€kl, (A-5)
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com o tensor de quarta ordem simétrico definido por

A+ 2u A A 0 0 0

A A2 A 0 0 0

A A A+2u 0 0 0
Ciji = : (A.6)

0 0 0 w 0 0

0 0 0 0 p O

0 0 0 0 0 u

podendo ser escrito como

055 = [Ny + p(0irdji + 0udjn) en, (A.7)

onde 0;; ¢ o operador delta de Kronecker, A e 1 sao as constantes de Lamé, relacionadas com
o médulo de Young F, coeficiente de Poisson v, médulo de elasticidade transversal G ou u e

modulo volumétrico k, através das relagoes

3A+2u A 2

E = ) :—7G: ) k:)‘+_7

3 YT 200w s 3
(A.8)

\ Ev B E
T Qrv—w) " eaty
O tensor tensao pode entao ser escrito como
A2 0 207

o] = Xeww 0 |- (A.9)

201Ya2 0 e

A fim de obter tragoes superficiais nulas nas laterais da viga sao negligenciados
os efeitos do coeficiente de Poisson, de maneira que v = 0 e consequentemente A\ = 0 e
E = 2u. Entao
Eep 0 2Gry,.
[o] = 0O 0 0 (A.10)
2G7.. 0 0
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Ozzy Oyy € 04, SA0 as tensoes Normais, €4, €4y, €2» 520 as deformacoes normais, 7., 7y, € Ty,

sao as tensoes cisalhantes, 7.y, 7y- € V2. sao as deformacoes cisalhantes.
Viga de Timoshenko

Sendo o campo de deslocamentos dado por

ul(t,l’,Z) = _qu(tal‘)a
us(t,z,z) = 0,

ug(t,z,z) = w(t, x),

as componentes de deformagcao e tensao nao nulas sao dadas por

. _Ou_ 09
dr | Hou

_ . _Low A1l
fos = Yo = 5(5— = ), (A.11)

Ogy = ngz; Tey = Ozz = QG'.YIZ = G(Z_Z) - ¢)

Uma vez que v,, ¢ tomado constante através da espessura da viga, como uma
tentativa de correcao desse cisalhamento, inclui-se o coeficiente x, designado como coeficiente
de cisalhamento de Timoshenko, dependente da forma da secao transversal. Tal valor é

tabelado e disponivel para diferentes se¢oes transversais, por exemplo, para secoes circulares

K= 6((71;_:”)) e para secoes retangulares Kk = %.
A forga de cisalhamento, ja com a inclusao do fator de correcao x, é definida
como [5§]

ow
oz

sendo A = [ [dydz é a drea da se¢do transversal. O momento fletor é definido como
A

S = / TpdA = G/ VA = KGA( ), (A.12)
A A

M=-— / OppzdA = — / EepzdA = B122. (A.13)
A A 81‘

sendo que [ = f f 1 22dydz é o momento de inércia da secao transversal. Por exemplo, para

bH?

drea de segao transversal retangular I = >3-
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Considerando o equilibrio de forcas na direcao vertical do elemento infinitesimal
da viga [58]
oS 0*w

a—x + f = pAﬁa (A'14>

e o equilibrio de momentos sobre o eixo y passando através do eixo neutral

(A.15)

2 . 7 . Va . . . 7 .
sendo pl %Tlf a inércia rotatoria, ou seja, o produto entre momento de inércia de massa [ e

aceleragao angular, com p densidade de massa.

Resultam as equagoes governantes

O*w(t, ) Pw(t,x) 0o(t,x)\
pA= A ( e ) — f(t,x).
(A.16)
0*(t, x) 0*¢(t, x) dw(t, z) _

com condicoes de contorno classicas definidas na Tabela A.1.
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Extremidade Fixa w=0, ¢=0

Extremidade Apoiada w=0, FEI % =0

Extremidade Livre El% =0, rkGA (g—tﬁ — <;§) =0

Extremidade Deslizante || ¢ =0, kGA (‘g—i’ — qb) =0

Tabela A.1: Condigoes de contorno cléssicas para a viga de Timoshenko.
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Viga de Euler-Bernoulli

Do campo de deslocamentos proposto nessa teoria

B ow(t, )
U1 (ta Z, Z) = =z o ’
Ug(t, Z, Z) = 07
us(t,z,z) = w(t,x),

e da hipdtese que nao ha deformacoes por cisalhamento, segue que

—29% 0 0 ~Ez%% 0 0
[e] = 0 00|, [o]= 0o 00|, (A.17)
0 00 0 00
(&
M:—/Aamsz:EI%, (A.18)

onde KT é definida como rigidez flexural da viga e depende de ambas as propriedades

geométrica e material.

A forca de cisalhamento é descrita por

oM
S=—Elwg, = ———. A.19
v ox ( )
Equacionando o equilibrio de forcas na diregao z [58]
T 2= p 8t2 5 .
obtém-se a equacao
O*w(t, x) O*w(t, x)
A Bl = L A21
p 8t2 + 8.1'4 f(tw]:)a Vt,vx c (O, ), ( )

com condigoes de contorno classicas descritas na Tabela A.2.
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Extremidade Fixa w =0, g—f =0
Extremidade Apoiada w=0, FEI 2271;’ =0
Extremidade Livre EIZY =0, EIZY% =0

Extremidade Deslizante ‘3—1; =0, FI gST@‘,’ =0

Tabela A.2: Condigoes de contorno classicas para a viga de Euler-Bernoulli.



Apéndice B METODO DE FERRARI

De acordo com [5] dado o polinémio

P(B,w) = B* + g*8° — 15" + 18" =1,

com

Fazendo z = /32,

ot + g*ad — rta? % — % =0,

cujas raizes sao dadas por

X

_ —pEVP*—38g
4 ?

com

p=g" £/ (g%)2 +4rt + 4y,

q =y £\ yi + 48,

sendo y; solugao real da cubica

y3 + 7,4y2 + (T692 + 47,8>,y + 47,47,8 + <g2>27,,8 _ (rﬁ)Q

= y® + ay? + ary + ao,

cujas raizes podem ser calculadas via formula de Cardano. Escolhe-se
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(B.4)

(B.6)
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E também
s1=(R+(Q° + R)2)3,
(B.8)
s2= (R — (Q°+ R?)2)3.
Tem-se
e Se @®+ R? > 0: 1raiz real e 1 par de complexos conjugados.
e Se Q%+ R? < 0 : todas reais.
e Se Q3+ R? =0 : todas reais e no minimo duas iguais.
E as raizes sao escritas como
Q2
Y1 =81+ 82— 3
(05} W3
Y2 = S(s1+ 82) — — + ——(s51 — $2), (B.9)
a w3
ys = (514 82) — — — ——(51 — 52)
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Apéndice C CONVERGENCIA DO ESQUEMA DE
ADOMIAN

O estudo da convergéncia do método de Adomian tem como ponto de partida o

método de Picard para a o PVI

dy
y(0) = yo,

cuja solucao ¢é equivalente a solucao da equagao integral

y(t) = yo + / f(s,u(s)) ds. (C2)

Considera-se o esquema

t

y ) =y + /f(s, y™(s))ds, n=0,1,2,... (C3)
0

A convergéncia das aproximagoes sucessivas (C.3) pode ser vista em [101]. Ba-

sicamente é uma convergéncia uniforme quando y,, é escrito em uma forma telescépica.

Procura-se em (C.2)

Y=+ Un: (C.4)
n=1

supondo que f(t,y) seja dada em termos dos polinémios de Adomian

£t 9) =3 Ault, Yo, o ), (C.5)
n=0
ou seja,

n=1 n=0

oo ¢ o0
yo+2yn=yo+/ZAn(s,yo,---,yn) ds. (C.6)
0
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e entao a relacao

00 t

Z(ynﬂ - /An(S,yo, iy Yn)ds) =0 (C.7)

n=0 0

sugere 0 esquema

t

Yns1(t) = /An(s, Yo(8), ..o, yn(s)ds, n=10,1,2,... (C.8)
0

A convergéncia do esquema de Adomian (C.8) para fungoes reais e analiticas, de
maneira local, foi obtida em [4]. A prova envolve argumentos de majoragao analogos aos da
prova do teorema de Cauchy para equagoes diferenciais ordindrias [101]. No caso de equagdes
parciais de primeira ordem foi mostrado por [4] utilizando o argumento da majoracao do
teorema de Cauchy-Kovaleskaya em um esquema de convolugao do operador fundamental

com os polinomios de Adomian [4], [62].
Notas

e A convergeéncia do método da decomposicao de Adomian foi estudada em diversos trabalhos

para classes de equagdes diferenciais ordindrias e parciais [19], [4], [64], [16].

e Comparacoes desse método com outros métodos, por exemplo, Série de Taylor, Picard,

Runge-Kutta, podem ser encontrados em [4], [124].
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Apéndice D FORMULA DA CONVOLUCAO DA
EXPONENCIAL

Objetiva-se mostrar que

[ pla(e—) 1k —rh R K
Ofe hdr = T—i—;(k_j)!x e (D.1)
Usando o fato que f el@=m)rkdr é resposta forcada do PVI
0
W —au = z¥,
(D.2)

u(0) =0,

tem-se que u = upy, + up, onde uy, ¢ a solucao homogenea induzida pela particular e u, ¢ a

solucao particular, da forma

k
U, = Zajxj. (D.3)
=0

Substituindo (D.3) em (D.2) resulta

N
—

(5 + Dajp1 — aaj)2? — aapa® = 2", (D.4)
§=0
e entao ar = —1/a.
Para j =k —1
—k
ap—1 = ? (D5)
Para j =k —2
—k-(k—1)
Ap_1 = T, (D6)
e assim sucessivamente
k!
Ah—j = 777 (D.7)

(k= T



Fazendo a translagao j = k — j resulta

le) == T = S e

A solugao particular calculada em = =0 é

logo

como desejava-se mostrar.
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(D.8)

(D.9)

(D.10)



