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6 CONCLUSÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

6.1 Trabalhos Futuros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
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Figura 4.2 Contração de vértices do grafo C8. . . . . . . . . . . . . . . . 71
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Figura 4.5 Deleção de um vértice do grafo K5. . . . . . . . . . . . . . . . 86
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Figura 5.4 Contração de vértices do grafo C6. . . . . . . . . . . . . . . . 114
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Gf Grafo resultante da subdivisão da aresta f do grafo G.

G \ {u, v} Grafo resultante da contração dos vértices u e v do grafo G.
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RESUMO

A teoria espectral de grafos visa descobrir propriedades de um grafo G

por meio da análise do espectro de uma matriz associada ao grafo. Neste trabalho,

estudamos a matriz de adjacência A, a matriz laplaciana L, a matriz laplaciana nor-

malizada L e a matriz laplaciana sem sinal Q e para essas matrizes apresentamos

resultados de entrelaçamento de autovalores associados com as operações de deleção

de uma aresta e de deleção de um vértice. Além disso, mostramos resultados de en-

trelaçamento de autovalores associados com a operação de contração de dois vértices

para a matriz de adjacência A e para matriz laplaciana normalizada L.

Como contribuição original constrúımos resultados de entrelaçamento

de autovalores associados com a operação de subdivisão de uma aresta para as

matrizes A, L, L e Q, e associados com a operação de contração de vértices para L

e Q.
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ABSTRACT

The spectral graph theory aims to discover properties of a graph G

through the analysis of the spectrum of a matrix associated with the graph. In

this work, we study the adjacency matrix A, the standard Laplacian matrix L, the

normalized Laplacian matrix L and the signless Laplacian matrix Q and for these

matrices we present eigenvalues interlacing results associated with the operations of

deleting an edge and deleting a vertex. Moreover, we show eigenvalues interlacing

results associated with the vertex contraction operation for the adjacency matrix A

and the normalized laplacian matrix L.

As original contribution, we prove some results about eigenvalues in-

terlacing associated with the operation of subdivision of an edge for the matrices A,

L, L and Q, and associated with the vertex contraction operation for L and Q.
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1 INTRODUÇÃO

Muitas situações podem ser descritas por diagramas feitos por conjuntos

de pontos e linhas ligando pares desses pontos. A abstração matemática dessas

situações originou o conceito de grafo e o desenvolvimento de seu estudo.

Um grafo é constitúıdo por um conjunto não vazio de vértices e um

conjunto de arestas, onde as arestas ligam os vértices, como na Figura 1.1, em que

os vértices u e v estão ligados pela aresta f .

Grafos recebem esse nome por possúırem uma representação gráfica que

auxilia na compreensão de muitas de suas propriedades. Nessa representação, cada

vértice é indicado por um ponto, e cada aresta é exibida como uma linha que liga

os pontos, como é exibido na Figura 1.1.

u

v

f

Figura 1.1 Exemplo de grafo.

Por muitos anos o desenvolvimento da teoria de grafos foi inspirada

e guiada pela conjectura das quatro cores, que afirma que qualquer mapa em um

plano pode ser colorido com quatro cores de modo que as regiões que possuem uma

fronteira em comum, que não seja um único ponto, não possuam a mesma cor. A

solução da conjectura dada por K. Appel e W. Haken em 1976 [2] foi um marco

na história dessa área de estudo. Desde então, o assunto tem apresentado grande

crescimento e vem atuando como uma estrutura de sustentação para a matemática

aplicada moderna. A ciência da computação e a otimização combinatória, em par-

ticular, se apoiam e contribuem para o desenvolvimento da teoria de grafos. Além
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disso, em um mundo onde a comunicação é primordial, a versatilidade dos grafos

torna-os ferramentas indispensáveis na elaboração e análise de redes de comunicação.

A representação gráfica pode ser útil para o estudo e compreensão de

algumas propriedades sobre grafos mas não é adequada para aplicações computaci-

onais ou para aplicações de métodos matemáticos que auxiliem na busca de novos

resultados. Para tais propósitos é mais vantajoso representar o grafo por meio de

uma matriz que contenha informações sobre sua estrutura. Dentre as representações

matriciais de grafos mais importantes estão a Matriz de Adjacência A(G), a Matriz

Laplaciana L(G), a Matriz Laplaciana Normalizada L(G) e a Matriz Laplaciana

Sem Sinal Q(G).

Com essas representações podemos tratar grafos como entes algébricos,

utilizando recursos da teoria matricial para analisar as propriedades das matrizes

associadas. Para cada representação matricial, podemos atribuir um espectro ao

grafo. Vamos nos referir ao espectro do grafo para indicar o espectro de qualquer uma

de suas representações, e quando necessário vamos especificar qual delas estamos

utilizando.

O espectro das representações matriciais esta diretamente ligado as pro-

priedades estruturais do grafo. O ramo da teoria de grafos que se destina ao estudo

dessa relação é denominado teoria espectral de grafos.

A teoria espectral de grafos teve sua origem motivada pela qúımica

quântica. Em 1931, Hückel [27] estabeleceu as ideias iniciais da teoria ao representar

uma molécula de hidrocarboneto por um grafo, onde os átomos de carbono eram

indicados como vértices e as ligações qúımicas entre esses átomos como arestas, e

perceber que os autovalores da matriz de adjacência desse grafo podem ser usados

para representar os ńıveis de energia de certos elétrons.
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O conhecido teorema da matriz árvore, que determina o número de

árvores geradoras de um grafo, pode ser considerado um resultado da teoria espectral

de grafos e foi provado por Brooks, Smith, Stone e Tutte [5] em 1940.

Os fundamentos da teoria espectral de grafos foram estabelecidos nas

décadas de 1950 e 1960. Com os artigos de Collatz e Sinogowitz [33], em 1957,

e de Cvetković [16], em 1971, a teoria espectral de grafos passou a aparecer com

frequência na literatura matemática. Em [33], os autores obtêm uma relação entre os

graus dos vértices de um grafo e seus autovalores. Antes disso, Cvetković, Rowlinson

e Simić [18] afirmam que investigações das relações entre o espectro e as propriedades

estruturais de um grafo podem ser encontradas na tese de Wei [35] de 1952. Desde

então a teoria espectral de grafos tem sido documentada em várias pesquisas e livros

(por exemplo, ver [3, 9, 17]).

A teoria espectral de grafos pode, de certa forma, ser considerada

uma tentativa de utilizar a teoria matricial para os fins da teoria de grafos e suas

aplicações. No entanto, isso não significa que a teoria espectral de grafos possa

ser reduzida a uma aplicação da teoria matricial, pelo contrário, ela tem suas ca-

racteŕısticas próprias e métodos espećıficos de racioćınio que justificam seu estudo.

Logo, a teoria matricial, a teoria de grafos e a teoria espectral de grafos estão inti-

mamente ligadas de modo a contribuirem mutuamente para a descoberta de novos

resultados.

Neste trabalho vamos estudar as representações matriciais para um

grafo citadas anteriormente, como realizar diferentes alterações na estrutura de um

grafo por meio de operações e veremos como o espectro do grafo original e o do

grafo obtido pela operação se relacionam. Veremos como o espectro de um grafo

se relaciona com o do grafo obtido pelas operações de deleção de aresta, deleção

de vértice e contração de vértices. Como contribuição original apresentamos essa

relação no caso em que o novo grafo é gerado pela operação de subdivisão de aresta.
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A organização do trabalho está disposta em seis caṕıtulos. No Caṕıtulo

2, estudamos teoremas da teoria matricial que auxiliam no tratamento de auto-

valores. No Caṕıtulo 3, apresentamos definições sobre grafos, suas representações

matriciais, e operações que alteram sua estrutura. No Caṕıtulo 4, mostramos os

resultados de entrelaçamento já conhecidos e, no Caṕıtulo 5, constrúımos os resul-

tados de entrelaçamento que constituem uma contribuição original do trabalho. No

Caṕıtulo 6, tecemos nossas considerações finais sobre o assunto.

1.1 Uma Introdução à Teoria Matricial

No Caṕıtulo 2, nos dedicamos à teoria matricial, que contitui uma fer-

ramenta fundamental para matemática aplicada, além de um campo de pesquisa

fértil.

Em 1949 Wassily Leontief [29], professor de Harvard, trabalhou com

informações sobre a economia americana que representavam um resumo de mais de

250.000 itens produzidos pelo Departamento de Estat́ıstica do Trabalho dos EUA.

Leontief dividiu a economia americana em 500 setores, como indústria de carvão,

indústria automobiĺıstica, comunicações e assim por diante. Para cada setor, ele

escreveu uma equação linear que descrevia como o setor distribúıa sua produção

com respeito aos outros setores da economia.

Como o Mark II, um dos maiores computadores de sua época, não podia

lidar com o sistema resultante de 500 equações e 500 incógnitas, Leontief precisou

resumir o problema em um sistema de 42 equações e 42 incógnitas. A programação

do computador Mark II para resolver as 42 equações levou vários meses de trabalho

e após 56 horas de processamento o computador produziu uma solução.

Leontief ganhou o Prêmio Nobel de Economia de 1973 e abriu a porta

para uma nova era da modelagem matemática na economia associada à teoria ma-

4



tricial. Seus esforços de 1949 em Harvard marcaram uma das primeiras aplicações

significativas do computador na análise de modelos matemáticos de grande escala.

Desde essa época, pesquisadores de muitas áreas têm usado os computadores para

analisar modelos matemáticos. Devido à enorme quantidade de dados envolvidos,

os modelos são geralmente lineares, isto é, são descritos por sistemas de equações

lineares que podem ser representados com o aux́ılio de matrizes e estão intimamente

relacionados com o estudo da teoria matricial.

Durante as últimas sete décadas, ocorreu um avanço sem precedentes

nas técnicas para resolução de equações lineares, nos procedimentos para o cálculo

de mı́nimos quadráticos, nas estimativas de soluções de sistemas de desigualdades

lineares e nos métodos para obtenção de valores próprios de matrizes. Essa efer-

vescência de ideias veio em resposta à disponibilidade de computadores cada vez

mais rápidos e com cada vez mais memória.

A importância da teoria matricial nas aplicações tem crescido de modo

diretamente proporcional ao crescimento do poder computacional (ver [19]), onde

cada nova geração de hardware e software dispara uma demanda para capacidades

ainda maiores. Assim, a ciência da computação está fortemente ligada à teoria ma-

ticial por meio do crescimento explosivo de processamento paralelo e da computação

em grande escala.

Com isso a teoria matricial foi empurrada para o centro do palco da

matemática numérica e, na atualidade, os cientistas e engenheiros trabalham em

problemas muito mais complexos do que se sonhava ser posśıvel há algumas décadas.

Utilizamos argumentos da teoria matricial para analisar as representações

matriciais e espectros de diferentes grafos e obter as relações entre eles. Para uma

matriz qualquer A de ordem n podemos garantir que seus autovalores são carac-

terizados como sendo as ráızes de seu polinômio caracteŕıstico, dado por p(x) =
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det(xI − A). Para matrizes hermitianas, no entanto, seus autovalores podem ser

caracterizados como as soluções de uma série de problemas de otimização.

Como toda matriz hermitiana A de ordem n possui autovalores reais

podemos ordená-los de modo não crescente, denotando-os por λ1 ≥ · · · ≥ λn.

O menor e o maior autovalor são facilmente caracterizados como as

respectivas soluções de um problema de mı́nimo e de um problema de máximo.

Tal caracterização foi estabelecida por John William Strutt, o Lorde Rayleigh, e é

conhecida como Teorema de Rayleigh. Uma Generalização do Teorema de

Rayleigh fornece uma caracterização para os outros autovalores.

Infelizmente essa formulação é pouco prática por exigir o conhecimento

prévio de algumas informações que geralmente não são conhecidoas. Visando desen-

volver uma caracterização mais prática, o matemático Richard Courant desenvol-

veu uma formulação independente para a obtenção de autovalores, conhecida como

Teorema de Courant-Fischer, e que caracteriza os autovalores de uma matriz

hermitiana como a solução de problemas de otimização.

A caracterização dos autovalores por problema de otimização fornece

uma manipulação algébrica mais dinâmica desses elementos, permitindo o desen-

volvimento de resultados como o Teorema do Entrelaçamento de Cauchy e a

Desigualdade de Weyl, que estabelecem relações entre autovalores de diferentes

matrizes.

1.2 Uma Introdução à Teoria de Grafos

Dedicamos o Caṕıtulo 3 deste trabalho ao estudo da teoria de grafos,

apresentando algumas definições básicas sobre o assunto que auxiliam na caracte-

rização de certas propriedades estruturais dos grafos. Além disso, mostramos que

operações entre grafos constroem novos grafos utilizando as informações provenien-
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tes dos originais. Algumas operações apenas alteram a estrutura do grafo original,

como a deleção de uma aresta ou de um vértice, enquanto outras geram conjuntos

de vértices e arestas diferentes dos originais, como a contração de vértices. A Figura

1.2 apresenta algumas operações.

Deleção de todas
as arestas

Subdivisão de
uma aresta

Grafo
complementar

Grafo original

Deleção de uma aresta

Deleção de um vérticeContração de 
dois vértices

Figura 1.2 Operações sobre um grafo.

Veremos ainda que tanto o grafo original quanto o obtido por qualquer

operação possuem um espectro associado a cada uma das representações matriciais

citadas anteriormente.

Observe que grafos diferentes são representados por matrizes diferen-

tes, mesmo que submetidos a uma mesma representação matricial, e tais matrizes

podem possuir espectros diferentes, ou seja, as alterações que o grafo sofre com a

operação implicam alterações em sua representação matricial e, possivelmente, em
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seu espectro. Será que existe alguma relação entre os espectros do grafo original e

do obtido pela operação?

1.3 Uma Introdução aos Teoremas de Entrelaçamento

O Caṕıtulo 4 é dedicado aos teoremas de entrelaçamento já conhecidos.

Com o aux́ılio de ferramentas da teoria matricial, apresentamos resultados de en-

trelaçamento de autovalores de grafos que estão associados pela operação de deleção

de uma aresta f (G\f) ou pela deleção de um vértice v (G−v). Mostramos também

alguns resultados de entrelaçamento associados à operação de contração de vértices,

que serão mais explorados no Caṕıtulo 5.

Seja G um grafo e H o grafo obtido a partir de G por uma das operações

citadas acima. Sejam λi, i = 1, ..., n, os autovalores associados com A(G), L(G),

L(G), ou Q(G), e sejam θi os autovalores associados com A(H), L(H), L(H), ou

Q(H), onde ambos conjuntos de autovalores estão em ordem não crescente. Listamos

na Tabela 1.1 os resultados de entrelaçamento que são apresentados no caṕıtulo.

H = G \ f H = G− v

A λi−1 ≥ θi ≥ λi+1 λi ≥ θi ≥ λi+1

L λi ≥ θi ≥ λi+1 λi ≥ θi ≥ λi+r

L λi−1 ≥ θi ≥ λi+1 λi−r+1 ≥ θi ≥ λi+r

Q λi ≥ θi ≥ λi+1 λi ≥ θi ≥ λi+1 − 1

Obs.: r indica o grau do vértice deletado.

Tabela 1.1 Teoremas de Entrelaçamento para deleção de aresta e deleção de vértice.

No Caṕıtulo 5 apresentamos nossos resultados originais para o en-

trelaçamento de autovalores de grafos que estão associados pela operação de subdi-

visão de uma aresta f (Gf) fazendo uso dos resultados apresentados no Caṕıtulo 4.

Também exibimos os resultados de entrelaçamento associados à operação de con-
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tração de dois vértices u e v (G | {u, v}) para as matrizes laplaciana e laplaciana sem

sinal. Listamos na Tabela 1.2 os resultados de entrelaçamento que são constrúıdos

no caṕıtulo, juntamente com os demais resultados de entrelaçamento associados à

contração de vértices que são mostrados no Caṕıtulo 4.

Gf H = G | {u, v}
A θi−1 ≥ λi ≥ θi+2 λi−1 ≥ θi ≥ λi+2

L θi−1 ≥ λi ≥ θi+2 λi +
d+

√
4d+ d2

2
≥ θi ≥ λi+1 +

d−
√
4d+ d2

2

L θi−2 ≥ λi ≥ θi+3 λi−1 ≥ θi ≥ λi+1

Q θi−1 ≥ λi ≥ θi+1 − 1 λi +
d+

√
4d+ d2

2
≥ θi ≥ λi+1 +

d−
√
4d+ d2

2
Obs.: onde d = min {dG(u), dG(v)}.

Tabela 1.2 Teoremas de Entrelaçamento para subdivisão de aresta e contração de vértice.

Realizamos um comparativo entre as desigualdades obtidas para as duas

operações, uma vez que a contração de vértices adjacentes pode ser compreendida

como a operação inversa da subdivisão de aresta.

No Caṕıtulo 6 tecemos nossas considerações finais. O estudo do assunto

proporciona o conhecimento de técnicas associadas à teoria de grafos e à teoria

matricial que são úteis em outros ramos da teoria espectral de grafos. Apresentamos

algumas aplicações dos resultados de entrelaçamento que podem ser utilizadas na

resolução de outras questões. Destacamos alguns problemas de entrelaçamento que

ainda não possuem solução, bem como resultados que ainda podem ser aperfeiçoados,

com o objetivo de motivar futuras investigações sobre o tópico.
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2 TEORIA MATRICIAL

Neste caṕıtulo apresentamos algumas definições e resultados iniciais

sobre teoria matricial e álgebra linear, baseados nos livros de Horn et al [26] e

Franklin [21], que usaremos como ferramentas para o desenvolvimento do Caṕıtulo

4, onde estudamos teoremas de entrelaçamento.

A computação digital de alta velocidade está diretamente relacionada à

teoria matricial e tem grande aplicação na engenharia moderna, na matemática e em

diversos ramos da ciência. Matrizes podem representar transformações lineares de

um conjunto finito de números para outro e seu estudo pode ser proveitoso, uma vez

que muitos problemas importantes possuem comportamento linear. Considerando

que computadores possuem memória finita, e por isso podem realizar apenas um

número finito de operações, temos que a busca de soluções de problemas lineares

que realizem um menor número de operações envolve o tratamento adequado de

matrizes.

2.1 Polinômio Caracteŕıstico, Autovalores e Autovetores

O estudo de matrizes quadradas está intimamente ligado ao estudo

de polinômios caracteŕısticos, autovalores e autovetores, uma vez que esses podem

revelar propriedades das matrizes.

Nesta seção, mostramos que para cada matriz quadrada podemos as-

sociar um polinômio caracteŕıstico, um conjunto de autovalores e um conjunto de

autovetores e ainda apresentamos como esses itens se relacionam.

Definição 2.1. Seja A uma matriz quadrada. Um número λ é dito um autovalor

de A se, e somente se, existe um vetor não nulo v que satisfaz a equação Av = λv.
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Tal vetor é dito autovetor associado ao autovalor λ. O polinômio caracteŕıstico

da matriz A, denotado por pA(x), é dado por pA(x) = det(xI −A).

Essas definições mostram como relacionar uma matriz quadrada com

seu polinômio caracteŕıstico e com seu conjunto de autovalores e autovetores. Veja-

mos como relacionar o polinômio caracteŕıstico com os autovalores e autovetores.

Teorema 2.1. [21] O número λ é um autovalor da matriz quadrada A se, e somente

se, det(λI − A) = 0, ou seja, se λ é raiz do polinômio caracteŕıstico pA(x) =

det(xI −A). Além disso, se A tem ordem n, então o polinômio caracteŕıstico pA(x)

tem grau n.

Assim temos que a ordem de uma matriz indica seu número de auto-

valores, mas esses são caracterizados pelas ráızes do polinômio caracteŕıstico, logo

uma matriz não necessariamente possui todos os autovalores distintos. Indicar ade-

quadamente quantos autovalores se repetem e quantas vezes isso acorre nos leva a

uma definição fundamental para o desenvolvimento da teoria espectral de grafos.

Definição 2.2. A multiplicidade do autovalor λ de uma matriz quadrada A é o

número de vezes que esse é raiz do polinômio caracteŕıstico pA(x) = det(xI − A).

O espectro da matriz A é dado pelo multiconjunto de seus autovalores repetidos tan-

tas vezes quanto suas multiplicidades. Denotamos por Spec(A) = {λ1
(n1), ..., λk

(nk)}
o espectro da matriz A com autovalores λ1, ..., λk com respectivas multiplicidades

n1, ..., nk.

O Exemplo 2.1 ilustra as definições e teoremas apresentados até o

momento.
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Exemplo 2.1. Considere a matriz

A =

















2 1 0 1

0 2 1 1

0 0 4 2

0 2 1 0

















.

Observe que a ordem da matriz A é 4, logo seu polinômio caracteŕıstico

deve ter grau 4. De fato,

pA(x) = x4 − 8x3 + 16x2 − 16 = (x− 2)2(x− 2− 2
√
2)(x− 2 + 2

√
2).

Usando a fatoração de pA(x) podemos ver que os autovalores de A são

2, 2 + 2
√
2 e 2− 2

√
2, além disso, temos que Spec(A) = {2 + 2

√
2, 2(2), 2− 2

√
2}.

Utilizando a forma Av = λv encontramos os autovetores de A, que são

dados por

v1 =

















1

0

0

0

















, v2 =

















3
√
2 + 2

4
√
2 + 4

8
√
2 + 8

8

















e v3 =

















2− 3
√
2

4− 4
√
2

8− 8
√
2

8

















.

A estrutura de algumas matrizes permite estabelecer propriedades sobre

seus autovalores e autovetores.

Definição 2.3. Uma matriz A é dita matriz hermitiana quando A = A
T
, onde

A denota a matriz conjugada de A, e AT denota a matriz transposta de A.

As matrizes hermitianas constituem uma importante classe da teoria

matricial, devido a natureza de seus autovalores e a forma que seus autovetores

podem assumir.
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Teorema 2.2. [21] Se A é uma matriz hermitiana de ordem n, então seus autova-

lores λ1, ..., λn são reais. Além disso, A possui autovetores unitários v1, ..., vn, dois

a dois ortogonais, com Avj = λjv
j para j = 1, ..., n. Tais autovetores formam uma

base ortonormal do Rn.

Como os autovalores de uma matriz hermitiana são reais sempre po-

demos renomeá-los e ordená-los de forma que tenhamos λ1 ≥ · · · ≥ λn, tal relação de

ordem é de vital importância para o desenvolvimento de resultados de entrelaçamento.

Por sua vez, as matrizes reais simétricas, que são positivas semidefini-

das, podem ser escritas como o produto de duas outras matrizes, e possuem apenas

autovalores não negativos.

Teorema 2.3. [26] Se A é uma matriz real simétrica de ordem n, então as sequintes

afirmações são equivalentes:

(i) A é uma matriz positiva semidefinida, ou seja, vTAv ≥ 0, para

todo v ∈ Rn.

(ii) Todos os autovalores de A são reais não negativos.

(iii) Existe uma matriz B tal que A = BBT .

O Exemplo 2.2 mostra como utilizar esses teoremas.

Exemplo 2.2. Considere a matriz

A =











2 1 1

1 2 1

1 1 2











.

Note que A é uma matriz hermitiana, logo seus autovalores são reais.

De fato, Spec(A) = {4, 1(2)}.
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Além disso, temos que seus autovetores

v1 =











1

1

1











, v2 =











−1

0

1











, v3 =











−1

1

0











.

formam uma base do R3 por serem 3 vetores não nulos 2 a 2 ortogonais. Basta

notar que

(v1, v2) = (v1, v3) = (v2, v3) = 0,

onde (u, v) indica o produto interno entre os vetores u e v.

Como A é uma matriz real simétrica com autovalores não negativos

temos pelo Teorema 2.3 que A é uma matriz positiva semidefinida.

Seja v = [a, b, c]T um vetor qualquer do R3. Temos que

vTAv = vT (aAe1 + bAe2 + cAe3)

= avTAe1 + bvTAe2 + cvTAe3

= (a+ b)2 + (a+ c)2 + (b+ c)2 ≥ 0,

onde e1, e2, e3 são os vetores da base canônica do R3.

Tomando B =













√
2 0 0√
2

2

√
6

2
0√

2

2

√
6

6

2
√
3

3













temos que A = BBT .

Algumas matrizes possuem uma estrutura tão grande e com tamanha

regularidade que podem ser caracterizadas por meio da estrutura de suas submatri-

zes, como é o caso da classe abaixo.
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Definição 2.4. Uma matriz A é dita matriz triangular por blocos se é da forma

A =

















A1 ... ... ...

02,1 A2 ... ...
...

. . .
. . . ...

0n,1 ... 0n,n−1 An

















,

onde cada Ai é uma submatriz de A com ordem ni ×mi e 0i,j é a matriz 0ni×mj
.

O Teorema 2.4 mostra que podemos investigar propriedades de ma-

trizes triangulares por blocos por meio da estrutura de seus blocos. Tal ferramenta

pode ser útil quando a matriz não possuir a estrutura adequada para aplicação de

determinado resultado, mas seus blocos possúırem.

Teorema 2.4. [21] Se A é uma matriz triangular por blocos com n blocos e todos

os blocos são quadrados, então

Spec(A) =
n
⋃

i=1

Spec(Ai).

Vejamos as vantagens da aplicação desse resultado no Exemplo 2.3.

Exemplo 2.3. Considere a matriz

B =

















3 −1 5 −10

−1 3 0 −1

0 0 2 1

0 0 1 2

















.

Observe que calcular o Spec(B) não é uma tarefa fácil pois a matriz

tem ordem 4, no entanto, perceba que B é uma matriz triangular por blocos com

blocos

B1 =





3 −1

−1 3



 e B2 =





2 1

1 2



 .
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Tais blocos possuem ordem 2 e são simétricos, logo calcular o Spec(B1)

e o Spec(B2) é mais fácil do que calcular o Spec(B).

Como Spec(B1) = {4, 2} e Spec(B2) = {3, 1} segue pelo Teorema 2.4

que Spec(B) = {4, 3, 2, 1}.

Algumas classes de matrizes são caracterizadas pelas relações entre seus

elementos. Na classe apresentada abaixo, as matrizes estão relacionadas por meio

de uma operação.

Definição 2.5. Duas matrizes quadradas A e B de mesma ordem são ditas matri-

zes similares se existir uma matriz quadrada T , com T inverśıvel, tal que

T−1AT = B.

As estruturas de duas matrizes similares estão intimamente ligadas pela

operação que as caracterizam, isso permite estabelecer uma relação direta entre seus

espectros.

Teorema 2.5. [21] Matrizes similares possuem o mesmo espectro.

Tal resultado permite alterar a estrutura de uma matriz por meio das

operações adequadas sem alterar seu espectro, com isso podemos gerar matrizes com

estruturas que facilitem o cálculo dos autovalores.

Exemplo 2.4. Dadas as matrizes

A =











3 0 3

0 2 1

3 0 3











e T =











0 0 1

1 0 0

0 1 0











,

temos que

T−1AT =











2 1 0

0 3 3

0 3 3











.

16



Observe que a matriz T−1AT é triângular por blocos e por isso é mais

simples calcular o Spec(T−1AT ) do que o Spec(A).

Segue pelo Teorema 2.5 que Spec(T−1AT ) = {6, 2, 0} = Spec(A).

Matrizes podem estar relacionados por diferentes operações. O Teo-

rema 2.6 estabelece uma relação entre os espectros de duas matrizes que estão

relacionadas pela estrutura das operações que as definem.

Teorema 2.6. [22] Dada uma matriz A, temos que os autovalores não nulos de

AAT e de ATA são iguais, e possuem mesma multiplicidade.

Demonstração. Seja v um autovetor de ATA associado ao autovalor λ 6= 0. Então

λAv = Aλv = (AAT )Av,

e assim temos que Av é um autovetor de AAT associado ao autovalor λ.

Suponhamos agora que u é autovetor de AAT associado ao autovalor

λ 6= 0. Então

λATu = ATλu = (ATA)ATu,

assim temos que ATu é um autovetor de ATA associado ao autovalor λ.

Sejam U = Ker(ATA− λI) e V = Ker(AAT − λI). Observe que para

todo vetor u ∈ U temos que Au ∈ V , enquanto que para todo vetor v ∈ V temos

que ATv ∈ U . Como a matriz ATA leva o conjunto U em si mesmo de maneira

sobrejetiva temos que U e V possuem a mesma dimensão.

Tal resultado permite conhecer o espectro de uma das matrizes apenas

calculando o da outra. Dessa forma, basta descobrir os autovalores da menor matriz

e adicionar zeros a seu espectro para obter o espectro da maior.
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Exemplo 2.5. Dada a matriz A =





2 0 2

1 1 2



 temos que

AAT =





8 6

6 6



 e ATA =











5 1 6

1 1 2

6 2 8











.

Como AAT tem ordem menor é mais fácil calcular seu espectro. Temos

que Spec(AAT ) = {7 +
√
37, 7−

√
37}.

Como ATA tem ordem 3 basta adicionar um zero ao Spec(AAT ) para

obter o Spec(ATA), segue que Spec(ATA) = {7 +
√
37, 7−

√
37, 0}.

2.2 Problemas de Otimização

Dada uma matriz hermitiana A com autovalores reais λ1 ≥ · · · ≥ λn as-

sociados, respectivamente, aos autovetores unitários dois a dois ortogonais v1, .., vn,

sabemos que

Avi = λiv
i, (vi, vj) = δij , (i, j = 1, .., n)

onde (vi, vj) indica o produto interno entre os vetores vi e vj, e δij representa o

delta de Kronecker, ou seja, δij = 1 se i = j, caso contrário δij = 0.

Os autovalores de A são valores dados pela forma quadrática (Av, v)

definida na esfera unitária ||v|| = 1, ou seja

λ1 = (Av1, v1) ≥ λ2 = (Av2, v2) ≥ · · · ≥ λn = (Avn, vn).

Note que λ1 é o maior desses n valores. É natural questionarmos se λ1 é o maior

valor definido pela forma quadrática (Av, v) na esfera unitária ||v|| = 1.

Teorema 2.7. Prinćıpio de Rayleigh. [26]

Seja A = [aij ] uma matriz hermitiana de ordem n e λ1 ≥ · · · ≥ λn os seus autova-
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lores. Então

λ1 = max
‖v‖=1

(Av, v), (2.1)

e o máximo é atingido quando v é um autovetor unitário associado ao autovalor λ1.

Demonstração. Sejam v1, ..., vn autovetores unitários dois a dois ortogonais da ma-

triz A. Observe que esses vetores formam uma base para um espaço vetorial de

dimensão n, dessa forma qualquer vetor unitário v pode ser representado como

v = c1v
1 + · · ·+ cnv

n, onde

1 = (v, v) =

(

n
∑

i=1

civ
i,

n
∑

j=1

cjv
j

)

=

n
∑

i=1

n
∑

j=1

cicj(v
i, vj)

=
n
∑

i=1

n
∑

j=1

cicjδij = |c1|2 + · · ·+ |cn|2.

Usando que Av =
∑

i ciλiv
i temos

(Av, v) =

(

n
∑

i=1

ciλiv
i,

n
∑

j=1

cjv
j

)

= λ1|c1|2+· · ·+λn|cn|2 ≤ λ1(|c1|2+· · ·+|cn|2) = λ1.

Se λ1 = · · · = λr > λr+1 ≥ · · · ≥ λn a igualdade na expressão anterior

é atingida unicamente se

|c1|2 + · · ·+ |cr|2 = 1, cj = 0 (j > r).

Logo (Av, v) ≤ λ1 e a igualdade é atingida quando v é um autovetor

unitário associado ao autovalor λ1.

Observe que o máximo na expressão (2.1) é tomado sobre todos os

vetores reais unitários.

Analogamente, temos que λn é o menor dos n valores. É igualmente

natural questionarmos se λn é o menor valor definido pela forma quadrática (Av, v)

na esfera unitária ||v|| = 1.
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Teorema 2.8. Outra Versão do Prinćıpio de Rayleigh.[26]

Seja A = [aij ] uma matriz hermitiana de ordem n e λ1 ≥ · · · ≥ λn os seus autova-

lores. Então

λn = min
‖v‖=1

(Av, v). (2.2)

O mı́nimo é atingido quando v é o autovetor unitário associado ao autovalor λn.

Demonstração. Análogo ao teorema anterior. Basta perceber que o problema de

minimização enunciado pode ser resolvido de modo similar ao problema de maxi-

mização do teorema anterior.

O corolário a seguir apresenta uma formulação do Prinćıpio de Rayleigh

em que o vetor maximizado não precisa ser unitário, mas também não pode ser o

vetor nulo.

Corolário 2.1. [26] Seja A uma matriz hermitiana de ordem n e λ1 ≥ · · · ≥ λn os

seus autovalores. Então

λ1 = max
x 6=0

(Ax, x)

(x, x)
. (2.3)

A expressão
(Ax, x)

(x, x)
é denominada quociente de Rayleigh.

Demonstração. Como x 6= 0 temos que ‖x‖ > 0, assim obtemos

(Ax, x)

(x, x)
=

1

‖x‖2 (Ax, x) =
(

A
x

‖x‖ ,
x

‖x‖

)

= (Av, v),

onde v é um vetor unitário.

Reciprocamente, se ‖v‖ = 1 então (Av, v) =
(Av, v)

(v, v)
. Assim temos que

(2.1) e (2.3) assumem o mesmo valor.

Mostremos como aplicar a caracterização de autovalores e autovetores

dada pelo Prinćıpio de Rayleigh.
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Exemplo 2.6. Considere a matriz hermitiana

A =





4 3i

−3i 2



 ,

com autovalores λ1 = 3 +
√
10 e λ2 = 3−

√
10 e autovetores

v1 =





3i
√
10− 1



 e v2 =





−3i
√
10 + 1



 .

Segue pelo Prinćıpio de Rayleigh que para todo x1 6= 0 e x2 6= 0

temos que
4|x1|2 + 3ix1x2 − 3ix2x1 + 2|x2|2

|x1|2 + |x2|2
≤ 3 +

√
10.

A igualdade é atingida quando x1 = v11 e x2 = v12.

Uma vez definido o autovalor λ1 de uma matriz hermitiana A podemos

determinar os autovalores λ2 ≥ · · · ≥ λn observando que são valores da forma (Av, v)

com ||v|| = 1 e v ortogonal aos autovetores associados aos autovalores maiores, ou

seja, para i ≥ 2 temos que λi = (Av, v) quando v = vi, um vetor unitário ortogonal

a v1, ..., vi−1.

Teorema 2.9. Prinćıpio de Rayleigh Generalizado.[26]

Seja A uma matriz hermitiana de ordem n e λ1 ≥ · · · ≥ λn os seus autovalores. Para

i ≥ 2, sejam v1, ..., vi−1 autovetores unitários dois a dois ortogonais respectivamente

associados aos autovalores λ1, ..., λi−1. Então

λi = max
‖v‖ = 1

v ⊥ v1, ..., vi−1

(Av, v) (2.4)

onde v ⊥ v1, ..., vi−1 indica que (v, v1) = (v, v2) = · · · = (v, vi−1) = 0. O máximo é

atingido quando v é o autovetor associado ao autovalor λi.
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Demonstração. Sejam v1, ..., vn os autovetores unitários dois a dois ortogonais da

matriz A. Observe que esses vetores formam uma base para um espaço de dimensão

n, logo v pode ser escrito como

v = c1v
1 + · · ·+ ci−1v

i−1 + civ
i + · · ·+ cnv

n.

Assim temos

‖v‖2 =
n
∑

j=1

|cj|2, ck = (v, vk) (k = 1, ..., n).

Pelas condições de maximização da equação (2.4) temos

1 =
n
∑

j=1

|cj |2, ck = 0 (k = 1, ..., i− 1).

Então

(Av, v) =

(

n
∑

j=1

cjλjv
j ,

n
∑

k=1

ckv
k

)

=
n
∑

j=1

n
∑

k=1

λjcjck(v
j, vk)

= λi|ci|2 + · · ·+ λn|cn|2 ≤ λi(|ci|2 + · · ·+ |cn|2) = λi. (2.5)

A igualdade é atingida se ci = 1 e ci+1 = · · · = cn = 0, ou seja, se

v = vi.

Se λi = · · · = λr > λr+1 ≥ · · · ≥ λn a igualdade em (2.5) é atingida

unicamente se

|ci|2 + · · ·+ |cr|2 = 1, cj = 0 (j > r).

Então para r > i temos que um vetor adequado para a equação (2.4) é dado por

v = civ
i + · · ·+ crv

r,

e é um autovetor associado ao autovalor λi de multiplicidade r − i+ 1.

De maneira similar, podemos enunciar um paralelo do resultado anterior

em função do autovalor λn cuja demonstração é análoga a do Teorema 2.9.
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Teorema 2.10. Outra Versão do Prinćıpio de Rayleigh Generalizado.[26]

Seja A uma matriz hermitiana de ordem n e λ1 ≥ · · · ≥ λn os seus autovalores.

Para i ≤ n − 1, sejam vi+1, ..., vn autovetores unitários dois a dois ortogonais res-

pectivamente associados aos autovalores λi+1, ..., λn. Então

λi = min
‖v‖ = 1

v ⊥ vi+1, ..., vn

(Av, v). (2.6)

O mı́nimo é atingido quando v é o autovetor associado ao autovalor λi.

No Exemplo 2.7 mostramos como aplicar essa generalização.

Exemplo 2.7. Considere a matriz hermitiana

A =











3 0 0

0 2 0

0 0 1











,

com autovalores λ1 = 3, λ2 = 2 e λ3 = 1, e correspondentes autovetores

v1 = e1 =











1

0

0











, v2 = e2 =











0

1

0











e v3 = e3 =











0

0

1











.

O Prinćıpio de Rayleigh Generalizado para λ2 indica que

λ2 = max
u2
1 + u2

2 + u2
3 = 1

(u, e1) = 0

(Au, u) = max
u2
1 + u2

2 + u2
3 = 1

(u, e1) = 0

(3u2
1 + 2u2

2 + u2
3).

Como (u, e1) = u1 = 0 obtemos que

λ2 = max
u2
2 + u2

3 = 1

(2u2
2 + u2

3) = 2.

Observe que os Teoremas 2.7 e 2.9 lidam com problemas de maxi-

mização, enquanto osTeoremas 2.8 e 2.10 lidam com os problemas de minimização
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análogos. Tais resultados ilustram como problemas de maximização e minimização

de uma mesma expressão se relacionam.

O Prinćıpio de Rayleigh para o segundo maior autovalor de uma matriz

A, afirma que

λ2 = max
‖v‖ = 1

v ⊥ v1

(Av, v)

onde v1 é um autovetor associado ao autovalor λ1 da matriz. Observe que o Prinćıpio

de Rayleigh não fornece uma caracterização independente para λ2, uma vez que

seu problema de máximo é estabelecido em função de um autovetor desconhecido

associado ao autovalor λ1.

Existe uma caracterização para λ2 em que a dependência de v1 não é

expĺıcita. Para um vetor arbitrário u1 definimos

φ(u1) = max
‖v‖ = 1

v ⊥ u1

(Av, v).

Note que esse problema de maximização depende de um vetor u1 que

pertence a um espaço de dimensão n, logo φ(u1) pode assumir diversos valores reais.

O Teorema de Courant-Fischer afirma que λ2 é o menor desses valores, ou seja

λ2 = min
u1

φ(u1).

Em outras palavras, φ(u1) é minimizado quando u1 = v1.

Teorema 2.11. Teorema de Courant-Fischer.[26]

Seja A uma matriz hermitiana de ordem n e λ1 ≥ · · · ≥ λn os seus autovalores.

Então, para i < n, temos que

λi+1 = min
u1,...,ui











max
‖v‖ = 1

v ⊥ u1, ..., ui

(Av, v)











.
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Demonstração. Observe que a função

φ(u1, ..., ui) = max
‖v‖ = 1

v ⊥ u1, ..., ui

(Av, v), (2.7)

está bem definida por ser o máximo de uma função cont́ınua em um conjunto com-

pacto. Se v1, ..., vn são autovetores unitários dois a dois ortogonais da matriz A

associados, respectivamente, aos autovalores λ1, ..., λn, segue do Teorema 2.9 que

φ(v1, ..., vi) = λi+1. (2.8)

Dados vetores u1, ..., ui, vamos construir um vetor admisśıvel v tal que

(Av, v) ≥ λi+1. Considere todos os vetores v
0 da forma v0 = c1v

1+· · ·+civ
i+ci+1v

i+1.

Note que as condições

(v0, uk) =

i+1
∑

j=1

cj(v
j, uk) = 0 (k = 1, ..., i) (2.9)

fornecem um sistema de i equações nas variáveis c1, ..., ci+1. Como o sistema ho-

mogêneo na equação (2.9) possui mais variáveis do que equações, temos que existem

γ1, ..., γi+1, com γl 6= 0 para algum l, tal que cj = λγj , 1 ≤ j ≤ i+ 1, é solução para

todo valor de λ. Tomando

λ =

(

i+1
∑

j=1

|γj|2
)−1/2

obtemos uma solução do sistema em (2.9) com
∑ |cj|2 = 1, logo o vetor v0 =

∑

cjv
j

satisfaz todas as condições de maximização da equação (2.7). Assim temos que o

valor máximo da função φ satisfaz a desigualdade φ(u1, ..., ui) ≥ (Av0, v0).

Perceba que

(Av0, v0) =

(

i+1
∑

j=1

cjλjv
j,

i+1
∑

k=1

ckv
k

)

=
i+1
∑

j=1

|cj|2λj ≥ λi+1

i+1
∑

j=1

|cj|2 = λi+1. (2.10)

Dessa forma mostramos que φ(u1, ..., ui) ≥ λi+1 para qualquer conjunto

de vetores u1, ..., ui, e pela equação (2.8) temos que a igualdade é atingida quando
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u1 = v1, ..., ui = vi. Com isso mostramos que λi+1 é exatamente o mı́nimo de φ,

como o teorema estabelece.

Assim como no Prinćıpio de Rayleigh, também podemos estabelecer um

paralelo do Teorema de Courant-Fischer formulado por um problema de otimização

complementar ao original.

Teorema 2.12. Outra Versão do Teorema de Courant-Fischer.[26]

Seja A = [aij ] uma matriz hermitiana de ordem n e λ1 ≥ · · · ≥ λn os seus autova-

lores. Então para i > 1 temos que

λi−1 = max
ui,...,un











min
‖v‖ = 1

v ⊥ ui, ..., un

(Av, v)











. (2.11)

Demonstração. Análogo ao teorema anterior. Basta perceber que o problema de

maximização seguido do problema de minimização enunciado pode ser resolvido de

modo similar ao problema de minimização seguido do problema de maximização do

teorema anterior, desde que respeitadas as restrições impostas ao vetor v.

Desenvolvendo o Exemplo 2.7 mostramos uma aplicação prática do

Teorema de Courant-Fischer.

Exemplo 2.8. O Teorema de Courant-Fischer para λ3 implica que

1 = min
v1,v2











max
‖u‖ = 1

(u, v1) = (u, v2) = 0

(

3u2
1 + 2u2

2 + u2
3

)











.

De fato

φ(e1, e2) = max
‖u‖ = 1

(u, v1) = (u, v2) = 0

(

3u2
1 + 2u2

2 + u2
3

)

= max
u2
3
=1

u2
3 = 1.
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O Prinćıpio de Rayleigh e o Teorema de Courant-Fischer caracterizam

autovalores de matrizes hermitianas por meio de problemas de maximização e mi-

nimização. A continuidade das funções maximizadas e/ou minimizadas fornece um

razoável grau de liberdade na manipulação desses problemas, o que nos permite

relacionar autovalores de diferentes matrizes em determinadas classes.

O Teorema do Entrelaçamento de Cauchy afirma que os autovalores de

uma matriz hermitiana de ordem n podem ser relacionados com os autovalores de

qualquer submatriz principal de ordem n− 1 dessa.

Definição 2.6. Uma matriz B, quadrada de ordem m, é uma submatriz principal

de ordem m de uma matriz A, quadrada de ordem n > m, se B é obtida pela deleção

de n−m linhas e das mesmas n−m colunas de A.

Existem diversas demonstrações para o Teorema do Entrelaçamento de

Cauchy na literatura (ver [20], [28] e a página 186 de [31]). Procedemos com uma

prova que utiliza o Teorema de Courant-Fischer.

Teorema 2.13. Teorema do Entrelaçamento de Cauchy.[26]

Sejam A uma matriz hermitiana de ordem n > 1 e B uma submatriz principal de

ordem n− 1 de A. Se

λ1 ≥ · · · ≥ λn são os autovalores de A e

θ1 ≥ · · · ≥ θn−1 são os autovalores de B,

então

λ1 ≥ θ1 ≥ λ2 ≥ θ2 ≥ · · · ≥ λn−1 ≥ θn−1 ≥ λn.

Demonstração. Mostremos inicialmente o caso em que B = [bij ] é a submatriz prin-

cipal de ordem n− 1 de A = [aij] obtida pela deleção da última linha e coluna.
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Considere as expressões (Bu, u) e (Av, v), e observe que elas serão iguais

se (v, en) = vn = 0 e vi = ui, para 1 ≤ i ≤ n− 1. De fato

(Bu, u) =
n−1
∑

i=1

n−1
∑

j=1

bijujui =
n−1
∑

i=1

n−1
∑

j=1

aijvjvi =
n
∑

i=1

n
∑

j=1

aijvjvi = (Av, v).

Para quaisquer vetores x1, ..., xi−1, com i < n, temos que

max
‖v‖ = 1

v ⊥ x1, ..., xi−1

(Av, v) ≥ max
‖v‖ = 1

v ⊥ x1, ..., xi−1, en

(Av, v), (2.12)

pois a exigência (v, en) = 0, no lado direito da expressão (2.12), restringe os posśıveis

valores de (Av, v).

Usaremos a notação v −→ u para indicar que u = [v1, ..., vn−1]
T , ou

seja, u é formado pelos mesmos elementos de v a menos do último.

Se xj −→ wj para 1 ≤ j ≤ i− 1, temos que

max
‖v‖ = 1

v ⊥ x1, ..., xi−1, en

(Av, v) = max
‖u‖ = 1

u ⊥ w1, ...,wi−1

(Bu, u). (2.13)

De fato,







‖v‖ = 1

(v, x1) = · · · = (v, xi−1) = (v, en) = 0
⇔







‖u‖ = 1

(u, w1) = · · · = (u, wi−1) = 0.

Assim temos que ambos os lados da equação (2.13) são funções dos

vetores x1, ..., xi−1. Como funções idênticas possuem o mesmo mı́nimo, temos

min
x1,...,xi−1











max
‖v‖ = 1

v ⊥ x1, ..., xi−1, en

(Av, v)











= min
w1,...,wi−1











max
‖u‖ = 1

u ⊥ w1, ..., wi−1

(Bu, u)











= θi. (2.14)
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Note que se i = 1 nenhum dos vetores xi ou wi aparece e podemos

substituir a expressão (2.14) por

max
‖v‖ = 1

v ⊥ en

(Av, v) = max
‖u‖=1

(Bu, u) = θ1.

A desigualdade (2.12) afirma que uma certa função de x1, ..., xi−1 é

sempre maior ou igual que uma outra certa função de x1, ..., xi−1, logo o mı́nimo

dessas deve satisfazer a mesma desigualdade. Usando o Teorema de Courant-

Fischer (Teorema 2.11) e a expressão (2.14) temos que

λi = min
x1,...,xi−1











max
‖v‖ = 1

v ⊥ x1, ..., xi−1

(Av, v)











≥ min
w1,...,wi−1











max
‖u‖ = 1

u ⊥ w1, ...,wi−1

(Bu, u)











= θi.

Resta mostrar que θi ≥ λi+1. Na expressão (2.14) mostramos que

θi = min
x1,...,xi−1

φ(x1, ..., xi−1, en), (2.15)

onde definimos

φ(x1, ..., xi−1, xi) = max
‖v‖ = 1

v ⊥ x1, ..., xi−1, xi

(Av, v).

Pelo Teorema 2.11 temos que

min
x1,...,xi−1,xi

φ(x1, ..., xi−1, xi) = λi+1 (2.16)

No problema de minimização da equação (2.15) fixamos xi = en, en-

quanto que no problema de minimização da equação (2.16) não restringimos o vetor

xi, e isto garante que existam mais candidatos para minimizar φ. Assim temos que

θi = min
x1,...,xi−1

φ(x1, ..., xi−1, en) ≥ min
x1,...,xi−1,xi

φ(x1, ..., xi−1, xi) = λi+1.
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Isso prova o caso em que B é a submatriz principal de ordem n− 1 de

A obtida pela deleção da última linha e coluna de A.

No caso geral, note que para cada linha e coluna da matriz A existe

uma matriz de permutação P que faz com que essas se tornem a última linha e

coluna da matriz P−1AP . Pelo Teorema 2.5 temos que o espectro de A é igual

ao espectro de P−1AP , e com isso o resultado procede de maneira análoga ao caso

anterior.

O próximo teorema é uma generalização do Teorema do Entrelaçamento

de Cauchy obtido por aplicações sucessivas do mesmo. Para uma demonstração

direta podemos utilizar o Teorema de Courant-Fischer como na página 190 de [26].

Teorema 2.14. Teorema do Entrelaçamento de Cauchy Generalizado.[26]

Sejam A uma matriz hermitiana de ordem n > 1 e Br uma submatriz principal de

ordem r de A com 1 ≤ r < n. Se

λ1 ≥ · · · ≥ λn são os autovalores de A e

θ1 ≥ · · · ≥ θr são os autovalores de B,

então

λi ≥ θi ≥ λi+n−r,

para 1 ≤ i ≤ r.

Demonstração. Procedemos por indução em n− r.

Para n− r = 1 recáımos no teorema anterior.

Suponhamos que o resultado é válido para n − r − 1 e denotamos por

γ1 ≥ · · · ≥ γr+1 os autovalores da matriz Br+1. Segue pela hipótese de indução que

λi ≥ γi ≥ λi+n−r−1.

Mostremos que o resultado é válido para n− r. Note que a matriz Br é

submatriz principal da matriz Br+1. Segue pelo Teorema 2.13 que γi ≥ θi ≥ γi+1.
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Assim temos

λi ≥ γi ≥ θi ≥ γi+1 ≥ λi+n−r.

Logo temos que

λi ≥ θi ≥ λi+n−r.

O Exemplo 2.9 mostra como identificar submatrizes principais e como

aplicar o Teorema do Entrelaçamento de Cauchy.

Exemplo 2.9. Considere as matrizes

A =











2 1 1

1 2 1

1 1 3











B =





2 1

1 2



 C =
(

2
)

.

A matriz B é submatriz principal de ordem 2 da matriz A obtida pela

deleção da última linha e coluna.

Analogamente, temos que C é submatriz principal de ordem 1 da matriz

B obtida pela deleção da segunda linha e coluna. Consequentemente, temos que C

é submatriz principal de ordem 1 da matriz A obtida pela deleção das duas últimas

linhas e colunas.

Calculando os autovalores dessas matrizes temos:

λ1 = 3 +
√
2, λ2 = 3−

√
2 e λ3 = 1 são os autovalores de A.

θ1 = 3 e θ2 = 1 são os autovalores de B.

γ1 = 2 é o autovalor de C.

Pelo Teorema do Entrelaçamento de Cauchy temos as seguintes relações.

Entre A e B: 3 +
√
2 ≥ 3 ≥ 3−

√
2 ≥ 1 ≥ 1.

Entre B e C: 3 ≥ 2 ≥ 1.

Entre A e C: 3 +
√
2 ≥ 2 ≥ 1.
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Com o Prinćıpio de Rayleigh e o Teorema de Courant-Fischer pode-

mos estabelecer relações entre autovalores de matrizes que estejam associadas por

operações. Suponha que desejamos conhecer os autovalores de uma matriz hermiti-

ana A cujos elementos não são exatamente conhecidos. Dada uma matriz hermitiana

B com elementos próximos dos de A temos que A = B + E, onde E é uma matriz

hermitiana que representa a diferença entre os elementos de A e B. A Desigual-

dade de Weyl permite estimar a diferença entre os autovalores de B e os respectivos

autovalores de A.

Teorema 2.15. Desigualdade de Weyl.[26]

Seja A = B + E, onde A,B e E são matrizes hermitianas, e

λ1 ≥ · · · ≥ λnsão os autovalores de A,

θ1 ≥ · · · ≥ θnsão os autovalores de B,

γ1 ≥ · · · ≥ γnsão os autovalores de E.

Então

γ1 + θi ≥ λi ≥ γn + θi

para 1 ≤ i ≤ n.

Demonstração. O Teorema de Courant-Fischer (Teorema 2.11) afirma que

λi = min
u1,...,ui−1











max
‖v‖ = 1

v ⊥ u1, ..., ui−1

(Av, v)











.

O Prinćıpio de Rayleigh (Teorema 2.7) afirma que

γ1 = max
‖v‖=1

(Ev, v).

Para obtermos o min(Ev, v) observarmos que os autovalores de −E

são −γn ≥ · · · ≥ −γ1 e que o mı́nimo e o máximo de uma função sempre estão
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relacionados do seguinte modo

min
‖v‖=1

(Ev, v) = − max
‖v‖=1

[−(Ev, v)] = −(−γn) = γn.

Logo

γn ≤ (Ev, v) ≤ γ1, se ||v|| = 1. (2.17)

Como A = B + E segue que (Av, v) = (Bv, v) + (Ev, v). Usando a

desigualdade (2.17) temos que

γn + (Bv, v) ≤ (Av, v) ≤ γ1 + (Bv, v).

Dados vetores u1, ..., ui−1 obtemos

γn + max
‖v‖ = 1

v ⊥ u1, ..., ui−1

(Bv, v) ≤ max
‖v‖ = 1

v ⊥ u1, ..., ui−1

(Av, v) ≤ γ1 + max
‖v‖ = 1

v ⊥ u1, ..., ui−1

(Bv, v).

Tomando o mı́nimo com respeito aos vetores u1, ..., ui−1 na expressão

acima, e usando que se a desigualdade anterior é válida para qualquer valor que

as funções possam assumir então ela também deve será válida para o mı́nimo das

mesmas, segue pelo Teorema de Courant-Fischer que

γ1 + θi ≥ λi ≥ γn + θi

Vejamos como as relações dadas pela Desigualdade de Weyl são esta-

belecidas na prática.

Exemplo 2.10. Considere as matrizes hermitianas

A =











2 1 1

1 2 1

1 1 4











e B =











1 1 0

1 1 1

0 1 1











.
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Calculando a matriz E = A−B temos

E =











1 0 1

0 1 0

1 0 3











.

Dessa forma temos que A = B + E. Calculando os autovalores dessas

três matrizes temos que

λ1 = 5, λ2 = 2 e λ3 = 1 são os autovalores de A.

θ1 = 1 +
√
2, θ2 = 1 e θ3 = 1−

√
2 são os autovalores de B.

γ1 = 2 +
√
2, γ2 = 1 e γ3 = 2−

√
2 são os autovalores de E.

Pela Desigualdade de Weyl temos as seguintes relações

Para i = 1: (2 +
√
2) + (1 +

√
2) ≥ 5 ≥ (2−

√
2) + (1 +

√
2) ⇒ 3 + 2

√
2 ≥ 5 ≥ 3.

Para i = 2: (2 +
√
2) + (1) ≥ 2 ≥ (2−

√
2) + (1) ⇒ 3 +

√
2 ≥ 2 ≥ 3−

√
2.

Para i = 3: (2 +
√
2) + (1−

√
2) ≥ 1 ≥ (2−

√
2) + (1−

√
2) ⇒ 3 ≥ 1 ≥ 3− 2

√
2.
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3 TEORIA DE GRAFOS

Muitas situações podem ser descritas por diagramas feitos por conjuntos

de pontos e linhas ligando pares desses pontos. A abstração matemática dessas

situações originou o conceito de grafo e o desenvolvimento de seu estudo.

Neste caṕıtulo apresentamos algumas definições e resultados sobre Te-

oria Espectral de Grafos fundamentados nos livros de Abreu et al [1] e de Bondy et

al [4].

3.1 Grafos e Suas Representações

Definição 3.1. Um grafo G é um par ordenado G = (V (G), E(G)), constitúıdo por

um conjunto finito e não vazio V (G), cujos elementos são denominados vértices, e

um conjunto E(G) de subconjuntos de dois elementos de V (G), denominados ares-

tas. Quando não houver ambiguidade denotaremos o conjunto dos vértices e o

conjunto das arestas do grafo G, respectivamente, por V e E.

Grafos recebem esse nome por possúırem uma representação gráfica que

ajuda na compreensão de muitas de suas propriedades. Nessa representação cada

vértice é indicado por um ponto, e cada aresta é exibida como uma linha que liga

os pontos que indicam os vértices que constituem a aresta.

Exemplo 3.1. Considere o grafo G1 com conjunto de vértices V (G1) = {A,B,C,D,E, F}
e de arestas E(G1) = {f1, f2, f3, f4, f5, f6}, onde f1 = {A,B}, f2 = {A,E}, f3 =

{A,D}, f4 = {D,E}, f5 = {B,E} e f6 = {E, F}.

Apresentamos na Figura 3.1 a representação gráfica de G1.
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A B C

D E F

f1

f2f3

f4

f5

f6

Grafo G1 = (V (G1), E(G1)).

Figura 3.1 Representação gráfica de G1.

Dado um conjunto A, denotamos por |A| a cardinalidade do conjunto.

Logo denotamos por |V | o número de vértices de G (ou ordem do grafo), e por |E| o
número de arestas de G (ou tamanho do grafo). Observe que o grafo do Exemplo

3.1 tem ordem e tamanho 6.

A representação gráfica ilustra as ligações entre vértices e arestas do

grafo. O desenvolvimento da teoria espectral de grafos exige que tais ligações sejam

adequadamente identificadas.

Definição 3.2. Se f = {u, v} ∈ E(G), dizemos que f é incidente aos vértices u

e v, que são ditos pontos finais da aresta f . Além disso, dizemos que u e v são

vértices vizinhos ou adjacentes, e são denotados por u ∼ v.

Se f = {u, v} /∈ E(G) dizemos que os vértices u e v não são adjacentes, e denotamos

por u ≁ v.

No Exemplo 3.1 temos que f1 é uma aresta incidente aos vértices A

e B, que são pontos finais da aresta f1, logo são vértices adjacentes.

A análise das relações de incidência e adjacência entre vértices e arestas

permite estabelecer caracteŕısticas sobre esses elementos.

Definição 3.3. A vizinhança de um vértice u ∈ V (G) é o conjunto {v ∈ V (G) :

{u, v} ∈ E(G)}, denotado por NG(u). Quando não houver ambiguidade denotaremos

a vizinhança do vértice u ∈ G por N(u).

O grau de um vértice u ∈ V (G), denotado por dG(u), é o número de arestas que
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incidem em u no grafo V (G). Quando não houver ambiguidade denotaremos o grau

do vértice u por d(u).

Considere o grafo do Exemplo 3.1. Como as arestas f2, f4, f5, e f6

são incidentes ao vértice E temos que dG1
(E) = 4, e além disso, cada uma dessas

arestas torna E adjacente a um vértice, com isso temos NG1
(E) = {A,B,D, F}.

Como nenhuma aresta incide no vértice C temos que dG1
(C) = 0. Um

vértice com tal propriedade é dito vértice isolado.

Um grafo pode ser caracterizado pela análise de suas arestas. A próxima

definição identifica a estrutura das arestas que constituem os grafos que serão estu-

dados nesse trabalho.

Definição 3.4. Um grafo G = (V,E) é dito grafo simples quando não possui laços

(arestas da forma {u, u}), não possui arestas múltiplas (repetição de elementos em

E) e não possui orientação (os subconjuntos de vértices que formam as arestas não

são ordenados).

Observe que o grafo apresentado no Exemplo 3.1 é simples. No

Exemplo 3.2 apresentamos um grafo que não é.

Exemplo 3.2. Considere o grafo apresentado na Figura 3.2.

A’ B’

E’

C’ D’

f1
f5

f2

f3

f4f6

f ′
6

f ′
5

f7

Grafo G2

Figura 3.2 Grafo não simples.
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Note que G2 é um grafo direcionado, ou seja, suas arestas são ordenadas e são

graficamente representadas por setas, que vão do primeiro para o segundo vértice

que constitúı a aresta. Além disso, observe que as arestas f5 e f ′
5 formam um par

de arestas múltiplas e a aresta f7 = {A′, A′} é um laço, logo G2 não é simples devido

à estrutura de suas arestas.

Em um grafo podemos identificar estruturas definidas por subconjuntos

de vértices e arestas que são utilizadas para a caracterização e para o estudo de

propriedades.

Definição 3.5. Seja G = (V,E) um grafo. Se G′ = (V ′, E ′) é um grafo com V ′ ⊆ V

e E ′ ⊆ E dizemos que G′ é um subgrafo de G, denotamos por G′ ⊆ G. Quando

G′ ⊆ G é tal que dois vértices são adjacentes em G′ se e somente se são adjacentes

em G, dizemos que G′ é um subgrafo induzido de G.

Considere os grafos apresentados na Figura 3.3.

A B

D E

f1

f3

f4

f5

Grafo H1.

D E F
f4

f6

Grafo H2.

Figura 3.3 Subgrafo e subgrafo induzido de G1.

Observe que ambos os grafos são compostos por vértices e arestas con-

tidos no grafo G1 do Exemplo 3.1, logo são seus subgrafos. Além disso, note que

o grafo H2 é subgrafo induzido de G1 por preservar todas as adjacencias do grafo

original entre seus vértices.
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Podemos investigar propriedades de um grafo por meio da análise de

seus subgrafos. Tais estruturas são mais simples e, por vezes, mais fáceis de serem

estudadas do que o grafo como um todo.

Na próxima definição apresentamos duas classes de grafos que possuem

estrutura simples e estão contidas em um grande número de grafos.

Definição 3.6. Uma sequência finita v1, v2, ..., vk de vértices de um grafo G = (V,E)

é dita uma cadeia de v1 a vk se {vi, vi+1} ∈ E para 1 ≤ i ≤ k − 1.

Se v1 = vk a cadeia é dita fechada.

Um caminho é uma cadeia onde todos os vértices são distintos. O caminho com n

vértices é denotado por Pn.

Um ciclo é um caminho fechado. O ciclo com n vértices é denotado por Cn, com

n ≥ 3.

O comprimento de um caminho ou ciclo é o número de arestas que neles ocorrem.

Relembrando os subgrafos do grafo G1 do Exemplo 3.1, apresentados

na Figura 3.3, temos que H1 = C4 e H2 = P3.

Algumas classes de grafos podem ser caracterizadas pela presença, ou

ausência, de outras.

Definição 3.7. Um grafo G é dito grafo conexo quando existe um caminho ligando

cada par de seus vértices, caso contrário, G é denominado grafo desconexo.

Dizemos que G′ ⊂ G é uma componente conexa de G quando G′ é um grafo

conexo e não existe um grafo conexo H ⊂ G tal que G′ ⊂ H e G′ 6= H.

Observe que o grafo G1 no Exemplo 3.1 possui duas componentes

conexas, uma constitúıda pelo vértice isolado C e a outra é o subgrafo induzido de

G1 que contém os vértices A,B,D,E e F .

As relações de incidência e a caracterização de determinados vértices

também permitem definir classes de grafos.
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Definição 3.8. Um grafo é dito grafo k-regular, ou grafo regular de grau k,

se todos os seus vértices possuem grau k.

Um grafo de ordem n é dito grafo completo se for (n − 1)-regular. Denotamos

por Kn o grafo completo de ordem n.

Exemplo 3.3. Apresentamos na Figura 3.4 os grafos completos K3 e K4.

Grafo K3. Grafo K4.

Figura 3.4 Grafos K3 e K4.

Alguns grafos apresentam determinada regularidade em seus conjuntos

de vértices e arestas que permitem a caracterização de uma classe.

Definição 3.9. Um grafo G = (V,E) é dito um grafo k-partido quando existe

uma partição de V em k subconjuntos não vazios e dois a dois disjuntos (isto é,

V = Y1 ∪ Y2 ∪ · · · ∪ Yk, com Yi ∩ Yj = ∅, para todo i 6= j) de modo que as arestas

de G sejam sempre da forma {u, v} com u ∈ Yi e v ∈ Yj, com i 6= j, ou seja, não

existem vértices adjacentes em um mesmo subconjunto da partição.

Quando k = 2 dizemos que o grafo é bipartido.

Quando E = V1 × V2 com |V1| = r e |V2| = s, G é dito um grafo bipartido

completo, e é denotado por Kr,s.

A regularidade apresentada no conjunto de vértices dos grafos dessa

classe permite uma análise individual de cada subconjunto da partição. Tal recurso

pode auxiliar na investigação de propriedades do grafo.
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Exemplo 3.4. Apresentamos na Figura 3.5 o grafo bipartido completo K2,4.

C

A D

B E

F

Figura 3.5 Grafo K2,4.

Considere a partição dos vértices dada por Y1 = {A,B} e Y2 = {C,D,E,

F}. Assim temos que V = Y1 ∪ Y2, todos os vértices de Y1 são ligados a todos os

vértices de Y2 e vice-versa, além disso, vértices de um mesmo subconjunto não são

adjacentes.

3.2 Operações Entre Grafos

Por vezes é conveniente alterarmos a estrutura de um grafo para adqui-

rirmos um outro que seja mais útil para o estudo de determinado tópico. Operações

entre grafos constroem novos grafos utilizando as informações provenientes dos ori-

ginais.

Algumas operações apenas alteram a estrutura do grafo original, como

a deleção de uma aresta ou de um vértice, enquanto outras geram conjuntos de

vértices e arestas diferentes dos originais, como a contração de vértices. Apresenta-

mos algumas das principais operações nesta seção.

Definição 3.10. Dado um grafo G = (V,E), a deleção de uma aresta f ∈ E

fornece o grafo G \ f = (V,E − {f}).
Obtemos o novo grafo G \ f deletando a aresta f do grafo G e mantendo os outros

vértices e arestas.
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Vejamos uma aplicação da operação de deleção de uma aresta.

Exemplo 3.5. Considere os grafos da Figura 3.6.

A B

C D

f1

f2

f3

f4
f

Grafo G.

A B

C D

f1

f2

f3

f4

Grafo G \ f .

Figura 3.6 Deleção de uma aresta.

Observe que essa operação apenas faz com que a aresta deletada desapareça sem

alterar nenhuma outra estrutura do grafo.

Definição 3.11. Dado um grafo G = (V,E), a deleção de um vértice u ∈ V

fornece o grafo G− u = (Vu, Eu), onde

Vu = V − {u} e

Eu = E − {{t, u} : t ∈ Nu}.

Obtemos o novo grafo G − u deletando o vértice u e todas as arestas inicidentes a

ele no grafo G.

Vejamos uma aplicação da operação de deleção de um vértice.

Exemplo 3.6. Considere os grafos da Figura 3.7.

A B

u

C D

f1

f2

f3

f4

f5

f6

Grafo G.

A B

C D

f1

f2

f3

f4

Grafo G− u.

Figura 3.7 Deleção de um vértice.
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Observe que essa operação altera mais a estrutura do grafo original do que a operação

anterior. Além do vértice deletado desaparecer, também desaparecem todas as ares-

tas que incidem nele.

Definição 3.12. Dado um grafo G = (V,E), a subdivisão de uma aresta f =

{u, v} ∈ E fornece o grafo Gf = (Vf , Ef), onde

Vf = V ∪ {x},

sendo que x /∈ V , e

Ef = (E − {f}) ∪ {{x, u}, {x, v}}.

Subdividir a aresta f do grafo G significa deletar a aresta f e adicionar um novo

vértice x com NGf
(x) = {u, v}, ou seja, o novo vértice x é adjacente aos pontos

finais da aresta subdividida.

Vejamos uma aplicação da operação de subdivisão de aresta.

Exemplo 3.7. Considere os grafos da Figura 3.8.

A B

C D

f1

f2

f3

f4
f

Grafo G.

A B

x

C D

f1

f2

f3

f4

{A, x}

{D,x}

Grafo Gf .

Figura 3.8 Subdivisão de uma aresta.

Nessa operação os elementos do grafo não apenas desaparecem, mas também são

criados novos. Observe que a aresta subdividida desaparece e em seu lugar aparecem

duas novas arestas e um novo vértice.

Definição 3.13. Dado um grafo G = (V,E) a contração de vértices u, v ∈ V

fornece o grafo G | {u, v} = (V{u,v}, E{u,v}), onde

V{u,v} = (V − {u, v}) ∪ {x},
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sendo x um vértice com NG|{u,v}(x) = [NG(u) ∪NG(v)]− {u, v}, e

E{u,v} = [E−({{z, u} : z ∈ NG(u)} ∪ {{z, v} : z ∈ NG(v)})]∪{{z, x} : z ∈ NG|{u,v}(x)}.

Contrair os vértices u, v do grafo G significa deletar os vértices u, v e adicionar um

novo vértice x cuja vizinhança é a união das vizinhanças de u e v no grafo original.

Vejamos uma aplicação da operação de contração de vértices.

Exemplo 3.8. Considere os grafos da Figura 3.9.

A B

C D

f1

f2

f3

f4

Grafo G.

A x D
f ′

1 f ′
2

Grafo G | {B,C}.

Figura 3.9 Contração de vértices.

Nessa operação os vértices contráıdos desaparecem para dar lugar a um novo vértice.

O número de arestas que desaparecem e de novas arestas que aparecem dependem

das adjacências dos vértices contráıdos.

Considere G um grafo e H = Gf , onde f = {u, v} ∈ E e x é o vértice

obtido na subdivisão da aresta f . Observe que G = H | {x, u} = H | {x, v}, ou
seja, toda subdivisão de aresta pode ser revertida por uma certa contração de dois

vértices adjacentes. Note que a relação contrária nem sempre é válida.

A contração de vértices adjacentes é dita contração de aresta.

Mostremos como essa relação entre as operações ocorre.
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Exemplo 3.9. Considere os grafos da Figura 3.10.

A B

y

f1

f ′
2 f ′

3

Grafo G | {C,D}.

A B

C D

f1

f2

f3

f4
f

Grafo G.

A B

x

C D

f1

f2

f3

f4

{A, x}

{D, x}

Grafo Gf .

Figura 3.10 Relação entre contração de vértices e subdivisão de aresta.

Observe que G = Gf | {A, x} = Gf | {x,D}, ou seja, a subdivisão da aresta f pode

ser desfeita pela contração dos vértices x e C ou x e D. No entanto, perceba que a

subdivisão de nenhuma aresta de G | {C,D} pode desfazer a contração dos vértices

C e D.

Algumas operações utilizam informações de dois ou mais grafos para

gerar um novo.

Definição 3.14. Dados dois grafos G1 = (V1, E1) e G2 = (V2, E2) com V1 ∩ V2 = ∅,
ou seja, sem vértices em comum, sua união é o grafo

G1 ∪G2 = (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2).

Para qualquer grafo conexo G, escrevemos kG para denotar o grafo que é a união

de k cópias de G.

A união de dois grafos representa apenas a união de seus conjuntos de vértices e

arestas sem nenhuma deleção, adição ou alteração.

Observe que todo grafo desconexo pode ser considerado a união de suas

componentes conexas. Tal interpretação é fundamental para o tratamento adequado

de grafos desconexos.

Vejamos uma aplicação da operação de união de grafos.
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Exemplo 3.10. Considere os grafos da Figura 3.11.

A B

C D

f1

f2

f3

f4

Grafo G1.

A’ B’

C’

f ′
1

f ′
2

f ′
3

Grafo G2.

A B A’ B’

C D C’

f1

f2

f3

f4

f ′
1

f ′
3f ′

2

Grafo G1 ∪G2.

A’ B’ C”

C’ B” A”

f ′
1

f ′
2

f ′
3

f ′′
1

f ′′
3

f ′′
2

Grafo 2G2.

Figura 3.11 União de grafos.

Observe que essa operação apenas junta as informações de dois grafos em um único.

A aplicação de operações sobre um grafo permite alterar sua estrutura

gerando um novo grafo. O próximo teorema mostra que grafos distintos, quando

submetidos às operações adequadas, podem dar origem a um mesmo grafo.

Teorema 3.1. Dado um grafo G temos que G \ f = Gf − x, onde x é o vértice

adicionado durante a subdivisão da aresta f .

Demonstração. Por definição, G \ f = (V,E − {f}) e Gf − x = ((Vf )x, (Ef )x), logo

Gf − x = ((Vf)x, (Ef)x)

= (Vf − {x}, Ef − {{t, x} : t ∈ NGf
(x)})

= (V ∪ {x} − {x}, (E − {f}) ∪ {{x, u}, {x, v}} − {{x, u}, {x, v}})

= (V,E − {f})

= G \ f.
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Vejamos uma ilustração desse teorema.

Exemplo 3.11. Considere os grafos da Figura 3.12.

A C

u v

B D

f1

f2

f

f3

f4

Grafo G.

A C

u v

B D

f1

f2

f3

f4

Grafo H.

A C

u x v

B D

f1

f2

{u, x}
{x, v}

f3

f4

Grafo Gf .

Figura 3.12 Aplicação do Teorema 3.1.

Observe que o grafo H pode ser obtido tanto pela deleção da aresta f do grafo G

quanto pela deleção do vértice x do grafo Gf .

3.3 Principais Representações Matriciais

A representação gráfica pode ser útil para o estudo e compreensão de

algumas propriedades sobre grafos, mas não é adequada para aplicações computaci-

onais ou para aplicações de métodos matemáticos que auxiliem na busca de novos

resultados. Para tais propósitos é mais vantajoso representar o grafo por meio de

uma matriz que contenha informações sobre sua estrutura.

Dentre as representações matriciais de grafos mais importantes estão a

matriz de adjacência A, a matriz laplaciana L, a matriz laplaciana normalizada L e

a matriz laplaciana sem sinal Q.
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Exemplo 3.12. Considere o grafo da Figura 3.13.

A B C D

E F G H

f1

f2

f3

f4

f5

f6

f7

f8

Grafo G

Figura 3.13 Representação gráfica de G.

Nesta seção, vamos apresentar diferentes representações matriciais desse grafo. Tais

representações são constúıdas extraindo informações da estrutura do grafo.

A matriz de adjacência foi a primeira representação matricial de um

grafo a ser estudada. Começamos nossa exposição por ela.

Definição 3.15. A matriz de adjacência de um grafo G = (V,E), denotada por

A(G) = [auv], é a matriz cujas linhas e colunas são indexadas pelos vértices de G e

tem entradas dadas por

auv =







1, se {u, v} ∈ E,

0, caso contrário.

A(G) é uma matriz real, simétrica, quadrada de ordem |V | e formada

por uns e zeros. Pelo Teorema 2.2 temos que todos os seus autovalores são reais.

Quando não houver ambiguidade, denotaremos a matriz de adjacência

de um grafo G por A.
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Exemplo 3.13. Apresentamos a seguir a matriz de adjacência do Grafo G do

Exemplo 3.12.

A B C D E F G H












































































A 0 0 0 0 1 1 0 0

B 0 0 1 0 0 0 0 0

C 0 1 0 0 0 0 1 0

D 0 0 0 0 0 0 1 0

E 1 0 0 0 0 1 0 0

F 1 0 0 0 1 0 1 0

G 0 0 1 1 0 1 0 1

H 0 0 0 0 0 0 1 0

Observe que essa representação contém apenas as informações das adjacências entre

os vértices do grafo.

A matriz laplaciana apresenta mais informações sobre a estrutura de

um grafo.

Definição 3.16. A matriz laplaciana de um grafo G = (V,E), denotada por

L(G) = [luv], é a matriz cujas linhas e colunas são indexadas pelos vértices de G e

tem entradas dadas por

luv =



















d(u), se u = v,

−1, se {u, v} ∈ E,

0, caso contrário.

L(G) é uma matriz real, simétrica e quadrada de ordem |V |. Pelo

Teorema 2.2 temos que todos os seus autovalores são reais.

L(G) sempre possui um autovalor 0 associado ao autovetor (1...1)T .

Basta observar que a soma dos elementos de cada linha da matriz é sempre 0.
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Quando não houver ambiguidade, denotaremos a matriz laplaciana de

um grafo G por L.

Exemplo 3.14. Apresentamos a seguir a matriz laplaciana do Grafo G do Exem-

plo 3.12.

A B C D E F G H












































































A 2 0 0 0 -1 -1 0 0

B 0 1 -1 0 0 0 0 0

C 0 -1 2 0 0 0 -1 0

D 0 0 0 1 0 0 -1 0

E -1 0 0 0 2 -1 0 0

F -1 0 0 0 -1 3 -1 0

G 0 0 -1 -1 0 -1 4 -1

H 0 0 0 0 0 0 -1 1

Essa representação matricial indica as relações de adjacência entre os vértices e

também informa o grau de cada vértice.

A matriz laplaciana normalizada informa caracteŕısticas sobre os ele-

mentos que constituem as relações de adjacência do grafo.

Definição 3.17. A matriz laplaciana normalizada de um grafo G = (V,E),

denotada por L(G) = [ℓuv], é a matriz cujas linhas e colunas são indexadas pelos

vértices de G e tem entradas dadas por

ℓuv =























1, se u = v e d(u) 6= 0,
−1

√

d(u)d(v)
, se {u, v} ∈ E,

0, caso contrário.

L(G) é uma matriz real, simétrica e quadrada de ordem |V |. Pelo

Teorema 2.2 temos que todos os seus autovalores são reais.
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Todos os seus autovalores estão contidos no intervalo [0, 2].

A multiplicidade do autovalor zero em L indica o número de componentes conexas

do grafo. Basta observar que D−1/2(1...1)T é autovetor de L associado ao autovalor

0, e que se o grafo possui mais de uma componente conexa, então a matriz L é uma

matriz triangular por blocos.

Quando não houver ambiguidade, denotaremos a matriz laplaciana nor-

malizada de um grafo G por L.

Exemplo 3.15. Apresentamos a seguir a matriz laplaciana normalizada do Grafo

G do Exemplo 3.12.

A B C D E F G H
































































































A 1 0 0 0
−1

2

−1√
6

0 0

B 0 1
−1√
2

0 0 0 0 0

C 0
−1√
2

1 0 0 0
−1

2
√
2

0

D 0 0 0 1 0 0
−1

2
0

E
−1

2
0 0 0 1

−1√
6

0 0

F
−1√
6

0 0 0
−1√
6

1
−1

2
√
3

0

G 0 0
−1

2
√
2

−1

2
0

−1

2
√
3

1
−1

2

H 0 0 0 0 0 0
−1

2
1

Observe que essa representação matricial indica as relações de adjacência entre

os vértices e também informa o grau dos vértices que são adjacentes mediante a

resolução de um sistema.

A matriz laplaciana sem sinal informa o mesmo que a matriz laplaciana,

mas de um modo diferente.
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Definição 3.18. A matriz laplaciana sem sinal de um grafo G = (V,E),

denotada por Q(G) = [quv], é a matriz cujas linhas e colunas são indexadas pelos

vértices de G e tem entradas dadas por

quv =



















d(u), se u = v,

1, se {u, v} ∈ E,

0, caso contrário.

Q(G) é uma matriz real, simétrica e quadrada de ordem |V |. Pelo

Teorema 2.2 temos que todos os seus autovalores são reais.

Quando não houver ambiguidade, denotaremos a matriz laplaciana sem

sinal de um grafo G por Q.

Exemplo 3.16. Apresentamos a seguir a matriz laplaciana sem sinal do Grafo G

do Exemplo 3.12.

A B C D E F G H












































































A 2 0 0 0 1 1 0 0

B 0 1 1 0 0 0 0 0

C 0 1 2 0 0 0 1 0

D 0 0 0 1 0 0 1 0

E 1 0 0 0 2 1 0 0

F 1 0 0 0 1 3 1 0

G 0 0 1 1 0 1 4 1

H 0 0 0 0 0 0 1 1

Observe que essa representação matricial fornece as mesmas informações que a ma-

triz laplaciana, no entanto, utiliza uma entrada com sinal diferente para indicar a

relação de adjacência entre os vértices.
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As representações matriciais apresentadas nessa seção são os principais

objetos de nosso estudo devido à sua vasta utilização no desenvolvimento da teoria

espectral de grafos.

3.4 Representações Matriciais Auxiliares

Outras representações matriciais úteis são a matriz diagonal dos graus,

a matriz de incidência e a matriz de incidência orientada. Tais matrizes estão di-

retamente relacionadas com as vistas anteriormente, e auxiliam na obtenção de

resultados.

Nesta seção também vamos apresentar as diferentes representações do

grafo G presente no Exemplo 3.12.

Definição 3.19. A matriz diagonal dos graus de um grafo G = (V,E), deno-

tada por D(G) = [duv], é a matriz cujas linhas e colunas são indexadas pelos vértices

de G e tem entradas dadas por

duv =







d(u), se u = v,

0, caso contrário.

D(G) é uma matriz diagonal real de ordem |V |. Pelo Teorema 2.2

temos que todos os seus autovalores são reais, e sabemos que eles são exatamente

os elementos da diagonal.

Quando não houver ambiguidade, denotaremos a matriz diagonal dos

graus de um grafo G por D.
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Exemplo 3.17. Apresentamos abaixo a matriz diagonal dos graus do Grafo G do

Exemplo 3.12.

A B C D E F G H












































































A 2 0 0 0 0 0 0 0

B 0 1 0 0 0 0 0 0

C 0 0 2 0 0 0 0 0

D 0 0 0 1 0 0 0 0

E 0 0 0 0 2 0 0 0

F 0 0 0 0 0 3 0 0

G 0 0 0 0 0 0 4 0

H 0 0 0 0 0 0 0 1

Essa representação matricial indica apenas os graus dos vértices do grafo, mas não

fornece qualquer informação sobre as adjacências.

Observe que A, L e Q estão relacionadas pela matriz diagonal do graus.

L = D − A Q = D + A.

Para grafos sem vértices isolados, podemos relacionar L com A, L e D.

L = D−1/2LD−1/2

= D−1/2(D − A)D−1/2

= I −D−1/2AD−1/2

A matriz de incidência informa as relações de indicência entre vértices

e arestas.

Definição 3.20. A matriz de incidência de um grafo G = (V,E), denotada por

S(G) = [suf ], é a matriz cujas linhas são indexadas pelos vértices de G, as colunas

são indexadas pelas arestas de G e tem entradas dadas por
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suf =







1, se f = {u, v} ∈ E,

0, caso contrário.

Quando não houver ambiguidade denotaremos a matriz de incidência

de um grafo G por S.

Cada coluna de S admite apenas duas entradas não nulas.

Exemplo 3.18. Apresentamos a seguir a matriz de incidência do Grafo G do

Exemplo 3.12.

f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8












































































A 1 0 1 0 0 0 0 0

B 0 0 0 0 0 1 0 0

C 0 0 0 0 1 1 0 0

D 0 0 0 0 0 0 1 0

E 1 1 0 0 0 0 0 0

F 0 1 1 1 0 0 0 0

G 0 0 0 1 1 0 1 1

H 0 0 0 0 0 0 0 1

Essa representação matricial informa relações entre vértices e arestas, ao contrário

das outras vistas até o momento. Usando a matriz de incidência conseguimos iden-

tificar quais arestas incidem sobre quais vértices no grafo.

O próximo teorema mostra que a matriz laplaciana sem sinal está rela-

cionada com a matriz de incidência.

Teorema 3.2. Se S(G) e Q(G) são, respectivamente, as matrizes de incidência e

laplaciana sem sinal de um grafo G, então Q = SST . Assim temos que Q(G) é uma

matriz positiva semidefinida, e todos os seus autovalores são não negativos.
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Demonstração. Considere S = [suf ] e ST = [sfu], ou seja, temos que sfu = suf .

Sendo assim

SST =





∑

f∈E(G)

sufsfv



 =





∑

f∈E(G)

sufsvf



 ,

onde SST é uma matriz quadrada de ordem |V (G)|, com linhas e colunas indexadas

pelos vértices de G.

Se u = v, temos que

∑

f∈E(G)

sufsvf =
∑

f∈E(G)

s2uf ,

e s2uf = 1 se a aresta f é incidente ao vértice u. Como existem exatamente d(u)

arestas incidentes a u no grafo G temos que

∑

f∈E(G)

s2uf = d(u).

Para cada par de vértices {u, v} há no máximo uma aresta pois o grafo

é simples, então
∑

f∈E(G)

sufsvf ≤ 1.

Se u 6= v, observe que sufsvf = 1 se, e somente se, suf = 1 e svf = 1,

ou seja, quando a aresta f = {u, v} ∈ E(G). Caso contrário, temos que sufsvf = 0.

Dessa forma,

∑

f∈E(G)

sufsvf =



















d(u), se u = v,

1, se {u, v} ∈ E,

0, caso contrário

e esta é a definição da matriz laplaciana sem sinal.

Segue do Teorema 2.3 que Q(G) é uma matriz positiva semidefinida

e todos os seus autovalores são não negativos.
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A matriz de incidência orientada só pode ser atribúıda a grafos com

arestas orientadas. Ela informa as relações de indicência entre os vértices e as

arestas orientadas do grafo.

Definição 3.21. A matriz de incidência orientada de um grafo G = (V,E),

denotada por K(G) = [kuf ], é a matriz cujas linhas são indexadas pelos vértices de

G, as colunas são indexadas pelas arestas de G e tem entradas dadas por

kuf =



















1, se f = (u, v) ∈ E,

−1, se f = (v, u) ∈ E,

0, caso contrário.

Quando não houver ambiguidade, denotaremos a matriz de incidência

orientada de um grafo G por K.

Exemplo 3.19. Para construir a matriz de incidência orientada do Grafo G apre-

sentado no Exemplo 3.12 devemos atribuir uma orientação às arestas do grafo.

Considere a orientação para o Grafo G dada na Figura 3.14.

A B C D

E F G H

f1

f2

f3

f4

f5

f6

f7

f8

Grafo G

Figura 3.14 Orientação do Grafo G.

Apresentamos abaixo a matriz de incidência orientada do Grafo G do Exemplo

3.12 utilizando a orientação atribúıda dada na Figura 3.14.
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f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8












































































A -1 0 -1 0 0 0 0 0

B 0 0 0 0 0 1 0 0

C 0 0 0 0 1 -1 0 0

D 0 0 0 0 0 0 1 0

E 1 -1 0 0 0 0 0 0

F 0 1 1 -1 0 0 0 0

G 0 0 0 1 -1 0 -1 -1

H 0 0 0 0 0 0 0 1

Usando a matriz de incidência orientada conseguimos identificar quais arestas inci-

dem sobre quais vértices no grafo, e além disso, também é posśıvel saber a orientação

das arestas.

O próximo teorema mostra que a matriz laplaciana pode ser relacionada

com a matriz de incidência orientada.

Teorema 3.3. Se K(G) e L(G) são, respectivamente, as matrizes de incidência

orientada e laplaciana de um grafo G, então L = KKT . Assim temos que L(G) é

uma matriz positiva semidefinida e todos os seus autovalores são não negativos.

Demonstração. Considere K = [kuf ] e KT = [kfu], ou seja, temos que kfu = kuf .

Sendo assim

KKT =





∑

f∈E(G)

kufkfv



 =





∑

f∈E(G)

kufkvf



 ,

ondeKKT é uma matriz quadrada de ordem |V (G)|, com linhas e colunas indexadas

pelos vértices de G.

Se u = v, temos que

∑

f∈E(G)

kufkvf =
∑

f∈E(G)

k2
uf ,
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e k2
uf = 1 se a aresta f é incidente ao vértice u. Como existem exatamente d(u)

arestas incidentes a u no grafo G temos que

∑

f∈E(G)

k2
uf = d(u).

Para cada par de vértices {u, v} há no máximo uma aresta, então
∑

f∈E(G)

kufkvf ≤ 1.

Se u 6= v, observe que kufkvf = −1 se, e somente se, kuf = 1 e kvf = −1,

ou kuf = −1 e kvf = 1, ou seja, quando a aresta f = (u, v) ∈ E(G), ou a aresta

f = {v, u} ∈ E(G). Caso contrário, temos que kufkvf = 0.

Dessa forma,

∑

f∈E(G)

kufkvf =



















d(u), se u = v,

−1, se {u, v} ∈ E,

0, caso contrário

e esta é a definição da matriz laplaciana.

Segue do Teorema 2.3 que L(G) é uma matriz positiva semidefinida

e todos os seus autovalores são não negativos.

A representação matricial permite a interação dos grafos com outros

entes matemáticos. Com essa liberdade obtemos resultados que relacionam as dife-

rentes estruturas desses elementos.

O Lema 3.1 estabelece uma relação entre a matriz laplaciana de um

grafo e um vetor.

Lema 3.1. Seja G um grafo de ordem n, L(G) sua matriz laplaciana e x =

(x1...xn)
T um vetor do Rn. Então

xTLx =
∑

i∼j

(xi − xj)
2
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onde
∑

i∼j

indica que o somatório transcorre por todos os pares não ordenados {i, j}

nos quais os vértices vi e vj são adjacentes.

Demonstração. Considere L = [lij], assim temos

xTLx = xT

[

n
∑

j=1

lkjxj

]n

k=1

=
n
∑

i=1

xi

n
∑

j=1

lijxj =
n
∑

i=1

n
∑

j=1

xilijxj , (3.1)

onde

[

n
∑

j=1

lkjxj

]n

k=1

é um vetor coluna de tamanho n.

Se i = j, temos que lij = d(vi) e xilijxj = d(vi)xi
2.

Se i 6= j, temos que xilijxj = −xixj se os vértices vi e vj são adjacentes,

caso contrário xilijxj = 0. Observe que o termo −xixj aparece duas vezes na

expressão (3.1) devido ao transcorrer dos dois somatórios, ou seja, se o vértice vi é

adjacente ao vértice vj , então o vértice vj também deve ser adjacente ao vértice vi.

Note que quando vi ∼ vj sempre ocorrem os termos −2xixj , xi
2 e xj

2

na expressão (3.1). Logo, temos que

n
∑

i=1

n
∑

j=1

xilijxj =
∑

i∼j

xi
2 − 2xixj + xj

2 =
∑

i∼j

(xi − xj)
2.

Observe que essas relações podem ser atribúıdas a todas as repre-

sentações matriciais; no entanto, os resultados obtidos podem ser distintos.

Lema 3.2. Seja G um grafo de ordem n, A(G) sua matriz de adjacência e x =

(x1...xn)
T um vetor do Rn. Então

xTAx = 2
∑

i∼j

xixj
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onde
∑

i∼j

indica que o somatório transcorre por todos os pares não ordenados {i, j}

nos quais os vértices vi e vj são adjacentes.

Demonstração. Considere A = [aij ], assim temos

xTAx = xT

[

n
∑

j=1

akjxj

]n

k=1

=

n
∑

i=1

xi

n
∑

j=1

aijxj =

n
∑

i=1

n
∑

j=1

xiaijxj , (3.2)

onde

[

n
∑

j=1

akjxj

]n

k=1

é um vetor coluna de tamanha n.

Se i = j, temos que aij = 0 e xiaijxj = 0.

Se i 6= j, temos que xiaijxj = xixj se os vértices vi e vj são adjacentes,

caso contrário xiaijxj = 0. Observe que o termo xixj aparece duas vezes na expressão

(3.2) devido ao transcorrer dos dois somatórios, ou seja, se o vértice vi é adjacente

ao vértice vj, então o vértice vj também deve ser adjacente so vértice vi. Logo

n
∑

i=1

n
∑

j=1

xiaijxj = 2
∑

i∼j

xixj .

Utilizando as representações matriciais, podemos tratar grafos como

entes algébricos e aplicar recursos da teoria matricial para analisar as propriedades

das matrizes associadas. No próximo caṕıtulo, vamos investigar como uma alteração

no grafo produz resultados distintos no espectro de cada representação matricial.

Observação: A partir desse momento consideramos que o espectro de

um grafo se refere ao espectro de qualquer uma de suas representações matriciais.

Quando necessário vamos especificar a representação matricial sendo utilizada.
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4 TEOREMAS DE ENTRELAÇAMENTO

O entrelaçamento de autovalores é uma ferramenta útil para obtenção

de desigualdades e resultados de regularidade sobre a estrutura de um grafo em

função de seus autovalores. Muitas pesquisas ja foram desenvolvidas na área, para

uma revisão da literatura nos referimos a Haemers [24].

Definição 4.1. Considere duas sequências de números reais: λ1 ≥ · · · ≥ λn, e

θ1 ≥ · · · ≥ θm com m ≤ n. Dizemos que a segunda sequência está entrelaçada

com a primeira se existem a, b ∈ N, com a + b ≤ n − 1 e m ≥ a + 1, e α, β ∈ R+,

tais que

λi−a + α ≥ θi ≥ λi+b − β, para i = a + 1, ..., min{n− b,m}.

A desigualdade acima é dita desigualdade de entrelaçamento.

O entrelaçamento é dito justo se a = 0, b = 1, α = 0, β = 0 e

m = n− 1. Nesse caso, a desigualdade do entrelaçamento assume a forma

λ1 ≥ θ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ θn−1 ≥ λn.

Dadas desigualdades de entrelaçamento

(1) λi−a1 + α1 ≥ θi ≥ λi+b1 − β1, e

(2) λi−a2 + α2 ≥ θi ≥ λi+b2 − β2.

Se α1 = α2 = β1 = β2 = 0, dizemos que o entrelaçamento (1) é

melhor entrelaçamento que o entrelaçamento (2), se a1 + b1 < a2 + b2.

Se α1 = α2 = β1 = β2 = 0, dizemos que a desigualdade da direita do

entrelaçamento (1) é melhor que a desigualdade da direita do entrelaçamento (2)

se b1 < b2.
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Se α1 = α2 = β1 = β2 = 0, dizemos que a desigualdade da esquerda

do entrelaçamento (1) é melhor que a desigualdade da esquerda do entrelaçamento

(2) se a1 < a2.

Se a1 = a2 e b1 = b2, dizemos que o entrelaçamento (1) é melhor

entrelaçamento que o entrelaçamento (2), se α1 + β1 < α2 + β2.

Se a1 = a2 e b1 = b2, dizemos que a desigualdade da direita do en-

trelaçamento (1) é melhor que a desigualdade da direita do entrelaçamento (2) se

β1 < β2.

Se a1 = a2 e b1 = b2, dizemos que a desigualdade da esquerda do

entrelaçamento (1) é melhor que a desigualdade da esquerda do entrelaçamento (2)

se α1 < α2.

Note que o melhor entrelaçamento posśıvel é o entrelaçamento justo.

Podemos alterar a estrutura de um grafo por meio de operações. Re-

sultados de entrelaçamento de autovalores mostram como o espectro de um grafo se

relaciona com o espectro do grafo obtido após a aplicação de uma operação.

Neste caṕıtulo, apresentamos resultados de entrelaçamento de autova-

lores para as quatro principais representações matriciais associados às operações de

deleção de uma aresta e de deleção de um vértice. Além disso, apresentamos resul-

tados de entrelaçamento para as matrizes A e L associados à operação de contração

de vértices de G. Para garantir que os resultados obtidos são os melhores posśıveis

apresentamos exemplos para cada caso.

A Tabela 4.1, por enquanto vazia, ilustra os resultados de entrelaçamento

que serão apresentados.
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G \ f G− v G | {u, v}
A

L

L
Q

Tabela 4.1 Teoremas de entrelaçamento que serão apresentados no caṕıtulo 4.

Cada entrada em branco dessa tabela representa um dos problemas

citados. Por exemplo, na linha da matriz A e na coluna associada à operação de

deleção de aresta, G\f , vamos colocar o resultado de entrelaçamento dos autovalores

da matriz A(G) com os da matriz A(G \ f). Nosso objetivo é completar essa tabela.

4.1 Matriz de Adjacência

Nesta seção apresentamos os resultados de entrelaçamento de autova-

lores para a matriz A associados com a deleção de uma aresta, com a deleção de um

vértice e com a contração de dois vértices.

Aplicando o Teorema do Entrelaçamento de Cauchy em duas matri-

zes obtemos o resultado de entrelaçamento de autovalores para A associado com a

deleção de uma aresta. Esse resultado foi originalmente apresentado em [25].

Teorema 4.1. Teorema de Entrelaçamento para A(G \ f).[25]
Seja G um grafo e H = G \ f , onde f ∈ E(G). Se

λ1 ≥ · · · ≥ λn são os autovalores de A(G) e

θ1 ≥ · · · ≥ θn são os autovalores de A(H),

então

λi−1 ≥ θi ≥ λi+1, para i = 2, ..., n− 1,

θ1 ≥ λ2 e θn ≤ λn−1.
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Demonstração. Seja v um dos vértice em que f incide. Definimos P = G − v e

γ1 ≥ · · · ≥ γn−1 os autovalores de A(P ). Observe que A(P ) é submatriz principal

de A(G) e de A(H), e aplicando o Teorema do Entrelaçamento de Cauchy

(Teorema 2.13) a essas duas matrizes temos

λi ≥ γi ≥ λi+1 para i = 1, ..., n− 1,

θi ≥ γi ≥ θi+1 para i = 1, ..., n− 1.

Assim temos que

λi−1 ≥ γi−1 ≥ θi ≥ γi ≥ λi+1.

Logo λi−1 ≥ θi ≥ λi+1 para i = 2, ..., n− 1, como desejado.

O Exemplo 4.1 mostra que as cotas obtidas nesse resultado são as

melhores posśıveis.

Exemplo 4.1. Seja G o grafo de Petersen e H o subgrafo de G obtido pela deleção

de uma aresta qualquer.

Grafo de Petersen. Grafo H.

Figura 4.1 Deleção de uma aresta do grafo de Petersen.

Temos que

Spec(A(G)) = {3, 1(5),−2(4)},

65



Spec(A(H)) = {2.8558, 1.4142, 1(3), 0.3216,−1.4142,−2(2),−2.1774}.

Para que o resultado possa ser melhorado devemos ter λi ≥ θi para

i = 1, ..., n, no entanto, observe que λ2 = 1 � 1.4142 = θ2 e λ7 = −2 � 1.4142 = θ7.

Logo o resultado de entrelaçamento não pode ser melhorado.

O resultado de entrelaçamento de autovalores para A associado com a

deleção de vértice é obtido pela análise da estrutura da matriz antes e depois da

realização da operação.

Teorema 4.2. Teorema de Entrelaçamento para A(G− v).[25]

Seja G um grafo de ordem n e H = G− v, onde v ∈ V (G). Se

λ1 ≥ · · · ≥ λn são os autovalores de A(G) e

θ1 ≥ · · · ≥ θn−1 são os autovalores de A(H),

então

λi ≥ θi ≥ λi+1, para i = 1, ..., n− 1.

Demonstração. Note que a deleção de um vértice no grafo G representa a deleção da

linha e coluna da matriz A(G) associada a ele. De fato, ao excluir de A(G) a linha

e a coluna associada ao vértice deletado, apenas removemos da matriz os elementos

que indicavam as relações de adjacência desse com os outros vértices de G.

Logo, A(H) é a submatriz principal de ordem n − 1 de A(G) obtida

pela deleção da linha e coluna associada ao vértice deletado. O resultado segue pela

aplicagão do Teorema do Entrelaçamento de Cauchy.

O argumento acima não pode ser repetido para outras representações

matriciais pois a deleção de um vértice no grafo G não implica a mesma mudança

na estrutura da matriz que ocorre em A.

66



O resultado de entrelaçamento de autovalores para A associado com

a contração de dois vértices é obtido por uma alteração do Teorema de Courant-

Fischer, e foi originalmente apresentado em [25].

Teorema 4.3. Teorema de Entrelaçamento para A(G | {u, v}).[25]
Seja G um grafo e H = G | {u, v}, onde u, v ∈ V (G). Se

λ1 ≥ · · · ≥ λn são os autovalores de A(G) e

θ1 ≥ · · · ≥ θn−1 são os autovalores de A(H),

então

λi−1 ≥ θi ≥ λi+2, para i = 2, ..., n− 2,

θ1 ≥ λ3 e λn−2 ≥ θn−1.

Supondo que N(u) ∩ (N(v) ∪ {v}) = ∅, ou seja, que u e v não são

adjacentes e nem possuem vizinhos em comum, as desigualdades acima podem ser

melhoradas em função do sinal de θk. Seja k tal que θk ≥ 0 e θk+1 ≤ 0, então

θi ≥ λi+1 para i = 2, ..., k e

λi ≥ θi para i = k + 1, ..., n− 1.

Demonstração. Seja A(H ′) a submatriz principal de A(G) obtida pela deleção das

linhas e colunas associadas aos vértices u e v. Note que A(H ′) também é submatriz

principal de A(H) obtida pela deleção da linha e coluna associada ao vértice x obtido

na contração. Denotando por γ1 ≥ · · · ≥ γn−2 os autovalores de A(H
′) obtemos, pelo

Teorema do Entrelaçamento de Cauchy Generalizado (Teorema 2.14), que

λi ≥ γi ≥ λi+2 para i = 1, ..., n− 2 e

θi ≥ γi ≥ θi+1 para i = 1, ..., n− 2.

Assim obtemos a desigualdade

λi−1 ≥ γi−1 ≥ θi ≥ γi ≥ λi+2.
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Considere agora que N(u)∩(N(v)∪{v}) = ∅, e que k é tal que θk ≥ 0 e

θk+1 ≤ 0. Suponha, sem perda de generalidade, que u e v ocupam, respectivamente,

a primeira e a segunda linha e coluna de A(G), ou seja, u = v1 e v = v2.

Definimos H∗ como o grafo obtido pela deleção de todas as arestas

incidentes a u e pela adição dessas ao vértice v, ou seja, H∗ = H ∪ K1. Sejam

θ∗1 ≥ · · · ≥ θ∗n os autovalores da matriz A(H∗).

Observe que

Spec(A(H∗)) = {Spec(A(H))} ∪ {0},

a diferença entre os espectros ocorre pela presença do vértice isolado u no grafo H∗.

Adaptaremos oTeorema de Courant-Fischer (Teorema 2.11) para

a matriz de adjacência. Para os vetores v, u1, ..., un definimos os vetores x, y1, ..., yn

do seguinte modo

v =
x

||x|| , u
1 =

y1

||y1|| , ..., u
n =

yn

||yn|| .

Note que v ⊥ u1, ..., ui−1 se e somente se x ⊥ y1, ..., yi−1.

Aplicando o Teorema de Courant-Fischer, temos

λi = min
y1,...,yi−1











max
x ⊥ y1, ..., yi−1

x 6= 0

xTA(G)x

xTx











.

Aplicando o Lema 3.2 para um vetor x ∈ Rn temos que

xTA(G)x

xTx
= 2

∑

j∼l xjxl
∑

j xj
2

.

Seja J o conjunto de ı́ndices referente aos vértices adjacentes a u. Ao

deletarmos todas as arestas incidentes ao vértice u realizamos a seguinte mudança

no termo do lema

2

∑

j∼l xjxl
∑

j xj
2

−→ 2

∑

j∼l xjxl −
∑

j∈J x1xj
∑

j xj
2

,
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e com a adição destas arestas ao vértice v obtemos

2

∑

j∼l xjxl −
∑

j∈J x1xj
∑

j xj
2

−→ 2

∑

j∼l xjxl +
∑

j∈J(x2xj − x1xj)
∑

j xj
2

.

Assim obtemos a aplicação do lema para a matriz A(H∗)

xTA(H∗)x

xTx
= 2

∑

j∼l xjxl +
∑

j∈J(x2xj − x1xj)
∑

j xj
2

.

O Teorema de Courant-Fischer fornece

θ∗i = min
y1,...,yi−1











max
x ⊥ y1, ..., yi−1

x 6= 0

2

∑

j∼l xjxl +
∑

j∈J(x2xj − x1xj)
∑

j xj
2











.

Exigindo que o vetor x satisfaça a condição x1 = x2, restringimos os

posśıveis valores que a expressão pode assumir no problema de maximização do

Teorema de Courant-Fischer, e obtemos que

θ∗i ≥ min
y1,...,yi−1











max
x ⊥ y1, ..., yi−1

x 6= 0, x1 = x2

2

∑

j∼l xjxl +
∑

j∈J(x2xj − x1xj)
∑

j xj
2











= min
y1,...,yi−1











max
x ⊥ y1, ..., yi−1, e1 − e2

x 6= 0

2

∑

j∼l xjxl
∑

j xj
2











,

pois x1 = x2, e isso ocorre se, e somente se, x ⊥ e1 − e2, onde e1 e e2

são vetores da base canônica do Rn.

Adicionando o vetor yi como condição do problema de minimização

do Teorema de Courant-Fischer, e exigindo que o vetor x satisfaça a condição

x ⊥ yi, temos que o mı́nimo para todas as escolhas de y1, ..., yi (onde yi pode ser
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e1 − e2) fornece uma cota inferior para a expressão anterior. Logo

θ∗i ≥ min
y1,...,yi−1











max
x ⊥ y1, ..., yi−1, e1 − e2

x 6= 0

2

∑

j∼l xjxl
∑

j xj
2











≥ min
y1,...,yi











max
x ⊥ y1, ..., yi

x 6= 0,

2

∑

j∼l xjxl
∑

j xj
2











= λi+1,

para i = 1, ..., n− 1.

Analogamente, a Outra Versão do Teorema de Courant-Fischer

(Teorema 2.12) fornece

θ∗i = max
yi+1,...,yn











min
x ⊥ yi+1, ..., yn

x 6= 0

2

∑

j∼l xjxl +
∑

j∈J(x2xj − x1xj)
∑

j xj
2











≤ max
yi+1,...,yn











min
x ⊥ yi+1, ..., yn

x 6= 0, x1 = x2

2

∑

j∼l xjxl +
∑

j∈J(x2xj − x1xj)
∑

j xj
2











= max
yi+1,...,yn











min
x ⊥ yi+1, ..., yn, e1 − e2

x 6= 0

2

∑

j∼l xjxl
∑

j xj
2











≤ max
yi,yi+1,...,yn











min
x ⊥ yi, yi+1, ..., yn

x 6= 0,

2

∑

j∼l xjxl
∑

j xj
2











= λi−1,

para i = 2, ..., n.

Logo, temos λi−1 ≥ θ∗i ≥ λi+1 para i = 2, ..., n−1, θ∗n ≤ λn−1 e θ
∗
1 ≥ λ2.

Como os autovalores de A(H∗) e A(H) diferem apenas por um zero

temos que θi = θ∗i para i = 1, ..., k. Dessa forma, θi ≥ λi+1 para i = 1, ..., k.
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Analogamente, temos que θi = θ∗i+1 para i = k + 1, ..., n − 1, dessa forma λi ≥ θi

para i = k + 1, ..., n− 1.

O Exemplo 4.2 mostra que as cotas obtidas nesse resultado são as

melhores posśıveis.

Exemplo 4.2. Considere G = C8 e H o subgrafo de G obtido pela contração de dois

vértices não adjacentes, mas adjacentes a um mesmo vértice (N(u) ∩N(v) 6= ∅).

u

v

Grafo C8.

x

Grafo H = C8 | {u, v}.

Figura 4.2 Contração de vértices do grafo C8.

Temos que

Spec(A(G)) =
{

2, 1.4142(2), 0(2),−1.4142(2),−2
}

,

Spec(A(H)) = {2.101, 1.2592, 1, 0,−1,−1.2592,−2.101} .

Como λ6 = −1.4142 � −1.2592 = θ6, temos que a desigualdade da

esquerda do entrelaçamento não pode ser melhorada, ou seja, não podemos ter λi ≥
θi.

Como θ2 = 1.2592 � 1.4142 = λ3, temos que a desigualdade da direita

do entrelaçamento não pode ser melhorada, ou seja, não podemos ter θi ≥ λi+1.
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Com os resultados dessa seção completamos a primeira linha da Tabela

4.2.

G \ f G− v G | {u, v}
A λi−1 ≥ θi ≥ λi+1 λi ≥ θi ≥ λi+1 λi−1 ≥ θi ≥ λi+2

L

L
Q

Tabela 4.2 Teoremas de entrelaçamento para a matriz de adjacência.

4.2 Matriz Laplaciana

Nesta seção apresentamos os resultados de entrelaçamento de autova-

lores para a matriz L associados à deleção de uma aresta e à deleção de um vértice.

O resultado de entrelaçamento de autovalores para L associado a deleção

de uma aresta foi apresentado em [32].

Teorema 4.4. Teorema de Entrelaçamento para L(G \ f).[32]
Seja G um grafo e H = G \ f , onde f ∈ E(G). Se

λ1 ≥ · · · ≥ λn = 0 são os autovalores de L(G) e

θ1 ≥ · · · ≥ θn = 0 são os autovalores de L(H),

então

λi ≥ θi ≥ λi+1, para i = 1, ..., n− 1.

Demonstração. O Teorema 3.3 afirma que L(G) = K(G)K(G)T e que seus auto-

valores são não negativos.

Pelo Teorema 2.6 temos que as matrizes K(G)K(G)T e K(G)TK(G)

possuem o mesmo espectro, exceto pela multiplicidade do autovalor zero. Logo,
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os autovalores positivos de L(G) e de K(G)TK(G) são iguais e possuem mesma

multiplicidade. Considerações análogas são válidas para L(H) = K(H)K(H)T e

K(H)TK(H).

Observe queK(H)TK(H) é uma submatriz principal de ordem |E(G)|−
1 da matriz K(G)TK(G) obtida pela deleção da linha e coluna associadas à aresta

deletada. O resultado segue pelo Teorema do Entrelaçamento de Cauchy

(Teorema 2.13).

Realizando pequenas modificações na prova do teorema anterior, ob-

temos o resultado de entrelaçamento de autovalores para a matriz L associado à

deleção de um vértice. Esse resultado foi originalmente apresentado em [25].

Teorema 4.5. Teorema de Entrelaçamento para L(G− v).[25]

Seja G um grafo de ordem n e H = G− v, onde v ∈ V (G) e d(v) = r. Se

λ1 ≥ · · · ≥ λn = 0 são os autovalores de L(G) e

θ1 ≥ · · · ≥ θn−1 = 0 são os autovalores de L(H),

então

λi ≥ θi ≥ λi+r, para i=1,...,n,

onde λi = 0 para i ≥ n + 1.

Demonstração. O Teorema 3.3 afirma que L(G) = K(G)K(G)T e que seus auto-

valores são não negativos.

Pelo Teorema 2.6 temos que as matrizes K(G)K(G)T e K(G)TK(G)

possuem o mesmo espectro, exceto pela multiplicidade do autovalor zero. Logo,

os autovalores positivos de L(G) e de K(G)TK(G) são iguais e possuem mesma

multiplicidade. Considerações análogas são válidas para L(H) = K(H)K(H)T e

K(H)TK(H).
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Observe queK(H)TK(H) é uma submatriz principal de ordem |E(G)|−
r da matriz K(G)TK(G) obtida pela deleção das r linhas e colunas associadas às

arestas incidentes a v. O resultado segue pelo Teorema do Entrelaçamento de

Cauchy Generalizado (Teorema 2.14).

O Exemplo 4.3 mostra que as cotas obtidas nesse resultado são as

melhores posśıveis.

Exemplo 4.3. Considere G = Km,n, com m ≥ n, e H = Km,n−1.

Grafo K4,3. Grafo K4,2.

Figura 4.3 Deleção de um vértice do grafo K4,3.

Temos que

Spec(L(G)) = {m+ n,m(n−1), n(m−1), 0},

Spec(L(H)) = {m+ n− 1, m(n−2), n− 1(m−1), 0}.

Para que o resultado possa ser melhorado devemos ter θi ≥ λi+r−1 para

i = 1, ..., n. Como θn = n − 1, λn+1 = · · · = λm+n−1 = n temos que θn = n − 1 ≥
0 = λm+n, onde o laço é exatamente m, mesmo grau do vértice deletado de Km,n.

Logo, o resultado de entrelaçamento não pode ser melhorado.
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Com os resultados dessa seção completamos algumas entradas da se-

gunda linha da Tabela 4.3.

G \ f G− v G | {u, v}
A λi−1 ≥ θi ≥ λi+1 λi ≥ θi ≥ λi+1 λi−1 ≥ θi ≥ λi+2

L λi ≥ θi ≥ λi+1 λi ≥ θi ≥ λi+r

L
Q

Tabela 4.3 Teoremas de entrelaçamento para a matriz laplaciana.

4.3 Matriz Laplaciana Normalizada

Nesta seção apresentamos os resultados de entrelaçamento de autova-

lores para a matriz L associados à deleção de uma aresta, à deleção de um vértice

e à contração de dois vértices.

O resultado de entrelaçamento de autovalores para L associado com a

deleção de uma aresta envolve o estudo de autofunções harmônicas e foi apresentado

em [10].

O Lema 4.1 é necessário para demonstração do resultado.

Lema 4.1. Suponha que, para números reais a, b e γ, temos que

a2 − 2γ2 ≥ 0, b2 − γ2 > 0 e
a2

b2
≤ 2.

Então

a2 − 2γ2

b2 − γ2
≤ a2

b2
.

Demonstração. Se γ = 0 o resultado é trivial.
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Para γ 6= 0, temos que

a2

b2
≤ 2 ⇒ a2 ≤ 2b2 ⇒ a2b2 − 2b2γ2 ≤ a2b2 − a2γ2 ⇒

b2(a2 − 2γ2) ≤ a2(b2 − γ2) ⇒ a2 − 2γ2

b2 − γ2
≤ a2

b2
.

Teorema 4.6. Teorema de Entrelaçamento para L(G \ f).[10]
Seja G um grafo e H = G \ f , onde f ∈ E(G). Se

λ1 ≥ · · · ≥ λn são os autovalores de L(G) e

θ1 ≥ · · · ≥ θn são os autovalores de L(H),

então

λi−1 ≥ θi ≥ λi+1, para i = 1, ..., n,

onde λ0 = 2 e λn+1 = 0.

Demonstração. Adaptaremos aOutra Versão do Teorema de Courant-Fischer

(Teorema 2.12) para a matriz laplaciana normalizada de maneira análoga à que

foi feito para a matriz de adjacência. Assim temos

λi = max
gi+1,...,gn











min
g ⊥ gi+1, ..., gn

g 6= 0

gTLg
gTg











.

Vamos supor que D1\2 é invert́ıvel, ou seja, que G não possui vértices

isolados. Sabemos que L = D−1\2LD−1\2, logo

λi = max
gi+1,...,gn











min
g ⊥ gi+1, ..., gn

g 6= 0

gTD−1\2LD−1\2g

gTg











.

Definimos os vetores

x = D−1\2g, x1 = D1\2g1, ..., xn = D1\2gn.
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Note que g ⊥ gi+1, ..., gn se, e somente se, x ⊥ xi+1, ..., xn, logo

λi = max
gi+1,...,gn











min
x ⊥ xi+1, ..., xn

x 6= 0

xTLx

xTDx











= max
xi+1,...,xn











min
x ⊥ xi+1, ..., xn

x 6= 0

xTLx

xTDx











.

Pelo Lema 3.1 obtemos

λi = max
xi+1,...,xn











min
x ⊥ xi+1, ..., xn

x 6= 0

∑

j∼l

(xj − xl)
2

∑

vj∈V (G)

xj
2d(vj)











. (4.1)

O vetor x pode ser visto como uma função x(v) que relaciona o vértice

vj com o elemento xj . A função x(v) é dita autofunção harmônica.

O Teorema de Courant-Fischer (Teorema 2.11) fornece que

λi = min
x1,...,xi−1











max
x ⊥ x1, ..., xi−1

x 6= 0

∑

j∼l(xj − xl)
2

∑

vj∈V (G) xj
2d(vj)











.

Suponhamos sem perda de generalidade que f = {v1, v2}. Observe que

a deleção dessa aresta altera os graus dos vértices v1 e v2 de forma que dH(v1) =

dG(v1) − 1 e dH(v2) = dG(v2) − 1. Isso altera o termo no Teorema de Courant-

Fischer da seguinte maneira

∑

vj∈V (G)

xj
2d(vj) −→

∑

vj∈V (G)

xj
2d(vj)− x1

2 − x2
2.

Além disso, os vértices v1 e v2 não são mais adjacentes no grafo H ,

assim temos
∑

j∼l

(xj − xl)
2 −→

∑

j∼l

(xj − xl)
2 − (x1 − x2)

2.

O somatório
∑

j∼l

percorre os pares de vértices que são adjacentes em

G. Ao realizar a aplicação da Outra Versão do Teorema de Courant-Fischer
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para H , apenas subtráımos o termo (x1 − x2)
2 visando não alterar o conjunto de

ı́ndices do somatório. Sendo assim,

θi = max
xi+1,...,xn











min
x ⊥ xi+1, ..., xn

x 6= 0

∑

j∼l(xj − xl)
2 − (x1 − x2)

2

∑

vj∈V (G) xj
2d(vj)− x1

2 − x2
2











.

Exigindo que o vetor x satisfaça a condição x1 = −x2, restringimos

os posśıveis valores que a expressão pode assumir no problema de minimização da

Outra Versão do Teorema de Courant-Fischer, e obtemos que

θi ≤ max
xi+1,...,xn











min
x ⊥ xi+1, ..., xn

x 6= 0, x1 = −x2

∑

j∼l(xj − xl)
2 − (x1 − x2)

2

∑

vj∈V (G) xj
2d(vj)− x1

2 − x2
2











= max
xi+1,...,xn











min
x ⊥ xi+1, ..., xn, e1 + e2

x 6= 0

∑

j∼l(xj − xl)
2 − 4x1

2

∑

vj∈V (G) xj
2d(vj)− 2x1

2











,

pois x1 + x2 = 0 se, e somente se, x ⊥ e1 + e2.

Perceba que
∑

j∼l(xj − xl)
2

∑

vj∈V (G) xj
2d(vj)

≤
∑

j∼l 2(xj
2 + xl

2)
∑

vj∈V (G) xj
2d(vj)

.

Como
∑

j∼l

percorre todas as arestas do grafoG, temos que em
∑

j∼l

2(xj
2+

xl
2) cada termo x2

j é contado tantas vezes quanto as arestas que incidem no vértice

vj, ou seja, quanto o grau de vj . Dessa forma,

∑

j∼l

2(xj
2 + xl

2) = 2





∑

vj∈V (G)

xj
2d(vj)



 ,

assim temos
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∑

j∼l(xj − xl)
2

∑

vj∈V (G) xj
2d(vj)

≤
∑

j∼l 2(xj
2 + xl

2)
∑

vj∈V (G) xj
2d(vj)

= 2.

Aplicando o Lema 4.1 com γ2 = 2x1
2 temos que

θi ≤ max
xi+1,...,xn











min
x ⊥ xi+1, ..., xn, e1 + e2

x 6= 0

∑

j∼l(xj − xl)
2 − 4x1

2

∑

vj∈V (G) xj
2d(vj)− 2x1

2











≤ max
xi+1,...,xn











min
x ⊥ xi+1, ..., xn, e1 + e2

x 6= 0

∑

j∼l(xj − xl)
2

∑

vj∈V (G) xj
2d(vj)











.

Adicionando o vetor xi como condição do problema de maximização

da Outra Versão do Teorema de Courant-Fischer, e exigindo que o vetor x

satisfaça a condição x ⊥ xi, o máximo para toda escolha de xi, ..., xn (onde xi pode

ser e1 + e2) fornece uma cota superior para a expressão anterior. Logo,

θi ≤ max
xi+1,...,xn











min
x ⊥ xi+1, ..., xn, e1 + e2

x 6= 0

∑

j∼l(xj − xl)
2

∑

vj∈V (G) xj
2d(vj)











≤ max
xi,...,xn











min
x ⊥ xi, ..., xn

x 6= 0

∑

j∼l(xj − xl)
2

∑

vj∈V (G) xj
2d(vj)











= λi−1.

Procedendo de maneira análoga, mas usando que x1 = x2 para o Teo-

rema de Courant-Fischer, temos que
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θi = min
x1,...,xi−1











max
x ⊥ x1, ..., xi−1

x 6= 0

∑

j∼l(xj − xl)
2 − (x1 − x2)

2

∑

vj∈V (G) xj
2d(vj)− x1

2 − x2
2











≥ min
x1,...,xi−1











max
x ⊥ x1, ..., xi−1

x 6= 0, x1 = x2

∑

j∼l(xj − xl)
2

∑

vj∈V (G) xj
2d(vj)− 2x1

2











≥ min
x1,...,xi−1











max
x ⊥ x1, ..., xi−1, e1 − e2

x 6= 0

∑

j∼l(xj − xl)
2

∑

vj∈V (G) xj
2d(vj)











≥ min
x1,...,xi











max
x ⊥ x1, ..., xi

x 6= 0

∑

j∼l(xj − xl)
2

∑

vj∈V (G) xj
2d(vj)











= λi+1.

Assim temos que

λi−1 ≥ θi ≥ λi+1,

com a convenção de que λ0 = 2 e λn+1 = 0.

Note que a demonstração não pode ser aplicada para a cota superior

de θ1 e nem para a cota inferior de θn. Os valores de λ0 e λn+1 são atribúıdos para

que satisfaçam essas cotas, e baseiam-se no fato de que 0 ≤ θi ≤ 2 para i = 1, ..., n.

Inicialmente supomos D invert́ıvel, no entanto isso não representa uma

restrição para o resultado. Se dG(v) = 0 para m vértices então existe uma matriz

de permutação P tal que

PL(G)P T =





L(G1) 0

0 0m×m



 ,

onde G1 é o maior subgrafo induzido de G que não possui vértices isolados.
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Pelos Teoremas 2.4 e 2.5 temos que

Spec(L(G)) = Spec(PL(G)P T ) = Spec(L(G1)) ∪ {0(m)},

ou seja, λn−m+1 = · · · = λn = 0, além de que λn−m = 0 é o menor autovalor de

L(G1).

Assim a deleção de uma aresta afeta apenas L(G1) ,e portanto o resul-

tado anterior pode ser aplicado a essa submatriz

Spec(L(H)) = Spec(PL(H)P T ) = {Spec(L(G1 \ e), 0(m)},

ou seja, θn−m+1 = θn−m+2 = · · · = θn = 0. Esses autovalores satisfazem trivialmente

λi−1 ≥ θi ≥ λi+1

para i = n − m + 1, ..., n − 1. As cotas para os outros autovalores θi são obtidas

aplicando o resultado anterior à matriz L(G1).

O Exemplo 4.4 mostra que as cotas obtidas nesse resultado são as

melhores posśıveis.

Exemplo 4.4. Considere G = P4 e H = 2P2.

Grafo P4. Grafo 2P2.

Figura 4.4 Deleção de uma aresta do grafo P4.

Temos que

Spec(L(G)) = {2, 1.5, 0.5, 0} ,

Spec(L(H)) =
{

2(2), 0(2)
}

.

Para que o resultado possa ser melhorado devemos ter λi ≥ θi para i =

1, ..., n, no entanto, observe que λ2 = 1.5 � 2 = θ2 , logo temos que a desigualdade

da esquerda do entrelaçamento não pode ser melhorada.
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Apresentamos a seguir como os autovalores de L(G) e L(H) se en-

trelaçam quando o grafo H é obtido pela deleção de r arestas do grafo G. Obtemos

o próximo resultado aplicando o teorema anterior r vezes.

Teorema 4.7. [25] Seja G um grafo e H um subgrafo de G obtido pela deleção de

r arestas. Se

λ1 ≥ · · · ≥ λn são os autovalores de L(G) e

θ1 ≥ · · · ≥ θn são os autovalores de L(H),

então

λi−r ≥ θi ≥ λi+r, para i = 1, ..., n,

onde λi = 2 para i ≤ 0 e λi = 0 para i ≥ n + 1.

Demonstração. Procedemos por indução em r.

Para r = 1 recáımos no teorema anterior.

Suponhamos que o resultado é valido para r− 1. Seja Hr−1 o subgrafo

de G obtido pela deleção de r−1 arestas e γ1 ≥ · · · ≥ γn os autovalores de L(Hr−1).

Segue por hipótese de indução que λi−(r−1) ≥ γi ≥ λi+(r−1).

O grafo H é obtido pela deleção de uma aresta de Hr−1, e segue pelo

teorema anterior que γi−1 ≥ θi ≥ γi+1. Assim

λi−r ≥ γi−1 ≥ θi ≥ γi+1 ≥ λi+r.

Logo, temos λi−r ≥ θi ≥ λi+r, como desejado.

No caso em que a aresta removida é incidente a um vértice de grau 1,

podemos melhorar o resultado do Teorema 4.6 mostrando que os autovalores não

aumentam quando a aresta é removida.
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Teorema 4.8. [25] Seja G um grafo de ordem n e H = G \ f , onde f ∈ E(G) é

uma aresta incidente a um vértice de grau 1. Se

λ1 ≥ · · · ≥ λn = 0 são os autovalores de L(G) e

θ1 ≥ · · · ≥ θn = 0 são os autovalores de L(H),

então

λi ≥ θi, para i = 1, ..., n.

Demonstração. A demonstração é semelhante à do Teorema 4.6 considerando f =

{v1, v2} e dG(v1) = 1. Pela adaptação do Teorema de Courant-Fischer temos

que

θi = min
x1,...,xi−1











max
x ⊥ x1, ..., xi−1

x 6= 0

∑

j∼l(xj − xl)
2 − (x1 − x2)

2

∑

vj∈V (G) xj
2d(vj)− x1

2 − x2
2











.

Como dG(v1) = 1, a expressão sendo maximizada não depende de

x1, pois este termo é cancelado restando apenas uma expressão com parâmetros

x2, ..., xn. Assim, podemos escolher um valor arbitrário para x1 e mantermos a

igualdade

θi = min
x1,...,xi−1











max
x ⊥ x1, ..., xi−1

x 6= 0

∑

j∼l(xj − xl)
2 − (x1 − x2)

2

∑

vj∈V (G) xj
2d(vj)− x1

2 − x2
2











= min
x1,...,xi−1











max
x ⊥ x1, ..., xi−1

x 6= 0, x1 = −x2

∑

j∼l(xj − xl)
2 − 4x2

2

∑

vj∈V (G) xj
2d(vj)− 2x2

2











.

Aplicando o Lema 4.1 com γ2 = 2x2
2 temos que

θi ≤ min
x1,...,xi−1











max
x ⊥ x1, ..., xi−1

x 6= 0, x1 = −x2

∑

j∼l(xj − xl)
2

∑

vj∈V (G) xj
2d(vj)











.

83



Removendo a restrição x1 = −x2 como condição do problema de ma-

ximização do Teorema de Courant-Fischer, o máximo para toda escolha de

x1, ..., xi−1 (onde podemos ter x1 = −x2) fornece uma cota superior para a expressão

anterior. Logo

θi ≤ min
x1,...,xi−1











max
x ⊥ x1, ..., xi−1

x 6= 0, x1 = −x2

∑

j∼l(xj − xl)
2

∑

vj∈V (G) xj
2d(vj)











≤ min
x1,...,xi−1











max
x ⊥ x1, ..., xi−1

x 6= 0

∑

j∼l(xj − xl)
2

∑

vj∈V (G) xj
2d(vj)











= λi.

Assim λi ≥ θi, para i = 1, ..., n.

Generalizando o resultado anterior obtemos um resultado de entrelaça-

mento de autovalores para L associado com a deleção de r arestas incidentes a um

vértice v de grau r, o que melhora em um ı́ndice o Teorema 4.7.

Teorema 4.9. [25] Seja G um grafo de ordem n e H um subgrafo de G obtido pela

deleção das r arestas incidentes a um vértice v de grau r. Se

λ1 ≥ · · · ≥ λn = 0 são os autovalores de L(G) e

θ1 ≥ · · · ≥ θn = 0 são os autovalores de L(H),

então

λi−r+1 ≥ θi ≥ λi+r, para i=1,...,n,,

onde λi = 2 para i ≤ 0 e λi = 0 para i ≥ n + 1.

Demonstração. Seja Hr−k o subgrafo obtido pela deleção de r−k arestas incidentes

ao vértice v no grafo G e θ1
(r−k) ≥ · · · ≥ θn

(r−k) seus autovalores, para k = 0, ..., r.

Aplicando sucessivas vezes o Teorema 4.6 temos

84



θi
(r−1) ≤ θi−1

(r−2) ≤ θi−2
(r−3) ≤ · · · ≤ θi−(r−1)

(0) = λi−(r−1).

Pelo Teorema 4.8 temos que θi
(r−1) ≥ θi

(r) = θi, pois dH1
(v) = 1.

Usando o Teorema 4.7 obtemos θi ≥ λi+r.

Logo

λi−r+1 ≥ θi ≥ λi+r.

As condições λi = 2 para i ≤ 0 e λi = 0 para i ≥ n + 1 são escolhidas

dessa forma pois os autovalores de L sempre pertencem ao intervalo [0, 2].

Utilizando os resultados anteriores, obtemos o entrelaçamento de au-

tovalores para L associado à deleção de um vértice de grau r. Este teorema foi

originalmente apresentado em [25].

Teorema 4.10. Teorema de Entrelaçamento para L(G− v).[25]

Seja G um grafo de ordem n e H = G− v, onde v ∈ V (G) com d(v) = r. Se

λ1 ≥ · · · ≥ λn = 0 são os autovalores de L(G) e

θ1 ≥ · · · ≥ θn−1 = 0 são os autovalores de L(H),

então

λi−r+1 ≥ θi ≥ λi+r, para i = 1, ..., n− 1,

onde λi = 2 para i ≤ 0 e λi = 0 para i ≥ n + 1.

Demonstração. Seja H ′ o subgrafo de G obtido pela deleção das r arestas incidentes

ao vértice v e γ1 ≥ · · · ≥ γn = 0 os autovalores de L(H ′). Como o número de

componentes conexas do grafo indica a multiplicidade do autovalor 0 da matriz L
sabemos que γn−1 = γn = 0.
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Observe que L(H) é submatriz principal de L(H ′) obtida pela deleção

da linha e coluna associada ao vértice v e que nesta linha e coluna todos os elementos

são zero. Supondo, sem perda de generalidade, que v ocupa a primeira linha e coluna

da matriz L(H ′) temos que

L(H ′) =





0 01×n−1

0n−1×1 L(H)



 ,

então Spec(L(H ′)) = Spec(L(H)) ∪ {0} pelo Teorema 2.4. Logo temos que

γ1 = θ1, ..., γn−1 = θn−1.

Segue pelo Teorema 4.9 que

λi−r+1 ≥ θi ≥ λi+r, para i = 1, ..., n− 1,

onde λi = 2 para i ≤ 0 e λi = 0 para i ≥ n+ 1.

O Exemplo 4.5 mostra que as cotas obtidas nesse resultado são as

melhores posśıveis.

Exemplo 4.5. Considere G = Kn e H = Kn−1.

Grafo K5. Grafo K4.

Figura 4.5 Deleção de um vértice do grafo K5.

Temos que

Spec(L(G)) =

{

n

n− 1

(n−1)

, 0

}

,
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Spec(L(H)) =

{

n− 1

n− 2

(n−2)

, 0

}

.

Como λ1 =
n

n− 1
�

n− 1

n− 2
= θn−2, temos que a desigualdade da

esquerda do entrelaçamento não pode ser melhorada, ou seja, não podemos ter

λi−r+2 ≥ θi.

Considere G = K1,n−1 e H = (n − 1)K1, o subgrafo de G obtido pela

deleção do vértice central.

Grafo K1,8. Grafo 8K1.

Figura 4.6 Deleção de um vértice do grafo K1,8.

Temos que

Spec(L(G)) =
{

2, 1(n−2), 0
}

,

Spec(L(H)) =
{

0(n−1)
}

.

Como θ1 = 0 � 1 = λn−1, temos que a desigualdade da direita do

entrelaçamento não pode ser melhorada, ou seja, não podemos ter θi ≥ λi+r−1.

O resultado de entrelaçamento de autovalores para L associado à con-

tração de dois vértices é obtido de maneira semelhante ao resultado associado à

deleção de aresta e foi originalmente exibido em [10].
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Teorema 4.11. Teorema de Entrelaçamento para L(G | {u, v}).[10]
Seja G um grafo e H = G | {u, v}, onde u, v ∈ V (G) com N(u)∩ (N(v)∪ {v}) = ∅,
ou seja, u e v são vértices não adjacentes e sem vizinhos em comum. Se

λ1 ≥ · · · ≥ λn são os autovalores de L(G) e

θ1 ≥ · · · ≥ θn−1 são os autovalores de L(H),

então

λi−1 ≥ θi ≥ λi+1, para i = 1, ..., n− 1,

onde λ0 = 2.

Demonstração. Usaremos a mesma adaptação do Teorema de Courant-Fischer

feita no Teorema 4.6.

Aplicando a adaptação da Outra Versão do Teorema de Courant-

Fischer dada pela equação (4.1), onde supomos que G não possui vértices isolados,

temos

λi = max
xi+1,...,xn











min
x ⊥ xi+1, ..., xn

x 6= 0

∑

j∼l(xj − xl)
2

∑

vj∈V (G) xj
2d(vj)











.

Suponha, sem perda de generalidade, que u e v ocupam, respectiva-

mente, a primeira e segunda linha e coluna de L(G), ou seja, u = v1 e v = v2.

Considere o grafo H∗ obtido pela deleção de todas as arestas incidentes

a u e a adição dessas mesmas ao vértice v e sejam θ∗1 ≥ · · · ≥ θ∗n os autovalores da

matriz L(H∗).

Observe que Spec(L(H∗)) = Spec(L(H)) ∪ {0}, tal diferença entre os

espectros ocorre pela presença do vértice isolado u no grafo H∗.

Seja J o conjunto de ı́ndices referente aos vértices adjacentes a u.

Ao deletarmos todas as arestas incidentes ao vértice u e adicionarmos essas ao
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vértice v, alteramos os graus dos vértices v1 e v2 de forma que dH∗(v1) = 0 e

dH∗(v2) = dG(v2)+dG(v1). Isso altera os termos no Teorema de Courant-Fischer

da seguinte maneira

∑

vj∈V (G)

xj
2d(vj) −→

∑

vj∈V (G)

xj
2d(vj)− d(v1)x1

2 + d(v1)x2
2,

∑

j∼l

(xj − xl)
2 −→

∑

j∼l

(xj − xl)
2 +

∑

j∈J

[

(x2 − xj)
2 − (x1 − xj)

2
]

.

Assim obtemos que a aplicação da adaptação da Outra Versão do

Teorema de Courant-Fischer para o grafo H∗ é dada por

θ∗i = max
xi+1,...,xn











min
x ⊥ xi+1, ..., xn

x 6= 0

∑

j∼l(xj − xl)
2 +

∑

j∈J(x2 − xj)
2 − (x1 − xj)

2

∑

vj∈V (G) xj
2d(vj)− d(v1)x1

2 + d(v1)x2
2











.

Procedendo de maneira análoga ao Teorema 4.6 temos

θ∗i ≤ max
xi+1,...,xn











min
x ⊥ xi+1, ..., xn

x 6= 0, x1 = x2

∑

j∼l(xj − xl)
2 +

∑

j∈J(x2 − xj)
2 − (x1 − xj)

2

∑

vj∈V (G) xj
2d(vj)− d(v1)x1

2 + d(v1)x2
2











= max
xi+1,...,xn











min
x ⊥ xi+1, ..., xn, e1 − e2

x 6= 0

∑

j∼l(xj − xl)
2

∑

vj∈V (G) xj
2d(vj)











≤ max
xi,xi+1,...,xn











min
x ⊥ xi, xi+1, ..., xn

x 6= 0

∑

j∼l(xj − xl)
2

∑

vj∈V (G) xj
2d(vj)











= λi−1,

para i = 2, ..., n.
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O Teorema de Courant-Fischer fornece que

θ∗i = min
x1,...,xi−1











max
x ⊥ x1, ..., xi−1

x 6= 0

∑

j∼l(xj − xl)
2 +

∑

j∈J(x2 − xj)
2 − (x1 − xj)

2

∑

vj∈V (G) xj
2d(vj)− d(v1)x1

2 + d(v2)x2
2











.

Procedendo de maneira análoga ao caso anterior temos

θ∗i ≥ min
x1,...,xi−1











max
x ⊥ x1, ..., xi−1

x 6= 0, x1 = x2

∑

j∼l(xj − xl)
2 +

∑

j∈J(x2 − xj)
2 − (x1 − xj)

2

∑

vj∈V (G) xj
2d(vj)− d(v1)x1

2 + d(v1)x2
2











= min
x1,...,xi−1











max
x ⊥ x1, ..., xi−1, e1 − e2

x 6= 0

∑

j∼l(xj − xl)
2

∑

vj∈V (G) xj
2d(vj)











≥ max
x1,...,xi−1,xi











min
x ⊥ x1, ..., xi−1, xi

x 6= 0

∑

j∼l(xj − xl)
2

∑

vj∈V (G) xj
2d(vj)











= λi+1,

para i = 1, ..., n− 1.

Assim temos λi−1 ≥ θ∗i ≥ λi+1 para i = 2, ..., n−1, θ∗n ≤ λn−1 e θ
∗
1 ≥ λ2.

Como Spec(L(H∗)) e Spec(L(H)) diferem apenas por um zero temos

que θi = θ∗i para i = 1, ..., n− 1.

Logo temos que λi−1 ≥ θi ≥ λi+1 para i = 1, ..., n− 1, onde λ0 = 2.

O argumento para o caso onde G é um grafo com vértices isolados é

análogo ao do Teorema 4.6. Assim conclúımos a demonstração.

90



Com os resultados dessa seção completamos a terceira linha da Tabela

4.4.

G \ f G− v G | {u, v}
A λi−1 ≥ θi ≥ λi+1 λi ≥ θi ≥ λi+1 λi−1 ≥ θi ≥ λi+2

L λi ≥ θi ≥ λi+1 λi ≥ θi ≥ λi+r

L λi−1 ≥ θi ≥ λi+1 λi−r+1 ≥ θi ≥ λi+r λi−1 ≥ θi ≥ λi+1

Q

Tabela 4.4 Teoremas de entrelaçamento para a matriz laplaciana normalizada.

4.4 Matriz Laplaciana Sem Sinal

O desenvolvimento da teoria espectral de grafos baseada na matriz

laplaciana sem sinal foi inicialmente proposta por Cvetković, Rowlinson e Simić

que encontraram muitos ind́ıcios de que esta matriz é superior para a caracte-

rização de grafos por meio de seus espectros. Tais resultados são apresentados em

[12, 13, 14, 15].

Nesta seção apresentamos os resultados de entrelaçamento de autova-

lores para a matriz Q associados com a deleção de uma aresta e com a deleção de

um vértice.

O resultado de entrelaçamento de autovalores paraQ associado à deleção

de uma aresta é apresentado em [11] e [32].

Teorema 4.12. Teorema de Entrelaçamento para Q(G \ f).[32]
Seja G um grafo e H = G \ f , onde f ∈ E(G). Se

λ1 ≥ · · · ≥ λn são os autovalores de Q(G) e

θ1 ≥ · · · ≥ θn são os autovalores de Q(H),
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então

λi ≥ θi ≥ λi+1, para i = 1, ..., n− 1.

Demonstração. O Teorema 3.2 afirma que Q(G) = S(G)S(G)T e que seus auto-

valores são não negativos.

Pelo Teorema 2.6 temos que as matrizes S(G)S(G)T e S(G)TS(G)

possuem o mesmo espectro, exceto pela multiplicidade do autovalor zero. Logo

os autovalores positivos de Q(G) e de S(G)TS(G) são iguais e possuem mesma

multiplicidade. Considerações análogas são válidas para Q(H) = S(H)S(H)T e

S(H)TS(H).

Observe que S(H)TS(H) é uma submatriz principal de ordem |E(G)|−1

da matriz S(G)TS(G), obtida pela deleção da linha e coluna associada à aresta

deletada. O resultado segue pelo Teorema do Entrelaçamento de Cauchy

(Teorema 2.13).

Aplicando o teorema anterior r vezes obtemos o resultado de entrelaçamento

para Q associado com a deleção de r arestas do grafo.

Teorema 4.13. [32] Seja G um grafo e H o subgrafo de G obtido pela deleção de

r arestas. Se

λ1 ≥ · · · ≥ λn são os autovalores de Q(G) e

θ1 ≥ · · · ≥ θn são os autovalores de Q(H),

então

λi ≥ θi ≥ λi+r, para i = 1, ..., n− r.

Demonstração. Procedemos por indução em r.

Para r = 1 o resultado segue pelo teorema anterior.
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Suponhamos que o resultado é valido para r − 1. Considere Hr−1 o

subgrafo de G obtido pela deleção de r − 1 arestas e γ1 ≥ · · · ≥ γn os autovalores

de Q(Hr−1). Segue pela hipótese de indução que

λi ≥ γi ≥ λi+(r−1).

O grafo H é um subgrafo de Hr−1 obtido pela deleção de uma aresta, e

segue pelo teorema anterior que γi ≥ θi ≥ γi+1. Assim

λi ≥ γi ≥ θi ≥ γi+1 ≥ λi+r.

Logo temos λi ≥ θi ≥ λi+r, como desejado.

Para demonstrarmos o resultado de entrelaçamento de autovalores para

Q associado à deleção de um vértice, utilizamos a desigualdade de Weyl e o Teorema

do Entrelaçamento de Cauchy. Esse teorema foi originalmente apresentado por

Wang e Belardo [34].

Teorema 4.14. Teorema de Entrelaçamento para Q(G− v).[34]

Seja G um grafo de ordem n e H = G− v, onde v ∈ V (G). Se

λ1 ≥ · · · ≥ λn são os autovalores de Q(G) e

θ1 ≥ · · · ≥ θn−1 são os autovalores de Q(H),

então

λi ≥ θi ≥ λi+1 − 1, para i = 1, ..., n− 1.

Temos que λi = θi, para i = 1, ..., n − 1, se, e somente se, v é vértice

isolado.

Se d(v) = n− 1, então λi − 1 ≥ θi ≥ λi+1 − 1, para i = 1, ..., n− 1.
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Demonstração. SejaQv(G) a submatriz principal de ordem n−1 deQ(G) obtida pela

deleção da linha e coluna associada ao vértice v e com autovalores γ1 ≥ · · · ≥ γn−1.

Pelo Teorema do Entrelaçamento de Cauchy temos

λi ≥ γi ≥ λi+1. (4.2)

Considere a matriz E = Qv(G)−Q(H) com autovalores ρ1 ≥ · · · ≥ ρn−1. Note que

E é uma matriz diagonal cujo (i, i)-ésimo elemento é 1 se o vértice vi é adjacente a

v em G, caso contrário é 0. Logo seu espectro é composto por zeros e uns.

Aplicando a Desigualdade de Weyl com A = Qv(G), B = Q(H) e E

dada acima, temos que

ρ1 + θi ≥ γi ≥ ρn−1 + θi,

como 0 ≤ ρn e ρ1 ≤ 1 obtemos

1 + θi ≥ γi ≥ θi. (4.3)

Por (4.2) e (4.3) temos que

λi ≥ θi ≥ λi+1 − 1,

para i = 1, ..., n− 1.

Se v é vértice isolado temos que G = H ∪ K1. Logo Spec(Q(G)) =

Spec(Q(H))∪ {0}. Assim temos que λi = θi, para i = 1, ..., n− 1. Reciprocamente,

observe que o vértice isolado v apenas adiciona um autovalor 0 ao Spec(Q(G)).

Se d(v) = n − 1, então E = In−1 e Spec(E) = {1(n−1)}. Segue pela

aplicação da Desigualdade de Weyl que

θi + 1 ≥ γi ≥ θi + 1.

Portanto γi = θi + 1 e usando a desigualdade (4.2) obtemos

λi − 1 ≥ θi ≥ λi+1 − 1.

94



O Exemplo 4.6 mostra que as cotas obtidas nesse resultado são as

melhores posśıveis.

Exemplo 4.6. Considere G = K4 e H = K3. Temos que

Spec(Q(G)) =
{

6, 2(3)
}

,

Spec(Q(H)) =
{

4, 1(2)
}

.

Como θ2 = 1 � 2−β = λ3−β, com 0 ≤ β < 1, temos que a desigualdade

da direita do resultado de entrelaçamento não pode ser melhorada, ou seja, não

podemos ter θi ≥ λi+1 − β.

O próximo resultado é uma aplicação dos últimos teoremas vistos e

generaliza os resultados de entrelaçamento para o caso em que H é um subgrafo de

G obtido pela deleção de vértices e arestas.

Corolário 4.1. Seja G um grafo de ordem n e H um subgrafo de G de ordem m ≤ n.

Se

λ1 ≥ · · · ≥ λn são os autovalores de Q(G) e

θ1 ≥ · · · ≥ θm são os autovalores de Q(H),

então

λi ≥ θi, para i = 1, ..., m.

Demonstração. Se m = n, então H é subgrafo de G obtido pela deleção de arestas

e o resultado segue pelo Teorema 4.13.

Se m < n, então H é subgrafo de G obtido pela deleção de vértices e

arestas. Considere Hk o subgrafo de G obtido pela deleção de n− k vértices e que

possui H como subgrafo, e sejam θk1 ≥ · · · ≥ θkk os autovalores da matriz Q(Hk).

Pelo Teorema 4.14 temos que

λi ≥ θ1i ≥ · · · ≥ θki . (4.4)
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Se H = Hm, o resultado esta provado. Caso contrário, temos que H

é subgrafo de Hm obtido pela deleção de arestas. Pelo Teorema 4.13 temos que

θmi ≥ θi, e segue pela equação (4.4) que λi ≥ θi.

O próximo corolário permite utilizar a multiplicidade dos autovalores

do grafo original para caracterizar a multiplicidade dos autovalores do grafo obtido

após a operação de deleção de vértice.

Corolário 4.2. Seja G um grafo de ordem n e H = G − v, onde v ∈ V (G) e

d(v) = n− 1. Se

λ1 ≥ · · · ≥ λn são os autovalores de Q(G),

θ1 ≥ · · · ≥ θn−1 são os autovalores de Q(H),

e α é um autovalor de multiplicidade r de Q(G), então α − 1 é um autovalor de

multiplicidade r − 1 de Q(H).

Demonstração. Se α é autovalor de multiplicidade r de Q(G), então existe um ı́ndice

j tal que λj+1 = · · · = λj+r = α. Como d(v) = n − 1, segue pelo Teorema 4.14

que λi − 1 ≥ θi ≥ λi+1 − 1, logo

λj+1−1 ≥ θj+1 ≥ λj+2−1 ≥ θj+2 ≥ λj+3−1 ≥ · · · ≥ λj+r−1−1 ≥ θj+r−1 ≥ λj+r−1

α− 1 ≥ θj+1 ≥ α− 1 ≥ · · · ≥ α− 1 ≥ θj+r−1 ≥ α− 1.

Assim temos que θj+1 = · · · = θj+r−1 = α − 1, ou seja, α − 1 é autovalor de

multiplicidade r − 1 de Q(H).
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Com os resultados dessa seção completamos algumas lacunas da quarta

linha da Tabela 4.5.

G \ f G− v G | {u, v}
A λi−1 ≥ θi ≥ λi+1 [25] λi ≥ θi ≥ λi+1 [25] λi−1 ≥ θi ≥ λi+2 [25]

L λi ≥ θi ≥ λi+1 [32] λi ≥ θi ≥ λi+r [25]

L λi−1 ≥ θi ≥ λi+1 [10] λi−r+1 ≥ θi ≥ λi+r [25] λi−1 ≥ θi ≥ λi+1 [10]

Q λi ≥ θi ≥ λi+1 [32] λi ≥ θi ≥ λi+1 − 1 [34]

Tabela 4.5 Teoremas de entrelaçamento do caṕıtulo 4.

A Tabela 4.5 apresenta os principais teoremas de entrelaçamento conhe-

cidos. Observe que as lacunas associadas à operação de contração de vértices para

as matrizes laplaciana e laplaciana sem sinal não foram preenchidas. Tais resultados

serão constrúıdos no próximo caṕıtulo.

No Caṕıtulo 5, também vamos investigar teoremas de entrelaçamento

de autovalores associados à operação de subdivisão de uma aresta, e com isso intro-

duzimos uma nova coluna para ser preenchida na matriz que ilustra os resultados.
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5 OUTROS ENTRELAÇAMENTOS

Neste caṕıtulo apresentamos teoremas de entrelaçamento de autovalores

para as quatro matrizes trabalhadas no caṕıtulo anterior associados à operação de

subdivisão de uma aresta. Além disso, apresentamos os teoremas de entrelaçamento

de autovalores associados à operação de contração de dois vértices para as matrizes

laplaciana e laplaciana sem sinal. Os resultados desse caṕıtulo constituem uma

contribuição original de nosso trabalho.

Com a investigação da operação de subdivisão de uma aresta a Tabela

4.5, que ilustra os teoremas de entrelaçamento, ganha mais uma coluna para ser

preenchida.

G \ f G− v G | {u, v} Gf

A λi−1 ≥ θi ≥ λi+1 λi ≥ θi ≥ λi+1 λi−1 ≥ θi ≥ λi+2

L λi ≥ θi ≥ λi+1 λi ≥ θi ≥ λi+r

L λi−1 ≥ θi ≥ λi+1 λi−r+1 ≥ θi ≥ λi+r λi−1 ≥ θi ≥ λi+1

Q λi ≥ θi ≥ λi+1 λi ≥ θi ≥ λi+1 − 1

Tabela 5.1 Teoremas de entrelaçamento que serão apresentados no caṕıtulo 5.

Neste caṕıtulo pretendemos completar a Tabela 5.1.

5.1 Subdivisão de Aresta

Para obter os resultados desta seção utilizamos os obtidos nas duas

primeiras colunas da tabela acima. Usamos ferramentas da teoria matricial e da

teoria de grafos para relacionar os resultados já obtidos, visando encontrar novos e

poder terminar de preencher a tabela.
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Relembramos que toda subdivisão de aresta pode ser revertida pela

contração de vértices adjacentes. De fato, seja G um grafo e H = G \ f , onde

f = {u, v} ∈ E. Observe que G = H \ {xf , u} = H \ {xf , v}. Logo é plauśıvel supor

que os resultados de entrelaçamento de autovalores associados com essas operações

estejam relacionados. Vejamos como isso ocorre para cada representação matricial.

Teorema 5.1. Teorema de Entrelaçamento para A(Gf ).

Seja G um grafo e H = Gf , onde f ∈ E(G). Se

λ1 ≥ · · · ≥ λn são os autovalores de A(G) e

θ1 ≥ · · · ≥ θn+1 são os autovalores de A(H),

então

θi−1 ≥ λi ≥ θi+2, para i = 2, ..., n− 1,

λ1 ≥ θ3, e θn−1 ≥ λn.

Analogamente, temos

λi−2 ≥ θi ≥ λi+1, para i = 3, ..., n− 1,

θ1 ≥ λ2, θ2 ≥ λ3, λn−2 ≥ θn e λn−1 ≥ θn+1.

Demonstração. Pelo Teorema 3.1, temos que G \ f = Gf − x, onde x é o vértice

adicionado na subdivisão. Sejam β1 ≥ β2 ≥ · · · ≥ βn os autovalores de A(G \ f).

Pelo Teorema 4.1, temos que

λi−1 ≥ βi ≥ λi+1 para i = 2, ..., n− 1, (5.1)

β1 ≥ λ2 e βn ≤ λn−1.

Pelo Teorema 4.2, temos que

θi ≥ βi ≥ θi+1 para i = 1, ..., n. (5.2)

99



Assim temos

θi−1 ≥ βi−1 pela desigualdade (5.2).

βi−1 ≥ λi pela desigualdade (5.1).

λi ≥ βi+1 pela desigualdade (5.1).

βi+1 ≥ θi+2 pela desigualdade (5.2).

Logo θi−1 ≥ λi ≥ θi+2 para i = 2, ..., n− 1.

Do mesmo modo obtemos

λ1 ≥ β2 por (5.1).

β2 ≥ θ3 por (5.2).

θn−1 ≥ βn−1 por (5.2).

βn−1 ≥ λn por (5.1).

Logo λ1 ≥ θ3 e θn−1 ≥ λn.

Analogamente, temos que λi−2 ≥ θi ≥ λi+1 para i = 3, ..., n− 1. Além

disso, θ1 ≥ λ2, θ2 ≥ λ3, λn−2 ≥ θn e λn−1 ≥ θn+1.

Vejamos que uma das cotas do resultado não pode ser melhorada.

Exemplo 5.1. Se G = C4 então a subdivisão de qualquer aresta fornece o grafo

H = C5.

Grafo C4. Grafo C5.

Figura 5.1 Subdivisão de uma aresta do grafo C4.
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Assim temos

Spec(A(G)) = {2, 0(2),−2},

Spec(A(H)) = {2, 0.61(2),−1.62(2)}.

Como λ2 = 0 � 0.61 = θ3, temos que a desigualdade da direita do

resultado de entrelaçamento não pode ser melhorada, ou seja, não podemos ter λi ≥
θi+1.

Considere os resultados da Tabela 5.2.

H = Gf H = G | {u, v}
A λi−2 ≥ θi ≥ λi+1 λi−1 ≥ θi ≥ λi+2

Tabela 5.2 Comparação para a matriz de adjacência.

Observe que para a matriz de adjacência os resultados de entrelaçamento

de autovalores associados à subdivisão de arestas e a contração de vértices são

idênticos.

Apresentamos a seguir o resultado de entrelaçamento para a matriz

laplaciana associado com a operação de subdivisão de aresta.

Teorema 5.2. Teorema de Entrelaçamento para L(Gf ).

Seja G um grafo e H = Gf , onde f ∈ E(G). Se

λ1 ≥ · · · ≥ λn são os autovalores de L(G) e

θ1 ≥ · · · ≥ θn+1 são os autovalores de L(H),

então

θi−1 ≥ λi ≥ θi+2 para i = 2, ..., n,

λ1 ≥ θ3 e θn+2 = 0.
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Analogamente, temos

λi−2 ≥ θi ≥ λi+1, para i = 3, ..., n− 1,

θ1 ≥ λ2, θ2 ≥ λ3, λn−2 ≥ θn e λn−1 ≥ θn+1 = 0.

Demonstração. Pelo Teorema 3.1, temos que G \ f = Gf − x, onde x é o vértice

adicionado na subdivisão.

Sejam β1 ≥ β2 ≥ · · · ≥ βn os autovalores de L(G \ f) .

Pelo Teorema 4.4, temos que

λi ≥ βi ≥ λi+1 para i = 1, ..., n− 1. (5.3)

Pelo Teorema 4.5, e como dGf
(x) = 2, temos que

θi ≥ βi ≥ θi+2 para i = 1, ..., n (5.4)

e θn+2 = 0.

Assim temos

θi−1 ≥ βi−1 pela desigualdade (5.4).

βi−1 ≥ λi pela desigualdade (5.3).

λi ≥ βi pela desigualdade (5.3).

βi ≥ θi+2 pela desigualdade (5.4).

Logo θi−1 ≥ λi ≥ θi+2 para i = 2, ..., n, assumindo θn+2 = 0.

Do mesmo modo obtemos

λ1 ≥ β1 por (5.3).

β1 ≥ θ3 por (5.4).
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Logo λ1 ≥ θ3.

Analogamente, temos que λi−2 ≥ θi ≥ λi+1 para i = 3, ..., n− 1. Além

disso, θ1 ≥ λ2, θ2 ≥ λ3, λn−2 ≥ θn e λn−1 ≥ θn+1 = 0.

Vejamos que uma das cotas do resultado não pode ser melhorada.

Exemplo 5.2. Se G = C4 então a subdivisão de qualquer aresta fornece o grafo

H = C5, assim temos

Spec(L(G)) = {4, 2(2), 0},

Spec(L(H)) = {3.62(2), 1.38(2), 0}.

Como θ3 = 1.38 � 2 = λ3, temos que a desigualdade da esquerda

do resultado de entrelaçamento não pode ser melhorada, ou seja, não podemos ter

θi ≥ λi.

Na próxima seção vamos apresentar o resultado de entrelaçamento para

a matriz laplaciana associado a contração de vértices para então realizar a com-

paração entre os resultados.

Lembramos que o resultado de entrelaçamento de autovalores associado

à contração de dois vértices para a matriz laplaciana normalizada L (Teorema 4.11)

exige que os vértices contráıdos não sejam adjacentes e que não possuam vizinhos

em comum, ou seja, não contempla o caso em que a contração de dois vértices é a

operação inversa da subdivisão de uma aresta.

Teorema 5.3. Teorema de Entrelaçamento para L(Gf).

Seja G um grafo e H = Gf , onde f ∈ E(G). Se

λ1 ≥ · · · ≥ λn são os autovalores de L(G) e

θ1 ≥ · · · ≥ θn+1 são os autovalores de L(H),
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então

θi−2 ≥ λi ≥ θi+3 para i = 1, ..., n,

onde θi = 2 para i ≤ 0 e θi = 0 para i ≥ n + 2.

Analogamente, temos

λi−3 ≥ θi ≥ λi+2, para i = 1, ..., n+ 1,

onde λi = 2 para i ≤ 0 e λi = 0 para i ≥ n + 1.

Demonstração. Pelo Teorema 3.1, temos que G \ f = Gf − x, onde x é o vértice

adicionado na subdivisão.

Sejam β1 ≥ β2 ≥ · · · ≥ βn os autovalores de L(G \ f) .

Pelo Teorema 4.6, temos que

λi−1 ≥ βi ≥ λi+1 para i = 1, ..., n, (5.5)

onde λ0 = 2 e λn+1 = 0.

Pelo Teorema 4.10, e como dGf
(x) = 2, temos que

θi−1 ≥ βi ≥ θi+2 para i = 1, ..., n, (5.6)

θ0 = 2 e θn+2 = 0.

Assim temos

θi−2 ≥ βi−1 pela desigualdade (5.6).

βi−1 ≥ λi pela desigualdade (5.5).

λi ≥ βi+1 pela desigualdade (5.5).

βi+1 ≥ θi+3 pela desigualdade (5.6).

Logo θi−2 ≥ λi ≥ θi+3 para i = 1, ..., n, assumindo θi = 2 para i ≤ 0 e

θi = 0 para i ≥ n+ 2.
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Analogamente, temos que λi−3 ≥ θi ≥ λi+2 para i = 1, ..., n, assumindo

λi = 2 para i ≤ 0 e λi = 0 para i ≥ n+ 1.

Considere os resultados da Tabela 5.3.

H = Gf H = G | {u, v}
L λi−3 ≥ θi ≥ λi+2 λi−1 ≥ θi ≥ λi+1

Tabela 5.3 Comparação para a matriz laplaciana normalizada.

O resultado associado à subdivisão de aresta é uma complementação

para o caso em que os vértices contráıdos são adjacentes e um deles possui grau

2, visto que nesse caso a contração de vértices adjacentes é a operação inversa da

subdivisão de aresta.

Apresentamos a seguir o resultado de entrelaçamento de autovalores as-

sociados à subdivisão de uma aresta para a matriz laplaciana sem sinal. O resultado

associado com a contração de vértices será constrúıdo na próxima seção.

Teorema 5.4. Teorema de Entrelaçamento para Q(Gf ).

Seja G um grafo e H = Gf , onde f ∈ E(G). Se

λ1 ≥ · · · ≥ λn são os autovalores de Q(G) e

θ1 ≥ · · · ≥ θn+1 são os autovalores de Q(H),

então

θi−1 ≥ λi ≥ θi+1 − 1 para i = 2, ..., n,

e λ1 ≥ θ2 − 1.

Analogamente, temos

λi−1 + 1 ≥ θi ≥ λi+1, para i = 2, ..., n− 1,

θ1 ≥ λ2 e λn−1 + 1 ≥ θn.
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Demonstração. Pelo Teorema 3.1, temos que G \ f = Gf − x, onde x é o vértice

adicionado na subdivisão.

Sejam β1 ≥ β2 ≥ · · · ≥ βn os autovalores de Q(G \ f) .

Pelo Teorema 4.12, temos que

λi ≥ βi ≥ λi+1 para i = 1, ..., n− 1. (5.7)

Pelo Teorema 4.14, temos que

θi ≥ βi ≥ θi+1 − 1 para i = 1, ..., n. (5.8)

Assim temos

θi−1 ≥ βi−1 pela desigualdade (5.8).

βi−1 ≥ λi pela desigualdade (5.7).

λi ≥ βi pela desigualdade (5.7).

βi ≥ θi+1 − 1 pela desigualdade (5.8).

Logo θi−1 ≥ λi ≥ θi+1 − 1 para i = 2, ..., n.

Do mesmo modo obtemos

λ1 ≥ β1 por (5.7).

β1 ≥ θ2 − 1 por (5.8).

Logo λ1 ≥ θ2 − 1.

Analogamente, temos que λi−1 + 1 ≥ θi ≥ λi+1 para i = 2, ..., n − 1.

Além disso, θ1 ≥ λ2 e λn−1 + 1 ≥ θn.

No Exemplo 5.3 mostramos que as cotas obtidas não podem ser me-

lhoradas.

106



Exemplo 5.3. Se G = C3 então a subdivisão de qualquer aresta fornece o grafo

H = C4, assim temos

Grafo C3. Grafo C4.

Figura 5.2 Subdivisão de aresta do do grafo C3.

Spec(Q(G)) = {4, 1(2)},

Spec(Q(H)) = {4, 2(2), 0}.

Como λ2 = 1 � 2 − β = θ3, com 0 ≤ β < 1, temos que a desigualdade

da direita do resultado de entrelaçamento não pode ser melhorada, ou seja, não

podemos ter λi ≥ θi+1 − β.

Seja G = K8 e H o grafo obtido pela subdivisão de qualquer aresta de

G.

Grafo K8. Grafo H.

Figura 5.3 Subdivisão de uma aresta do grafo K8.

Temos que

Spec(Q(G)) = {14, 6(7)},
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Spec(Q(H)) = {13.81, 7, 6(5), 5.65, 1.54}.

Como θ8 = 5.65 � 6 = λ8, temos que a desigualdade da esquerda

do resultado de entrelaçamento não pode ser melhorada, ou seja, não podemos ter

θi ≥ λi.

Com os resultados apresentados nessa seção completamos a quarta co-

luna da Tabela 5.4.

G \ f G− v G | {u, v} Gf

A λi−1 ≥ θi ≥ λi+1 λi ≥ θi ≥ λi+1 λi−1 ≥ θi ≥ λi+2 λi−2 ≥ θi ≥ λi+1

L λi ≥ θi ≥ λi+1 λi ≥ θi ≥ λi+r λi−2 ≥ θi ≥ λi+1

L λi−1 ≥ θi ≥ λi+1 λi−r+1 ≥ θi ≥ λi+r λi−1 ≥ θi ≥ λi+1 λi−3 ≥ θi ≥ λi+2

Q λi ≥ θi ≥ λi+1 λi ≥ θi ≥ λi+1 − 1 λi−1 + 1 ≥ θi ≥ λi+1

Tabela 5.4 Teoremas de entrelaçamento para subdivisão de aresta.

Resta investigar a operação de contração de vértices para a matriz la-

placiana e para a matriz laplaciana sem sinal.

5.2 Contração de Vértices para L e Q

Nesta seção, apresentamos os resultados de entrelaçamento de autova-

lores associados à operação de contração de dois vértices para a matriz laplaciana e

para matriz laplaciana sem sinal.

Para obtenção desses resultados, utilizamos o Teorema do Entrelaçamento

de Cauchy e a Desigualdade de Weyl.

Teorema 5.5. Teorema de Entrelaçamento para L(G | {u, v}).
Seja G um grafo e H = G | {u, v}, onde u, v ∈ V (G) e N(u) ∩ (N(v) ∪ {v}) = ∅,
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ou seja, u e v não são adjacentes e não possuem vizinhos em comum. Se

λ1 ≥ · · · ≥ λn são os autovalores de L(G) e

θ1 ≥ · · · ≥ θn−1 são os autovalores de L(H),

então

λi +
d+

√
4d+ d2

2
≥ θi ≥ λi+1 +

d−
√
4d+ d2

2
, para i = 1, ..., n− 1,

onde d = min {dG(u), dG(v)}.

Demonstração. Suponhamos sem perda de generalidade que u indexa a primeira e

v a segunda linha e coluna da matriz L(G) = [l(G)i,j], e, além disso, que x indexa

a primeira linha e coluna da matriz L(H) = [l(H)i,j], onde x é o vértice obtido

na contração. Observe que as entradas das matrizes L(G) e L(H) estão indexadas,

respectivamente, por 1 ≤ i, j ≤ n e 1 ≤ i, j ≤ n− 1, onde cada número é associado

a um dos vértices do grafo.

Seja L(G)u = [lui,j] a submatriz principal obtida pela deleção da pri-

meira linha e coluna de L(G). Denotamos por β1 ≥ · · · ≥ βn−1 os autovalores de

L(G)u.

Pelo Teorema do Entrelaçamento de Cauchy temos que

λi ≥ βi ≥ λi+1, para i = 1, ..., n− 1. (5.9)

Para i, j ≥ 2, considere os seguintes itens:

(1) Se l(H)i,i = dH(vi) então l(G)i+1,i+1 = dH(vi). De fato,

se vi+1 ≁ u e vi+1 ≁ v em G então vi ≁ x em H,

se vi+1 ∼ u e vi+1 ≁ v em G então vi ∼ x em H,

se vi+1 ≁ u e vi+1 ∼ v em G então vi ∼ x em H.
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Note que, como N(u) ∩ N(v) = ∅, temos que N(x) é a união disjunta

de N(u) e de N(v), logo nenhum vértice em N(u) ou em N(v) tem seu

grau alterado. O restante dos vértices não possuem suas adjacências e

graus alterados.

(2) Se l(H)i,j = −1, então vi ∼ vj em H , logo vi+1 ∼ vj+1 em G e portanto

l(G)i+1,j+1 = −1.

(3) Se l(H)i,j = 0, então vi ≁ vj em H , logo vi+1 ≁ vj+1 em G e portanto

l(G)i+1,j+1 = 0.

A contração dos vértices u e v afeta apenas as duas primeiras linhas

e colunas da matriz L(G) produzindo a primeira linha e coluna da matriz L(H).

Como estamos considerando apenas os elementos a partir da terceira linha e coluna

de L(G) e a partir da segunda linha e coluna de L(H), temos que esses não são

afetados pela contração, visto que a operação não afeta suas adjacências. Logo

l(H)i,j = l(G)i+1,j+1 para i, j ≥ 2.

Por definição temos l(G)i+1,j+1 = lui,j para i, j ≥ 2. Segue que

lui,j = l(H)i,j para i, j ≥ 2. (5.10)

Seja L(G)u−L(H) = E = [ei,j ]. Pela definição de L e por (5.10) temos

ei,j =



















−dG(u), se i = j = 1,

1, se v ≁ vj e u ∼ vj em G,

0, caso contrário,
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ou seja, E tem a seguinte forma















































−dG(u) 0 . . . 1 . . . 0 . . . 1 . . .

0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
...

...
. . .

...

1
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

1
...

. . .
...

... 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0















































.

Existe uma matriz de permutação P tal que P−1EP = C = [ci,j], onde

ci,j =



















−dG(u), se i = j = 1,

1, se i = 1 e j = 2, ..., dG(u) + 1 ou se i = 2, ..., dG(u) + 1 e j = 1,

0, caso contrário,

logo C assume a forma

C =



































−dG(u) 1 . . . 1 0 . . . 0

1 0 . . . 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...

1 0 . . . 0 0 . . . 0

0 . . . . . . 0 0 . . . 0
...

. . .
. . .

...
...

. . .
...

0 . . . . . . 0 0 . . . 0



































.

Pelo Teorema 2.5 temos que

Spec(E) = Spec(C).
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Considere a matriz

F =

















−dG(u) 1 . . . 1

1 0 . . . 0
...

...
. . .

...

1 0 . . . 0

















.

Note que as matrizes F e 0n−dG(u)−2 são blocos da matriz C, segue pelo

Teorema 2.4 que

Spec(C) = Spec(F ) ∪ Spec(0n−dG(u)−2) = Spec(F ) ∪
{

0(n−dG(u)−2)
}

.

Observe que os autovetores de F são dados por e2 − ei, para i =

3, ..., dG(u), e

(

−dG(u) +
√

dG(u)2 + 4dG(u)

2
, 1..., 1

)

e

(

−dG(u)−
√

dG(u)2 + 4dG(u)

2
, 1..., 1

)

.

Utilizando os autovetores obtemos

Spec(F ) =

{

−dG(u) +
√

dG(u)2 + 4dG(u)

2
, 0(dG(u)−1),

−dG(u)−
√

dG(u)2 + 4dG(u)

2

}

.

Denotando por γ1 ≥ · · · ≥ γn−1 os autovalores de E temos que

γ1 =
−dG(u) +

√

dG(u)2 + 4dG(u)

2

γn−1 =
−dG(u)−

√

dG(u)2 + 4dG(u)

2

γi = 0 para i = 2, ..., n− 2.

Observe que L(G)u = L(H)+E. Aplicando a Desigualdade de Weyl

(Teorema 2.15) com A = L(G)u e B = L(H) obtemos

θi + γ1 ≥ βi ≥ θi + γn−1. (5.11)

Por (5.9) e (5.11) temos

θi + γn−1 ≤ βi ≤ λi (5.12)

λi+1 ≤ βi ≤ θi + γ1 (5.13)
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Substituindo γn−1 em (5.12)

θi −
dG(u)

2
−
√

4dG(u) + dG(u)2

2
≤ λi ⇒ θi ≤ λi +

dG(u) +
√

4dG(u) + dG(u)2

2
.

Substituindo γ1 em (5.13)

λi+1 ≤ θi −
dG(u)

2
+

√

4dG(u) + dG(u)2

2
⇒ λi+1 ≤ θi +

√

4dG(u) + dG(u)2 − dG(u)

2
.

Logo

λi +
dG(u) +

√

4dG(u) + dG(u)2

2
≥ θi ≥ λi+1 +

dG(u)−
√

4dG(u) + dG(u)2

2
.

Supondo que v indexa a primeira e u a segunda linha e coluna de L(G),

por um argumento análogo ao anterior obtemos

λi +
dG(v) +

√

4dG(v) + dG(v)2

2
≥ θi ≥ λi+1 +

dG(v)−
√

4dG(v) + dG(v)2

2
.

Assim o melhor resultado de entrelaçamento ocorre quando escolhemos

o mı́nimo entre dG(u) e dG(v).

Destacamos que a cota inferior obtida no resultado é razoavelmente boa,

no entanto, a cota superior produz um intervalo muito grande, impossibilitando uma

estimativa precisa dos autovalores de L (G | {u, v}).

Considere os resultados da Tabela 5.5.

H = Gf H = G | {u, v}

L λi−2 ≥ θi ≥ λi+1 λi +
d+

√
4d+ d2

2
≥ θi ≥ λi+1 +

d−
√
4d+ d2

2

Tabela 5.5 Comparação para a matriz laplaciana.

Observe que o resultado associado à contração de dois vértices depende

do grau dos vértices contráıdos, enquanto que o resultado associado à subdivisão
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de uma aresta não apresenta essa peculiaridade. Logo os resultados apresentam

estruturas muito distintas para serem devidamente relacionados.

O Exemplo 5.4 mostra que o resultado associado à contração de dois

vértices é válido.

Exemplo 5.4. Se G = C6 então a contração de quaisquer dois vértices não adja-

centes e sem vizinhos em comum fornece o grafo H apresentado abaixo.

Grafo C6. Grafo H.

Figura 5.4 Contração de vértices do grafo C6.

Assim temos

Spec(L(G)) = {4, 3(2), 1(2), 0},

Spec(L(H)) = {5, 3(2), 1, 0}.

Aplicando o resultado para i = 1 obtemos

4 +
2 +

√

4.2 + (2)2

2
≥ 5 ≥ 3 +

2−
√

4.2 + (2)2

2

5 +
√
3 ≥ 5 ≥ 4−

√
3.

Observe que no intervalo dado pela aplicação do resultado para i = 1

estão contidos os autovalores λ1, λ2, λ3, θ1, θ2 e θ3, logo não conseguimos estabe-

lecer uma relação precisa entre esses autovalores. Uma posśıvel melhora para este

resultado seria estabelecer para cada autovalor de L(H) quais os autovalores de L(G)

que formam o menor intervalo que os contém.
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O resultado de entrelaçamento para a matriz laplaciana sem sinal segue

de maneira análoga ao anterior.

Teorema 5.6. Teorema de Entrelaçamento para Q(G | {u, v}).
Seja G um grafo e H = G | {u, v}, onde u, v ∈ V (G) e N(u) ∩ (N(v) ∪ {v}) = ∅,
ou seja, u e v não são adjacentes e não possuem vizinhos em comum. Se

λ1 ≥ · · · ≥ λn são os autovalores de Q(G) e

θ1 ≥ · · · ≥ θn−1 são os autovalores de Q(H),

então

λi +
d+

√
4d+ d2

2
≥ θi ≥ λi+1 +

d−
√
4d+ d2

2
, para i = 1, ..., n− 1,

onde d = min {dG(u), dG(v)}.

Demonstração. Suponhamos sem perda de generalidade que u indexa a primeira e

v a segunda linha e coluna da matriz Q(G) = [q(G)i,j], e além disso, que x indexa

a primeira linha e coluna da matriz Q(H) = [q(H)i,j], onde x é o vértice obtido

na contração. Observe que as entradas das matrizes Q(G) e Q(H) estão indexadas,

respectivamente, por 1 ≤ i, j ≤ n e 1 ≤ i, j ≤ n− 1, onde cada número é associado

a um dos vértices do grafo.

Seja Q(G)u = [qui,j ] a submatriz principal obtida pela deleção da pri-

meira linha e coluna de Q(G). Denotamos por β1 ≥ · · · ≥ βn−1 os autovalores de

Q(G)u.

Pelo Teorema do Entrelaçamento de Cauchy temos que

λi ≥ βi ≥ λi+1, para i = 1, ..., n− 1. (5.14)

Para i, j ≥ 2 considere os seguintes itens:

(1) Se q(H)i,i = dH(vi) então q(G)i+1,i+1 = dH(vi). De fato,
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se vi+1 ≁ u e vi+1 ≁ v em G então vi ≁ x em H,

se vi+1 ∼ u e vi+1 ≁ v em G então vi ∼ x em H,

se vi+1 ≁ u e vi+1 ∼ v em G então vi ∼ x em H.

Note que, como N(u) ∩ N(v) = ∅, temos que N(x) é a união disjunta

de N(u) e de N(v), logo nenhum vértice em N(u) ou em N(v) tem seu

grau alterado. O restante dos vértices não tem suas adjacências nem

seus graus alterados.

(2) Se q(H)i,j = 1 então vi ∼ vj em H , logo vi+1 ∼ vj+1 em G e portanto

q(G)i+1,j+1 = 1.

(3) Se q(H)i,j = 0 então vi ≁ vj em H , logo vi+1 ≁ vj+1 em G e portanto

q(G)i+1,j+1 = 0.

A contração dos vértices u e v afeta apenas as duas primeiras linhas

e colunas da matriz Q(G) produzindo a primeira linha e coluna da matriz Q(H).

Como estamos considerando apenas os elementos a partir da terceira linha e coluna

de Q(G) e a partir da segunda linha e coluna de Q(H), temos que esses não são

afetados pela contração, visto que a operação não afeta suas adjacências.

Logo q(H)i,j = q(G)i+1,j+1 para i, j ≥ 2.

Por definição, temos q(G)i+1,j+1 = qui,j para i, j ≥ 2. Segue que

qui,j = q(H)i,j para i, j ≥ 2. (5.15)

Seja Q(G)u − Q(H) = E = [ei,j ]. Pela definição de Q e por (5.15),

temos

ei,j =































−dG(u), se i = j = 1,

−1, se v ≁ vj e u ∼ vj em G,

,

0, caso contrário,
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ou seja, E tem a seguinte forma















































−dG(u) 0 . . . −1 . . . 0 . . . −1 . . .

0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
...

...
. . .

...

−1
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

−1
...

. . .
...

... 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0















































.

Existe uma matriz de permutação P tal que P−1EP = C = [ci,j], onde

ci,j =



















−dG(u), se i = j = 1,

−1, se i = 1 e j = 2, ..., dG(u) + 1 ou se i = 2, ..., dG(u) + 1 e j = 1,

0, caso contrário,

logo C assume a forma

C =



































−dG(u) −1 . . . −1 0 . . . 0

−1 0 . . . 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...

−1 0 . . . 0 0 . . . 0

0 . . . . . . 0 0 . . . 0
...

. . .
. . .

...
...

. . .
...

0 . . . . . . 0 0 . . . 0



































.

Pelo Teorema 2.5 temos que

Spec(E) = Spec(C).
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Considere a matriz

F =

















−dG(u) −1 . . . −1

−1 0 . . . 0
...

...
. . .

...

−1 0 . . . 0

















.

Note que as matrizes F e 0n−dG(u)−2 são blocos da matriz C, segue pelo

Teorema 2.4 que

Spec(C) = Spec(F ) ∪ Spec(0n−dG(u)−2) = Spec(F ) ∪
{

0(n−dG(u)−2)
}

.

Observe que os autovetores de F são dados por e2 − ei, para i =

3, ..., dG(u), e

(

−dG(u) +
√

dG(u)2 + 4dG(u)

2
, 1..., 1

)

e

(

−dG(u)−
√

dG(u)2 + 4dG(u)

2
, 1..., 1

)

.

Denotando por γ1 ≥ · · · ≥ γn−1 os autovalores de E temos que

γ1 =
−dG(u) +

√

dG(u)2 + 4dG(u)

2

γn−1 =
−dG(u)−

√

dG(u)2 + 4dG(u)

2

γi = 0 para i = 2, ..., n− 2.

Observe que Q(G)u = Q(H)+E. Aplicando aDesigualdade de Weyl

(Teorema 2.15) com A = Q(G)u e B = Q(H) obtemos

θi + γ1 ≥ βi ≥ θi + γn−1. (5.16)

Por (5.14) e (5.16) temos

θi + γn−1 ≤ βi ≤ λi (5.17)

λi+1 ≤ βi ≤ θi + γ1 (5.18)

Substituindo γn−1 em (5.17)

θi −
dG(u)

2
−
√

4dG(u) + dG(u)2

2
≤ λi ⇒ θi ≤ λi +

dG(u) +
√

4dG(u) + dG(u)2

2
.
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Substituindo γ1 em (5.18)

λi+1 ≤ θi −
dG(u)

2
+

√

4dG(u) + dG(u)2

2
⇒ λi+1 ≤ θi +

√

4dG(u) + dG(u)2 − dG(u)

2
.

Logo

λi +
dG(u) +

√

4dG(u) + dG(u)2

2
≥ θi ≥ λi+1 +

dG(u)−
√

4dG(u) + dG(u)2

2
.

Supondo que v indexa a primeira e u a segunda linha e coluna de Q(G),

por um argumento análogo ao anterior obtemos

λi +
dG(v) +

√

4dG(v) + dG(v)2

2
≥ θi ≥ λi+1 +

dG(v)−
√

4dG(v) + dG(v)2

2
.

Assim o melhor resultado de entrelaçamento ocorre quando escolhemos

o mı́nimo entre dG(u) e dG(v).

Considere os resultados da Tabela 5.6.

H = Gf H = G | {u, v}

Q λi−1 + 1 ≥ θi ≥ λi+1 λi +
d+

√
4d+ d2

2
≥ θi ≥ λi+1 +

d−
√
4d+ d2

2

Tabela 5.6 Comparação para a matriz laplaciana sem sinal.

Observe que o resultado associado à contração de dois vértices depende

do grau dos vértices contráıdos, enquanto que o resultado associado à subdivisão

de uma aresta não apresenta essa peculiaridade. Logo os resultados apresentam

estruturas muito distintas para serem devidamente relacionados.

O Exemplo 5.5 mostra que o resultado associado à contração de dois

vértices é válido.
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Exemplo 5.5. Se G = P5 então a contração dos vértices de grau 1 fornece o grafo

H = C4.

u v

Grafo P5.

Grafo C4.

Figura 5.5 Contração dos vértices u e v do grafo P5.

Assim temos

Spec(Q(G)) = {3.618, 2.618, 1.382, 0.382, 0},

Spec(Q(H)) = {4, 2(2), 0}.

Aplicando o resultado para i = 1 obtemos

3.618 +
1 +

√

4.1 + (1)2

2
≥ 4 ≥ 2.618 + 1−

√

4.1 + (1)2.

3.618 +
1 +

√
5

2
≥ 4 ≥ 2.618 +

1−
√
5

2
.

5.236 ≥ 4 ≥ 1.999

Observe que no intervalo dado pela aplicação do resultado para i = 1

estão contidos os autovalores λ1, λ2, θ1, θ2 e θ3 logo não conseguimos estabelecer uma

relação precisa entre esses autovalores. Uma posśıvel melhora para este resultado

seria estabelecer para cada autovalor de Q(H) quais os autovalores de Q(G) que

formam o menor intervalo que os contém.
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Com esses resultados completamos a Tabela 5.7.

G \ f G− v G | {u, v} Gf

A λi−1 ≥ θi ≥ λi+1 λi ≥ θi ≥ λi+1 λi−1 ≥ θi ≥ λi+2 θi−1 ≥ λi ≥ θi+1

L λi ≥ θi ≥ λi+1 λi ≥ θi ≥ λi+r λi +
d+

√
4d+ d2

2
≥ θi ≥ λi+1 +

d−
√
4d+ d2

2
θi−1 ≥ λi ≥ θi+2

L λi−1 ≥ θi ≥ λi+1 λi−r+1 ≥ θi ≥ λi+r λi−1 ≥ θi ≥ λi+1 θi−2 ≥ λi ≥ θi+3

Q λi ≥ θi ≥ λi+1 λi ≥ θi ≥ λi+1 − 1 λi +
d+

√
4d+ d2

2
≥ θi ≥ λi+1 +

d−
√
4d+ d2

2
θi−1 ≥ λi ≥ θi+1 − 1

Tabela 5.7 Teoremas de entrelaçamento dos caṕıtulos 4 e 5.

Sabemos que um grafo está intimamente ligado ao seu espectro. Os te-

oremas de entrelaçamento mostram que as relações estabelecidas por uma operação

entre dois grafos são transmitidas para seus espectros, de modo que estes também

se relacionam. O estabelecimento dessas relações pode ser útil na investigação de

propriedades estruturais de um grafo e de propriedades de regularidade de autova-

lores.
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6 CONCLUSÃO

Nessa dissertação, estudamos técnicas para definir autovalores como

soluções de problemas de otimização, como realizar diferentes adaptações do Teo-

rema de Courant-Fischer e como relacionar o espectro de diferentes matrizes por

meio de alguns teoremas da teoria matricial. Também vimos as principais repre-

sentações matricias de um grafo e como alterar sua estrutura por meio de diferentes

operações.

Utilizando essas ferramentas, estudamos os resultados de entrelaçamento

de autovalores associados com as operações de deleção de vértice e de deleção de

aresta para as principais representações matriciais. Além disso, apresentamos os re-

sultados de entrelaçamento de autovalores associados com a operação de contração

de dois vértices para as matrizes de adjacência e laplaciana normalizada.

Usando esses resultados constrúımos os entrelaçamentos associados à

operação de subdivisão de aresta para as principais representações matriciais. Também

apresentamos os resultados de entrelaçamento de autovalores associados à operação

de contração de vértices para as matrizes laplaciana e laplaciana sem sinal. Tais

teoremas constituem uma contribuição original desse trabalho.

Os teoremas de entrelaçamento mostram que, se dois grafos estão re-

lacionados por uma operação, então essa relação é transmitida para seus espectros.

Sendo assim, dado um grafo cujas propriedades são bem conhecidas, podemos apli-

car diferentes operações sobre ele para obtermos um grafo que desejamos investigar,

e saber como as relações estabelecidas pelas operações são trasmitidas para os es-

pectros fornece uma valiosa ferramenta para área.

Resultados de entrelaçamento de autovalores são frequentemente apli-

cados para obtenção de resultados na teoria espectral de grafos. Brouwer e Mesner
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em [7] usam entrelaçamento para provar que a conectividade de vértives de um

grafo fortemente regular é igual ao seu grau. Brouwer e Haemers em [8] utilizam

o entrelaçamento de autovalores como uma ferramenta para provar a unicidade do

grafo Gewirtz. Brouwer [6] utiliza para encontrar cotas para a rigidez de um grafo,

Van den Heuvel [32] aplica o entrelaçamento em sua generalização da condição de

hamiltonicidade de Mohar, Haemers [24] usa para estabelecer cotas para o tamanho

do maior coclique de um grafo e para seu número cromático.

Resultados de entrelaçamento também podem ser aplicados a outros

campos de conhecimento como, por exemplo, a estat́ıstica. Em Grone, Hoffman e

Salamon [23] o entrelaçamento de autovalores é utilizado para estabelecer um en-

trelaçamento entre cadeias reverśıveis de Markov, que são ferramentas que auxiliam

na modelagem de problemas na f́ısica, qúımica e biologia.

6.1 Trabalhos Futuros

Muitos resultados importantes de entrelaçamento já foram obtidos e

são apresentados em [10, 25, 32, 34], no entanto, existem questões relevantes que

ainda não foram devidamente investigadas e respondidas.

Com relação ao que foi apresentado neste trabalho, destacamos que

melhorar os resultados de entrelaçamento associados à operação de contração de

vértices para a matriz laplaciana e para a matriz laplaciana sem sinal são exemplos

de problemas que podem ser abordados. Além disso, apresentamos resultados de

entrelaçamento de autovalores associados à operação de subdivisão de uma aresta

para as principais representações matriciais de um grafo. No entanto, não conse-

guimos obter todos os exemplos necessários para justificar que as cotas obtidas são

as melhores posśıveis. Investigar como garantir essas cotas ou como obter cotas

melhores é um problema que exige o estudo dos resultados de entrelaçamento já

desenvolvidos e da teoria matricial.

123



Como generalização para o que foi apresentado no trabalho, podemos

considerar que existem muitas operações para as quais podemos investigar como de-

senvolver resultados de entrelaçamento associados às diferentes representações ma-

tricias de um grafo. Destacamos que quanto mais uma operação alterar as proprie-

dades estruturais de um grafo, mais distintas serão as matrizes associadas aos grafos,

e mais dif́ıcil será estabelecer uma relação entre seus espectros. Como exemplo, ob-

serve que operações que aumentam muito o número de vértices do grafo também

aumentam o número de autovalores e isso dificulta a obtenção de cotas mais justas

na relação de entrelaçamento.

Alguns artigos apresentam problemas em aberto cujo estudo envolve a

aplicação de teoremas de entrelaçamento. Lotker [30] estuda cotas para o número

médio de folhas que uma árvore geradora aleatória possui utilizando teoremas de

entrelaçamento associados à matriz laplaciana e ao final do artigo cita problemas

relacionados que podem ser investigados.
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für Physik A Hadrons and Nuclei 70, 3 (1931), 204–286.

[28] Hwang, S.-G. Cauchy’s interlace theorem for eigenvalues of hermitian

matrices. American Mathematical Monthly (2004), 157–159.

[29] Leontief, W., et al. Studies in the Structure of the American Economy.

Oxford University Press New York, 1953.

[30] Lotker, Z. Note on deleting a vertex and weak interlacing of the Lapla-

cian spectrum. Electron. J. Linear Algebra 16 (2007), 68–72.

[31] Parlett, B. N. The symmetric eigenvalue problem, vol. 7. SIAM, 1980.

[32] Van Den Heuvel, J. Hamilton cycles and eigenvalues of graphs. Linear

algebra and its applications 226 (1995), 723–730.

[33] Von Collatz, L., and Sinogowitz, U. Spektren endlicher grafen. In

Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar der Universität Hamburg

(1957), vol. 21, Springer, pp. 63–77.

127



[34] Wang, J., and Belardo, F. A note on the signless Laplacian eigenva-

lues of graphs. Linear Algebra and its Applications 435, 10 (2011), 2585–

2590.

[35] Wei, T. The algebraic foundations of ranking theory. PhD thesis, Univer-

sity of Cambridge, 1952.

128
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