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RESUMO

A teoria espectral de grafos visa descobrir propriedades de um grafo G
por meio da andlise do espectro de uma matriz associada ao grafo. Neste trabalho,
estudamos a matriz de adjacéncia A, a matriz laplaciana L, a matriz laplaciana nor-
malizada £ e a matriz laplaciana sem sinal () e para essas matrizes apresentamos
resultados de entrelacamento de autovalores associados com as operagoes de dele¢cao
de uma aresta e de delecao de um vértice. Além disso, mostramos resultados de en-
trelagamento de autovalores associados com a operacao de contracao de dois vértices

para a matriz de adjacéncia A e para matriz laplaciana normalizada L.

Como contribuicao original construimos resultados de entrelagamento
de autovalores associados com a operacao de subdivisao de uma aresta para as

matrizes A, L, L e (), e associados com a operacao de contracao de vértices para L

e Q.
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ABSTRACT

The spectral graph theory aims to discover properties of a graph G
through the analysis of the spectrum of a matrix associated with the graph. In
this work, we study the adjacency matrix A, the standard Laplacian matrix L, the
normalized Laplacian matrix £ and the signless Laplacian matrix () and for these
matrices we present eigenvalues interlacing results associated with the operations of
deleting an edge and deleting a vertex. Moreover, we show eigenvalues interlacing
results associated with the vertex contraction operation for the adjacency matrix A

and the normalized laplacian matrix L.

As original contribution, we prove some results about eigenvalues in-
terlacing associated with the operation of subdivision of an edge for the matrices A,

L, £ and @, and associated with the vertex contraction operation for L and Q.
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1 INTRODUCAO

Muitas situagoes podem ser descritas por diagramas feitos por conjuntos
de pontos e linhas ligando pares desses pontos. A abstracao matematica dessas

situacoes originou o conceito de grafo e o desenvolvimento de seu estudo.

Um grafo é constituido por um conjunto nao vazio de vértices e um
conjunto de arestas, onde as arestas ligam os vértices, como na Figura 1.1, em que

os vértices u e v estao ligados pela aresta f.

Grafos recebem esse nome por possuirem uma representacao grafica que
auxilia na compreensao de muitas de suas propriedades. Nessa representacao, cada
vértice é indicado por um ponto, e cada aresta é exibida como uma linha que liga

os pontos, como ¢ exibido na Figura 1.1.

Figura 1.1 Exemplo de grafo.

Por muitos anos o desenvolvimento da teoria de grafos foi inspirada
e guiada pela conjectura das quatro cores, que afirma que qualquer mapa em um
plano pode ser colorido com quatro cores de modo que as regioes que possuem uma
fronteira em comum, que nao seja um tnico ponto, ndo possuam a mesma cor. A
solugdo da conjectura dada por K. Appel e W. Haken em 1976 [2] foi um marco
na histéria dessa drea de estudo. Desde entao, o assunto tem apresentado grande
crescimento e vem atuando como uma estrutura de sustentacao para a matematica
aplicada moderna. A ciéncia da computacao e a otimizacao combinatoria, em par-

ticular, se apoiam e contribuem para o desenvolvimento da teoria de grafos. Além



disso, em um mundo onde a comunicacao é primordial, a versatilidade dos grafos

torna-os ferramentas indispensaveis na elaboragao e anélise de redes de comunicagcao.

A representacao grafica pode ser 1til para o estudo e compreensao de
algumas propriedades sobre grafos mas nao é adequada para aplicagoes computaci-
onais ou para aplicagoes de métodos matematicos que auxiliem na busca de novos
resultados. Para tais propdsitos é mais vantajoso representar o grafo por meio de
uma matriz que contenha informacoes sobre sua estrutura. Dentre as representacoes
matriciais de grafos mais importantes estdo a Matriz de Adjacéncia A(G), a Matriz
Laplaciana L(G), a Matriz Laplaciana Normalizada £(G) e a Matriz Laplaciana
Sem Sinal Q(G).

Com essas representacoes podemos tratar grafos como entes algébricos,
utilizando recursos da teoria matricial para analisar as propriedades das matrizes
associadas. Para cada representacao matricial, podemos atribuir um espectro ao
grafo. Vamos nos referir ao espectro do grafo para indicar o espectro de qualquer uma
de suas representacgoes, e quando necessario vamos especificar qual delas estamos

utilizando.

O espectro das representacoes matriciais esta diretamente ligado as pro-
priedades estruturais do grafo. O ramo da teoria de grafos que se destina ao estudo

dessa relacao é denominado teoria espectral de grafos.

A teoria espectral de grafos teve sua origem motivada pela quimica
quantica. Em 1931, Hiickel [27] estabeleceu as ideias iniciais da teoria ao representar
uma molécula de hidrocarboneto por um grafo, onde os atomos de carbono eram
indicados como vértices e as ligacoes quimicas entre esses atomos como arestas, e
perceber que os autovalores da matriz de adjacéncia desse grafo podem ser usados

para representar os niveis de energia de certos elétrons.



O conhecido teorema da matriz arvore, que determina o numero de
arvores geradoras de um grafo, pode ser considerado um resultado da teoria espectral

de grafos e foi provado por Brooks, Smith, Stone e Tutte [5] em 1940.

Os fundamentos da teoria espectral de grafos foram estabelecidos nas
décadas de 1950 e 1960. Com os artigos de Collatz e Sinogowitz [33], em 1957,
e de Cvetkovi¢ [16], em 1971, a teoria espectral de grafos passou a aparecer com
frequéncia na literatura matematica. Em [33], os autores obtém uma relacdo entre os
graus dos vértices de um grafo e seus autovalores. Antes disso, Cvetkovié¢, Rowlinson
e Simi¢ [18] afirmam que investigagoes das relagoes entre o espectro e as propriedades
estruturais de um grafo podem ser encontradas na tese de Wei [35] de 1952. Desde
entao a teoria espectral de grafos tem sido documentada em varias pesquisas e livros

(por exemplo, ver [3, 9, 17]).

A teoria espectral de grafos pode, de certa forma, ser considerada
uma tentativa de utilizar a teoria matricial para os fins da teoria de grafos e suas
aplicagoes. No entanto, isso nao significa que a teoria espectral de grafos possa
ser reduzida a uma aplicagao da teoria matricial, pelo contrario, ela tem suas ca-
racteristicas préprias e métodos especificos de raciocinio que justificam seu estudo.
Logo, a teoria matricial, a teoria de grafos e a teoria espectral de grafos estao inti-
mamente ligadas de modo a contribuirem mutuamente para a descoberta de novos

resultados.

Neste trabalho vamos estudar as representacoes matriciais para um
grafo citadas anteriormente, como realizar diferentes alteragoes na estrutura de um
grafo por meio de operagoes e veremos como o espectro do grafo original e o do
grafo obtido pela operagao se relacionam. Veremos como o espectro de um grafo
se relaciona com o do grafo obtido pelas operacoes de delecao de aresta, delecao
de vértice e contracao de vértices. Como contribuicao original apresentamos essa

relacao no caso em que o novo grafo é gerado pela operacao de subdivisao de aresta.



A organizacao do trabalho esta disposta em seis capitulos. No Capitulo
2, estudamos teoremas da teoria matricial que auxiliam no tratamento de auto-
valores. No Capitulo 3, apresentamos definicoes sobre grafos, suas representacoes
matriciais, e operacoes que alteram sua estrutura. No Capitulo 4, mostramos os
resultados de entrelacamento ja conhecidos e, no Capitulo 5, construimos os resul-
tados de entrelacamento que constituem uma contribuicao original do trabalho. No

Capitulo 6, tecemos nossas consideragoes finais sobre o assunto.

1.1 Uma Introducgao a Teoria Matricial

No Capitulo 2, nos dedicamos a teoria matricial, que contitui uma fer-
ramenta fundamental para matematica aplicada, além de um campo de pesquisa

fértil.

Em 1949 Wassily Leontief [29], professor de Harvard, trabalhou com
informacoes sobre a economia americana que representavam um resumo de mais de
250.000 itens produzidos pelo Departamento de Estatistica do Trabalho dos EUA.
Leontief dividiu a economia americana em 500 setores, como industria de carvao,
industria automobilistica, comunicacoes e assim por diante. Para cada setor, ele
escrevel uma equagcao linear que descrevia como o setor distribuia sua produgao

com respeito aos outros setores da economia.

Como o Mark IT, um dos maiores computadores de sua época, nao podia
lidar com o sistema resultante de 500 equagoes e 500 incégnitas, Leontief precisou
resumir o problema em um sistema de 42 equacoes e 42 incégnitas. A programacao
do computador Mark II para resolver as 42 equacoes levou varios meses de trabalho

e apos 56 horas de processamento o computador produziu uma solugao.

Leontief ganhou o Prémio Nobel de Economia de 1973 e abriu a porta

para uma nova era da modelagem matematica na economia associada a teoria ma-



tricial. Seus esforgos de 1949 em Harvard marcaram uma das primeiras aplicagoes
significativas do computador na analise de modelos matematicos de grande escala.
Desde essa época, pesquisadores de muitas areas tém usado os computadores para
analisar modelos matematicos. Devido a enorme quantidade de dados envolvidos,
os modelos sao geralmente lineares, isto é, sao descritos por sistemas de equagoes
lineares que podem ser representados com o auxilio de matrizes e estao intimamente

relacionados com o estudo da teoria matricial.

Durante as ultimas sete décadas, ocorreu um avango sem precedentes
nas técnicas para resolucao de equacoes lineares, nos procedimentos para o calculo
de minimos quadraticos, nas estimativas de solugoes de sistemas de desigualdades
lineares e nos métodos para obtencao de valores proprios de matrizes. Essa efer-
vescéncia de ideias veio em resposta a disponibilidade de computadores cada vez

mais rapidos e com cada vez mais memoria.

A importancia da teoria matricial nas aplicagoes tem crescido de modo
diretamente proporcional ao crescimento do poder computacional (ver [19]), onde
cada nova geracao de hardware e software dispara uma demanda para capacidades
ainda maiores. Assim, a ciéncia da computacao esta fortemente ligada a teoria ma-
ticial por meio do crescimento explosivo de processamento paralelo e da computacao

em grande escala.

Com isso a teoria matricial foi empurrada para o centro do palco da
matematica numérica e, na atualidade, os cientistas e engenheiros trabalham em

problemas muito mais complexos do que se sonhava ser possivel ha algumas décadas.

Utilizamos argumentos da teoria matricial para analisar as representagoes
matriciais e espectros de diferentes grafos e obter as relacoes entre eles. Para uma
matriz qualquer A de ordem n podemos garantir que seus autovalores sao carac-

terizados como sendo as raizes de seu polinémio caracteristico, dado por p(z) =



det(xl — A). Para matrizes hermitianas, no entanto, seus autovalores podem ser

caracterizados como as solugoes de uma série de problemas de otimizagao.

Como toda matriz hermitiana A de ordem n possui autovalores reais

podemos ordena-los de modo nao crescente, denotando-os por Ay > -+ > \,,.

O menor e o maior autovalor sao facilmente caracterizados como as
respectivas solucoes de um problema de minimo e de um problema de maximo.
Tal caracterizacao foi estabelecida por John William Strutt, o Lorde Rayleigh, e é
conhecida como Teorema de Rayleigh. Uma Generalizagao do Teorema de

Rayleigh fornece uma caracterizagao para os outros autovalores.

Infelizmente essa formulacao é pouco pratica por exigir o conhecimento
prévio de algumas informagoes que geralmente nao sao conhecidoas. Visando desen-
volver uma caracterizagao mais pratica, o matematico Richard Courant desenvol-
veu uma formulacao independente para a obtencao de autovalores, conhecida como
Teorema de Courant-Fischer, e que caracteriza os autovalores de uma matriz

hermitiana como a solugao de problemas de otimizacao.

A caracterizacao dos autovalores por problema de otimizacao fornece
uma manipulacao algébrica mais dinamica desses elementos, permitindo o desen-
volvimento de resultados como o Teorema do Entrelacamento de Cauchy e a
Desigualdade de Weyl, que estabelecem relagoes entre autovalores de diferentes

matrizes.

1.2 Uma Introducgao a Teoria de Grafos

Dedicamos o Capitulo 3 deste trabalho ao estudo da teoria de grafos,
apresentando algumas defini¢coes basicas sobre o assunto que auxiliam na caracte-
rizagdo de certas propriedades estruturais dos grafos. Além disso, mostramos que

operacoes entre grafos constroem novos grafos utilizando as informacoes provenien-



tes dos originais. Algumas operagoes apenas alteram a estrutura do grafo original,
como a delecao de uma aresta ou de um vértice, enquanto outras geram conjuntos
de vértices e arestas diferentes dos originais, como a contragao de vértices. A Figura

1.2 apresenta algumas operacoes.

O O

O O

Delegéo de todas

as arestas
Grafo Subdivisao de
complementar uma aresta
/ Grafo original \
)
O O O
Contragio de Delegdo de um vértice

dois vértices

O O O O

Delegdo de uma aresta

Figura 1.2 Operagoes sobre um grafo.

Veremos ainda que tanto o grafo original quanto o obtido por qualquer
operacao possuem um espectro associado a cada uma das representagoes matriciais

citadas anteriormente.

Observe que grafos diferentes sao representados por matrizes diferen-
tes, mesmo que submetidos a uma mesma representacao matricial, e tais matrizes
podem possuir espectros diferentes, ou seja, as alteragoes que o grafo sofre com a

operacao implicam alteracoes em sua representacao matricial e, possivelmente, em

7



seu espectro. Serd que existe alguma relagao entre os espectros do grafo original e

do obtido pela operagao?

1.3 Uma Introducao aos Teoremas de Entrelacamento

O Capitulo 4 é dedicado aos teoremas de entrelacamento ja conhecidos.
Com o auxilio de ferramentas da teoria matricial, apresentamos resultados de en-
trelacamento de autovalores de grafos que estao associados pela operacao de delecao
de uma aresta f (G'\ f) ou pela dele¢ao de um vértice v (G —v). Mostramos também
alguns resultados de entrelacamento associados a operacao de contragao de vértices,

que serao mais explorados no Capitulo 5.

Seja G um grafo e H o grafo obtido a partir de G por uma das operagoes
citadas acima. Sejam A;, i = 1,...,n, os autovalores associados com A(G), L(G),
L(G), ou Q(G), e sejam 6; os autovalores associados com A(H), L(H), L(H), ou
Q(H), onde ambos conjuntos de autovalores estao em ordem nao crescente. Listamos

na Tabela 1.1 os resultados de entrelacamento que sao apresentados no capitulo.

H=G\f H=G-v

Ai1 > 0; > N1 Ai > 0; > N

Ai 20 > Ay Ai 2 0; 2 Nigy

Nic1 > 0; > Nig1 | Nippr 2> 0 > iy

QI ||

ANiZ2 0> X | M= 0 >N —1
Obs.: r indica o grau do vértice deletado.

Tabela 1.1 Teoremas de Entrelacamento para delecao de aresta e delecao de vértice.

No Capitulo 5 apresentamos nossos resultados originais para o en-
trelacamento de autovalores de grafos que estao associados pela operacao de subdi-
visdo de uma aresta f (Gy) fazendo uso dos resultados apresentados no Capitulo 4.

Também exibimos os resultados de entrelagamento associados a operacao de con-



tracao de dois vértices u e v (G | {u, v}) para as matrizes laplaciana e laplaciana sem
sinal. Listamos na Tabela 1.2 os resultados de entrelagamento que sao construidos
no capitulo, juntamente com os demais resultados de entrelacamento associados a

contracao de vértices que sao mostrados no Capitulo 4.

Gy H=0G|{u,v}
A Oi1 > Ni > 010 Aic1 2> 0; > Nigo
d + vV4d + d? d — /4d + d?
L Oic1 > A > 040 Aﬁ%Z&ZMﬁ%
L Oio > Ni > 013 Ai1 > 0; > N
d + V4d + d? d — 4d + d?
Q|2 X200 —1 | A+ T s+ S EEE
Obs.: onde d = min{dg(u),dg(v)}.

Tabela 1.2 Teoremas de Entrelacamento para subdivisao de aresta e contragao de vértice.

Realizamos um comparativo entre as desigualdades obtidas para as duas
operacoes, uma vez que a contracao de vértices adjacentes pode ser compreendida

como a operacao inversa da subdivisao de aresta.

No Capitulo 6 tecemos nossas consideragoes finais. O estudo do assunto
proporciona o conhecimento de técnicas associadas a teoria de grafos e a teoria
matricial que sdo uteis em outros ramos da teoria espectral de grafos. Apresentamos
algumas aplicacoes dos resultados de entrelacamento que podem ser utilizadas na
resolucao de outras questoes. Destacamos alguns problemas de entrelagamento que
ainda nao possuem solucao, bem como resultados que ainda podem ser aperfeicoados,

com o objetivo de motivar futuras investigagoes sobre o topico.



2 TEORIA MATRICIAL

Neste capitulo apresentamos algumas definicoes e resultados iniciais
sobre teoria matricial e dlgebra linear, baseados nos livros de Horn et al [26] e
Franklin [21], que usaremos como ferramentas para o desenvolvimento do Capitulo

4, onde estudamos teoremas de entrelacamento.

A computagao digital de alta velocidade estd diretamente relacionada a
teoria matricial e tem grande aplicacao na engenharia moderna, na matematica e em
diversos ramos da ciéncia. Matrizes podem representar transformacoes lineares de
um conjunto finito de niimeros para outro e seu estudo pode ser proveitoso, uma vez
que muitos problemas importantes possuem comportamento linear. Considerando
que computadores possuem memoria finita, e por isso podem realizar apenas um
numero finito de operacoes, temos que a busca de solugoes de problemas lineares
que realizem um menor nimero de operacoes envolve o tratamento adequado de

matrizes.

2.1 Polinémio Caracteristico, Autovalores e Autovetores

O estudo de matrizes quadradas estd intimamente ligado ao estudo
de polinomios caracteristicos, autovalores e autovetores, uma vez que esses podem

revelar propriedades das matrizes.

Nesta se¢ao, mostramos que para cada matriz quadrada podemos as-
sociar um polinomio caracteristico, um conjunto de autovalores e um conjunto de

autovetores e ainda apresentamos como esses itens se relacionam.

Definigao 2.1. Seja A uma matriz quadrada. Um nimero \ € dito um autovalor

de A se, e somente se, existe um vetor nao nulo v que satisfaz a equagdo Av = \v.
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Tal vetor € dito autovetor associado ao autovalor . O polindémio caracteristico

da matriz A, denotado por pa(z), é dado por pa(x) = det(zl — A).

Essas definicoes mostram como relacionar uma matriz quadrada com
seu polinomio caracteristico e com seu conjunto de autovalores e autovetores. Veja-

mos como relacionar o polinomio caracteristico com os autovalores e autovetores.

Teorema 2.1. [21] O nidmero X é um autovalor da matriz quadrada A se, e somente
se, det(\ — A) = 0, ou seja, se X € raiz do polindmio caracteristico pa(x) =
det(xl — A). Além disso, se A tem ordem n, entdo o polinémio caracteristico pa(x)

tem grau n.

Assim temos que a ordem de uma matriz indica seu nimero de auto-
valores, mas esses sao caracterizados pelas raizes do polinémio caracteristico, logo
uma matriz nao necessariamente possui todos os autovalores distintos. Indicar ade-
quadamente quantos autovalores se repetem e quantas vezes isso acorre nos leva a

uma definicao fundamental para o desenvolvimento da teoria espectral de grafos.

Definigao 2.2. A multiplicidade do autovalor \ de uma matriz quadrada A € o
nimero de vezes que esse € raiz do polinomio caracteristico pa(x) = det(xl — A).

O espectro da matriz A € dado pelo multiconjunto de seus autovalores repetidos tan-
tas vezes quanto suas multiplicidades. Denotamos por Spec(A) = {)\1("1), vy )\k("’“)}
o espectro da matriz A com autovalores \q, ..., A\, com respectivas multiplicidades

ny, ..., Ng.

O Exemplo 2.1 ilustra as definicoes e teoremas apresentados até o

momento.
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Exemplo 2.1. Considere a matriz

o O O N
N D N =
— R = O
S N =

Observe que a ordem da matriz A € 4, logo seu polinémio caracteristico

deve ter grau 4. De fato,

pa(r) =2t = 82% +162% — 16 = (z — 2)*(z — 2 — 2V2)(z — 2 + 2V/2).

Usando a fatoragdo de pa(x) podemos ver que os autovalores de A sdo

2, 24+ 2v2 e 2 —2v/2, além disso, temos que Spec(A) = {2 +2v/2,2? 2 — 2/2}.

Utilizando a forma Av = \v encontramos os autovetores de A, que sdo

dados por
1 3vV2 +2 2 —3V2
0 412 + 4 4 — 42
vt = , i = e v3=
0 8vV2 +8 8 —8v2
0 8 8

A estrutura de algumas matrizes permite estabelecer propriedades sobre

seus autovalores e autovetores.

Definicao 2.3. Uma matriz A é dita matriz hermitiana quando A = ZT, onde

A denota a matriz conjugada de A, e AT denota a matriz transposta de A.

As matrizes hermitianas constituem uma importante classe da teoria
matricial, devido a natureza de seus autovalores e a forma que seus autovetores

podem assumir.

12



Teorema 2.2. [21] Se A é uma matriz hermitiana de ordem n, entdo seus autova-

1

lores A1, ..., A, sao reais. Além disso, A possui autovetores unitdarios v-,...,v", dois

a dois ortogonais, com Avl = )\jvj para j = 1,....,n. Tais autovetores formam uma

base ortonormal do R™.

Como os autovalores de uma matriz hermitiana sao reais sempre po-
demos renomea-los e ordena-los de forma que tenhamos A\; > --- > ), tal relacao de

ordem ¢ de vital importancia para o desenvolvimento de resultados de entrelagamento.

Por sua vez, as matrizes reais simétricas, que sao positivas semidefini-
das, podem ser escritas como o produto de duas outras matrizes, e possuem apenas

autovalores nao negativos.
Teorema 2.3. [26] Se A ¢ uma matriz real simétrica de ordem n, entdo as sequintes
afirmacoes sao equivalentes:
(i) A é uma matriz positiva semidefinida, ou seja, vI Av > 0, para
todo v € R".

(i1) Todos os autovalores de A sdo reais ndo negativos.

(iii) Eziste uma matriz B tal que A = BBT.

O Exemplo 2.2 mostra como utilizar esses teoremas.

Exemplo 2.2. Considere a matriz

2 1 1
A=11 2 1
11 2

Note que A € uma matriz hermitiana, logo seus autovalores sao reais.

De fato, Spec(A) = {4,1@}.
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Além disso, temos que seus autovetores

1 —1 —1
vi=1 11, * =] 0o [, »?*=]| 1
1 1 0

formam uma base do R® por serem 3 vetores nao nulos 2 a 2 ortogonais. Basta

notar que

('U1>U2) = (01’03) = (,U2’,U3) =0,
onde (u,v) indica o produto interno entre os vetores u e v.

Como A € uma matriz real simétrica com autovalores nao negativos

temos pelo Teorema 2.3 que A € uma matriz positiva semidefinida.

Seja v = [a, b, )T um vetor qualquer do R®. Temos que

v'Av = vl(aAe; + bAey + cAes)
= avl Ae' + T Ae® + cvT Ae?

= (a+b)?+(a+c)*+ (b+c)* >0,

2

onde €', e?,e® sio os vetores da base canénica do R>.

0

Tomando B = 0 temos que A = BBT.

2v/3
3

ol &l S S
ol&el% =

Algumas matrizes possuem uma estrutura tao grande e com tamanha
regularidade que podem ser caracterizadas por meio da estrutura de suas submatri-

zes, como € o caso da classe abaixo.
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Definigao 2.4. Uma matriz A é dita matriz triangular por blocos se é da forma

On 1 On,n—l An

onde cada A; € uma submatriz de A com ordem n; X m; e 0;; € a matriz Op,xm, -

O Teorema 2.4 mostra que podemos investigar propriedades de ma-
trizes triangulares por blocos por meio da estrutura de seus blocos. Tal ferramenta
pode ser 1til quando a matriz nao possuir a estrutura adequada para aplicagao de

determinado resultado, mas seus blocos possuirem.

Teorema 2.4. [21] Se A é uma matriz triangular por blocos com n blocos e todos

0s blocos sao quadrados, entao

Spec(A) = U Spec(A4;).

Vejamos as vantagens da aplicacao desse resultado no Exemplo 2.3.

Exemplo 2.3. Considere a matriz

3 —-1 5 =10

-1 3 0 -1
B =

0 0o 2 1

0 0o 1 2

Observe que calcular o Spec(B) ndo é uma tarefa fdcil pois a matriz
tem ordem 4, no entanto, perceba que B é uma matriz triangular por blocos com

blocos

3 -1 2 1
B, = e By =
-1 3 1 2
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Tais blocos possuem ordem 2 e sao simétricos, logo calcular o Spec(By)

e 0 Spec(Bsy) é mais fdcil do que calcular o Spec(B).

Como Spec(By) = {4,2} e Spec(Bs2) = {3,1} segue pelo Teorema 2.4
que Spec(B) = {4,3,2,1}.

Algumas classes de matrizes sao caracterizadas pelas relacoes entre seus
elementos. Na classe apresentada abaixo, as matrizes estao relacionadas por meio

de uma operacao.

Definicao 2.5. Duas matrizes quadradas A e B de mesma ordem sdao ditas matri-

zes sitmilares se existir uma matriz quadrada T', com T inversivel, tal que

T'AT = B.

As estruturas de duas matrizes similares estao intimamente ligadas pela
operacao que as caracterizam, isso permite estabelecer uma relacao direta entre seus

espectros.

Teorema 2.5. [21] Matrizes similares possuem o mesmo espectro.

Tal resultado permite alterar a estrutura de uma matriz por meio das
operagoes adequadas sem alterar seu espectro, com isso podemos gerar matrizes com

estruturas que facilitem o calculo dos autovalores.

Exemplo 2.4. Dadas as matrizes

3 0 3 0 01
A=10 2 1 el'=110 0 [,
3 0 3 010
temos que
210
T'AT =10 3 3
03 3
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Observe que a matriz T-YAT € triangular por blocos e por isso é mais

simples calcular o Spec(T~ AT) do que o Spec(A).

Segue pelo Teorema 2.5 que Spec(T~1AT) = {6,2,0} = Spec(A).

Matrizes podem estar relacionados por diferentes operacoes. O Teo-
rema 2.6 estabelece uma relacao entre os espectros de duas matrizes que estao

relacionadas pela estrutura das operacoes que as definem.

Teorema 2.6. [22] Dada uma matriz A, temos que os autovalores ndo nulos de

AAT e de AT A sao iguais, e possuem mesma multiplicidade.

Demonstragdo. Seja v um autovetor de AT A associado ao autovalor A # 0. Entao
Mo = A = (AAT) Av,

e assim temos que Av é um autovetor de AA” associado ao autovalor \.

Suponhamos agora que u é autovetor de AAT associado ao autovalor

A # 0. Entao
ATy = AT u = (AT A) AT,

assim temos que ATu é um autovetor de AT A associado ao autovalor \.

Sejam U = Ker(ATA— ) e V = Ker(AAT — XI). Observe que para
todo vetor u € U temos que Au € V, enquanto que para todo vetor v € V temos
que ATv € U. Como a matriz AT A leva o conjunto U em si mesmo de maneira

sobrejetiva temos que U e V possuem a mesma dimensao. 0

Tal resultado permite conhecer o espectro de uma das matrizes apenas
calculando o da outra. Dessa forma, basta descobrir os autovalores da menor matriz

e adicionar zeros a seu espectro para obter o espectro da maior.
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2 0 2

Exemplo 2.5. Dada a matriz A = temos que
1 1 2
5 1 6
8 6
AAT = eATA=111 2
6 6
6 2 8

Como AAT tem ordem menor é mais fdcil calcular seu espectro. Temos

que Spec(AAT) = {7+ /37,7 —\/37}.

Como AT A tem ordem 3 basta adicionar um zero ao Spec(AAT) para

obter o Spec(AT A), seque que Spec(ATA) = {7+ /37,7 —/37,0}.

2.2 Problemas de Otimizacao

Dada uma matriz hermitiana A com autovalores reais \; > --- > A, as-

sociados, respectivamente, aos autovetores unitdrios dois a dois ortogonais v*, .., v™,

sabemos que
A =xd, () =by (bj=1,.m)

onde (v’,v7) indica o produto interno entre os vetores v* e v/, e §;; representa o

delta de Kronecker, ou seja, ;; = 1 se ¢ = j, caso contrario ¢;; = 0.

Os autovalores de A s@o valores dados pela forma quadrética (Av,v)

definida na esfera unitéria ||v|| = 1, ou seja
A= (Avh ol) > Ny = (Av?,0?) > - > A\, = (Au™, ™).

Note que A\ é o maior desses n valores. E natural questionarmos se A\; é o maior

valor definido pela forma quadratica (Av,v) na esfera unitaria ||v|| = 1.

Teorema 2.7. Principio de Rayleigh. [26]

Seja A = [a;;] uma matriz hermitiana de ordem n e Ay > --- > A, 0s seus autova-
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lores. Entao

A1 = max (Av, v), (2.1)

[[ol=1

e 0 mdximo € atingido quando v é um autovetor unitdario associado ao autovalor \.

Demonstracao. Sejam v!, ..., v™ autovetores unitarios dois a dois ortogonais da ma-
triz A. Observe que esses vetores formam uma base para um espaco vetorial de
dimensao n, dessa forma qualquer vetor unitario v pode ser representado como
v=ct+ -+ c,v", onde

n n n n
1= (’U,U) = Zcivi,Zijj = ZZCiCj(Ui,’Uj)
i=1 j=1

i=1 j=1

— iiCiCjéij = ‘Cl|2 4.4 ‘Cn|2.

i=1 j=1
Usando que Av = . ¢;A\v" temos

(Av,o) = [ Y ed',d e | = Mla+ 4 Malenl* < Mi(ler P4+ +eal?) = A

i=1 j=1

Se Ay =--- =\ > \y1 > --- > )\, aigualdade na expressao anterior

é atingida unicamente se

|Cl‘2+"'—|—‘cr|2:1, CjIO (j>7")

Logo (Av,v) < A1 e a igualdade é atingida quando v é um autovetor

unitario associado ao autovalor A;. OJ

Observe que o maximo na expressao (2.1) é tomado sobre todos os

vetores reais unitarios.

Analogamente, temos que A, é o menor dos n valores. E igualmente
natural questionarmos se A\, é o menor valor definido pela forma quadratica (Av,v)

na esfera unitéria ||v|| = 1.
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Teorema 2.8. Outra Versao do Principio de Rayleigh.[26]
Seja A = [a;;] uma matriz hermitiana de ordem n e Ay > --- > A, 0s seus autova-

lores. Entao

An = min (Av,v). (2.2)

f[oll=1

O minimo € atingido quando v € o autovetor unitdrio associado ao autovalor \,.

Demonstracao. Analogo ao teorema anterior. Basta perceber que o problema de
minimizagao enunciado pode ser resolvido de modo similar ao problema de maxi-

mizacao do teorema anterior. ]

O corolério a seguir apresenta uma formulagao do Principio de Rayleigh
em que o vetor maximizado nao precisa ser unitario, mas também nao pode ser o

vetor nulo.

Corolario 2.1. [26] Seja A uma matriz hermitiana de ordem n e A\y > --- >\, 0s

seus autovalores. Entao

A
A1 = max ( x,:v)' (2.3)
z£0  (x, 1)
_ (Az,x) , ) .
A expressao (@.2) ¢ denominada quociente de Rayleigh.
x,x

Demonstragao. Como x # 0 temos que ||z|| > 0, assim obtemos

(Av,z) 1 v 2) = N W
o) e An <A||a:||’||a:||) (do,0),

onde v é um vetor unitario.

(Av,v)
(v, v)

(2.1) e (2.3) assumem o mesmo valor. O

Reciprocamente, se ||v]| = 1 entao (Av,v) = . Assim temos que

Mostremos como aplicar a caracterizacao de autovalores e autovetores

dada pelo Principio de Rayleigh.
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Exemplo 2.6. Considere a matriz hermitiana

com autovalores Ay = 3+ V10 e A\s = 3 — V10 e autovetores

3i —3i
V10— 1 V10+1

Segue pelo Principio de Rayleigh que para todo x1 # 0 e x5 # 0

temos que
4|x1|? + 3iTiT0 — 3iTax1 + 2|20
[ S, — ST+ 2l g4 v,
|1[? + |22

A igualdade € atingida quando x; = v{ e Ty = v].

Uma vez definido o autovalor A\; de uma matriz hermitiana A podemos
determinar os autovalores Ay > - -+ > \, observando que s@o valores da forma (Av, v)
com ||v|| =1 e v ortogonal aos autovetores associados aos autovalores maiores, ou

seja, para i > 2 temos que \; = (Av,v) quando v = v*, um vetor unitdrio ortogonal

Teorema 2.9. Principio de Rayleigh Generalizado.[26]

Seja A uma matriz hermitiana de ordem n e Ay > - -+ > X, 0s seus autovalores. Para

i > 2, sejam vl ..., 0" autovetores unitdrios dois a dois ortogonais respectivamente

associados aos autovalores A1, ..., \i_1. Entao

Ai = max  (Av,v) (2.4)
[[oll =1
v L vl,...,vFl
onde v L v, ... vt indica que (v,v') = (v,0?) = -+ = (v,0""!) = 0. O mdzimo é

atingido quando v € o autovetor associado ao autovalor \;.
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Demonstragdao. Sejam v!,....,v" os autovetores unitdrios dois a dois ortogonais da
matriz A. Observe que esses vetores formam uma base para um espago de dimensao

n, logo v pode ser escrito como

v=cvl 4 0T vt 4 o™

Assim temos

I?=>" e’ = (w,o)  (k=1,..,n).
j=1

Pelas condigbes de maximizacao da equagao (2.4) temos

1= e, e =0 (k=1,..,i—1).
j=1

Entao
(Av,v) = (Z Cﬂj@ﬁZCk“) =D > Nea’, o)
j=1 k=1 j=1 k=1
= NP+ Ale? < (el + -+ el®) = A (2.5)
A igualdade ¢é atingida se ¢; = 1 e ¢;41 = --- = ¢, = 0, ou seja, se
v =’
Se Ay =+ =X\ > \g1 > -+ >\, aigualdade em (2.5) é atingida

unicamente se

|Ci|2+"'+|c7«‘2:1, Cj:O (j>7").
Entao para r > i temos que um vetor adequado para a equacao (2.4) é dado por
v=cvt 4 e,

e é um autovetor associado ao autovalor \; de multiplicidade r — ¢ + 1. O

De maneira similar, podemos enunciar um paralelo do resultado anterior

em funcao do autovalor )\, cuja demonstracao é analoga a do Teorema 2.9.
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Teorema 2.10. Outra Versao do Principio de Rayleigh Generalizado.[26]
Seja A uma matriz hermitiana de ordem n e Ay > -+ > \, 0s seus autovalores.
+1

Para i < n — 1, sejam v', .., 0™ autovetores unitdrios dois a dois ortogonais res-

pectivamente associados aos autovalores Aii1, ..., \,. Entao

i = min (Av,v). (2.6)
floll =1

v Lottt m

O minimo € atingido quando v € o autovetor associado ao autovalor ;.

No Exemplo 2.7 mostramos como aplicar essa generalizacao.

Exemplo 2.7. Considere a matriz hermitiana

3 00
A=10 2 0 |,
0 01

com autovalores \y = 3, A\a = 2 e A\3 = 1, e correspondentes autovetores

1 0 0
vlzelz 0 ,1)2262: 1 6U3:63: 0
0 0 1

O Principio de Rayleigh Generalizado para Ay indica que

Ay = max (Au,u) = max (3u? + 2u3 + u3).
u%+u%+u§:1 u%+u%+u§:1
(u,el)zo (u,el)zo

Como (u,e') =uy = 0 obtemos que

Ao =  max (2u3+u3) = 2.
u% +u§ =1

Observe que os Teoremas 2.7 e 2.9 lidam com problemas de maxi-

mizacao, enquanto os Teoremas 2.8 e 2.10 lidam com os problemas de minimizac¢ao
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analogos. Tais resultados ilustram como problemas de maximizag¢ao e minimiza¢ao

de uma mesma expressao se relacionam.

O Principio de Rayleigh para o segundo maior autovalor de uma matriz
A, afirma que

Ay = max (Av,v)
ol =1

v Lot
onde v! é um autovetor associado ao autovalor \; da matriz. Observe que o Principio
de Rayleigh nao fornece uma caracterizacao independente para Ay, uma vez que
seu problema de méaximo é estabelecido em funcao de um autovetor desconhecido

associado ao autovalor \p.

Existe uma caracterizacao para Ao em que a dependéncia de v! nao é
explicita. Para um vetor arbitrario u' definimos
é(u') = max (Av,v).

[[ol =1

vlut

Note que esse problema de maximizacao depende de um vetor u! que
pertence a um espaco de dimensio n, logo ¢(u') pode assumir diversos valores reais.

O Teorema de Courant-Fischer afirma que Ay é o menor desses valores, ou seja

A2 = min o(ub).

Em outras palavras, ¢(u') é minimizado quando u! = v'.

Teorema 2.11. Teorema de Courant-Fischer.[26]
Seja A uma matriz hermitiana de ordem n e \y > --- > X, 0s seus autovalores.

Entao, para 1 < n, temos que

Ai41 = min max  (Av,v)
ul,...ut o]l = 1

vLlal, .. u
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Demonstracao. Observe que a funcao

p(ut,...,u') = max (Av,v), (2.7)
floll =1

vlal, . u

estd bem definida por ser o méaximo de uma fungao continua em um conjunto com-

n

pacto. Se v!,...,v" sao autovetores unitdrios dois a dois ortogonais da matriz A

associados, respectivamente, aos autovalores Ay, ..., A\,,, segue do Teorema 2.9 que
¢('U17 SaS) Ui) = )\i-l-l- (28)

1

Dados vetores u", ..., u', vamos construir um vetor admissivel v tal que

0 1

Av,v) > \i1q. Considere todos os vetores v° da forma v° = cyvl4- - 40’ 40"
) + +

Note que as condicoes

i+1

(0%, uf) =) ei(v),u) =0 (k=1,..,7) (2.9)

j=1
fornecem um sistema de i equacoes nas variaveis ci,...,¢;11. Como o sistema ho-
mogéneo na equagao (2.9) possui mais variaveis do que equagoes, temos que existem

Yis .oy Vit1, com y; # 0 para algum [, tal que ¢; = My;, 1 < j < i+ 1, é solugao para

i+1 —1/2
A= (Z \%’|2>
j=1

obtemos uma solugao do sistema em (2.9) com Y |¢;|* = 1, logo o vetor v° = >~ ¢;07

todo valor de A. Tomando

satisfaz todas as condigbes de maximizagdo da equagao (2.7). Assim temos que o

valor méaximo da funcao ¢ satisfaz a desigualdade ¢(ul, ..., u’) > (A%, ).

Perceba que
i+1 i+1 i+1 i+1
(AUO, ’(JO) = (Z Cj)\j’Uj, Z Ck’(Jk) = Z |Cj|2)\j Z )\i—l—l Z |Cj|2 = )‘i—l—l- (210)
j=1 k=1 j=1 j=1

Dessa forma mostramos que ¢(u', ..., u') > \;; para qualquer conjunto

1

de vetores u', ..., u’, e pela equagao (2.8) temos que a igualdade ¢ atingida quando
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u! = vl . u' = v'. Com isso mostramos que )i é exatamente o minimo de ¢,

como o teorema estabelece. O

Assim como no Principio de Rayleigh, também podemos estabelecer um
paralelo do Teorema de Courant-Fischer formulado por um problema de otimizagao

complementar ao original.

Teorema 2.12. Outra Versao do Teorema de Courant-Fischer.[26]
Seja A = [a;;] uma matriz hermitiana de ordem n e Ay > --- > )\, 0s seus autova-

lores. Entao para i > 1 temos que

Ai—1 = max min  (Av,v)]| . (2.11)
Wt ol =1

v Laut, ..., u”

Demonstracao. Analogo ao teorema anterior. Basta perceber que o problema de
maximizagao seguido do problema de minimizacao enunciado pode ser resolvido de
modo similar ao problema de minimizacao seguido do problema de maximizacao do

teorema anterior, desde que respeitadas as restricoes impostas ao vetor v. O

Desenvolvendo o Exemplo 2.7 mostramos uma aplicagao pratica do

Teorema de Courant-Fischer.

Exemplo 2.8. O Teorema de Courant-Fischer para \s implica que

1= I1111I21 max (BU% + 2u3 + u%)
O ull =1
(u,v1) = (u,v?) =0
De fato
p(et, e?) = max (3uf +2uj + u3) = ngzwl(ug =1.
flull =1 43T
(u,v?) = (u,v?) =0
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O Principio de Rayleigh e o Teorema de Courant-Fischer caracterizam
autovalores de matrizes hermitianas por meio de problemas de maximizacao e mi-
nimizacao. A continuidade das fun¢oes maximizadas e/ou minimizadas fornece um
razoavel grau de liberdade na manipulacao desses problemas, o que nos permite

relacionar autovalores de diferentes matrizes em determinadas classes.

O Teorema do Entrelagamento de Cauchy afirma que os autovalores de
uma matriz hermitiana de ordem n podem ser relacionados com os autovalores de

qualquer submatriz principal de ordem n — 1 dessa.

Definicao 2.6. Uma matriz B, quadrada de ordem m, é uma submatriz principal
de ordem m de uma matriz A, quadrada de ordem n > m, se B € obtida pela delecdo

de n —m linhas e das mesmas n — m colunas de A.

Existem diversas demonstragoes para o Teorema do Entrelacamento de
Cauchy na literatura (ver [20], [28] e a pagina 186 de [31]). Procedemos com uma

prova que utiliza o Teorema de Courant-Fischer.

Teorema 2.13. Teorema do Entrelagamento de Cauchy.[26]

Sejam A uma matriz hermitiana de ordem n > 1 e B uma submatriz principal de

ordemn —1 de A. Se

AL > > )\, sao os autovalores de A e

0 > --->0,_1 sao os autovalores de B,

entao

M>01>2X>00>->N_12>0,1> A\,

Demonstragao. Mostremos inicialmente o caso em que B = [b;;] é a submatriz prin-

cipal de ordem n — 1 de A = [a;;] obtida pela delegao da tltima linha e coluna.
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Considere as expressoes (Bu, u) e (Av, v), e observe que elas serao iguais

se (v,e") =v, =0ev; =u;, para 1l <i<n-—1. De fato

n—1 n—1 n—1 n—1 n n
(Bu,u) = E E bijuu; = E E a;jv;0; = E E a;;v;0; = (Av,v).
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
Para quaisquer vetores z', ..., 2", com i < m, temos que
max  (Av,v) > max (Av,v), (2.12)
[lv] =1 flvfl =1
vlal .zt vlal .zt e

pois a exigéncia (v, ") = 0, no lado direito da expressao (2.12), restringe os possiveis

valores de (Av,v).

Usaremos a nota¢do v — wu para indicar que u = [vy, ...,vn_l]T, ou

seja, u é formado pelos mesmos elementos de v a menos do ultimo.

Se 2/ — w’ para 1 < j <i— 1, temos que

max (Av,v) = max (Bu, u). (2.13)
lo =1 llul =1
vlal .zt en wlwh .. w!
De fato,
[v]f =1 Jull =1
. @ .
(v,2') == (v,2" ") = (v,e") =0 (u,w') = - = (u,w" ) =0.

Assim temos que ambos os lados da equacao (2.13) sao fungoes dos

vetores o', ..., 7°"1. Como funcoes idénticas possuem o mesmo minimo, temos
min max (Av,v)| = min max (Bu,u)| =6;. (2.14)
et o) =1 whe W = 1

vlat .zt en uwlw!, . w !
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Note que se i = 1 nenhum dos vetores z° ou w' aparece e podemos

substituir a expressao (2.14) por

max (Av,v) = ”m”aXI(Bu,u) = 0.
floll =1 =

v le®

A desigualdade (2.12) afirma que uma certa fungao de ', .., 27t é
sempre maior ou igual que uma outra certa funcao de 2!, ..., 2!, logo o minimo
dessas deve satisfazer a mesma desigualdade. Usando o Teorema de Courant-

Fischer (Teorema 2.11) e a expressao (2.14) temos que

A = min max  (Av,v)| > min max (Bu,u)| = 6;.
T o =1 whes T ) =1

vlal . ! wlw! .. w?t

Resta mostrar que 0; > ;1. Na expressao (2.14) mostramos que

0; = min o¢(a', ..., 2" ), (2.15)
xl,...,x“l
onde definimos
ozt ..ot ) = max (Av,v).
[l =1
vlat .zt g

Pelo Teorema 2.11 temos que

| min p(zt, .., o7t ") = Ny (2.16)

i—1 i
i, e

No problema de minimizagao da equagdo (2.15) fixamos z* = €", en-
quanto que no problema de minimizagao da equagao (2.16) nao restringimos o vetor

2!, e isto garante que existam mais candidatos para minimizar ¢. Assim temos que

0; = 1min_ p(xt, .., o7 e™) > min ¢zt .2 2" = N
zl,.. i1 i,z gt
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Isso prova o caso em que B é a submatriz principal de ordem n — 1 de

A obtida pela delegao da tultima linha e coluna de A.

No caso geral, note que para cada linha e coluna da matriz A existe
uma matriz de permutacao P que faz com que essas se tornem a tultima linha e
coluna da matriz P~AP. Pelo Teorema 2.5 temos que o espectro de A é igual
ao espectro de P~'AP, e com isso o resultado procede de maneira andloga ao caso

anterior. 0

O préximo teorema é uma generalizagao do Teorema do Entrelagamento
de Cauchy obtido por aplicagoes sucessivas do mesmo. Para uma demonstragao

direta podemos utilizar o Teorema de Courant-Fischer como na pagina 190 de [26].

Teorema 2.14. Teorema do Entrelacamento de Cauchy Generalizado.[26]
Sejam A uma matriz hermitiana de ordem n > 1 e B, uma submatriz principal de

ordemr de A com 1 <r<mn. Se

AL > - > )\, sdo os autovalores de A e

0, > --- >0, sao os autovalores de B,

entao

Ai 2 0; = Nign—r,
para 1l <7 <.
Demonstracao. Procedemos por inducao em n — r.
Para n — r = 1 recaimos no teorema anterior.

Suponhamos que o resultado é valido para n — r — 1 e denotamos por
y1 > -+ > 741 0s autovalores da matriz B,,1. Segue pela hipdtese de indugao que

Ai > i 2 Nidn—r—1-

Mostremos que o resultado é vélido para n —r. Note que a matriz B, é

submatriz principal da matriz B, ;. Segue pelo Teorema 2.13 que v; > 0; > ;1.
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Assim temos

Ai > % >0 > Vi1 2> A

Logo temos que

)\i 2 92 2 )\i—i-n—r"

O

O Exemplo 2.9 mostra como identificar submatrizes principais e como

aplicar o Teorema do Entrelagamento de Cauchy.

Exemplo 2.9. Considere as matrizes

2 1 1
2 1
A= 1 2 1 B = C:(z).
1 2
1 1 3

A matriz B € submatriz principal de ordem 2 da matriz A obtida pela

delecao da ultima linha e coluna.

Analogamente, temos que C' € submatriz principal de ordem 1 da matriz
B obtida pela delecdo da sequnda linha e coluna. Consequentemente, temos que C'
¢ submatriz principal de ordem 1 da matriz A obtida pela delecdo das duas iultimas

linhas e colunas.

Calculando os autovalores dessas matrizes temos:
M =3+V2, Aa=3—+V2e ;=1 sio os autovalores de A.
0, =3 e 0y =1 sao os autovalores de B.

Y1 =2 € o autovalor de C'.

Pelo Teorema do Entrelacamento de Cauchy temos as sequintes relagoes.
Entre A e B: 34v/2>3>3-v2>1>1.
Entre BeC:3>22>1.
Entre A e C:3++2>2>1.
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Com o Principio de Rayleigh e o Teorema de Courant-Fischer pode-
mos estabelecer relagoes entre autovalores de matrizes que estejam associadas por
operacoes. Suponha que desejamos conhecer os autovalores de uma matriz hermiti-
ana A cujos elementos nao sao exatamente conhecidos. Dada uma matriz hermitiana
B com elementos proximos dos de A temos que A = B 4+ E, onde E é uma matriz
hermitiana que representa a diferenca entre os elementos de A e B. A Desigual-
dade de Weyl permite estimar a diferenca entre os autovalores de B e os respectivos

autovalores de A.

Teorema 2.15. Desigualdade de Weyl.[26]

Seja A= B+ FE, onde A,B e E sdao matrizes hermitianas, e
Ay > - > \,sd0 os autovalores de A,

0y > --- > 0,sa0 os autovalores de B,

A%

" - > yp8a0 0s autovalores de E.

Entao
MA+0>N>m+0;

para 1 < i < n.

Demonstragao. O Teorema de Courant-Fischer (Teorema 2.11) afirma que

Ai = min max  (Av,v)
et o) =1

vlaul, . utt

O Principio de Rayleigh (Teorema 2.7) afirma que

M= ﬁﬁf(Ev,v)-

Para obtermos o min(Ewv,v) observarmos que os autovalores de —FE

sa0 —7v, > --- > —7 e que o minimo e o maximo de uma fungao sempre estao
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relacionados do seguinte modo

ngﬁi:nl(Ev,v) = - ﬁg”égg[—(Ev,v)] = —(=M) = M-

Logo

Tn < (BEv,v) <1, se ||[v]| = 1. (2.17)

Como A = B + E segue que (Av,v) = (Bv,v) + (Fv,v). Usando a
desigualdade (2.17) temos que

Yo + (Bv,v) < (Av,v) < 71 + (Bv,v).

Dados vetores u!,...,u""! obtemos

Yn + max  (Buv,v) < max  (Av,v) <7y + max  (Bv,v).

ol =1 ol =1 floll =1
UJ_ul,...,uFl vJ_ul,...,uif1 vJ_ul,...,uFl
Tomando o minimo com respeito aos vetores u',...,u*~! na expressao

acima, e usando que se a desigualdade anterior é valida para qualquer valor que
as fungoes possam assumir entao ela também deve sera valida para o minimo das

mesmas, segue pelo Teorema de Courant-Fischer que

MmFO >N N>+

O

Vejamos como as relagoes dadas pela Desigualdade de Weyl sao esta-

belecidas na pratica.
Exemplo 2.10. Considere as matrizes hermitianas

2 1 1 110
A=11 2 1 e B=]1111

11 4 011
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Calculando a matriz E = A — B temos

1 01
E=1010
10 3

Dessa forma temos que A = B + E. Calculando os autovalores dessas
trés matrizes temos que
A =05, Ay =2 e A3 =1 sao os autovalores de A.
0 =14++2,0,=1¢e6;=1—+/2 sio os autovalores de B.
=2+ V2, Yo=1ey3=2— V2 sdo os autovalores de F.

Pela Desigualdade de Weyl temos as sequintes relagoes
Parai=1: 2+ V2)+(1+vV2)>5>2-vV2)+(1+v2)=3+2/2>5>3.
Parai=2: 2+vV2)+(1)>2>2-vV2)+(1)=3+v2>2>3—-+2.
Parai=3: 2+V2)+(1-v2)>1>2-V2)+(1-v2)=3>1>3-2/2.
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3 TEORIA DE GRAFOS

Muitas situagoes podem ser descritas por diagramas feitos por conjuntos
de pontos e linhas ligando pares desses pontos. A abstracdo matematica dessas

situacoes originou o conceito de grafo e o desenvolvimento de seu estudo.

Neste capitulo apresentamos algumas definigoes e resultados sobre Te-

oria Espectral de Grafos fundamentados nos livros de Abreu et al [1] e de Bondy et

al [4].

3.1 Grafos e Suas Representacoes

Definicao 3.1. Um grafo G é um par ordenado G = (V(G), E(G)), constituido por
um congunto finito e nao vazio V(G), cujos elementos sio denominados vértices, e
um conjunto E(G) de subconjuntos de dois elementos de V(G), denominados ares-
tas. Quando nao houver ambiguidade denotaremos o conjunto dos vértices e o

conjunto das arestas do grafo G, respectivamente, por V e E.

Grafos recebem esse nome por possuirem uma representacao grafica que
ajuda na compreensao de muitas de suas propriedades. Nessa representacao cada
vértice é indicado por um ponto, e cada aresta é exibida como uma linha que liga

os pontos que indicam os vértices que constituem a aresta.

Exemplo 3.1. Considere o grafo Gy com conjunto de vértices V(G1) = {A, B,C, D, E, F'}

e de arestas E(G1) = {f1, fo, f3, fa, f5, fe}, onde f1 = {A, B}, fo = {A B}, f3 =
{A,D}, fs={D,E}, fs={B,E} e fo = {E, F}.

Apresentamos na Figura 3.1 a representagao grdfica de G;.
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Grafo G, = (V(G1), E(Gy)).
Figura 3.1 Representacdo grdfica de G .

Dado um conjunto A, denotamos por |A| a cardinalidade do conjunto.
Logo denotamos por |V | o nimero de vértices de G (ou ordem do grafo), e por |E| o
nimero de arestas de G (ou tamanho do grafo). Observe que o grafo do Exemplo

3.1 tem ordem e tamanho 6.

A representagao grafica ilustra as ligagbes entre vértices e arestas do
grafo. O desenvolvimento da teoria espectral de grafos exige que tais ligacoes sejam

adequadamente identificadas.

Defini¢ao 3.2. Se f = {u,v} € E(G), dizemos que f ¢é incidente aos vértices u
e v, que sao ditos pontos finais da aresta f. Além disso, dizemos que u e v sao
vértices vizinhos ou adjacentes, e sao denotados por u ~ v.

Se f ={u,v} ¢ E(G) dizemos que 0s vértices u e v ndo sao adjacentes, e denotamos

POT U % V.

No Exemplo 3.1 temos que f; é uma aresta incidente aos vértices A

e B, que sao pontos finais da aresta f;, logo sao vértices adjacentes.

A andlise das relacoes de incidéncia e adjacéncia entre vértices e arestas

permite estabelecer caracteristicas sobre esses elementos.

Definicao 3.3. A vizinhanga de um vértice u € V(G) é o conjunto {v € V(G) :
{u,v} € E(G)}, denotado por Ng(u). Quando nao houver ambiguidade denotaremos
a vizinhanga do vértice u € G por N(u).

O grau de um vértice u € V(G), denotado por dg(u), € o nimero de arestas que
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incidem em u no grafo V(G). Quando ndo houver ambiguidade denotaremos o grau

do vértice u por d(u).

Considere o grafo do Exemplo 3.1. Como as arestas fa, f1, f5, € fs
sdo incidentes ao vértice E temos que dg, (E) = 4, e além disso, cada uma dessas

arestas torna E adjacente a um vértice, com isso temos Ng, (E) = {A, B, D, F'}.

Como nenhuma aresta incide no vértice C' temos que dg, (C) = 0. Um

vértice com tal propriedade é dito vértice isolado.

Um grafo pode ser caracterizado pela andlise de suas arestas. A proxima
definicao identifica a estrutura das arestas que constituem os grafos que serao estu-

dados nesse trabalho.

Definigao 3.4. Um grafo G = (V, E) € dito grafo simples quando nao possui lagos
(arestas da forma {u,u}), ndo possui arestas miltiplas (repeticao de elementos em
E) e nao possui orientagao (os subconjuntos de vértices que formam as arestas nao

sao ordenados).

Observe que o grafo apresentado no Exemplo 3.1 é simples. No

Exemplo 3.2 apresentamos um grafo que nao é.

Exemplo 3.2. Considere o grafo apresentado na Figura 3.2.

f7

Grafo G5

Figura 3.2 Grafo nao simples.
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Note que Gy € um grafo direcionado, ou seja, suas arestas sao ordenadas e sao

graficamente representadas por setas, que vao do primeiro para o sequndo vértice

que constitui a aresta. Além disso, observe que as arestas fs e f's formam um par

de arestas multiplas e a aresta fr = {A’, A’} € um laco, logo G5 nao é simples devido
) )

a estrutura de suas arestas.

Em um grafo podemos identificar estruturas definidas por subconjuntos
de vértices e arestas que sao utilizadas para a caracterizacao e para o estudo de

propriedades.

Definigao 3.5. Seja G = (V, E) um grafo. Se G' = (V' E") é um grafo com V' CV
e B C E dizemos que G' é um subgrafo de G, denotamos por G' C G. Quando
G' C G € tal que dois vértices sao adjacentes em G’ se e somente se sdo adjacentes

em G, dizemos que G' é um subgrafo induzido de G.

Considere os grafos apresentados na Figura 3.3.

S
@ ! @ @ 7 @ e @

s fs Grafo H,.

O——®

Grafo H;.

Figura 3.3 Subgrafo e subgrafo induzido de Gj.

Observe que ambos os grafos sao compostos por vértices e arestas con-
tidos no grafo G; do Exemplo 3.1, logo sao seus subgrafos. Além disso, note que
o grafo H, é subgrafo induzido de GGy por preservar todas as adjacencias do grafo

original entre seus vértices.
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Podemos investigar propriedades de um grafo por meio da anélise de
seus subgrafos. Tais estruturas sao mais simples e, por vezes, mais faceis de serem

estudadas do que o grafo como um todo.

Na proxima definicao apresentamos duas classes de grafos que possuem

estrutura simples e estao contidas em um grande ntimero de grafos.

Definigao 3.6. Uma sequéncia finita vy, vy, ..., vy de vértices de um grafo G = (V, E)
¢ dita uma cadeia de vy a vy se {v;,vi1} € E paral <i<k—1.

Se v1 = v a cadeia € dita fechada.

Um camainho é uma cadeia onde todos os vértices sao distintos. O caminho com n
vértices é denotado por P,.

Um ciclo é um caminho fechado. O ciclo com n vértices é denotado por C,,, com
n > 3.

O comprimento de um caminho ou ciclo € o numero de arestas que neles ocorrem.

Relembrando os subgrafos do grafo G; do Exemplo 3.1, apresentados

na Figura 3.3, temos que H; = Cy e Hy = Pj.

Algumas classes de grafos podem ser caracterizadas pela presenca, ou

auseéncia, de outras.

Definigao 3.7. Um grafo G € dito grafo conexo quando existe um caminho ligando
cada par de seus vértices, caso contrario, G é denominado grafo desconexo.
Dizemos que G' C G é uma componente conexa de G quando G' é um grafo

conexo e nao existe um grafo conexo H C G tal que G C H e G' # H.

Observe que o grafo GG; no Exemplo 3.1 possui duas componentes
conexas, uma constituida pelo vértice isolado C' e a outra é o subgrafo induzido de

(GG que contém os vértices A, B,D,E e F.

As relagoes de incidéncia e a caracterizacao de determinados vértices

também permitem definir classes de grafos.
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Definicao 3.8. Um grafo € dito grafo k-regular, ou grafo regular de grau k,
se todos 0s seus vértices possuem grau k.
Um grafo de ordem n € dito grafo completo se for (n — 1)-reqular. Denotamos

por K,, o grafo completo de ordem n.

Exemplo 3.3. Apresentamos na Figura 3.4 os grafos completos K3 e K.

Grafo Ks. Grafo K,.

Figura 3.4 Grafos K3 e Ky.

Alguns grafos apresentam determinada regularidade em seus conjuntos

de vértices e arestas que permitem a caracterizacao de uma classe.

Definigao 3.9. Um grafo G = (V, E) € dito um grafo k-partido quando existe
uma particao de V- em k subconjuntos ndao vazios e dois a dois disjuntos (isto €,
V=Y1UYoU---UY), comY;NY; = 0, para todo i # j) de modo que as arestas
de G sejam sempre da forma {u,v} comu € Y; ev € Y;, com i # j, ou seja, ndo
existem vértices adjacentes em um mesmo subconjunto da particao.

Quando k = 2 dizemos que o grafo € bipartido.

Quando E = Vi x Vo com |Vi| = r e |Vo| = s, G ¢ dito um grafo bipartido

completo, e € denotado por K, ;.
A regularidade apresentada no conjunto de vértices dos grafos dessa

classe permite uma andlise individual de cada subconjunto da particao. Tal recurso

pode auxiliar na investigacao de propriedades do grafo.
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Exemplo 3.4. Apresentamos na Figura 3.5 o grafo bipartido completo K 4.

Figura 3.5 Grafo Ko 4.

Considere a partigao dos vértices dada porY; = {A, B} eYs = {C, D, FE,
F}. Assim temos que V. = Y] UYs, todos os vértices de Yy sao ligados a todos os
vértices de Yy e vice-versa, além disso, vértices de um mesmo subconjunto nao sao

adjacentes.

3.2 Operacoes Entre Grafos

Por vezes é conveniente alterarmos a estrutura de um grafo para adqui-
rirmos um outro que seja mais util para o estudo de determinado tépico. Operacoes
entre grafos constroem novos grafos utilizando as informagoes provenientes dos ori-

ginais.

Algumas operagoes apenas alteram a estrutura do grafo original, como
a delecao de uma aresta ou de um vértice, enquanto outras geram conjuntos de
vértices e arestas diferentes dos originais, como a contracao de vértices. Apresenta-

mos algumas das principais operacoes nesta sec¢ao.

Defini¢ao 3.10. Dado um grafo G = (V, E), a delec@o de uma aresta f € E
fornece o grafo G\ f=(V,E—{f}).

Obtemos o novo grafo G\ f deletando a aresta f do grafo G e mantendo os outros

vértices e arestas.
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Vejamos uma aplicagao da operacao de delecao de uma aresta.

Exemplo 3.5. Considere os grafos da Figura 3.6.

S fi
Oan® D—®)

f2 Ja f2 Ja
O O——®
Grafo G. Grafo G\ f.

Figura 3.6 Delecao de uma aresta.

Observe que essa operacao apenas faz com que a aresta deletada desapareca sem

alterar nenhuma outra estrutura do grafo.
Definicao 3.11. Dado um grafo G = (V, E), a delegdo de um vértice u € V
fornece o grafo G —u = (V,, E,), onde
V.=V —{u} e
E,=FE—{{t,u}:t € N,}.
Obtemos o novo grafo G —u deletando o vértice u e todas as arestas inicidentes a
ele no grafo G.

Vejamos uma aplicagao da operacao de delecao de um vértice.

Exemplo 3.6. Considere os grafos da Figura 3.7.
N1

f
(D——®

e Ja Ja fa
f3 G 3 @
Grafo G — u.

Grafo G.

Figura 3.7 Delecdao de um vértice.
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Observe que essa operagao altera mais a estrutura do grafo original do que a opera¢ao

anterior. Além do vértice deletado desaparecer, também desaparecem todas as ares-

tas que incidem nele.

Defini¢ao 3.12. Dado um grafo G = (V, E), a subdivis@éo de uma aresta [ =
{u,v} € E fornece o grafo Gy = (Vy, Ey), onde

Vi=Vu{r},

sendo que x ¢V, e

Ey = (E—={f}) U {{z,u},{z,v}}.
Subdividir o aresta f do grafo G significa deletar a aresta f e adicionar um novo
vértice x com Ng,(x) = {u,v}, ou seja, o novo vértice x ¢ adjacente aos pontos

finais da aresta subdividida.

Vejamos uma aplicagao da operacao de subdivisao de aresta.

Exemplo 3.7. Considere os grafos da Figura 3.8.
Ol .
Ja Ja I

f3 I3

Grafo G. Grafo Gy.

Figura 3.8 Subdivisdo de uma aresta.
Nessa operacdao os elementos do grafo mao apenas desaparecem, mas também sao
criados novos. Observe que a aresta subdividida desaparece e em seu lugar aparecem

duas novas arestas e um novo vértice.

Definicao 3.13. Dado um grafo G = (V, E) a contracao de vértices u,v € V
fornece o grafo G' | {u,v} = (Viuwy, Efuy), onde

Viwoy = (V = {u,v}) U{z},
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sendo x um vértice com Ngjqu,0}(x) = [No(u) U Ng(v)] — {u, v}, e

Eruwy = [E=({{z u} : 2 € Na(u)} U{{z,v} : 2 € Na(v)})]U{{z, 2} : 2 € Nojquy(2)}-

Contrair os vértices u, v do grafo G significa deletar os vértices u, v e adicionar um

novo vértice r cuja vizinhanca € a uniao das vizinhangas de u e v no grafo original.
Vejamos uma aplicagao da operacao de contragao de vértices.

Exemplo 3.8. Considere os grafos da Figura 3.9.

h "t 'y

f fa Grafo G | {B,C}.

O

Grafo G.

Figura 3.9 Contracdo de vértices.
Nessa operacao os vértices contraidos desaparecem para dar lugar a um novo vértice.
O niumero de arestas que desaparecem e de novas arestas que aparecem dependem,

das adjacéncias dos vértices contraidos.

Considere G um grafo e H = Gy, onde f = {u,v} € E e x é o vértice
obtido na subdivisdo da aresta f. Observe que G = H | {z,u} = H | {z,v}, ou
seja, toda subdivisao de aresta pode ser revertida por uma certa contracao de dois

vértices adjacentes. Note que a relagao contraria nem sempre ¢é valida.
A contracao de vértices adjacentes é dita contracao de aresta.

Mostremos como essa relagao entre as operagoes ocorre.
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Exemplo 3.9. Considere os grafos da Figura 3.10.
S

f
(—®

I
(——®)

f2f4 f2 @ f4
O O—5—©

Grafo G | {C, D}. Grafo G. Grafo G;.

Figura 3.10 Relacdo entre contracao de vértices e subdivisao de aresta.
Observe que G = Gy | {A,x} = Gy | {z, D}, ou seja, a subdivisio da aresta f pode
ser desfeita pela contragao dos vértices x e C ou x e D. No entanto, perceba que a
subdivisao de nenhuma aresta de G | {C, D} pode desfazer a contragcao dos vértices

CelD.

Algumas operagoes utilizam informacoes de dois ou mais grafos para

gerar um novo.

Definigao 3.14. Dados dois grafos Gy = (V1, Ey) € Gy = (Va, Ey) com ViNVy =0,

ou seja, sem vértices em comum, Sua uniao € o grafo
G1UG2 - (%U‘/Q,ElLJEg)

Para qualquer grafo conexo G, escrevemos kG para denotar o grafo que € a uniao
de k copias de G.
A uniao de dois grafos representa apenas a unido de seus conjuntos de vértices e

arestas sem nenhuma delecao, adicao ou alteracao.

Observe que todo grafo desconexo pode ser considerado a uniao de suas
componentes conexas. Tal interpretacao é fundamental para o tratamento adequado

de grafos desconexos.
Vejamos uma aplicagao da operacao de uniao de grafos.
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Exemplo 3.10. Considere os grafos da Figura 3.11.

f1 f’1

2 fi 2
O @ @
Grafo G,. Grafo G,.
f/ !/
@ @@ OB ©
Ja Ja f’2 [ Iy
G VE @ @ @ @ " @
Grafo G, UGs. Grafo 2G;.

Figura 3.11 Unido de grafos.

Observe que essa operacdao apenas junta as informagoes de dois grafos em um unico.

A aplicacao de operacoes sobre um grafo permite alterar sua estrutura
gerando um novo grafo. O proximo teorema mostra que grafos distintos, quando

submetidos as operagoes adequadas, podem dar origem a um mesmo grafo.

Teorema 3.1. Dado um grafo G temos que G\ f = Gy — x, onde x é o vértice

adicionado durante a subdivisao da aresta f.

Demonstragao. Por definigdo, G\ f = (V.E —{f}) e Gy —x = ((V})s, (Ef).), logo

Gr—z = ((Vi)a, (Ef)a)
= (Vy —{a}, By —{{t,z} : t € Ng,(2)})

(V Uz} —{z}, (B - {fHU{{z,u}{z,v}} - {{z,u}, {z,v}})
= (V,E-{f})

= G\ /.
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Vejamos uma ilustracao desse teorema.

Exemplo 3.11. Considere os grafos da Figura 3.12.

@ @ @ © O ©

hi 3 fi [ fi f3
O—0 ® 0 0000
f2 Ja f2 fa f2 fa
® ©® O O ® O
Grafo G. Grafo H. Grafo Gy.

Figura 3.12 Aplica¢do do Teorema 3.1.
Observe que o grafo H pode ser obtido tanto pela dele¢io da aresta f do grafo G

quanto pela delecao do vértice x do grafo G.

3.3 Principais Representacoes Matriciais

A representacao grafica pode ser 1til para o estudo e compreensao de
algumas propriedades sobre grafos, mas nao é adequada para aplicagoes computaci-
onais ou para aplicagoes de métodos matematicos que auxiliem na busca de novos
resultados. Para tais propdsitos é mais vantajoso representar o grafo por meio de

uma matriz que contenha informagoes sobre sua estrutura.

Dentre as representacoes matriciais de grafos mais importantes estao a
matriz de adjacéncia A, a matriz laplaciana L, a matriz laplaciana normalizada L e

a matriz laplaciana sem sinal ().
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Exemplo 3.12. Considere o grafo da Figura 3.185.
B0

3 1, fz

£ f2 2 fa & Ts @

Grafo G

S

Figura 3.13 Representacao grdfica de G.
Nesta secao, vamos apresentar diferentes representagoes matriciais desse grafo. Tais

representacoes sao constuidas extraindo informacoes da estrutura do grafo.

A matriz de adjacéncia foi a primeira representacao matricial de um

grafo a ser estudada. Comecamos nossa exposicao por ela.

Definigao 3.15. A matriz de adjacéncia de um grafo G = (V, E), denotada por
A(G) = [aw], € a matriz cujas linhas e colunas sdo indexadas pelos vértices de G e

tem entradas dadas por

1, se {u,v} € E,

Ayy = )
0, caso contrario.

A(G) é uma matriz real, simétrica, quadrada de ordem |V| e formada

por uns e zeros. Pelo Teorema 2.2 temos que todos os seus autovalores sao reais.

Quando nao houver ambiguidade, denotaremos a matriz de adjacéncia

de um grafo G por A.
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Exemplo 3.13. Apresentamos a sequir a matriz de adjacéncia do Grafo G do

Exemplo 3.12.

S S VL U = T~ ~ S~ e
S U = T N v
S R D D DS D~ O O
ST O N = T S~ S~ S~ S
S D N D D DS D~
S R D R DD DS DS N
R s T~ T O O R~ S )
S R DD S S S S

T Q" T o

Observe que essa representacao contém apenas as informagoes das adjacéncias entre

os vértices do grafo.

A matriz laplaciana apresenta mais informagoes sobre a estrutura de

um grafo.

Definigao 3.16. A matriz laplaciana de um grafo G = (V, E), denotada por
L(G) = [lw], € a matriz cujas linhas e colunas sdo indexadas pelos vértices de G e

tem entradas dadas por

d(u), seu=wv,
lw =14 -1, se{u,v} €E,

0, caso contrario.

L(G) é uma matriz real, simétrica e quadrada de ordem |V]. Pelo

Teorema 2.2 temos que todos os seus autovalores sao reais.

L(G) sempre possui um autovalor 0 associado ao autovetor (1...1)T.

Basta observar que a soma dos elementos de cada linha da matriz é sempre 0.
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Quando nao houver ambiguidade, denotaremos a matriz laplaciana de

um grafo G por L.

Exemplo 3.14. Apresentamos a sequir a matriz laplaciana do Grafo G do Exem-

plo 3.12.

A B C D FE F G H
A (2 0 0 0 -1 -1 0 0
Bl1lo 1 -1 0 0 0 0 0
clo -1 2 0 0 0 -1 0
Dl1o o 0 1 0 0 -1 0
El-1 0 0 0 2 -1 0 0
Fl1-1 0 0 0 -1 38 -1 0
Gg|o o -1 -1 0 -1 4 -1
H\X0 0 0 0 0 0 -1 1

Essa representagao matricial indica as relagoes de adjacéncia entre os vértices e

também informa o grau de cada vértice.

A matriz laplaciana normalizada informa caracteristicas sobre os ele-

mentos que constituem as relagoes de adjacéncia do grafo.

Defini¢ao 3.17. A matriz laplaciana normalizada de um grafo G = (V, E),
denotada por L(G) = [ly], € a matriz cujas linhas e colunas sao indexadas pelos

vértices de G e tem entradas dadas por

1, seu=wv ed(u)#0,

-1
= ————, se{u,v} € E,
buv d(u)d(v) fuv) €

0, caso contrario.

L(G) é uma matriz real, simétrica e quadrada de ordem |V|. Pelo

Teorema 2.2 temos que todos os seus autovalores sao reais.
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Todos os seus autovalores estao contidos no intervalo [0, 2].
A multiplicidade do autovalor zero em £ indica o niimero de componentes conexas
do grafo. Basta observar que D~/2(1...1)T é autovetor de £ associado ao autovalor
0, e que se o grafo possui mais de uma componente conexa, entao a matriz £ é uma

matriz triangular por blocos.

Quando nao houver ambiguidade, denotaremos a matriz laplaciana nor-

malizada de um grafo G por L.

Exemplo 3.15. Apresentamos a sequir a matriz laplaciana normalizada do Grafo

G do Exemplo 3.12.

A B ¢ D E F G H
-1 -1
A (1 0 0 0o — = 0 0
1 2 V6
Blo 1 — o0 o0 0 0 0
1 V2 1
cl o —= 1 0 0 0 —— 0
V2 2v/2
Dl o o 0 1 0 0 — 0
~1 ~1
E|l— o0 0 0o 1 — 0 0
21 1 Ve 1
Fl—= 0 0 0 — 1 — 0
Ve 1 1\/6 1 2V3 1
G 0 0 — 0 — 1 -
2v/2 2 2v/3 .
H\0o 0 0 0 0 0 _7 1

Observe que essa representacao matricial indica as relacoes de adjacéncia entre
os vértices e também informa o grau dos vértices que sao adjacentes mediante a

resolucao de um sistema.

A matriz laplaciana sem sinal informa o mesmo que a matriz laplaciana,

mas de um modo diferente.
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Defini¢ao 3.18. A matriz laplaciana sem sinal de um grafo G = (V| E),
denotada por Q(G) = [qu|, € a matriz cujas linhas e colunas sdo indexadas pelos

vértices de G e tem entradas dadas por

d(u), seu=wv,
Qu =4 1, se{u,v} € F,

0, caso contrario.
Q(G) é uma matriz real, simétrica e quadrada de ordem |V|. Pelo
Teorema 2.2 temos que todos os seus autovalores sao reais.

Quando nao houver ambiguidade, denotaremos a matriz laplaciana sem

sinal de um grafo G por Q.

Exemplo 3.16. Apresentamos a sequir a matriz laplaciana sem sinal do Grafo G

do Exemplo 3.12.

RO T ST > B & B G S oo s N

S S L U = T~ ~ S NS
ST R T SO N N o
S N D D ™~ D QO
S T O T~ S
S D NN D DS D~
S R B R D DS DS N
R N U T e O~ S S o
~ RN D S S S o =

Observe que essa representacdo matricial fornece as mesmas informacoes que a ma-
triz laplaciana, no entanto, utiliza uma entrada com sinal diferente para indicar a

relacao de adjacéncia entre 0s vértices.
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As representagdes matriciais apresentadas nessa se¢ao sao os principais
objetos de nosso estudo devido a sua vasta utilizacao no desenvolvimento da teoria

espectral de grafos.

3.4 Representacoes Matriciais Auxiliares

Outras representacoes matriciais uteis sao a matriz diagonal dos graus,
a matriz de incidéncia e a matriz de incidéncia orientada. Tais matrizes estao di-
retamente relacionadas com as vistas anteriormente, e auxiliam na obtencao de

resultados.

Nesta secao também vamos apresentar as diferentes representagoes do

grafo G presente no Exemplo 3.12.

Defini¢ao 3.19. A matriz diagonal dos graus de um grafo G = (V| E), deno-
tada por D(G) = [dw], € a matriz cujas linhas e colunas sao indexadas pelos vértices

de G e tem entradas dadas por

d(u), seu=wv,
a0 — (u)

0, caso contrario.

D(G) é uma matriz diagonal real de ordem |[V|. Pelo Teorema 2.2
temos que todos os seus autovalores sao reais, e sabemos que eles sao exatamente

os elementos da diagonal.

Quando nao houver ambiguidade, denotaremos a matriz diagonal dos

graus de um grafo G por D.
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Exemplo 3.17. Apresentamos abaizo a matriz diagonal dos graus do Grafo G do

Exemplo 3.12.

S S S
S e U =T vy
ST S S S N S S Q
S N N = T U~ S~ S~ S
S DI DS S S ™
S D L DD DS S
S N T = S~ S~ S O
= = =T =T T~ R S a

T Q" O o

Essa representagao matricial indica apenas os graus dos vértices do grafo, mas nao

fornece qualquer informacao sobre as adjacéncias.

Observe que A, L e () estao relacionadas pela matriz diagonal do graus.

L—D—A Q=D+A.

Para grafos sem vértices isolados, podemos relacionar £ com A, L e D.
L = DVALDV?
= D '*(D-A)D'?

= ] -D'2AD /2

A matriz de incidéncia informa as relacoes de indicéncia entre vértices

e arestas.

Definigao 3.20. A matriz de incidéncia de um grafo G = (V, E), denotada por
S(G) = [sur], € a matriz cujas linhas sao indexadas pelos vértices de G, as colunas

sao indexadas pelas arestas de G e tem entradas dadas por
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1, se f ={u,v} € F,
Suf = .
0, caso contrario.

Quando nao houver ambiguidade denotaremos a matriz de incidéncia

de um grafo G por S.
Cada coluna de S admite apenas duas entradas nao nulas.

Exemplo 3.18. Apresentamos a sequir a matriz de incidéncia do Grafo G do

Exemplo 3.12.

fr fs

=
o
o
=
e
>

T Q = =m0 QO o
S DS D kD DD N
S © R KR © o© So© o
S © =R © © & & =~
I R T = T . S e S S S~
S S T T N O
S S D DD DD N N D
S =R © © =~ © S© °©
[ S N e S~ S e T . T

Essa representacdo matricial informa relagoes entre vértices e arestas, ao contrdrio
das outras vistas até o momento. Usando a matriz de incidéncia conseguimos iden-

tificar quais arestas incidem sobre quais vértices no grafo.

O préximo teorema mostra que a matriz laplaciana sem sinal esta rela-

cionada com a matriz de incidéncia.

Teorema 3.2. Se S(G) e Q(G) sdo, respectivamente, as matrizes de incidéncia e
laplaciana sem sinal de um grafo G, entao Q = SST. Assim temos que Q(G) é uma

matriz positiva semidefinida, e todos os seus autovalores sao nao negativos.
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Demonstragao. Considere S = [s,f] e ST = [s57,], ou seja, temos que s7, = Sy
Sendo assim

SST: Z SufSfo| = Z SufSvf |

fEB(G) fEB(G)

onde SST é uma matriz quadrada de ordem |V (G)|, com linhas e colunas indexadas

pelos vértices de G.

Se u = v, temos que

Z SufSvf = Z 8

fEE(G fEE(G)

e sif = 1 se a aresta f é incidente ao vértice u. Como existem exatamente d(u)

arestas incidentes a u no grafo GG temos que

Z 52

fEE(G

Para cada par de vértices {u, v} hd no maximo uma aresta pois o grafo

é simples, entao Z SufSvr < 1.
fEE(G)

Se u # v, observe que S,rs,; = 1 se, e somente se, s,y =1 e 5,5 = 1,

ou seja, quando a aresta f = {u,v} € E(G). Caso contrario, temos que S, 8, = 0.

Dessa forma,

d(u), se u =,

Z SufSvf = § 1, se {u,v} € E,

JEE(G s
0, caso contrario

e esta é a definicao da matriz laplaciana sem sinal.

Segue do Teorema 2.3 que Q(G) é uma matriz positiva semidefinida

e todos os seus autovalores sao nao negativos. O

o6



A matriz de incidéncia orientada s6 pode ser atribuida a grafos com
arestas orientadas. Ela informa as relacoes de indicéncia entre os vértices e as

arestas orientadas do grafo.

Defini¢ao 3.21. A matriz de incidéncia orientada de um grafo G = (V, E),
denotada por K(G) = [kyy], € a matriz cujas linhas sao indexadas pelos vértices de

G, as colunas sao indexadas pelas arestas de G e tem entradas dadas por

1, se f = (u,v) € E,
kuf =14 —1, se f=(v,u) € E,

0, caso contrdrio.

Quando nao houver ambiguidade, denotaremos a matriz de incidéncia

orientada de um grafo G' por K.
Exemplo 3.19. Para construir a matriz de incidéncia orientada do Grafo G apre-

sentado no Exemplo 3.12 devemos atribuir uma orientagao as arestas do grafo.

Considere a orientacao para o Grafo G dada na Figura 3.14.

@@

1 3 I, 7
G5 OG5 @
Grafo G

Figura 3.14 Orientag¢ao do Grafo G.

Apresentamos abaizo a matriz de incidéncia orientada do Grafo G do Exemplo

3.12 utilizando a orientacao atribuida dada na Figura 3.14.
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i fo fs fo fs fo fr s

A (-1 0 -1 0 0 0 0 0
B{o o o0 o0 0 1 0 0
clo o o o0 1 -1 0 0
Do o0 0 o0 0 0 1 0
El1 -1 0 0 0 0 0 0
Fl1to 1 1 -1 0 0 0 0
Gglo o o 1 -1 0 -1 -1
H\X0 0 0 0 0 0 0 1

Usando a matriz de incidéncia orientada consequimos identificar quais arestas inci-
dem sobre quais vértices no grafo, e além disso, também € possivel saber a orientacdo

das arestas.

O proximo teorema mostra que a matriz laplaciana pode ser relacionada

com a matriz de incidéncia orientada.

Teorema 3.3. Se K(G) e L(G) sao, respectivamente, as matrizes de incidéncia
orientada e laplaciana de um grafo G, entio L = KKT. Assim temos que L(G) é

uma matriz positiva semidefinida e todos os seus autovalores sao nao negativos.

Demonstragio. Considere K = [ky,s] e KT = [ky,], ou seja, temos que kp, = ky;.

Sendo assim

KKT: Z kufkfv = Z kufkvf )
fEE(G fEE(G)

onde K KT é uma matriz quadrada de ordem |V (G)|, com linhas e colunas indexadas

pelos vértices de G.

Se u = v, temos que

Z kugkos = Z k2,

J€E(G) feEG
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e l{;uf = 1 se a aresta f ¢ incidente ao vértice u. Como existem exatamente d(u)
arestas incidentes a u no grafo G temos que

> kuf—

fEE(G

Para cada par de vértices {u,v} hd no méximo uma aresta, entao

Z keugho < 1.

feB(G
Se u # v, observe que k, ¢k, = —1 se, e somente se, k,; =1 e ks = —
ou ks = —1 e kyy = 1, ou seja, quando a aresta f = (u,v) € E(G), ou a aresta

f={v,u} € E(G). Caso contrario, temos que k,sk,s = 0.

Dessa forma,

d(u), se u=w,
Z kupkor = ¢ —1, se {u,v} € E,

feEE(G , .
0, caso contrario

e esta é a definicao da matriz laplaciana.

Segue do Teorema 2.3 que L(G) é uma matriz positiva semidefinida

e todos os seus autovalores sao nao negativos. O

A representacao matricial permite a interacdo dos grafos com outros
entes matematicos. Com essa liberdade obtemos resultados que relacionam as dife-

rentes estruturas desses elementos.

O Lema 3.1 estabelece uma relagao entre a matriz laplaciana de um

grafo e um vetor.

Lema 3.1. Seja G um grafo de ordem n, L(G) sua matriz laplaciana e © =
(21...7,)T um vetor do R™. Entdo
LUTLSL’ = Z(IZ — .flfj)2

i~vJ
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onde E indica que o somatorio transcorre por todos os pares nao ordenados {i,j}
inj
nos quais 0s vértices v; e v; sao adjacentes.

Demonstragao. Considere L = [l;;], assim temos
ZL’TLSL’ = LUT Zlijj = szzlw% = szilijxj’ (31)
j=1 ' j=1

g1 =1 i=1 j=1
n n
onde E ljx; é um vetor coluna de tamanho n.
j=1 k=1

Se i = j, temos que l;; = d(v;) e z;lijz; = d(v;) 2.

Se i # j, temos que x;l;;x; = —x;x; se os vértices v; e v; sao adjacentes,
caso contrario x;l;;z; = 0. Observe que o termo —z;x; aparece duas vezes na
expressao (3.1) devido ao transcorrer dos dois somatoérios, ou seja, se o vértice v; é

adjacente ao vértice v;, entao o vértice v; também deve ser adjacente ao vértice v;.
Note que quando v; ~ v; sempre ocorrem os termos —2x;x;, x;> e ;>

na expressao (3.1). Logo, temos que

n n

Z inlijxj = Z%Z — Ql’il’j —+ SL’j2 = Z(SL’Z — S(Zj)z.
inj

i=1 j=1 inj

Observe que essas relagoes podem ser atribuidas a todas as repre-

sentacoes matriciais; no entanto, os resultados obtidos podem ser distintos.

Lema 3.2. Seja G um grafo de ordem n, A(G) sua matriz de adjacéncia e © =

(21...2,)T um vetor do R™. Entdo

2T Ax =2 E ;T
invj
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onde E indica que o somatorio transcorre por todos os pares nao ordenados {i,j}
inj
nos quais 0s vértices v; e v; sao adjacentes.

Demonstragdo. Considere A = [a;;], assim temos

n n

n n n n
rT Az = 27 E AT = E Z; E Qi T; = g 5 LiQij Ly, (3.2)
j=1

j=1 pey =1 i=1 j=1

n
onde E ak; T é um vetor coluna de tamanha n.
j=1 k=1

Se ¢ = j, temos que a;; = 0 e z;a;;x; = 0.

Se i # j, temos que z;a;;x; = x;x; se os vértices v; e v; sao adjacentes,
caso contrario z;a;;x; = 0. Observe que o termo x;x; aparece duas vezes na expressao
(3.2) devido ao transcorrer dos dois somatdrios, ou seja, se o vértice v; é adjacente

ao vértice v;, entao o vértice v; também deve ser adjacente so vértice v;. Logo

n o n
E E :L',-a,-jxj:2 E XTiZj.

i=1 j=1 inoj

O

Utilizando as representagoes matriciais, podemos tratar grafos como
entes algébricos e aplicar recursos da teoria matricial para analisar as propriedades
das matrizes associadas. No préximo capitulo, vamos investigar como uma alteragao

no grafo produz resultados distintos no espectro de cada representacao matricial.

Observacao: A partir desse momento consideramos que o espectro de
um grafo se refere ao espectro de qualquer uma de suas representagoes matriciais.

Quando necessario vamos especificar a representacao matricial sendo utilizada.
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4 TEOREMAS DE ENTRELACAMENTO

O entrelagamento de autovalores é uma ferramenta 1util para obtencao
de desigualdades e resultados de regularidade sobre a estrutura de um grafo em
funcao de seus autovalores. Muitas pesquisas ja foram desenvolvidas na area, para

uma revisao da literatura nos referimos a Haemers [24].

Definicao 4.1. Considere duas sequéncias de numeros reais: Ay > -+ > \,, €
0y > - >0, comm < n. Dizemos que a sequnda sequéncia estd entrelacada
com a primeira se existem a,b € N, coma+b<n—1em>a+1, ea,fecR",

tais que

Nica+a@>60;>Nypy— B, parai=a+1,..,min{n — b,m}.

A desigualdade acima € dita destigualdade de entrelacamento.

O entrelacamento ¢ dito justo se a = 0, b =1, a =0, f =0 ¢

m =n — 1. Nesse caso, a desigualdade do entrelacamento assume a forma

M0 > > 20,92\,
Dadas desigualdades de entrelagamento

(1) Ni—ay + 1 >60; > Ny, — B, €
(2) Ni—ay + 2 > 0; > Nigp, — o

Se a; = ag = 1 = P = 0, dizemos que o entrelagamento (1) é

melhor entrelacamento que o entrelacamento (2), se a3 + by < as + bs.

Se ay = ap = 1 = B = 0, dizemos que a desigualdade da direita do
entrelagamento (1) é melhor que a desigualdade da direita do entrelagamento (2)

Se bl < bg.
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Se a; = ag = p1 = P = 0, dizemos que a desigualdade da esquerda
do entrelagcamento (1) é melhor que a desigualdade da esquerda do entrelagamento

(2) se a; < as.

Se a1 = ay e by = by, dizemos que o entrelagamento (1) é melhor

entrelacamento que o entrelagamento (2), se a1 + /1 < as + Po.

Se a; = ay e by = by, dizemos que a desigualdade da direita do en-

trelagamento (1) é melhor que a desigualdade da direita do entrelacamento (2) se

B < fBa.

Se a1 = ag e by = by, dizemos que a desigualdade da esquerda do
entrelagamento (1) é melhor que a desigualdade da esquerda do entrelagamento (2)

se o < (p.

Note que o melhor entrelacamento possivel € o entrelacamento justo.

Podemos alterar a estrutura de um grafo por meio de operagoes. Re-
sultados de entrelacamento de autovalores mostram como o espectro de um grafo se

relaciona com o espectro do grafo obtido apds a aplicacao de uma operacao.

Neste capitulo, apresentamos resultados de entrelacamento de autova-
lores para as quatro principais representagoes matriciais associados as operacoes de
delegdo de uma aresta e de delecao de um vértice. Além disso, apresentamos resul-
tados de entrelacamento para as matrizes A e £ associados a operagao de contragao
de vértices de G. Para garantir que os resultados obtidos sao os melhores possiveis

apresentamos exemplos para cada caso.

A Tabela 4.1, por enquanto vazia, ilustra os resultados de entrelacamento

que serao apresentados.
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G\ f G—v G | {u,v}

QO |>|

Tabela 4.1 Teoremas de entrelagamento que serao apresentados no capitulo 4.

Cada entrada em branco dessa tabela representa um dos problemas
citados. Por exemplo, na linha da matriz A e na coluna associada a operacao de
delegao de aresta, G\ f, vamos colocar o resultado de entrelacamento dos autovalores

da matriz A(G) com os da matriz A(G \ f). Nosso objetivo é completar essa tabela.

4.1 Matriz de Adjacéncia

Nesta secao apresentamos os resultados de entrelagamento de autova-
lores para a matriz A associados com a delecao de uma aresta, com a delecao de um

vértice e com a contracao de dois vértices.

Aplicando o Teorema do Entrelacamento de Cauchy em duas matri-
zes obtemos o resultado de entrelacamento de autovalores para A associado com a

delegao de uma aresta. Esse resultado foi originalmente apresentado em [25].

Teorema 4.1. Teorema de Entrelagcamento para A(G \ f).[25]
Seja G um grafo e H =G\ f, onde f € E(G). Se

A1 > - >\, s@o os autovalores de A(G) e

01> - >0, sao os autovalores de A(H),

entao

)\i—l > 92 > )‘i—i-l; para 1= 2, = 1,

01> Xy el < Ay
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Demonstracao. Seja v um dos vértice em que f incide. Definimos P = G — v e
M > o+ > Y1 0s autovalores de A(P). Observe que A(P) é submatriz principal
de A(G) e de A(H), e aplicando o Teorema do Entrelacamento de Cauchy

(Teorema 2.13) a essas duas matrizes temos
)\i 2 Yi 2 )‘i-i-l para 1= 1, ey — ]_,

92' 2 Yi 2 9,’4_1 para 1= 1, = 1.

Assim temos que

Aic1 2 Vi1 2 0 2 9 2 Ay
Logo \i_1 > 6; > A\ix1 parai = 2,....,n — 1, como desejado. O

O Exemplo 4.1 mostra que as cotas obtidas nesse resultado sao as

melhores possiveis.

Exemplo 4.1. Seja G o grafo de Petersen e H o subgrafo de G obtido pela dele¢ao

de uma aresta qualquer.

O O O O
Grafo de Petersen. Grafo H.

Figura 4.1 Delecdo de uma aresta do grafo de Petersen.

Temos que
Spec(A(G)) = {3,1%, -2},
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Spec(A(H)) = {2.8558,1.4142,1®0.3216, —1.4142, —2%) —2.1774}.

Para que o resultado possa ser melhorado devemos ter \; > 0; para
i =1,...,n, no entanto, observe que Ay =1 % 1.4142 = 05 e \; = —2 # 1.4142 = 0.

Logo o resultado de entrelagamento nao pode ser melhorado.

O resultado de entrelagamento de autovalores para A associado com a
delecao de vértice é obtido pela analise da estrutura da matriz antes e depois da

realizacao da operagao.

Teorema 4.2. Teorema de Entrelacamento para A(G — v).[25]

Seja G um grafo de ordemn e H =G — v, onde v € V(G). Se

A1 > -+ >\, sGo 0s autovalores de A(G) e

0y >+ > 0,1 sao os autovalores de A(H),

entao

)\i > ‘9@ > >\i+1; para 1= 1, e, = 1.

Demonstracdao. Note que a delecao de um vértice no grafo GG representa a delecao da
linha e coluna da matriz A(G) associada a ele. De fato, ao excluir de A(G) a linha
e a coluna associada ao vértice deletado, apenas removemos da matriz os elementos

que indicavam as relagoes de adjacéncia desse com os outros vértices de G.

Logo, A(H) é a submatriz principal de ordem n — 1 de A(G) obtida
pela delecao da linha e coluna associada ao vértice deletado. O resultado segue pela

aplicagao do Teorema do Entrelacamento de Cauchy. O

O argumento acima nao pode ser repetido para outras representacoes
matriciais pois a delecao de um vértice no grafo G nao implica a mesma mudanca

na estrutura da matriz que ocorre em A.
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O resultado de entrelagamento de autovalores para A associado com
a contracao de dois vértices é obtido por uma alteragdo do Teorema de Courant-

Fischer, e foi originalmente apresentado em [25].

Teorema 4.3. Teorema de Entrelacamento para A(G | {u,v}).[25]
Seja G um grafo e H = G | {u,v}, onde u,v € V(G). Se

A1 > -2 >\, s@o os autovalores de A(G) e

0y > -+ > 0,1 sao os autovalores de A(H),

entao

>\i—1 > 92 > )\Z’+2; para 1= 2, = 2,

01> X3 e >0, 1.

Supondo que N(u) N (N(v) U {v}) = 0, ou seja, que u e v ndo sao
adjacentes e nem possuem vizinhos em comum, as desigualdades acima podem ser

melhoradas em fun¢ao do sinal de 0. Seja k tal que 0, > 0 e 011 < 0, entao
0; > N1 parai=2,... ke
Ai>0;parat=k+1,....n—1
Demonstragao. Seja A(H') a submatriz principal de A(G) obtida pela delegao das
linhas e colunas associadas aos vértices u e v. Note que A(H’) também é submatriz
principal de A(H) obtida pela delegao da linha e coluna associada ao vértice x obtido

na contragao. Denotando pory; > - -+ > 7,_» os autovalores de A(H’) obtemos, pelo

Teorema do Entrelagamento de Cauchy Generalizado (Teorema 2.14), que
Ai > > Mgoparat=1,...n—2e
0; >~ >0; parat=1,...n—2.
Assim obtemos a desigualdade

Aic1 2 Yie1 > 0 > 9 > Ao
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Considere agora que N(u)N(N(v)U{v}) =0, e que k é tal que > 0 e
Or+1 < 0. Suponha, sem perda de generalidade, que u e v ocupam, respectivamente,

a primeira e a segunda linha e coluna de A(G), ou seja, u = vy e v = vs.

Definimos H* como o grafo obtido pela delecao de todas as arestas
incidentes a u e pela adigao dessas ao vértice v, ou seja, H* = H U K;. Sejam

0y > --- >0 os autovalores da matriz A(H*).

Observe que
Spec(A(H")) = {Spec(A(H))} U {0},

a diferenca entre os espectros ocorre pela presenca do vértice isolado u no grafo H*.

Adaptaremos o Teorema de Courant-Fischer (Teorema 2.11) para
a matriz de adjacéncia. Para os vetores v, u?, ..., u™ definimos os vetores z, y!, ..., y"

do seguinte modo

8
—
<
3
<

Note que v L ut,...,u"! se e somente se x L y*, ...,y L.

Aplicando o Teorema de Courant-Fischer, temos

: 2T A(G)x
A; = min max —
yl,. .yl o Lyt .yt T T
r#0

Aplicando o Lema 3.2 para um vetor z € R" temos que
eTAG)x 2Zj~l Ty

2Ty Zj -

Seja J o conjunto de indices referente aos vértices adjacentes a u. Ao
deletarmos todas as arestas incidentes ao vértice u realizamos a seguinte mudanca

no termo do lema
Zle L5 Zle LTy — ZjeJ L1

Zj ;° Zj ;° ’
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e com a adicao destas arestas ao vértice v obtemos

2

Dt T D ey TIT; . o 2t T+ D (P22 — 013;)

Zj ;? Zj ;°

Assim obtemos a aplicagao do lema para a matriz A(H™)

T A(H )z QZN i) + ) e (0225 — 2175)

Tz > T4

O Teorema de Courant-Fischer fornece

o 2ot T+ 2y (T2T) — 01;)

ff = min max
T s . 2
yloy =t | Lyl oyt E j X
z#0

Exigindo que o vetor x satisfaca a condicdo x; = xg, restringimos os
possiveis valores que a expressao pode assumir no problema de maximizagao do

Teorema de Courant-Fischer, e obtemos que

6; > min max 223 el ZJEJ(Z 20 — T175)
ylv"'vy271 ‘,EJ_yl7...,yi71 Z‘] x]

z # 0,21 = x2

Zle L5

= min max 2=
1 i—1 ; 2 ’
Y ’.“’yz $J_yl7...,y271,61—62 Z] x]
r#0

pois xq = X9, € isso ocorre se, e somente se, x L e; — ey, onde e e ey

sao vetores da base canonica do R™.

Adicionando o vetor y* como condicao do problema de minimizacao
do Teorema de Courant-Fischer, e exigindo que o vetor x satisfaga a condicao

r L y*, temos que o minimo para todas as escolhas de y',...,y* (onde y* pode ser
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e; — eg) fornece uma cota inferior para a expressao anterior. Logo

. . Ele LTy
or > min max 272
1 i—1 . .
Y 7“.7yl xlylv"'vylilyel_EQ Z] l’]

z#0

. ijl LjLy
> min max 25—
yl,..,yt Lyt .y Zj T

x #0,

= )\H-la

parat=1,....n— 1.

Analogamente, a Outra Versao do Teorema de Courant-Fischer

(Teorema 2.12) fornece

o 2t T+ Dy (B22) — 01;)

07 = max min
7 .
y2+17“-7yn z L yi+17 7yn Z] x.y2
L z#0 J
: D BT+ Y ey (T2t — 1))
< max min 2 5
yl+17“-7yn z L yi+17 7yn Z] x.y
| z2#0,z1 =22 _
. Zle LTy
= max min =
S Y Ly el —e2 Zj Lj
i r#0
. Zle LTy
< max min 272 = \i_1,
i i1 . .
yz’yz+ yees Y z L yl’yl+1’.“7y7l Z] IJ
x #0,
para i =2, ...,n.

Logo, temos A\;_1 > 07 > N\jyy parat=2,...,n—1,0" < \,_1 e 0] > .

Como os autovalores de A(H*) e A(H) diferem apenas por um zero

temos que 6; = 6f para ¢ = 1,....,k. Dessa forma, §; > A\ para i = 1,... k.
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Analogamente, temos que ¢; = 07, para i = k+1,...,n — 1, dessa forma A; > 0;

parai=k+1,...,n— 1. O
O Exemplo 4.2 mostra que as cotas obtidas nesse resultado sao as
melhores possiveis.

Exemplo 4.2. Considere G = Cy e H o subgrafo de G obtido pela contracao de dois

vértices nao adjacentes, mas adjacentes a um mesmo vértice (N(u) N N(v) # 0).

O
Grafo Cs. Grafo H = Cs | {u,v}.

Figura 4.2 Contracao de vértices do grafo Csg.

Temos que
Spec(A(G)) = {2,1.4142% 0@ —1.4142® -2} |

Spec(A(H)) = {2.101,1.2592,1,0, —1, —1.2592, —2.101} .
Como \¢ = —1.4142 # —1.2592 = 6, temos que a desigualdade da

esquerda do entrelagamento nao pode ser melhorada, ou seja, nao podemos ter A\; >

0;.

Como 0y = 1.2592 # 1.4142 = X3, temos que a desigualdade da direita

do entrelacamento nao pode ser melhorada, ou seja, nao podemos ter 6; > X\;j11.
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Com os resultados dessa secao completamos a primeira linha da Tabela

4.2.

G\ f G—v G | {u,v}

XNic1 20, > Xig1 | i >0 > N1 | Aic1 >0 > Ao

O ||

Tabela 4.2 Teoremas de entrelacamento para a matriz de adjacéncia.

4.2 Matriz Laplaciana

Nesta secao apresentamos os resultados de entrelagamento de autova-

lores para a matriz L associados a delegao de uma aresta e a delegao de um vértice.

O resultado de entrelagamento de autovalores para L associado a delegao

de uma aresta foi apresentado em [32].

Teorema 4.4. Teorema de Entrelagcamento para L(G \ f).[32]
Seja G um grafo e H =G\ f, onde f € E(G). Se

AL > - >\, =0 sao os autovalores de L(G) e

0y > >0, =0 sio os autovalores de L(H),

entao

)‘i Z ‘91 2 )\i+17 para 1= 1, = 1.

Demonstragio. O Teorema 3.3 afirma que L(G) = K(G)K(G)T e que seus auto-

valores sao nao negativos.

Pelo Teorema 2.6 temos que as matrizes K (G)K(G)T e K(G)TK(G)

possuem o mesmo espectro, exceto pela multiplicidade do autovalor zero. Logo,
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os autovalores positivos de L(G) e de K(G)TK(G) sao iguais e possuem mesma
multiplicidade. Consideragoes andlogas siao validas para L(H) = K(H)K(H)" e
K(H)'K(H).

Observe que K (H)? K (H) é uma submatriz principal de ordem |E(G)|—
1 da matriz K(G)TK(G) obtida pela delegao da linha e coluna associadas & aresta
deletada. O resultado segue pelo Teorema do Entrelacamento de Cauchy

(Teorema 2.13). O

Realizando pequenas modificagoes na prova do teorema anterior, ob-
temos o resultado de entrelacamento de autovalores para a matriz L associado a

delec@o de um vértice. Esse resultado foi originalmente apresentado em [25].

Teorema 4.5. Teorema de Entrelacamento para L(G — v).[25]

Seja G um grafo de ordemn e H =G —v, onde v € V(G) ed(v) =r. Se

A1 > - > A, =0 sdo os autovalores de L(G) e

01> --->0,1=0 sdo os autovalores de L(H),

entao

)\i > ‘9@ > )\i—l—r; para 7;:1,...,’”,

onde \; =0 para 1 >n+ 1.

Demonstracdo. O Teorema 3.3 afirma que L(G) = K(G)K(G)T e que seus auto-

valores sao nao negativos.

Pelo Teorema 2.6 temos que as matrizes K(G)K(G)T e K(G)TK(G)
possuem o mesmo espectro, exceto pela multiplicidade do autovalor zero. Logo,
os autovalores positivos de L(G) e de K(G)TK(G) sdo iguais e possuem mesma
multiplicidade. Consideracoes anslogas sao vélidas para L(H) = K(H)K(H)T e
K(H)TK(H).
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Observe que K (H)T K (H) é uma submatriz principal de ordem |E(G)|—
r da matriz K(G)TK(G) obtida pela delegao das r linhas e colunas associadas as
arestas incidentes a v. O resultado segue pelo Teorema do Entrelacamento de

Cauchy Generalizado (Teorema 2.14). O

O Exemplo 4.3 mostra que as cotas obtidas nesse resultado sao as

melhores possiveis.

Exemplo 4.3. Considere G = K., ,, comm >n, e H = K, ,_1.

Grafo K. Grafo K, .

Figura 4.3 Delecao de um vértice do grafo K, 3.

Temos que
Spec(L(G)) = {m +n,m"Y nm=bY 0},

Spec(L(H)) = {m +n —1,m"? n—1m=Y o}

Y

Para que o resultado possa ser melhorado devemos ter 0; > \;y,._1 para
t=1,...mn. Comob,=n—1, \yi1 == Apain_1 =n temos que 6, =n —1>
0 = Apn, onde o lago é exatamente m, mesmo grau do vértice deletado de Ky, .

Logo, o resultado de entrelacamento nao pode ser melhorado.
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Com os resultados dessa se¢ao completamos algumas entradas da se-

gunda linha da Tabela 4.3.

G\ f G—v G | {u,v}

ANic1 2 0; > X1 [ AN >0 > Xig1 | Aic1 >0, 2> Ao

Ni>0; >N | N >0, > N

O ||

Tabela 4.3 Teoremas de entrelagamento para a matriz laplaciana.

4.3 Matriz Laplaciana Normalizada

Nesta secao apresentamos os resultados de entrelagamento de autova-
lores para a matriz £ associados a delegao de uma aresta, a delecao de um vértice

e a contracao de dois vértices.

O resultado de entrelagamento de autovalores para £ associado com a
delecao de uma aresta envolve o estudo de autofun¢oes harmonicas e foi apresentado

em [10].

O Lema 4.1 é necesséario para demonstracao do resultado.

Lema 4.1. Suponha que, para nimeros reais a, b e 7y, temos que

2

a
a® —2+° >0, ¥ —~2>0 e ﬁgz

Entao
@ -2 < a—2
b? _ ,}/2 — b2

Demonstracao. Se v = 0 o resultado é trivial.
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Para v # 0, temos que

2
% <2 = 4% <27 = d?? — 2% < P —d =

2 2 2
a® — 2 a
WS_

20 2 2 2/12 2
b*(a” —2v7) < a”(b —7):>m =k

Teorema 4.6. Teorema de Entrelacamento para £(G \ f).[10]
Seja G um grafo e H =G\ f, onde f € E(G). Se
A1 > - >\, sao os autovalores de L(G) e
0y > -+ >0, sao os autovalores de L(H),
entao
>\i—1 > 92 > >\i+1; para 1= 1, .., n,

onde \g =2 e A\py1 = 0.

Demonstracao. Adaptaremos a Outra Versao do Teorema de Courant-Fischer
(Teorema 2.12) para a matriz laplaciana normalizada de maneira andloga a que

foi feito para a matriz de adjacéncia. Assim temos

T
_ : g Lg
A; = max min T
R :
g g™ | gL gitt g 99
g#0

Vamos supor que D'\? é invertivel, ou seja, que G nao possui vértices

isolados. Sabemos que £ = D~"\2LD~1\? logo

gTD—1\2LD—1\2g

A = max min 7
1 :
g g glgl+17""g7l g g
g#0

Definimos os vetores
T = D_l\zg,:z:1 = D"\l "= Dl\zg”.
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Note que g L ¢**1, ..., g" se, e somente se, z L 1, ... 2", logo

\ , 2T La _ 27 La
; — 1Nnax min = Imax min
i ) )
gl+1""’gn xJ_xi+17...,m” LUTD.ZL’ xl+1""’xn xJ_:BiJrl,...,m” ITD':C
x#0 x#0

Pelo Lema 3.1 obtemos

> (w—m)?

g~

A = max min 5 (4.1)
i+l gn Z‘J_Sci+1,...,1‘n E xj d(vy)
2 #0 v;EV(G)

O vetor = pode ser visto como uma fungao z(v) que relaciona o vértice

v; com o elemento z;. A funcdo z(v) é dita autofuncao harmonica.

O Teorema de Courant-Fischer (Teorema 2.11) fornece que

Ai = min max 2l = 1)
Z al,..at z Lal .zt ZUJEV(G) xj2d(vj)

z#0

Suponhamos sem perda de generalidade que f = {vy,v2}. Observe que
a delecao dessa aresta altera os graus dos vértices vy e vo de forma que dy(v;) =
dg(vy) — 1 e dy(ve) = dg(ve) — 1. Isso altera o termo no Teorema de Courant-
Fischer da seguinte maneira
Z z;2d(v;) — Z z;2d(v;) — 21 — 257
v; EV(G) v; €V(G)
Além disso, os vértices v; e v, nao sao mais adjacentes no grafo H,

assim temos

Z(%‘ — ) — Z(%‘ — )% = (11 — 22)*.

gl gl
O somatoério E percorre os pares de vértices que sao adjacentes em

i~
G. Ao realizar a aplicagao da Outra Versao do Teorema de Courant-Fischer
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para H, apenas subtraimos o termo (z; — x5)? visando nio alterar o conjunto de

indices do somatério. Sendo assim,

ijz(xj —x)? = (21 — 22)°

f; = max min
; : 20(0.) — 712 — 72
ml+1,,,,,$7l SCJ_CCZ+1,...7:L‘7L Z’UJEV(G) ZL'j d('U]) T T
r#0
Exigindo que o vetor z satisfaca a condicao x; = —uxo, restringimos

os possiveis valores que a expressao pode assumir no problema de minimizacao da

Outra Versao do Teorema de Courant-Fischer, e obtemos que

i@ —m)? = (21 — 22)?

0; < max min
= : 2(0 ) — 2 _ 2
zitl . gn Lot g ZUjEV(G) X d(Uj) T T2
| T #0,21 = —x2
2 2
: >l — @)® — A
j
= max min

i ) .2 ) — 2
i+l an Lzt 2" el +eo Z’l}jEV(G) X d('l}]) 21’1

x#0

pois x1 + 9 = 0 se, e somente se, x 1 e; + es.

Perceba que

>l — m)? > 2(x? 4 1)
Zujev(c) x?d(v;) ~ Zvjev(c) z;%d(v;)

Como Z percorre todas as arestas do grafo GG, temos que em Z Q(xj2+

gl gl

;%) cada termo z? é contado tantas vezes quanto as arestas que incidem no vértice

vj, ou seja, quanto o grau de v;. Dessa forma,

Z 2(z;2 + %) = 2 Z z;2d(v;) |,

gl ’UJ'EV(G)

assim temos
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ijz(xj —x)? < ZNQ(%Q +,%) _
Zujev(c) ri?d(v;) ~ Zvjev(c) z;%d(v;)

Aplicando o Lema 4.1 com 7? = 2x,% temos que

>y = mp)? — day®

9, < max min
- i ) 2 ) — 2
i SO . J_Z'l+17...7xn761 +eo Z’UJ'EV(G) X d(Uj) 21'1
L r#0
2
. >l — @)
< max min 2
i1 . . .
et en z Lzt Lz e +eo ZUJEV(G) L (UJ)
z#0

Adicionando o vetor x' como condicao do problema de maximizacao
da Outra Versao do Teorema de Courant-Fischer, e exigindo que o vetor x
satisfaga a condi¢ao x L x*, 0 méximo para toda escolha de z*, ..., 2" (onde x' pode

ser ej + ey) fornece uma cota superior para a expressao anterior. Logo,

ijl(xj —21)°

f; < max min
- i ) 2 )
g, en z Lot 2" el +eo ZUJEV(G) L d(,U])
r#0

> el — @)

< max min =\
=~ , : 2 ] i—1-
IZ,...7-'En z 1 xl,...,x" Z’UJEV(G) ZL'j d(Uj)
r#0

Procedendo de maneira andloga, mas usando que z' = 22 para o Teo-

rema de Courant-Fischer, temos que
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ZN(%‘ — @) — (21 — 32)?

2

¢; = min max
- . 2(0.) —
e ! ZUjGV(G) z;2d(vj) — a1

x#0

_ 25‘22

Zle(xj —21)°

> min max
pl...xi—1 Lot . ai! ZUJEV(G) SL’j2d(Uj) — 21’12
| z#0,21 =22
. > (@i — )
> min max 2
| z#0
2
c(xs —x
>  min max 25l 5 ! = Nit1-
al,.xt xJ_xl,...,xi ZvjEV(G) Ij d(vj)
z#0

Assim temos que
Aic1 2 0; > Niga,
com a convencao de que A\g =2 e A\, = 0.

Note que a demonstracao nao pode ser aplicada para a cota superior
de ¢, e nem para a cota inferior de 6,,. Os valores de \g e A\, sao atribuidos para

que satisfagam essas cotas, e baseiam-se no fato de que 0 < 0, <2 parai=1,....n.

Inicialmente supomos D invertivel, no entanto isso nao representa uma
restrigao para o resultado. Se dg(v) = 0 para m vértices entao existe uma matriz

de permutacao P tal que

PL(G)PT = L) o ,
0 Omxm

onde (G é o maior subgrafo induzido de G que nao possui vértices isolados.
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Pelos Teoremas 2.4 e 2.5 temos que

Spec(L(G)) = Spec(PL(G)PT) = Spec(L(G1)) U {0},
ou seja, \y_my1 = --- = A, = 0, além de que \,_,, = 0 é o menor autovalor de
L(Gy).

Assim a delegdo de uma aresta afeta apenas £(G1) ,e portanto o resul-
tado anterior pode ser aplicado a essa submatriz

Spec(L(H)) = Spec(PL(H)PT) = {Spec(L(Gy \ €),0™},
ou seja, 0, i1 = 0p_mao = --- =0, = 0. Esses autovalores satisfazem trivialmente

Aic1 > 0; > N

parai =n—m+ 1,...n — 1. As cotas para os outros autovalores #; sao obtidas

aplicando o resultado anterior a matriz £(G1). O

O Exemplo 4.4 mostra que as cotas obtidas nesse resultado sao as

melhores possiveis.

Exemplo 4.4. Considere G = Py e H =2P;.

O O O O o—=O o—=O
Grafo P,. Grafo 2P;.

Figura 4.4 Delecdo de uma aresta do grafo Pj.

Temos que
Spec(L(G)) = {2,1.5,0.5,0},
Spec(L(H)) = {2(2),0(2)} .
Para que o resultado possa ser melhorado devemos ter \; > 0; para i =

1,...,n, no entanto, observe que Ay = 1.5 % 2 =0, , logo temos que a desigualdade

da esquerda do entrelacamento nao pode ser melhorada.
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Apresentamos a seguir como os autovalores de L(G) e L(H) se en-
trelagam quando o grafo H é obtido pela delegao de r arestas do grafo G. Obtemos

o préximo resultado aplicando o teorema anterior r vezes.

Teorema 4.7. [25] Seja G um grafo e H um subgrafo de G obtido pela dele¢do de

r arestas. Se

AL > - >\, sao os autovalores de L(G) e

01> --- >0, sao os autovalores de L(H),

entao

)\i—r > 92 > >\i+7"; para 1= 1, ., n,

onde \i =2 parat1 <0 e =0parai>n+1.

Demonstracao. Procedemos por inducao em 7.
Para r = 1 recaimos no teorema anterior.

Suponhamos que o resultado é valido para r — 1. Seja H,_; o subgrafo
de G obtido pela delecao de r — 1 arestas e y; > - -+ > 7, os autovalores de L(H,_1).

Segue por hipétese de inducao que A\i——1) > 7 > Aig(r—1)-

O grafo H é obtido pela delecao de uma aresta de H,_1, e segue pelo

teorema anterior que y;_1 > 6; > v;11. Assim

Nicr > Yie1 2 0; 2 Vg1 > Ay

Logo, temos \;_, > 0; > \;.,., como desejado. OJ

No caso em que a aresta removida é incidente a um vértice de grau 1,
podemos melhorar o resultado do Teorema 4.6 mostrando que os autovalores nao

aumentam quando a aresta é removida.
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Teorema 4.8. [25] Seja G um grafo de ordem n e H = G\ f, onde f € E(G) é
uma aresta incidente a um vértice de grau 1. Se
A1 > - >\, =0 sao os autovalores de L(G) e
01> --->0,=0 sao os autovalores de L(H),

entao

A >0, parai=1,..,n.

Demonstracao. A demonstragao é semelhante a do Teorema 4.6 considerando f =
{v1,v2} e dg(v1) = 1. Pela adaptagdo do Teorema de Courant-Fischer temos

que

Doy = xp)? = (21 — m3)?

f; = min max
i . 2J(0.) — 72 — o2
zl,... zi-1 e lal, ! ZvjEV(G) T d(vj) T 1)
z#0
Como dg(v;) = 1, a expressao sendo maximizada nao depende de

x1, pois este termo é cancelado restando apenas uma expressao com parametros

2 n

22, ...,2". Assim, podemos escolher um valor arbitrdrio para z' e mantermos a

igualdade

ZN(%’ — @) — (21 — 22)°

f; = min max
i . 27(0 ) — 2 _ 2
zl,.. g1 oLl ! ZvjEV(G) Z; d(’U]) T T2
L z#0
2 2
: > e — @)? — Ay
= min max

— . 2 ) — 2
zl,...,pi-1 xlwl,...,$171 ZvjEV(G) x] d(’l}]) 2:62

L z# 0,1 = —x2

Aplicando o Lema 4.1 com 72 = 22,2 temos que

> el — @)

f; < min max
— i ) 2 .
ZB17-~-,-TL 1 z L 5017...,5[?271 ZUJEV(G) ZL'j d(Uj)
r#0,x1 = —x2
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Removendo a restricao x; = —x5 como condi¢ao do problema de ma-

ximizacao do Teorema de Courant-Fischer, o maximo para toda escolha de

1 i—1

x' ..., """ (onde podemos ter x; = —x5) fornece uma cota superior para a expressao

anterior. Logo

2
. > (@i — @)
0, < min max 5
xl, . wisl Lzl it Z’l}jEV(G) Z; d('l}j)
K #0,21 = —x2
2
. > (@i — 1)
< min max 5 =\
xl,.wisl Lt . it Z’l}jEV(G) Z; d('l}j)
z#0
Assim \; > 6;, parai=1,....n. O

Generalizando o resultado anterior obtemos um resultado de entrelaga-
mento de autovalores para £ associado com a delegao de r arestas incidentes a um

vértice v de grau r, o que melhora em um indice o Teorema 4.7.

Teorema 4.9. [25] Seja G um grafo de ordem n e H um subgrafo de G obtido pela

delecao das r arestas incidentes a um vértice v de grau r. Se

A1 > >\, =0 sdo os autovalores de L(G) e

01> >0,=0 sio os autovalores de L(H),

entao

Niera1 > 0; > Ny, para i=1,....n,,

onde \i =2 parat1 <0 eX=0parai>n-+1.

Demonstracao. Seja H,_; o subgrafo obtido pela delecao de r» — k arestas incidentes
a0 vértice v no grafo G e 6,7 > ... > 9,07% seus autovalores, para k = 0, ..., 7.

Aplicando sucessivas vezes o Teorema 4.6 temos
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;" <0, Y <0, , <. < ei—(r—l)(o) = Ni—(r—1)-

Pelo Teorema 4.8 temos que 6,7~ > 6, = ¢, pois dy, (v) = 1.
Usando o Teorema 4.7 obtemos 0; > \; .

Logo

Nicrg1 > 0; > Nigr.

As condigoes A\; = 2 parai < 0 e A\; = 0 para i > n + 1 sao escolhidas

dessa forma pois os autovalores de £ sempre pertencem ao intervalo [0, 2]. 0

Utilizando os resultados anteriores, obtemos o entrelacamento de au-
tovalores para L associado a delecao de um vértice de grau r. Este teorema foi

originalmente apresentado em [25].

Teorema 4.10. Teorema de Entrelacamento para £(G — v).[25]
Seja G um grafo de ordemn e H =G — v, onde v € V(G) com d(v) =r. Se

A1 > - >\, =0 sao os autovalores de L(G) e

0y >+ >0,1 =0 sio os autovalores de L(H),

entao

)\i—r’-i-l 2 92 Z )\i-i-?“} para = ]-7 ey T 1a

onde \; =2 parai <0 e =0parat>n+1.

Demonstracao. Seja H' o subgrafo de G obtido pela dele¢ao das r arestas incidentes
ao vértice v e 73 > --- > 7, = 0 os autovalores de L£(H’). Como o numero de
componentes conexas do grafo indica a multiplicidade do autovalor 0 da matriz £

sabemos que v,_1 = v, = 0.
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Observe que L(H) é submatriz principal de £(H') obtida pela delegao
da linha e coluna associada ao vértice v e que nesta linha e coluna todos os elementos
sao zero. Supondo, sem perda de generalidade, que v ocupa a primeira linha e coluna

da matriz £L(H') temos que

0 01><n—1
On—lxl E(H)

L(H') =

entdo Spec(L(H')) = Spec(L(H)) U {0} pelo Teorema 2.4. Logo temos que

Y1 = o, vy In—1 = On_1.

Segue pelo Teorema 4.9 que
)\i—r—i-l > 91 > )\H-T’a para 1= ]-7 sy T — ]-7

onde \; =2 parat<0e )\, =0parai>n-+1. O

O Exemplo 4.5 mostra que as cotas obtidas nesse resultado sao as

melhores possiveis.

Exemplo 4.5. Considere G = K,, e H =K,,_1.

Grafo K. Grafo K,.

Figura 4.5 Delecao de um vértice do grafo Ks.

Temos que

spec(e(@) = { " o).

n—1
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n— 2

Spec(L(H)) = {” e 0} |

n n—1

—1 z n— 2

Como A = = 0,2, temos que a desiqualdade da

esquerda do entrelacamento mnao pode ser melhorada, ou seja, nao podemos ter

Niery2 > 0;.

Considere G = Ky ,-1 e H = (n — 1)K;, o subgrafo de G obtido pela

delecao do vértice central.

@) @) @)
O O

@) O @)
Grafo K g. Grafo 8K, .

Figura 4.6 Delecao de um vértice do grafo K g.
Temos que

Spec(L(G)) = {2,172, 0}

Spec(L(H)) = {O(”_l)} :

Como 6, = 0 # 1 = X\,_1, temos que a desigualdade da direita do

entrelagcamento nao pode ser melhorada, ou seja, nao podemos ter 0; > X1, _1.
O resultado de entrelagamento de autovalores para L associado a con-

tragao de dois vértices é obtido de maneira semelhante ao resultado associado a

delec@o de aresta e foi originalmente exibido em [10].
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Teorema 4.11. Teorema de Entrelacamento para £(G | {u,v}).[10]
Seja G um grafo e H = G | {u,v}, onde u,v € V(G) com N(u)N(N(v)U{v}) =0,

ou seja, u e v sao vértices nao adjacentes e sem vizinhos em comum. Se

A1 > - >\, sao os autovalores de L(G) e

0y > -+ > 0,1 sao os autovalores de L(H),
entao
)\i—l > 92 > )\i+17 para = ]-7 sy TV — 1a

onde \g = 2.

Demonstracao. Usaremos a mesma adaptacao do Teorema de Courant-Fischer

feita no Teorema 4.6.

Aplicando a adaptacao da Outra Versao do Teorema de Courant-
Fischer dada pela equagao (4.1), onde supomos que G nao possui vértices isolados,

temos

> e — @)

A = max min
i : 2 .
m”%...,w" :CJ_SCZ+1,...,SC” Z’l}jEV(G) ZL'j d('U])
r#0

Suponha, sem perda de generalidade, que u e v ocupam, respectiva-

mente, a primeira e segunda linha e coluna de £(G), ou seja, u = vy e v = vs.

Considere o grafo H* obtido pela delecao de todas as arestas incidentes
a u e a adicao dessas mesmas ao vértice v e sejam 6] > --- > 6% os autovalores da

matriz L(H™).

Observe que Spec(L(H*)) = Spec(L(H)) U {0}, tal diferenca entre os

espectros ocorre pela presenca do vértice isolado u no grafo H*.

Seja J o conjunto de indices referente aos vértices adjacentes a wu.

Ao deletarmos todas as arestas incidentes ao vértice u e adicionarmos essas ao
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vértice v, alteramos os graus dos vértices v; e vy de forma que dy«(v;) = 0 e
dp+(v2) = dg(v2) +dg(vr). Isso altera os termos no Teorema de Courant-Fischer

da seguinte maneira

Z z;2d(v;) — Z z;2d(v;) — d(vy)2? + d(vy) 29,

v; EV(G) v; EV(G)

Z(i’fj — ) — Z(%‘ — )’ + Z (g = 2)* = (21 — )]

gl gl jedJ

Assim obtemos que a aplicagao da adaptagao da Outra Versao do

Teorema de Courant-Fischer para o grafo H* é dada por

D@y — )+ 3 e (2 — 25)? = (21— 2)°

07 = max min
! LA 2t g ZUJEV(G) szd(’Uj) — d(’Ul)SL’12 + d(’Ul)LIZ'22
z#0

Procedendo de maneira andloga ao Teorema 4.6 temos

g7 < max min 2@y = @)® 4+ 20w — 35)? — (21 — )

itl | gn z Lzttt g Z’UJ'EV(G) l’jzd(’l}j) — d(’l}l)l’12 + d(’l}l)l’22

r#0,21 = x2

> el — @)

= max min

) ) 2 .

:L"L+17___7;cn z L ZB’L+1, oz er — en ZUJ'GV(G) LL’] d(UJ)
L z#0

2
. >jalTy — )
< max min o | = A,
@ttt an z Lzttt 2 EvjEV(G) g d(vj)

x#0

para i =2,...,n.
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O Teorema de Courant-Fischer fornece que

6; = min max 2w = m)® + 3 (e — @) — (01 — )
R I > vevic) Titd(vy) — d(vi)z? + d(ve)as?

r#0

Procedendo de maneira andloga ao caso anterior temos

> min s DT — )+ 3 e (@2 — @) — (21 — 25)°
gl it e lal, ot ZvjEV(G) .f(fj2d(’Uj) — d(’U1>$12 + d(Ul)SL’22

z#0,21 =x2

ZjNI(xj — @)

= min max
al,. il zlal, ozl e— e ZUJEV(G) 1’]-2d('Uj)
L r#0
2
> max min ijl(x] @) = \it1,
xl .zt gl e Lal, ol g ZvjEV(G) l’j2d(1}j)
r#0

parat=1,....n— 1.
Assim temos \;_1 > 07 > N\ parai =2,...n—1,0" < \,_1e0] > X,

Como Spec(L(H*)) e Spec(L(H)) diferem apenas por um zero temos

que ¢; =0 parat=1,....n — 1.
Logo temos que \;_1 > 6; > \j1q parat=1,...,n — 1, onde \g = 2.

O argumento para o caso onde GG é um grafo com vértices isolados é

andlogo ao do Teorema 4.6. Assim concluimos a demonstracao. O
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Com os resultados dessa segao completamos a terceira linha da Tabela

4.4.
G\ f G—-v G| {u,v}
A | N1 20, > M\ Ai > 0; > ANipa Aic1 > 0; > Nigo
L Ai > 0; > Nipa i > 0; > Ny
L Aic1 2 0; > Xig1 | Nicrg1 205 2> Ay | Nict 20, > A
Q

Tabela 4.4 Teoremas de entrelagamento para a matriz laplaciana normalizada.

4.4 Matriz Laplaciana Sem Sinal

O desenvolvimento da teoria espectral de grafos baseada na matriz
laplaciana sem sinal foi inicialmente proposta por Cvetkovi¢, Rowlinson e Simi¢
que encontraram muitos indicios de que esta matriz é superior para a caracte-
rizacao de grafos por meio de seus espectros. Tais resultados sao apresentados em

[12, 13, 14, 15].

Nesta secao apresentamos os resultados de entrelagamento de autova-
lores para a matriz () associados com a delecao de uma aresta e com a delegao de

um vértice.

O resultado de entrelacamento de autovalores para () associado a delecao

de uma aresta é apresentado em [11] e [32].

Teorema 4.12. Teorema de Entrelacamento para Q(G \ f).[32]
Seja G um grafo e H =G\ f, onde f € E(G). Se

A1 > - >\, s@o os autovalores de Q(G) e

0y > -+ >0, sio os autovalores de Q(H),

91



entao

)\i > ‘91 > >\i+1; para 1= 1, e, = 1.

Demonstragcdo. O Teorema 3.2 afirma que Q(G) = S(G)S(G)T e que seus auto-

valores sao nao negativos.

Pelo Teorema 2.6 temos que as matrizes S(G)S(G)" e S(G)TS(G)
possuem o mesmo espectro, exceto pela multiplicidade do autovalor zero. Logo
os autovalores positivos de Q(G) e de S(G)TS(G) sao iguais e possuem mesma
multiplicidade. Consideragoes andlogas sao validas para Q(H) = S(H)S(H)T e
S(H)TS(H).

Observe que S(H)TS(H) é uma submatriz principal de ordem |E(G)|—1
da matriz S(G)TS(G), obtida pela delecio da linha e coluna associada & aresta
deletada. O resultado segue pelo Teorema do Entrelacamento de Cauchy

(Teorema 2.13). O

Aplicando o teorema anterior r vezes obtemos o resultado de entrelacamento

para () associado com a delegao de r arestas do grafo.

Teorema 4.13. [32] Seja G um grafo e H o subgrafo de G obtido pela delegao de

r arestas. Se

A1 > - >\, s@o os autovalores de Q(G) e

0y > -+ >0, sao os autovalores de Q(H),

entao
N >0, >Ny, parai=1,...n—r.
Demonstracao. Procedemos por inducao em 7.

Para r = 1 o resultado segue pelo teorema anterior.
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Suponhamos que o resultado é valido para r — 1. Considere H,_; o
subgrafo de G obtido pela delegao de r — 1 arestas e y; > --- > =, os autovalores

de Q(H,_1). Segue pela hip6tese de inducao que

Ai 2 Y 2 ANig(r—1)-

O grafo H é um subgrafo de H,_; obtido pela delegao de uma aresta, e

segue pelo teorema anterior que v; > 6; > v;11. Assim

Ai > % >0 > Yig1 > Nigr

Logo temos A\; > 6; > A4, como desejado. O

Para demonstrarmos o resultado de entrelacamento de autovalores para
() associado a delecao de um vértice, utilizamos a desigualdade de Weyl e o Teorema

do Entrelacamento de Cauchy. Esse teorema foi originalmente apresentado por

Wang e Belardo [34].

Teorema 4.14. Teorema de Entrelacamento para Q(G — v).[34]
Seja G um grafo de ordemn e H =G — v, onde v € V(G). Se

A1 > -+ >\, sGo 0s autovalores de Q(G) e

0y > - > 0,1 sio os autovalores de Q(H),

entao

>\i > 92 > )‘i—l—l — 1, para 1= 1,...,n — 1.
Temos que N\; = 6;, para i = 1,....n — 1, se, e somente se, v € vértice
isolado.
Sedv)=n—1, entago \; —1>60; > No1— 1, parai=1,...n— 1.
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Demonstragao. Seja Q,(G) a submatriz principal de ordem n—1 de Q(G) obtida pela
delecao da linha e coluna associada ao vértice v e com autovalores v; > -+ > 7v,_1.

Pelo Teorema do Entrelagcamento de Cauchy temos
Ai 2% = Aiga- (4.2)

Considere a matriz £ = Q,(G) — Q(H) com autovalores p; > --- > p,_;. Note que

E é uma matriz diagonal cujo (i,7)-ésimo elemento é 1 se o vértice v; é adjacente a

v em G, caso contrario é 0. Logo seu espectro é composto por zeros e uns.

Aplicando a Desigualdade de Weyl com A = Q,(G), B=Q(H)e E

dada acima, temos que
p1+0; > v > pn_1 +0;,

como 0 < p, e p; < 1 obtemos

Por (4.2) e (4.3) temos que
Ai 2 0; > N1 — 1,
parai=1,...,n — 1.

Se v é vértice isolado temos que G = H U K;. Logo Spec(Q(G)) =
Spec(Q(H))U{0}. Assim temos que \; = 0;, para i = 1,...,n — 1. Reciprocamente,

observe que o vértice isolado v apenas adiciona um autovalor 0 ao Spec(Q(G)).

Se d(v) = n — 1, entdao E = I, ; e Spec(E) = {1"=D}. Segue pela
aplicagao da Desigualdade de Weyl que

Portanto ; = 6; + 1 e usando a desigualdade (4.2) obtemos

Ai—lzeiZ)\i_H—l.
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O Exemplo 4.6 mostra que as cotas obtidas nesse resultado sao as

melhores possiveis.

Exemplo 4.6. Considere G = K4 e H = K3. Temos que
Spec(Q(G)) = {6,279},

Spec(Q(H)) = {4, 1(2)} .

Como by =1 % 2= = 3—0, com0 < § < 1, temos que a desigualdade
da direita do resultado de entrelacamento nao pode ser melhorada, ou seja, ndao

podemos ter 0; > \ijy1 — 0.

O préximo resultado é uma aplicacao dos ultimos teoremas vistos e
generaliza os resultados de entrelacamento para o caso em que H é um subgrafo de

G obtido pela delecao de vértices e arestas.

Corolario 4.1. Seja G um grafo de ordemn e H um subgrafo de G de ordem m < n.

Se

A1 > - >\, s@o os autovalores de Q(G) e

01> -+ >0, sao os autovalores de Q(H),

entao

A >0, parai=1,..,m.

Demonstracao. Se m = n, entao H é subgrafo de G obtido pela delecao de arestas

e o resultado segue pelo Teorema 4.13.

Se m < n, entao H é subgrafo de GG obtido pela delecao de vértices e
arestas. Considere Hy o subgrafo de GG obtido pela delecao de n — k vértices e que
possui H como subgrafo, e sejam 0¥ > ... > 0F os autovalores da matriz Q(Hy).

Pelo Teorema 4.14 temos que

N >0 > > 08 (4.4)

(2
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Se H = H,,, o resultado esta provado. Caso contrario, temos que H
é subgrafo de H,, obtido pela delecao de arestas. Pelo Teorema 4.13 temos que

0" > 0;, e segue pela equagao (4.4) que \; > 6;. O

O préximo coroldrio permite utilizar a multiplicidade dos autovalores
do grafo original para caracterizar a multiplicidade dos autovalores do grafo obtido

apos a operacao de delegao de vértice.

Corolario 4.2. Seja G um grafo de ordem n e H = G — v, onde v € V(G) e
d(v) =n—1. Se

AL > - >\, sdo os autovalores de Q(G),

0y > -+ > 0,1 sao os autovalores de Q(H),

e a € um autovalor de multiplicidade r de Q(G), entio o — 1 € um autovalor de

multiplicidade r — 1 de Q(H).

Demonstragao. Se o é autovalor de multiplicidade r de Q(G), entéao existe um indice
j tal que A\j1; = -+ = A\ji, = a. Como d(v) = n — 1, segue pelo Teorema 4.14

que >\2 —1 Z ‘9@ Z )‘i—l—l — 1, lOgO
ANp1—=120;00 > XNjp0—=1200>Njy3—1>--- >N, 1 =120, > )\, —1

oz—lZGjH204—12~-~20z—129j+r_120z—1.

Assim temos que 6,41 = -+ = 64,1 = a — 1, ou seja, a — 1 é autovalor de

multiplicidade r — 1 de Q(H). O
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Com os resultados dessa segao completamos algumas lacunas da quarta

linha da Tabela 4.5.

G\ f G—v G| {u,v}
Aic1 > 0; > N1 [25)] Ni > 0; > Niy1 [25 Aic1 > 0; > Aiga [25]
Ai > 0; > N1 [32] Xi > 0; > Ny [25
Aic1 > 0; > N1 [10] | Nimpsr >0 > Ny [25] | Aimg > 6; > Ay [10]
X 00> A [32) | N> 60> A — 1 [34]

]
]

QI ||

Tabela 4.5 Teoremas de entrelagamento do capitulo 4.

A Tabela 4.5 apresenta os principais teoremas de entrelacamento conhe-
cidos. Observe que as lacunas associadas a operacao de contracao de vértices para
as matrizes laplaciana e laplaciana sem sinal nao foram preenchidas. Tais resultados

serao construidos no proximo capitulo.

No Capitulo 5, também vamos investigar teoremas de entrelacamento
de autovalores associados a operacao de subdivisao de uma aresta, e com isso intro-

duzimos uma nova coluna para ser preenchida na matriz que ilustra os resultados.
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5 OUTROS ENTRELACAMENTOS

Neste capitulo apresentamos teoremas de entrelagamento de autovalores
para as quatro matrizes trabalhadas no capitulo anterior associados a operacgao de
subdivisao de uma aresta. Além disso, apresentamos os teoremas de entrelagamento
de autovalores associados a operagao de contracao de dois vértices para as matrizes
laplaciana e laplaciana sem sinal. Os resultados desse capitulo constituem uma

contribuicao original de nosso trabalho.

Com a investigacao da operagao de subdivisao de uma aresta a Tabela

4.5, que ilustra os teoremas de entrelacamento, ganha mais uma coluna para ser

preenchida.
G\ f G—v G | {u,v} Gy
A A1 20> i Ai 2 0; = Nija Aic1 = 0; > Aiga
L Ai > 0; > Nipa Ai > 0; > Nigr
L Aic1 2 0; > N1 | Nierg1 260 2> N | Nic1 20, > A
O | M>6>M0 | M>60> A —1

Tabela 5.1 Teoremas de entrelagamento que serao apresentados no capitulo 5.

Neste capitulo pretendemos completar a Tabela 5.1.

5.1 Subdivisao de Aresta

Para obter os resultados desta secao utilizamos os obtidos nas duas
primeiras colunas da tabela acima. Usamos ferramentas da teoria matricial e da
teoria de grafos para relacionar os resultados ja obtidos, visando encontrar novos e

poder terminar de preencher a tabela.
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Relembramos que toda subdivisao de aresta pode ser revertida pela
contracao de vértices adjacentes. De fato, seja G um grafo e H = G\ f, onde
f={u,v} € E. Observe que G = H\ {xy,u} = H\ {xf,v}. Logo é plausivel supor
que os resultados de entrelagamento de autovalores associados com essas operagoes

estejam relacionados. Vejamos como isso ocorre para cada representacao matricial.

Teorema 5.1. Teorema de Entrelagcamento para A(Gy).

Seja G um grafo e H = Gy, onde f € E(G). Se

A1 > -+ >\, sGo 0s autovalores de A(G) e

0y > -+ > 0,1 sao os autovalores de A(H),

entao

0;i1 >N >009, parai=2,...n—1,
A1 > 03, €0, >\,
Analogamente, temos
Aicg > 0; > Niiq, parai=3,...n—1,

th > X, 02 > A3, Ayeo >0, € Myy > 041

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.1, temos que G\ f = Gy — z, onde x é o vértice

adicionado na subdivisdo. Sejam [ > B > --- > (3, os autovalores de A(G \ f).

Pelo Teorema 4.1, temos que
Nic1 > B > Nprparai=2,....n—1, (5.1)
Bi=Ase B < At
Pelo Teorema 4.2, temos que

92' > 51 > 9i+1 para 1= 1, .y N (52)

99



Assim temos

0,1 > pi_1 pela desigualdade (5.2).

fi—1 > \; pela desigualdade (5.1).
Ai > [iy1 pela desigualdade (5.1).

Bir1 > Biro pela desigualdade (5.2).

Logo 6, 1 > \; > 0o parai =2,....,n— 1.

Do mesmo modo obtemos

A%

>\1 > BQ por (51) Hn_l 5n—1 por (52)

Ps > 03 por (5.2). Ba-1 = Anpor (5.1).

Logo )\1 Z 93 e 6’n_1 2 )\n

Analogamente, temos que \;_o > 0; > \;y1 para i =3,...,n — 1. Além

disso, 0y > Ag, 0 > A3, Ay—2 >0, € Ay > O 1. C

Vejamos que uma das cotas do resultado nao pode ser melhorada.

Exemplo 5.1. Se G = (4 entao a subdivisao de qualquer aresta fornece o grafo

H:C5.

Grafo Ci. Grafo Cs.

Figura 5.1 Subdivisdo de uma aresta do grafo Cy.
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Assim temos
Spec(A(G)) = {2,0¥), -2},

Spec(A(H)) = {2,0.61@, —1.62?}.

Como Ay = 0 # 0.61 = 65, temos que a desigualdade da direita do
resultado de entrelacamento ndao pode ser melhorada, ou seja, nao podemos ter \; >

Oiy1.

Considere os resultados da Tabela 5.2.

H=Gy H=G|{u,v}

AT N2> 0; >0 | Mic1 >0, > Mo

Tabela 5.2 Comparacgao para a matriz de adjacéncia.

Observe que para a matriz de adjacéncia os resultados de entrelagamento
de autovalores associados a subdivisao de arestas e a contracao de vértices sao

idénticos.

Apresentamos a seguir o resultado de entrelagcamento para a matriz

laplaciana associado com a operagao de subdivisao de aresta.

Teorema 5.2. Teorema de Entrelacamento para L(Gy).

Seja G um grafo e H = Gy, onde f € E(G). Se

A1 > -+ >\, sGo0 o0s autovalores de L(G) e

01 > -+ > 0,41 sao os autovalores de L(H),

entao

92‘_1 Z )\z Z 9i+2 para 1= 2, .., n,
A > 05 el,10=0.
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Analogamente, temos
>\i—2 > 92 > )\i—l—l; para 1= 3, ey N — 1,

01> Xy, 02 > X3, N\yo >0, e N\y_y > 0,11 = 0.

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.1, temos que G\ f = Gy — z, onde x é o vértice

adicionado na subdivisao.
Sejam (1 > By > -+ > [, os autovalores de L(G \ f) .

Pelo Teorema 4.4, temos que

)\i Z 51 Z )‘i—l—l para 1= 1, = 1. (53)

Pelo Teorema 4.5, e como dg,(7) = 2, temos que

92' Z Bz Z 92‘4_2 para 1= 1, PPN % (54)
e 9n+2 =0.
Assim temos
0,1 > pi_1 pela desigualdade (5.4).
Bi—1 > A; pela desigualdade (5.3).
Ai > fi pela desigualdade (5.3).
Bi > 012 pela desigualdade (5.4).

Logo 6;_1 > \; > 0,49 para i = 2, ..., n, assumindo 6,, .5 = 0.
Do mesmo modo obtemos

)\1 > 51 por (53)

pf1 > 03 por (5.4).
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Logo Ay > 05.

Analogamente, temos que \;_o > 6; > \;;1 para i = 3,...,n — 1. Além

disso, 0y > Ay, 02 > A3, Ay o >0 e Ayq > 0,01 = 0. O

Vejamos que uma das cotas do resultado nao pode ser melhorada.

Exemplo 5.2. Se G = (4 entao a subdivisao de qualquer aresta fornece o grafo

H = C5, assim temos

Spec(L(G)) = {4,2?, 0},

Spec(L(H)) = {3.62?,1.38® 0}.

Como 03 = 1.38 #* 2 = A3, temos que a desigualdade da esquerda
do resultado de entrelagcamento nao pode ser melhorada, ou seja, nao podemos ter

Na proxima secao vamos apresentar o resultado de entrelacamento para
a matriz laplaciana associado a contracao de vértices para entao realizar a com-

paracao entre os resultados.

Lembramos que o resultado de entrelagamento de autovalores associado
a contracao de dois vértices para a matriz laplaciana normalizada £ (Teorema 4.11)
exige que os vértices contraidos nao sejam adjacentes e que nao possuam vizinhos
em comum, ou seja, nao contempla o caso em que a contragao de dois vértices é a

operacao inversa da subdivisao de uma aresta.

Teorema 5.3. Teorema de Entrelacamento para L(Gy).

Seja G um grafo e H = Gy, onde f € E(G). Se

AL > - >\, s@o os autovalores de L(G) e

0y > -+ > 0,.1 sao os autovalores de L(H),
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entao

O; o >N >0 3parai=1,...,n,
onde 6; =2 parai <0 ef; =0 parat>n+ 2.
Analogamente, temos
Aieg > 0; > Niao, parai=1,...n+1,
onde \i =2 parat1 <0 eX=0parai>n-+1.
Demonstragao. Pelo Teorema 3.1, temos que G \ f = Gy — x, onde x é o vértice
adicionado na subdivisao.
Sejam f3; > P > -++ > [3, os autovalores de L(G \ f) .
Pelo Teorema 4.6, temos que
Nic1 > Bi > Mg parai=1,...,n, (5.5)
onde \g =2¢e A,y 1 =0.
Pelo Teorema 4.10, e como dg, () = 2, temos que
01> B > 09 parai=1,...,n, (5.6)
O0p=2eb,2=0.
Assim temos

0;_o > ;1 pela desigualdade (5.6).
Bi—1 > \; pela desigualdade (5.5).
i > Biv1 pela desigualdade (5.5).

(5.6)

Bix1 > 613 pela desigualdade (5.6).

Logo 6,9 > \; > 0,3 parat = 1,....,n, assumindo §; = 2 parai < 0 e

f; = 0 para i > n + 2.
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Analogamente, temos que \;_3 > 60, > \;.o para i = 1, ..., n, assumindo

ANi=2parait<0e\;=0parat>n+1. O

Considere os resultados da Tabela 5.3.

H=0Gy H=G|{u,v}

L AN320;>XNgo | Nic1 20 > Ny

Tabela 5.3 Comparacao para a matriz laplaciana normalizada.

O resultado associado a subdivisao de aresta é uma complementagao
para o caso em que os vértices contraidos sao adjacentes e um deles possui grau
2, visto que nesse caso a contragao de vértices adjacentes é a operacao inversa da

subdivisao de aresta.

Apresentamos a seguir o resultado de entrelacamento de autovalores as-
sociados a subdivisao de uma aresta para a matriz laplaciana sem sinal. O resultado

associado com a contracao de vértices sera construido na préxima secao.

Teorema 5.4. Teorema de Entrelagcamento para Q(Gy).

Seja G um grafo e H = Gy, onde f € E(G). Se

A1 > -+ > A, sGo 0s autovalores de Q(G) e

0y > -+ > 0,11 sao os autovalores de Q(H ),

entao

Hi_l Z )\2 Z 92‘4_1 —1 para 1= 2, ., n,

el >0y —1.
Analogamente, temos
Nic1+12>26;, >Ny, parai=2,...,n— 1,
b >Xer,_1+1>0,.
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Demonstragdo. Pelo Teorema 3.1, temos que G \ f = Gy — z, onde x é o vértice

adicionado na subdivisao.

Sejam 31 > Py > -+ - > 3, os autovalores de Q(G \ f) .
Pelo Teorema 4.12, temos que

)\i Z 51 Z )‘i—l—l para 1= 1, e, = 1. (57)

Pelo Teorema 4.14, temos que

HZ- Z 51 Z ‘91'—1—1 —1 para 1= 1, ey N (58)

Assim temos

0;_1 > B;_1 pela desigualdade (5.8).

Bi—1 > A\; pela desigualdade (5.7).

(5-8)
(5.7)
Ai > f; pela desigualdade (5.7).
(5.8)

Bi; > 0,11 — 1 pela desigualdade (5.8).

Logo 6, 1 > X\ > 0,41 — 1 parai =2 ... n
Do mesmo modo obtemos

)\1 > Bl por (57)

p1 > 6y —1por (5.8).

Logo Ay > 05 — 1.

Analogamente, temos que A\;_1 +1 > 6; > \jyq parai = 2,...n — 1.

Além disso, 61 > Xae \,_1+1>0,. O

lhoradas.

No Exemplo 5.3 mostramos que as cotas obtidas nao podem ser me-
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Exemplo 5.3. Se G = (3 entao a subdivisao de qualquer aresta fornece o grafo

H = Cy, assim temos

Grafo Cs. Grafo Cy.

Figura 5.2 Subdivisao de aresta do do grafo Cs.

Spec(Q(G)) = {4,19},
Spec(Q(H)) = {4,2?,0}.
Como Ay =1%#2— =03, com0 <[ <1, temos que a desigualdade

da direita do resultado de entrelagamento nao pode ser melhorada, ou seja, nao

podemos ter \; > 6,11 — .

Seja G = Kg e H o grafo obtido pela subdivisao de qualquer aresta de

Grafo H.

Figura 5.3 Subdivisdo de uma aresta do grafo Kg.

Temos que

Spec(Q(G)) = {14,617},
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Spec(Q(H)) = {13.81,7,6,5.65, 1.54}.

Como 03 = 5.65 # 6 = Xg, temos que a desigualdade da esquerda

do resultado de entrelacamento ndao pode ser melhorada, ou seja, nao podemos ter

0; > \i.

Com os resultados apresentados nessa se¢ao completamos a quarta co-

luna da Tabela 5.4.

G\Jf

G—v

G| {u,v}

Gy

Aic1 2> 0; > N Ni>0; > N

Aic1 > 0; > Nigo

Aice 2> 0; > Aipa

i >0 > N1 Ai >0, > Nigr

Aicg > 0; > Nigq

ANic1 2 0; > Nia | Nicr1 >0 > Ny

Aic1 > 0; > Nipa

Aie3 > 60; > Ao

O~

N> 0> XNp1 | A >0,> M0 -1

Aic1+1>60; > Ny

Tabela 5.4 Teoremas de entrelacamento para subdivisao de aresta.

Resta investigar a operacao de contracao de vértices para a matriz la-

placiana e para a matriz laplaciana sem sinal.

5.2 Contracao de Vértices para L e ()

Nesta secao, apresentamos os resultados de entrelacamento de autova-

lores associados a operacao de contracao de dois vértices para a matriz laplaciana e

para matriz laplaciana sem sinal.

Para obtencao desses resultados, utilizamos o Teorema do Entrelagamento

de Cauchy e a Desigualdade de Weyl.

Teorema 5.5. Teorema de Entrelacamento para L(G | {u,v}).

Seja G um grafo e H = G | {u,v}, onde u,v € V(G) e N(u) N (N(v) U {v}) =0,




ou seja, u e v nao sao adjacentes e nao possuem vizinhos em comum. Se

A1 > - >\, sao os autovalores de L(G) e

01 >+ > 0,1 sao os autovalores de L(H),

entao

2 _ 2
o DTy AVITEE

,parat=1,...n—1,
B p

onde d = min {dg(u), dg(v)}.

Demonstracao. Suponhamos sem perda de generalidade que u indexa a primeira e
v a segunda linha e coluna da matriz L(G) = [[(G); ], e, além disso, que x indexa
a primeira linha e coluna da matriz L(H) = [I(H);;], onde z é o vértice obtido
na contracao. Observe que as entradas das matrizes L(G) e L(H) estao indexadas,
respectivamente, por 1 <i,5 <nel <1i,j7 <n—1, onde cada nimero ¢ associado

a um dos vértices do grafo.

Seja L(G), = [I";;] a submatriz principal obtida pela delegao da pri-
meira linha e coluna de L(G). Denotamos por f; > --- > (3,1 os autovalores de

L(G),.
Pelo Teorema do Entrelacamento de Cauchy temos que

>\i > 51 > >\i+17 para 1= 1, e, = 1. (59)
Para i, j > 2, considere os seguintes itens:

(1) Se l(H);; = du(v;) entdo [(G)it1,i41 = du(v;). De fato,

se V41 @ u e v~ vem G entao v; » r em H,
se V41 ~u e v »vem G entao v; ~ r em H,

se V41 #ue v, ~vem G entao v; ~ r em H.
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Note que, como N(u) N N(v) = 0, temos que N(x) é a unido disjunta
de N(u) e de N(v), logo nenhum vértice em N(u) ou em N(v) tem seu
grau alterado. O restante dos vértices nao possuem suas adjacéncias e

graus alterados.

(2) Sel(H);; = —1, entéo v; ~ v; em H, logo vi41 ~ v;41 em G e portanto

(G)ig1+1 = —1.

(3) Se l(H);; =0, entdo v; » v; em H, logo v;41 » vy em G e portanto

U(G)it1,5+1 = 0.

A contracao dos vértices u e v afeta apenas as duas primeiras linhas
e colunas da matriz L(G) produzindo a primeira linha e coluna da matriz L(H).
Como estamos considerando apenas os elementos a partir da terceira linha e coluna
de L(G) e a partir da segunda linha e coluna de L(H), temos que esses nao sao
afetados pela contragao, visto que a operacao nao afeta suas adjacéncias. Logo

I(H)ij = U(GQ)is1,j41 parai,j > 2.

Por definicao temos I(G);41 41 = [*;; para i, j > 2. Segue que

lu@j = l(H)Z,] para ’L,j Z 2. (510)

Seja L(G), — L(H) = E = [e; ;]. Pela definicao de L e por (5.10) temos

—dg(u), sei=j=1,
€ij = 1, sev>vjeu~v;emG,

0, caso contrario,
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ou seja, F tem a seguinte forma

—dg(w) |0 ... 1 ... 0 ... 1
0 |0 ... ... ... 0
1
0
1
0 0

Existe uma matriz de permutagao P tal que P~'EP = C = [¢; ], onde

—dg(u), sei=j=1,
Gij=94 l,sei=1lej=2 ...dgu)+1lousei=2 ...dgu)+1lej=1,

0, caso contrario,

logo C' assume a forma

—dg(u) 1 1]0 0
1 0 0
C = 1 0 00 0
0 00 0
0 0l0 ... 0

Pelo Teorema 2.5 temos que

Spec(E) = Spec(C).
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Considere a matriz

—dg(u) 1 1
1 0 ... 0

F =
1 0 ... 0

Note que as matrizes F' e 0,_g(u)—2 sdo blocos da matriz C', segue pelo

Teorema 2.4 que

Spec(C') = Spec(F) U Spec(0,,—a(w)—2) = Spec(F) U {O(H—dc(U)—2)} ‘

Observe que os autovetores de F' sao dados por es — e;, para i =

—de(u) + /de(w)? + 4da(u) X 1>e(—dG(u)—\/dG(u)2+4dG(u)1 1)

3,...,dG(u),e 5

Utilizando os autovetores obtemos
Spec(F) = { —dg(u) + \/dg(u)? + 4dg(u) 0(d(w)—1) —dg(u \/dG 2+ 4dg(u) } '

2 ) )

Denotando por v; > - -+ > 7,1 os autovalores de E temos que

—dG —|— \/dG 2 4+ 4d(;(u)

7=

—dG \/dG + 4d(;(u)

Yn—1 =
Vi = Oparaz:2,...,n—2.

Observe que L(G), = L(H)+ E. Aplicando a Desigualdade de Weyl
(Teorema 2.15) com A = L(G), e B = L(H) obtemos

O +v1 2> Bi = 0; + 1. (5.11)

Por (5.9) e (5.11) temos
Oi+ -1 <Bi <\ (5.12)

Ait1 < B <O +m (5.13)
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Substituindo 7,1 em (5.12)

de(u) _ v/4da(u) + da(u)?

2
o 2 0 4 1) T T

=3 2 = 2
Substituindo v, em (5.13)
" sz-— \/4dG 2+ de(u)? S <04 Vidde(u) +d§ w)? — dg(u)
Logo
- da(uw) + /4dg(u) + dg(u)? S 8> A + \/4dG ) + da(u)? .

2

Supondo que v indexa a primeira e u a segunda linha e coluna de L(G),
por um argumento analogo ao anterior obtemos

v) + \/4da(v) + dg(v)?
2

da(v \/4dG )+ da(v)?

Ai + da( >0; > N1 +

Assim o melhor resultado de entrelagamento ocorre quando escolhemos

o minimo entre dg(u) e dg(v). O

Destacamos que a cota inferior obtida no resultado é razoavelmente boa,
no entanto, a cota superior produz um intervalo muito grande, impossibilitando uma

estimativa precisa dos autovalores de L (G | {u,v}).

Considere os resultados da Tabela 5.5.

H=0Gy H =G| {u,v}

d 4d + d? d—V4d + d?
L X_2>0; >N )\rl-ﬂ/%zeiz)\iﬂﬂL%

Tabela 5.5 Comparacgao para a matriz laplaciana.

Observe que o resultado associado a contracao de dois vértices depende

do grau dos vértices contraidos, enquanto que o resultado associado a subdivisao
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de uma aresta nao apresenta essa peculiaridade. Logo os resultados apresentam

estruturas muito distintas para serem devidamente relacionados.

O Exemplo 5.4 mostra que o resultado associado a contracao de dois

vértices é valido.

Exemplo 5.4. Se G = Cg entao a contracao de quaisquer dois vértices nao adja-

centes e sem vizinhos em comum fornece o grafo H apresentado abaizo.

< X

Grafo Cg. Grafo H.

Figura 5.4 Contracao de vértices do grafo Cg.

Assim temos
Spec(L(G)) = {4,3%,1%) 0},
Spec(L(H)) = {5,3%,1,0}.

Aplicando o resultado para i = 1 obtemos

2+ /421 (2)2 2 — /421 (2)
gy 2t 2+()2523+ +(2)

2

54+v3>5>4—1/3.

Observe que no intervalo dado pela aplicagao do resultado para i = 1
estao contidos os autovalores A1, \o, A3, 01, 0o e 03, logo nao consequimos estabe-
lecer uma relacao precisa entre esses autovalores. Uma possivel melhora para este
resultado seria estabelecer para cada autovalor de L(H) quais os autovalores de L(QG)

que formam o menor intervalo que 0os contém.
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O resultado de entrelacamento para a matriz laplaciana sem sinal segue

de maneira analoga ao anterior.

Teorema 5.6. Teorema de Entrelacamento para Q(G | {u,v}).
Seja G um grafo e H = G | {u,v}, onde u,v € V(G) e N(u) N (N(v)U{v}) =0,
ou seja, u e v nao sao adjacentes e nao possuem vizinhos em comum. Se

A1 > --- >\, G0 o0s autovalores de Q(G) e

01> > 0,1 sio os autovalores de Q(H),

entao

d + V4d + d? d — v4d + d?
)\i+;29i2)\i+1++

=1,...,n—1
2 , para v e T )

onde d = min{dg(u), da(v)}.

Demonstracao. Suponhamos sem perda de generalidade que u indexa a primeira e
v a segunda linha e coluna da matriz Q(G) = [¢(G); ], e além disso, que x indexa
a primeira linha e coluna da matriz Q(H) = [¢(H); ], onde x é o vértice obtido
na contragao. Observe que as entradas das matrizes Q(G) e Q(H) estao indexadas,

respectivamente, por 1 <i¢,7 <nel <1i,j <n—1, onde cada nimero é associado

a um dos vértices do grafo.

Seja Q(G)u = [¢";;] a submatriz principal obtida pela deleao da pri-
meira linha e coluna de Q(G). Denotamos por 51 > --- > [,_1 os autovalores de

Q(G)u-
Pelo Teorema do Entrelacamento de Cauchy temos que

>\i > 51 > >\i+17 para 1= 1, e, = 1. (514)
Para i, j > 2 considere os seguintes itens:

(1) Se q(H)i; = du(v;) entdao ¢(G)iy1,i+1 = d(vi). De fato,

115



se V41 @ u e v~ vem G entao v; » r em H,
se Ujy1 ~u e v »vem G entao v; ~ r em H,

se Uiy #u e v ~vem G entao v; ~ r em H.

Note que, como N(u) N N(v) = (), temos que N(x) é a unido disjunta
de N(u) e de N(v), logo nenhum vértice em N(u) ou em N(v) tem seu
grau alterado. O restante dos vértices nao tem suas adjacéncias nem

seus graus alterados.

(2) Se g(H);; = 1 ent@o v; ~ v; em H, logo v;11 ~ vj41 em G e portanto

9(G)it1+41 = L.

(3) Se q(H);; = 0 entdo v; ~ v; em H, logo vi41 » v;41 em G e portanto

¢(G)it1,5+41 = 0.

A contracao dos vértices u e v afeta apenas as duas primeiras linhas
e colunas da matriz Q(G) produzindo a primeira linha e coluna da matriz Q(H).
Como estamos considerando apenas os elementos a partir da terceira linha e coluna
de Q(G) e a partir da segunda linha e coluna de Q(H), temos que esses nao sao

afetados pela contracao, visto que a operagao nao afeta suas adjacéncias.
Logo ¢(H )i = q(Q)iy1,5+1 parai,j > 2.
Por defini¢ao, temos q(G)iy1,511 = ¢%;; para i,j > 2. Segue que

q“i; = q(H)i; parad,j > 2. (5.15)

Seja Q(G)y, — Q(H) = E = [e;;]. Pela definicao de @) e por (5.15),
temos
—dg(u), sei=j=1,

—1, sev~vjeu~vjem G,
el’]:

Y

0, caso contrario,
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ou seja, F tem a seguinte forma

—dg(u) |0 ... =1 ... 0 ... —1
0 |0 ... ... ... ... ... ... 0
~1
0
~1
0 N 0

Existe uma matriz de permutagao P tal que P~'EP = C = [¢; ], onde

—dg(u), sei=j=1,
Gij=19 —1,sei=1lej=2,...dg(u)+1lousei=2,...,dg(u)+1lej=1,

0, caso contrario,

logo C' assume a forma

—dg(u) —1 ~1/0 0
~1 0 0
C= -1 0 0|0 0
0 0|0 0
0 0 [0 0

Pelo Teorema 2.5 temos que

Spec(E) = Spec(C).
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Considere a matriz

—d(;(’u) -1 ... -1
-1 0 0

F =
-1 0 0

Note que as matrizes F' e 0,_g4(u)—2 sao blocos da matriz C', segue pelo

Teorema 2.4 que

Spec(C) = Spec(F) U Spec(0p,—agw)—2) = Spec(F) U {O(n—dc(U)—2)} _

Observe que os autovetores de F' sao dados por e; — ¢;, para i =

3. dofu). e (-dG(u) + \/d;;(u)2 n 4dG(u)’ L 1) . (—d(;(u) - \/dg(u)2 n 4dG(u)’ . 1>.

Denotando por 7, > - -+ > 7,1 os autovalores de E temos que

—dG —|— \/dG 2 4+ 4d(;(u)

o=

—dG \/dG 24 4d(;(u)

Yn—1 =
Vi = Oparaz:2,...,n—2.

Observe que Q(G), = Q(H)+E. Aplicando a Desigualdade de Weyl
(Teorema 2.15) com A = Q(G), e B = Q(H) obtemos

O +v1 = Bi = 0; + 1. (5.16)

Por (5.14) e (5.16) temos

O + Vo1 < Bi <N\ (5.17)

Ait1 < Bi <0 +m (5.18)

Substituindo ~,_; em (5.17)

do(u)  /4dg(u) + dg(u)? <)\4:>9'<)\4+dg(u)+\/4dg(u)+d(;(u)2
2 2 L= 2 ‘

0 —
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Substituindo v; em (5.18)

\/4d(; —|- dG ) d(;(u)
5 .

Aig1 < 0; — 2 \/4dG ) + do(w)’

5 = Aip1 < 0 +

Logo

A+ \/4dG ) + dg(u)?

u) + dg(u)?

4d
ZHiZ)\Z-+1+ — VAdo(u

Supondo que v indexa a primeira e u a segunda linha e coluna de Q(G),

por um argumento analogo ao anterior obtemos

v) + /4dg(v) + dg(v)?

d 4d da(
A+ el : zezxﬂ+ — V4da(v) +dg(v)*

Assim o melhor resultado de entrelagcamento ocorre quando escolhemos

o minimo entre dg(u) e dg(v). O

Considere os resultados da Tabela 5.6.

H =Gy H =G| {u,v}

d 4d + d? d — v4d + d?
cQAH+1z@zm4Aﬁmiiyi—z@z&ﬂ+—4%éi—

Tabela 5.6 Comparacao para a matriz laplaciana sem sinal.

Observe que o resultado associado a contracao de dois vértices depende
do grau dos vértices contraidos, enquanto que o resultado associado a subdivisao
de uma aresta nao apresenta essa peculiaridade. Logo os resultados apresentam

estruturas muito distintas para serem devidamente relacionados.

O Exemplo 5.5 mostra que o resultado associado a contragao de dois

vértices é valido.
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Exemplo 5.5. Se G = P5 entao a contragao dos vértices de grau 1 fornece o grafo

H:C4.

@H—o—o—o0—@

Grafo Ps.

Grafo Cy.

Figura 5.5 Contracdo dos vértices u e v do grafo Ps.

Assim temos
Spec(Q(G)) = {3.618,2.618,1.382,0.382,0},
Spec(Q(H)) = {4,2),0}.

Aplicando o resultado para i =1 obtemos

1+ 41+ (1)
3.618 + — + ) >4>2618+1—+/4.1+ (1)2.

2

3.618 +

1 +2\/5 > 4> 2618 + ! _2‘/5.

5.236 > 4 > 1.999

Observe que no intervalo dado pela aplicagao do resultado para i = 1
estao contidos os autovalores Ay, Ao, 01, 05 € 03 logo ndo consequimos estabelecer uma
relagao precisa entre esses autovalores. Uma possivel melhora para este resultado
seria estabelecer para cada autovalor de Q(H) quais os autovalores de Q(G) que

formam o menor intervalo que os contém.
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Com esses resultados completamos a Tabela 5.7.

G\f G—v G | {u,v} Gy
A Aim1 2 0; 2 A1 Ai 20 > Nip1 Aim1 2 0; 2 Aiy2 0i—1 2N 2041
L Ai >0 > X1 Ai >0 > Xigr >\i+d+z$d2 > 0; ZM+1+d_§$d2 0i—1 > X >0;42
L Aic1 2 0i 2 Xit1 | Niert1 2> 05 > Nigre Aim1 2 0; 2 A1 0i—2 >N > 0iy3
Q Ai 2 0; > Nt Ai 20; > Xip1— 1 >\i+CH§$d229i2)\i+l+d_§$d2 Oi—1 22X 2041 —1

Tabela 5.7 Teoremas de entrelagamento dos capitulos 4 e 5.

Sabemos que um grafo esta intimamente ligado ao seu espectro. Os te-

oremas de entrelacamento mostram que as relagoes estabelecidas por uma operagao

entre dois grafos sao transmitidas para seus espectros, de modo que estes também

se relacionam. O estabelecimento dessas relagoes pode ser 1util na investigacao de

propriedades estruturais de um grafo e de propriedades de regularidade de autova-

lores.
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6 CONCLUSAO

Nessa dissertacao, estudamos técnicas para definir autovalores como
solucoes de problemas de otimizagao, como realizar diferentes adaptagoes do Teo-
rema de Courant-Fischer e como relacionar o espectro de diferentes matrizes por
meio de alguns teoremas da teoria matricial. Também vimos as principais repre-
sentacoes matricias de um grafo e como alterar sua estrutura por meio de diferentes

operagoes.

Utilizando essas ferramentas, estudamos os resultados de entrelagamento
de autovalores associados com as operacoes de delecao de vértice e de delecao de
aresta para as principais representacoes matriciais. Além disso, apresentamos os re-
sultados de entrelacamento de autovalores associados com a operagao de contragao

de dois vértices para as matrizes de adjacéncia e laplaciana normalizada.

Usando esses resultados construimos os entrelacamentos associados a
operacao de subdivisao de aresta para as principais representagoes matriciais. Também
apresentamos os resultados de entrelacamento de autovalores associados a operagao
de contragao de vértices para as matrizes laplaciana e laplaciana sem sinal. Tais

teoremas constituem uma contribuicao original desse trabalho.

Os teoremas de entrelacamento mostram que, se dois grafos estao re-
lacionados por uma operacao, entao essa relacao ¢ transmitida para seus espectros.
Sendo assim, dado um grafo cujas propriedades sao bem conhecidas, podemos apli-
car diferentes operagoes sobre ele para obtermos um grafo que desejamos investigar,
e saber como as relagoes estabelecidas pelas operacoes sao trasmitidas para os es-

pectros fornece uma valiosa ferramenta para area.

Resultados de entrelagamento de autovalores sao frequentemente apli-

cados para obtencao de resultados na teoria espectral de grafos. Brouwer e Mesner
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em [7] usam entrelacamento para provar que a conectividade de vértives de um
grafo fortemente regular é igual ao seu grau. Brouwer e Haemers em [8] utilizam
o entrelacamento de autovalores como uma ferramenta para provar a unicidade do
grafo Gewirtz. Brouwer [6] utiliza para encontrar cotas para a rigidez de um grafo,
Van den Heuvel [32] aplica o entrelagamento em sua generalizacao da condigao de
hamiltonicidade de Mohar, Haemers [24] usa para estabelecer cotas para o tamanho

do maior coclique de um grafo e para seu nimero cromatico.

Resultados de entrelacamento também podem ser aplicados a outros
campos de conhecimento como, por exemplo, a estatistica. Em Grone, Hoffman e
Salamon [23] o entrelagamento de autovalores é utilizado para estabelecer um en-
trelacamento entre cadeias reversiveis de Markov, que sao ferramentas que auxiliam

na modelagem de problemas na fisica, quimica e biologia.

6.1 Trabalhos Futuros

Muitos resultados importantes de entrelacamento ja foram obtidos e
sao apresentados em [10, 25, 32, 34], no entanto, existem questoes relevantes que

ainda nao foram devidamente investigadas e respondidas.

Com relacao ao que foi apresentado neste trabalho, destacamos que
melhorar os resultados de entrelagamento associados a operagao de contragao de
vértices para a matriz laplaciana e para a matriz laplaciana sem sinal sao exemplos
de problemas que podem ser abordados. Além disso, apresentamos resultados de
entrelacamento de autovalores associados a operacao de subdivisao de uma aresta
para as principais representagoes matriciais de um grafo. No entanto, nao conse-
guimos obter todos os exemplos necessarios para justificar que as cotas obtidas sao
as melhores possiveis. Investigar como garantir essas cotas ou como obter cotas
melhores é um problema que exige o estudo dos resultados de entrelagcamento ja

desenvolvidos e da teoria matricial.
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Como generalizacao para o que foi apresentado no trabalho, podemos
considerar que existem muitas operacoes para as quais podemos investigar como de-
senvolver resultados de entrelacamento associados as diferentes representagoes ma-
tricias de um grafo. Destacamos que quanto mais uma operacao alterar as proprie-
dades estruturais de um grafo, mais distintas serao as matrizes associadas aos grafos,
e mais dificil serd estabelecer uma relacao entre seus espectros. Como exemplo, ob-
serve que operacoes que aumentam muito o nimero de vértices do grafo também
aumentam o nimero de autovalores e isso dificulta a obtencao de cotas mais justas

na relagao de entrelagamento.

Alguns artigos apresentam problemas em aberto cujo estudo envolve a
aplicacdo de teoremas de entrelacamento. Lotker [30] estuda cotas para o niimero
médio de folhas que uma arvore geradora aleatoria possui utilizando teoremas de
entrelagamento associados a matriz laplaciana e ao final do artigo cita problemas

relacionados que podem ser investigados.
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Ciclo, 39

comprimento, 39
Componente conexa, 39
Contragao de aresta, 44

Contracao de vértices, 43

D
Delegao

INDICE

de um vértice, 42

de uma aresta, 41
Delta de Kronecker, 18
Desigualdade de Weyl, 32

E

Entrelacamento, 62
de autovalores, 63
desigualdade, 62
justo, 62
melhor, 62, 63

Espectro, 11

G

Grafo, 35
k-partido, 40
k-regular, 40
bipartido, 40
bipartido completo, 40
completo, 40
conexo, 39
desconexo, 39
direcionado, 38
ordem, 36
orientacao, 37
simples, 37
tamanho, 36

Grau do vértice, 36

129



Laco, 37

M

Matriz
conjugada, 12
de adjacéncia, 48
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