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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo de fluxo de agua
em barragens de terra, em regimes permanente e transiente,
com a utilizagio do Método de Elementos Finitos.

Ne estudo de fluxo em regime permanente duas
formas de abordar o problema sZo apresentadas e comparadas.

A primeira considera, para a discretizagZo da malha
de elementos finitos, somente a regiio saturada, de maneira
que a linha freaAtica & obtida através de ajustes desta malha
de elementos finitos.

A segunda considera toda a regifo saturada-
insaturada, sendo discretizado todo o©o dominio fisico da
barragem. A malha de elementos finitos n3ZIoc ¢ modificada ao
longo das iteragdes e a 1linha freatica ¢é obtida por
interpola¢3c dentro dos elementos, em fungdoc dos valores
nodais do potencial de pressdes.

O desenvolvimento tedérico das equag®es utilizadas
para as duas formas de abordagem ¢ apresentado, mostrando
onde elas diferem entre si.

No estudo de fluxo em regime transiente € utilizado

apenas o esquema de malha fixa de el@mentos finitos.



ABSTRACT

This work presents a steady-state: and transient
fluid flow study in earth dams using the Finite Element
Method.

In the steady-state fluid flow study, two
appreoaches are presented and compared.

The first one considers a finite element mesh
discretization of only the saturated zone, sc that the free
surface is obtained by means of adjusting the finite element
mesh.

The second one considers all the saturated-
unsaturated zone, where all the earth dam phisical domain is
discretized. The finite element mesh 1is not modified
throughout the iterations and the free surface is obtained by
interpolation inside the finite element mesh, based on the
pressure head nodal values.

The development of the equations used in the two
approaches is presented, showing where they differ.

In the transient fluid flow study, only the fixed

mesh finite element scheme is used.
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1> INTRODUGAO

O fluxo através de meios porosos tem grande
importancia em muitos campos da engenharia, particularmente
no projeto de barragens de terra ou de nuclec de terra, onde
o fluxo se dA em regime n3io confinado, caracterizando“se uma
regiZo completamente saturada e outra parcialmente saturada
ou nAo saturada, delimitadas por uma superficie chamada
superficie livre ou superficie freatica. O estudo deste
fendmeno nestas estruturas de terra consiste em determinar
a posigdo da superficie livre e conhecer o campo de
pressdes que ¢ desenvolvido dentro da barragem e assim
prevenir possiveis problemas de erosio interna oriundos
do campo de velocidades e também problemas de estabilidade
que podem ser ocasionados por elevadas poro pressges
positivas ou grandes gradientes hidraulicos, como os que
ocorrem no paramento de montante quando o©o nivel do
reservatdério varia com o tempo. Os problemas de erosioc dos
grios de solo no corpo da barragem e as poro pressdes

s3do o©os mailores causadores de danos nestas obras.

Durante muiteo tempo as solugBes apresentadas para c
problema de fluxo n3o confinado, sejam graficas, analiticas e

até numéricas como os métodos de Diferengas Finitas e de

Elementos Finitos, restringiram o estude ao dominio
saturado, considerando a superficie livre come uma linha de
corrente através da qual n3o ocorre fluxo. Desta forma, no

caso de solugBes com o Método de Elementos Finitos, apenas a

regiZco saturada era discretizada e a posigZEo da linha

fredtica encontrada por meio de ajustes na malha de
elementos finitos.
Somente apds FREEZEaS. em 1971, alertar para a

importancia de também se levar em conta a contribui¢io da
regi3o nic saturada, mostrando que existe fluxo através da

superficie livre e que esta & uma linha de potencial de



pressBes constante e igual A press3o atmosférica, surgiram

solug®es que consideram tode o©o dominio saturado—n3o
saturado. Sob esta ética, o Método de Elementos Finites
passou a ser aplicado discretizando-se todo © dominio
saturado e n3o saturado, com uma malha fixa de elementos

finitos, em cujos nés s3o obtidos os valores do potencial de
pressdes e, com base neles, determinada a posi¢Zio da linha
fredtica Cref. 18 47 48D.

Este trabalho apresenta um estudo ~de fluxo em
barragens de terra com esta abordagem, que considera todo o©
dominio saturado e n3o saturado, = cbjetiva mostrar
suas vantagens. O Método de Elementos Finitos =

aplicado, utilizando-se o elemento finito quadrilatero

linear isoparamétrico, e analisa-se tanto o fluxe em
regime permanente quanto em regime transiente. No caso de
fluxo permanente & feita uma comparagio entre a

abordagem considerando todo o dominio saturado-nZIo saturado
Cmalha fixa de elementos finitos) e a abordagem considerando
somente o dominio saturado C(malha ajustidvel de elementos
finitosd,

Exemplos ilustrativos s#Eo incluidos ao final do
estudo de fluxo em regime permanente, bem como aoc final do
estudo em regime transiente.

o desenvol vimento das equagdes utilizadas
neste trabalho também ¢ apresentado em detalhes, juntamente
com a analise dos coeceficientes envolvidos nas mesmas,
mostrando onde as equagBes para fluxo saturado e para fluxe

saturado-nZc saturado diferem.



22 REVISAC DA LITERATURA

Para solucionar o©o problema de fluxo em meios
poroscs muitas técnicas foram desenveolvidas, principalmente
ao longo dos ultimos cinceocenta anos, as quais podem ser

classificadas como métodos graficos, analltico;, analdégicos e
numéricos.

Os métodos graficos consistem basicamente
em representar o© fluxo por intermédio de uma malha de
linhas equipotenciais e de fluxo, ortogonais entre si em
qualquer ponto do dominio. S3o simples e efetivos no estudo
de fluxo em meioc homogéneo e de geometria relativamente
simples. Pode-se citar os trabalhos apresentados por
CASAGRANDEl ’ CEDERGREEN23 » entre outros.

Da mesma forma, as solugBes analiticas s3Eo normal-
mente possiveis somente para casos de fluxco em meios unifor-

mes e com geometria e condi¢®es de contorno pouco complexas,

limitande também suas aplica¢g®es em muitos cascos. Dentre as

sol ugBes analiticas podem ser citados os tratamentos
dados por GARDNER37 ’ HARR41 5 POLUBARINOVA—KOCHINAlO
zasLAvsky' 4,

Na tentativa de superar deficiéncias de uma
abordagem puramente matematica ou grafica, surgiram solugdes
analdégicas através de modelos em escala e modelos fisicos
completamente diferentes mas que tém compor tamento
matematicamente equivalente ao do fluxc em meios porosos
homogéneos, como por exemplo o© modelo de fluxo de fluido
viscoso, no caso a glicerina, ao passar entre duas placas
de vidro paralelas e muito préximas. Os trabalhes
apresentados por GROVER4; DE W'IEST3 e DESAI2 s3o exemplos
desta abordagem. Dentro desta classificagZo ha ainda a
técnica de modelos analégicos elétricos que baseiam-se no
fato do fluxo de corrente elétrica ser descrito pelas

mesmas equagdes diferenciais que regem o fluxo em meics



porosos e com condig¢g®es de contorno semelhantes. Novamente
aqui a aplicagZio de modelos elétricos se restringem a
dominios homogénecs. Uma observag3o importante nesta
técnica €& que a superficie freatica nIc ¢é simulada
exatamente, pois o fendmeno de superficie livre ni3o
existe na teoria elétrica. Neste campo pode-se citar os
trabalhos de HERBEE’TS'6 que inclusive estendeu o método para
problemas de fluxo variivel no tempo, com bons resultados.
Em adi¢3o a tudo isto, a pobre adaptabilidade dos métodos
analdégicos, com © uso de modelces, Lorném dificeis e

demor adas as modi ficagBes na configurag3o de um

protétipe proposto, correspondente a uma otimizag3o de

projeto.

Com o©o advento dos computadeores digitais, os
métodos numéricos, especialmente o Método de Diferengas
Finitas € o Métode de Elementos Finitos, tiveram um

grande impulso, ganhande grande import&ncia na solugdoc de
problemas em muitas Areas da engenharia e, logicamente,
também no estudo de fluxo em meios porosos.

O Método de Diferengas Finitas foi aplicado
por muitos pesquisadores neste campo, podendo-se citar os
trabalhos de: .IEPPSON8 que deteve-se a problemas com
geometria simples e dominios anisotrépicos com eixos de
anisotropia paralelos em todos os pontos do dominio; TAYLOR e
LUTHIN18 que efetuaram analise transiente de aquifero em
sistema de coordenadas cilindricas axissimétrico; VERMA e
BRUTSAERT13 que estudaram aquifero inconfinado com teoria de
fluxo capilar; F‘RE:EZE3E5 que apresentou um model o
tridimensional, e outres. A abordagem de Diferengas Finitas,
por sua vez, também apresenta algumas limitag¢g®Ses decorrentes
de dificuldades no tratamentec de sistemas nZo-lineares, de
geometria complexa e anisotropia arbitraria, e no tratamento
de contornos atmosféricos inclinados onde ocorre superficie
de perceclagio e de evaporagio, ou seja, com fluxo prescrito.

Com sua origem de aplicagZo na mec&nica estrutural

e no estudo de transmiss3oc de calor, o Método de

Elementos Finitos foi inicialmente aplicado no estudo de



fluxo em meios poroscs por MAUERSBERGERQ e por ZIENKIEWICZ

e CHEUNG'S, e posteriormente por TAYLOR e BROWN-C e por

FINN33. Com esta técnica, passou a ser possivel analisar
regides de fluxo com contornos geométricos complexos e
graus arbitrarios de heterogeneidade e anisotropia,
bem como com condigdes de contorno mais complexas. TAYLOR
e BROWN56 apresentaram soldgaes para fluxo permanente
bidimensional com superficie livre, usando mal ha
ajustavel de elementos finitos triangulares lineares,
sol ugBes estas que foram melhoradas pcf NEWMAN e
WITHERSPOONSO no que se refere ao ajuste da malha. JAVANDEL
e WITHEESPOON7 adaptaram a analise de condug3o de

calor transiente para resolver o problema de fluxo transiente

em meioc poroso rigido, e SANDHUll estudeu o fluxe
transiente em meio porosc elastico. FRANCE e PARECK34, por
sua vez, estudaram problemas de fluxo transiente em
dominio tridimensional com malha ajustavel de
elementos finitos iscoparamétricos tridimensionais.

VOLKEEEB estendeu a abordagem de F‘INN33 para incluir fluxeo

nao linear.

O Método de Elementos Finitos com a formulagio de

Galerkin foi aplicadeo por ZIENKIEWICZ e PARECKGi. também
utilizandeo elementos finitos isoparamétricos bi -
tridimensiocnais. PINDER e FRIND58 - da mesma forma,

realizaram trabalho semelhante.

Apds 1971, quando FREEZE35 mostrou a importancia
da analise considerandec a zona n3o saturada no estudeo de
fluxo em meios porosos, surgiram trabalhos que passaram a
tratar de tcdo © dominio saturado-n3o saturado, o qual &
totalmente discretizado por uma malha de elementos finitos
qgue n3io sofre ajustes. A posig3c da linha freatica, neste
esquema chamado de fluxo residual, ¢ encontrada por

interpolag3io do potencial de press@®es dentro dos elementos

finitos por onde ela passa. Pode-se citar, neste campo, os
47,48

estudos de: NEWMAN 4 que inclusive tratou de problemas

de percol ag3o transiente em solos ligeiramente

compressiveis; BATHE e KHOSHGOFTAAE18 que usaram uma

A1t



descricg3o niIo-linear para o coeficiente de
condutibilidade hidraulica; LI e DESAI‘B’“' que adicionaram
a4 andlise de fluxo transiente em dominio saturado-insaturado
a analise de tensSes e estabilidade do meio poroso; entre

outros.

6



3D EQUAGDCES GOVERNANTES

3.1)> INTRODUGAO

A formulagio matemitica do problema de fluxo em
meios porosos tem side alvo da dedicagdo de hidrologistas ha
varias décadas.

A primeira formulag3o, surgida no inicio da década
de quarenta, tratava apenas do fluxo em regime permanente,
bidimensional, em meio homogéneo e isotrdépico. Ou seja, a
classica equagio eliptica bidimensional.

Com a evolug3ico das pesquisas, as formul agdes
matematicas foram sendo aprimoradas de modo a melhor traduzir
o fendmeno fisico. Estendeu-se a anAlise para o dominio
tridimensional, incluiu-se a dependéncia entre a
condutibilidade hidraulica e o peso especifico do fluido,
levou-se em consideragio a deformabilidade do scolo, inseriu-
se a analise transiente. Contudo, neste estagico
analisava-se apenas o fendmeno no dominic saturade.
desconsiderando as contribuig@es do fluxe na regifo n3c
saturada.

E o casc dos trabalhos de GAMBOLATI3B'3g que
apresenta um desenvolvimento tedrico mais rigorose da equag3io
para o fluxo transiente unidimensional, mas no
dominio saturado apenas. Sua grande contribui¢io esta no
mi nucioso desenvol vi mento das equagdes, mostrando 2
equivaléncia entre as formul ag@®es partindo da considerag3o
de elemento fixo em coordenadas fixas e elemento deformavel
em coordenadas fixas. Ele também alerta para a existéncia de
um termo n3oc linear na equag3o, até ent3o nio
apresentada por formulag@®es anteriores, e faz um estudo
de validade da equa¢3o concluindo que alguns termos podem ser

desprezados, respeitadas algumas condig¢@es.

7



A 1inclus3o da contribuigfo do fluxo na regi3c n3o
saturada se deve a FREE2E35'36 que, trabalhando quase gue
simultaneamente a GAMBOLATI, estendeu o estudo para o espago
tridimensional e analisou todo o© dominio saturado-nic
saturado. Sua equagi3o ¢ considerada a mais geral e,
consequentemente, vem sendo utilizada para descrever o
problema fisico em muitos trabalheos recentes.

Nos itens a seguir desenvelvem-se as equagfes para
fluxc transiente tanto para o© meio saturade quanto para o
saturado—-n3o saturado, sendo que, para facilitar a

apresentag¢d3o das formulag®es matematicas, a equag3io para o

meio saturado—ndo saturado ¢ desenvolvida primeiro.

3.2 EQUAGARO PARA FLUXO TRANSIENTE EM DOMINIO
SATURADO-NAOSATURADO

A seguir desenvelve-se uma equagdo para fluxo
transiente que funcione tanto para fluxe saturado em
aquiferos confinados e n3c confinados, quanto para fluxo em
Zona n3o saturada.

Este estude aborda apenas o fluxo de Agua.
Considera-se que a fase ar € continua e esta sob press3c
atmosférica, o que exclue da anadlise os casos de existéncia
de bols@es de ar compressivel no sistema do fluxo. Esta
condigZio poderia ser uma limitagio em algumas aplicag®es, mas
ela tem sido universalmente aplicada na solugZo de problemas
de drenagem com aparente sucesso Cref. 36).

- Gradientes de temperatura, de concentragdes
quimicas e gradientes osméticos sZo todos negligenciados
Cref. 36).

A equag3o seri escrita em termos de potencial de
press3io w = w(xi.xz.xaj » onde w >0 implica. regific saturada
e ¥ <O regifo n3o saturada.

O potencial total ¢ ¢ dado por:



@ =y + X, €E3.2:1D

onde:
¢ : potencial total
7 : potencial de presstes
X, o coordenada vertical
A equagio sera desenvolvida em cocrdenadas
fixas, considerando-se um vol ume elementar fixo de

selo linearmente elastico.

Em fung3o das baixas velocidades do fluxo no meic
porosc, o potencial de velocidade ¢ negligenciado. Considera-
se que o fluxo € laminar e admite-se a validade da lei de
Darcy (ref. 38). As forgas de inércia s3Zo tambem
negligenciadas (numerco de Reynolds baixo).

A velocidade de Darcy ¢ formulada em termos de

velocidade relativa entre Agua e grZos de solo:

v, = 8nlv_—- v 2> = -KCVyp + 9% D C3.28:8D
d a s 3
onde:
vy : velocidade de Darcy Cva 'Vd 'Vd 2
x 36 x
1 2 3
v : velocidade da agua (v Vv »V 2
a a a a
X X %
1 p 3
Vi : velocidade dos gr3os de solo CO.O.VS D)
. “ca
s : grau de saturag3o fracionario
va
S =
v
V4
Va : volume de agua’

veolume de vazios

<
<
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porosidade

condutibilidade hidraulica K = KrKii
condutibilidade hidraulica relativa

Co = Kr < 1>

componentes principais do tensor Kij que
representa a condutibilidade hidraulica

na saturag3o

= PY '
Kii - kii £3.2.3

7,

massa especifica da agua
permeabilidade do meio

viscosidade

Note-se que:

<

Tanto s

Shn = 2 =g C3.2. 42

teor de umidade volumétrico
velume de agua

volume total

quante n , K e 8 s3oc fungdes da

posigio devido A niEo homogeneidade da formagio gecoldgica

F=FCxi.xz.x3.t) e do potencial de press3io vy .

Admite-se

S = SCF, ¢ c3.2.8. 8D
n = nCF,yd ¢3.2.5.b>
K = KCF,y) €2.2:5,.¢
6 = 6CF,yd 3.2.85.4

gue a velocidade dos gr3os de scolo sd

tenha componente no sentido de Xy Ccoordenada vertical)d.

A equagio

de continuidade para a agua & C(ref. 3B6):



VCSnpv,> = - %csne> €3.2.6)
at
onde:
ol : massa especifica da agua
e =p ec"?w €3. 8.7
o
k=R eg 3.2.8)
' : coeficiente de compressibilidade usual da agua
A equa¢3o de continuidade para o solo € Cref. 36):
a
V[(l—n)vs] = - C1-nd
at
ou seja:
V[Ci—n)vs] = 9D €3.2.9
at
Observe-se que a massa especifica do solo p nio

S
esta presente em (3.2.9) pois ps=constante C(gr3io de solo

incompressivel).
Tomando a equag¢3o (3.2.2>, multiplicando-se ambes
os lados da igualdade por e e aplicando-se o operador

nabla ¥V , tem—-se:
vC Snpva) - vC Snpvs) = -V [ch Ty + szb ] €8.2.10)

Substituindo (3.2.68) em (2.2.10) e desenvol vendo-se

a derivada parcial em relagdo a t

11
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- aCSnpD = VCSnpv D = - V[,oKCVw - an)]

ot

577 4 p K5 4 VeSnev ) = V[eKcvy + 7] €3.2.11)
ot at

Substituindo (3.2.9) em (3.2.11) e desenvol vendo-se

alguns termos chega-se a:

V[PKeTy + PxD] = venvesed + IR SpYv_ ¢a.2.12)

at

Analisando cada termo do lado direito da equagdo

(3.2.12) observa-se que:

a> v_n¥CSpd = v_n K I0? g = Vsn[S 92 v 5 f]vw €3.2.13
oy oy oy

de (3.2.7) tem-se que:

% = o €3.2.14>
oy
Chamando Cs = n = 32,15
oy

onde CS ¢ denominado capacidade de umidade especifica,.
Desta forma, (3.2.13) ficara sendo

vSnVCSp) = vspCSnﬁ o Cs)Vw ¢3,.2.18)



b> n 25 = %9 W o pesnp w0 €3.2.17)
at ay ot at
> SpWv_ = Sp = W o N €3.2.18)
1 +ay at 6x3
chamando Cvide apéndice IID: c, = = €3.2.1D
1+

Sp?vs -

onde:

C3.28.20.

L

' og 3.2.212

coeficiente de compressibilidade classico de
formag3o vertical do solo, que representa a
compressibilidade vertical de uma amostra
submetida a uma pressio Y ao longo de seu
eixo e impedida de expandir lateralmente.
outro coeficiente de compressibilidade de
formagio do soleo dade per

c, = ! de c2.2.22

b —

1+e dy

e ocbtido de ensaio de amostras que fornecem
a variagio do indice de vazjios "e" com o

petencial de press3io y .
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O gradiente de velocidade de grios de =olo Vvs '
dade pela relag3o (3.2.20), ¢ desenvolvido detalhadamente
no apéndice I.

Substituindo €3.2.162,(3.2.17) e ¢3.2.200 em
(3.2.13) tem-se:

= -
V[pKCVw - any] = v eCSnB + COVy + pCSn + C O 7 +
at
+ SeCy f_w_ £V o
ot axs

= ; ay
V[pKCVrp +‘7x9)] = p[S(.Cb + nf3d + cs] ok
at
ay
+ PV CSnf3 + CS)Vw C SCb €3.2.23)
ax

3

A equagdo (3.2.23) fornece a expressio mais
genérica para fluxo transiente em dominio saturado-

n3zo saturado.

Operande © termo do ladoe esquerdo de (3.2.23),

obtém—-se:

pV[KCVw +Vx3)] = p‘sccb + nBd) o+ cs] 2 +
at

b

ax
= 3

+ pv_|csnp + COWp + sC Y ] = POKCVy +Vx DVy



_ oy
V[KCVy +V..3)] = [SCCb + nd + C_ _a: +
+ v_[csnp + cowp + se o | - prcvy VX IV
g . , .
a C3. 8. 24D
GAMBOLATI38 em seus estudos scbré a val idade

desta equag3io conclue que o ultime terme de (3.2.24) pode ser
desconsiderado desde que a dimensio vertical do modeleo a ser
estudado seja inferior a 104 metros e que a variag3c das
condi¢Bes de pressio total no contorne, |A¢°| , seja inferior
a Sxioa metros. Alnda nestes mesmos estudos, GAMBOLATI
analisa a influéncia dos termos do lado direite da
lgualdade nos quais a velocidade dos grics de solo |, Mg o =
multiplicada pelo gradiente do potencial de pressdes, e
conclue que eles também tém uma influéncia pequena nos
resul tades, desde que se verifique a condi¢do
a|a¢n| < 0,08 . Em vista da condiqicﬁ anterior, suponde que
no limite ]A¢o| seja igual a Sx10° metros, o cceficiente
"a' deve ser igual ou inferior a 10_5 m_l. o que ainda
se enquadra na ordem de grandeza deste coeficiente. Em
resumo, estes termos podem ser desprezados quando a formagic
estudada sofre uma compactagio menor que 5% da
dimens3o vertical inicial. FREEZE36 também desconsidera estes

termos nos seus estudos.

Assim, a equagd3c (3.2.24) fica reduzida a:

v [kevy +Vx3)] - [sccb £+ C] ; €3.2.25

ou, O que € o mesmo, em virtude da equagdo (3.2.1)D

15



vckvgd =| © cc + n®d + C i €3.2.260
n at
Chamando ss = Cb + n3 C3.2.27>
onde Sg & denominado coeticiente de armazenamento

especifico, obtém-se finalmente

VCKVgD = [ S . ¥ Cs] C3.2.288)

que € a equag3o que sera utilizada no presente trabalho.

3.3) EQUAGCAO PARA FLUXO TRANSIENTE EM DOMINIO
SATURADO

Nesta formulagio considera-se o fluxo apenas na
zona saturada a assume-se que 2 linha freatica ou superficie
livre € uma linha de corrente.

Para um aquifero saturado, uma "“queda' no potencial
piezométrico, &y , resulta numa redugio de pressio. O volume
de Agua perdida por unidade de volume do aquifero devido a um
decréscime unitario no potencial ¢ denominade ‘“armazenamento
especifico".

Numa analise detida do balango de massa para um
elemento de volume saturado em um aquifero, nota-se que tanto
a compressibilidade da agua quanto a mudanga no veolume de

poros devido A compress3o vertical do aquifero contribuem



para o armazenamento especifico. Chamande de S_ o ccefl—
ciente de armazenamento especifico, tem—-se que Ss e fung3c
da porosidade, da compressibilidade da Agua e da compressibi-
lidade de formag3o vertical do solo.

Como os efeites de mudanga de compressibilidade =3o
incluidos no coeficiente SS , ¢ possivel +trabalhar em
termos de conservagd3o de massa no espago e tempo Cref.57).

Seja um elementec de volume &V = éx;éxzéxa

pY +E@![ :;z} 5‘2 gllgla

X3 rd

X2

*t o

rv,S X, Sx,

FIGURA  3.3.1

£ : massa especifica deo fluido
Cfluido compressivel)

v, : componentes de velocidade do fluideo

A razioc de fluxc de massa que passa per uma face do
elemente paralelipédico durante o intervalo de tempe &t e
igual 2 massa por unidade de volume , p , multiplicada pela
velocidade , v , perpendicular a face e multiplicada pela
area da face e pelo intervalo de tempo &t

Fazendo, ent3o, o equilibrio da taxa de fluxc de
massa do fluido que entra, sai e fica no elemento de velume

&V durante o tempo &t tem-se:

17



-
(?vai-

r 3 r b = + Sx & +
[pviéx26“3+pvsziéxa+pnaéxtéxz]ét ev, &x |8 6%
ax
1
a(psz 6(pv3)
: 2 4 2 53 +
v ¥ 6xz ox,éx3+ PVt éxa énibwz ot
ax : ax
2 3
5 M %
+ éxiéxszapsséw C2..3

Durante o tempo &t o© potencial de press3o cresce
Cou decrescedde uma quantia &y . Ent3o, a variag3o de massa
de fluido que fica armazenada a mais C(ou a menos) devido a
este acrescime (ou decréscimo) de potencial & éxiéxzéxapsségn

Voltande a equagio de continuidade anterior e

fazendeo &t20 , tem—se:

Hev. ) &pev.)D v D ay
s Z 4 3 = s €3 9.8
S —
ax o ax at
1 2 a
ou
VCevd = —pS_ i €3.3. 3
at
Aplicando a lei de Darcy, onde:
- o _ _ ”
v =K, = -K V¢ C3.3. 4
=
Kii : componentes principais deo tensor Kij

que representa a condutibilidade hibraulica

na saturag3o.

e Ccomo

oy _ 09
at at



tem-se , entio:

VC KIS = pS O €3.3.5

Levande em conta as mesmas considerag@es devidas 2

=2
GAMBOLATI"ecitadas no item (3.2) pode-se escrever:

M
W
(W
n
\J

VKV = S_ e

at

Observe-se que (3.3.6) & uma forma particular de
(3.2.28) pois, na zona saturada CS=O e &=n

Note—-se que, como visto no inicio, S_ & fung3io

=

de Cb » 3 e n .

- 3 €3,
S, = CC, + n

{w
]
‘J

Outra maneira de se chegar a este mesmo resultado,
seguindo porém a apresentag3co dada na formulagdo do item
(3.2 , & substituir, naquela formulagido, a equagio de

Darcy (3.2.2) por:

nCv_—v 2 = =KCVy +V2 D €3. 3.8
a s 3
e a equagio da continuidade da agua (3.2.62 por:
a -
V(npva) = —_Cnp> C3, 2.8

at

E justamente neste ponte que reside a diferenga
entre os trabalhos de FREEZE-C e GAMBOLATISS*S® | o pri-
meiro estendeu a analise para todo © dominico saturado—-n3o
saturado incluindo na equagZio da velocidade de Darcy
C3: BB e na equagio da continuidade da agua (3.2.8) o
grau de saturag3ic S que, multiplicade peié poresidade n ,
d4a a relagZo entre o volume de Agua e o volume total. (8]

segundo coloca nestas equag@es, como se observa em £3.2.8 e

19



(3.3.9) , apenas a porosidade n que € a relagdo entre o©
volume de vazios e o volume total, considerando, desta
forma, que todo o volume de vazios esta ocupado por agua
Celemento de veolume saturadod.

Fazende as substituig@es citadas acima, chega-se 2

equagio:

o JN

VEDKCVw +an)] = p(Cb+nﬁ) fﬁ + v, ni3Vy + Cb C3.3.10
| at g:

Admitinde as mesmas considerag®es citadas no item

(3.2>, a sequagdo (3.3.10) se reduz a:

VCKY$D = CC_+n@ o €3.3.11)
at
ou, ent3oc :
g
VCKV@D = SS €3, 332D
ot
que ¢ idéntica a equacZo (3. 3.8).
3.4) CONDIGCOES DE CONTORNO
Apesar das equagdes apresentadas nos itens

anteriores e do préprio métedo de solugZo serem gerais e
aplicaveis a problemas tridimensionais, para exemplificar cs
tipos de condig@es de contorno considere-se o model o
bidimensional da figura ($3.4.12, o gqual representa um
problema idealizado de fluxo em barragem de terra. Este
problema n3Foc deixa de ser tridimensicnal mas, por suas
caracteristicas, pode ser reduzido seu’ estudo a duas
dimensSes, o que sera adotadeo daqui por diante em consonincia

com © objetivo deste trabalho.

S0
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FIGURA 3.4.1) PROBLEMA DE FLUXO EM BARRAGEM DE TERRA

No instante t=t° . a leccalizagdo da linha
freidtica € dada por xz=HCxl,t°D e a distribuig3ic do
petencial total ¢ na regifc do fluxo ¢ dada pela equagio
(3.2.28>) ou equagdo (3.3.6), conforme o modelo adotado. A
press3o ao longo da linha freatica ¢ igual a press3ioc

atmeosférica e, portanto, n3Eo se perde a generalidade se ela

for considerada nula. Assim, existem as seguintes condigdes

de contorne:

a) Contorno em contato com © meio liquido:
Ou seja, na face a montante AB e a jusante CD, o potencial

total ¢ em qualquer ponto da face € igual 2 altura do nivel

liquide.
e P P 5 - = @ 2 em AR 2. 4.
P x X, OJ H;Cto) ¢-1Ct m AR €3.4.1)
~w = C = & D
¢{x1.nz.to) HCt D ¢ECL b, em C c2.4.22
onde a barra superscrita denota um valor conhecide “a

priori®™.

Existe fluxo através deste contorno.
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b> Ceontorno impermeavel:
Onde n3ioc existe fluxo normal & face considerada. O fluxo
se da tangencialmente ac contorne e, portanto, esta face £
uma linha de corrente. A condigio que retrata esta situagio

€& expressa por:

e 5% 4.0 =0 em BC €3. 4.2
L 2 (o]

an

onde "n'" € a normal A superficie.

c2 Contorno de percolag¢3o ou face de percolagio:
Caracterizada pela regifZo n3ic submersa da face da barragem, a
Jusante do fluxe, na qual oceorre o afloramento do fluido. Na
figura (3.4.1) o contorno DE representa esta situagi3o. Ao
longo deste contorne, o potencial total ¢ de um ponteo e

igual a coordenada vertical X, destie mesmo ponto, ou seja:

@A ;% st ) = x em DE €3.4.4D
1772 o 2
Como ha fluxo atraves deste contorneo, ele n3o <se
constitue em uma linha de corrente. A face de percolagio &

uma situag3o a ser evitada em toda e qualquer barragem peis
com o fluxo aflorante, ocorre o carreamento de gr3os de solo,

caracterizando-se o problema denominadeo “piping".

d) Contorne de superficie freatica:
Também denominada linha de saturagZfo, delimita 2 regifo de
potencial de pressSes y positivo da regiZio de negative
ou, © que &€ o mesmo, delimita a regiZfo saturada da nio
saturada. No instante t=to » a posig3c da linha freatica
é dada por x,=HCx ,t 5> . Portanto, ac longo da linha AE, o
potencial total @ de 'um ponto ¢ igual A sua coordenada

vertical H , isto é:
¢Cxi,H.to) = HCxi.toD em AE C3.4. 5D

Outra condig3c existente neste conterno AE, para o



caso da analise deo fluvo no dominio saturade apenas, & que

nZo h& fluxo normal A superficie, ou seja:

QU
S
~
{
<
‘L
i
O
0
3
7l
m
™
W
-
b

onde '"'n"™ & a noermal a supertficie.
Assim, nesta anilise regida pela equagic (3. 3.8)
desenvelvida no item €3.32, a linha de saturaéio & uma linha

de ceorrente.

Contudo, na analise do fluxe no dominio
saturade—nio saturado, reglida pela equagic (3.2.28), esta
condigdc n3ioco & aplicavel tende em vista que a linha de
saturagio n3oc & considerada como linha de corrente,

podendo haver fluxo através deste contorno.

3.5> DESCRIGAC DOS COEFICIENTES CARACTERISTICOS DO
SOLOS

Para wuma compreensdo melhor do modelo matematico

e

apresentado, serio apresentadas com mais detalhes as p

-
priedades do solo constantes nas equages (3.2.28) = (2. 2 6],

3.5.1> CONDUTIBILIDADE HIDRAULICA CKD>

condutibilidade hidraulica

~ R

permeabilidade do meio

=

pesco especifico
massa especifica !

acelerag3c da gravidade

T @ v

viscosidade

n2



A condutibilidade hidraulica ¢ um parametro que
varia confeoerme a variagio do potencial de press@es, e a

relagfo funcional entre eles ¢ mostrada na figura 3.5.1.1).

-

v
—-€

FIGURA 3.5.L1) RELAGAKO ENTRE K E

Como pode-se ver, ¢ uma relag3o histerética com um
numerc infinito de curvas de transig3io "s" entre a curva de
drenagem "d" e a de umedecimento "w'. Contudo, apenas uma

curva "s" & mostrada na figura. Para y >0 a condutibilidade

hidraulica K é tomada como constante e igual a
condutibilidade hidraulica de saturagio KS ; Na regiio
nio saturada, onde yw <0 , a medida que y decresce
para valores suficientemente pequenocs, a condutibilidade

hidraulica K sofre uma redugic mais ou mencos abrupta ate

um valor que, comparade com a condutibilidade hidraulica

saturada Ks » &€ muito pequeno.
Analisande varias rela¢®es entre K e y de
varios tipos de solo, BOUWER19 observou que, de uma forma

geral, quantc mais uniforme o tamanho deos pores do seolo, mais
abrupta ¢ a redug3iico em K com o decrescimente de y . E
quante mais finos os poros do sclo, mais baixos s3Io os
valores de w nos quais a redugio de K ocorre.

Devido a complexidade e grande diversidade nas

relagdes entre K e 3 apresentada de sole para solo, a



determinagio do compertamente real da condutibilidade
hidraulica, para um dadeo sclo, exige testes especificoes.

Como alternativa, pode-se obter estas relag¢g®es atraves de

pesquisa de literatura, baseando-se em tipos de sclos
similares, ou usar relag¢gdes empiricas, as quais devem ser
validas para uma classe de tipos de solos, a exemplo da
19,37

formula empirica apresentada por GARDNER o qual
observeou que o compertamento da relagic entre K e p
parece seguir a equagfo Cref. 16,37,4%5):

1

K = £3.5.1. 2D
r a

v!

— + 1

Ve

onde:

condutibilidade hidraulica relativa local

condutibilidade hidraulica saturada

s
K : condutibilidade hidraulica ¢ K = Kr KS k)
W : potencial de pressfc negativo local
Yo F potencial de press3o critico
a : indice do solo
O indice do solo "a" & cobtide ajustando-se um

1
pelindmic acs dados reunidos por BOUWER'Q para trés tipes

de sclo, os quais s3o mostrados na tabela C2.5.1.10.

Tabela 3.5.1.1)> Valores de “K_" e "a" para 3 tipos de solo

tipo de seleo KS Cm-sdiad a
»*
“"loam " sem estrutura , e argila 0,01 2
k.3
areia fina , e "loam " com
predominancia de areia Q05 3
areia média 0,5 5
* "loam" : solo heterogéneo formado por argila, silte e

arelia, com matéria organica.
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O polinémio cbtido desta forma e:

Ks = 58.66667(3.23 - 244,33333 a + 255 c3.2.1. 30

Assim procedendo, é possivel estimar < indice "a"
do solo, dada a condutibilidade hidraulica saturada K_
Esta & uma forma empirica mas gque permite uma aplicagi3c
generalizada do esquema numerico.

O potencial de press@es critico R . & determinado

para varios tipos de soleo, usande a definig3ic dada peor
BOUWER™ <
1w
vfc e J‘ Kdy_! €£3.5.1.4>
Ks 0
na qual Yy © igual a distéancia ¥q entre a superficie da
w

estrutura de soleo e a superficie freatica Cvide fig.

3. 9.1 .22,

-Y‘ -Vh
SUPERFICIE SUPERFICIE
DO SOLO\, DO SOLD 11 )
3w Yw
vw \
Xyw K

s 2 T, » K SUPERFICIE

FREATICA

SUPERFICIE
FREATICA

(b))

FIGURA 3.5.1.2

Se a disténcia L ¢ suficientemente grande, a
condutibilidade hidriaulica n3io saturada K em ww (5]
negligen- ciavelmente pequena em relag3o a Ks e o

potencial criticoe Ve @ segundeo BOUWER, passa a ser‘c centro
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integrade de tedo o campe de potencial de pressio negativa
sobre o©o qual tém lugar as redugfes da condutibilidade
hidraulica n3c saturada K Cfig. 232.5.1.3). BOUWER mostrou
ainda, em outro trabalho seu, que o potencial de presstes
critico v, e essencial mente igual a espessura da

camada de capilaridade.

FIGURA 3.5.1.3

Procedende como o dispeste até agora, MASLIAqS
determinou valores tipicos de y_  para cinco tipos de solo,
com as integrais da férmula €3.8.1.42 sendo determinadas com
o auxilio de planimetro. Estes wvalores s3o listades na

tabela (3.5.1.2D).

Tabela 3.5.1.2> Valores de "KS“. *a" e "vE“ para cinco
tipos de solo
n2 tipo de solo KSCm/dia) a wCCm)
1 "lcam* " sem estrutura,
e argila 0,01 = =~ ;10
2|lareia fina, e "lcam*" com
predominidncia de areia 0,08 3 -0, 60
3 areia média 0,8 5 @ T
4 areia grossa 5,0 11,31 ]| -0,064
5 cascalho,brita 50,0 g 31,28]| -0,022
¥ "loam" : solo hetercgénec formado por argila, silte e

areia, com matéria orginica.



Desta forma, com base nos valores constantes na
tabela ((3.5.1.2) aplicados na equag3io (3.5.1.2), tem—-se nas
figuras (€3.5.1.4) e (3.5.1.5) a variag3o da condutibilidade
hidraulica nZio saturada K em relagio a y , para os cinco
tipos de solo em questZo.

Uma outra forma de expressar 2a relag3o Ky &
através de uma variagio linear confeorme as apresentadas nas
figuras (3.5.1.6.2a,b) para o sclo tipe 2 da tabela €2.5.1.2).
Primeiramente, pelas caracteristicas da curva Kxy pode-se
aproxima-la com uma reta inclinada partinde do ponto cujas
coordenadas sZ3Eo CKr=1 , w=0) e passando pelo ponte onde
Kr=0,8 e vy =¥ o sendo Vi (o] potencial de pressdes
critico pela formulagio de GARDNER (vide tabela 3.5.1.2). OQu
ent3o, de uma segunda maneira, pode-se aproxima-la com uma
reta com as caracteristicas seguintes. Como pode-se cbservar
na figura ¢3.5.1.4), a curva Kxy para o sclo tipo 2
por exemplo, apresenta um pequenc trecho onde a
condutibilidade hidraulica Kr permanece constante e igual a
1 Cumd, mesmo para ¥ negativo entre O e -0,1m. Na figura
(3.5.1.5) com escala logaritmica iste torna-se mais visivel.
Fisicamente isto significa que uma pequena camada acima da
superficie de potencial de pressSes nulc ¢ completamente
saturada, mesmo com ¥ negativo. Esta pequena camada

saturada também pcde ser incluida na abordagem com variag3c

linear para Kxy , fazendo a reta partir de ponto
CKr=1 , w=-0,1) comec ilustra a figura (3.5.1.8.b).
Ha ainda uma maneira mais simplificada para

representar a relag3o Kxy que ¢ atraves de uma variag3o
abrupta do valor de K quando w passa a ser negativo
Cfigura 3.85.1.7.2a). Ou quando y passa a ser menor gque -0,1m
no caso do solo tipo 2 Cfigura 3.5.1.7.b).
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FIGURA  3.5.1.7

Para efeitc comparativo entre as varias
variagZ@o da relagd3ec Kxy , ou seja, entre a pura
da férmula de GARDNER (Cequag3c 3.5.1.:2), as
lineares das figuras (3.5.1.6.2a,b) e as variagdes

representadas nas figuras (3.5.1.7.a,b2, foi feito

formas de
aplicag3o
variag@es

abruptas

um estudo

cujos resultades est3o apresentados graficamente na figura

C4.9. 8.4, A razic de convergéncia do programa para as cinco

abordagens diferentes foli praticamente a mesma como

mostra e}

10



quadro resumo a seguir (tabela 3.5.1.3) com os valores da

Norma Euclidiana a cada iterag3o.

Tabela 3.5.1.3) Valores da Norma Euclidiana "£" a cada
iterag3c, para as cince feormas de repre-
sentagAo da relagioc Kuyp

Tig.C5.D.1.062 £1g.03. 5.1, ¢
iter GARDNER cad chn cal Ch»
12 0,2527085| 0,2528632| 0,2528632] 0,2528458| 0,2453974
2% 0,1464753| 0,1467944 | 0,1467743| 0,1471531 | 0,1425524
32 0,0870988| 0,0875456) 0,0875367| 0,08767296| 0,0847159
4% | 0,0814713( 0,0513212| 0,085138229| 0,0520047| ©,0511892
52 0, 0289272 0,0252793] 0,0253748| 0,0237413| 0,0270804
6= 0,0118515] 0,0110799| 0,0111482]| 0,0080349] ©,0136451
72 0,0080881 | 0,0076145]| 0,0076767 | 0,0074642| 0,0070491
Pode-se o©observar que todos os tipos de variag3o
para a fung3o K=fCyD deram resultades praticamente

semelhantes para o mesmo preblema, o© que significa gque a

relag3o mais simplificada representada pela figura

3. 8.4.7.a) fornece resultados compativeis e com mencs

esforgo computacional. BATHE = KHOSTAF‘G-AARl 8 também

utilizaram eslta relagfo simplificada e obtiveram bens
resul tadoes. Face a isto, a variag3c abrupta para a relag3o

Koy apresentada na figura C3. 5.1 .78 sera utilizada

neste trabalho para todos os demais exemplos.
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3.5.2>) TEOR DE UMIDADE VOLUMETRICO ced

O teor de umidade volumétrico ¢ a relag3o entre o
volume de liquido e o velume total da amostra de solo
considerada. Na regi3dc saturada conde todeos os vazios s3o
preenchidos com liquido CVa = Vv) , ©O teor de umidade se

iguala a porosidade:

vv
n = €3.8.8.12

%
Na regifc n3c saturada o teor de umidade varia em

fungio do potencial de press3o. A figura (3.5.2.1> mostra

come varia esta relagfo entre &€ e y .

{LO [ %)

..l.l.l *Y,V

FIGURA 3.5.2.1) RELAGRO ENTRE @ E V¥

Como pode—se notar, também & uma relag3o
histeretica.

MASLIA45 obteve relag@es ©Oxp reunindo dados
de diferentes pesquisadores, plotande o©os resultados em
escala semilogaritmica, e ajustande curvas aos dades
obtidos, objetivande ter fung@es simples | entre e e W
para os cinco tipos de solo apresentados na tabela

C3:.5.1.2D., Estas mesmas curvas s3co usadas no trabalho de
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na

de

-0,1 m

C380E. 42

figura

solo na

Ela apresenta

igual a

Isto

ARAL16 As figuras (3.8.8.8) , €3.5.2.3) e
mostram estas curvas, as quais também s3c usadas no presente
trabalho.
Observe-se, por exemplo, a curva 2
(3.5.2.3) que corresponde ao segundo tipo
classificacio apresentada na tabela C€3.5.1.2)
um valor de e praticamente constante e
porosidade entre w = -0,0001 m e wy =

significa
negativo,

completamente saturado,

que

de

até um potencial
ate - O3 m ’
ocu seja,

igual ao do solo saturade,

de pressic ligeiramente
o soln se encontra ainda
com um teor de umidade

© que caracteriza bem a existéncia

da camada de capilaridade acima da superficie freatica.
Para implementar estas rel agfes Bxy nc
programa comput acional, foram ajustados polindmios as
curvas das figuras €C3.95.2..29 . C3.59.2 32 e C3.59.2:40;
obtendo-se as relag@es funcionais entre e 7] que
apresentam um desvio maximo de 6% em relag3o as curvas
graficas. O=s ceceficientes das rel agSes Exy em questdo
est3oc listados na tabela (3.5.2.1D.
curva i O 6 = Ax® + Bx° + Cx° + Dx + E €3.5.2.2)
x = log |v| C3.5.8.3
Tabela 2.5.2.1) Valores dos ceoeticientes A,B,C,D e E para
os cinco tipos de solo
solo A B C D E
1 0,0033333| 0,0250000] 0,0216666|-0,1700000| O, 3000000
e 0,50642323| 0,6928924 |-0,0682762 | -0, 4506262 0,3041191
3 -0,0898650 |-0,0170182| 0,2057456|-0,1127477| 0,1539863
4 -0,0261639|-0,02745923| 0,0928406|-0,0593172| 0, 0800000
5 -0, 0021288 0,0057423| 0,0249017 —0.2229694 0, 4344541
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3.5.3>) CAPACIDADE DE UMIDADE ESPECIFICA CCSD

A capacidade de umidade especifica

como a derivada do teor de umidade

potencial de press3o yw Cref. 36):

c = ag &% & as
s f— —
oy ay
ou seja, a fungio tangente a curva Sy

fungdo & mostrada na figura (3.95.3.1)

=

CS & definida

em relag3o ao

A

3. 8. 3.1

natureza desta
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ACs
_|I; -|-l|J'(‘J
FIGURA 3.5.3.1
O wvalor de Cs ’ para um dado valor de w , €
determinado obtendo-se a tangente 2 curva xy

utilizando-se para tanto um ponto ligeiramente acima e outro
ligeiramente abaixo do valor do potencial de pressio ¥

considerade (fig 3.5.3.2.2a,b).

(a)

-
‘f
“€

>Y

FIGURA 35.3.2 ) VARIAGAD DE Cg



3.5.4) COEFICIENTE DE ARMAZENAMENTO
ESPECIFICO CSSJ
O coeficiente de armazenamento especifico &_
reflete as propriedades elasticas combinadas do meio soclo-
Agua considerando-se que as detormag@es s3o elasticas e
verticais, e que a tens3doc total em cada ponto permanece fixa

no tempo Cref. 38,39).

S, =C, *+n3 €3.5.4.1D
Cb : coeficiente de compressibilidade de formagio
vertical do sclo
n : porosidade
3 : coeficiente de compressibilidade da agua

Fisicamente SS representa o© volume de Agua
instantaneamente liberada do armazenamento por unidade de

volume total, quando o potencial de press3o w € abaixado de

[Av ]
S = L £3.8.4. 2>

Ay

uma unidade,

O coeficiente de compressibilidade de formagio

vertical do soleo Cb » ©€ dado pela seguinte definig3o

particular:

¢ = 1+ de €3.5.4.2

1+e dy

a qual difere do cceficiente de compressibilidade do sclo

usada em Mecinica dos Solos pelo fator 1/C1+ed Cref. 42D .

Cb ¢ obtido da curva do indice de vazios e ver-

37



sus tens3o efetiva aw ou, equivalentemente, versus

3
o potencial de pressd@es Yo, desde que se considere que

uma mudanga em Y produza imediatamente uma mudanga igual

e contraria em o

Ao = —Awy C3.5.4.42

Esta relagioc ¢ valida para aquifero eléastico
confinado, assumindo que © peso por unidade de area da coluna
de sdlidos e Agua acima do ponto considerado seja
constante.

E importante observar que na regifo n3c saturada

ndo mais parece razoavel assumir a constancia do
pesc sobrejacente, o que determina uma variagio no wvalor
de Lb
Qutra expressio para o coeficiente Cb ¢ dada por
Cvide apéndice I1 D:
o
o [ =)
Cb C3:8: 4.8
1+

onde o € o coeficiente de compressibilidade de formagi3o

vertical do solo, dade por:

o = o’ g C3.5.4.68)
& C1-2v3C1+wd C3.5.4.7
EC1 -

v médulo de Poisson

E médulo de  Young

e massa especifica do solo

g acelerag¢3io da gravidade

o coeficiente de compressibilidade expresso em

unidade Lﬁl l
a' : coeficiente de compressibilidade expresso em

unidade LE/F
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O coeficiente o’ ¢ conhecide, também, como
coeficiente de mudanga de volume m,, Cref. 42).

A definigio de compressibilidade em termos de
pressao de fluidoe CL—13 ac inveés de tens3o efetiva
CLE/F). & pratica normal no estudo de aguas subterraneas e
elimina a necessidade de especificar uma relag3c separada
entre tensio efetiva e pressio de fluide. Qualgquer mudanga na
tensioco total em um peonto, acompanhando mudangas em y , €
incorperada , assim, ac ceoeficiente de compressibilidade
Cref. 24 ).

O coeficiente o ¢ constante na regifc saturada e
na zona de capilaridade onde © solo estid scb condigdes prati-
camente saturadas. Contudo, scb condi¢g@es n3o saturadas, onde

a relag3o entre o e W € uma fungdio da saturagio, ot
E
muda consideravelmente de seu valor de saturagio e,

seguramente, pode ser negligenciado neste estude ((figura

3.8.4. 12,

“uﬂ

o )W

l ‘ZON! DE CAPILARIDADE

FIGURA 3.54.1) RELACAD ENTRE OC E ‘P-

Voltando a4 express3o (3.5.4.5), para valores do
potencial de press@es w variando, por exemplo, de O a 100
metros, a diferenga entre o e Cb fica em torno de no
maximo 5%, levando em consideragidc um valor medio de
O.‘leo_5 m—l para o coeficiente o . Isto mostra que o e
Cb podem ser intercambiaveis ne caso do estude de fluxe
onde © potencial ¢ assuma valores até 100 metros.

O coeficiente de compressibilidade da agua g3 ¢

expresso por:
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= R3peg C3.5.4.8

g = poecﬁwo C3.85.4.8
e massa especifica da Agua
Py massa especifica inicial da agua
g aceleragio da gravidade
3 ceceficiente de compressibilidade da agua
expresso em unidade LTl
3’ : coeficiente de compressibilidade da agua
expresso em unidade LE/F
Como pode-se cobservar, (3 também € fung3o de vy ,
mas ¢ desprezivel o erro ac se definir (3=.f?'pog. NZo ha

descontinuidade no valor de [3 quando o potencial y muda
de condig@®es  saturadas para n3Fc saturadas Cfigura
3.5.4.2).Cref. 36D

FIGURA 3.5.42) RELAGAQ ENTRE ﬁ E li"

Analisando © comportamento de cada membro da
expressio (3.5.4.1), wvale ainda dizer que © uso de Ss como
uma constante para meios completamente saturados e

Justificado desde que as deformagB®es verticais n3oc excedam 5%
Cref. 47D.



4> FLUXO EM REGIME PERMANENTE

4.1> INTRODUGAO

Este capitulo apresenta o estudo de fluxe em
meios porosos em regime permanente usande a formulagdo de
Elementos Finitos. A abordagem do estudo ‘de fluxo n3o
confinado ¢ feita de duas formas. A primeira considerando
apenas o dominio saturado e utilizando o esquema de malha de
elementos finitos ajustavel para determinar a posigdo da
linha freatica. A segunda, considerando tode o© dominio
saturado—n3io saturado e utilizando o esquema de malha fixa,
com elemento finito iscoparamétrico. A determinagio da posigio
da linha freatica ¢ através de processo iterativo, aplicando
o metodo de Newton Raphson. Cada abeordagem ¢ ilustrada

atravées de exemplos no final do capitulo.

4.2> FORMULAGAO EM ELEMENTOS FINITOS

A equagio governante do problema de fluxo em meios
porosos, em regime permanente, ou seja, sem variag@es no
tempo, ¢ obtida tante da equagio (3.2.28) quanto da (3.3.82
suprimindo-se o©o termo da direita da igualdade, Ja& que

o potencial total ¢ n3oc varia com o tempo. Assim, tem-se:
LCg#d> = VYCKV¢> = O €4.2.12

Usando-se outra notagfo e restringindo-se o estudo

a modelos bi-dimensiocnais, tem-se:

3 : '
LCg) = K, ¥y @ K., %1 =0 c4.2.2
ax - ax ax 4 ax
: 1 2 2



onde:

l(‘c = Kii (para estudo somente no dominio saturadod

K = K K Cpara estudo em tode o© dominio
X ) B

saturado—n3o saturadod
K : condutibilidade hidraulica relativa CO SKr < 1>
K : componentes principais do tensor Kij » que

representa a condutibilidade hidraulica na

saturagao

Esta equag3do ¢ vAlida para a regifo de area A e
contorno S , ao longo do qual deve ser especificado ou o
valor do potencial total ou o valor do fluxo normal.

Se S, ¢ o segmento do contorno S ao longo do
qual o potencial total & prescrito e S2 o segmento ao
longe do qual o fluxo normal ¢ prescrito, ent3ioc as

condi¢gdes de contorno s3o:

¢Cx‘.x2) = ¢ em S1 €4.2.3
ap _ -

Kn _ =9 em Sz Cc4.2. 42
an

ou, O que & O mesmo

ag ap ——
le lxi + sz lx2 = q em Sz c4d.2.5D
ax ax
1 2

onde $ e g sFEo valores conhecidos do potencial total e

do fluxe normal no contorno, e "n" & a normal a S2
dirigida para o exterior. Neste trabalho considerar-se-a
que g ¢ nulo, ou seja, que n3ac h& fluxoc normal a SE .
em consonancia com os tipos de condig@es de contorno
descritos no item (3. 4D, isto &, contorngs impermeaveis e

superficies livres.

Aplicando-se o© método dos residuos ponderados de



Galerkin para obter
equag3o C4.2.2), tem—se:
a kx o 5
WCd = axl 1 6%1

onde
e £ o seu contorno.

Integrando-se

utilizando-se para tanto o tecrema de Green,

k 9 95

WCgp) = - 5= —
axi axi

2  § O i
- |
S
2
K. %% 1 sk
B X —
l.ax : !
1
=

Em outra notacgio,

finalmente:

uma forma

1
- Xz] &p dS = 0
2

&3¢ € a fungio de peso,

por

integral

C4.2.86>

A & a area da regifo de fluxo

partes a equag3c C4.2.6),
obtém-se:
ap aégp
2 3 B dA +
2 2
sl
B 2|69 dS -
2
9
—_— > _
o, 2|64 dS = ©
C4.28.7)
a
na gqual ® , = ¢'x tem-se
i
axi

correspondente a
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WCed = J- [’(xﬁ":-:1‘5‘”':.;1 K Py é¢’xz]dA = 0 c4.2.8.
A

que ¢ a equagio base para a aplicagio do Método dos Elementos

Finitos.

Admite-se que as condig®es de contorno essenciais,

ou seja, do tipo ¢ = ¢ s3o satisfeitas diretamente e que as

o¢

condi¢g®es de contorno naturais do tipo Kn __ em Sz também
an
s3o satisfeitas num sentido integrado, especificando-se

fluxo nulo através do contorno Sf

4.3> ANALISE CONSIDERANDO APENAS O DOMINIO SATURADO
CMALHA AJUSTAVELD

4.3.1) APLICAGAU DA FORMULAGAO EM ELEMENLOS FLHNL LO:

6} Mét odo dos Elementos Finitos ¢ aplicado
subdividindo-se a regifo saturada a ser estudada em um
conjunto de elementos de dimens@es finitas, interligados por
meio de pontos nodais, nos quais s3o determinados os valores

nodais das incégnitas do problema estudado.

Em um elemento individual, a aproximagiXo do
potencial total ¢9 em qualquer ponto em seu interior #
descrito em termos das fung@es de forma N! e dos
valores ¢? do potencial nos pontos nodals do elemento,

e
= D n T ,n n, T
¢ =% Ni ¢i =N @ =¢ ' N €4,3.1.1>
i =9 ~ ~ ~ ~

=)
onde n € o numero de nés do elemento e '"'n" o indice que
indica ser wvalor nodal.

Assim, para um elemento “e", levando C4.3.1.1) em

(4.2.8), obtém—-se a express3io:

LY



s T [K NTON. + K. N N, ]an aa® = o
~ b4 s 2 o p_ & o ~ b -~ £ s
e . 5 A - * % C4.3.1.2
A
ou, de outra forma:
PR [N.T K. N._ + Ni_ K_ N, ]dAe " =0
< > % . 4 o

= c4: 3.1.32

A integral da equag3o (4.3.1.3), calculada sobre

e

toda a regiio A do elemento, fornece a matriz dos

coeficientes do elemento finito, que sera chamada de [ K ] :

B

[k ] = ND k0N, o+ NT k Mo da® C4.3.1.4D
2
e

A nivel de elemento, tem-se a expressio:

16T [K5 ] {4t =0 C4.3.1.5

Somadas as contribuigSes de todos os elementos,

chega-se a seguinte expressio global para tode o dominio:
T
{6t [ K] {et =0 Cd.3.1.8

Como &¢ ¢ a primeira variagio de ¢ , da sua

b

arbitrariedade segue-se que o problema fica retratado,

ent3o, pelo sistema de equa¢g®es lineares:

[K] qdf =0 C4.3.1.7)

onde [ K ] € a matriz global de equilibric e {¢} o vetor

das variaveis nodais.
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4.3.2) MATRIZ DOS COEFICIENTES DO ELEMENTO
CTRI ANGULO LINEARD

Sera usada nesta anidlise restrita ao dominioc
saturado, o elemento triangular linear. DIA531 em seu
trabalho também o utiliza e conclue que ele daA resultados
quase t3oc precisos quante o triangular " com variag3o

quadratica, podendo dispensar sofisticagfo maior.

X, 2
———‘
FIGURA 4.32.1) ELEMENTO TRIANGULAR LINEAR.
No apéndice III encontra-se detalhada a

descrigfio das fungBes de forma deste elemento, em termos de

coordenadas de area. De 14 obtém-se:

aN1 anz aN3
N, = =
N [-.’.:zjl sz cza ] C4.3.2.1D

z
X
Il
~
0
w
-
w
N
0
w
w
—

c4.3.2.2>

C21 €4.3.2.3.2)

6



(=), - B),

32

1 |.'?

€C4.3.2.3.b

€4.3.82.3. 9

C4.3.2.4.a)

C4.3.2.4.bD

C4: 3.8.4.6D

tem—se:

C4.3.2: 52

22
2A
(=), = ()
cza _ 1 2
2A
(<s), = (%)
cai = - | 2
2A
(<), = (%)
Caz = 1 9
2A
(), — (),
Caa -
2A
onde "A" & a Area do elemento.
Assim, na forma de matriz,
21
[ EE ] = 22 K:,c1 [Cu sz Cza ] *
23
C31
* Caz Kx [csz <
c 2
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- i a 1
Cat 21 22 21 23
e - o Koo
l k J = A "zz 73 29 v
~ 2 1
2
! 23 |
- .
Ca DI o | S &
31 31 32 31 33
- Ca c e K
3z 32 33 X,
CE C4.3.2.62
33 |

e

Observe-se que [ k® ] e, por conseguinte [ K ], sZo

simétricas.

4.3.3) DETERMINAGAO DA POSIGAO DA LINHA FREATICA
CMALHA AJUSTAVELD

A solug3iFo do problema de fluxo nd3c confinade em
regime permanente consiste na determinag3o da posig3oc da
linha freitica, ou linha de potencial de press@es w nulo.
Isto determinado, todas as cutras caracteristicas do fluxo
podem ser obtidas como: linhas equipotenciais, linhas de
corrente, distribuig3o de velocidades,...

Como a priori n3zo se conhece a posigio da 1linha
freatica e, consequentemente, n3oc se satisfaz wuma das
condig@es de contorno, ¢ feita uma estimativa de sua posigi3o,
como uma primeira aproximag3o.

A equagio C4.2.20 com Kx = Kii » sSendo valida
i

somente na regifo saturada, 1limita a anilise neste dominio.
Assim, €& feita a discretizag3o apenas da regifo abaixo da
linha estimada.

Montadeo o sistema de equag@es lineares

1)

[k 197 get = o

It
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correspendente a esta primeira malha de elementos finites, e
aplicadas as condi¢®es de contorno, obtém-se o vetor solugZo

{¢}C1) como primeiro resultado.

Lembrando que na superficie freidtica existe a

condi¢3o de que o potencial total ¢ deve ser igual a altura

X, o & feita a verificag3io desta condig¢3io para cada ponto da
malha, pertencente a linha estimada.

Se um ou mais pontos n3o a satisfizerem, efetua-se

uma correg3do nas coordenadas deste(s) ponto(s) de maneira

descrita adiante. Com a nova posig3io da malha de elementos

finitos, monta-se novamente o sistema de equag®es, agora

e obtém-se nova solug3o {¢}ca).

~

Repete-se iterativamente este procedimento até que
todoes os pontos da linha freatica, ou de saturag3o,

satisfagam a condig3o ¢ = X, dentro do critério de
precis3io. A solugio do problema seria dada pela ultima malha

cid

encontrada e pelo vetor solugio {¢} correspondente.
Vide figura 4.3.3.1
v v v

v g
LAY

(

[x] 8=0 . [:_']m:.o T D‘__]mg'o

~

| (1) - | .

( - =

% £ - () ¢ 2 — I egli)
(c) o

~

el

FIGURA 4331) ESQUEMA ITERATIVO DE AJUSTE DE MALHA

O ajuste das coordenadas dos pontos pertencentes a

linha freatica, caso n3o satisfagam a condig3o ¢ = X, é feito

em fungio da diferenga entre ¢P e Cxé)P destes pontos.



xe,
P
Ty REFERENCIAL
(b)
(o)
FIGURA 4.332) AJUSTE DAS COORDENADAS DOS PONTOS DA
LINHA FRE;‘I‘IC!.
Cid
Seja a 1linha de saturag3o F na 1-ésima

iterag3io, conforme a figura (4.3.3.2), com © ponto P de
coordenadas [Cxt)P v XD ] cujo potencial encontrado &

¢C;) . A nova localizag3o de P pode ser estabelecida

numa posi¢3o intermediaria entre sz);i) e ¢;i) , na
direg3o vertical. Contudo, ¢ conveniente generalizar a
variagio da localizagio de P segundo uma direg¢3o inclinada
que pode ser uma linha de pontos nodais ou uma linha de
inclinagzo conveniente ao estudo do modelo considerado.

Assim, a nova posigio de P & dada por:

Ci+1D cid i cid
(xi)P = CXI)P + w[ ¢P - sz)P ] cosf3 C4.3.3.1)
Ci#ld _ ci> cid _ Cid
Cx2)P = sz)P + w[ ¢P szDP ] sen? C4.3.3.2)
3 : Angulo de inclinag3o da linha sobre a gqual o

ponto P desliza

w : parametro que pode variar entre 0O e 1
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A figura C4.3.3:.28.a) mostra a mudanga das

coordenadas de P com mais detalhe. O critério consiste
em rebater a parcela w[ ¢ - )%] sobre a linha de
inclinag3c, achando a nova posigdo de P. Neste estude sera

usado w = 0,5 , seguindo a orientag3o de DEASal.

Este tipo de solug3io com ajuste da malha de
elementos finitos onde somente os pontos da 1linha de
saturag3o s3o ajustados pode, dependendo da diferenga entre a
linha arbitrada 1inicialmente e a 1linha fregtica soluc3o,
criar efeitos de distorgdoc consideraveis nos elementos
situados junto a esta linha, como o elemento finito mostrado

na figura (4.3.3.3) que tornou-se muito alongado.

LINHA ARBITRADA

LINHA SsoLugio

ELEMENTO FINITO

MUITO DISTORCIDO
(ALONGADO )

FIGURA 4.33.3) AJUSTE SOMENTE DOS PONTOS DA LINHA FREA’TIc&.

As situag@es criticas s3o quando a linha
freAtica se encontra muito longe ou muito perto da linha AE
em C4.3.3.3).

Para minimizar este fendmeno, ajusta-se também a
posigdo dos pontos situados abaixo da linha de saturagZo.

Isto ¢ feito considerando-se que os pontos nodais, situados

na mesma linha de ""deslizamento" do ponto P da
superficie freatica a ser ajustado, também s3o ajustados
segundo esta mesma linha, mas de forma proporcional ao

ajuste de P (figura 4.3.3.4). Assim, um ponto T de
coordenadas [ CxOp » Cx 2o ] » situade sob a Area de
influéncia de P ¢ ajustado, proporcionalmente 2 sua

posig3oc vertical relativa, da seguinte maneira:
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cosf3

Civ1d _ oD, Tcid o icd] T
bt s 1" T

P C4.3.3.3

_ )Ci)

senf3

Ci+1d> _ €D €id _ cid 2°F
] + w[¢P szDP ]

b4
2 T 2 T ——
€%.7p C4.3.3.4D

,
FIGURA 4.3.3.4) AJUSTE DA MALHA ABAIXO DA LINHA FREATICA.

Isto diminue os efeitos de uma distorgio excessiva
de elementos, distribuinde a toda malha abaixo da linha

de saturag3io a responsabilidade de absorver os ajustes

de coordenadas. Certamente 1isto significarda mais tempo
de computagio pois, a cada iterag3o, nova matriz de
coeficientes deve ser calculada, mas diminue-se
consideravelmente a possibilidade de erros inerentes
a elementos muito distorcidos. Para diminuir um pouco
este problema de tempo computacional pode-se limitar o
ajuste da malha até algumas fileiras de elementos abaixo
da superficie freatica, mantendo-se dail para baixo a
mal ha original, com os coeficientes da matriz, ja

calcul ados, armazenados.

No ajuste dos pontos da linha freatica hia ainda um
aspecto particular. Em problemas onde h&A face de percolag3o,
ou seja, onde ocorre a condigdo de contorno tipo "
apresentada no item (3.4) do capitule 3, o pento de
intersecg3o entre a linha de saturag®fo e a face externa do

modelo estudado, chamado ponto de afloramento, bem como os
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pontos situados nesta face, s3Zo ajustados, cada qual
exatamente como no critério de ajuste de pontos pertencentes
a linha freatica, sem a necessidade de ajuste
proporcional. Assim, para os pontos da face de percolag3do o©

ajuste & dado por Cfigura 4.3.3.5:

Ci+1) cid cid cid
= = . 3.3.5)
CXAJFP cxij‘P + w[ qu'P szjFP ] cosf3 C4.3.3
ex 3SEHD oo 5€4d | U €40 0 5C9) conp C4.3.3.6
2’ FP 2’FP FP 2’ FP e i

PONTOS DA FACE

“/(/ DE PERCOLAGAD

NP

FIGURA 4.335) PONTOS DA MALHA SITUADOS
NA FACE DE PERCOLAGAO

Em problemas onde a linha freatica termina em um

dreno de pé, como indicado nas figuras (4.3.3.6) e
C4.3.3. 73 a solug3oc ¢ obtida discretizando-se a malha de

elementos finitos de maneira que as linhas inclinadas,
segundo as quais as coordenadas dos pontos s3o ajustadas,
acompanhem a inclinagd3o da face do dreno. Os exemplocs
das figuras (4.5.1.4) e (4.5.1.86) apresentados no final deste

capitule ilustram bem esta situag3o.

FIGURA 4.3.3.6) BARRAGEM COM DRENO DE Fé (INCLINADO ),



“iq

’ i
FIGURA 4.3.3.7) BARRAGEM COM DRENO DE PE (HORIZONTAL),

Seja qual for o problema a analisar com a abordagem
de malha ajustavel, a convergéncia sera tanto mais rapida
quanto mais préxima a linha arbitrada estiver da posig3o
solucio da linha freatica.

Contudo, wuma limitag3io deste esquema € quando ©
problema a ser rescolvido € composto por camadas de materiais
com propriedades diferentes. Un exemplo tipico ¢ o de
barragem com dreno tipo chaminé no seu interior, como

ilustrado na figura (4.3.3.8).

FIGURA 4.3.3.8) BARRAGEM COM DRENO TIPO CHI\M!NE

Este tipo de situagio requer alguma pratica para
discretizar a malha de elementos finitos c¢com uma linha

freatica inicial arbitrada adequadamente.
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4.4> ANALISE CONSIDERANDO TODO O DOMINIO SATURADO-
NAO SATURADO C(MALHA FIXAD

4.4.1) APLICAGAO DA FORMULAGAO EM ELEMENTOS FINITOS

A mesma express3io (4.2.8) para elementos finitos é

usada aqui:

WC gD = [Kx¢'x 6¢'x Y Kx P 5 6¢'x ]dA = 0 C4.4.1.1D
A 1 1 1 2

lembrando, agecra, gque K = K e que, desta forma, a

Xy rKii
equagioc ¢ valida para todo o dominic saturade e também
ndc saturado.

Portanto, todo o dominio fisico do modelc estudado
deve ser discretizado em elementos finitos, interligados
pelos pontos nodais nos quais ser3io determinades os valores
nodais das incdédgnitas procuradas.

O algoritmo de solugico aqui utilizado tem a
particularidade de n3o necessitar de ajustes da malha de
elementos finitos. Para a localizag3oc da posig3o da
superficie freatica em problemas n3o confinados & langado m3o
das caracteristicas de elementos finitos isoparamétricos e
usado um esquema iterativo tipo Newton Raphson para
solucionar o sistema de equagdes.

No elemento isoparamétrico n3o sé o potencial total

e

@ no seu interior, como também as coordenadas x1 e X,

sZo descritos em termos das fung®es de forma correspondentes
n

Nl e dos valores do potencial @ nos nés , e das
coordenadas x? e XZ também nos nés.
e
e 5 n
¢ =X Ni¢l C4.4.1.2d
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e
n

n
= C4.4.1.3
X, b 3 NICxi)i
§i=
e
n n
= 5 C4.4.1.4>
X, T Nicwz)i
i=1
Ni : fung®es de forma ou de interpolag3o
¢? : potencial total nos nés do elemento
xT , x: : coordenadas dos pontos nodais do elemento finito
n® : namero de nés do elemento
Langando-se m3o, come sera visto adiante, das
peculiaridades da integragi@o numérica da matriz dos

coeficientes de um elemento iscoparamétrico, ¢ possivel
descrever qualquer pariametro P® do seu interior avaliando-o
nos pontos de integragio. Assim, pe pode ser descrito pelas
fung@es de forma N avaliadas nos pontos de integrégzc.

i

e pelos valores nodais P? do paréametro Cref. 18).

e
n

P = ¢ NP Cdd. 180
=1

E isto que efetivamente & feito com a

condutibilidade hidraulica Kx = fCy2, descrevendo-a em
i
termos das fung@es de forma e dos seus valores nodais no

elemento:

e
n
Ki - Ni[l(;] C4.4.1.6.2)
1 i=1 1)1
ne
KS = ¢ Ni[l(z] C4.4.1.8.b>
2 i=1 z)i

Sendo que os valores nodais da condutibilidade

hidraulica Kx = fCyD sZo obtidos em fungXo do potencial



de pressdes nce referido no, conforme a relag3o Koy
apresentada no item (3.5.1) do capitulo 3.

Levando, ent 3o, C4.4.1.8> em C4.4.1.1D>,
consideradas as rel agSes C4.4.1.3D i C4.4.1. 4> e
C4.4.1.6.a,b) obtém-se:

A ' cd.4.1.7D

* €

onde Kx - Kx est3o assinalados com asterisco (% para
1 2

lembrar que s3o parimetros avaliados nos pontos de integrag3o

segundo C4.4.1.6.a,b).
A semelhanga do descrito no item (4.3) Canilise no

dominioc saturade), a matriz do elemento € expressa por:

X x <
2 . -

[k°] = [N:r KX No_o+ NI KEON, ]dAe C4.4.1.8D
C p ok b 4
als - 3 L i 2

Somadas as contribui¢®es de todos os elementos,

chega-se a um sistema de equagdes do tipo [ K ] {¢t = O,

nio linear, a ser solucionado. Ele € n3o linear devido 2
relagdo de dependéncia entre a condutibilidade
hidraulica e o potencial de press@es Kx = fCyd.

i

4.4.2> MATRIZ DOS COEFICIENTES DO ELEMENTO
CQUADPRILATERO ISOPARAMETRICOD

Como pode-se observar pelas equagBes ($4.4.1.23,
c4.4.1.3>, C4.4.1.4> e (4.4.1.6.2a,bd, o elemento
isoparamétrico caracteriza-se pelo fato das fﬁngaes de forma
serem as mesmas para definir geometria e fung3io no elemento.

Nesta analise de todo © dominio saturado—n3o
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saturado seri usade o quadrilitero linear isoparamétirico como
elemento finito para discretizar o dominio do problema.

Seja o© elemento da figura (4.4.2.10 com quatro nés

i=1,2,3.,4 com seus respectivos valores das coordenadas
globais C}c)i . sz)i e valores nodais das fungfes C¢)i.
1
CKx Di ¢ K., Di . O elemento ¢ descrito também em termos
2 T2
de coordenadas locals ¢ , 1 que variam entre -1 e +1.

Fu,l 3 COORDENADAS
“z’: X, Xz
IKx1}3
X, (K )y FUNGOES
’1 K’| lkgz
Ely=1) (43

%
- ,
FIGURA 4.4.2.1) QUADRILATERO LINEAR ISOPARAMETRICO

As fungfes de forma para este elemento s3o dadas,

em termos de coordenadas locais, por:

N, = _1_ [1 + ggi][1 + ’mi] C4.4.2.1D

Para o célculo da matriz do elemento ¢ necessario
derivar as fungf@es de forma Ni em relagio a X € X,
coordenadas globais. Como as fungSes Ni s3o dadas em termos
de coordenadas locais, ¢ necessario expressar as derivadas
globais em termos de derivadas locais. Pela regra da cadeia,

de diferenciagio parcial, tem-se:

aNi 6Ni th 6Ni axz
= + C4.4.2.20

¢ ox o ox, %

Fazende o© mesmo em relagio a 17 e escrevendo em

forma matricial obtém-se:
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- = o b r 5 " aN. h
aNi 0%1 axz aNi i
or or aE axi 6}{1
4 L = 4 L = [ F ] { - 4.4, 72 3D
~ aN
aNi 6x1 6x2 aNi i
Lan ] Lo an | Lox, | | ox, )
onde [ e | ] ¢ chamada matriz Jacobiana.
Para obter-se as derivadas glcbais, inverte-se
a matriz [ J ].
- 5 - 3
aNi aNi
ax -1 |%¢
A A D C4.4.2. 4D
N o~ N
i
. 2d han -
N N
e chega—-se as expressdes para i'x e i'x a serem
1 2
usadas na matriz do elemento:
6Ni 1 6x2 aNi axz aN,
- < % C4.4.2.5. 20
I, | 7| L ean o 3 an
N dx 8N ax dN
e @ b E TR TR C4.4.2.5.b
ax, | 7| 8¢ on OF
onde | J | = o determinante da matriz Jacobiana,

Ll

ou simplesmente "Jacobiano" : '



ax‘ axz axl dxz
| 3| = = C4.4.2.6

oy on on %

Vale lembrar que, em (4.4.2.4> e (4.4.2.5.a,b),
as derivadas das coordenadas globais em relagZioc as locais

s3o expressas por:

ax n< aN,
D > % C4.4.2.7. 2D
i= T L
or ot
ax, n° N,
= ¥ Ex) C4.4.2.7.b
— gy — LU2J4
az aZ
ox, n® N,
= B Pa]i C4.4.2.7.¢d
i=1 —
an
ax n® &N
= ¥ % C4.4.2.7.dd
_— 4o 2)i
an an
e gue:
oy 1
- ¥y [ 1 + ””1] C4.4.2.8.2d
oF 4
o 1
— b B BRG] C4.4.2.8.bd
an 4

Complementando, € necessario ainda expressar o
elemento de 4area sobre o qual a @ integral da express3o
€(4.4.1.8) & calculada, em termos de coordenadas locais, com a

adequada mudanga nos limites de integrag3o. Desta forma:



dA® =

.

Assim,

elemento:

+1 +1
*
[ K°] = Nk N
L, b o
1
1 Ja
onde i ; e Ni.
1 2
k¥ ek
>
1 2

A expressio (4.4.

utilizando-se a Quadratura

para duas dimensdes € Cref.

dx1 dx& = | J | d& dn

C4.4.2.9

pode-se reescrever a expressio da matriz do

+ N; K, N ]| J | d& dy
» =< : o
2

C4.4.2.102

s3o calculados segundo (4.4.2.5.a,bd e,

s3do calculados segundo (4.4.1.6).

2.10) ¢é& integrada numericamente
Gaussiana, cuja férmula genérica
590 :

+1 ~+1 n m
CGCE ,m2dédny = § Y G(E,.nw.,w C4.4.2.11>
J—l -1 i=1 j=1 [ . J] 173
Wi wJ fatores de peso
G : fung3io das variaveis § e 7n
Zl . nj abcissas dos pontos de integracgio
G[Ei.nj] valor puntual de G para coordenadas Ei e nj
n ., m numero de pontos de integracio em cada
diregio
Para (o) elemento finito quadrilatero linear
isoparamétrico, com matriz de elemento expressa por
(4.4.2.10> e com fungBes de forma expressas por (4.4.2.1),
O numero de pontos de integrag3o ¢ dois '‘em cada direc3o
Cn=m=2D, com coordenadas Zi e ni assumi ndo valores
+
-Y 3 e fater de peso w, = w, =1. Cref. 22,59

i

J
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Com o© objetivo de tornar mais versatil a operagio
de discretizar a regifoc a ser estudada, incluiu-se no
programa o elemento finito triangular linear. Este elemento,
compat{ivel com o quadrilitero linear isoparamétrico, facilita
a discretizagdo de cantos do contorno geométrico da regiio
estudada e também facilita a execu¢3do de transig¢io de trechos
de malha mais fina para trechos de malha mais espagada, e
vice versa, confeorme pode ser observado nos exemplos no final
do capitulo.

O detalhamento do elemento triangular linear e

apresentado no item (4.3.2) e no apéndice III. Devido as
caracteristicas deste elemento, o coeficiente de
condutibilidade Kx € tomado como constante em qualquer

i
ponto do seu interior, diferenciando-se do elemento

isoparamétrico no qual € calculado nos pontos de integrag3o.
A existéncia de elementos triangulares em alguns

pontos da malha n3o interfere no esquema ora apresentado,

como pode-se observar nos resultados dos exemplos no final do

capitulo.

4.4.3> DETERMINAGAO DA POSIGAO DA LINHA FREATICA
CMALHA FIXAD

Para obter-se © resultade final do problema
estudado € preciso antes aplicar as condig®es de contorno ao

sistema de equagBes dado por (4.3.1.7). As condi¢B®es de
o

contorno naturais , do tipo -_ = 0 , s3o sempre
an

satisfeitas, num sentido integrado, ndoc se prescrevendo
qualquer fluxo normal a superficie. As condig¢@es de contorno
geométricas, do tipo P = X, s¥o impostas através de
valores prescritos nos nés pertencentes as superficies onde
se tem tais condig¢®es de contorno. .

Em problemas de fluxo n3io confinado, como n3io se

conhece a priori a posig¢io da superficie freatica, n3o se
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pode impor as condig¢g®es de contorne a ela correspondentes, e
o sistema n3Fo pode ser solucionado diretamente.

Para contornar esta situagio, ¢ pratica usual
assumir uma superficie livre, resolver a equagio (4.3.1.7) e
checar os resultados, verificando se as condig@es de contorno
geométricas da superficie livre s3o satisfeitas, visto que as
condi¢®es de contorno naturais s3o satisfeitas automaticamen-
te como fol visto acima. Caso isto nd3c ocorra, itera—-se com a
superficie livre até encontrar a solugi3o final.‘

Como todo o©o dominio fisico do problema n3o
confinado estudado ¢ representado usando-se uma discretizagio
de elementos finitos, e face aoc fato de n3ioc poder haver fluxo
na regido n3o saturada, utiliza-se o artificio de n3o se
representar o material acima da superficie livre. Este
artificio ¢ mais facilmente efetuado computacionalmente
transformando-se o problema numa forma nio linear, onde na

regidoc saturada considera-se Kx igual A condutibilidade
i
saturada e na regifo n3ao saturada considera-se uma redugfo no

valor de Kx .Ou seja, incorporam-se as condig@es de superfi-
i
cie livre através da considerag3o da variagfo da condutibili-

dade hidraulica do material versus potencial de press@es.
No final do item (3.5.1) do capitule 3 é

apresentada uma anadlise sobre as diferentes maneiras de se

representar a relagio Kxyp tendo-se optado pela mais
simples. A figura (€4.4.3.13 reintroduz a relagio de
Kxy escolhida para este trabalho, a qual também &

traduzida pela express3o (4.4.3.1).

K para ¢ Z x

s 2
Kx = Cd4.4.3.1>

i 0, 0001 KS para ¢ < R
O valor de Kx diminue abruptamente a medida que

i

W decresce e passa a valores negativos. Para evitar
instabilidade numérica devido a possivel presenga de

elementos nulos na diagonal da matriz do sistema de equagdes,

63



adota-se um valor constante muito pequenoc para Kx » por
1

exemplo 00,0001 , na regifio de y negativo. Em outras
palavras isto significa nZo representar o material acima da

linha freaAtica, ou seja, efetivamente "remover™ os elementocs

niXo saturados e deixar ativos apenas os saturados.

Kr"KK;
]
_.._w.?.lﬁ_‘o.oo—- Yeta-x,)
(=) (+)
FIGURA 44.3.1) VARIAGAO DE K X .

Feitas estas consideragdes, para i mpor
computacional mente as condi ¢Bes de contorno a equag3o
C4d. 3.1 .75 adicionam-se altos coeficientes de
condutibilidade hidriaulica aos elementos da diagonal
da matriz [ K ] correspondentes aos nés de contorno
prescritos e especificam-se condi¢gdes de fluxo que

resultam nos potenciais totais dados Cref. 18).

A equagio (4.3.1.7) fica:

([x 1%+ [x71°) feb = o c4.4.3.2>

k
[ K ] : matriz global dos coeficientes, sem as condigSes

de contorno.

b
[ K ] : matriz diagonal onde o© 1i-ésimo elemento da

diagonal & igual a zero se ¢1 n3doc é prescrito,
ou entIoc &€ 1igual a k , onde k » kii , Sse ¢i
& prescrito.

b
{Q} : vetor cujo i-ésimo elemento nulo se ¢, n3o &

prescrite, ou ent3o ¢ igual a k¢i se ¢1 é

prescrito.
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Observe-se que este procedimento de especificar
potenciais totais prescritos n3o intreduz nenhuma dificuldade

numérica na solug3do de {¢} 5 i ndependentemente da magnitude

S

de *“k'" empregada, por que "k & apenas adicionade aos

elementos da diagonal de [ K ]k.

Cabe aqui um paréntesis. Com a utilizag3io do
procedimento acima descrito, pode ccorrer durante a sclugio
do sistema de equagBes pelo método dé eliminagio de Gauss, o
surgimentce de mensagens de “floating underflow", emitidas
peloc computador. Isto se deve ao fato de, pelas

caracteristicas do problema, haver valores muito préximos de

zero em algumas posi¢g@es fora da diagonal principal da
matriz dos coeficientes, os quais s3o divididos pelo piveé
cujo valor “ e muito maior comparativamente.

Ocorréncias deste tipo, contudo, n3o distorcem os resultados.
Para checar isto, foi testado outro procedimento de
aplicag3c das condi¢g@®es de contorno ao sistema de equagdes,
© qual consiste em zerar a linha e a coluna correspondente
ao no prescrito, colocar © valer 1 Cumd na posig3o da
diagonal principal e © valor prescrito na posigi3Eo
correspondente do vetor dos termos independentes e, ainda,

efetuar algumas operag®es neste vetor pois ele se modifica ao

ser feita a operagZo ora descrita na matriz dos
coeficientes. Os resul tados obtidos com os dois
procedimentos distintos n3o apresentaram diferengas
significativas, raz3o porque & aplicado neste +trabalho o

primeiro, que envolve menos operagfes computacionais.
A continuag3o, tendo em vista, ainda, as relagBes
C4.4.3.12>, a solug3o do problema ¢ obtida utilizando um es-

quema iterativo tipo Newton Raphson. Assim,coperar-se—-A sobre:
k b
{FY + AFE = {Q}b =0 C4.4.3.3

onde

{FE” = [k 1° {et €4.4.3.0
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n T
{F}k - ¥ BCe) [Eie) BCeJ ¢]dAe C4.4.2.5
~ {=1 e-\. sk ~ ~
A
.Nl
¢S = Ca.4.3.6)
~ N,
[~ %2
= »
Ky_ )
If.:{' ' - S C4.4.73.7)
“e [ ] ~r
L z
A lLeracdo e Heswl o Baphison & et b vl ola mavneesl ooy
tsval el 1)
ST Ll e Iy 8 i) b . gpCi—=12 abCi-12
[Lx ] R i A AR TR U vy
4. 4. 3.8
n® T
[ K ]kCJ.—J.) - 5 gled K;e)(i—l) ged e €. 47500
~ i=1 e-v A ~
A
n® T
{F}kC1—1) _ gte? [Kc@au—m ple> ¢Ci-1)]dhe
b4
~ i =1 ~ ~ ~ ~
Ae
C4.3.3.10D
e, finalmente:
1684 = Jaitt™2 4y lapptd? C4.4.3.12
O coeficiente Yw pode assumir valor entre
0,5 e 1,0 e ¢ aplicado para melhorar a convergéncia. Neste
trabalho adota-se mal ha

w = 0,85 ,

4 semelhana do esquema de



ajustavel. O usoc de w = 1,0 mostrou que a convergéncia &

mais lenta, ocorrendo instabilidade em alguns casos.
Repete-se iterativamente o algoritmo acima

até obter-se convergéncia, dentro do «critério da

Norma Euclidiana:

cid
[1a¢™"" ||

>
|

2 % E C4.4.3.132

I

2

Os exempl os ilustradeos pelas figuras C4.5.28.22
e C4.5.8.8> mostram os resultados obtidos com este
esquema, comparados com os resultados obtidos com o esquema
de malha ajustavel e com os apresentados por
MASLIA45 » respectivamente.

Este esquema, entretanto, n3o mostrou ser eficiente
no trato de problemas onde © meio poroso & constituido de
faixas verticais, ou préximas da direg3o vertical, com scles
de diferentes coeficientes de condutibilidade hidraulica,
principalmente quando ocorre o caso de uma faixa de soloc com
coeficiente de condutibilidade hidraulica maior que os das
faixas adjacentes, determinando um maior gradiente
hidraulico e, consequentemente, uma inclinag3o mais

acentuada da linha freatica.

A figura (4.5.2.6) apresenta um exemplo com

as caracteristicas acima descritas = ilustra, para
cada iterag3do, a posigio da linha freitica que vai
sendo determinada segundeo (4.3.3.12). Nota-se claramente

a nac convergéncia na regifio préxima a linha EI que
delimita as duas faixas de solo com propriedades diferentes.

FPara superar este problema foi aplicado o algoritmo
de Newton Raphson modificado, no qual a matriz dos

P k
coeficientes [ K ] ¢ estabelecida somente no inicioc das

bl

iteragdes e n3o ¢ mais modificada. Assim, no lugar da
equagio C4.4,. 3.8) utiliza-se a equagio seguinte,

permanecendo inalterado o restante do procedimento.
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Os resultados obtidos com este algoritmo, no estudo .,

do exemple em quest3o, sio apresentados na figura (4.85.2.72,
a qual ilustra a posigiEc da 1linha freatica a cada
iterag3o para que se possa observar a convergeéncia.

A equag3o ((4.4.3.14> apresenta, também, outra
vantagem que consiste em montar a matriz dos coeficientes do
sistema apenas uma vez, jJ4 que ela permanece constante para
cada nova itera¢io. Isto diminue o tempo de ,computag3oc pois o
sistema ¢ +triangularizado uma uUnica vez. A desvantagem
reside no fato de poder afetar a precisZo.

No presente trabalho a matriz [ K ]kCO) &

calculada considerando saturada toda a regifo da barragem
abaixo do nivel d’Agua a montante.
Tendo convergido o sistema n3o linear e encontrade o

vetor solugdo {¢} » a posigdo final da superficie freatica ¢

determinada pesquisando-se os elementos cujos ndés apresentam

valores nodais positivos e negativos para o potencial de

pressdes w = ¢ - xi A linha freatica esta, assim,
passando por estes elementos e, através de uma interpolag3o
efetuada nos lados do elemento onde os nds extremos

apresentam valores nodzais de w positivo e negativo,
encontra-se o ponto onde w = 0 ou, o que € © mesmo, ¢ = X,
pertencente & superficie freatica (figura 4.4.3.2].

Y- Yi-)

h’to

Wi4)
Wi

FIGURA 4.4.3.2) LINHA FREATICA ATRAVES DO ELEMENTO
QUADRILATERO  ISOPARAMETRICO .



4.5> EXEMPLOS
4.5.1> EXEMFLOS COM MALHA AJUSTAVEL

Para ilustrar a aplicagdoc do esquema de malha
ajustavel s3oc apresentadas solugdes para barragens homogéneas
com trés tipos de condig@es de contorno a jusénte. ou seja,
uma situagdo de face de percolagl3o, uma situag3o com dreno de
p¢é¢ inclinado e outra com dreno de pé horizontal.

A figura (4.5.1.1) apresenta um casoc hipotético de
uma barragem homogénea cujas caracteristicas estio listadas
na tabela €4.5.1.13. Obser va-se nitidamente o ajuste
proporcional de toda a malha de elementos finitos. Como a
malha inicialmente estimada estava préxima da posig3Eo

solugdo, n3io ha elementos finitos deformados.

Tabela 4.5.1.1) Caracteristicas do exemplo
da figura €4.5.1.41D

propriedades Kx = Ky =0,01 m-dia todos os elementos
1 2
condigBes de | ¢ = 7 m em AB
:

contorno @ =1m em FG

op = 0 em BE, AG

an

¢ = x, " em EF

A solug3o para barragem com drenc de pé€ inclinado
€ descrita nas figuras (4.5.1.2), (4.5.1.3) e (€4.5.1.4), as
quais mostram diferentes malhas e condig¢®es de contorno, e
como isto interfere na sol ug3o. As  caracteristicas
correspondentes a cada figura est3o descritas na tabela
C4.5.1.2D>. |
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Tabela 4.5.1.2) Caracteristicas dos exemplos das
figuras (4.5.1.28), (4.5.1.30 e
€4.58. 1.4
figura figura figura
C4.5.1.23 |C4.5.1.3D [€C4.5.1.4D
propriedades Kx =1,0 ms/dia — - elemento
i l.aol
Kx =0,01 mr/dia| todos os| todos os| demais
1 elementos |elementos |elementos
condigBes de| @ = 100 m em AE em AB em AB
contorno 3 =0m em G em G,H em G,1
ap _ = —= = = —
=0 em BE,AG| em BE,AG| em BE, A
én
¢ = xz em EG em EG em EI
Na primeira figura (4.5.1.2> a condig3io de contorno
5 = O 1imposta apenas no né G n3oc forneceu a solugio
correta. Impondo-se esta mesma condig3o aos nés G e H, como

mostra a figura (4

Ap = e Gk 3 JN

solug3do encontrada por ARAL Cref. 45D.

¢

Uma

outra

solug3io

é

O em H pois no trecho GH n3o existe dreno.

apresentada

(4.5.1.40 na qual modificou-se um pouco a malha e

um

condutibilidade hidraulica superior ac do corpeo da

@ =0

e impés-se

mais préxima da obtida por HARR,

em G e I.

novo elemento "a' na regi3o do dreno,

na

ocbteve-se uma melhor aproximagio a

Mas &€ incorretoc impor

figura

incluiu-se

com coeficiente de

barragem,

A scolug3io cobtida assim foi bem

e também por ARAL Cref. 45).

Nota-se, desta forma, a necessidade do wusuirio
discretizar a malha inicial adequadamente para obter bons
resul tados. l

Para barragem com dreno de pé horizontal,
apresentam-se, a seguir, dois exempl os mal has

com
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diferentes. A tabela (4.5.1.3) fornece as caracteristicas de
ambos. Os resultados s3o comparados com os obtidos peor
ARAL o MASLIA (Cref. 450, No item seguinte (4.5.2) também
= feita uma comparagio com resultados obtidos com o©
esquema de malha fixa, para este mesmo problema. Mais
uma vez observa-se a importancia de wuma malha bem
discretizada ao se comparar as figuras (4.5.1.9) e
C4.5.1.B62.

Na figura (€4.5.1.5) ha uma deformag3do grande nos
elementos préximos ao dreno. O caso de barragem com drenc
horizontal, analisada com o esquema de malha ajustavel, € o
mais critico devido as condig@es de ajuste dos nds junto ac
dreno os quais, ajustados segundo diregdes muito prédximas da
horizontal, podem deformar demais a malha. A figura (4.5.1.6)

apresenta uma malha melhor para estudar este problema.

Tabela 4.5.1.3) Caracteristicas dos exemplos das
figuras (4.5.1.8) e (4.5.1.86D

propriedades Kx = Kx =0,01 msdia todos os elementos
1 2
condic¢c®Ses de @ =100 m em AB
contorno ?=0m em FG
% =0 em BF,AG
an

4.5.2> EXEMPLOS COM MALHA FIXA

Para ilustrar a aplicag3o do esquema de malha fixa,

onde se discretiza todoe o dominio saturado-n3osaturado,
sdoc apresentadas as solug@es de VvaArios exemplos de
barragens, tanto homogéneas quanto heterogéneas, com

diferentes condig¢g@es de contorno.

Com excess3o dos dois primeiros exemplos, todos
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45
os demais s3Zc semelhantes aos apresentados por MASLIA e,

consequentemente, s3o comparados aos resultados obtidos por
este,.

No primeiro exemplo, ilustrado pela figura
(4.5.2.1), nota-se a boa aproximagio do resultado obtido com
esta técnica, comparado com o resultado obtido com a solug3o
grafica de Casagrande.

No exemplo da figura (4.5.2.2), que € comparado com
o exemplo (4.5.1.1), observa-se que o esquema com malha fixa
fornece uma linha freatica pouco acima da do esquema com
malha ajustavel, o que ¢ de se esperar visto que nesta
segunda solugZo nIo se leva em conta a contribuigdo da zona
ndoc saturada.

As caracteristicas dos exemplos das figuras

(4.5.2.10 e (4.5.2.28) sZo apresentadas na tabela (4.5.2.1D).

Tabela 4.5.2.1) Caracteristicas das barragens das

figuras C4.5.2.10 e (4.5.2. 2>

figuras ' C4.9, 8. 12 c4.8.8.28
propriedades Kxi=0.01 m-dia todos os todos os
elementos elementos
condigdes de  =7m em AB em AB
contorno @ =0m em EF -
¢ =1 m = em FG
% -0 em AF,BCOE | em AG,BCDE
an
¢ = x, - em EF

Para todos os exemplos seguintes € utilizada a
mesma malha de elementos finitos apresentada na figura
(4.5.2.3>, mas com propriedades diferentes para cada exemplo,
conforme as tabelas correspondentes.

Analisando primeiramente barragens com drenoc de pé
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horizontal, apresenta-se um caso de barragem heterogénea,
conforme as caracteristicas listadas na tabela (4.5.2.20.

As figuras (4.5.2.4> e (4.5.2.5 d3o a posigdo da
linha freAtica para a barragem homogénea. Na figura (4.5.2.40
estio plotados os resultados obtidos com os cinco tipos de
representagio da relagi3o Kxy , conforme as consideragdes
feitas no item (3.5.1) do capitulo 3, e na figura (4.5.2.5
é feita a comparagdo com os resultados obtidos por
MASLIA44 , mostrando boa aproximagio entre as QUas solugdes.

Para a barragem heterogénea, com dois tipos de
solo, apresentam-se na figura (4.5.2.63, a titulo ilustra-

tivo, © resultado n3Ec convergente obtido com © esquema de

Newton Raphson = na figura €4.8.2.72 o resul tado
convergente obtido com o© esguema de Newton Raphzon
Modificado (vide item 4.4.3 do capitule 4. A figura

(4.5.2.8), para melhor clareza, mostra apenas a posig3do da
linha freatica na ultima iterag3o da figura (4.5.2.7),
comparada com a solu¢g3do obtida por MASLIA. Nota-se uma
diferenga entre as duas sclugBes na regido central da
barragem. Isto talvez se deva aco fato de MASLIA considerar o
coeficiente de condutibilidade hidraulica como constante
dentro do elemento finito ao invés de calculid-lo nos pontos
de integrag3ioc como €& efetuado neste trabalho.

Para ilustrar a versatilidade do presente esquema
de malha fixa no trateo de barragens heterogéneas, a figura
C4.5.2.9 apresenta a posigio da linha freidtica em barragenm
heterogénea com quatro tipos de solo, conforme propriedades
descritas na tabela (4.5.2.2).

A fim de analisar a convergéncia destes exemplos,
Ltodos foram calculados com 7 iterac@es sendo encontradeos os
seguintes wvalores para a Norma Euclidiana: £1=O.OO74 ;
£z=0.0168 = £3=O.0142 correspondentes respectivamente as

figuras (4.5.2.8), (4.5.2.8) e (4.5.2.9).
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Tabela 4.5.2.2) Caracteristicas dos exemplos
das figuras (4.5.2.42 a (4.5.2.9

C4.5.2.6)
figuras C4.5.2. 4D £4.85,.2.72 C4.58.2.9)
C4.8.2.5 ] C4.5.2.8
proprie- Kx =0,01m/dia| todos os| em DEIJ em DEMN,
dades 4 elementos FGIT
Kx =0,5 m/dia — em ACDJ,EFGI | em GHIJ
i
Kx =5,0 ms/dia - —_ em EFLM
i
Kw =50 mrs/dia — — em ACDN
i
cond. 5 =100 m em AB em AB em AB
de =0m em EF em GH em HI
contorno| °® = o BCDE, AF | BCDEFG,AJTH | BCDEFGH,
én I NA

Para analisar o caso de barragem com ocorréncia

de face de percolag3o, as figuras C4.5.2.100 ©
(4.5.2.11) apresentam o estude de barragem homogénea e
heterogénea respectivamente, cada qual com quatro
composigfes diferentes de condigZo de contorno, isto &,
c$1=1oo i $z=4o>. c$1=1oo. 5;303 ; C$1=80 v $,7400 e C$1=80
.E;=303 onde 51 represnta o nivel a montante e 5&

representa o nivel a jusante da barragem. Observando-se os
varios resultados conclue-se que o nivel a montante & o

principal determinante da posig3o da 1linha freiAtica no caso

de barragem homogénea, visto que a variag3io de nivel a
Jusante, mantido constante o nivel a montante, pouco
afeta a linha freatica. J4 na barragem heterogénea ambos

©os nivelis s3o importantes para a linha freatica. Novamente
obser vam-se diferengas entre os resultados deste trabalho e
os de MASLIA, na regifc central da barragem A tabela

€4.5.2.3)> fornece as caracteristicas dos exemplos das figuras
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Tabela 4.5.2.3) Caracteristicas dos exemplos das

figuras (4.5.2.10) e (4.8.2.112

figuras
caso €4.85.2.10 A B I
I
proprie- I1 Kx =0,01 mrsdia|todos os elem. |ABCDEM, FGHI JL
¢ .
dades 111 K =0,5 msdia — em EFLM
X
v i
cond. de & =100 m em AC em AC
contorno I @ = 40 m em FH em HJ
agp _ — e+~
= 0 em CDEF, AH CDEFGH, AMLJ
an
® =100 m em AC em AC
11 ?2 =30 m em GH em IJ
% - o em CDEFG,AH | CDEFGHT, AMLT
an
5 = 80 m em AB em AB
III| & = 40 m em FH em HJ
9% - o em BCDEF,AH | BCDEFGH, AMLJ
an
@ = 80 m em AR em AB
IV @ = 30 m em GH em 1J
% -0 em BCDEFG,AH |BCDEFGHI,AMLJ
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C4:.8; 8. 102 e 4.8 .11, Todos os exempl o= foram
calcul ados com 7 iterag¢gdes para poder comparar os valores da
Nor ma Euclidiana que est3o apresentados nas préprias
figuras.

O caso de barragem com dreno de pé inclinado &
apresentado nas figuras (4.5.2.120 e (4.5.2.13) que 1ilustram
a solugdo para barrragem homogénea e para barragem
heterogénea respectivamente. A tabela (4.5.2. 42 fornece
as caracteristicas de ambas as figuras. Os resultados
sdo comparados com os obtidos por MASLIA e ARAL Cref. 45>,

notando-se beoa aproximagd@o no caso da barragem homogénea e

uma diferenga na regifo central, no casco da barragem
heterogénea. Os valores da Norma Euclidiana, para 7
iteragdes, s3oc g =0,0053 e £ =0,0142 respectivamente.

Tabela 4.5.2.4) Caracteristicas dos exemplos das

figuras (4.5.2.12) e (4.5.2.13>

figuras 4.5.2.12> £4.8. 2.13D
propriedades Kx =0,01 msdia em ABCDEH em MLED
i
KX =0,5 mrsdia — em ABCDM, EFGJL
i
Kx =5,0 mrs/dia em EFGH em GHIJ
i
condi¢Ses de @ = 100 m em AB em AB
contorno ?=0m em FG em AT
a
% =0 em BCDEF, em BCDEFGH.
an AHG AMLIT1
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5) FLUXO EM REGIME TRANSIENTE

5.1 IMNIRODUGAOD

Este capitule apresenta o estudo de fluxo em meios
poreosos em regime transiente, usando o Métode dos Elementcos
Finitos. A abordagem  feita considerande todo <o dominice
saturade—-n3oc saturado, utilizande-se o esquema de mal ha
de elementos finitos fixa. 0O esquema de integragio no tempo
¢ o trapezoidal e para a solug@o do sistema nac linear de
equagdes Jque traduz o problema em estude €& utilizade o

métode de Newton—-Raphson.

5. 2> FORMULAGEC EM ELEMEMNTQZ FINITOS

A equagdo C32.3.28) rege o problema de fluxo em
meios porosos, em regime transiente. Usando wuma notag3o
diferente e reduzindoe o estudec a modelos bi-dimensionais.

obtém-se:

I
=
D
B
+
o

LC D 27 - g &€ =0
3 A — S S| =
g ax ax ax n ot
1 1 2 2
£5. 2,00
onde:
Kxi= B By
Kr : condutibilidade hidraulica relativa kO < Kr < 1D
Kii componentes principais do tensor Kij qué representa

a condutibilidade hidraulica na saturac3o
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& ot de umddades vl umesbrioo

n 1 porosidads

Sa : ceeficiente de armazenamento especifico
C : capacidade de umidade especifica

il

Tendo em vista as vantagens apresentadas pelo
esquema de malha fixa ne estude de fluxe em regime
permanente, abordar-se-4 © estudo de fluxe em regime
transiente apenas com © método de malha fixza., A utilizagido do
esquema de mal ha ajustavel tambem seria possivel
apresentando, cont ucle, nitidas desvantagens frente ao
presente esquema face aos problemas discutidos no capitulo 4.

Assim sendo, a equagio (5.2.1) € valida para toda a
regiic saturada-n3c saturada de area A e conteorne S .

As condigBes de contorne para este problema  de
fluxe transiente sac semslhantes as do preblema permanente,
incluinde agora a variavel tempo. Desta forma, se S1 s o
segmentc do contornoe = a0 longo do qual o potensial  total
P & prescrito segunde uma fungio do tempo, a condigdao de

contorne dita geometrica (essencial) e dada por:

¢['.~<1. X, to] = H[*.O'J = 5[*.0] em £ ¢s5.2.20
onde ¥[tu] expressa os valeores do potencial total

conhecides no conterne ac longe do tempe.
Em Sz s sSegmento de £ ao longo do qual o fluxe
nermal ¢ conhecido, 2 condigio de contorno natural ¢ dada

por:

a_«;‘[xi. %, t.o] = E[tu] = 0 em £ (5.2.2
an

ou, com 2ublra netagio:
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k. % 1 ek % 1 = q(to) em S 5. 2. 40
R o TR X, — T o 2
ax g
1 2
Toma-se 5[FD]=O . a exemplo do problema e

fluxe permanente, por nio se considerar fontes nem sumideouros
neste estudo.

Aplicando-se o métcdo de Galerkin, analocgamente ac
que fol feito ne capitulo 4 para fluxo permanente, obtém-se a
seguinte express3o base para a aplicagio do Meétodo des

Elementos Finites:

WCg2 = : y . S, £ » . OS¢,
# yx ? b4 ? X " Fx ? s ¢ X *
4 1 1 2 2 2
A
+ e L ¢,, & dA = O C5.2.8)
—tu - N (e
n
Utilizando-se o elemento finito iscoparametrico
onde:
=
n
= n
¢ = ¥ Ni &, cB.2.86)
i
i=1
e
e 2 n
x = §F N Ex ] S 87
1 i 1 )i
i=1
e
«S= 151 N ["z]i (5.2.8)

e descrevendo-se os seguintes coeficientes em termos das

fung@es de forma:

ne
K2 = g N, [k | 5.2, e
x =1 3 [ xi]J



e
_ n "
8- = N, A& 8. 2,100
‘Z £ T4
i=1
=
= 4 n
¢® = ¢ N [_] €m.2.110
s ) i sJi
i=1
chega-se a evpressic abaixe, apds levar (5.2.62 il = =
€5.2.10) & L5 2,110 e (8.2.850
. * T = n
s * Miy, Koo ML+ ML KE N |da -
. GO (R T ! w o Tlp-w Tia ~
da”
%
e o e _—
+ NT s_+c_| Nda 27 = o ¢5.2. 12>
= n
Ja
Sendo ol A primeira variagso de o 5 oda SRR
arbitrari=sdade segue-se que a equagic de elemento fica:

[a%] 42+ [ 4t =0

e a malriz deos coeficientes do elementeo finiteo, e

cE. 2. 1
ML KT N, |aa® €5.2.140
» @ e 2

99
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[ME] = NT [9 s_ + c:] N dA® C5.2.15)

€ a matriz de massa do elemento.

»* » > e
Note-se que K% y K_ ;y & = Cs estio

4 2
assinal ades com asterisco (%) para lembrar que s3ic
parametros avaliados nos pontos de inﬂegracio do
elemento isoparamétrico, segundo as expressdes (5.2.9) ,

€5.2.102 & (B.2.11).
Somadas as contribuig¢gtes de todos os elementces,
obtém-se a seguinte express3ic para o sistema n3c linear de

equagdes que retrata o problema em estudo:

[a]ger+ [m] g0 =0 €5.2.15)
onde:
o= T »* T »* = 2
[ A ] = 5 PL:C Kx N'x 'FPL)C Kx rL}(]dA CS..28.172
e at” f L« g ~ g 2 ~ "2
JA
© a matriz global dos coeficientes, que depende apenas da

geometria e do ceeficiente de condutibilidade hidraulica, =

? a » &
[ M ] =g NT s+ | N aa® €5.2.18)
Ja® n
e a matriz global de massa, dependente da geomestria e des

coeficientes €@ , n , S e
s s



101

5.3) MATRIZ DOS COEFICIENTES DO ELEMENTO E MATRIZ
DE MASSA CQUADRILATERC ISOPARAMETRICO2

A semelhana do disposto no item (4.4.2), a matriz
do elemento gquadrilatero isoparamétrico € calculada atraves
de integrag3o numerica. Sua expressdo em termos de

coordenadas locais €& dada por:

+1 -+1 T - T S
= ] _ g
[ A = Ni, K, Ni. + Ni. F% Ni |7 |d&dn
=1 J=q

6 T U
N. N, - %*
onde i, e Ay sio calculadas segundo (4.4.2.9 e K
1 2 i

segundo C4.4.1.6).

A matriz de massa tambem € calculada por integragic

numérica e sua express3ico em termos de coordenadas locais e

dada por:
+1  a+1 ~
e ] _ T 8 %
[f Ei [ S, + cs] Ei lil dfdn €5. 3.2
-1 J =
3 =
onde Ni i &y Cs e |J| €30 calculados segundeo (4.4.2.10,

C5.2.10> , (5.2.11> e (4.4.2.B) respectivamente,
Tanto (8.3.1>2 gquante (5.3.2) s3o i ntegradas
utilizando-se a Quadratura Gaussiana que, genericamente, ¢

dada pela expressio (4.4.2.11) que aqui ¢ transcrita:

o]
3

+1 o+l
GCZ,nddfdn = §£ L G, .n,|w, W
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Para as express@es (5.3.1) e (5.3.2) no caso do
elemente finite quadrilaterc isoparametrico com fungdes de

forma dadas por (4.4.2.1), o numero de pontces de integragic e

dois em cada diregio Cn=m=2), com coordenadas E e ny
.

assumindo valores -v 3 e fator de peso Wy = wJ= 1 Cref.

22,592,

5. 40 PROCEDIMENTO DE INTEGRAGAO NO TEMPO

Para resclver o sistema n3o linear de equagdes

expresso por (5.2.168) que esta transcrita abalixo,

[ A ] et + [td] it =0 €8.4.1D
utiliza-se o esquema numericeo, para integragio no tempo, do
tipo trapezoidal Cref. 17).

Assume-se, assim, as seguintes condigfes para

deduzir a férmula de recorréncia:

¢, * @
£ L+AL
= B
¢L+At/8 8.4 2L
2
. e - ¢
&= CTAL s €5.4.3)
At
g _ : ag
Ou seja, adota-se wuma variagio linear para e
at
dentro de cada intervalo de tempo At e admite-se que a

integragio se da no meioc do intervalo de ftempo At Cref. 61).
Substituindo (5. 4.2) e (5.4.3) em (5.4.1) obtém-se,

apdés algumas operagdes, a seguinte expressio:
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2 2l M
PO I S IS | R
) st lieme Ak Lear2
8.4 4)

Oz coeficientes de [ A ] = [?4 ] cfio calcul ades

com base em que e inicialmente estimade atraves de

P a2 |
uma extrapolacio linear em tungio de ¢t = ¢t—A*

conforme a equagio (5.4.7) Cref. 470,

- —i ; s =1
¢t+ﬁt = w ¢L +: C1—=wd ¢t—At C5. 4.5
# + ¢
_ TL+AL o )
Prante T ek
e
CL+wd) ¢, + Cl-wd ¢
¢ = - LAt €5. 4.7
Lt+At -2
2
Ha expressdc (5.4.7) "“w" & o ceeficiente de

relaxagic e para ele & adotade o valor 0,5 neste trabalho.
Selucicnada a equagio (5.4.4) atraves do Metodo de

Newton PRaphson Medificade, seus resultados para ¢++a+

podem ser usados para obter uma nova aproximagio para
¢t+atf2 conforme 25.4.8), e assim realimentar o processco ate
atingir convergéncia dentro do passo de ftempo.

Pyt Pran

oAtz (5. 4.8)
2

Observou-se, entretanto, que a expressio (5.4.4D)

nio produziu bons resultados. NEWMAN47’48

tambem verificou
preblema semelhante em seus estudos. Segundc ele, isto
proevavelmente se deve a sensibilidade do métode de MNewton

Raphsen 4 estimativa inicial de e principalments=

¢L+5t32 7
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ao fato de que, na regifo saturada, qualgquer mudanga
repentina nas condi¢gSes de contorne ao seu redor
proveoca efeitos instantianeos no potencial de pressdes )
em todos os pontos dentro desta zona, afetando o calculo

principalmente dos coeticientes da mabtriz [ A ] que tem

b’

grande peso no lade direito da equag3o (5.4.4), haja visto

que a matriz [ M ], na regido saturada, tem valores bem
e

mencres comparativamente aos seus.

Para contornar esta dificuldade, pode-se adotar um
outro esquema para deduzir a formula de recorrencia.

MASLIA45 s em seu trabalho, procedeu a seguinte

alteragcio em (5. 4.4):

i {f}t-o-g_\,{_ {f}" -
e At L+AL 2
i c’?'[ E ]t+bt_/a {{p} _ a[ E ]t.“'At-'a {¢'}
v t
At - At v

[ A ] . 2[ M ] {f}t+bt ¥ {f}t

elulin 2

o e = f}t
LT e 2 At
a[ M ] a2l M .
[a]s _~~ {Phanse = L s Jas
ax t+AL -2 gt )

C5.4.9)

A equagdo (5.4.9) ¢é resolvida iterativamente ate

convergencia, apés o©o que, obtém-se o valor de ¢$+ﬁt

conforme (S.4.10) e passa-se ac intervalo de tempo seguinte.
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= - C5.4.102
¢t+ﬁt = ¢t+at/8 ¢t

NEWMAN47. por sua vez, sugere um esquema de

diferencas reé totalmente implicito em termos de ¢ , de modo

que Bp ¢ calculado conforme (5.4.3) dentro de cada

—_—

at
intervale de tempo At. Admite-se que a integrag3io se da no

final de intervalo de tempo, isto €, no tempo t + At.

{#} - {#t
[ f ]t+ﬁl/8 {f}t+5t * [ ? ]t+¢tf2 s (A ~] o= O
At
M M )
[ 4] Ly ] {ebin - Lo a (#1,
* e o €S.4.11D

Aqui os coeficientes de [ A ] e [ M ] ainda

s3o calculades no meio do intervale, tL+At.2 , com o©
objetiveo de amortecer a tendéncia de ¢ oscilar ac redor de
seu limite, ou seja, emprega-se uma técnica de sub
relaxacgio para superar .o problema de oscilagio
frequentemente encontrado em sistemas n3o-lineares como o em
estudeo Cret. 47,48,

Note-se que tanto (5.4.9) como (5.4.11D nio

apresentam a matriz [ A ] ne lado direito de suas

expressdes, contornande assim as dificuldades encontradas
com CS.4.4D.
Neste trabalho adota-se a express3o (5.4.1123 para

a férmula de recorréncia.
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5,50 SOLUGCRQ DO SISTEMA NAO LINEAR DE EQUACTES

Para solucionar o sistema nio linear de  equagfes
expresso pela férmula C£5.4.112 transcrita abaiyo. =
aplicade, a semelhanga do estude de fluxo permanente com

malha fixa, o metode de Newton-Faphson Moditicads,

{¢h

-
A

PN O

t
AL L4AL /2 At

Contudo, dificuldades =3¢ encontradas no tocante A
convergencia do sistema, partindo da férmula de recorreéncia
da man=ira como esta expressa em (8.8.10.

NEWMAN4X salienta gque desde que o métode de

]

Galerkin aplica-se scmente a um dado instante de tempo, se
derivada de 2 em relagio aoc tempo , ¢ , for substituida

por P Cvalor medic de ¢ 2, o potencial de pressées
calculade 2 tende a apresentar oscilac®es que podem, face
as relagd®es entre ¢ , @ , K e CS » afetar os coeficientes

de [ M ] = prejudicar a convergéncia.

FPara superar este problema de convergencia,
optou-se peor modificar a expressio (85.5.12 da seguinte

maneira:

[ f ]t+ﬁtf2

[ i ]1_+A+' 2 {f}f_-a-&t, =

7t - 42hn]

CB,

At

$))

Bt

Esta fdrmula base forneceu bens resultades ¢ sobre
ela feo1 aplicadeo o esquema de Newten Paphson Medificado,

detal hade adiante.
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Alterande inicialmente a forma de apresentagio da
expressic (5.5.2) para tornar a notag3o mais semelhante 2 do

item C4.4. 3D, obtem—-se:

tem—-se ent3Io:

L)
g

"
[ ] dotru = [n] (et - d2hin) cs.s.

Aplicande as condig®es de contorno expressas por
(5.2.22 de forma idéntica ac que foi realizade ne item

C4.4.32>, ou s=ja, adicionando ceoeficientes muitc grandes acs

k
elementes da diagonal principal de [ K ] correspondent es

N

aos nes prescritos e especificando a prescrigio no vetor
dos termos i ndependentes atraves da col ocagio, na
posig3o correspondente., do valor da prescrigido multiplicado

pelo coetficiente grande adicionado a diageonal, tem-se:

(L6 1% T T) tebag = [0 Roby - dobian) * 08

~

cS.8. 8D

onde: '
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b
[ K ] : & uma matriz diageonal cujo i-esimo elementoe da

B

diagonal principal ¢ igual a zero se ¢1 no

tempe t+At-2 n3oc for prescrito, e ¢ igual 23

»* & k 5 i
k lF > kii] s=e ¢i for prescrito.
b TP —— i
{Q} ¢ & um veter cujo i-ésimc elemento € igual a zero
s : »
se ¢i nao tor prescrito =2 & igual a k ¢i se
$t for prescrito.

Feito isteo, aplica-se o metode de Newtion-Raphsen,

operande da seguinte forma:

k P b ; =
€ s el - [a ] [leh, ~ d#bn] - 108 =0 am
onde:

K ke

{F} = [ K ] {24 sat €5.5.8)
b

b S
= L] tob ¢s.5.9
A iteracgiao de Mewton-Raphson modificado e

executada da seguinte maneira dentre de passeo de tempe At

[[ ‘ ]kCOJ+ [ ) ]b] {Af}C1) i [ ) ]Ci—13[{f}t i {f}t+ﬁt]

-~ e

+ jQiP - gEkCitld {Fypei=1d
= ~ ~ Cs.

tn
oy
-~
e

cor
[ K ]k = [ A ]i?it/2 ' | €5.5.11)
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Ci-1)
Ci-1D [ M ] )
[ H ] = . Ttratee €5.5.12)
” At
KCii~13 ci-1>
| 5 ] - [ A ]L+¢t,2 €5.5.13
KCi—-1D kCi-1D ci-15
{E}t+bt/g [ i ] {f}t+at C5.5.14)

m
il
9)!
=

n

bCi=12 b Cir=-1D
[ K ] {ﬁ}t+at

= =
¢ M
e
Il

Al

Lembrando sempre que, para o calculo das matrizes

[ A ] e [ M ] , S3o levadas em consideragdo as expressdes

que regem a variag3o dos coeficientes K% » 8 e C_
fi —

descritos no capitule 3, itens (3.5.1) , (3.5.2) e (3 5 3.
Calcul ado {&¢}Ci) conforme a expressio
(5.5.10) obtém-se o valor de {¢}Eiit conforme a expressio

abai xo:
i _ Ci=1D Cid 2
{f}t+ﬁt = {f} i {af} C5. 5,16
Este algoritmo ¢ repetido iterativamente ate
: . — cid

atingir-se <convergéncia no valor de {¢}t+ﬁt segundo o©

critérioc de convergéncia expresso pela Norma Euclidiana.
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£id
N E | R
18 88100
€id
e 711,

YVale assinalar que para =ada passo de tempo At
as matrizces [ A ] =] [ M ] . e devem ser avalliadas tee
tempe t=t+At -2 , para a primsira iteragie sao avaliadas neo
tempo t=t , como uma aproxima¢3io. Nas iterag@es seguintes e
que elas s3o avaliadas no meio do intervalo Ct+At-2>

tendo como base a aproximagic fornecida pelos primeiroes
resultades para ¢t+AL obtidos das iteragfes.

Encerradas estas operagtes, efetua-se um novo
incremente de tempo At , repetindo-se as etapas iterativas
e assim sucessivamente.

A cada intervalo de tempoc At pode-se obter a
posig3o da 1linha freatica atraves da interpolag3o do
potencial piezométrico nos lados dos elementos
iscoparametricos localizados na transigdc da =zona saturada
para a n3do saturada. Assim, pode-se conhecer a evolug3o
da linha freatica dentro do macigo permeavel, em fung3io
da variagio das condig¢@es de contorno ao longo do tempo.

O Método de Newton Raphson medificado foi utilizado
aqui pelas mesmas razdes expostas no item C(4.4.3) do capitulo

anterior.

5.6 EXEMPLOS

Para ilustrar a sclug3o de problemas de anélise
transiente dois exemplos s3o apresentados a seguir, ambes
tratando de barragem heterogénea com dreno de pé heorizontal.
No primeiro exemplo considera-se que o nivel do reservatério
sobe de 80 para 100 metros num espago de tempc muito pequeno,
iste &, menor que o passo de tempo usado na solug3o do

problema, e no segundo exemplo considera-se o contrario, ou



seja,

de 100 para 80 metros.

pelas

C5. 6.1,

As

figuras

A

caracteristicas

CS. 6.12

convergéncia

medida pela Norma Euclidiana

passo de tempo,

mostraram-se suficientes.

dos dois

dentro de cada
& i e
para se atingir g =

Dai para diante,

exempl os

e (B.6.2) est3o listadas

passo
rapida.
0,01

No

111

que ocorre um rebaixamento subite no nivel a montante,

ilustrades

na

de

tabela

tempo,

primeiro

5 iteragdes

para se atingir

valores de £ em torno de 0,01 dentro do passc de tempo, 2
a 3 iteragdes apresentaram-se suficientes.
Tabel a 5.6.10 Caracteristicas dos exemplos das
figuras (5.6.12 e (5.6.2)
figuras C5.6.1) €CB:6.23
proprie- K% =0,01 msdia
i
dades n = 0,30 em idem
s.=10"mt EFJC
e = 0,17 » 0,60
Csolo tipo 12
K_ =0,5 m-dla
Xi em
n = 0,40 ABCDEFL., idem
s_ = el FGHIJ
e = 0,22 » 0,50
Csolo tipo 3D
cond. de ¢inicial = 100 m - em ABC
contorno t pletal - 80 m em AB -
¢final = 100 m em ABC -
¢final =80 m - em AB
=0 em HI em HI
a S ———— —— ————
9% =0 CDEFGH, ALJI CDEFGH, ALJT
an
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62 CONCLUSCES

(@] desenvol vi mento detal hado das equagdes
governantes do problema de fluxo transiente em meios porosos
apresentado neste estudo, elucida bem a2 diferenga existente
entre a abordagem que considera apenas © dominio saturado e a
que considera o dominic saturado—-n3iIco saturado, mostrande cs
limites de validade das mesmas e as simplificag®es assumidas.

Todos os coeficientes envolvidos nas equagdes foram
estudades, consegui ndo-se estabelecer uma maneira de
implementar computaciconalmente as formas de variag¢io destes,
para sclos abrangides em cinco categorias.

No tocante ao coeficiente de condutibilidade
hidraulica, o estudo comparative entre as varias formas de
representar a variagZio deste cceceficiente em relagio ac
potencial de pressSes mostrou que n3c ha problemas em se
adotar a forma mais simplificada, confirmando-se
as afirmativas de BATHE e KHOSTAFGAAR®.

O estudo de fluxo em regime permanente, através da
comparagic entre o esquema de malha ajustavel de elementos
finitos, no qual se analisa apenas o dominie saturadeo, e ©
esquema de malha fixa, ne qual se analisa teode o deominio
saturade-n3dc saturado, bem demonstrou as particularidades de
cada abordagem, evidenciando as vantagens de segundo esquema.

O esquema com malha ajustiavel pode apresentar
problemas caso a malha inicialmente discretizada for mal
estimada, ou seja, com a superficie livre locada muitce
distante de sua posig¢io final correta. Deceorre disto, a
necessidade do usuario ter uma certa habilidade 2o langar a
malha de elementos finitos, para evitar a cocorréncia de
elementos finites muito defeormadeos com © transcorrer deos
ajustes. Outra dificuldade ¢ no trato de barragens com

faixas, na direg3o vertical, de materiais com propriedades
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diferentes ou com drenc de pé horizontal.

O esquema ccom malha fixa € mais versatil no estudc
de barragens com faixas verticais de materiais com
propriedades diferentes entre si Cex.: drenc tipe chamine?,
viste nic haver dificuldades no tratamente das faces entre as
camadas. Por n3c exigir uma estimativa prévia da posigzo d2
linha freatica, ne esquema de malha tixa n3o existe
necessidade do usuario ter muita pratica ao discretizar
malha.

Uma vantagem impertante a salientar € que no caso
de se acoplar uma anilise de tensdes e deformagdes ao estudo
de percolagio na barragem, a malha fixa de elementos finitos
usada na anialise de perceclagioc peocde ser usada nesta coutra
anilise, sem a necessidade de se complementar a malha, come
seria © caso SsSe s o©o dominic saturado tivesse sideo
discretizado.

A convergénciza do modelo de malha fixa ¢ boa, com
uma média de (s] iterages necessarias para se cobter
resultades razcaveis, dentro de um critério de convergéncia ,
neste caso a Norma Euclidiana, com £ = 0,03,

Os resultados obtidos com o© elemento finiteo
quadrilaterco isoparaméetrice s3Zc praticamente iguails aos
obtidos por MASLIA45 cem o elemente triangular isoparamétrico
de variag3c quadratica.

Comparando os resultades cbtidos com cos esquemas de
malha ajustiavel e de malha fixa, para um mesmo preoblema,
observa-se que a posi¢3o da superficie livre apresentada pelo
segundo esquema ¢ ligeiramente acima da posigic apresentada
pelo esquema de malha ajustavel, o que & de se esperar visto
que estia sendo considerada a contribuig3ico da regiio
n3Io saturada no fluxo.

No tocante ac método de solugiic de sistema nZo
linear de equag@es, pode-se afirmar que o esquema iterativo
tipo Newton Raphson Modificado mostrou-se mais adequade que o
tradiciconal Newton Raphson, devide a4 melhor convergéncia.

Observou-se que a matriz dos coeficientes do sistema £



116

afetada pela nao linearidade, provocando oscllag@®es
consideraveis a cada iterag3io, e a maneira de superar este
problema foi manté-la constante a cada passo , apesar do erro
de aproximagio inerente a esta operag3o. Os exemplos
apresentados no final do capitulo 4 atestam que os resultados
n3co sic prejudicados ac se adotar este procedimento.

Para © estude de fluxc em regime transiente feoi
utilizade somente o esquema de malha fixa, devido as suas
vantagens sobre o esquema de malha ajustavel observadas no
estude de fluxo em regime permanente. Novamente foram
encontradas dificuldades de convergéncia relacionadas com a
sensibilidade dos coeficientes das matrizes do sistema. Uma
descrigic das tentativas efetuadas € apresentada ne final do
capitule S , bem come, uma sclugdc encontrada para superar
estas dificuldades.

O fendmenc de fluxo em meiocs porosos apresenta um
campo vasto para investigagdes, com muitos estudos que podem
ser aprofundados.

Assim, como continuidade deo presente trabalho
pode—-se sugerir: a implantag3o de elemento finite
axissimetrico para estudo de pogos; o acoplamento de analise
de tensdes e deformag@es a anadlise de percolagfo; o estude de
fluxe turbulento em meios permeaveis <, também, uma analise
mais profunda do problema de instabilidade numerica observada
na analise em regime transiente.

No aspecte puramente computaciconal, a2 inclusdc de
procedimentos de condensagic de malha, gerag3io automatica de
malhas e saida grafica de resultades, entre ocutras técnicas,
podem =m muit o mel herar a performance de programa
computacional desenveolvide para estude de percolagZo em

barragens de terra, teornando—-¢ mais pratico para o usuario.



APENDICE I > AYAILTACRO DO GRADIENTE DE VELOCIDADE
DE GRAOS DE SOLO C9v_ D
s
Ne presente estude admite-se que os grics de scolo
s se deslogquem na diregic vertical Xy ou seja, que ha
apenas mevimente de ceonsclidag3ice vertical.

Desta forma, seja ucxa,t? o vetor deslocamentco

definide na forma lagrangeana. Ele tornece, nc tempe t+ , o

deslocamento de um ponto loczlizado na altura g 0 distante

da origem em t=0. A velocidade L o4 representa a
at

velocidade de uma particula ac longo de sua trajetéria e n3ic
a velecidade no ponto xa.

Necessita-se ter a velcocidade em um ponte fixeo,
isto €, a distribuig3c euleriana de Ve

Para avaliar corretamente 2 velocidade em ~ )

a
num instante 1 » iIntroduz-se a2 nova variavyel det'inida
como:

¥ = E & gl ED &1 4D

onde ¢ ¢ 2 altura ceorrespeondente 4 posig3o inicial de pente
considerade, o qual moveu-se ateé X, durante o tempc t. A

equagio C1.12 & uma fung3ic implicita de F.

Assim, suponde gue seja possivel determinar 2a
fungio explicita E = fos.tJ » a velocidade v, o em um
pontc especifice ¥, » ho instante t » ¢ dada peor

Cref. 38):

A derivada espacial em relagfc a ¥, & dada por:
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Diferenciande ambos os lades de (I.1) em relag3c 2

:«ca. tem—=se:

(6 )4 ou 9r
1 = + CY. 4>
awa aF I
2 )4 1 1
= = €I. 8D
au
%y 1 o+ 142
214
Assim, 1.2 pode ser reescrita:
d=
av av 1 a([au 1 —a-r
S ¥ = = % CI.8
6x9 g |1-+sg at |dF )1l += 1+
Assuminde que, para um meic elastice, uma mudanga
na porco pressico deve produzir imediatamente uma mudanga

igual e oposta na tensic efetiva, pode-se escrever que a

deformagic veoluméetrica £ € igual a

g = 1lim sl -’ = oy €I.7d
AE 0 AF oF 3
ou mel hor:
s[{C:v:a,*.),t] = awf_'xa.t) . CI.s

Sendec que:

g A CI.a>
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- X o
o, tens3io efetiva, evpressc em unidade CF-L72
"3
w : potencial de pressio, evpressco em unidade CLD
o : coceficiente de compressibilidade de fermagio
|
vertical do scle, evpressc em unidade (L 72
ot : coeficiente de compres=ibilidade classice de
fermag3c vertical do solo, que representa a
compressibilidade vertiical de umz amosira

sujeita a uma pre

ss3c ao longo de seu eivoe =

impedida de se expandir lateralmente.

E tambem conhecide

mudanga de volume , m cr

Ar

o = Cl1=2uiCl+uvd/EC1—ud

Diferenciande C1.8) em relagic a
ds 8¢ e oy
-+ = ™
ot ot at at
De CI.1) tem-se

. £ + WEECS ¥ o]
3 3 S g ==t

que diferenciado em relag3co a + , fornece
ar du or gu
0 = + +
at at ot at
ou
a e
g - _ ot _ _ Vs
at 1+g l+e

Diferenciande (1.8 em relacg3c a

=t

o

X
a

come coeticiente de

. 422,

CI. 100
CE. 143
L0 N 73
CcI.izd
CI.14D>
cbtém-se



s _ 9 % _ 9 1 _ 5 ay
ax oF axa 9 1+g 6xg
% - ac1+ed ¥
% o,

Substituinde-se (1.14) e CI1.16) em CI.11D

oy Vg ds oy
ol +gd - + = o
6xa 1+e at at
de ay ay
= o + v
at at 6x3
E, finalmente
6VS 1 oy oy 3 y oy
- a + v - +
it —_— - S i _ -
ax 1+g at ax 1+ ot ax
3 3 &
Ou, © que ¢ o mesme, ja que v_ = v = 0
°X Sx
1 2
N ay a'zlp
v = - +
s — [~ T—
1+op| ot o
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APENDICE 1II > RELAGAQ ENIRE o E Cb

Inicialmente, expressande a deformagico volumetrica

£ come fung3o do indice de vaziocos, cbiém-se Cref. 28)

6CA ax > = % [A Ax_ + SCA Axal‘] - %o, Ax CIT, 1D
1+e 1+e°
A : seg3oc horizontal da amestra considerada
ﬁxs : espessura da amestrz considerada
e : indice de vazies

indice de wvazios inicial

]

Assume-se que =os grios de solo s3c incompressiveis
e que , ceonsequentemente, a mudanga de volume & igual A
variag3dc do veolume de vazies.

Dividinde ambos os lades de (I1.1) per A Av

0

3
reordenando os termes, cobtem-se:

SCA Aan e-c
£ = 1lim = 35 L HEr =

Ax =20 A Av 1+e
3 3

Pe £1I.8) tem-se:

& e-e

o

3 C1 <+ »
T C1 eo)p

Se o n3o depende de yw pode-se esgrever
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de
= aCl+e 2
0

d'r’p
ou =seja, © indice de wvaziecs € proporcicnal a ¥
que seja © indice de vaziecs inicial e

¥
Substituindeo C11.4) em C2.5,4. 32

Cl+e D o l+e D
(55 = ™ o = 4
b o
1+e 1+(le +oapil+e D1
o (o]
assim, finalmente
- o o
Lb =
1 +oy
A exprescsioc de Cb em fung3ic de £ &
c = 1 de _ 1 de de
b Wit St S ot
1+e dy l+e de dy
.
o~ 4 “o e
o o
l1+[e +2Cl+e D) dy
o [}
1l oge:
c = 1 de
b S

1+ dy

, qualquer

CIT.

CIL.

o
s



APENDICE III > ELEMENTO TRIAMGULAR LINEAR

Na descrigio de elementcs triangulares ¢
conveniente defini-los em termos de coordenadas de areza,

ou cecerdenadas triangulares (ref. 222.

3 [txs, txay

FIGURA TIT.!) COORDENADAS CARTESIANAS.

Considere-se o© triangule da figura CII1.1D. Um
ponte P de coordenadas Cxi.xz) define, juntamente com cs
vértices do triangulo, trés sub-triéngulos de 4areas A1 ’ Az
e A3 de modo que:

A + A + A = A CITIT 2D
i 2 3

onde A e 2 area total do trisngulo.

As ccoordenadas triangulares s3o, ent3o, definidas
como:
A1 Az Aa
L = L = L = CIII.2
i — 2 —_ 3 —_—
A A A

De €I11.12 e C111.2) cbhbtém—-se: !
1 =L +L +L CITE. 33
1 2 8 ;
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1

© que significa que nem tedas as tres coordenadas s3o
independentes. Pode-se expressar uma delas em fung3c das
outras duas num espag¢e bi-dimensicnal. Contude, ¢ conveniente
trabalhar com as treés cocordenadas triangulares quande se lida
com pentos definidos dentro de um tridngule. A figura CIII. 22
moestra as cocordenadas triangulares de alguns peonteos de um

triangulo.

3 (0,0,1)

(o,1/2,1/2)

1
(1,0,0)
2 (0,,0)

FIGURA IIT.2) COORDENADAS TRIANGULARES

As Areas A, A1 ’ Az = Aa s8c dadas pelos
determinantes:
1 Cx D Cx D
171 2 1
A = 1 CxD Coae D CIII.4. an
1 2 2 2
1 £ D Cx D
1" 3 2 3
1 ba b
1 2
A = ) e ) ﬂ .4.b>
. 1 C P = I111.4.%b.
1 Cxc) C3 D
1 3 2" 3
1. ) Cx D
171 271
A = 1 e bt CITY. A0
2 1 2
1 €3¢ Cx D
1 3 2 3
1 Cx D Cx D
11 2 4
A = 1 Cx2 e C d
Y . Cvz)z I1T3.4.d)
1 4 X ‘
1 2

© que permite estabelecer a rela¢fo entre as coordenadas
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cartesianas e triangulares que, de uma forma generalizada, ¢
dada por:
B, S, ®G. ¥ %0 e CITT. D
i 1i 21 4 8l "2
onde
o = T, C3pd = Cad G ‘2N CEIL . B ad
1 [ 1 27K 2" 1 k]
e = [Cx). = Cxd J72n CI1I.6.BD
2i - 2 k
C., = a2 = Ol |7 8A CI1Y.6.cd
31 [ - i J]
PA = [ ) + €D v + O O D ] -
1 2 172 2" 3 173 "271
- [Exd Crd =+ 2 €] + € txd ] £ITT. 7D
152 21 171 23 178 2T

Os 4indices i , j , k¥ assumem o valecres 1,2,2
e devem <er permutades ciclicamente.
A relagic inversa ¢ dada peor:
2
M o= | R < cIIY; & a3
1 z i I §
i=1
3
. IR 2. | CELE. 8 B
2 igi i 2 i

As derivadas em relag3c a ~ e M de uma fungic

1 iz
definida em termos de coordenadas triangulares, usando-ce
a regra da cadeia, s3io dadas por:
6fCL1.Lz.L 2 3 af dL 3 ar
= ¥ = )3 Czi C11r.9.a>
ox U sl ox =loa
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ol Lyl D
L O

(o}

- | a
= = 5 € .9, b2
g g Lai CIII b

1
3 1oaL. ox & aL
2 i 2 i

A integragic de fungdes polinomiais detinidas em

termos de coordenadas triangulares & dada por:

. i i 1 1 1 :
[F &, 13 Lk ga = PP IV RY ) CIIT.100
iz 3
Ci+j+k+22!
E a integracic em uma dimens3o, por exemple ac
longe do ladeo 1-2 de comprimento 112 , € dada peor:
i 1
i tdase P IY CIET, 14D
i 2 12
Ci+j+1D

No trifngule linear as coordenadas triangulares

coincidem com as fungdes de torma.

N = L, CITIT. 123

i i
Assim, uma fungic o |, pode <ser evpandida
linearmente no trisngulo em termos de coordenadas

triangulares da seguinte maneira:

3
= + @ o= o+ 132
@ L1¢1 Lz*z + L3¢§ ‘2 Li'i CII1: 13
i=1
¢i : valores nodais de ¢
Li = Ni : fung@es de feorma
As derivadas da {fungic o) > de acorde com
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