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RESUMO 

E s t e  trabalho apresenta um estudo de f i uxo de A g u a  

em barragens de terra, em regimes permanente e trans iente ,  

com a utilização do M8tudo de Elementos F i n i t o s .  

No estudo de f l u x o  em regime permanente duas 

for mas de abordar o pr obl e m  sZo apresentadas e comparadas . 
A primeira considera, para a discretizaçZo da malha 

de e lementos  f i n i t o s ,  somente a região saturada, de maneira 

que a linha freatica obt ida  atravks de ajustes desta malha 

de elementos f i n i t o s .  

A segunda considera toda a regi%o saturada- 

insaturada,  sendo discretizado todo o domínio f i s ico  da 

barragem. A malha de e1 ementos f i  ni tos não B modi f i cada ao 

longo das IteraçBes e a linha freatica 4 obt ida  por 

interpol  ação dentro dos elementos. em função dos valores 

nodai s do potencial de pressaes. 

O desenvolvimento tedrico das equações utilizadas 

para as duas formas de abardagem 4 apresentado. mostrando 

onde sl as diferem entre si. 

No estudo de fluxo em r e g i m e  transiente B utilizado 

apenas o esquema de malha fixa de elbmentos f i n i  tos. 



ihis work presents a steady-st'ate- and transient 

fluid f l o w  rtudy i n  earth dams using the F i n f t e  E l e m e n t  

Met hod. 

In t h e  steady-state fluid f l o w  study, 

appr oaches are presented and compar ed. 

Ths fi r s t  one considers a f i n i t e  alernent mesh 

discratization of only t h e  saturated zone, so that the  free 

surfaee is obtained by meano of adjusting the f i n i t e  elsment 

mesh. 

ihe second one considers a11 the saturated- 

unsaturated zone, where a i1  t h e  earth d a m  phisical domain is 

discretized. The f i n i t e  element mesh is not modified 

throughout t h e  iterations and th& free surface is obtained by 

interpolation i n s i d e  the f i n i t e  element mesh. b a s d  on the 

pressure head nodal val ues. 

The development of Lhe equations used in the t w o  

approaches is presenteâ, showing whers they di f f er .  

In L h e  transient fluid flow study. only t h s  f i x e d  

mesh f i n i t e  e l ement  scheme 1s used, 



O fluxo atraves de m e i o s  porosos t e m  grande 

i mpor tanci a em m u i  tos campos da engenharia, par ti cul  ar mente 

no projeto de barragens de terra ou de nQcleo de t e r r a .  onde 

o fluxo se dd e m  regi m e  não confinado,  caracterizando-se uma 

regi 30 completamente satur ada e outra parcial mente saturada 

ou nSo saturada. delimitadas por uma superfieie chamada 

superficie livre ou super f i c i e  freitica. O estudo deste 

fenõmena nestas estruturas  de terra consiste e m  determinar 

a posição da s u p e r f i c i e  livre e conhecer o campo de 

pressões que B desenvolvido dentro da barragem e a s s i m  

pr sveni r possi vei s pr obl emas de er osso i nter na or i undos 

do campo de velocidades e t a m b 8 m  problemas de estabilidade 

que podem ser ocasi onados por e1 evadas por o pressões 

posi ti vas ou grandes gradientes hi  dr A u l  i cos , com os que 

ocorrem no paramento de montante quando o ni-1 do 

reservatbrio varia com o t e m p o .  Os problemas de erosão dos 

grãos de solo no corpo da barragem e as poro pressões 

são os maiores causadores de danos n e s t a s  obras. 

Durante muito tempo as soluções apresentadas para o 

problema de fluxo não confinado, s e j a m  grAf icas, anall ticas e 

até n u d r i c a s  como os mejtodus de Diferenças F i n i t a s  e de 

E l e m e n t o s  F i n i t o s .  restringiram o estudo ao domínio 

saturado, considerando a superfieie l i v r e  como uma linha de 

corrente atrav&s da qual n%a ocorre fluxo. Desta forma, no 

caso de soluqões  c o m  o Mtodo de Elementos Fi n i t o s .  apenas a 

região saturada era discretizada e a posi$%o da linha 

freatica encontrada por meio de ajustes na malha de 

e lementos  f i n i t o s .  

Somente apbs FREEZE~', em iQ71. alertar para a 

importAneia de t a m b l m  se levar em conta a qontribufção da 

região n%o saturada, mostrando que existe f l u x o  atraves da 

s u ~ r f i e i e  l ivre  e que esta & uma linha de potencial de 



pressões constante e igual A pr ess%o atmsf &ri ca . surgi r am 

soluções que consideram todo o dominf o saturado-nãa 

saturado. Sob esta dtica ,  o Mbtodo de Elementos  Finf  tos 

passou a ser  aplicado di scret i  zando-se todo O dominia 

satur ado e rixa saturado, c o m  urna malha f i x a  do elementos 

f i n i t o s ,  em cujos nbs s Z a  obtidos os valores do potencial de 

pressões  e, com base n e l e s ,  ' determinada a pooi~ão da linha 

freatica Craf. 1 8  47 483.  

E s t e  trabalho apresenta um estudo de fluxo em 

barragens de terra com esta abordagem, que eonsf dera todo o 

domínio saturado e não saturado. e objetiva mostrar 

suas vantagens. O M B t o d ~  de Elementos  F i n i t u s  B 

api i cado. uti 1 i zando-se o e1 emento f i ni to quadri l Atero 

linear i soparadtr i co ,  e analisa-se tan to  o f luxo em 

regime permanente quanto em regime tranxiente .  No caso de 

f 1 u m  permanente 9 fe i ta  uma comparaç%a entre a 

abordagem considerando todo o domf nf o satur ado-n%a satur ado 

C malha f ixa de e1 emntos f i n i  tos2 e a abordagem considerando 

somente o dominio saturado Cmalha ajustavel de elementos 

f i n i t o s i .  

E x e m p l o s  11ustrativos são i n c l u i d o s  ao f i n a l  do 

estudo de f l u x o  e m  regime permanente, b e m  como ao f ina l  do 

estudo em regime transiante. 

O desen-1 vi mento das equações uti 1 i zadas 

n e s t e  tr aba1 ho Lambem é apresentado em detalhes , juntamente 
c o m  a analise dos coeficientes envolvidos nas m e s m a s .  

mostrando onde as equações para fluxo saturado e para f l u x o  

saturado-não saturado diferem. 



23 REVI S21Q DA LI TERATURA 

Par a solucionar o problema de f l u x o  em m e i o s  

porosos muitas tecni eas f o r a m  desenvolvidas, principalmente 

ao longo dos ul ti mos cincoenta anos, as quais podem s e r  

c1 assi f i cadas c o m o  métodos gr 8f i cos , anal i ti cos , anai b g i  cos e 

num& i cos . 
Os *todos grãf i cos cons i s tem basicamente 

e m  representar o f l u x o  por i n t e r d i o  de uma malha de 

linhas equipotenciais e de fluxo, ortogonais e n t r e  si em 

qualquer ponto do domínio, São simples e efetivos no estudo 

de fluxo em meio homogeneo e de geometria relativamente 

si m p l  es. Pode-se citar os tr aba1 hos apresentados por 

CASAGRANDE' , CEDERGREEN~~ , entre outros. 

Da mesma forma. as soluções ãnali ticas s%o normal - 
mente possíveis somente para casos de f l u x o  em m e i o s  unifor-  

mes e c o m  geometria e condições de contorno pouco complexas, 

limitando t a m h é m  suas aplicações em muitos casos. Dentre as 

sol u ~ õ e s  anal i ticas podem ser  citados os tratamentos 

dados por GARDNER~~ , H A R R ~ '  , POLUBARI NOVA-KOCHI NA' , 

Na tentativa de superar deficiBncias de u m a  

abordagem puramente matemática ou g r A f  ica .  surgiram sol uções 

analbgicas a t r a d s  de modelas em escala e modelos fisieos 

eompi etamente d i f e r e n t e s  mas que t & m  comportamento 

matematicamente equivalente ao do fluxo em m e i o s  porosos 

honwg&neos, como por e x e m p l o  o &elo de f luxo de f 1 ui do 

viscoso, no caso a glicerina, ao passar entre duas pl aeas 

de vidro paralelas e m u i  to pr 6xi mas. 0 s  trabalhos 

apresentados por G R O V E R ~ ,  DE w E S T ~  e DESAI são exemplos 

desta abordagem. Dentro desta classificação h& ainda a 

t&cni ca de modelos anal bgi cus eleir1 c w  que base1 am-se no 

fato do fluxo de corrente el&trica ser  descrito pelas 

mesmas equações d i f e r e n c i a i s  que r e g e m  o f l u x o  em m e i o s  

* '1 



porosos e com condições do contorno semel hantes . Novamente 

aqui a aplicação de modelos elBtricos se restringem a 

domí ni os homug8neos. Uma observação f mpor t á n t  e nesta 

tkcnica  é que a superficie frebt ica  não & simulada 

exatamente, pois  o fenõmeno de superficie l i v r e  não 

existe na teoria eletrica.  N e s t e  campo poda-se ci tar  os 

tr aba1 hos de HERBERT que inclusive estendeu o metodo para 

problemas de fl u m  vari Ave1 no tempo. com bons resultados. 

Em adiçgo a tudo isto,  a pobre adaptabilidade dos metodos 

analhgf cos , com o uso de modelos, tornam d i f i c e i s  e 

demor adas as modificações na configuração de um 

protdtipo proposto, correspondente a uma otimizag%o 

projeto. 

Com o advento das computadores d i g i t a i s ,  

m&todoã n u d r i  cos , espec i  a1 mente o Wtodo de Diferenças 

F i n i t a s  s a MBtodo de E l e m a n t o s  F i n i t o s ,  tiveram um 

grande i mpul so, ganhando grande impor tAnci a na sol ução de 

problemas em muitas A r e a s  da engenharia e, 1ogicamante, 

tamb&m no estudo de fluxo em m e i o s  porosos. 

O M&todo de Diferenças  F i n i t a s  foi  aplicado 

por muitos pesquisadoras neste  campo, podendo-se ei Lar os 

trabalhos de: JEPPMN' que deteve-se a problemas c o m  

geumetria s imples  s domínios anisutr6plcos c o m  eixus de 

anisotropia paralelos em todos os pontos do domínio; TAYLQR e 

L L J T H I N ' ~  que efetuaram anllise t r a n s i e n t e  de aquifero em 

sistema de coordenadas cilíndricas axissimétrico; VERMA e 

B R U T S A E R T ~ ~  que estudaram aqui fero i nconf i nado com teoria de 

fluxo capilar; FREEZE~' que apresentou um modelo 

tridimensional. e outros. A abordagem de Diferenças  F i n i t a s ,  

por sua vez, Lambem apresenta a1 gumas li mi tações decorrentes 

de dificuldades no tratamento de sistemas nSo-lineares, 

geometria c o m p l e x a  e anisotropia  ar bi tr &ri a, s no tratamento 

de contornos atmosf &ri ços ' i nci i nados onde ocorre super f i ci e 

de percolaç%o e de evaporaç%o, ou seja,  com fluxo prescrito.  

C o m  sua origem de aplicá~ão na mec%niea estrutural 

e no estudo de transmissão de calor, o Metado de 

Elementos Fi ni tos f 01 in i c ia lmente  api ieado no estudo de 



fluxo em meios porosos por MAUERSBERGER~ e por Z I  ENKI EWI CZ 

e CHEUNG~'. e posteriormente por TAYLOR e B R O W N ~  e por 

Com esta tgcnica, passou a ser possivei analisar 

regiões de f luxo com contornos geodtricoã complexos e 

graus arbitrários de heter  ogenei dade e ani sotr  opi a, 

b e m  c o m  com eondiçZ5es de contorno mais eomplems. TAYLQR 

e B R O W N ~ ~  apreaent a r a m  sol t&5ern para f 1 uxo permanente 

bidi mensi ona l  com superfície l i vr e, usando mal ha 

ajustAvel de elementos f i n i  tos triangulares 1 inaares , 

soluções estas que foram melhoradas por N E W W  e 

WITHERSPM)N" no que se refere  ao ajuste da malha. JAVANDEL 

e WITHERSPWN~ adaptaram a a n b l i s e  de condug%o de 

.calor transiente para resolver o problema de fluxo t r a n s i e n t e  

em m e i o  poroso rigido, e S A N D H ~ '  estudou o f l u x o  

trans iente  em meio poroso elbstico.  FRMCE e P A R E c K ~ ~ .  por 

sua vez, estudaram problemas de f luxo transienta e m  

domi ni o tr i di mensi onal com malha 

r1 ementos f in i tos  i sopar am&t r icos tr i di mensi anai S. 

VOLKER'~ estendeu a abordagem de F I N N ~ ~  para i n c l u i r  fluxo 

não l i near . 
O M O t o d o  de E1 ementos F i n i  tos com a f ormulaç%o de 

Galerkin foi aplicado por ZENKIEWICZ e PARECK~' .  tamb&m 

utilizando elementos f i n i t o s  isoparan~&tricos bi e 

tr i di rnensi onai S. PINDER e FRI N D ~ ~  , da m e s m a  forma, 

real i zaram trabalho semel hãnte. 

A@s 1971 . quando FREEZE 35 mostrou a importdncia 

da analise considerando a zona não saturada no estudo de 

f l u x o  em meios  porosos. surgiram trabalhos que passaram 

tratar de todo o dominio saturado-não saturado, o qual 

total mente di scrsti zado por u m  mal ha de e1 ementos f i ni tos 

que não sofre ajustes. A posiç%o da linha f r e i t i e a ,  neste 

esquema chamado de f l u x o  r e s i d u a l ,  encontrada por 

interpolaçZo do potencial de pressões dentro dos elementos  

f i n i t o s  por onde e l a  passa. Pode-se c i tar .  nes te  campo, os 

estudos de: NEWMAN 47.48 
que i ncl usi ve tra-tou de probl e m a s  

de per c01 ação tranãiente em solos 1 i gei r amente 

compr essl vei s ; BAmE e KHC~HWFTM~* que usaram urna 



descri ç%o não-1 i near par a O coeficiente de 

condutibilidade hidraulica; LI e DESAI 43 ' 44 que adi c1 onar am 

A anAl i se do f 1 uxo transi ente em dom3 ni o saturado-i nsat urado 

a analise de tensões e estabilidade do meio poroso: entre 

outros. 



A forrnulaç4a matetnAtica do problema de fluxo e m  

meios porosos tem s ido  alvo da dedicaqzo de hidro iog i s t  as hA 

vAr i as dkcadas . 
A primeira formulaçZo, surgida no i n i c i o  da decada 

de quarenta, tratava apenas do fluxo em r e g i m e  permanente, 

bi di mensi onal , em m e i  o homog&neo e i sotr dpi co. Ou s e j  a, a 

elAssiea equaç%o ellptiea bidimensional .  

Com a evolução das pesquisas, as f ar m u l  açães 

matemáticas foram sendo aprimoradas de modo a melhor traduzir 

o fsnbmeno f l s ico .  Estendeu-se a analise para o dominio 

tri di mensi onal , i ncl ui u-se a dependgnei a entre a 

condutibilidade hidraulica e o peso especifico do f lu ido ,  

levou-se  em consideraç30 a deforrnabilidade do solo, i n s e r i u -  

se a analise transiente. Contudo, n e s t e  estãgio 

anal i sava-se apenas o fenõmeno no dom1 n io  saturada, 

desconsiderando as contribuições do fluxo na região nCTo 

ãaturada. 

E o caso dos trabalhos de GAPif30LAii 38,39 que 

apresenta um desenvol vi rnento tedrf eo mal ã rigoroso da equação 

para O fluxo tr ansi ente  uni di mensi una1 , mas no 

do& ni o saturado apenas. Sua grande contri bui ção esta no 

mt nuci oso dasenvol vi mento das equações, mostrando a 

equival&neia e n t r e  as f o r m u l a ç õ e s  partindo da consideração 

de elemento fixo em coordenadas fixas o e1 ementa def o r m A v e 1  

em coordenadas fixas. E l e  tarnbdm alerta para a existgncia do 

um termo n%o linear na equação. ate então n%o 

apr essnt ada por formulações anteri ores, e faz um estudo 

de validade da equação concluindo que a1 guns t e r m o s  p o d e m  ser 

desprezados. respsi tadas a1 gumas  condi ções . 



A inclusão da contribuição do fluxo na regi %o não 

saturada se deve a FREEZE 39-36 que, trabalhando quase que 

simultaneamente a GAMBOLATi , estendeu o estudo para o e s p a p  

tri di mensl. onal  e anal i sou todo o domí ni o saturado-não 

saturado. Sua equaçzo B considerada a mais geral e, 

consequentemente, vem sendo utilizada para descrever o 

problema f i s i co  em muitos trabalhos recentes .  

N o s  i t e n s  a seguir desenvolvem-se as equações para 

fluxo transiente tanto para o meio saturado quanto para o 

satur ado-não saturado, sendo que, para f aci 1 i tar a 

apresentaç%o das f ormul açTies matemát i cas , a equaç%o para o 

m i  o sat ur ado-não sat ur ado & desenvol vi da pr i mei r o. 

3.85 EQUAÇZO PARA FLUXO TRANSf ENTE: EM DOM1 NX O 

S A T U R m - H X O S A i ü R m  

A seguir  desenvolve-se uma equação para fluxo 

t r a n s i e n t e  que funcione tanto para fluxo saturado em 

aqui f eros canf inadus s nZo confinados , quanto para f luxo em 

zona nZo saturada. 

E s t e  estudo aborda apenas a f luxo  de dgua. 

Considera-se que a fase ar 6 continua e está sob pressão 

atmosf&rica. o que exclue da anAlise os casos de exist&neia 

de bolsões de ar compressivel no sistema do fluxo. E s t a  

condi ç%o poderf a ser uma li m i  t a~glo em a1 gumas apl i ca~ões  , mas 

ela tem sido universalmente aplicada na solução de problemas 

de drenagem c o m  aparente sucesso Cref. 3b3. 

Gradientes de temperatura, de concentrações 

qui m i  eas e gradi entes osWticos s%o todos neglf genci ados 

Cref. 363. 

A equação ser8 escrita em. t e r m o s  de potencial de 

pressa0 iy = f l x I . x z . x g 3  , onde iy >O impl icareg ião  saturada 

e < O  r h b g i X o  não saturada. 

O potencial total 8 dado por: 



onde: 

: potencial t o t a l  

v : potencial de p r e s s õ e s  

x : coordenada verti cal 
B 

A equaç%o ser& desenvolvida em coordenadas 

f i xas . ccns i  der ando-se um v01 ume e1 ement ar f i xo de 

solo linearmente e l A s t i c o .  

Em f unqão das baixas velocidades do fluxo no m e i  c 

poroso , o potenci al de veL oei dade i negl i genci ado. Consi der a - 

se que o f luxo B laminar e admite-se a vali dade da 1 ei de 

Darcy  Cref. 383. h forças de inbrcia s%o t a m b é m  

negl  i genci adas C número de Reynol ds bai xo3. 

A velocidade de Darcy B formulada em ter m o s  de 

velocidade relat iva entra Agua e gr%os de solo: 

onde: 

: velocidade do Darcy C v dx *vd *vd 2 
X X 

i 2 3 

: velocidade da Agua C v 
a * I Va 3 

X X x 
i 2 3 

: velocidade dos grãos de solo C O , D , v  1 
S 

X 

: grau d& saturaçSa f racionario 

V : volume de bgua' 
a 

V : v o l u m e  de vazios 
V 



: porosidade 

: condutibilidade hidrAulica K = KrKiI 

: condutibilidade hidraulica re lat iva  

: componentes principais do tensor K que 
i d 

representa a condut i bi l i dade hi dr Aul i ca 

: massa especifica da Ogua 

: permeabilidade do m e i o  

: vi scosi dade 

Note-se que: 

: teor de umidade volum&trico 

: voi u m e  de ãgua 

: v o l u m e  total 

Tanto S quanto n , K e 8 são funç25es da 

posi çXo devi do A não homogsnai dade da for maçZo geol bgi ca 

F=FCx ,x , x  .t3 e do potencial de pressão yi . 
i 2 9 

Admite-se que a velocidade dos gr%os de solo sb 

tenha componente na senti do de xa Ccoordenada ver ti cal 3 .  

A equaçSo de continuidade para a Agua 8 Cref. 3 8 3 :  



onde: 

: massa ospecif ica da Agua 

: coeficiente de compressibilidade usual da Agua 

A equaçgo de continuidade para o sol o B C r e f  . 363 : 

ou seja: 

Observe-se que a massa eipeclfica do 5010 pS nso 

esta presente em C 3 . 2 . 9 3  pois ps=constante CgrSo de solo 

ineompressivel>. 

Tomando a equação C 3.8.23, m u l  ti pl i cando-se ambos 

os l ados  da igualdade por p e aplicando-se o operador 

nabla V , t e m - s e :  

Substituindo C 3 . 2 .  €33 em C 3 . 2 . 1 0 3  e desenvolvendo-se 

a derivada parcial em relação a t 



Substituindo Ç 3 . 2 . 9 3  em C3.2.113 e desenvolvendo-se 

alguns termos  chega-se a: 

Analisando cada termo do lado direito da equação 

C 3 . 2 . 1 2 3  observa-se que: 

de C 3.2.73 t e m - s e  que: 

Chamando 

onde C B denominado capacidade de umidade especifica. 
s 

Desta forma, C3.S.133 f icar& sendo : 



chamando C vi de apdndi c@ 113 : 

onde: 

: caef i ci ente de compressi b i l  i dada cl A s s i  co de 

formação vertical do solo, que representa a 

compressi biiidads ver tf cal de uma amostra 

submetida a uma press%o ao longo de seu 

ei xo e i mpedi da de expandi r 1 at er a1 mente. 

cb 
: outro coef i c i e n t e  de compr essi bi l i dade de 

for mãç%o do solo dado por 

e obtido de ensaio de amostras que fornecem 

a variaç%o do indiee  de vazios "e" c o m  o 

potencial de pressão . 



O gradiente  de velocidade de grãos de solo VvS . 
dado pel a r e1 ação C 3.2.203 . B desenvol vi do det a1 hadament e 

no awndi ee I .  

Substf tu indo  C3.2.162 ,C3.2.173 e 

C3.2.123 t e m - s e :  

A equaçzo C3.2.233 fornece a express%o maf s 

genbri ea para f 1 uxo tr ansi ente em domi ni o sat ursdo- 

não saturado. 

Operando o termo do lado esquerdo de C 3 . 2 . 2 3 5 ,  

obt Bm-se : 



G A M B O L A T I ~ ~  em seus estudos sob=; a validade 

desta equaç%o conc lue  que o O l t i r n o  termo de C3.2.241 p d e  s e r  

desconsiderada desde que a dimensão vertical do modelo a s e r  

estudado seJa infer ior  a 104 metros e que a varíagSo das 

condiçE5es de pressão total no contorno ,   IA#^ 1 , seja i n f e r i o r  

a 3 x 1 0 ~  rnetros. Ainda nestes m e s m o s  estudos, GAMBOLATI. 

analisa a influencia dos termos  do lado d i r e i t o  da 

igualdade nos quais  a velocidade dos grãos de solo , v , & 
S 

mul ti pL i cada pel o gr adi e n t e  do pot enci a1 de pressões , e 

conclue que ales  t a m b & m  têm uma i n f l u ê n c i a  pequena nos 

rezul tados, desde  que se verifique a condi çaío 

a 1 A#o 1 5 0,05 . Em vi -;ta da condi t%o anterior , supondo que 
3 no limite 1 ~ @ , ]  seja igual a 5 x 1 0  metros. o coeficiente 

"a" deve ser Igual ou in fer i  or a 1 O m 1  , o que ai nda 

se enquadra na o r d e m  de grandeza deste coeficiente. Em 

resumo, estes termos podem ser desprezados quando a forntaç%c 

estudada sofre uma compact ação menor que 5% da 

di mensão ver ti cal i ni ci a1 . F R E E Z E ~ ~  tambkrn desconsi der a est er 

t e r m o s  n o s  seus estudos. 

A s s i m ,  a equação C 3 . 2 . 2 4 3  f i c a  reduzida a: 

ou, o que B o m e s m o ,  em virtude da equação C 3 . 2 . 1 3  : 



Chamando 

onde Ss 8 denomi nado coef i ci ente 

especifico, obtem-re finalmente : 

que B a equaç%o que seri utilizada no presente trabalho. 

3.33 EQUAÇÃQ PARA FLUXO TRAPISIENTE EM DDMÍNIO 

SATURADO 

Nesta formulação considera-se o fluxo apenas na 

zona saturada a assume-se que a linha freitiea ou superfície 

l ivre & uma linha de corrente. 

Para um aqui fero saturado, uma "queda" no potencial 

piezom&trico. dyr . r e s u l t a  numa reduç%o de pressão. O volume 

de Agua perdida por unidade de vol u m  do aqui f er o devido a um 

decr &sei mo uni t &ri o no potencial denominado ''ar mazenamento 

especifico". 

Numa analise deti da do balanço de mssa para um 

elemento de volume saturado em um aquifero, nota-se que tanto 

a eomproosi billdãde da bgua quanto a mudança no v o l u m e  de 

por os devi do h compr ess%o verti cal do aqui fero contr i buem 



para o armazenamento especifico. Chamando de Ss o ccefi- 

ciente de armazenamento especlfico, t e m - s e  que S B funç%o 

da porosidade. da eompressibilidade da Agua e da compressi bi - 

lidade de formaç%o vertical do solo. 

C o m o  os efeitos de mudança de compressi bi 1 i dade são 

i n c l  ui dos no coef f ci ente Sã , & possivel trabalhar e m  

termos de conservação de massa no espaço e tempo Cref ,573. 

Seja um elemento de volume 6 V  = 6x 6x 6x 
i 2 9 

p : massa especif ica do f l u i d o  

Cfluido compressivel3 

v - componentes de velocidade do f l u i d o  
i - 

A razão de fluxo de m a s s a  que passa por uma face do 

elemento paralelipédico durante o intervalo de tempc 6t & 

igual à massa por unidade de volume , p , mul tiplieada pela  

velocidade , v , perpendicular A face e multiplicada pela 

Area da face s p e l o  intervalo de tempo 6t . 
Fazendo, então, o equi l ibrl  o da taxa de fluxo de 

massa do f l u i d o  que entra, sai e f iea no elemento de volume 

6 V  durante o tempo 6t t e m - s e :  



Durante o t e m p o  bt  o potencial de pressão cresce 

Cou decresceJde u m  quantia . Entso ,  a variação de massa 

de f l u i d o  que f i c a  armazenada a mais Cou a menos3 devido a 

este acr&scimo Cou decréscimo3 de potencial é 6xi6\6x9pSS5v. 

Voltando ã equaç%o de continuidade anterior e 

fazendo 6 t S  , tem-se:  

Aplicando a lei de Darey, onde: 

: componentes pr i nci pai s do tensor Ki 

que representa a conduti bi 1 i dads hi br A u l  i ca 



t e m - s e  , então: 

Levando e m  eont a as m e s m a s  r g n s i  d a r a ~ õ e s  devidas ' a 

GAMBoLATI~'~~ tadas no i tem C3.23 pode-se escrever: 

Observe-se que C 3.3.63 B uma forma part icular de 

C3.2.285 p o i s .  na zona saturada CS=O e 8=n . 
N o t e - s e  que, c o m o  visto no i n i c i o .  S 

de C b , p  e n .  

Outra maneira de se chegar a este m e s m o  resultado, 

seguindo por&m a apresentação dada na formulação do item 

C3.23 , 6 substituir, naquela formulação, a equaç%o de 

Darcy C3.2.23 por: 

e a equação da continuidade da Agua C3.2.61 por: 

E justamente nes te  ponto que res ide  a diferença 

e n t r e  os trabalhos de FREEZ~' e GAMBOLATI 38,39 . O pri-  

meiro estendeu a analise para todo o dominio saturado-não 

saturado incluindo na equação dá velocidade de Darcy 

C3.2 .23  e na equação da continuidade da Agua C 3 . 2 . 8 3  o 

grau de saturação S que. mul tiplieado pela porosidade n , 

da a relação entre o volume de atgua e o volume to ta l .  Q 

segundo coloca nestas equaçBes. como se observa e m  C3.3.83 e 
. I  



C3.3.91 , apenas a porosidade n que & a relação entre 

VO~UE de vazios e o v o l u m e  t o t a l ,  considerando, desta 

f orm, que todo o volume de vazios esta ocupado por agua 

C e l e m e n t o  de v o l u m e  saturado]. 

Fazendo as substituições citadas aci ma, chega-se A 

Admitindo as m e s m a s  considerações citadas no item 

C3.21, a equação C3.3.103 se reduz a: 

que & Identica ã equaçZo C3.3.83. 

Apesar das squaçaes apresentadas nos i t e n s  

anteri ores e do prbprio metodo de soluç%o serem gerais e 

apl i e A v e i  s a pr obl emas t ri di mensi onai s , par a e x e m p l  i f i car os 

t i p o s  de condiç-s de contorno  considere-se o modelo 

bi dimensi onaL da f igura C 3.4.13, o qual representa um 

problema idealizado de fluxo em barragem de terra.  E s t e  

problema nXo deixa de ser tridimensionil mas. por suas 

caracteristicas,  pode ser reduzido seu'eãtudo a duas 

dimensões ,  o que ser& adotado daqui por diante em conson%ncia 

c o m  o obJetivo deste trabalho. 

'1 



FlWR* 3.4.1 PROBLEMA M FUIXO EM BARRAGEM DE TERRA 

No i n s t a n t e  t=to , a localização da linha 

freatica B dada por xz=HC x*. to) e a distribuição do 

potenci a1 total # na rsgi%o do fl u m  & dada pela equaç%o 

C3. S. 283 ou equação C 3 . 3 .  €33. conforme o modelo adotado. A 

press%o ao longo da linha freatica & igual  h press%o 

atmosférica e. portanto. n%o se perde a generalidade se ela 

for considerada nula. A s s i m .  existem as seguintes condições 

de contorno: 

a3 Contorno em contato com o m i o  liquido: 

Ou sega, na face a montante e a jusante m. o potencial 

total # em qualquer ponto da face & igual a1 tura do nivel. 

1 i qui do. 

onde a barra supsrscrita denota um valor conhecido "a 

priori  ". 
E x i s t e  fluxo a t r a v h  deste contorno. . 



b3 Contorno i mper mável : 

Onde não existe fluxo normal A face considerada. O fluxc 

se da tangencialmente ao contorno  e, portanto, esta face 

uma linha de corrente. A condição que retrata esta situação 

é expressa por: 

onde "n" & a normal ã s u p e r f i c i e .  

c3 Contorno de percolaçãa ou face de pereolação: 

Caracterizada pela região não submersa da face da barragem, ã 

j u s a n t e  do f 1 ~ ~ x 0 .  na qual ocorre o af loramenta do f l u i d o .  Na 

f igura  C3.4.13 o contorno E representa esta situa~%o. Ao 

longo desta contorno ,  o potencial t o t a l  de um ponto B 

igual  à coordenada verti cal x deste m e s m o  ponto.  ou sej  a: 
2 

Como há fluxo atravbs deste contorno. ele nSa se 

constitue em uma linha de corrente.  A face de percoiaç%o & 

uma si tuaçso a ser evitada em toda e qualquer barragem p o i s  

com o fluxo aflorante,  ocorre o earreamento de grgos de solo,  

caracterizando-se o pr obl e m  denominado "pi pi ng". 

d3 Contorno de s u p r f i c i e  fraatica: 

Tamb&rn denaminada linha de saturação, dclimi ta a região de 

potenc ia l  de pressões positiva da regi30 de y negativo 

ou, o que B o m e s m o .  delimita a região saturada da nãc  

saturada. No instante  t=to , a posi$%o da linha freatica 

I& dada por x2=HCx . t 3 . Portanto, ao longo da linha E, o 
1 O 

potencial total # de um ponto B igual d. sua coordenada 

vertical H , i s to  8:  

Outra eondiçZo exfstente nesta contorno para r 
, \ 



caso da anãlis9 do f l u x o  no d o m i n i ~  saturado apenas, I que 

não há fluxo normal A superfiçio, ou seja: 

C ? .  l i .  3:' 

onde "n" a normal h sirperficie. 

A s s i m ,  nes ta  analise reg ida  pela erq~iaç2ic C 3 . 2 . 5 >  

desenvoi vi da no i tem C 3.31, a linha de saturação uma i i nha 

de corrente. 

Contudo,  na a n A l  i se do fluxo no domln ie  

satur ado-n%o saturado, regi da pel a equação C 3.2.282, esta 

condltçSo não B aplicAvel tendo em vista que a linha de 

saturaqão não & considerada como linha de correnie ,  

podendo haver fluxo atravks deste contorno.  

3.51 DESCRI ÇÃ@ I3Y>S COEFI C1 ENTES CARACT'ERf SrZ CCY L= 

SWDS 

Para 'uma compreensão mel hor do m c d e l o  m a t s m A t  i co 

apresentado , ser%o aprasent adas c o m  m a l  s det a1 hes as prc- 

p i e d a d e s  do sola constantes nas equaqbes C3.2.283 e C 3 . U . E I .  

3 . 5 . 1 3  C O N D W T I B I L I P ~ E  H1 DRAULICA C K 3  

K : condutibilidade hidráulica 

k : permeabil idade do m e i o  

y : peso especifico 

p : massa especifica 

g : acef ar aç%o da gr avi dade 

p : viscosidade 



A condutibi  iidade hidrãul ica B um parametro que 

varia eonf o r m e  a variação do potencial de pressões, e a 

relação funcional entre eles & mostrada na f igura  C3.5.1.13. 

Como pode-se ver, I& u m  relação h i s t e r l t i e a  com um 

ntlmero i n f i n i t o  de curvas de transição "s" entre a curva de 

drenagem "d" e a de umedecimento "w". Contudo, apenas uma 

curva "s" B mostrada na figura. Para yi > O  a condutibflidade 

hidraulica K é tomada como constante e igual A 

condutibilidads hidraulica de saturaç%o Ks . Na regiao 

não saturada, onde < Q  , à medida que iy decresce 

par a vai o r e s  suf i ci entemente pequenos, a conduti  bi l i dade 

hf dr6ulicã K sofre uma redu~ão m a i s  ou menos abrupta ate 

um valor que, eompar ado com a eonduti bi 1 i dade hi dr bul  i ca 

saturada K 
S 

muito pequeno. 

Ana1  isando vArias relações entre K e de 

vario= tipos de sol o. BOUWER" observou que, de uma forma 

geral , quanto m a i  s uniforme o tamanho dos poros do sol o, m a i s  

abrupta 8 a redução em K com o decrescimento de iy . E 

quanto m a i s  f i n o s  os poros do solo, m a i s  ba ixos  são os 

valores de yi nos quai s a r e d u ~ ã o  de K ocorre. 

Devi do à complexidade e grande diversidade nas 

relações entre K e .y l  apresentada de sol o para sol o, r 



determinação do compor t ament a real condut i bi 1 i dade 

hidráulica, para um dado sola,  e.dge testes especiflçoç. 

Como ai ter nat i  va, pode-se obter estas relações através de 

pesquisa  de literatura, baseando-se em t ipos  de solos 

si m i l  a r e s ,  ou usar relações e m p l  ri cas , as qua i s  devem ser 

vAlidas para u m a  classe de t ipos  de solos, a exemplo da 

por GAkDNER 
19,37 

f br m u l  a e m p i  r i ca apresentada a qual  

observou que o comportamento da relação entre K e yl 

par ece segui r a equação C r ef . 1 S. 37,451 : 

onde: 

: condutibilidade hidraulica relat iva local 

: conduti bi l idade hi dr8ul ica sãturada 

: condutibilidade hidrbuliça C K = Kp KS 3 

: potencial de press%o negativo l oca1 

: potencial de pressão c r i t i c o  

: i n d i c e  do solo 

O i n d i ç e  do solo "a" r& obtido ajustando-se crm 

pol inbmio aos dados reunidos por R O U W E I I ~ ~  para t r g s  t i p o s  

de sole, os quais são mostrados na tabela C3.3.1.13. 

Tabela 3.5.1.13 Valores de "KS" e "a" para 3 tipos de solo 

* "loarn" : solo heterogrineo formado por arg i la ,  silte e 
arei a, com matkri a orgãnica. 

t i p o  da solo 

"loarn* " sem estrutura . e argila 

areia  f i n a  . e "loarnx *,' com 

pr edomi nAnei a de arei a 

a r e i a  m&di a 

K < m / d i a J  
S 

O, 01 

O. 05 

0 , s  

a 

2 

3 

5 



C' polin8mio obtido desta fcrma 8:  

A s s i m  proçedenda, é possivel estimar o i n d i c e  "a" 

do solo, dada a condutibilidade hidrAulfea saturada Ir s 

E s t a  & uma forma emplrica mas que permite uma apl f caçãc 

generalizada do esquema nuMrico.  

O patencial de pressões cr i t ico  . é determi nado 

para vArios tipos: de solo. 

BOUWER' ': 

usando a def i n i ~ S o  dada por 

na qual yw é igual à d i s C d n c i a  x e n t r e  a superflcie da 
3w 

estrutura de solo e a superflcie fredtfca Çvide f i g .  

3 . 5 . 1 - 2 3 .  

SUPERF~CIE 
DO SOLO 

Se a distancia vw 15 suficientemente grande, a 
1 

condut i bl1 i dadã hi dr A u l  i ea nSo sat ur ada K e m  
V'W 

& 

negl i gen- c1 ave1 mente pequena e m  relaçPo a Ks e o 

potenc ia l  c r i t i co  yc . segundo BOVWER, passa a ser, o centro 
, '# 



integrado de todo o eampc de potencial de preás%o negativa yt 

sobre o qual t e m  lugar as reduçEeç da eonduti bilidade 

hfdrgullca n%o saturada Ií: C f l . g .  3.5.1.33. BQUWER mostrou 

ainda, em outro trabalho seu, que o potencial de p r e s s e e s  

c r i  ti co B essenc i  a1 mente 

camada de eapi 1 ari dsde. 

i gual 

Procedendo c o m o  o disposto ate agora, 

de te rminou  valores t ip i cos  de pte para cinco tipos de solo, 

com as in tegra i s  da f 6 r m u l a  C 3 . 5 . 1 . 4 3  sendo determinadas com 

o a u x i l i o  de planimetro. E s t e s  valores são listados na 

tabela C 3 .  S .  1.23. 

Tabel a 3.5.1 .22 Val ores de "KSw.  "a" e para c i n c o  

tipos de solo 

* "loarn" : solo haterogeneo formado por argila,  silte e 
areia,  com materia orginfca. 



Desta forma. com base nos valores constantes na 

tabela C 3 . S . I . 2 3  aplicados na equaçzo C3.5.1.25. t e m - s e  nas 

f iguras C 3.5 .  I. 4J e C3.3.1.53 a variação da eonduti bl lidade 

hidráulf ca não saturada K em relação a para os cinco 

t ipos  de solo em quest%o. 

U m  outra forma de expressar a relaçZo Kxv B 

atrav4s de uma varlaçso linear conforme as apresentadats nas 

figuras C3.5.1.6.a.bS para o solo t i p o  2 da tabela C3.3.1.21. 

Primeiramente, pelas caracteristlcas da curva Kxiy pode-se 

aproxima-ia com uma reta inclinada partindo do ponto cujas 

coordenadas são C K r = l  . v=O3 e passando pala ponto onde 

Kr=0,5 e v "5, sendo yc o potencial de press&s 

cr i t i co  pela formulação de GARDNER Cvide tabela 3.5.1.23. Ou 

ent%o, de uma segunda maneira. pode-se aproxima-la com uma 

r e t a  com as caracteristicas segu in te s .  Como pode-se observar 

na f igura  C 3 . 5 . 1 . 4 3 .  a curva K x ~  para o solo tipo 2 

por exempl o, apresenta um pequeno trecho onde a 

eonduti bf l i dade h1 drãul i ca Kr permanece constante e igual a 

1 C u d ,  m e s m o  para v negativo entre O s - 0 . l m .  Na figura 

C 3 . 5 . 1 . 5 3  com escala lqaritmica Isto torna-se m a i s  v is lvel .  

Fisicamente i s to  s ign i f i ca  que uma pequena camada a c i m a  da 

superf i ci e de potenci a1 de pressões nulo  6 eompl etamente 

satur ada , m e s m o  com yr negativo. E s t a  pequena camada 

sat ur ada t ambem pode ser i nc l  ui da na abordagem com var i acão 

1 i near para K x ~  , fazendo a reta partir do ponto 

CKr=1 , v=-O,f3 como ilustra a figurá C3.S. l .8 .  bl. 

HA ainda uma maneira m a i s  simplificada para 

representar a reiaçso Kx?p que B atra-s de uma variação 

abrupta do valor de K quando passa a ser negativo 

Cf igura  3.  S. 1.7. a>. Ou quando yi passa a ser  menor que - 0 , I m  

no caso do solo t i p o  2 Cffgura 3 . 5 , 1 . 7 . b > ,  





Para efeito comparativo e n t r e  as vArias formas de 

variação da relação Kxy , ou seja, entre a pura apliea~ão 

da f b r m u l  a de GARDNER C equação 3 5 . 1 2  , as vãri ações 

lineares das f iguras Ç 3 . 5 . 1 . B . a , b 3  e as variações abruptas 

representadas nas figuras C 3 . 5 . 1 . 7 . a , b 3 ,  foi  fe i to  um estude 

cu j  os r esul t ados estão apresentados graficamente na f i gur a 

C 4 . 5 . 2 . 4 1 .  A razão de convergeneia do programa para as c i n c o  

abordagens di ferentes  foi  praticamente a m e s m a  como mostra o 



quadro resumo a seguir Ctabsla 3.5.1.33 com os -.*alares da 

N o r m a  Euelidiana a cada i teração. 

Tabela 3 . 5 . 1 . 3 3  Valores da N o r m a  E u c i  idiana "c" a cada 

i teraçzc ,  para as c i n c o  formas de repre-  

sentaqão da r e l  aq5c K::y 

Pode-se observar que todos as t ipos  de var i ação 

para a funç%o K=fCvJ deram resultadas prati eamente 

semelhantes para o mesmo problema, o que significa que a 

r e1 aç%o m a i s  si mpL f f i cada representada pe la  f igura 

C3.5.1.7.aJ fornece resultados compativeis e com menos 

esforço computacional . BATHE e KHOSTAFGAAR'~ tambem 

utilizaram esta relaç%o simplificada e obtiveram bons 

resultados. Face a isto, a variaqão abrupta para a relaqão 

Kxp apresentada na f igura C3.5.1.7.al ser& utilizada 

neste trabalho para todos os demais exemplos. 

i t e r  

1 

2= 

3E 

4= 

S? 

b" 

7' 

f i g .  C 3 .  S .  1 - 6 2  

CXRDNEK C ai C b:! C a3 Cbi 

0,2527055 0,2528632 0,2528632 0,2528458 0,28539'74 

O, 1 404753 O, P 487944 O, 1 467743 O ,  1 471 531 O, 1 425524 

0,0870988 0,0875456 O, 0875367 0,0876796 0,08471 59 

Ci ,051 471 3 O, O51 JQi 2 0,051 3629 0,0520047 0,051 1 892 

0.0259272 0,0252793 0,0253748 0,0237413 0,0270804 

O. 0 1  1 851 5 O ,  01 1 0799 O, 01 11 482 O ,  0090349 O ,  01 38451 

0,0080981 0,00761 45 0,0070787 0,0074649 0,0070491 



3.5.2 i  TEOR DE UM1 DADE VOLUMETRI C 0  

O teor d e  umidade volumátrico B a relaç%o entre o 

volume de llquido e o volume total da amostra de solc 

considerada. Na região saturada onde todos os vazios SXO 

preenchi dos com I l qui do C Va = VyD , o teor de umidade se 

iguala A porosidade: 

Na região n%o saturada o teor de umi dads varf a em 

funçPo do potencial de pressão. A figura C 3 . 8 . 2 . 1 3  mostra 

como varia esta relação entre 0 e y . 

Como 

h i s t e r e t i  ca. 

pode-se n o t a r ,  B uma r e1 ação 

obteve r e1 açnes 8xv reuni ndo dados 

de di f erentes pesquisadores , pl otando os resultados em 

escala semilogaritmica, e ajustando curvas aos dados 

obtidos,  objeLivando t er  funções s i m p l e s  , entre 

para os cinco t ipos  de salo apresentados na tabela 

E s t a s  m e s m a s  curvas são usadas no . trabalho de 

I 



As f iguras C3.5.2.23 , C3.5.2.33 
mostram estas curvas, 

trabalho. 

as quais  t a f i m  s%o usadas no presente 

Observe-se, por exemplo, a curva E na f igura 

C3.5. S .  31 que corresponde ao segundo tipo de solo na 

classlficaqão apresentada na tabela C3.5.1.23 . E l a  apresentn 

um valor de 8 prat,ieamente constante  e igual A 

porosidade e n t r e  yr = -0,0001 m e ly = -0,l m .  I s t o  

s i g n i f i c a  que ate um potencial de pressão ligeiramente 

negativo, de ate - 0, l  m , o solo se encontra ainda 

completamente saturado, ou seja, com um teor de umidade 

igual ao do solo saturado, o que caracteriza b e m  a e,uist&ncia 

da camada de capilaridade acima da superf ic i e  freAtica. 

Par a i m p l  ement ar estas relações Bxy nc 

programa eomputaci onal , foram ajustados poli nõmi os A s  

curvas das figuras C3.5 .2 .23  , C 3 . 5 . 2 . 3 3  e C 3 . 5 . 2 . 4 5 ,  

obtendo-se as rela@es func ionais  entre E3 e ly que 

apresentam um desvio m á x i m o  de 6% em relação As curvas 

gr ãf i cas . Qs coef i ci entes das relações 8x.yi e m  questão 

estão listados na tabela C3. S. S. 13. 

curva i 3 

Tabela 3.5.2.13 Valores dos coeficientes A.B,C,D e E para 

os c i n c o  tipos de solo 

sol o 

i 

2 

3 

4 

5 

A 

0,0033333 

0,5084233 

-0.0999650 

-0,0261839 

-0.0021 288 

B 

0,0250000 

0,5828924 

-0.01 701 92 

-0.0274593 

O ,  0 0 5 7 4 2 3  

C 
C - - -  

Os021Q6b6 

-0,0682762 

0.2057458 

0.0929408 

O, 024901 7 

D 

-0p17Q00b0 

-0,4506262 

-0,1127477 

-0.0593173 

-0,2229694 

E 

0p300b000 

0.3041191 

0,1539863 

0 , ~ O O O O  

O. 4344541 





3 . 5 . 3 3  CAPACI DADE DE UM1 DADE ESFECX FI CA C C,] 

A capacidade de umidade especlf ica CS & d e f i n i  da 

c o m o  a derivada do teor de umidade 8 em relaç%o ao 

potenci a1 de pressão y C ref  . 383 : 

ou seja, a função tangente h curva 8xy, . A natureza desta 

funçSo B mostrada na figura C3.5.3.13 . 



O valor de Cs , para um dado valor de tp , B 

deter  mi nado obtendo-se a tangente  ã curva 8xv , 

utilizando-se para t a n t o  um ponto ligeiramente acima e outro 

ligef ramente abaixo do valor do potencial de pressão y 

considerado Ç f i g  3.5.3.2. a,b>.  



3 .5 .4>  COEFICIENTE DE ARMAZENAMENTO 

ESPECf FI C0 C Ss3 

O coeficiente de armaaenamento especifico S 
T 

ref  f et e as pr opr i edades e1 A s t i  cas conibi nadas do m e i  o sol o- 

igua considerando-se que as def orma$t5es sso elasticas e 

verticais, e que a tensão total e m  cada ponto permanece f ixa  

no t e m p o  Cref. 38,391. 

Cb : coef i ci ente de compr essi bi 1 i dado 

vertical do solo 

n : porosidade 

de formação 

: coefielente de compressibílidade da A g u a  

Fi si cament e =s representa o volume de água 

i nstantaneamente 1 i ber ada do ar mazenamento por uni dade de 

v01 um@ total , quando o potenci a1 de pressão yi r5 abaixado de 

uma unidade. 

O coeficiente de compressi bi lidade de formação 

vertical do solo Cb , & dado pela seguinte definiçzo 

particular:  

a qual d i f e r e  do coeficiente de compressi bilidade do solo 

usada em Mec%ni ca dos Sol os psl  o fator 1 /C i +e> C ref  . 423. 

C obtido da curva do indice  de vazios "e" ver- 
b 



sus tensão efet iva v 
xs 

equi val entemente, 

o potencial de pressões yi , desde que se considere que 

uma mudança em produza imediatamente uma mudança igual 

E s t a  relação vAlida para aqul.fero e l A s t i c o  

confinado, assumindo que o peso por unidade de A r e a  da eol una 

de sdlidos e água acima do ponto cansiderado sef a 

constante .  

E importante observar que na regi30 não saturada 

nZo mais parece r azoAvel assumi r a const Anci a do 

peso sobrejacente. o que determina uma variação no valor 

de Cb . 
Outra expressão para o coeficiente Cb B dada por 

Cvide ap&ndiee 11 3: 

onde a & o coeficiente de compressi bilidade de formaçso 

verti cal. do sola, dado por: 

v : rnbdulo de Poi  sson 

E : mbduio de Young 

p : massa espec1fica.d~ solo 

g : aceleração da gravidade 

ri : coof i ci e n t e  de compr sssi bi 1 i dade expresso em 

unidade L-' 

a' : coeficiente de compressibilidade expr&ãso em 
2 unidade L /F 

* 



O coef i c1 ente a* B çanhrridc. tamb&m, como 

coeficiente de mudança de volume mv C r e f .  421. 

A definisão de compressibilidade e m  t e r m o s  de 

pres'i%o de f l u i d o  C L - ' ~  ao inv&s de tensao e fe t iva  

C L'/F~ . é pr &ti ca normal no estudo de Aguas subt er r aneas e 
el i mi na a neeersi dade de espaci f i car u m  r e l  ação separada 

e n t r e  tens30 efetiva e pressão de f l u i d o .  Qualquer mudança na 

tens30 total em um ponto, acompanhando mudanças e m  , 

incorparada a s s i m ,  ao coeficiente de comprcsslbilidadc 

Cref. 24 3 .  

O coeficiente a B constante na região saturada e 

na zona de capilaridade onde o solo estA sob condiç5es  prati - 

camente saturadas. Contudo. sob condições nfo saturadas. onde 

a r e l a ~ % o  entre u e B uma função da saturação, ct 
X 

3 

muda consideravelmente de seu valor de saturaçso e, 

ssgur ament e. pode ser negl i genci ado nest e estudo C f i gur a 

3.  S .  4 . 2 3 .  

Voltando à expressão C 3 .  S. 4 . 3 1 ,  para valores do 

potenci a1 de pressões yl variando. por exemplo, da O a 100 

metros, a diferença entre a e 
=b fica em torno de no 

m A x i m o  5%. levando ,em cpnsf deração um valor *dia de 
-5 -1 0.5~10 m para o coeficiente a . Isto mostra que a e 

Cb podem ser intercambiaveis no caso do estudo de f luxo 

onde o potencial v assuma valores ate 100 metros. 

coef i ciente  de compressi bi li dade' da água (3 

expresso por: 



p : massa especif ica da Agua 

Po 
: massa especifica i n i c i a l  da Agua 

g : acel eráçPa da gravidade 

: coef f ci e n t e  de compressi bi l i dade da Agya 
-1 

expresso em uni dade L. 

7' : eoef i c i e n t e  de compressi bilidade da A g u a  

expresso em unidade L'/F 

Como pode-se observar. fl tambkm é função de tp , 

mas & desprezi vel o e r ro  ao se d e f i n i r  1)=/3'p,g. NZo h& 

descontinuidade no valor de (3 quando o potencial yi muda 

de condições saturadas para n%o saturadas C f igur a 

3.5.4.23.Cref. 3BI 

I0 

1 ' Y  
FIOURA 1.5.4.2 1 R E L A ~  ENTRE L v, 

Analisando o comportamento de cada membro da 

express%o C3. S .  4 . 1 5 ,  vale ainda dizer que o uso de S como 
s 

uma constante para m e i  os eompi et a m e n t e  saturados & 

justificado desde que as def ormaçBes verticais não excedam 5% 

Cref. 473 .  



43 FLUXO EM REGIME PERMANENTE 

Este capit.ulo apresenta o estudo de fluxo em 

m e i a s  porosos em regi me permanente usando a for mulaç%o de 

E l e m e n t o s  F i n i t o s .  A abordagem d o  estudo de f l u x o  n%o 

confinado 8 f e i t a  de duas formas. A primeira considerando 

apenas o domínio saturado e utilizando o esquema de malha de 

elementos f ini tos ajustavel para determinar a posição da 

linha f reatica. A segunda. considerando todo o domínio 

saturado-não saturado e utilizando o esquema de malha f ixa.  

com elemento f i n f  to f soparam&triço. A determinaç%o da poãiçSo 

da linha frebt iea  I& atrav&s de processo i terat ivo ,  aplicando 

o &todo de Newton Raphson. Cada abordagem B ilustrada 

atrav&s de exemplos no f ina l  do capitulo .  

4.23 FORMULAÇXO EM ELEMENTUS FI NI TOS 

A equaçzo governante do probl sma de f l u x o  em meios 

porosos, em regime permanente. ou seja, sem varf ações no 

tempo. & obtida tanto  da equaçso C3.2.281 quanto da C3.3.63 

suprimindo-se o t e r m o  da d i r e i  ta da igual dade, j A  que 

o potencial total @ não varia com o t e m p o .  A s s i m ,  tem-se: 

Usanda-se outra nota$%o e restringindo-se o estuda 

a m o d e l  os bi -di niensi onai s , t e m - s e :  



onde: 

K = K i i  Cpara estudo somente no domi ni  o saturado> 
xi 

K = Kr Ki C par a estudo em todo o dom1 ni o "=, 
saturado-não saturado3 

Kr : condutibilidade hldrAul ica  r e la t i va  C 0  IKr I 1 3  

K i f  : componentes principais do tensor K , que 
ij 

representa a condutibilfdads hidraulica na 

saturaçzo 

Esta equação é vAlf da para a regi30 de Area A e 

contorno S . ao longo do qual deve s e r  especificado ou o 

valor do potencial  total ou o valor do fluxo normal. 

Se Si B o segmento do contorno S ao longo do 

qual o potencial total B prescrito e Sz O segmento ao 

longo do qual o fluxo normal B prescrito.  então as 

condições de contorno sfo: 

OU, O que B o m e s m o  : 

- 
onde e q s%o valores conhecidos d9 potencial total e 

do fluxo normal no contorno. e "n" B a normal a S 
2 

dir ig ida  para o exterior.  N e s t e  trabalho conãiderar-se-8 

- 
que q i nulo .  

em conson%nci a 

ou seja. que não hb f l u x o  normal a Sz , 

com os t ipos  de- condições de contorno 

descri tos no item C 3 . 4 3 ,  

superfiei es livres. 

A p l  i cando-se o d t o d o  dos resi duos ponderados de 

+ 'I 



Galerkin para obter uma forma integral  

equação C 4.2.21. t e m - s e :  

correspondente A 

onde 6# B a função de peso. A & a drea da região de fluxo 

e S o seu contorno. 

I ntegr ando-se por partes a equação C 4 . 8 . 6 2 ,  

utilizando-se para tanto  o teorema de Green. obtem-se: 

Em outra notação. na qual a# = 9, - 
x4 

f i na1 mente: 



que é a equaç%o base para a apllcaçZo do Merodo dos E l e m e n t o s  

Fini tos. 

Admite-se que as condi ções de contorno  assenci ai s , 

ou seja,  do t i p o  # = são satisfeitas diretamente e que as 

condições de contorno  naturais  do t i p o  Kn a* em também 
- I  

an 
são sat i s fe i tas  num sentido integrado, eãpecf f i eando-se 

f luxo n u l o  atrav&s do contorno 
SZ. 

4 . 3 3  ANALISE CONSI DERANDO APENAS O WMI NI O SATURADO 

CMALHA AJUSTAVEL) 

O MBtodo dos E1 ement-os Fini tos c% apl i cado 

subdividindo-se  a região saturada a ser estudada em um 

c o n j u n t o  de e1 ementos de df mensões f f ni tas, i n t e r  l i gados por 

m e i o  de pontos nodais ,  nos quais  são determinados os valores 

nadal s das i nehgni tas do probl e m  estudado. 

Em um elemento i n d i v i d u a l ,  a aproximaç30 do 

potencial total #e em qualquer ponto e m  seu i n t e r i o r  

descrito em termos das firnções da forma a dos 

valores $1 do potencial n o s  pontos nodals do e lemento .  

d 
onde n B o número de r168 do elemènto s "n" o indf ee que 

i ndi  ca ser val or nodal . 
A s s i m ,  para um elemento "e", levando C 4 . 3 .  I. 13 em 

C 4 . 2 . 8 3 ,  obtem-se a expresszo: 



ou, de outra forma: 

A integral  da equação C4.3.1.31, calculada sobre 

toda a região do elemento, fornece a matriz dos 

soef i ç i e n t e s  do elemento Tini to. que r e r l  chamada de K~ 1 : 
* 

A n i v e l  de elemento, t e m - s e  a expressão: 

Somadas as rontri buiçães de todos os elementos ,  

chega-se A segu in te  expressão global para todo o domfnio: 

Como S# B a primeira variação de # , da sua 
* .-" 

arbitrariedade segue-se que o problema f i c a  retratado, 

então,  p e l o  sistema de equa~ões 1 i neares: 

onde K 1 B a matriz global de equillbrio e {+) o vetor 
-C .c 

das var i A v e i  s nodai S. 



4 .3 .23  MATRI Z DCIS COEFI CI ENTES DO ELEMENTO 

C Ti?I AHGULO LI NEAR3 

Ser& usada nesta  analise r e s t r i t a  ao domlnio 

saturado. o elemento triangular l inear .  DIAS~' em seu 

trabalho tamb&m o utiliza e conclue que ele dd resultados 

quase tão precisos quanto o triangular com variação 

quadr At i ca , podendo di spensar ãof i sti cação mai or . 

No apendics I I I  encontra-se detalhada a 

descrição das funções de forma deste elemento, em termos de 

coordenadas de ftrea. Ds l A  o b t é m - s e :  



onde "A" & a A r e a  do elemento. 

A s s i m ,  na forma de matriz, t e m - s e :  



Observe-se que [ K~ ] e. por conseguinte [ K 1 , s%o 
* & 

4 . 3 . 3 >  DEiERMT MAÇÃO DA POSI ÇZO D A  LINHA FREÃTí CA 

C MALHA AJüSTAVEL3 

A solução do problema de f l u x o  não confinado em 

regime permanente consiste na determinação da posiq80 da 

linha freát ica,  ou linha de potencial de pressões nulo .  

Isto determinado. todas as outras caracteristicas do f l u x o  

podem s e r  obtidas c o m :  l inhas  equ ipo tenc ia f s ,  ' linhas da 

corrente, distribuiç%o de velocidades.. . . 
Como a pr i or i n%i& se conhece a posf ção da 1 i nha 

f r e á t i c a  e, consequentsmente, não se satisfaz uma das 

condiçBes  de contorno. B feita uma est imativa de sua poziçso, 

como uma primeira aproximação. 

A equaç%o C 4 . 8 .  E3 com Kx = 5 1  , sendo vAlida 
i 

somente na região saturada. limita a analise neste domínio. 

A s s i m ,  B fe i ta  a discretização a m a s  da regi%o abaixo da 

linha estimada. . 

Montado o sistema de equaqões lineares 



correspondente a esta primeira malha de elementos f i n i t o s ,  e 

aplicadas as eondiqSres de contorno, o b t O m - s e  o vetor solução 

como primeiro resultado.  
* 

Lembrando que na s u p e r f l . d e  freat iea existe a 

condiçJo de que o potencial total # deve ser igual  A a1 tura 

X 
2 '  

B fe i ta  a verif ica~so desta condição para cada ponto da 

malha. pertencente A linha estimada. 

Se um ou mais pontos  nSo a satisfizerem, efetua-se 

uma corrsç%o nas coordenadas desteCs3 pontoC73 de maneira 

descrita adiante. Com a nova pos i~ão  da malha de elementos 

f i n i t o s ,  monta-se novamente o sistema de equações, agora 

e obtem-se nova solugâo (#ta'. 
.Ii 

Repete-se iterativamente este procedimento ate que 
os pontos da Ifnha f r s A t i e a .  ou de saturação, todos 

satisfaçam a condi$%o # + P ,  dentro do c r i t B r i o  de 

precisão. A soluç%o do problema será dada pela úl L i m a  m a l h a  

encontrada e pelo  vetor solug%o {t$tCi3 cor r espondente. 
* 

V i d e  f i gura  4 .3 .3 .1  . 

O ajuste das coordenadas dos pontos pertencentes ã 

linha frsAtica, caso não satisfaçam a condiqZo # = x 
2 

B fe i to  

em função da diferença e n t r e  #p e C X ~ ~ ~  destes pontos. 

* \ 



REFEAEHCIAL 

t o 1  
F I O U R A  4.3.3.1 AJUSTE M S  CWRDLNhDAS DO8 PONTOS D A  

/ 

LINHA FRLATICA. 

Seja a linha de saturação 

iteração, conforme a figura C4.3 .3 .23 ,  com o ponto P de 

coordenadas [ Cxtlp , CxZp 1 cujo potencial encontrado é 
ra\ 
' . A nova 1ocalização de P pode ser estabelecida 

Cf 3 
numa posição intermediAria  en tre  CxZlp e ' , na 

direção vert ical .  Contudo, & eonveni ente generalf zar a 

variação da localização de P segundo uma direção inclinada 

que pode ser uma linha de pontos nodais ou uma linha da 

i nc1 i nação canveni e n t e  ao estudo do model o eonsi  der ado. 

A s s i m ,  a nova posição de P dada por: 

: Angul. o de inclinação da linha sobre a qual o 

ponto P desliza 

: parametro que pode variar entre O 9 1 

. 



A f igura C 4 . 3 . 3 . 2 . a )  mostra a mudança das 

coordenadas de P com m a i s  de ta lhe .  O cr i ter io  c o n s i s t e  

em rebater a parcela w [ # -  xd sobre a linha de 

inclinação. achando a nova posição do P.  Neste estudo ser& 
31 

usado w = O. S . seguindo a ori entaç%o de DIAS . 
Este t i po  de soluçZo com ajuste da malha de 

e l e m e n t o s  f i n i t o s  onde somente os pontos da linha de 

saturação são ajustados pode, dependendo da diferença entre a 

linha arbitrada in i c ia lmente  a a linha freAtica solução, 

cri ar efeitos de di s t o r ~ Z o  consi  der A v e i  s nos e1 ementos 

s i tuados  j u n t o  a esta linha, c o m o  o elemento fi n i t o  mostrado 

na f i gura C 4.3.3.32 que tornou-se mui to alongado. 

A 

LINHh ARBITRADA 

INHA ~ O L U Ç X O  

ELEMENTO ?IMITO 

MUITO DISTOREIDO 
IALOHOlDO I 

FIOURA 4-S.S.3 ) AJUSTE SOMENTE DOS PONTOS OA LINHA FREÁTICA. 

A s  situações crit icas  são quando a 1 i nha 

freática se encontra muito longe ou m u i t o  perto da linha 

em C 4 .  3.3.33. 

Para minimizar este fen8meno. ajusta-se tambem a 

posiç%o dos pontos s i tuados  abaixo da linha de saturação. 

f sto  B f e i t o  considerando-se que os pontos  nodais, situados 

na mesma f inha de "deslizamento" do ponto P da 

ãuper f i c i e  freatica a ser  ajustado, t a m b & m  são ajustados 

segundo esta m e s m a  linha, mas de forma proporcional ao 

ajuste de P Cfigura 4 .3 .3 .43 .  A s s i m ,  u m  ponto T de 

coar denadas [ Cxt3= . C X , ) ~  ] , si tuado sqb a brea de 

i n f l u e n c i a  de P B ajustado. proporcionalmente à -  sua 

posi ç3o ver ti cal relativa.  da segui n t e  maneira: 



Cd. 3 - 3 - 4 2  

C 
FtOURA 4.5.5.4 1 AJUSTE DA MALHA ABAIXO O4  LINHA FREllnCA, 

Isto diminua os efeitos de u m  distorçso excessiva 

de e l e m e n t o s ,  distribuindo A toda malha abaixo da l i n h a  

de saturação a responsabilidade de absorver os ajustes 

de eoor denadas. Certamente isto s ign i f i card  mais tempo 

de computaçSa pois ,  a cada iteração, nova matrf z de 

coef i ci entes deve ser calculada, m a s  di mi nue-se 

consi  der ave1 mente a possi bi 1 i dade de erros i n e r e n t e s  

a elementos  m u i t o  distorcidos. Para diminuir um pouco 

este problema de tempo computacional pode-se l imitar o 

ajuste da malha ate algumas fileiras de elementos abaixo 

da s u p e r f í c i e  freatica, mantendo-se dai para baixo a 

malha or ig ina l .  com os coeficientes da matriz. jA 

cal eu1 ados , ar mazenados. 

No ajuste dos pontos da l inha  freitica hA ainda um 

aspecto particular.  Em problemas onde h& face de percolação, 

ou seja,  onde ocorre a condição de contorno t ipo  "c" 

apresentada no i tem C 3 .43 do eapi tu1 o 3, 1 o ponta de 

intersscç3o entre a linha de saturaqãu e a face externa do 

modelo estudado,  chamado ponto de afloramento, b e m  c o m o  as 



pontos si tuados nesta face, são ajustados, cada qual 

exatamente como no cri terio de ajuste de pontos pertencentes 

linha freát ica ,  s e m  a necessidade de aJuste 

proporei onal . A s s i m ,  para os pontos da face de percolaç30 o 

ajuste dado por Cfigura 4.3 .3 .52:  

7 PONTOS DA FACE 

Em problemas onde a linha freAtica termina em um 

dreno de pd. como ind icado  nas figuras C4.3.3.63 e 

C 4 . 3 . 3 . 7 3 ,  a soluçSo 8 obtida discreLizando-se a malha de 

elementos  fini tos de maneira que as linhas inclinadas, 

segundo as quais as coordenadas dos pontos  são ajustadas, 

acompanhein a inclinação da face do dreno. Os exemplos 

das f iguras C 4 . 5 . 1 . 4 3  e C 4 . 5 . l . B >  apresentados no final deste 

c a p i t u l o  ilustram bem esta situação. 

I 

/ FIOURA 4.3.3.61 BAARAOEM COM DRENO W PC (IHCLIMADO). 



Seja qual for o problema a analisar c o m  a abordagem 

de malha ajustavel,  a çonverg&ncia será t a n t o  mais rApida 

quanto m a i s  prdxima a linha arbitrada estiver da posição 

solução da linha freatica. 

Contudo, uma limitação deste esquema r5 quando o 

problema a ser  resolvido I& composto por camadas de materiais 

cam propriedades di ferentes .  Um exemplo ti pico B o de 

barragem com dreno t i p o  charnink no seu i n t e r i o r ,  c o m o  

ilustrado na f igura Cd. 3.3.85. 

Este t i p o  de situação requer alguma pratica para 

discret izar  a malha de elementos f i n i t o s  c o m  uma linha 

f reát f ea i ni ci a1 arbitrada adequadamente. 



4.43 A N A L I S E  CON!3IDERANLaO TODO O DCMIUIO SATüRADO- 

NÃO SATURADO CMALHA FIXA3 

4.4.13 APLI CAÇÃO DA FORMLAÇXO EM ELEMENTOS FI NL TOS 

A m e s m a  expr essgo C 4 .2 .83  para e1 ementos f i ni tos io 

usada aqui : 

lembrando. agora. que K = K,KiI e que. desta forma. a 
xi 

equaçzo B vAlida para todo o domínio saturado e tambkm 

n%o saturado. 

Por t an to ,  todo o domínio f is ico do modelo estudado 

deve ser di scr et.i zado em e1 ementos f i ni tos, i nter l i gados 

pelos  pontos nodais nos quais serzo determinados os valores 

nodai s das I ncbgni tas procuradas . 
O algoritmo de solução aqui utilizado tem a 

particularidade de não necessitar de ajustes da malha de 

e1 ementos f i ni tos. Para a localização da posiçzo da 

superfi c ie  freAtiea em problemas não confinados B lançado -0 

das caracteristicas de elementos f i n i t o s  isoparam&trieos e 

usado um esquema iteratim t i p o  Newton Raphson para 

solucionar o sistema de equaçZSes. 

No e lemento  isoparam&trico nZo sb o potencial total 

#e no seu i n t e r i o r ,  como também as coordenadas x e x 
i 2' 

s%o d e s c r i t a  em termos das funções de forma correspondentes 

e dos valores do potencial #" nos nbs , e das 

coordenadas xn e n 
i X 2  

tambern nos n b .  



N i  : funções de forma ou de interpelação 

# : potencial total nos nbs do elemento 

n n x , x : coordenadas dos pontos nodai s do el@rnento f i n i t a  
i 2 

e 
n : nfrmero de nds  do elemento 

Lançando-se mão, comoseri visto ad iante ,  das 

pecul i ari dades da integração numerica da rnatri z dos 

coeficientes de um elemento fsoparam&trico, B possivel 

descrever qualquer parametro pe do seu i n t e r i o r  avaliando-o 

nos pontos de integrasão. A s s i m .  pe pode ser  descri to pelar 

funções de forma N, avaliadas nos pontos de integraçzo, 
A 

8 pelos valores nodais  P; do pardmetro Cref. 183. 

E isto que efetivamente B fe i to  com a 

condu t i  bi 1 i dade hi drbul i ca Kx = f C VI . descrevendo-a em 
i 

t e r m o s  das funções de f arma e dos seus valores nodaf s no 

elemento: 

Sendo que os valores nodai s da conduti bi 1 i dade 

hidrãulica K = fCv3 s%o obt idos  em funçZo do- potencial 
X , 



de pressões no referido nb, conforme a raiaçzo Kxp 

apresentada no item C 3 . 5 . 1 3  do.eapltulo 3. 

Levando. então. C 4 . 4 . 1 . 2 3  

consideradas as relaç25es C4.4 .  i. 33 

C4 .4 .1 .6 .  a,b3 obtem-se: 

onde K* 
X 

e K* 
X 

2 2 

est%o assinalados com asterisco C*> para 

lembrar que s X o  parAmetros avaliados nos pontos de in tegra~ão  

segundo C4.4 .1 .6 .a ,b> .  

Ã semelhansa do descrito no i t e m  C4.31 CanAlise no 

domínio saturado3, a matriz do e lemento  B expressa por: 

Somadas as contribuições de todos os e lementos ,  

chega-se a um sistema de equações do t i p o  [ K 1 ($1 = 0, 
hi & 

não linear, 

ref aç%o de 

a ser solucionado.  Ele B não linear devido à 

dependbnci a entre a conduti hi 1 i dade 

o potencial d a  pressões Kx = fC@. 
i 

4 .4 .23  MATRI Z IXS COEFI C1 ENTES DO ELEMENTO 

C QüADRI LATERO I SOPARAMETRI C03 

C o m o  pode-se observar pelas equaqões C 4 . 4 . 1 . 2 3 ,  

C 4 . 4 . 1 . 3 3 ,  C4 .4 .1 .  43 e C 4 . 4 . 1 . 6 . a , b 3 .  o elemento 

i sopar arnetrf co caracteriza-se pelo fato das f unç8es de for ma 

s e r e m  as m e s m a s  para definir geometria e funç%o no elemento. 

Nesta anAlioe de todo o domínio saturado-não 
I 



saturado ser& usado o quadrilAtero linear isoparam&trico c o m o  

e l e m e n t o  finito para discratizar o dorninio do problema. 

Seja o elemento da f igura  C4.4.2 ,1> com quatro nbs 

i =1,2,3,4 com seus r espec t i vos val ores das eoor denadas 

gl obal s C xiDi , C x23 i e valores nodais das f unç2ies C #I , 
O elemento B descrito tambkm em termos 

de coordenadas locais c . r )  que variam entre -1 e +I. 

r r 
FMU RA 4.4.2,l 1 OUADRILATERO LINEAR IWPARAMETAICO 

As  funçF3es de forma para este elemento são dadas, 

em termos de coordenadas 1 ocai s , por : 

Para o eAiculo  da matriz do elemento B necessario 

derivar as f ungaes de forma Ni em relação a x e x 
i 2 ' 

coordenadas gl obai S. Como as funções Ni são dadas em t e r m o s  

de eoor denadas 1 oeai S. & necessár i o expressar as der i vadas 

globais em termos de deri vadas 1 ocais. P e l a  regra da cadeia, 

de diferenciação parcia l ,  t e m - s e :  

- -- -- 
ai: ai a< hz 

Fazendo o m e s m o  em relação a a escrevendo em 

forma matricfal obtem-se: 



onde [ 3 ] B chamada matriz Jacobiana. 
.u 

Par a obter -se as der i vadas gi obai s , inverte-se 

a matriz 

(i' - 
* 

e chega-se hs expressões para 

usadas na matriz do elemento: 

onde 1 J 1 B o determinante da 
-, 

ou simplesmente "Jacobiano" . 
matriz 

I 

a s erem 

Jacobi ana, 



V a l e  lembrar que. em C4.4 .2 .43  e C4.4 .S .Sma,b3 ,  

as derivadas das coordenadas globais em relação A s  1 ocai u 

são expressas por: 

aNi - - 1 - - t i  [ 1 + nn,) 
4 

e que: 

Compl ewntando . B necessãr f o ai nda axpr essar o 

elemento da i rea  sobre o qual a . integral da expressão 

C4 .4 .1 .83  B calculada. em termos de coordenadas locais ,  com a 

adequada mudança nos i i m l  tes de integra~ãa. Desta forma: 



A s s i m ,  pode-se reescrever a expressão da matriz do 

onde Ni. são calculados segundo C 4 . 4 . 2 . 5 . a , b I  e, 
X 

* 3C 
i 2 

Kx e Kx são calculados segundo C 4 . 4 . 1 . 6 3 .  
a 2 

A expressão C 4 . 4 . 2 . 1 0 3  B integrada numericamente 

utilizando-se a Quadratura Gaussiana, cuja fbrmula gen&rica 

aar a duas dimensões 8 C ref - 593 : 

w fatores de peso 
i ' W ~ -  

G : funçzo das variaveis e 

t i  , nJ : abcissas dos pontos de integraçzo 

G F i * q ~ )  : valor puntual de G para coordenadas 
r i  e vj 

n , m : número de pontos de integracão em cada 

direção 

Para o elemento f i n i t o  quadri1Atero linear 

isopararn&trico, com matriz de e lemento  expressa por 

C 4 . 4 . 2 . 1 0 2  e com f u n ~ õ e s  de forma expressas por C4.4 .8 .13 ,  

o número de pontos de i ntegraçza & d o i s  'em cada di reqão 

C n = m = 2 3 ,  com coordenadas e ,  e assumindo valores 
& L 

+fl e f a tor  de peso w - 
i - "J = 1. Cref. 22,591 
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Com o objetivo de tornar mais versátil a operação

de discretizar a região a ser estudada. i ncl ui u-se no

programa o elemento ~inito triangular linear. Este elemento,

compatlvel com o quadrilátero linear isoparamétrico. ~acilita

a discretização de cantos do contorno geométrico da região

estudada e também ~acilita a execução de transição de trechos

de malha mais ~ina para trechos de malha mais espaçada, e

vice versa, con~orme pode ser observado nos exemplos no Iinal

do capitulo.

o detalhamento do elemento triangular linear é

apresentado no item (4.3.2) e no apêndice III. Devido às

decaracteristicas deste elemento. o coe~iciente

condutibilidade

ponto do

K é tomado como constante
xi

interior. di~erenciando-se

em qualquer

seu do elemento

isoparamétrico no qual é calculado nos pontos de integração.

A existência de elementos triangulares em alguns

pontos da malha não inter~ere no esquema ora apresentado,

como pode-se observar nos resultados dos exemplos no ~inal do

capl tul o.

4.4.3) DETERMINAÇÃO DA POSIÇÃO DA LINHA FREÁTICA

(MALHA FI X A)

Para obter-se o resultado final do problema

estudado é preciso antes aplicar as condições de contorno ao
sistema de equações dado por (4.3.1.7).

iJ1>

As condições de

contorno naturais do tipo = o são sempre

satisfeitas. num
iJn

sentido integrado. não se prescrevendo

qualquer ~luxo normal à super~lcie. As condições de contorno

geométricas. do tipo 1>' = x. são impostasatravés de2

valores prescritos nos nós pertencentes às superficies onde

se tem tais condições de contorno.

Em pr obl amas de fluxo não conf i nado. . como não se

conhece a priori a posição da super~icie ~reátic~. não se

,. .



pode i m p o r  as condiç8es de contorno  a e l a  correspondentes, e 

o s i s t e m a  nZo pode s e r  solucionado diretamente. 

Para contornar esta situação, & prAtica  usual 

assumir u m a  superficie l i v r e ,  resolver a equaçxo C 4 . 3 . 1 . 7 5  e 

checar  os resultados, verificando se as condiqões de contorno 

geam&tricas da s u p e r f i c i e  l iwe &o satisfeitas, visto que as 

condições de contorno  naturais  s30 satfsfef  tas automatfcamen- 

te como foi  visto acima. Caso isto não ocorra, i t era-se  c o m  a 

superficie l iwe at& encontrar a solução f i n a l .  

Como todo o domínio f i s i co  do problema n ã o  

conf i nado estudado B representado usando-se uma di âcr eti zaçãb 

de e1 ementos f i ni tos ,  e f aee ao fato de nso poder haver fluxo 

na região não saturada, utiliza-se o a r t i f í c i o  de n%o se 

representar o material acima da superficie livre. E s t e  

a r t f f i c i o  B mais facilmente efetuado computacionalmente 

transformando-se o problema numa forma n%o linear, onde na 

região saturada considera-se Kx i gual A condu t i  bi 1 i dade 
i 

saturada e na região nZo saturada considera-se uma redução no 

valor de Kx .Ou seja,  incorporam-se as condições de supar f l -  
i 

cie 1 i we atravks da consi  dera~ão  da variação da conduti bi 1 i - 
dade hidrAulica da material versus potencial  de pressões.  

No final do item C3.5.13 do c a p i t u l o  3 & 

apresentada uma analise sobre as di ferentes  maneiras de se 

representar a relaç%o Kxy , tendo-se optado pela mais 

si m p l  es . A figura C4.4.3.13 reintroduz a relação de 

K x w  esco lh ida  para e Lrabalho, a qual tambern B 

traduzida pe la  expressão C 4 . 4 . 3 . 1 3 .  

para # 3 x 
2 

para q5 < x7 

O valor de Kx diminua abruptamente b medida que 
i 

V decresce e passa a valores negat ivos ,  Para evi  Lar 
instabilidade num6rica devido ã possivel presença de 

elementos n u l o s  na diagonal da matriz do sistema de equações. 

* 1 



adota-se um valor constante  m u i t o  pequeno para K , por 
"i 

e x e m p l o  0,0001 , na regi30 de y negativo. Em outras 

palavras isto significa não representar o material acima da 

linha freática, ou seja, efetivamente "remover" os elementos 

não saturados e deixar ativos apenas os saturados. 

Feitas estas consi der ações. 

computacianalmente as c o n d i ç k  de 

C 4 . 3 . 1 . 7 5 ,  adi e1 onam-se altos 

par a i mpor 

contorno A equação 

eoef i ci e n t e s  de 

conduti bi 1 i dade hi dr A u l  i ca aos e1 ementos da di agonai 

da matriz [ K correspondentes aos n6s de contorno 
.c 

prescri tos e especificam-se condi çõeo de f 1 uxo que 

resultam nos potenciais totaf s dados Cref. 181. 

A equação C4.3 .1 .73  fica: 

[ K l k  : matriz global dos coeficientes. sem as condi~2ies 
'C 

de contorno. 

[ K ] : matri 2 diagonal onde o i -&si mo elemento da 
.-" 

diagunal B igual  a zero se não B prescr i to ,  

ou então B igual a k . onde k >> Li i . se 
*i 

8 prescrito. 

( ~ 1 ~  : veto= cujo i - & i m o  elemento nulo se # n%o 8 
* I 

prescr i to .  ou então 6 igual a se +i C 

prescrito.  



Observe-se que este procedimento de especificar 

potenei  a i s  totais prascri tos não i ntraduz nenhum d i f i c u l d a d e  

numérica na solução de ($1 . independentemente da magnitude 
..i 

de "k" empregada, porque "k" apenas adicianado aos 
k 

e1 ementos da diagonal de [ K 1. . * 

Cabe aqui  um parentesis. Com a 

procedimento acima descr i to ,  pode ocorrer durante a soluçXo 

do si sterna de equações pelo m&todo de eliminaç%o de Gauss, o 

surgi m e n t o  de mensagens de "f loa t i  ng underf iow". e m i t i  das 

pelo  computador. I s t o  se deve ao fato de. pelas 

caracterf sti cas do probl e m ,  haver valores m u i t o  próximos d e  

zero e m  algumas posições fora da diagonal principal da 

matriz dos coeficientes, os quais são divididas p e l o  piv8 

cujo valor B "k", muito maior comparativamenCe. 

OcorrBncias  deste t i p o ,  contudo, não distorcem os resul tados .  

Para checar isto,  foi  testado o u t r o  procedimento de 

aplieaçzo das condições de contorno  ao s i s t e m a  de equações, 

o qual consiste em zerar a linha e a coluna correspondente 

ao nb prescrito, co locar  o valor 1 <um3 na poslqão da 

di agonal pr i ncf pai e o valor prescrito na posição 

cor r espondente do vetor dos ter  mos independentes e, ai nda , 

e f e t u a r  algumas operaç3es n e s t e  vetor pois  ele se modifica ao 

ser f e i t a  a operação ora descrita na matriz dos 

eoef ici e n t e s .  0s resultados obtidos com os doi s 

procedimentos d i s t i n t o s  nZo apresentaram di f erenças 

significativas, razão porque aplicado neste trabalho o 

pr i m e i  r o, que snvol ve menos operações cornputaci onai S. 

A continuação, tendo em vis ta ,  af nda, as relaçses 

C 4 . 4 . 3 . 1 3 ,  a solução do problema B obtida utilizando um es- 

quema i t e r  ati vo t i p o  N e w t o n  Raphson, A s s i  rn, operar -se-& sobre: 

onde : 



e. finalmente: 

O coeficiente "w" 
I 

pode assumir valor e n t r e  

0.5 e 1 , O  e é aplicado para melhorar a converg&ncia. N e s t e  

trabalho adota-se w = 0 , s  , A semelhana do esque& de malha 
a '1 



aJustAvel. O uso de w = 1 ,O mostrou que a convergência B 

mais l e n t a ,  ocorrendo instabilidade em alguns casos. 

Repete-se iterati-ramente o algoritmo acima 

ate obter -se conver gencf a, dentro do criterio da 

Mor ma Eucl  i di ana: 

Os exemplos ilustrados p e l a s  f i g u r a s  C4.5 .2 .21  

e C 4 . S . 2 . 5 1  m o s t r a m  os resultados obtidos c o m  este 

esquema, comparados com os resul Lados obtidos c o m  o esquema 

de malha ajustavel e c o m  OS apresentados por 

MASLI A ~ '  . respectivamente. 
Esta esquema. entretanto, não mostrou ser e f i c i e n t e  

no trato de problemas onde o m e i o  poroso B consti tu ido  de 

faixas verticais, OU próximas da direção vert ica l ,  c o m  solos 

de di f e r e n t e s  coef i cf entes da conduti bi 1 i dade hi drilul i ea , 

principalmente quando ocorre o caso de uma faixa de solo c o m  

coef i ci e n t e  de conduti bi 1 f dade hi dr A u l  i ca maf or que os das 

f ai xas adjacentes , deter r n i  nando um mal or gradiente  

hidrdulico e, consequentemente. uma inclina~Zo mais 

acentuada da li nha f r e A t i  ca. 

A figura C 4 . 5 . 2 . 8 3  apresenta exemplo com 

as caracteristieas acima descritas a ilustra, par a 

cada iteraçSo. a posição da linha freatica que vai 

sendo deter  rni nada segundo C 4.3.3.121. Nota-se claramente 

a não convergência na região prbxima A linha Efl que 

de1 i mi ta as duas f ai xas de sol o com propriedades di ferentes .  

Para superar este problema foi aplicado o algoritmo 

de Ncwton Raphson m o d i  f i eado. no qual a matriz dos 

coeficientes [ K lk e estabelecida somente no i n i c i o  das 
h 

iteraçaes e nZa  8 mais modificada. A s s i m ,  no lugar da 

equação C 4 . 4 . 3 . 8 3  utiliza-se a equação segu in te ,  

permanecendo i na1 ter ado o r esLante do pr acedi mento. 



Os resultados obtidos c o m  este algoritmo, no estudo, 

do exemplo em questão. são apresentados na f igura C4.5 .2 .73 ,  

a qual ilustra a posiç%o da linha freitica a cada 

i t er  aç%o par a que se possa observar a conver genci a. 

A equaçSo C 4 . 4 . 3 . 1 4 3  apresenta, tamb&m, outra 

vantagem que consiste em montar a matriz dos ec;e f ic ientes  do 

sistema apenas uma vez, já que e la  permanece constante  para 

cada nova i teração. I s t o  diminue o t e m p o  de ,computaç%o pois o 

sistema 8 triangularizado uma ú n i c a  vez. A desvantagem 

r e s i d e  no fato de podar afetar a precisão. 

No presente  trabalho a matriz [ K ]kCo' 
.-" 

calculada considerando saturada toda a regi ão da bar r agem 

abaixo do ni vel d' bgua a montante. 

Tendo convergi do o si sterna não 1 i near e encontrado o 

vetor solução (# )  , a posiçzo f i n a l  da s u p e r f l c f e  f re i t i ca  B 
'Y 

deter  rni nada pesqui sando-se os el ementos cu jos nbs apr ssentam 

valores nodais positivos e negativos para o potenei a1 de 

pressões yi = # - xZ. A linha fre6tiea esta, a s s i m ,  

passando por e s t a s  elementos e, atraves de uma interpolaç%o 

efetuada nos lados do e lemento  onde os nós e x t r e m o s  

apresentam valores ncdais de p posi t ivo e negativo, 

encontra-se o ponto onde v = O ou, o que B o m e s m o ,  $ = xz 
pertencente B superffcie freatiça Cfigura 4. 4.3.21. 



4 - 5 2  EXEMPLOS 

4 . 5 . 1 3  EXEMPLOS COM MALHA AJUSTÃVEL 

Para ilustrar a aplicação do esquema de malha 

a j us tAvel sZo apresentadas sol uçBes par a barragens homoggneas 

c o m  t r ê s  t ipos  de condiçães de contorno  a jusante, ou seja .  

uma s i t u a ~ 3 0  de face de percolação, uma situação c o m  dreno de 

pB inclinado e outra com dreno de p& horizontal. 

A f igura  C4.5.1.13 apresenta  um caso h i p o t & t i c a  de 

uma barragem homoggnea cuj  as car acter i sti cas est %o 1 i s t adas 

na tabela C4.5.1.13. Observa-se nitidamente o ajuste 

proporcional de toda a malha de elementos fini tos. Como a 

malha in ic ia lmente  estimada estava prdxima da posição 

sol  ução, n ã o  hA e1 ementas f i ni tos deformados. 

Tabela 4.5.1.13 Caracteristicas do exemplo 

da f igura C 4 . 5 . 1 . 1 3  

A solução para barragem com dreno de p& i nclinádo 

B descri ta  nas f iguras  C 4 . 5 . 1 . 2 2 ,  C4 .5 .1 .31  e C 4 . 5 . 1 . 4 3 ,  as 

quais  m o s t r a m  d i f e r e n t e s  malhas e condições de contorno ,  e 

c o m o  i s to  in ter fere  na solução. As earacteristieas 

correspondentes a cada f igura  estão descritas na tabela 

C 4 . 5 .  I. 23. 

pr opr i edades 

condições de 

contorno 

- Kx - Kx =O. 01 Wdi a todos os e lementos  
i 2 

$ = 7 rn em ÃE 

F = l  m em FE 

a# = , - em BE,E 
dn 

# = xz e m  EF 



Tabela 4.5.1.23 Caraeteristicas dos exemplar' das 

figuras C 4 . 5 . 1 . 2 3 ,  C4 .5 .1 .33  e 

C 4 . 5 . 1 . 4 3  

Na primeira f igura  C 4 . 5 . 1 . 2 3  a condiçZo de contorno  
- 
9 = O imposta apenas no nó G n Z o  forneceu a solução 

correta. Impondo-se esta mesma condiç%o aos nbs G e H, c o m o  

mostra a f igura C4.5 .1 .3> ,  obteve-se uma melhor aproximação à 

sol uç%o encontrada por ARAL C ref  .453.  Mas 1 i neorreto i m p o r  

# = O em H pois no trecho n%o existe dreno. 

Uma outra soluç%o B apresentada na figura 

C 4 . 5 . 1 . 4 3  na qual modificou-se um pouco a malha e inc lu iu - se  

um novo e1 emento "a" na regi %o do dreno. com eoeff c iente  de 

conduti bi l i dade hi dr A u i  i ca superior ao do corpo da barragem, 

e i m p B s - s e  3 = O em G e I. A solução obtida a s s i m  foi bem 

mais prbxi m a  da obtida por HARR. e tambern por ARAL C r e f .  4 3 3 .  

Nota-se, desta forma. a necessidade do usuario 

di screti zar a malha i ni ci a1 adequadamente para obter bons 

resultadas.  I 

Para barragem c o m  dreno de p&' horizontal, 

apresentam-se . a seguir. d o i s  exemplos com malhas 

fl gura f igura  figura 

C 4 . 5 . 1 . 2 3  C 4 .  S. 1 . 3 3  C 4 . E S . I .  43 

propriedades K =I . O W d i  a - - e1 emen t o 
"i "a" 

K =O. 01 m / d i  a todos os todos os demais 
X 
i e1 ementos e1 ementos e1 ementos  

condições de = 100 m em ÃE em ÃE em ÃE 

contorno T = o m  

a# = 0 - 
6n 

# = xp 

em G 

e m  BE,E 

em E3 

em G , H  

em BE, AG 

em EG 

em C-,I 

em =.AI 

em 



d i f e r e n t e s .  A tabela C 4 . 5 . 1 . 3 3  fornece as caracteristfeas de 

ambos. C% resultados são comparados com os obtidos por 

ARAL e MASLIA Cref. 451. No i tem segu in te  C 4 . 5 . 2 3  também 

B feita uma comparaç%o c o m  resultados obtidos c o m  o 

esquema de malha fixa, para este m e s m o  problema. Mais 

uma vez observa-se a i rngortAnci a de uma malha b e m  

disrretizada ao se comparar as f iguras  C4.5 .1 .51  e 

C4.5.1.õl. 

Na f igura C4.5 .1 .53  h& uma deformaç%o grande nos 

e lementos  prbximos ao dreno. O caso de barragem com dreno 

horizontal, analisada com o esquema de malha ajustAve1 , & o 

mais critico devi do As candi~ões de ajuste dos nds Junto ao 

dreno os quais .  ajustados segundo di reçaes muito prbximas da 

hor izonta l ,  podem deformar demais a malha. A f igura  C 4 . 5 . 1 . 6 3  

apresenta uma m a l h a  melhor para estudar este problema. 

Tabela 4.!3.1.3> Caracteristicas dos exemplos das 

f iguras C4.5.1.51 e C4.5.1.€3> 

pr opr i edades Kx = Kx =0,01 Wdia todos os elementos 
1 2 

condições de 3 = 1 0 0 m  em ZE 

cantor no $ = O m  em FG 

a# = 0 - em W.E 
h 

4 - 9 - 2 3  EXEMPLOS COM MALHA FIXA 

Para i 1 ustrar a aplicaç%ci do esquema de malha f i x a ,  

onde se d i s c r e t f  za todo o domi nio saturado-nãosaturado, 

são apresentadas as soluções de v6rios exemplos - de 

barragens, tanto homogeneas quanto heteroggneas, c o m  

di f erentes condições de contorno. 

Com excessão dos d o i s  primeiros exemplos,  todos 

' I 



os demais são semelhantes aos apresentados por WIA~'  e, 

eonsequent emente, são comparados aos resul  tados obtidos por 

este. 

No primeiro exemplo,  ilustrado pela f i g u r a  

C 4 . 5 . 2 . 1 3 ,  nota-se a boa aproximaç%o do resultado obt ido  c o m  

esta t & c n i c a ,  comparado com o resultado obt ido  com a soluçZo 

gr Af i ca de Casagrande. 

No exemplo da figura C4.5.2.21, que é comparada com 

o exeinpl o C 4 . 5 . 1  .I> . observa-se que o esquema com mal ha f i xa 

fornece uma linha freát ica  pouco a c i m a  da do esquema com 

malha a j u s t A w 1 .  o que B de se esperar v i s to  que nesta 

segunda s o l u ç Z o  não se leva em conta a contribuição da zona 

nXa saturada. 

As earaeteristieas dos exemplos das f iguras  

C4.S.  2.13 e C 4 . 5 . 2 . 2 3  são apresenkadas na tabela C4.5.2.13. 

Tabela 4 . 5 . 2 . 1 3  Características das barragens das 

f iguras C 4 . 5 .  Z. 1 3  e C 4 .  S. 2.23 

Para todos os exemplos seguintes B utilizada a 

m e s m a  malha de e lementos  f i n i t o s  apresentada na f igura  

C4.5.2.33, mas com propriedades diferentes para cada exemplo, 

conforme as tabelas correspondentes. 

A n a 1  i sando pr i mei r amente bar r agens com dr ano de p& 

C 4 . 5 . 2 . 2 3  

todos os 

e1 ementas 

em AI3 

- 
em FG 

em AG.E3CDE 

e m  EF 

C4.15.2.13 

todos os 

e1 ement os 

em ÃB 

em EF 

- 
em ÃF,íZZ 

- 

f iguras  

pr opr i edades 

condiçses de 

cantarno 

Kx =O, 01 m / d i  a 
i 

3 = 7 m  

$ = o m  

# = i m  

a# = , - 
c9n 

# = xZ 



horizontal, apresenta-se  um caso de barragem heterogbnea, 

conforme as caracteristicas listadas na tabela C4.5 .2 .23 .  

As  f iguras C4.5.2.43 e <4 .5 .2 .SS  dão a pasiç%o da 

linha freAtica para a barragem homogOnea. Na f igura  C 4 . 5 . 2 . 4 3  

estão plotados os resultados obtidos c o m  os cinco t ipos  de 

representagão da relação K x ~  . c o n f o r m e  as eonsideraqões 

f e i t a s  no item C3.5.13 do eapl tu lo  3 . e na f igura  C4.5.2.53 

& f ei ta a comparação com os resultados obtidos por 

MAS LIA^^ , mostrando boa aproximagão entre as duas solugaes. 

Para a barragem heteroggnea,  com dois  t i p o s  de 

solo, apresentam-se na f i gura  C4.5 .2 .62 ,  a t i t u l o  ilustra- 

t ivo ,  o resu l tado  nZo convergente obtido com a esquema de 

N e w t o n  Raphson e na f igura  C4.3 .2 .73  o resul  tado 

convergente obtido com o esquema de New-Lon Raphson 

Modificado Cvide item 4 . 4 . 3  do cap1tul.o 43 .  A figura 

C 4 . 5 . 2 . 8 3 ,  para melhor clareza. mostra apenas a posição da 

linha f reAt i ca  na tlltimá iteração da figura C 4 . 5 . 2 . 7 5 ,  

comparada com a solução obtida por MASLIA .  N o t a - s e  uma 

diferença entre as duas solu$ões na região central da 

barragem. I s t o  talvez se deva ao fato de MASLIA considerar o 

coeficiente de condutibil i dade h i  drAu1 iça corno constante 

dentro do elemento f i n i t o  ao inv&s de caleulA-lo  nos pontos 

de integraçso c o m o  & efetuado neste trabalho. 

f ar a i 1 ustrar a versati 1 i dade do pr esents  esquema 

de malha f i xa  no trato de barragens heterogeneas , a f i g u r a  

C4.5 .2 .93  apresenta a posição da linha freática em barragenm 

heterogenea com quatro t i p o s  de solo, conforme propriedades 

descritas na tabela C4 .5 .2 .23 .  

A f i m  de analisar a convergkncf a destes exemplos, 

todos f o r a m  calculados c o m  7 iterações sendo encontrados os 

segu in te s  valores par a a N o r m a  Eucl i di ana: E =O, O 0 7 4  , 
t 

E =O, 0168 e E =O, 01 42 correspondentes respecti  vamente às 
Z 3 

f iguras  C 4 . 9 . 2 . 5 3 ,  C 4 . 5 . 2 . 8 3  e C 4 . 5 . 2 . 9 3 .  



Tabela 4 .5 .2 .22  Caracteri sti cas dos exernpl os 

das f iguras  C4.5.S. 4> a C4.5.2.9> 

Para analisar o caso de barragem com ocorrencia 

de face de percolação, as figuras C4.5.2.101 e 

C 4 . 5 . 2 . 1 1 3  apresentam o estudo de barragem homogenea e 

heteroggnea respectivamente.  cada qual com quatro 

composições di f er e n t e s  de condição de eontor no, is to  &, 

C 3 =i00 . FZ=403 . C 5 =I 00, q2=303 , C $1=80 , ;62=403 e C qS=80 
1 - i 

.$==303 onde #a represnta o n l v e l  a montante e 5 z  
representa o n i v e l  a jusante da barragem. Observando-se os 

vArios resul tados  conclua-se que o nive l  a montante d o 

principal  determinante da posição da linha f reAt i ca  no caso 

de barragem homogenea, visto que a variação do ni vel a 

jusante ,  mantido constante o n í w 1  a montante. pouco 

afeta a linha freatica. JA na barragem heterogenea ambos 

os n i v e i s  são importantes para a linha fregtica. Novamente 
1 

observam-se diferenças e n t r e  os resul tados deste trabal ho e 

os de MASLIA. na região central da barragem A tabela 

~ 4 . 5 . 2 . 3 3  fornece as caraetaristicaã dos e x e m p l o s  das, f iguras 
, 'h 

f iguras  C4. S. 2 . 4 3  

C 4 . 5 . 2 . 5 3  

todos as 

e1 enient os 

- 
- 

propri e- 

dãdes 

K =O, O1 Wdia 
Xi 

K =O.S Wdia 
X i 

K =5.0 Wdia 
X 
i 

K =50 Wdia 
X 
i 

cond. 

da 

contorno 

C4.5 .2 .03 

C 4 .  S. 2.73 

C 4 . 5 . 2 . 8 3  

em 

e m  EET,EFT 

- 

C 4 . 5 . 2 . 9 1  

I 

em Ef%R. 
F't!x 

em 8Kf 

em EFLM 

em RT5R 

5 = 1 0 0 m  

q = o m  

a# = 0 - 
a 

em AB 

em €F 

BcDE,XF 

em E 

em GFI 

f i i = D f F c , K f l T  

em ÃE 

em HT 

BCDEFGH, 
T'mam 



Tabela 4. S. 2.33 Caracteristi cas dos exempi os das 

figuras C 4 . 5 . 2 . 1 0 3  e C4.5.2. i 1 3  

f i g u r a s  

C4.5. E. i03 

todos os e l e m .  

em Ã è  

em FH 

em c$,AH 

em ÃC 

em ?% 

e m  CDEFG, 

em ZE 

em FH 

em BCDEF , AH 

---- 
em ÃEl 

em GR 

em BCDEFG, 

K =O, 01 Wdia 
X i 

Kx =O,S m / d i a  
i 

----- 
3 = 100 rn 

$ = 4 0 m  

a# = 0 - 
an 

3 = 100 m 

3 = 30 m 

a@ = Q - 
an 

3 = 8 0 m  

$ = 40 rn 

a# = 0 - 
ãn 

$ = 8 0 m  

3 = 30 m 

a# = 0 

an 

w 

pr opr i e- 

dades 

rond. de 

contorno 

C4.5.2.111 

ABCDEM, FGHI: JL 

em iTiX 

em ÃC 

em FT 

CDEFGH , 

em E 

em IJ 

CDEFGHI , AMtJ 

em ÃÈ 

em R3 

BCDEFGH , AMLJ 

e m  El3 

em TT 

BCDEFGHI , 

caso 

r 
11 

I I I 

I v 

I 

I1 

1x1 

IV 



C 4 . 5 .  C?. 1 0 3  s C4.5 .2 .113 .  Todos os sxempl os for  ani  

calculados com 7 i terações para poder comparar os valores da 

N o r m a  Eucl i di ana que estão apresentados nas pr bpri as 

f i g u r a s .  

O caso de barragem c o m  dreno de p& inclinada t5 

apresentado nas f iguras C4.5 .2 .123 e C 4 . 5 . 2 . 1 3 3  que ilustram 

a soluçSo para barrragem homogenea e para barragem 

heterogenea r espeç ti vamente. A tabela C 4 . 5 . 2 .  43 fo rnece  

as características de ambas as f i guras .  Qs resultados 

são comparados c o m  os obtidos por MASLIA e ARAL Cref. 4 5 3 ,  

notando-se boa apr 0x1 mação no caso da barragem homogPnea e 

uma di ferença  na regi30 central .  no casa da barragem 

h e t e r  ogenea. Os val ores da N o r m a  E u c l  i di ana , para 7 

i t e r a ~ õ e s ,  sZo ~ = 0 , 0 0 5 3 e  E =0,0142 respectivamente. 

Tabela 4. S .  2.43 Caracteri sti cas dos sxempi os das 

f iguras C 4 .  S. 2.123 a C4.B. 2.133 

figuras C4.5.2.121 

em 

- 
em l?F?l7 

em 2S 

em fpe 

em f3CEjEF, 

AFIF 

propriedades 

condiçses de 

r o n t o r  no 

C4.5.'2.133 

em MiZD 

em ABCDM, EFGJL 

em C K T  

em A 

em AT 

em BCDEFGH. 
XK3T 

K =0,01 Wdia 
X 
i 

K =0,5 W d i a  x 
i 

K =S,Q Wdia 
"i 

3 = 100 m 

3 = 0 m  
a# = , - 
an 
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93 FLUXO EM REGIME TRANSIENTE 

E s t e  c a p i  t ul o apresenta  o estudo de f -1 uxo em m e i o s  

porosos em regime transiente, usando o Wtodo dos Elementos 

Finf tos. A abordagem e fei ta  ccnsiderando todo c dorninio 

satur  ado-nSo satur ado, uti 1 i zando-se a esquema de i n a l  ha 

de elementos finitos f ixa .  O esquema de integraçPo no tempo 

& o trapezoidal s para a sol uy%o do sieterna não 1 i near de 

equações que traduz o problema em estudo B utilizado o 

m&todo de Newton-Rapkson. 

S. 23 FORMULAÇEO EM ELEMEH T- FI NI TOS 

A equaç$o Ç3.3.283 rege o problema de fluxo e n i  

mei os porosos, em regi ma t ransi ente. Usando uma n o t  aç%o 

di f er ent e e reduzi ndo 0 estudo a rnodsl o& bi -di rnensi onai S .  

obtdrn-se: 

CS. 2.23 

onde: 

1 

: condutibilidade hidrául ica relat . iva C 0  I Kr 5 13 

Ki i : componentes principais do tensor K i j  que representa 

a condutibilldads hidrAulica na saturaçZo ': 



@ t.*-*t:li. de ~ n ~ i d a ~ l ~  vK:l!mt~~ts:?t.~-ir:r3 

n : porosi dade 

S : ccef i ciente de armazenamentc especi f ' i  cn 
S 

C- : capacidade de umidade espcrl f ica 

Tendo em v i s ta  as vanf-ayens apresentadas p e l o  

esquema de inalha f i x a  nc estudo de f ' luxo em regime 

perrnanetit e. abordar -se-& o est.udo de f 1 rrxo eni regi ni- 

t r a n s i e i r t e  apenas coiii o nietodo de aialha f ixa .  A utilização 210 

esquema de malha ajustAvel  tanibern seria p ~ s s l  vel 

apr esei-it ando, colitudo, n l  ti das rjesvantagens f r enk e ao 

presente esquema face ar53 problemas d i s c u t i d o s  no c a p i t u l o  4.  

A s s i  m sendo,  a equação C 5.2.13 B v%l i da par a toda a 

r e g i 3 0  saturada-não saturada de Area A e c o n t o r n e  S . 
As ¢orxdi~Ees d e  ccnLorrio para este probl enia de 

f 1 uxc t I - a n s i  ente sãc semelhantes As do probl e m  permanente,  

incl .  u i n d o  agora a variAve1 tempo. k s t a  forma, se S 9 n 
1 

segmente do cont40rno S ao l o n g o  do qual o poteccia l  to+. a1 

presci-i to segundo uma funqãc! do tempo, a condir;ão de 

c o n t o r n c  di t.a geomètri ca C essenri ai e dada por: 

onde expressa os valores .  do potencial t o t a l  

conhecidos no eontcrna ao longo do tenipo. 

Em S2 . segmento de 5 ao l o n g o  do qual o f l u x c  

normal conhecido,  a ccndiçãc de contorno  natural  I dada 

por : 

ou, com aut-ra notação: 



Toma-se g[to)=O , a exemplo do problema de 

. fluxo permanente. por não se considerar fonte s  n e m  sumidouros 

neste estudo. 

A p i  i cando-se o mktodo de Gal erki n, anal ogamente ac 

que foi  f ei to no çapi tu10 4 para f 1 uxo permanente. obtkm-se a 

s e g u i n t e  expreosfo base para a aplicação do Método dos 

E l e m e n t o s  F i n i t o s :  

onde: 

CS. 2.73 

e descrevendo-se os seguintes coef i c i a n t e s  e i n  termos das 

funções de forma: 



chega-se a oxpr essãc abai : c ~ ,  apcs l evar -  C R. 2. Bi , C?.  2 .  !J2 , 

C5.2. I{,?> <5.  S .  113 erri [ S .  2. SI: 

Seirrir3 63. a p r i n i e i r a  vririaçào cJe ;h , 
..a '.. 

arbi trai--i ct.íiarA segue-se que a equaq30 de taleinent o iica: 

onde: 

B a matriz dcs coeficientes Jc e l e m e n t o  f i n i t p ,  e 



8 a matriz de massa do elemento. 
* * 

N o t e - s e  que K K , e* e 
X X 
i 2 

assi na1 ados c o m  asterisco C*> para lembrar que 

par A m e t  r os aval i ados nos pontos de incegração d o  

e l e m e n t o  isoparam&triro. segunda as expressões C S . 2 . 9 2  , 

c5.2.101 e c5.2.112. 

S o m a d a s  as contribuições de t,odos os eiementcs, 

o b t & m - s e  a s e g u i n t e  expressão para o sistema não linear de 

equações que retrata o problema e m  estuda: 

onde: 

B a m a t  r i z global dos coef i ci e n t e s ,  que depende apenas da 

geornet.ri a e da çoefici ente de condutibf l i dade hi drAu1 f ca, s 

B a matriz global de m a s s a ,  dependente da g e ~ m o t  r i a  e dos 

coeficientes B ,  n ,  S e Cs. 
S 



3 MATRIZ DOS COEFICIENTES IX ELEMENTO E MATRIZ 

DE M A S A  C QWADRI LATERO I SOPARAMETPI C03 

Ã semelhana do disposto no item C 4 . 4 . 2 3 ,  a matriz 

do elemento quadrilatero isoparam5trico r& calculada atraves 

de integraçso numerica. Sua expressão e m  termos de 

coordenadas locais i dada por: 

onde :i, e !i , x  são calculadas segundo C d. 4 . 2 . 5 )  e KX 
X 
i 2 i 

segundo C 4 . 4 . 1 . 6 1 .  

A matriz de massa tambhm & calculada por inkegração 

num&rica e sua expressão e m  termos de coordenadas locais 

dada por: 

onde NA , e* , C* e 131 tSo  calculados segundo C 4 . 4 . 2 . 1 3 .  
* ?ã * 

C 5 . 2 . l O 2  , CeS. 2.113 e C4.4.2.  €33 respectivamente. 

Tanto C S . 3 . 1 2  quanto C5.3.23 são i ntegr adas 

ut i 1 i zando-se a Quadr at rir a Gaussi ana que, gener i cament e, a 

dada pela expressão C 4 . 4 . 2 . 1 1 2  que aqui é transcrita: 



Para as expresrãss CF3.3.13 e C5.3.23 no caso do 

e1 ementa f i ni to quadr i l at ero i sapar  a m 6 I r  ico com f unçães de 

forma dadas por C 4 . 4 . 2 . 1 1 ,  o nhmero de pont;os de i ntegraç%o B 

dois e i n  cada d i r c o ~ s r ~  C n=m=2>, c c i m  coordenadas r i  e ;7i 
assumindo valores *- s f a tor  de pesa w = w = 1 Cref .  

i J 
22,59>. 

5.43  PROCEDIMENTO DE INTEGRAÇZO NO TEMPO 

Fara resolver o sistema nZo linear 

expresso por C 5 . 2 . 1 6 3  que osta t r a n s c r i t a  abaixo. 

de equações 

Fara integração no t e m p o ,  do utiliza-~e o esquema num&rico, 

t i p o  trapezoidal  Cref. 173. 

Assume-se,  asri m, as seguintes condiç25es para 

deduzir a fbrmula de recorrgnçia: 

Ou seja ,  adota-se uma variação linear para a# - 
6t 

dentro de cada intervalo de tempo At e admite-se que a 

i ntegração se dA no m e i o  do i ntsrvalo de t-empo At. C ref , 61 5 .  

Substituindo C5.4.21 e <S. 4 .33  em C 5 . 4 . 1 3  obtem-se, 

apbs algumas o p e r a ~ ã e s ,  a s e g u i n t e  sxpiuessão: 



QS coeficientes <i- [ A  ] s [ M  ] 530 cal c r ~ l  adcs 

COIII base e111 't +At& 
que & i t i l  ?:i a l  nien t e os+. i riiado a+- r aves do 

uma extrap'i1aç:ãa linear em f 'unqso  de 

confarnie n e q u a ~ % a  CP1.4.73 C r e f ,  472. 

Na exprsss%a Ç 5 . 4 . 7 3  "w" & o coeficiente 

reiaxaçào E! para ele B adotadc o valor '3,s n e s t e  trabalho. 

Sol uci onada a equação C 5 . 4 . 4 1  at.rav&s do M&todo de 

Hewtcn Raphson Hodi f icado. seus r e s u l  tados par a #+* +A+d 

podem ser usados para obter uma nova aproximaçSo para 

#t +ht :'c' c r m f o r m e  C 5 .  4 . 8 1 ,  e a s r i m  realirnent-ar o processo at& 

a t i n g i r  convergencia dentro do passo de tempo. 

Observou-se, e n t r e t a n t o ,  que a expressão C 5 . 4 . 4 3  

n%o produzi u bons r e s u l  tados. NEWMAN 47p48 tárnb&m verificou 

prob3. e m a  s e n i e l  h a n t e  em seus estudas. ~ e g u n d c  e1 e, 

provaveirnente se deve à sensibilidade do mktodo de N e w t a n  

Raphscn 3. estimativa inicial de +t-t.Atr2 , e principalmente 
* ', 



ao fato de que, na regiao saturada, 

repent i na nas condi ções 

qual quer mudança 

de contorno  ao seu redor 

pr ovcca efe i tas  instantaneos no potencial de pressões # 

e m  todos os pontos dentro desta zona, afetando o c A l c u l o  

principalmente dos coeficientes da matriz [ A  ] que tem 
.y 

grande peso no lado d i r e i t o  da equag%o CS.4 .43 ,  haja  visto 

que a mat.riz [ M 1, na r e g i 3 0  saturada. t e n i  valores bnii 
* 

menores compar at i vainente aos seus. 

Para contornar esta dificuldade, poda-se adotar u m  

outro esquema para deduzir a f brmula de recorr&ncia. 

MAS LIA^^ , 

alteração em C 5 .  4.43:  

e m  seu trabalho. procedeu a segu inte  

- - I t + & t / Z  {+ * k+at..z -, (+I ,  ... 
AL 

CS. 4.93 

A equação C5.4 .93  B resolvida itei-ativamente á t B  

conver genci  a, apds o que, obtBm-se o valor de 
+t +At 

conforma C 5 . 4 . 1 0 3  e passa-se ao intervalo de tempo seguinte.  

' I 



por sua vez, sugere um esquema de 

diferenças r è  totalmente implicita e m  t e r m o s  de , de moda 

de cada dentro & calculado conform; C 5 . 4 . 3 5  cjue - 
at 

intervalo de tempo At. Admite-se que a integraçzo se da na 

f i n a l  do intervalo de tempo, isto 8 ,  no tempo t + At. 

A q u i  os coeficientes de [ A ] e [ M ] ainda -. -" 

s%o calculados no m e i o  do interva10, t + A t , ' 2  , com O 

objetiva de amortecer a tenddncia de # oscilar ao redor de 

seu limite, ou seja, emprega-se uma tbcnica de s u b  

re l  axação par a superar o problema de oscilação 

f requenteniente  encantrado e m  si s t d e m a s  não-1 i near es c o m o  o em 

estudo C r ef- . 47,483. 

Note-se que tanto CS.4.93 como C5.4.113 não 

apresentam a matriz [ A ] no lado d i r e i t o  de suas 
* 

expressões. contarnando assim as dificuldades encontradas 

com CS. 4 .  43 .  

Neste trabalho adota-se a expressão C 5 . 4 . 1 1 3  para 



Para 201 ucior.a.t- O si steiiia niXci l i ~ e a r  du equaqXes 

expr e s ç c  p e l a  f brmcrla 5 . 1  I t r ansc r i t , a  a b a i m .  .i! 

aplicado. 3. semelhança do estudo de I permanente ç c n i  

mal 17.2 f i ::a. n iii9t ndo de N e w t  r3n-Rn.ptizon Modi f ' i  ca.dl.-i. 

Cont udu, di Ii çul dades szo e n e ~ n t r  adas no tocante 3 

convergencia do sistema, partindo da fermula de reeorr+r-icia, 

da maneira c o m o  esta expressa em C 5 .  V. 13. 

N E Y I ~ M A N ~ ~  .salienta que d e s d e  que o metodo de 

G a l e r k i n  aplica-se s e m e n t e  a um dado i n s t a n t e  de tempo, se a 

derivada de QI e r n  r r iaq3o ao tempo , , f o r  s t ~ b s t i t . ~ j . d a  

par 3 C'valor m & d i o  de @ 3 ,  o potenc ia l  de presc,xes 

ca lcu lado  tende a apresentar oscilaç6es que podem. face 

A s  relações entre # , e , K e 
Cs ' af-etar os coeficientes 

de [ M ]  e prejudicar a convergencla. 
* 

Para superar este problema d e  eonverg&nria .  

optou-se  por m o d i  f i car a axpr essão CES. 5.13 da seguinte 

m a n e i  r a: 

I 

E s t a  f c5r mul a base f ornecor3 bons r erul t adcs e s c h r  o 

e1 a f ci .apl i cado o esquema de Mewt cn Raphsan Mcdi f i cado. 

det  al h s d o  abi  anC e 



Alterando inicialmente a forma de apresentação da 

expi-essãa C 9 . S . 2 1  para +,ornar a natação mais semelhante ã da 

i t e m  C 4 .  4 . 3 .  obtem-se: 

t e m - s e  entso: 

A p l  i cando as condi ções de contorno  expressas pcr 

C 9 . 2 . 2 3  de forma i d g n t i c a  ao que f ai realizado na i t e m  

ou seja,  adi ci onando coef ici e n t e s  n i ~ i  to grandes aos 
k 

e l e m e n t o s  da di agonal pr i n t i  pal de [ I( ] correspondent-e5 
--a 

aos n6s prescritos  e especificando a prsscr içSo  no votar 

dos termos independentes atrav&s d a  colocaç30, 

posf ç%r> corr espandente, do valor da prescr i ~ ã o  rnui ti pl  i eadn 

pelo  coef i c iente  grande adicionado A diagonal , t e m - s e :  

onde: 



[ K 1' : & uma matriz diagunal cu jo  i - e s i m o  e l e m e n t o  da 

diagonal p r i n c i p a l  & igual a zero se $i no 

tempo t + A t / 2  não for prescrito. e & iaual a - 
k 

k* (k* >> k i i )  se #i for prescri to. 

( ~ t ~  : rim veto= cu jo  i - 8 s i m c  e l e m e n t o  B i g u a l  a zero 

se +i çiSo f,or pi-escri t.,o e e igual a * se 
i 

f o r  pr-er,r:r i +-.o. 

F e i t o  isto, aplica-se o m + t o d o  de Hewton-Raphscn ,  

operando da segui n t w  f a r m a :  

onde: 

CS. 5.8) 

A f teraçzo de Newicn-Raphson modificado & 

executada ria s e g u i n t e  maneira dront.ro do passo de t e m p o  Af- : 

C S .  5.113 



Lembrando ssnipre que, para o calculo das matrizes 

e [ M ] , são levadas e m  considerag3o as expressões 

coeficientes que regem a variação das K 8 e 

descritos no capitulo 3, i t e n s  C3.5.13 , C3.5.22 e C 3  5 3 3 .  

Caleul  ado (A#J . '~ '  conforme a expressão 
<i3 C5.5.10) obtém-se o valor de (#lt+At conforme a expressão 

abaixo: 

E s t . e  algari t . m o  B repet.ida i t erati vamente ate 
Ci3 at ing ir - se  con\*erg@ncia no valor de {$lt+At segundo o 

cr i te r io  de convergencia expresso pela Norma Euclidiana. 



V a l e  a3sinalar que para carta passo de t e m p o  

as ~ t ~ ~ t , r i i e s  [ A  ] e [ M  ] , t.ltie d e s ~ e r i a  s e r  .xvl;zl i adns 
-, h 

tempo I = t + A t x 2  , para a prinieira it.ei-aq3c são a v . ~ L i a d ~ ? ~  nrs 

tempo t=t , c o m o  uma aproximação. N a s  i teraçbes seguintes  B 

que e las  são avaliadas no m i o  do intervalo C t + A t / 2 3  , 

tendo como base a aproximação fornecida pelos primeiros 

r e su l  tados par a &t +At obtidos das i t er  ações. 

Encerradas estas oper aç*s, efetua-se um novo 

incremento de t e m p o  At , repetindo-se as etapas iterativas 

e assi rn sucessivamente. 

A cada intervalo de tempo At pode-se obter a 

da linha freátiea atravgs da InterpolaçZo do 

pi  ezometrico nos l ados dos e1 ement os 

i soparambtri cos 1 oca1 i zados na transiçzo da zona saturada 

para a nZo saturada. A s s i m ,  pode-se conhecer a evolução 

da 1 i nha f redt i ca dentro do mci ço permeAvei , em função 

da variaçzo das condições de contorno ao longo do tempo. 

O Mtodo de Newton Raphson modificado foi utilizado 

aqui palas m e s m a s  razões expostas no item C4.4.33 do capitulo 

anterior.  

5.03 EXEMPLOS 

Para ilustrar a soluç%o de problemas de analise 

transi e n t e  do i s  exempl os são apresentados a segui r .  ambos 

tratando de barragem tieteroghea com dreno de p O  hori zontal . 
No primeiro exemplo considera-se que o n i v e l  da reservatbrio 

sobe de 80 para 1 0 0  metros num espaço de temp? muito pequeno, 

isto 8 ,  menor que o passo de tempo usado na solução do 

probl e m ,  e na segundo exemplo considera-se o contrãrio, ou 



seja,  que ocorre um rébaixamerito súb i to  no n i v d  a montante, 

de 100 para 80 metros. 

As ear acter  i st i cas dos d o i s  exemplos i 1 ustr adas 

pelas f i g u r a s  C S . 8 . 1 3  e C 5 . 6 . 2 3  estão listadas na tabela 

C S .  6.11. 

A converg&ncia dentro de cada passo de t e m p o ,  

medida pela Norma Euclidiana C E 3 ,  B rdpida. No primeiro 

passo de tempo, para se atingir .G 2 0,01 , 5 iterações 

mostraram-se s u f i c i e n t e s .  D a i  para d i a n t e ,  para se atingir 

valores de E em t o r n o  de 0.01 dentro do passo de tempo, 2 

a 3 iterações apresentaram-se suf ic ientes .  

Tabela S. b. 13 Caracterloti  eás dos 

f iguras  CS. B.13 a C5.6.23 

das 

i dem 

C5.6.23 

idem 

em X l T  

- 

em ÃE 

em W 

cm,ALJI :  

C S .  6 - 1 3  

em 

EFJL 

em 

zE6Èm. 
rn 

- 
em Ã E  

em ABC 

- 
em FK 

C E E F 3 T . m  

f iguras 

proprie- 

dades 

C O " ~ -  de 

con to rno  

, 

K =0,01 m/dia 
X 
i 

n = 0,30 
-4 -1 = 1 0  m 

8 = 0.17 + 0,60 
<solo tipo 1 3  

- - 0.5 m 4 J a  
X 
i 

n = O,4O 
-4 -1 

S = 1 0  m 
S 

8 = 0,22 + 0 , S O  
Csalo t i p o  3 3  

= $00 rn 

- 
'i ni ci a1 = 80 m 

'ri na1 = 100 m 

'fi na1 = 80 rn 

7 = 0 

a# = 0 - 
an 
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61 CONCLUSUES 

O desenvol vi mento d e t  a1 hado das equações 

governantes do problema de fluxa transiente em m e i o s  porosos 

apresentado neste estuda, e1 uci da bem a diferença exi stent a 

entre a abordagem que considera apenas o domlnf o saturado e a 

que consi  dera o dom1 ni o saturado-não saturado, mostrando os 

1 i mi tes de val f dade das mesmas e as si mpl i f i cações assumi das. 

Todos os caef i ci entes envol vi dos nas equações f o r a m  

estudadas, consegui nda-se estabelecer uma manef ra de 

i mpl ement ar computaei onai mente as formas da variação destes, 

par a sol os abrangi dos em ci rico categor i as. 

No tocante ao coeficiente de condutibilidade 

hidrau l i ca ,  o estudo comparativo entre as vArias formas de 

representar a variação deste coeficiente em relaçZio ac 

potencial  de pressões moãtrcu  que n%o h& problemas em se 

adot ar a forma mai s si mpl i f i cada, conf i rmando-se 
1 8  

as af i rrnativas de BATHE e KH-TAFGAAR . 
O estudo de f l u m  em regi me permanente, atr  av&s da 

comparação e n t r e  o esquema de malha ajustAvel de elementos 

f i n i t o s ,  no qual se analisa apenas o dominio saturada.  e o 

esquema de malha fixa, no qual se analisa todo a dominio 

saturado-nZo saturado, bem demonstrou as particularidades de 

cada abordagem, evidenciando as vantagens da segundo esquema. 

O esquema com malha aJustAve1 poda apresentar 

problemas caso a malha in ic ia lmente  discretfzada for mal 

estimada. ou seja, com s superflcie l i v r e  locada muito 

distante d e  sua posiçso f ina l  correta. b c o r r e  d i s t o ,  a 

necessidade do usuArio ter uma certa habilidade ao lançar a 

malha de elementos finf tos. para evitar a ocorrBncia de 

e1 e m e n t  os f ' i  ni  tos muito def  cr mados com o t r ansccr  r er dcs 

ajustes. Outra dificuldade e no trato d e  barragens com 

faixas.  na dfreção s e r t i c a l ,  de materiais com prcpriedades 



di ferentes  ou c o m  dreno de p& horizantal , 

r) esquema com malha fixa B. mais versãtil no estuda 

de barragens c o m  faixas vert icais  de materiais c o m  

propriedades di f ersnt es e n t r e  si C ex. : dreno ti po chamf ne,i , 

visto n%o haver dificuidades no t ra tamento  das faces entre as 

camadas. Por não exigir  uma estimztiva provi2 da posiç2o d z  

linha f r e a t i c a ,  no esquema da malha fixa nào existe 

necess idade do usuario ter m t i i t s  prãtics. ao d f s c r e t i z a r  3 

m a l  ha . 
Uma vantagem importante a salientar B que no casa 

de se acopl ar uma anilise de tensões  e def rrrmções ao estudo 

de percola~ão na barragem, a malha f ixa  de elementos f i n i t o s  

usada na analise de percclaç%o pode ser usada n e s t a  outra 

analise, sem a necessidade de se complementar a malha, ccmo 

seria  o caso se sd o dominio saturado tivesse s i d o  

discretf zado. 

A eonvergencf a do modelo de malha f f ra B boa, com 

uma m é d i a  de B iteraçõas necess i r ias  para se obter 

resul  tadcs razoaveis. dentro de um cr i t+r io  de convergencia . 
n e s t e  caso a N o r m a  Euclidiana, c o m  s 5 0.03. 

resultados obtidos c o m  o e lemento  f i n i t o  

quadr i 1 ãtero Isoparamatrico são praticamente iguais  aos 

obtidos por MAS LIA^^ com o elemento triangular iropsram&tricc 

de variação quadrAtica. 

Comparando os resultadcs obtidos c o m  cs esquemas de 

malha ajustdve l  e de malha fixa, para um m e s m o  problema, 

observa-se que a posição da s u p e r f í c i e  l i - m e  apresentada pe le  

segundo eTquema 8 1 i gei r arnente aci ma da posi ç%a apr esantada 

pe lo  esquema de malha ajustdvel  . o que e+ de se esperar visto 

regi %o que está sendo considerada a contribuição da 

não saturada no fluxo. 

No tocante ao mbtodo de solução do sistema não 

linear de equaqaes, pde-se. afirmar que o esquema i terativo 

ti po N e w t  on Raphson M d i  f i cado mostrou-se mai s adequado que o 

tradie i  onal Newton Raphson, devi do i m e l h o r  convergenei a. 

Observou-se que a matriz dos coeficientes do sistema B 



afetada pei a não l i near i dade, p r o ~ o ~ a n d o  osci 1 açges 

considerbveis a cada iteração, s a maneira de superar este 

problemat f o i  mantO-la constante a cada passo , apesar do erro 

de aproximação inerente a esta operação, Qs exemplos 

apresentados no f i n a l  d o  capi tu10 4 atestam que os resui  tados 

nSo são prejudicadas ao se adotar este procedimento. 

Para o estudo de f luxo  e m  regime transiente foi  

utilizado somente o esquema de malha f ixa.  devido A s  suas 

vantagens sobre o esquema de malha ajustAvel  . observadas no 

estudo de fluxo em regime permanente. Novamente foram 

encont r adas di f i cul  dades de eonver ggnci a r e1 aç i onadas com a 

sensibilidade dos coeficientes das matrizes da sistema. Lima 

descriç?~ das tentativas efetuadas r2 apresentada nc f i n a l  dc 

capi tu lo  S , bem corno, uma sc?lução encentrada para superar 

estas dificuldades. 

O f enõmeno de f l u m  em meios porosos apresenta um 

campo vasto para investigaçaeã, ccm muitos estudos que podem 

ser apr of undados. 

A s s i m ,  como continuidade do presente trabalho 

pode-se sugeri r : a implantação de elemento f i n i t o  

axissim&trico para estudo de poços; a acoplamento de anãlise 

de tenssas e deformações à andlise de percoiaçZo; o estudc de 

fluxo t,urbulento e m  rneiris permeAveis e. tambem, uma anAli3e 

m a i s  profunda do pr obl e m  de i nstabi  li dada num&r i ca obãsr vada 

na anAllss em regime t r a n s i e n t e .  

No aspecto puramente ccmputacional, a inclusãc? de 

procedimentos de condensaçZo de malha,  geração a u t d o m A t i c a  de 

malhas e saldo grhfica de resu l tadcs .  entre outras t&cnicsts .  

podem em mui tci m e l  hcrar a performance de progrzrna 

compu~acional desenvolvido para es tudc  de percclação em 

barragens de terra.  tornando-o m a i s  pratico para a usuário. 



No presente estudo admite-se que cs grZios de solo 

sb se.deslcquem na direç%o vert.ical 
:<9 

ou s e j a ,  que h3 

apenas mcvimentc de ccnãolidação vertical. 

Diesta forma, seja uCx ,t3 a vetor desfocamentr! 
3 

d e f i n i d o  na forma iagrangeana. E l e  f ornece ,  nc tempo t , o 

deslocamentc de um ponto localizado na altura x3 , d i s t a n t e  

da origem em t =O. A velocl dade v = h representa a 

= T  
velocidade de uma particula a- lmgo de sua trajetõria  e n ã c  

a velocidade no ponto x . 
9 

Necessi ta-se ter a vel ocf dade em um pontc  f i xc. 

isto e ,  a distribuiqão euleriana do v . 
S 

Para avaliar corretamente a velocidade e m  , 

i ns t ante t , i n+,r oduz -se a nova var i A v e 1  def i ni da num 

como: 

onde 1: al a l tura  correspcndente A posição inicial do p c n t c  

consi  deradc, o qual moveu-se ate x9 durante ei tempo t. A 

equaçãc C I .I> 8 uma função i m p l  i ei ta de e .  
A s s i m .  supondo que s e J a  possivel determinar a 

f u n ç s c  explicita = c C x S , t 3  , a veiocf bade v em um 
S 

ponte especifica x , no ins tante  t 
B 

, dada por 

Cref. 383: 

A deri vada espaei a1 e m  r e l  aç%o a x & dada por : 
S ' L 



D i f  erenci  ando ambos os ladcs de CI .i> em r el a53c a 
'c t e m - s e :  

9 

A s s i m ,  CI. 33 pode ser reescrita: 

CI. 5 2  

Assumindo que, para um m e i o  elástico, rrma mudança 

na poro pressão deve produzir imediatamente uma mudança 

igual e oposta na tens%o efetiva.  pode-se escrever que a 

deformasão volum&trica s 8 igual a : 

Sendo que: 

CI. 8 2  



2 
: tens30 ef'eti va, expresso em unidade C F . 4  2 

: potencial de presszo, expresso em unidade [L-! 

: coef i c l en te  de eamprossi billdade do f ormaqãu 
-1 vertical do selo, expresse em unidade CL 3 

: eoeficient-e de ccmpresrfbilfdade clikrsieo de 

formaç3o vertical do  sol^, que repressnta a 

sujei ta  a uma ~res sãc  ao longo dd seu eLxc e 

i mpedi da de se e-xpandi r 1 at era1 mente. 

E tambem conhecido ccmo coeficiente de 

mudança de v d  ume , rn C ref'. 421. 
'f 

Piferenciando CI .81  em relação a t : 

De CL.11 t e m - s e  : 

que diferenciado em r e l a ~ ã o  a t , fornece : 

CI. 131 

1 

Pi ferenciando CI . 8 3  em relaç%o a xa ,' obtem-se : 



Substituindo-se CI.143 e C I . l B 3  em CI.11? , tem-se: 

E, f i n a l m e n t e  : 

Ou- o qrte B o m e s m o ,  j A  que v = v  = O  
s S 

*Y X 
1 2 

Cf. 171 

CI. 181 

Cf. 203 



APENDICE I I 3 RELAÇiSQ EN'I'RE a E Cb 

f ni ci almante, expressando a deformação vol umBt r i  ca 

E c o m a  função  do índice de vazios, cbt&m-se Sr sf . 381 : 

A : seç$o hcrizont a1 da amastra considerada 

A x  : espessura da amstra ccnstderada 
S 

e : í n d i c e  de vazios 

e : indice de vazios i n i c i a l  
O 

A s s u m e - s e  qus cs grSas de solo são incompressiveis 

e que , ccnsequcntemente, a mudança de v01 ume igual A 

variaçso da volume de vazios. 

Di vi di ndo a m b o s  os lados de C I l . i 2 por 

rear denando os t e r  m o s ,  obt em-se: 

~ Ç A A Y ~ J  e-e - O 
E = l l m  - 

Ee C I . 8 3  t e m - s e :  

S e-e - O 
C( = - 

u não depende de pode-se esarever 



ou se ja ,  o i n d i c e  de vazios & proporcicnal a y4 , qualqu5r 

que seja c i n d i c e  de vaz ics  inicial P . 
O 

Substituindo C l f . 4 2  em C J . S . 4 . 3 1  : 

a s s i m ,  f ina lmente  : 

1 ogo: 



APEMDICE III 2 ELEMENTO TRL.4NGLiLAR LINEAR 

Na descri ç%o de el ement os tr iangulares  d 

çonveni ent e def i ni -1 os em t er  mos de coordenadas de Ar ea , 

ou cccr denadas t r i angul ares C r sf . 223. 

Considere-se o triangulo da figura <13l.i>. dm 

pont c P da coordenadas Ç x , x 2 def  f ne, juntamente c o m  os 
i 2  

vertices do triangulo. três sub-triangulos de Areas Ai , A 
2 

e A de modo que: 
9 

onde A f a Brea total do triângulo. 

As coordenadas t r i angul ares são, entso, def i ni das 

c o m o :  



o que s ign i f i ca  que n e m  todas as t rgs cocrdenadas s3c 

i ndependent es . Pode-se expressar uma de1 as em f unç'ãg das 

outras duas num espaçc bi-dimensional.  Contudo, conveniente  

trabalhar c o m  as tres coordenadas triangulares quando se l i  da 
com pontos definidos d e n t r o  de um tri%ngulc. A f igura  C I f T . 2 2  

mostra as coordenadas triangul aros de a1 guns pont,os de um 

tri ãngul o. 

As areas 
d e t e r  mi nant es : 

Ag são dadas p e l o s  

C13f. 4 .  a:? 

o que permite estabelecer a relação entre as coordenadas 
. '\ 



cartcsianas a triangulares que. de u m  f c r m a  generalizada, e 
dada pcr: 

onde : 

Ds i n d i c e s  i , j , k a s s u m e m  r33 

e devem ser permutadoc; cielicamente. 

A r e l  aç%o inversa e dada pcr : 

A s  derivadas em re l  ação a x e x do rmta f u n ~ s c  
I 2 

def i n i d a  om t ermos de coordenadas 'r i angul a r e s  , ~~sandc-se 

a regra da cadela, são dadas por: .  

a r ç ~ ~ , ~ ~ , t .  I 3 ãf a~~ 
3 - - 

= C -- 
a': i =1 

A ati axi 



A I n t e g r a ~ % c  de f unç8es ~ c l  i nami ai s det'i n i  dss e m  

c e r m n s  de cocirdsnadas triangularos 4 dads por: 

E a integraç%a em uma dimens%u, por exemplc a- 

longo do lado 1-2 de comprimento ' B dada pcr: 

No t r i angul c 1 i near as cccr denadas t r i angui ar os 

coi ncidern c e m  as f unq3es de forma. 

A s s i m ,  uma funçso g , pode ser 

linearmente no tri8ngulc em terrncs de 

triangulares da seguints  maneira: 

+i 
: vai ores nodai s de # 

Li = Hi : f unç8es do £crina 

As derivadas da f 'unçso 

CIII. 9: 'szc: 

CIII. 122 

expandida  

ecor denadas 

de acordc c o m  
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