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RESUMO?

Esta tese procura apresentar as contribuicbes ftmmitica na construcdo de conceitos
matematicos. A partir de situacdes-problema e étrale sequéncias de atividades, a proposta
consistiu em desafiar os sujeitos envolvidos nacepgéo, criacdo e validacado/reformulacdo de
hipéteses sobre possiveis modelos matematicos ggdesgem representar e explicar diferentes
fenbmenos. O uso da modelagem matematica como méiath a abordagem de conceitos
matematicos, segundo Rodney Bassanezi, é exploesie trabalho, no sentido de possibilitar aos
sujeitos envolvidos o estudo de fenbmenos que possa investigados, assimilados e melhor
compreendidos com o uso de ferramentas matemaficasetodologia de pesquisa utilizada é a
engenharia didatica de Michéle Artigue, a qual peop elaboracéo e aplicacdo de sequéncias de
atividades para a abordagem de conteddos matesyatjae oportunizam também o exercicio de
reflexdo sobre a pratica docente do professor jsedpr envolvido. Ao longo da tese ocorreram
trés momentos de experimentacdo didatica, contempladiferentes sujeitos inseridos nas
modalidades de ensino basico e superior, como tanpbéfessores de matematica. Os registros dos
participantes em todas as etapas dos experimeanrtrs produzidos de forma escrita e constituiram
um importante material para analise e reflexdoesalproposta. A teoria da abstracéo reflexionante,
juntamente com a teoria da tomada de consciénoibas de Jean Piaget, é utilizada como
fundamentacdo tedrica para analisar como 0s ssljeitvolvidos com as atividades propostas
avancam na direcdo do conhecimento, seja por meisuds acbes sobre os objetos virtuais
utilizados nas atividades como também na evolugdosdas coordenacdes de acbes ao longo do
processo. O uso das tecnologias digitais por meimlajetos virtuais construidos no software
GeoGebra tem um importante destaque na execuc@estmisa, uma vez que pelo seu uso foi
oportunizado aos sujeitos para que, através de ofai@Ncos construissem gradual e
significativamente os conceitos matematicos nedessgara a compreensado do fenémeno por eles
investigado. Ao final da tese mostramos que arpdwtuso das tecnologias digitais na investigacao
de situacdes-problema ocorreu a criacdo e manwelgzdma nova forma de pensamento por parte
dos sujeitos envolvidos: o pensamento hipotéticainao. Notou-se que a cada modificacdo na
tela do computador via mudanca de parametros, haume reorganizagdo dos esquemas,
estabelecimento de novas abstracdes que agiranret@al da formacdo de novas hipoteses, as
guais avangcaram de modo dinamico e iterativo, pvemado a reorganizacao ou reestruturacédo das
estruturas do sujeito. Portanto, a partir dos tadas obtidos com a pesquisa mostra-se que ha
relacdo intrinseca entre a continuidade no proagssbstracdo reflexionante (aperfeicoamento dos
esquemas assimiladores, modificacdo das estrutandsriores) com o aperfeicoamento e
construcdo das hipoteses por parte do sujeito.

Palavras-chave: Abstracdo. Modelagem Matematica. Tecnologias Bigit Tomada de
Consciéncia. Objetos Virtuais.

1 SILVA, R. S. Cadeias de Markov e Modelagem Matematica: da abstgiio pseudo-empirica & abstracéo
refletida com uso de objetos virtuais Porto Alegre, 2015. 191f. Tese (Doutorado emriftica na Educacao) —
Programa de Pds-Graduacédo em Informatica na Edu¢BEEGIE). Universidade Federal do Rio Grande doFsarto
Alegre. 2015.



ABSTRACT

This thesis seeks to present the computer's catitis in the construction of mathematical
concepts. From problem situations and through iieivsequences, the proposal was to challenge
those involved in the design, creation and valatdteformulation of hypotheses about possible
mathematical models that could represent and exptifferent phenomena. The use of
mathematical modeling as a method for addressintipeneatical concepts, according to Rodney
Bassanezi, is explored in this work, to enablevidgials involved the study of phenomena that can
be investigated, assimilated and better understosilg mathematical tools. The research
methodology used is the didactic engineering Mieh&itigue, which proposes the development
and implementation of activities sequences forapproach of mathematical content, which also
nurture the exercise of reflection on the teacluragtice of teacher researcher involved. Along the
thesis occurred three times in a didactic expertatem, covering different subjects entered in the
categories of basic and higher education, as vgelhath teachers. Records of participants at all
stages of the experiments were produced in writtem and were an important material for
analysis and reflection on the proposal. The thebrgflective abstraction, along with the theofy o
awareness, both of Jean Piaget, is used as a tikabfeasis for how to analyze the subjects
involved in the activities proposed advance towdhgsknowledge, either through their actions on
objects virtual used in the activities as well las eévolution of its actions coordination throughout
the process. The use of digital technologies thmoumgtual objects constructed in GeoGebra
software has an important emphasis in the impleatient of research, since for its use was
oportunizado the subject so that, through micraymss build gradually and significantly the
mathematical concepts needed to understandinght@eomenon they investigated. At the end of
the thesis we show that from the use of digitahtebogies in the research problem situations
occurred the creation and maintenance of a newaofi#yinking on the part of those involved: the
hypothetical-continuous thought. It was noted thaery change on the computer screen via
changing parameters, there was a reorganizatisnh@mes, establishment of new abstractions that
acted towards the formation of new hypotheses, whave advanced dynamic and iterative way,
by fostering reorganization or restructuring of jegb structures. Therefore, from the results
obtained from the research it is shown that therani intrinsic relationship between continuity of
reflective abstraction process (improvement of msators schemes, modifying the previous
structures) with the improvement and constructibhypotheses by the subject.

Keywords: Abstraction. Mathematical Modeling. Digital techogies. Consciousness-making.
Virtual objects.
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13

1. INTRODUCAO

Segundo D’Ambrosio (1996), a matematica € uma @érmmplexa e requer tempo para que
0os estudantes logrem a compreensdo de seus cgndesstaca-se que além das aplicacbes
inerentes a propria matematica, seja também plkaugide os conceitos abordados nesta disciplina
sejam compreendidos pelos estudantes como apkcévesua vida, seja ela cotidiana ou
profissional. As chamadas Cadeias de Maflsfio usadas em diversas aplicaces na ciéncia tais
como: geografia, biologia, administracdo, economidmica e na propria matematica. Em todas
essas disciplinas, as Cadeias de Markov podemedesanm modelo matematico que é realizado
muitas vezes da mesma maneira, através de umanseiie etapas as quais estdo relacionadas
através de sucessivas iteracfes. Geralmente, doegdasse assunto é realizado apenas no ensino
superior, em algumas disciplinas especificas nosude graduacdo em ciéncias exatas

A escolha e adaptacdo dos fenbmenos matematicodvelns e o uso da tecnologia digital
foram fundamentais para o desenvolvimento destqupEsss uma vez que a tecnologia emergiu
como recurso essencial na exploragdo das situgcobkema. Percebe-se que as diretrizes oficiais
para o ensino médio propdem que a organizacaaulariseja de carater interdisciplinar, porém o
gue se observa € o ensino de alguns conteudos téenatea ocorrendo de forma fragmentada; o
estudante ndo consegue talvez perceber a impatguoeitais conteados tém para a modelagem e
resolucao de situagbes-problema que ocorrem emsdsdendmenos da ciéncia. Nas palavras de
Brasil (2013, p.244):

“A organizacdo curricular deve fundamentar-se entodwogia interdisciplinar,

gue rompa com a fragmentagdo do conhecimento @raesgacao presentes na
organizacao disciplinar tradicionalmente adotaddod®a linear. Esse tradicional
modelo educacional foi criticado por Paulo Freira obra “Pedagogia do
Oprimido”, como sendo “educacdo bancéria”. Criticoamo os conteudos
culturais que formavam o curriculo escolar eram quemtemente

descontextualizados, distantes do mundo experiemgaseus estudantes. As

2 Nome dado em homenagem ao matematico russo Anddeegevich Markov que as criou inicialmente em 1907

% Podem ser encontradas disciplinas de Ensino Supmue tratam das Cadeias de Markov nas seguimégiicdes:
Universidade Federal de Minas Gerais (UFMG, diswpl Pesquisa Operacional 2, link:
http://homepages.dcc.ufmg.br/~gomide/cefetmg/20d¢2y; Universidade Federal de Ouro Preto (UFOP, discip
Processos Estocasticos, link: http://www.iceb.ufop.br/deest/p3fll d3p4rt4m3nt@&<juivos/0.1727120013
81487420.pgf Pontificia Universidade Catdlica do Rio Grana@eS1l (PUCRS, disciplina: Avaliagdo de Desempenho
de Sistemas, linkhttps://www.inf.pucrs.br/~fldotti/adg/ Universidade Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS
disciplina: Processos Estocasticos, linkttp://www1.ufrgs.br/graduacao/xInformacoesAcadeamic/curriculo.php
?CodHabilitacao=40&CodCurriculo=123&sem=2014032 Universidade Estadual do Ceara (UECE, disdplin
Processos Estocasticos, linkttp://www.uece.br/macc/index.php/disciplijadniversidade Estadual de Campinas
(UNICAMP, disciplina: Processos Estocasticos parangdiharia, link: http://wwwOQ.fee.unicamp.br/cpg/
Catalogo1S2013.htile Instituto Federal de Educacédo, Ciéncia e Tegimlde Santa Catarina (IFSC, disciplina:
Comunicacdo Digital, link:http://www.sj.ifsc.edu.br/~mdoniak/CDI_20705/Plamsiho_Doniak_CDI_2013_2.pyf
Todos os links anteriores foram acessados em deaatat?014.
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disciplinas escolares eram trabalhadas de formkdigp ndo propiciavam a

construcdo e a compreensdo de nexos que permitgsemstruturacdo com base
na realidade. No procedimento interdisciplinar,cosmponentes curriculares s&o
compostos de forma integrada e estdo voltadosgpagaticipacdo ativa do aluno

no seu processo de aprendizagem. O desafio maiar @agrofessor, ao atuar

segundo este modelo, reside na sistematizacdo udgdat do estudante e na
orientacdo do mesmo nas trilhas da aprendizagenfowiea permanente. A

interdisciplinaridade, portanto, deve ir além da&tgposicdo de componentes
curriculares, abrindo-se para a possibilidade daciana-los em atividades ou

projetos de estudos, pesquisa e acao, para dar @omtesenvolvimento de saberes
que os conduzem ao desenvolvimento do perfil miofigl de concluséo planejado
para o curso.”

A ideia de interdisciplinaridade também é maniféstao parec&mas Diretrizes Curriculares
Nacionais para a Formacao Inicial e Continuada Fladissionais do Magistério da Educacéo
Bésica. No documento é possivel perceber a intealiitade quanto as formas de elaboracéo e
construcdo do conhecimento, sugerindo-se para gjureamas nao ocorram de forma isolada e
fragmentada. Na matematica, em especial, duraiotena@cao inicial do professor € importante que
a interdisciplinaridade seja valorizada e assimrtop@ze a construcdo dos mais diversos
conhecimentos matematicos, implicando em futuragriboicdes na matematica desenvolvida na
sua sala de aula.

Durante minha experiéncia como docente das divensaklidades de ensino me deparei (e
deparo-me ainda...) com estudantes inseridos emnsistema de ensino da matematica até entao
predominantemente classico, em que as aulas dendite poderiam ser caracterizadas por se
constituir apenas em atividade de efetuar calcas a possibilidade de investigar situacdes-
problema que envolvam simultaneamente diversosadns de matematica. Quando proponho a
discusséo de problemas ou situacdes mais elabaragasaciocinios que envolvem argumentacéao,
geralmente os estudantes manifestam algumas difidas em assimilar a situagdo e mobilizar as
ideias necessérias no processo para a construgimceitos e compreensao sobre situacao.

Ao fazer o estudante, independente da modalidadendeo a qual ele esta inserido,
compreender a importancia da matematica para moftglé@menos da realidade e ao destacar a
importancia da informética como ferramenta paraesgntar e manipular diferentes situacoes,
propde-se o uso de ferramentas digitais na intedeamportunizar uma melhor compreensao sobre
determinados conteudos matematicos. Na abordagentateitos da geometria, por exemplo,
tenho a possibilidade de utilizar nas minhas astdsvaresde geometria dinAmitae com isso

oportunizar aos estudantes que um novo olhar saja dobre os elementos matematicos que

*Parecer disponivel erhttp://portal.mec.gov.br/index.php?option=com_dor&dew=download&alias=17625-
parecer-cne-cp-2-2015-aprovado-9-junho-2015&categbug=junho-2015-pdf&ltemid=3019@cesso em setembro

de 2015)

*Exemplos de softwares que possibilitam exploramusda dinAmica:Cabri-Geometry, Geospace, Poly, Régua e
Compasso, Super LogagGeogebraPara mais informac8es ha indicacfes e detalhes sslsoftwares no site da profa.
Dra. Maria Alice Gravina (UFRGS). Disponivel enttp://www2.mat.ufrgs.br/edumatec/softwares /safbmetria.php




15
pretendo abordar. Através do uso stHtwaresespecificos sobre geometria acredita-se que a
visualizacdo e capacidade de argumentacdo dosaestsdsobre as propriedades geométricas das
figuras investigadas sejam potencializadas, e cuesgemente, a aprendizagem dos conceitos seja
gualitativamente valorizada.

Logo, acredita-se que o conhecimento matematicesaptado aos estudantes de forma
isolada e sem relagdo com os demais, acaba par tarmateméatica uma ciéncia isolada e muitas
vezes desvinculada e nédo relacionada com os aspgt@alidade; uma anti-ciéncia. Diante disso,
a possibilidade de explorar matematicamente algen®menos da realidade, por meio da
modelagem matematica, constitui um cenario em pi@kenpara o desenvolvimento e
aprimoramento do pensamento hipotético e abst#mgcterizado pela criacdo, validagdo ou
refutacéo e reformulacdo de hipoteses pelo swgeiolvido na proposta. Entende-se neste caso que
serdo necessarios e suficientes a acado e o trabatjrotivo dos sujeitos sobre os objetos do
conhecimento em estudo, 0s quais possibilitam eatsdantes a evolucdo, compreensdo e
construcdo dos conceitos mateméaticos envolvidos.

Nesse sentido, através de sequéncias de atividagefazem uso de recursos tecnoldgicos,
utilizam-se objetos virtuais para acompanhar ausda dos sujeitos durante a investigacao de
situacOes-problema envolvendo Cadeias de MarkovloAgo da proposta buscou-se refletir e
compreender como é possivel que o sujeito consimuanodelo matematico capaz de explicar o
fendmeno investigado, a partir de suas acoes eeoacdes de acdes sobre 0s objetos envolvidos,
sejam materiais, virtuais ou mentais. Vé-se nodastecnologia uma possibilidade/meio/recurso de
0 sujeito agir sobre o objeto de conhecimento aiodio possivel o estabelecimento de relagdes que
permitam a construcdo de conceitos matematicosoiat da abstragcédo reflexionante proposta por
Piaget (1977) constituiu uma ferramenta importaraeresente tese para analisar a evolugao dos
sujeitos envolvidos com a proposta. Com essa tezsjgera-se ser possivel analisar se a construcao
de um possivel modelo matematico ocorre como oltaglsu de sucessivos e graduais micro-
avancos cognitivos do sujeito durante a sua agde soobjeto em estudo.

A intencdo do presente texto é refletir e argumrestdre a construcdo do conhecimento
matematico seja resultado da possivel combinac&ofatores: (1) da evolucdo da atividade
cognitiva do sujeito, manifestada pelo aperfeicagmeno processo da abstracdo; (2) do
aperfeicoamento da ag¢ao e coordenacao das acossjdilss sobre os objetos em estudo; (3) do
uso da tecnologia digital como parceira no estabaknto de relagdes entre o sujeito e 0 objeto de
conhecimento, potencializando a anadlise, interpéetae construcdo de modelos matematicos
provenientes do uso do computador.

Considera-se que a partir da possivel combinacédréle fatores apresentados anteriormente
seja oportunizado ao sujeito desenvolver e apedeigma qualidade de pensamento denominada
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hipotético-continuo Ou seja, acredita-se que ha relacdo entomrdinuidadeno processo de
abstracao (aperfeicoamento dos esquemas assinesadoodificacdo das estruturas interiores) com
o0 processo deaperfeicoamento e construcdo das hipétesescada modificacdo na tela do
computador (via mudanca de parametros, por exemf@iouma reorganizacdo dos esquemas,
estabelecimento de novas abstracfes que agemegaalula formacao de novas hipoteses, as quais
avancam de modo dinamico e iterativo, promovendee@ganizagdo ou reestruturacdo das
estruturas no sujeito.

Portanto, na construcdo do presente trabalho devis@mos responder a seguinte questao de
pesquisaComo evolui a abstracao refletida (abstracao raleante com tomada de consciéncia),
na construgcdo de conceitos matematicos durante gloecdo de situacbes-problemas de
modelagem matematica com Cadeias de Markov em @maéscia didatica usando objetos
virtuais? Considera-se que a partir dessa questdo norteagkjea possivel construir uma
argumentacado que possa explicar de modo satisfatdprocesso de construcdo do pensamento
hipotético-continuo por parte dos sujeitos investa@s ao longo dos experimentos didaticos. Os
sujeitos envolvidos nas experimentaces foramdastes do ensino médio, estudantes do ensino
superior e professores de matematica.

A estrutura da presente tese esta disposta emnulcapibrganizados da maneira explicada
conseguinte. No capitulo 2, dividido em duas partgwesenta-se a fundamentacdo tedrica
necessaria para o trabalho: modelagem matematicacrlogias digitais; e conceitos de
epistemologia genética (abstracao reflexionantaratla de consciéncia). O capitulo 3 apresenta a
matematica envolvida nas Cadeias de Markov e tomgdes observadas em pesquisas ja
realizadas e que versem sobre o0 seu ensino. Nloagpj destinado a metodologia, constréi-se o
problema de pesquisa, caracteriza-se o cenari@stpuga descrevendo-se também os materiais e
meétodos utilizados ao longo dos experimentos did&tiO capitulo 5 é destinado as analises e
reflexdes sobre os dados obtidos a partir da eggl@ dos experimentos didaticos. A analise esta
construida a luz dos conceitos de epistemologiétgenapresentados no capitulo dois. O capitulo 6
trata de apresentar uma analise global dos expetdsealidaticos realizados e também discutir
sobre a inspiracdo no uso de conceitos da engantiig@tica durante a construcdo da proposta
metodoldgica da pesquisa. No capitulo 7, apresesatareflexdes finais a partir da pesquisa, como
também se realiza um exercicio lw@ainstorming,identificando possiveis contribuicdes e avancos
para pesquisas futuras. Finalmente, no capitulst8 apresentada construcdo de um possivel
produto virtual, elaborado a partir das sequéraéaatividades e objetos virtuais utilizados ao tong

da pesquisa.
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2. FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 MODELAGEM MATEMATICA & TECNOLOGIAS DIGITAIS

2.1.1 — Sobre Modelagem Matematica

Nesta secado discutem-se ideias sobre modelagenmataie e suas contribuicdes para o
ensino de matematica. Faz-se na presente secareflex@éo sobre como a modelagem matematica
contribui para a formacdo dos sujeitos inseridos mais diversos niveis e ambientes escolares,
contribuindo na elaboracéo e constru¢do de corsceitiematicos.

Inicialmente, Meyeet al (2011) afirmam que:

“A Matematica € considerada estigma, ou seja, aamadempo em que boa parte
da sociedade tem medo da Matematica que nos criai@mobém acontece o

contradrio. Da mesma maneira que ouvimos dizer geealguém é bom em

Matemética, € bom em tudo, também existem muitasgas que consideram a
Matematica inutil. A Mateméatica é verdadeira e iindt maioria das pessoas ndo
consegue relacionar a Matematica nem com as atiasias e muito menos com

situacBes de seus cotidianos, porque foi criadainiverso a parte, ou seja, para
elas, a Matematica ndo esta presente em outroextosit Na Modelagem, esse
sistema tem de ser mudado. N&do se deve mais lassistiobjetos matematicos,

mas manipula-los, porque rompemos com a concepegoal o professor ensina e
passamos a acreditar na ideia de que o conheciméote@sta somente nem no
sujeito nem no objeto, mas na sua interacdo. Passdenobjetos que o professor
ensina para objetos que o aluno aprende.” (ME¥E&R 2011, p.24)

Nota-se na citagdo uma necessidade de compreeasaeldcdes entre objetos e sujeitos.
Ao mesmo tempo em que a mateméatica é desenvolwdadipersos sujeitos, inseridos em
determinado contexto de sociedade e realidadeficeese certo desconhecimento sobre a
importancia que a ciéncia matematica tem para ncava desenvolvimento da sociedade. Refletir
sobre como a matematica e a realidade s&o concdisbtsitos e estdo correlacionados €
fundamental para que os mais diversos fendmenoena@mos na realidade possam ser
compreendidos fazendo-se uso das ideias e conosdt@snaticos.

A realidade e seus complexos fenbmenos que nognedezem com que a matematica seja
uma ferramenta, ou ainda, um recurso para quepsssivel aproximar-se cada vez mais dos
objetos da realidade. Um dos modos de realizar apraximacdo € encarar uma possivel
representacdo da realidade através da modelagemmatata. Sobre a possibilidade de a
modelagem ser uma das possiveis representacoesnaalega realidade, Skovsmose (2011)

disserta:
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“A concepcdo denodelagem matematica como representaghifo do autor) da
realidade esta relacionada a um dualismo, a unsp@eiva de dois-mundos. Por
um lado, podemos operar com conceitos matemataos cendo parte do mundo
das estruturas, como sugerido pelo formalismo.dRtmo, podemos operar com a
realidade do mundo empirico. Um modelo matematctosia uma representacao
de parte dessa realidade. Decerto, tal representdigi pode ser completa. Como
poderiamos sonhar em fazer uma representacdo dangderealidade? Mas a
linguagem matematica pode representar diferenpescts da realidade. As nogcdes
da teoria matematica selecionada podem se refesirohjetos empiricos, e as
relacbes entre esses objetos podem ser descritogemnos de equacgdes.”
(SKOVSMOSE, 2007, p.107)

Ao mesmo tempo em que avanca 0 desenvolvimento atenmitica, a modelagem
matematica busca, através do estabelecimento etemgéo de relacdes estabelecidas entre os
sujeitos e 0s objetos do conhecimento, empenhaas@mpreensdo da realidade. A tentativa de
criar relacdes e expressar em termos de equacdmesisgliversos fendmenos faz da modelagem
matematica uma proposta investigativa, baseadecipaimente na elaboracdo, verificacdo e
validacéo de possiveis hipoteses por parte dotsujdeste contexto Skovsmose (2007) afirma que
€ possivel com isso estabelecer a criacdo de daislos. Acrescentamos que esses dois mundos
sdo disjuntos e complementares, constituindo ardaé relacdes entre eles um aspecto importante
no processo de investigacao sobre os fendmenesalidade.

Sobre a manifestacdo dos dois mundos, 0 autord@rasijue o primeiro seja o da realidade.
Tal mundo caracteriza-se por ser o habitat dosnfiends e suas inUmeras complexidades. Trata-se
do que é possivel constatar ou visualizar, sejanpamifestacdo espontanea ou desafiada pelos
sujeitos. Ja o segundo mundo, derivado do primpaa o autor constitui-se na idealizac¢do. E o
mundo criado e mantido pelos sujeitos; o qual asale relacbes os sujeitos tentam aproximar-se
da realidade que habita o primeiro mundo. A com@m@&e da realidade constitui um processo
gradual, no qual uma representacdo da realidadeceexgapel fundamental no avangco e
determinacdo de novos e melhores modelos matemmaticoada etapa do processopriori é
possivel afirmar que ha uma reestruturacéo e pEigsierganizacédo do sujeito em busca da maxima
compreensao da realidade.

Skovsmose (2007, p.122, 123) apresenta o0 termoefmédica em acdo”. Trata-se de uma
tentativa de entendimentos sobre como as ideiagnmaéicas sdo projetadas na realidade. A

construcdo de uma possivel matematica em acaatesas do autor ocorre:

"Ao falar em matematica em acéo, estou me congaidr&m ver como as
concepgdes matematicas sdo projetadas na reali@adedo usamos a matematica
como uma base para projeto tecnoldégico criamos femamenta tecnol6gica que
tem, de algum modo, sido conceitualizada por meiandtematica. Em algum
sentido, foi antecipado no mundo da matematicapeigdoi trazido a realidade
por uma construgdo real. Um processo de elaboogtps inclui a identificacdo e
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a andlise de situacdes hipotéticas, e a matendjtida fornecendo material para
construir tais situacfes. Por meio da matematickempos representar algo ainda
ndo compreendido e, portanto, identificar altexaatitecnoldgicas para uma dada
situagdo. A matematica d4 uma forma de liberdactetégica, abrindo um espaco
para situacdes hipotéticas.”" (SKOVSMOSE, 2007,4.123)

Neste sentido, o autor apresenta trés aspectosneidigados, tem grande importancia na

compreensao da realidade por meio da matematicia. édpecificamente, como a matematica em

acdo contribui para o melhoramento dos modelos m#ieos e assim, possa colaborar para o

aumento da compreensao sobre os fendmenos daadeli8obre os trés aspectos, Skovsmose

apresenta:

“A matematica fornece a possibilidade peaaiocinio hipotético(grifo do autor),
pelo que eu me refiro a analise de consequénciasndeenéario imaginéario. Por
meio da matematica parecemos aptos a investigathdst particulares de um
projeto ainda néo realizado. Assim a matematicastitan um instrumento
importante para levar adiante o experimento mefgtdlhado.” (SKOVSMOSE,
2007, p.124)

“Por meio da matematica € possivel investigar deal particulares de uma
situacdo hipotética, embora a mateméatica tambénseaeveras limitacdes para
tal raciocinio hipotético(grifo do autor). Qualquer projeto tecnolégico tem
implicagdes ndo identificadas pelo raciocinio h#tiob. Esse € um problema
basico relacionado a qualquer tipo de investigad&o contrafatos baseada
matematicamente.” (SKOVSMOSE, 2007, p.125)

“(...) Isso nos leva a um terceiro aspecto da matiem em acdo. Este aspecto
concerne a compreensdm:matematica embasa a modulacdo e constituicdo de
uma ampla variedade de fenbmenos sociais e, desde, rala se torna parte da
realidade (grifo do autor). Vivemos em um ambiente que irdegma realidade
virtual fundamentada no modelo a uma realidadeoj@stcuida em uma mistura
formidavel.” (SKOVSMOSE, 2007, p.127)

Percebe-se que 0s argumentos apresentados aneierrsobre matematica em acéo

reforcam nossa concepcdo sobre a importancia erilmagfio que o0s sujeitos tém no

desenvolvimento dos conceitos. Nota-se que a @émetematica destaca-se na compreensao e

modelagem dos fenbmenos, uma vez que por meioédptssivel aumentar nosso entendimento

sobre os objetos do conhecimento e fendmenos lidaga Juntando-se os trés aspectos propostos,

0 autor conclui que:

“Postos juntos, os trés aspectos transmitem argeguensagem: (a) Por meio da
matematica € possivel estabelecer um espaco @edts hipotéticas na forma de
alternativas (tecnolOgicas) possiveis para umadsdin presente. Entretanto, pode
ter seérias limitagBes. (b) por meio da mateméatita, forma de raciocinio
hipotético, é possivel investigar detalhes parmicd de uma situacdo hipotética,
mas esse raciocinio também pode incluir limitagdeportanto, incertezas para
justificar as escolhas tecnoldgicas. (c) Como pdateompreensédo das tecnologias,
a prépria matematica se torna parte da realidanlgeparavel de outros aspectos da
sociedade. O racional se torna real, ainda que imatigue que o real se torne
racional.” (SKOVSMOSE, 2007, p.128)
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Ou seja, 0 autor considera que a matematica caingtit aspecto importante e necessario na
compreensao dos fendmenos, destacando que ha gieskivitacdes durante o processo. A
possibilidade de desenvolvimento do raciocinio té@fco é reforcada constantemente pelo autor,
destacando inUmeras vezes a importancia que mafde raciocinio tem para o avanco dos sujeitos
na compreensao dos objetos. Como aspecto centrauaeproposta, o autor sugere que a
matematica surge entdo como parte inseparavebtida#e, cabendo ao sujeito uma postura critica
e reflexiva sobre sua evolucdo na acdo sobre @toshinvestigados. Constata-se que Skovsmose
propbe que um trabalho envolvendo a modelagem tendeado aspecto da realidade atravessa
etapas; e que essas etapas estéo interligadagsatl@acéo dos sujeitos que a executam.

Skovsmose (2007, p.130) expbe que compreender lidada trata-se de um processo
gradual e que envolve um complexo jogo de linguag€aso a matematica seja considerada uma
linguageni, duas questdes emergem do pensam@kbesmosiangl) Qual visdo de mundo pode
ser construida através da matematica? (2) O qoeuédo” de acordo com a matematica? O autor
considera que a matematica constitui algo mais uquna simples linguagem. Através das trés
nocbes de matematica em acdo, expostas anteriem@ode-se construir uma resposta talvez
parcialmente satisfatéria para essas duas questées&o do que vem a ser jogo de linguagfan
amplamente explorada por Ludwig Wittgenstedm sua obra. N&o é intencdo de o presente texto
fazer um estudo tedrico aprofundado da importaecipresenca dos jogos de linguagem na
matematica. Destaca-se, porém que tais jogos daagem existem e constituem uma variavel
importante na tentativa de compreender os fendmelaosealidade por meio da modelagem
matematica. Logo, ao refletir sobre as ideias eggoanteriormente, nota-se que 0S conceitos
apresentados por Skovsmose amparados nas ideies “pofpos de linguagem” propostos por
Wittgenstein indicam que a modelagem matematicauiera importante influéncia na constituicao

dos sujeitos enquanto investigadores dos objeta®uloecimento.

® E importante mencionar que Jean Piaget faz urtieacda concepcdo de que a matematica se redua éingnagem.

A matematica expressa as coordenacdes das acOasdmmtravés da linguagem matematica, mas n&alse a essa
linguagem. Sugestdo de leiturha ensefianza de las matematic@dadrid: Aguilar, 1968) elntroduction a

I'épistémologie génétique: la pensée mathémat{gué), ambos de Jean Piaget. O segundo encantissgonivel em:
http://www.fondationjeanpiaget.ch/fip/site/textesiex_extraits chrono3.php

"“Com o conceito de “jogo de linguagem” Wittgensteisclarece como atribuimos significado as nosaks/mas.

Segundo ele, estas s6 adquirem significados quamelamos com elas, portanto, dentro de um jogmdadgem, que
seria para Wittgenstein, a totalidade formada fiaguagem e pelas atividades com as quais vemlacaiga. A

palavra jogo vem ressaltar as diversas atividades as quais a linguagem se vincula. A exprességo“jde

linguagem” é essencial na filosofia de Wittgenst@iois ele também a emprega como um método partranas

diferentes usos dos conceitos em nossas formagaé (GOTTSCHALK, 2004, p.318)

8 Ludwig Joseph Johann Wittgenstein (26 de Abrill889 — 29 de Abril de 1951) foi um filésofo austdaque

contribuiu com numerosas colocacdes inovadoraslosnfia moderna, mais especificamente nos campokgica,

filosofia da linguagem, e filosofia da mente. Elaégamente considerado um dos mais influentesditis do século
XX. Disponivel emhttp://pensador.uol.com.br/autor/ludwig_wittgenstei
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Tratando-se da influéncia que a modelagem matematissa exercer sobre os sujeitos,
Almeidaet al (2012), Biembengut & Hein (2011) discutem impotgsncontribuicdes para 0 ensino
da matematica, especialmente no debate que enwlwso da modelagem matematica na
investigacao de situacdes-problema.

Biembengut & Hein (2011) consideram que:

“O modelo é uma imagem que se forma na mente, moemtm em que 0 espirito
racional busca compreender e expressar de formativat uma sensacao,
procurando relaciona-la com algo ja conhecidouafedo deducbes. Tanto que a
nocdo de modelo esta presente em quase todasass Are, Moda, Arquitetura,
Historia, Economia, Literatura, Matematica. Aliada, histéria da ciéncia é
testemunha disso! O objetivo de um modelo podeesplicativo, pedagdgico,
heuristico, diretivo, de previséo, dentre outrgSfEMBENGUT & HEIN, 2011,
p.11)

Logo, através da percepcéo, € possivel constatajueos sujeito baseia-se na construgédo de
modelos para aumentar a sua compreensio sobrenihete@o tema. E importante destacar que as
limitacdes de cada sujeito fazem com que os modelostruidos também sejam de complexidade
gradual. Dependendo da complexidade dos fen6menestigados, a abordagem pode néo ser de
facil assimilacdo pelos sujeitos, tornando a irngaegéio e previsdes do fenémeno investigado
incapaz de ser realizado. Sobre essa percepcédolvendo a complexidade do fendmeno,
Biembengut & Hein (2011) dissertam e conceituanodetagem matemética como:

“(...) o processo que envolve a obtencédo de um lmoHste, sob certa Optica, pode
ser considerado um processo artistico, visto cara, ge elaborar um modelo, além
de conhecimentos de matematica, 0 modelador premigana dose significativa
de intuicdo e criatividade para interpretar o caatesaber discernir que contetdo
matematico melhor se adapta e também ter sensool(miira jogar com as
variaveis envolvidas. A elaboracdo de um modeloeddp do conhecimento
matematico que se tem. Se o0 conhecimento matemétisininge-se a uma
matematica elementar, como aritmética e/ou medidasnodelo pode ficar
delimitado a esses conceitos. Tanto maior o comleetp matematico, maiores
serdo as possibilidades de resolver questdes dgimmexima matematica mais
sofisticada. Porém o valor do modelo ndo estait@stisofisticacdo matematica. A
modelagem mateméatica €, assim, uma arte, ao formedaolver e elaborar
expressdes que valham ndo apenas para uma solug@olar, mas que também
sirvam, posteriormente, como suporte para outrabcagpes e teorias.”
(BIEMBENGUT & HEIN, 2011, p.12)

Com base nas ideias discutidas anteriormente podeesificar que a modelagem
matematica possa apresentar niveis e complexidadedsais. Ao abordar situagcdes-problema no
ensino fundamental, por exemplo, o docente podieparar com a dificuldade apresentada pelos
estudantes em elaborar e desenvolver formulac@ébradas para as situacdes investigadas. Isto

ndo qualifica o trabalho desenvolvido nas aulasndéematica como incorreto ou insatisfatorio,
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pelo contrario, deve-se desafiar o docente, endolgom a proposta, para que estruture e organize

0S Sseus objetivos para que sejam mais bem assisidtompreendidos pelos estudantes. Neste

sentido, Almeidat al (2012) dissertam:

“Ao fazer uso da Matemética, considerando tanttlizacéo de algoritmos quanto
0S conceitos matematicos em si, 0os alunos podemaaptonhecimentos ja
construidos durante as aulas ou construir novohemimentos. Em muitas
situacBes, ao se envolver com atividades de maglelags alunos se deparam com
um obstadculo para o qual ndo possuem, provisorineoonhecimentos
suficientes para supera-lo, emergindo assim a sieleel® de construir esse
conhecimento por meio dessa atividade. Logo, ewidaties de modelagem, aos
alunos tanto podem ressignificar conceitos ja coftkis quanto construir outros
diante da necessidade de seu uso.” (ALMEHDAL 2012, p.23)

Portanto, uma pratica envolvendo o uso da modelagatematica constitui uma potencial

fonte de construcdo de conceitos mateméaticos pelieios. Sobre uma possivel adocdo e uso de

modelos matematicos e suas contribui¢cdes na fooragas estudantes, Biembengut & Hein (2011)

contribuem:

“A adocdo de modelos matematicos no ensino, sefarnma de apresentacao, seja
no processo de criacdo, dimensionados de formauadaqa realidade das

comunidades escolares, incorporando novas tecmaslogem deixar de preservar
identidades culturais, € um meio que propicia ao@htingir melhor desempenho,
tornando-o um dos principais agentes da mudanc¢agafticipar de um trabalho

com modelagem ou modelag¢ao, no qual o conteude nfissociado da realidade,
pois ha conexdo entre o que se aprendeu e o0 geresatou, acreditamos que
alunos e professores tornar-se-do mais entusiagias a possibilidade de

transformar a escola, ainda que de forma lentaadugt, para que ela venha a
exercer o papel que lhe cabe na preparacdo doidodivara atuar no meio

circundante.” (BIEMBENGUT & HEIN, 2011, p.125)

As reflexdes referidas anteriormente, destacanttarsformacéo da “escola”, podem ser

encaradas neste texto como uma possivel transfaomam qualquer instituicio de ensino. De

modo analogo a escola, as instituicdes de ensiperisn também devem preparar 0s sujeitos para

atuar nos meios circundantes. Portanto, a modelagetematica apresenta-se como uma

possibilidade de transformacdo nas relacdes estsjeitos e a realidade, que pode ser iniciada

desde muito cedo na vida escolar. Logo, obserncaisalurante o estudo de determinado problema,

seja possivel que os sujeitos envolvidos mobilizdifarentes esquemas e estratégias, com o

objetivo de formular e investigar determinadas tepés. Trata-se, portanto, de um processo pelo

gual sédo elaborados e estruturados de maneiragsgiga 0S conceitos matematicos envolvidos no

estudo de determinada proposta. Logo, a modelagetanmatica propde que por meio da acdo e

investigacdo de situagcbes-problema seja oportumiaadsujeito aprender matemética por diferentes

meios.
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Sobre isso, Brasil (2006) expde:

“Ante uma situacdo-problema ligada ao “mundo realym sua inerente
complexidade, o aluno precisa mobilizar um lequeéada de competéncias:
selecionar variaveis que serao relevantes paradelma construir; problematizar,
ou seja, formular o problema tedrico na linguagemn aampo matematico
envolvido; formular hipéteses explicativas do fee®m em causa; recorrer ao
conhecimento matematico acumulado para a resoldggwoblema formulado, o
que, muitas vezes, requer um trabalho de simpificaquando o modelo
originalmente pensado é matematicamente muito @plvalidar, isto €,

confrontar as conclusbes tedricas com os dados rieo¥i existentes; e

eventualmente ainda, quando surge a necessidadijcaoo modelo para que
esse melhor corresponda a situagéo real, aquveanelo o aspecto dindmico da
construcao do conhecimento.” (BRASIL, 2006, p.85)

Com o exposto na citacao anterior, verifica-seajoedelagem matematica possa contribuir
significativamente na investigacdo de problemas gueolvam criacdo e desenvolvimento de
diversas formas de pensamento matematico. Nessgloseas pesquisas e ideias de Rodney
Bassanezi contribuem para a discussao sobre aténpi@ que a modelagem matematica tem no

estudo da matemética. Segundo o autor:

“A modelagem no ensino é apenas uma estratégipr@adizagem, onde o mais
importante ndo é chegar imediatamente a um modsloducedido mas, caminhar
seguindo etapas onde o conteddo matematico vap sestematizado e aplicado.”
(BASSANEZI, 2002, p.38)

Ao manifestar a importancia no processo de cor@irugtravés de etapas durante a
investigacdo de determinado conhecimento matematienitor defende que ao mesmo tempo em
gue as ideias séo construidas elas também estdo msorganizadas e reconstruidas, constituindo
uma tentativa de melhorar a compreenséo da realida@laboracdo de um modelo matematico
constitui uma etapa importante durante a invesligapois possibilita que o sujeito envolvido
desenvolva e aja sobre diferentes representacée® fandmeno presente na realidade. Sobre esse

trabalho de agir sobre a realidade, Bassanezi j2(fi2senta:

z

“Modelagem Mateméatica € um processo dinamico atlliz para a obtencédo e
validagdo de modelos matematicos. E uma forma steagidio e generalizacdo com
a finalidade de previsdo de tendéncias. A modelagmmsiste, essencialmente, na
arte de transformar situacbes da realidade em grad mateméaticos cujas
solugdes devem ser interpretadas na linguagem.usuabdelagem é eficiente a
partir do momento que nos conscientizamos que estatrabalhando com
aproximacoes da realidade, ou seja, que estambsrafalo sobre representacdes
de um sistema ou parte dele.” (BASSANEZI, 20024p.2

Logo, a modelagem matematica consiste em um graoiwaesso, no qual o sujeito

desenvolve suas estratégias e formas de acOesapaliaar e investigar determinada situacéo-
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problema. Consiste em um importante método pa@endizagem da matematica, pois envolve o
desenvolvimento de um comportamento investigativeflexivo durante sua a¢ao no estudo de um
problema matematico. Pode-se dizer que este pmcCEss se restringe apenas a apropriacdo dos
conceitos e ideias limitados pela situacéo-problewestigada. Em determinada investigacao surge
também a possibilidade de abordar outros conceitigeias que estdo na periferia do problema,
complementando o estudo central da investigacddreSas contribuicbes da modelagem

matematica para o desenvolvimento dos estudandassaBezi (2002) expde:

“Com a modelagem o processo de ensino-aprendizagernse da mais no sentido
Unico do professor para o aluno, mas como resultedmteracdo do aluno com
seu ambiente natural. Na modelacao, a validacaordmodelo pode n&do ser uma
etapa prioritaria. Mais importante do que os maslebdtidos € o0 processo
utilizado, a analise critica e sua insercdo noesdatsociocultural. O fenémeno
modelado deve servir de plano de fundo ou motivgE@ia o aprendizado das
técnicas e conteltdos da propria matematica. Asushfes sobre esse tema
escolhido favorecem a preparacdo do estudante ebemeento participativo na
sociedade em que vive.” (BASSANEZI, 2002, p.38)

Ao encarar a modelagem matematica como uma padaitel para desenvolver possiveis
conteudos matematicos com os estudantes o profeggotuniza que eles desenvolvam suas
técnicas, elaborem hipodteses, investiguem a vaidi@dseus argumentos e assim percebam que a
matematica € uma ciéncia fundamentada em um pakssnvestigacdo baseado na acdo do
sujeito que tenta compreender os fendmenos daaeali Com isso, se estabelece um processo que
avanca na tentativa de desenvolver junto aos edesla validacdo e generalizagdo de ideias,
possibilitando a constru¢cdo e manutencdo dos doscenvolvidos durante a investigacdo. Sobre

essa construcéo, Bassanezi (2002) disserta:

“No entanto, boa parte da génese das ideias mates#t fruto de abstracdes de
situacbes empiricisque seguem posteriormente, a busca da alterrestética e,
guanto mais as ideias sao aprofundadas e/ou geaded, mais se afastam da
situacdo de origem, acumulando detalhes cada véz complexos e menos
significativos para aqueles que estdo fora dest@oale estudo. Na verdade, a
matematica dita pura constroi ou descobre objetasstlidos proprios, tratando-os
como entes ideais, abstratos/interpretados, elsiienados apenas na mente
humana, isto é, construidos de modo conceituaRSEANEZI, 2002, p.172)

Portanto, acredita-se que a investigacdo de sisagas quais a matematica contribui na
formacdo e construcdo das ideias e conceitos temhaarater de excepcional importancia. De
acordo com Bassanezi, a modelagem matematica,imeestigagdo das mais diversas situacoes-

problemas constitui um processo que passa poredits fases ou etapas. Durante o processo de

® Embora Bassanezi afirme “..boa parte da géneseidiias matematicas é fruto de abstracbes decdésa
empiricas...”. Mais adiante no texto vé-se que &idi que a matematica nasce por abstracdo mfiexie, da qual a
abstracao pseudo-empirica faz parte; isto é, oemmiento matematico provém das coordenacdes das acdao de
situacdes empiricas.
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investigacdo das situacdes-problema por meio deelmgein matematica as fases sugeridas por

Bassanezi (2002, p.26) séao:

1)

2)

3)

4)

5)

Experimentacdo Consiste em uma etapa inicial, caracterizada pefdato inicial com o
problema a ser estudado. O sujeito analisa e a@as dados e informacdes que possam ser
Uteis nas etapas seguintes. Pode-se dizer questo® uma etapa, na qual prevalece a
extracdo de caracteristicas por parte do sujeito.

Abstracdo Nas palavras de Bassanezi é esta &lapse deve conduzir & formulagéo do
modelo matematico. Trata-se de um processo quelvenwosujeito e sua acdo sobre o
problema investigado.

ResolugdoNessa etapa da modelagem matematica, obtém-sd@amatematico através da
substituicdo da linguagem natural das hipotesesup@ linguagem matematica. O autor
afirma que neste nivel a linguagem matematica saf@az de traduzir diferentes niveis de
sofisticacao da linguagem natural;

Validag&o Consiste no processo de aceitacdo ou ndo do mebidorado. E nesta etapa que
ocorre a analise dos modelos, juntamente com aselsigs sobre eles atribuidas, confrontando
com os dados empiricos iniciais, comparando suag@es. O autor explica que o grau de
aproximacao entre as previsdes é um fator prepantienessa etapa de validagao.
Modificagdo Quando os modelos sao obtidos considerando $icagibes e idealizagcbes da
realidade, e suas solu¢cfes ndo conduzem parages\isrretas, surge a necessidade de uma
reformulacdo do modelo proposto. Bassanezi corsidgre nenhum modelo deva ser
considerado definitivo ou acabado, podendo semgwrenelhorado, ou ainda que um bom
modelo consista naquele que propicie a formulagdonavos modelos, sendo que esta
reformulacdo constitui uma das partes essenciaigralesso de modelagem. Pode-se dizer
gue o grau de simplificacdo esta relacionado aa deaprecisdo das previsdes, sendo isto

parte do processo gque ocorre e ndo um defeito delmgonstruido.

Por meio das etapas presentes na modelagem matenedtipresentadas anteriormente,

Bassanezi (2002) propfe um esquema que as organigkaciona. No esquema, o autor ainda

propfe a existéncia de uma sexta etapa, caractaripar ser deaplicacdo na modelagem

matematica. Apoés ter ocorrido a validacdo ou mealgiio do modelo mateméatico construido, volta-

se novamente para a etapa da resolucdo, na qusd pes possivel traduzir para a linguagem

matematica o fendbmeno observado.

1 Segundo Piaget, a abstracio trata-se dprooesso continue ndo meramente de uma etapa.
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Ao ultrapassar as barreiras impostas pelo estudéem@meno € possivel que o sujeito
construa elementos tedricos que possam ser apticado reaplicados em outras situacdes
envolvendo a modelagem matematica, caracterizarsdimaa sexta etapa do processo de
modelagem. Trata-se por parte do sujeito, de argami estruturar um método que possa ser usado
novamente, da mesma forma, porém de modo recatstpara que ele possa interpretar e modelar
outros problemas diante de novas situagcbes. Adigumostra o esquema sobre as etapas da

modelagem matematica proposto por Bassanezi.
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Figura 1 —Esquema das etapas da modelagem matemética (Bassanezi, 2002, p.27)

Portanto, percebe-se que a modelagem matematiceds®edassanezi constitui-se uma
metodologia de trabalho essencialmente centradagi do sujeito sobre as situagcdes-problema
gue se impdeAté que determinado fendmeno possa ser tradudel@lguma forma para a
linguagem matemaética, a passagem por niveis gradumicessivos anteriores € essencial, pois isso
caracteriza atividades essenciais do pensamentnétto, seja desde a coleta e observacao dos
dados de forma empirica até a formulacdo, analmionto das hipéteses. Nas palavras de Rosa

(2012), a investigacao por meio da modelagem maigar@oporciona:

“(...) um espaco educacional que favorece a deftagr da intervencao pedagogica
do processo de ensino-aprendizagem em matematics, messe ambiente, 0s
professores, como mediadores do processo educhcaundliam os alunos a
externalizarem o0 conhecimento matematico tacitoavas de atividades
pedagodgicas contextualizadas, como por exemploJabomcdo de modelos
matematicos. Isso significa que as atividades ndtieas desenvolvidas e os
conceitos aprendidos através do ambiente de apegaih da modelagem
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introduzem novos modos de operacdo intelectual; gg@mmplo, abstracdes e
generalizagbes mais amplas acerca da realidadejispra transformar os modos
de utilizacdo dos conhecimentos matematicos ta@taxplicitos no ambiente
académico.” (ROSA, 2012, p.284)
Portanto, ao oportunizar aos estudantes o contatcstuacdes-problema que potencializam
0 seu esforco intelectual fazendo com que a sulu@m na tentativa da compreensao ocorra
gradual e progressivamente, os professores utili@zamodelagem mateméatica como um recurso
para propiciar a construcéo e aprendizagem de tosaa matematica. Consiste em processo que
visa desenvolver junto aos estudantes a capacidadse posicionar diante de um problema
matematico, ou ainda, de desenvolver diferentesatégtas que possam ser utilizadas na
elaboracao, verificacdo e compreenséo dos con@htwslados. Ao incorporar o uso da modelagem
matematica em sua pratica, o professor torna atigagéo de problemas matematicos fonte para a
construcdo de inumeros conceitos, dos quais algensmanifestam como centrais para a
compreensao do problema e também outros concaitosuygem da avaliacdo e investigacdo dos
primeiros. Também € oportunizado que a partir da gituacdo inicial sejam elaborados outros
problemas que podem ser analisados e refletid@scounstrucédo da solucéo auxilia na resolucdo da

situacao inicial. Sobre isso, diz Veleda (2010):

“A investigacdo de fundamentos teoéricos subjaceantatiferentes definicbes é
essencial para consolidar aspectos e caractesigtipgrtantes de cada definicdo e
levam a reflexdo de como a Modelagem Matematicee ps®t caracterizada e
utilizada pelo professor em sua pratica pedagédiiestificar como a realidade é
tratada em Modelagem Matematica tem influéncia esolas praticas —
especialmente se considerarmos que nem sempre @aradilia na resolugéo do
problema inicial, mas sim de um problema criad@ gabstituir aquele que de fato
existe.” (VELEDA, 2010, p.82)

Por fim, as ideias apresentadas nessa secdo solbledagem matematica constituem um
aspecto essencial para o desenvolvimento e artddiggoposta de estudo apresentada nesta tese.
Anteriormente no texto afirmou-se que a modelageatematica, segundo Bassanezi, consiste
numametodologia de trabalho essencialmente centradaag@o do sujeito sobre as situacdes-
problema que se impd& de suma importancia que a modelagem mateméatsangenha um
papel central na evolucdo do processo de constgdmnhecimento matematico, uma vez que
avalia por parte dos estudantes sua capacidadeliézacado na tentativa de compreensao sobre 0s
fenbmenos; e por parte do professor, consideradediador do processo, avalia a sua tentativa de
mobilizar e desafiar os estudantes na criagcdonsgiebemento e validacéo de ideias e hipoteses.

A seguir, por meio de um mapa conceitual, busaarganizar e apresentar essa subsecéo do
presente texto. Consiste em estabelecer atravésndmapa conceitual as possiveis relacdes da
modelagem matematica para o desenvolvimento demiepesquisa. O mapa esta apresentado na

figura 2 a seguir.
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Figura 2 —Mapa Conceitual sobre a importancia da modelagatemética na pesquisa.

2.1.2 — Sobre Modelagem Matematica & Tecnologias @tais

Tratando-se da influéncia que a modelagem matematissa exercer sobre os sujeitos,
debrucamo-nos agora na tentativa de justificaruqna proposta de trabalho envolvendo o estudo
de fendbmenos da realidade fazendo uso da matengtitea recursos tecnoldgicos constitui um
aspecto importante na formagdo de todos os sujeitw®lvidos com a proposta. Para tal,
fundamentamos nossas ideias em Almatial (2012), Powell (2014), Tall & Dubinsky (1991),
Tall (1986, 1999), Allevato (2005), Borssoi (201Bfalheiros (2004), Soares (2012), Araujo (2002)
e Soistak (2010). Os autores discutem importantesribuicdes para o ensino da matematica,
especialmente no debate que envolve o uso dasldg@a® e da modelagem matematica na
investigacao de situacdes-problema.

Tratamos de apresentar e refletir sobre estudtizadas e que contribuam para a discussao
gue envolve o uso das tecnologias digitais durarggecucao da presente proposta. Argumenta-se
gue o processo envolve uma aprendizagem multiplgual o professor e os estudantes envolvidos

aprendem por meio do estabelecimento e manutergséelatdes com os objetos de conhecimento
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e estudos envolvidos.

Neste contexto, a tecnologia digital surge como uangvel em potencial para colaborar no
processo de transformacédo dos sujeitos. Almeidd (2012) defende o uso das midias digitais, em
especial nas investigacdes envolvendo modelagermmmatita. Como justificativas plausiveis, os

autores consideram que o uso da tecnologia:

“a) possibilita lidar com situacdes-problema maimplexas e fazer uso de dados
reais, ainda que estes sejam em grandes quantidadssumam valores muito
grandes; b) permite que a maior parte dos esfosgosoncentre nas acoes
cognitivas associadas ao desenvolvimento da atigidale modelagem,
considerando que a realizacdo de calculos, aprgRiesae representacdes gréficas
€ mediada pelo uso do computador; c¢) possibiti@r Icom situacbes-problema por
meio de simulagbes numeéricas ou graficas, variamdoparametros nas
representacdes gréaficas e (ou) algébricas.” (ALME#D al, 2012, p.32)

Sobre 0 uso das tecnologias, pesquisas cientfiighlécadas foram consultadas e serviram
para sustentar nosso argumento da importancia aodas tecnologias digitais no ensino da
matematica. A seguir procura-se refletir e apreserg estudos consultados, a fim de enriquecer a
discusséo no presente trabalho. Inicialmente, ataise na fala de Powell (2014) uma observacgao
gue relaciona a velocidade com que a tecnologia ex@/acdes ocorrem, e destaca possiveis

relacdes no desenvolvimento e aperfeicoamento aassrprodutos tecnoldgicos:

“O primeiro desafio trata da velocidade das mudamneenoldgicas e a necessidade
de que pesquisadores e educadores investiguem e@raveitar as novas
tecnologias. (...) Associado a rapidez dos avadesgecnologias de informagéo e
comunicacdo, o segundo desafio esta relacionado aomecessidade de
colaboracdo para encontrar solu¢des relativas asigrdede projetos e
desenvolvimento de novos produtos, midias e seyvigoa melhorar a vida do
planeta e de seus habitantes. Argumentamos queébaaspectos relativos a
producdo de conhecimentos que o mundo atual migile(l) a interacao
interpessoal e social, (2) a resolucdo de problema) a comunicacdo.”
(POWELL, 2014, p.14)

Em contraste com a velocidade na evolucao da tegiagiTall (1999) propde através de um
guestionamento, uma reflexdo sobre quais os impawiaraciocinio dos novatos ao fazer uso da
tecnologia.

“Antes do advento do computador o individuo tinlia gealizar todos os célculos
de aritmética e manipulacbes em algebra com a m@ionfais apropriadamente,
por cérebro). Agora célculos e manipulagbes podenrealizados sem esforgo
pelo computador. Isso é maravilhoso para o esjmeaiamas o que ele faz para o
raciocinio matematico do novato?” (Traducdo nos$BALL, 1999, p.4)

YCitacdo original: “Before the advent of the compute individual had to perform all the computaiasf arithmetic
and manipulations in algebra by hand (or, more gmately, by brain). Now calculations and manipiolas can be
carried out effortlessly by the computer. This isnderful for the expert, but what does it do foe tmathematical
thinking of the novice?{TALL, 1999, p.4)
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O autor expOe anteriormente dois aspectos que sdmgntes para nossa discussédo. O
primeiro, sobre o uso das tecnologias por sujetyecialistas. Neste caso, a tecnologia seria 0
catalisador de um trabalho que antes era desedwomianualmente. Naturalmente, 0s sujeitos
(especialistas) previamente conhecem a teoria naéiteanenvolvida no contexto em estudo, e
possivelmente usardo a tecnologia como uma fertanmenconstru¢cao de novos conhecimentos. O
segundo aspecto manifestado pelo autor € sobre oamo das tecnologias impacta as formas de
raciocinio matematico desenvolvidas pelos “novatos”

Considera-se que a expressao “novato” esteja setildmda pelo autor para designar o
sujeito em processo aprendiz, onde em caraterinicimesmo ndo necessariamente conhecga 0s
contetidos e construgfes conceituais mateméaticasrgsolver determinado desafio imposto pelos
problemas. Logo, a partir da questdo proposta gedor poderiamos nos questionar se o uso do
computador por tipos diferentes de sujeitos oparturde fato momentos de aprendizagens
deferentes. Nas pesquisas consultadas verific@usea tecnologia oportuniza e potencializa em
inUmeros sentidos todos os sujeitos envolvidos restoacdo de relagbes e consequentemente a
aprendizagem.

Quanto ao uso de computadores, Tall (1986) afirneaeqn aspectos de aprendizagem ha a
insercdo de uma nova dimenséo. Considerando-spéocnstituido pelas dimensdes professor —
matematica — estudante, o computador passariasitaomum quarto elemento que se relaciona
com o0s outros trés ja existentes. Tall (1986) @etmtdo uma estrutura chamada de tetraedro
pedagogico, onde a partir das quatro dimensdefefsar — matematica — estudante — computador)
pode-se, inserir em determinado contexto, opor&ungue novas relagcdes e caminhos sejam
construidos durante o processo de aprendizagengufaf3 apresenta a estrutura do tetraedro

pedagogico proposto por Tall (1986, p.26):

Computador

contexto

r 4 n }“\‘%e
. i %
/  Estudante \

4 oy 3\

L i |

" Matematica

Figura 3 —Tetraedro pedagogico segundo Tall.

Tall & Dubinsky (1991) afirmam que a partir de ueterminado contexto a aprendizagem

dos estudantes é influenciada pela sua atividadd¢atndesempenhada sobre os objetos em estudo.
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Tais atividades séo potencializadas no uso adeqdadeomputador, onde o professor pode
estimular e desafiar os estudantes na constru¢deupréprio conhecimento. Segundo os autores,
ao fornecer unsoftware“ricamente dotado que incorpora ideias matemapoagrosas para que o
aluno possa manipular e refletir sobre elas” (TALDUBINSKY, 1991, p.235) oportuniza-se que
através das diversas situacfes seja possivel ddaest construir conceitos de matematica. Neste
sentido, Tall (1999) contribui que ao fazer usotéasologias o professor deva observar e perceber
como os estudantes desenvolvem e constroem idet@saticas. Segundo o autor, a elaboracdo de
imagens mentais contribui no processo de construlgiaconceitos matematicos e deve ser
considerado pelo professor ao propor desafiosuacdies que facam a utilizacdo da tecnologia

durante sua exploragao.

“Embora possamos utilizar as novas tecnologias aleeiras criativas para realizar
processos que antes eram impossiveis, se quiseigads no ensino de conceitos
matematicos, precisamos observar 0 que € que pesafealmente aprendem. A
evidéncia é que eles aprendem através da constilegétagens mentais que opera
de maneiras que sdo um pouco diferentes das ided@&maticas realizadas por
especialistas. Em particular, ha um espectro deralifes maneiras em que os
estudantes conceitualizam a matematica e que deeentevados em conta.”
(Tradug&io nossy (TALL™, 1999, p, 11)

Sobre o espectro considerado pelo autor anteridenas pesquisas consultadas procuram
refletir e discutir o contraste no uso das tecriakgligitais em relagdo aos métodos e materiais
usados em sala de aula. Nota-se que os autoradtadies convergem para a ideia de que ao fazer
uso das tecnologias digitais oportuniza-se que nsegaborados pelos sujeitos diversos
experimentos de pensamento, os quais qualificamdirecionam para uma aprendizagem singular
e propriamente individual, resultado da acéo da sagkito sobre os objetos em estudo.

Em sua pesquisa de doutorado, Allevato (2005) husompreender como os estudantes
estabeleciam possiveis relacfes a partir das ggésadas em sala de aula tradicional, usando
lapis e papel, em relacdo a acdo desenvolvida gies @0 laboratério de informética, durante a
resolucao de problemas que envolviam o assunt@@&sné@ autora afirma que a forma de construir
conhecimento em um ambiente em que se faca usomdputador seja qualitativamente diferente

de um ambiente que apenas faca uso de lapis e. appbrtunizado aos estudantes desenvolver

12 Citacdo original: “Although we can use new teclgi#s in imaginative ways to carry out processes there
previously impossible, if we are to use it in teaghmathematical concepts, we need to observe ivlsathat students
actually learn. The evidence is that they learrbbiyding up mental imagery that operates in ways #re somewhat
different from the mathematical ideals held by etgpdn particular there is a spectrum of differamtys in which the
students conceptualise mathematics that must lea fako account.”

= importante considerar que os trabalhos deste aottsultado foram desenvolvidos entre as décaddk980 e
1990. Muito aconteceu no panorama da pesquisaif@antiesde entdo, especialmente no caso da pasquois
tecnologias digitais, que tem se desenvolvido dadoparticularmente rapida. Portanto, entenda-seagupesquisas de
Tall, Tall & Dubinsky constituem um eixo teérico portante para o presente trabalho, porém suassiderem ser
assimiladas na forma mais atual.
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novas formas de pensamento, baseado em acdes wgokaem simulacdo, experimentacdo e

visualizagdo. Nas palavras da autora:

“Com a difusdo da escrita, particularmente com rgiswento da midia impressa,
ocorre uma énfase na linearidade do raciocinioii&ezijas l6gicas e narrativas
ganham destaque com as mudancgas técnicas queataraa@essiveis o livro, 0
papel e instrumentos afins. Assim, associada &ad#d, a escrita promove formas
de producdo do conhecimento qualitativamente difese daquela. Da mesma
forma, a informatica traz formas de pensar qualdaiente diferentes das
anteriores. A construcdo do conhecimento se famaagom a forte presenca de
processos como, por exemplo, a simulacdo, a expetdmao e a visualizacdo.”
(ALLEVATO, 2005, p. 75)

Durante a investigacdo, a autora constatou queaapes problemas propostos ndo serem
muito distintos dos usados em aulas que valorizaamaemas 0 uso de lapis e papel, a importancia
de seu estudo foi em verificar as estratégias enters escolhidos pelos estudantes para superar 0s
desafios impostos pelos problemas em estudo. nst®,palavras da autora, influenciou todos os
envolvidos no processo: o professor e os estudakdedirecionar o olhar para as contribuicdes que
0 uso das tecnologias proporcionou para a exealggmesquisa, a autora afirma que o professor
que faz uso deste tipo de recuso deve refletiresabqualidade da producdo matematica dos
estudantes, o qual deve valorizar as formas etégiamautilizadas pelos sujeitos na elaboracdo das

solucdes. Sobre esse novo olhar, a partir do ustedaologias, a autora disserta:

“Aintroducdo de aulas com a utilizacdo do comportachuito embora os alunos ja
estivessem familiarizados com a metodologia denensle Matemética via
resolucdo de problemas, mudou totalmerdsamica das aulasOs efeitos(grifo

da autoraflessas mudancas foram sentidos tanto pelo professar pelos alunos,
uma vez que desafiaram antigos padres de proceimm@dotados, até entéo,
para a conducéo das aulas e para a resolucdolderpas, naguela turma. Embora
0s problemas propostos no laboratério fossem fashadmuito parecidos com os
que os alunos estavam acostumados a resolver aasahula, a mediacdo do
softwaregrafico Winplote a configuragdo de um trabalho mais individualizad
laboratdrio trouxeram novos desafios no tocantepaosessos de resolucdo e aos
procedimentos e conhecimentos aos quais os alivesrh que recorrer para
resolver os problemas.” (ALLEVATO, 2005, p.319)

Na tentativa de identificar e compreender possivgscdes entre o uso das tecnologias
digitais e a aprendizagem dos sujeitos envolvidasssoi (2013) em sua pesquisa de doutorado
investigou como a partir do uso de atividades @zerh uso da modelagem matematica e recursos
tecnoldgicos os estudantes podem desenvolver uneadipagem significatiVd sobre o assunto

que estd sendo proposto. Borssoi (2013, p.172pamz na forma de itens algumas contribui¢cdes

14 A autora constréi o problema de pesquisa a paasrideias de Moreira (2011), o qual define UER$nidade de
Ensino Potencialmente Significativa. Uma UEPS é setuéncia didatica fundamentadas em teorias éadipagem,
mais precisamente na teoria da aprendizagem sigtiva de Ausubel. A hipGtese, nesta teoria € @ioehd ensino sem
aprendizagem e de que o0 ensino é o0 meio e a apagedn é o fim.



33
sobre o uso das tecnologias digitais no desenvehionde atividades que envolvam os estudantes
no estudo de situa¢Bes envolvendo modelagem matamat

* As atividades sdo pensadas de modo a avancar igeadante em grau de dificuldade,
permitindo ao aluno que novos conhecimentos sajtagrados a estrutura cognitiva a partir
de conhecimentos prévios identificados, a medidpadsivel, pelo professor;

» Oferecem a possibilidade de que os alunos se eamwodvn atividades auténticas, e de modo
auténtico, podendo definir temas interesse parengdes/er modelagem matematica;

* Muitas vezes despertam a intencionalidade do alprovocando-o a tomar uma atividade
de ensino como atividade de aprendizagem.

* Atribuem maior responsabilidade ao aluno, em relagdambientes convencionais de
ensino;

* Permitem aprendizagem de conceitos ndo essenciamatematicos;

* Promovem o trabalho colaborativo, quando os alyrassam gensar juntos(grifo da
autora) com os pares, com o professor, com a tegiag|

* Motivam o aluno a mobilizar a tecnologia como paecetelectual,

» Estabelecem aproximacdes com a pratica profissionabmo quando relacionada com
expectativas futuras;

* Proporcionam a avaliagao formativa do aluno aodateyunidade de ensino;

» Permitem ao professor mais oportunidade para busgaténcias de aprendizagem
significativa.

Por meio dos itens apresentados anteriormenteateese que na pesquisa de Borssoi (2013)
0 uso das tecnologias digitais fez-se presenteoagol de um processo envolvendo ensino e
aprendizagem. Tal processo implicou na transformai# todos os sujeitos envolvidos, tanto
professor quanto estudante, sendo a tecnologia w0 rde ligacdo entre o ensino e
consequentemente a aprendizagem.

A autora ainda contribui com algumas reflexdes es@beficacia no uso das tecnologias em
sala de aula, constatando que néo seja apenasidamerso e sim aforma de encaminhamento
metodologico proposta pelo professor é que poddtaesem beneficios no processo de construgcédo

e aprendizagem dos conceitos. Tal constatacaogevddservada na fala da autora:

“As tecnologias de informacdo e comunicacdo saooltaptes aliadas na
promocédo da educagao que visa desenvolver nosaestgdhabilidades para a
construcao do conhecimento, colaboracéo e pensammetito. Contribuem, tanto
para aumentar o acesso as informac¢des, quanto cos@ de promover a
aprendizagem dos estudantes. Assim, elaborar eennepitar tarefas de
aprendizagem que permitam experiéncias signifiaafivoem como avaliar o
progresso dos alunos sobre elas é um importantafidlegue se coloca ao
professor.
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A eficacia de cada tecnologia tem sido determinaala forma como ela
efetivamente comunica ideias para os alunos. Nanemt os educadores quase
sempre usam tecnologias para substituir agbeslgseealizariam, apresentando
informacdes aos estudantes, seja por meio de oma,fbu de slides, ou ainda por
imagens de gréaficos gerados por determinado satwaisim, o papel dos alunos
se limita a aprender informacdes apresentadasteet@logia, assim como eles
aprendiam as informagfes apresentadas pelo profé&m € apenas o potencial
do recurso tecnoldgico que regula como este poxlilooir com a aprendizagem
dos alunos, mas antes € a forma como eles saoraadpfonas atividades de
ensino.” (BORSSOI, 2013, p. 41, 42)

A partir de um olhar sobre o uso das tecnologiassala de aula e seus beneficios,
convergindo sobre o potencial da aprendizagem meditravés do uso das tecnologias digitais no
ensino, as pesquisas de Malheiros (2004), Soafd2)2 Araujo (2002) contribuem na presente
discussao. As trés pesquisas mostram que o udeaadogias digitais durante o encaminhamento
pedagogico do professor permitiu que os estuddontssem desafiados das mais diversificadas
formas ao longo do processo de trabalho com moeelagatematica, contribuindo para uma

aprendizagem qualitativamente melhor. Nas palaleddalheiros (2004):

“As atividades de experimentacdo com techologiambé&n se mostraram
extremamente importantes para o desenvolvimentardbalhos de Modelagem,
pois, ao estimular a investigacdo e discusséo ndgittarem sala de aula, através
de atividades investigativas com a utilizacdo aeinsos tecnoldgicos, o professor
instigava os alunos a realizarem investigacfesprademas que surgiam durante
0 desenvolvimento dos trabalhos de Modelagem.” (MEIROS, 2004, p. 165)

Quanto ao uso de software para a investigacdo lkesarde modelos por estudantes de
biologia na disciplina de calculo, a proposta dar&® (2012) em sua pesquisa de doutorado, propde
um olhar sobre como a tecnologia interliga e pd#sitaos sujeitos estabelecer relacbes com o
mundo externo, com 0s aspectos inerentes a realidad sua pesquisa, a autora infere que ao
utilizar as tecnologias na forma de oportunizar estsdantes uma aproximacao com situacoes da
realidade através da analise de modelos esta-stuogando também uma aproximacgao positiva
em relacdo a matematica.

Soares (2012) afirma que o software desempenhogaduressencial no processo de
desenvolvimento da proposta pedagdgica elaborddaapéora, a qual trabalha com a analise de
modelos. Em sua pesquisa, a partir da andlise dzlmonatematico envolvendo a transmissao da
malaria, o propodsito era que os estudantes apremmiesonceitos de matematica, e que durante o
processo 0 uso da tecnologia potencializasse da@rugés e desenvolvimento das ideias. Além
disso, 0 uso das tecnologias permitiu, segundacxagloportunizar ao estudante a reorganizacao do
processo de producéao de conhecimento, onde ogesfestdo concentrados na analise de hipoteses
e argumentacdo, presentes nas etapas de estudois§imnocorre a valorizacdo do pensamento

matematico, onde o foco ndo esta em apenas resoivexdelo, mas sim interpretar as possiveis
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solucbes a partir de variacbes de parametros etraofies de hipoteses, implicando uma

reorganizagcdo no aprender matematica. Nas paldarastora:

“Este papel central estd estreitamente relacioraddeia de que o software
reorganiza a atividade de analisar um modelo maiemde fato, quando o foco
do pensamento migra do desenvolvimento das técgicdiativas de resolucao de
um sistema para o teste de hipoteses e a anélispel@ussao destas hipoteses no
comportamento das solu¢des do modelo, é que seaabpertunidade para que
estudantes que ainda ndo estudaram formalmente tmloonceitos matematicos
relacionados ao modelo tenham acesso ao mesmoARES, 2012, p.240)

Na mesma linha de pensamento da citacdo anteragjd\(2002) em sua investigacdo no
doutorado, ao tratar da modelagem em um curso ldel@dazendo uso das tecnologias, a autora
acredita que a tecnologia possibilita que o indigidse preocupe com a interpretacdo e
compreensao da situacédo e dos resultados obtidosnputador surge como uma alternativa na
execucao dos calculos e tarefas que manualmentrigoddemandar muito tempo. Ainda ha um
aspecto da imprevisibilidade considerado pela autw se fazer o uso de ambientes informatizados

em sala de aula. De acordo com Araujo (2012):

“A imprevisibilidade dos acontecimentos, quando tembalha em ambientes
informatizados, abre possibilidades para que iilgasbes acontecam. Mas a
simples presenca dos computadores ndo garantest@rexa de investigacdes: é
importante que os alunos aceitem 0 convite as figagdes, seja ele feito pelo
professor ou pelos proprios alunos diante das Ipibdades abertas pelo
computador.” (ARAUJO, 2002, p.161)

Portanto, a intencionalidade no uso das tecnolodigisais consiste no fato de que as
mesmas oportunizam aos sujeitos envolvidos um@ae@acdo e um ganho qualitativo durante o
processo de aprendizagem. Ao incorporar as teciaslatjgitais em ambientes que proponham a
investigacdo de situacdes que envolvam modelagesmmadica significa que ha uma oportunidade
para valorizar o trabalho cognitivo dos sujeitogodwidos na construgdo de conceitos matematicos.
Neste aspecto, Blum & Niss (1991), citado por Aoa@002, p. 45) destacam na forma de itens a
valorizacdo de um trabalho que envolva a modelagetematica e correlativamente faca uso das
tecnologias ao longo do processo:

1) A possibilidade de lidar com problemas mais commpex dados mais realisticos;

2) A possibilidade de melhor se concentrar nos proseds modelagem devido ao alivio que
as tecnologias proporcionam aos célculos de rotina;

3) A possibilidade de melhor compreender os problegmoasneio de variacdo de parametros,
estudos numéricos, algébricos e graficos;

4) A possibilidade de lidar com problemas que podenmnseessiveis do ponto de vista tedrico

para uma dada idade, por meio de simula¢gdes nuaséicgraficas;
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5) A desvalorizacdo de habilidades ligadas a rotinampatacionais e a valorizacdo de
habilidades relacionadas com modelagem como, pempgfo, a construcdo, aplicacéo e
interpretacédo de modelos;

6) A possibilidade de tratar com mais facilidade certonteidos matematicos que sdo mais
préximos de modelagem, tais como equacdes difersneide diferencas no ensino médio,
sistemas dinamicos e teoria do caos no ensinoisupés.;

7) Uma maior abertura para a modelagem e aplicag@esundculos;

8) A possibilidade e necessidade de lidar com proldemou@ precisam dos computadores para

serem tratados.

No ambito da educacdo matematica, uma abordageoivendo modelagem matematica na
sala de aula constitui-se em um desafio, uma vezsgupde a uma pratica comumente observada

em sala de aula, conforme afirma Soistak (2010):

“Especificamente no ensino da matematica, esseslepnas educacionais sao
vivenciados no dia a dia da sala de aula, refletimal aprendizagem dos alunos.
Quando da indagacdo sobre a importancia da matemaids alunos, eles
concordam que a disciplina deve ser ensinada rdaesdo entanto, confessam
que encontram dificuldades de aprendizagem e n&#isegoem relacionar a
matematica presenciada na escola com a matematocateada em situacdes do
cotidiano.” (SOISTAK, 2010, p.39)

Tais desafios constituem um ponto que convergeaoaspectos apresentados por Mayer
al (2011) no inicio desta secdo, apontando a matesnma&bmo um estigma. Ao considerar a
modelagem matematica como uma possibilidade paraat esse estigma, Soistak (2010) afirma
gue essa insercdo poderia desafiar e desenvolvieitecesse do estudante pelo estudo da
matematica, uma vez que a modelagem propde o estuiml@stigacdo de diversos fenbmenos que

ocorrem no cotidiano. Construir-se-ia um cenarie §oistak (2010) caracteriza do seguinte modo:

“Nesse processo o aluno procura ativamente compeeenmundo que o rodeia,
por meio da sua acado com o objeto (...). O profeassume o papel de mediador
na constru¢cdo do conhecimento, orientador nas agdbeserem realizadas,
problematizador ao levantar novas hipoteses e idesaf estudantes as situacoes
novas e desconhecidas, fazendo com que haja reféakdie 0 que se esta tentando
fazer.” (SOISTAK, 2010, p.41)

Para encerrar a presente secdo sobre modelagermatiate ensino de matematica e
tecnologias digitais, observa-se a importanciaamepda mediacdo presente durante o processo. A
mediacao constitui papel importante para a cordtraips conceitos, conforme apresenta Almeida
et al(2012):
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“Em atividades de modelagem, o professor e, pom@oedizer, os préprios alunos
agem como mediadores uns dos outros em relaca@aida do desenvolvimento
da atividade e a constru¢éo de conhecimentos. esspectiva, a mediagdo pode
ser entendida como uma cocriacdo de contextogtia ¢@s quais, pela imposi¢ao
de conflitos e pela diversidade existente, possibila construcdo de
conhecimentos, matematicos ou ndo, e experiéneiagdem social, cognitiva e
metacognitiva. Tal mediacdo contribui, ainda, peraimizar o desafio que é
mover-se de um paradigma em que ha exposicdo delcws e pratica de
exercicios repetitivos, para um paradigma de etdgneento de situacdes, de modo
geral, ndo idealizadas. As praticas de sala de laat@adas na realizacdo de
atividades investigativas, como € o caso das atidd de Modelagem Matematica,
a0 mesmo tempo em que requerem um novo comportam@mte dos problemas,
envolvem professor e alunos com a propria definigBo um problema.”
(ALMEIDA et al, 2012, p.153)

Portanto, consideramos que ao inserir uma propdstarabalho envolvendo o uso da
modelagem matematica na investigacdo e construg@ortteitos matematicos, estabelece-se entre
todos os sujeitos envolvidos uma reconstrucao llerea e conceitos prévios. Ou seja, a cada passo
gue avanca a investigacdo matematica no sentidmmi@reensdo do objeto de conhecimento ou
fendbmeno em estudo, professor e estudantes (r&oems e (re)significam diversos conceitos,
potencializando qualitativamente o momento de apragem e construgcdo de novos conceitos
matematicos. Neste caso, 0 uso da tecnologia idfiictensurge como uma possibilidade que auxilia
0s sujeitos durante a criagdo, verificacdo e vedidados possiveis modelos propostos, como
também desafiar o desenvolvimento das ferramengsnndticas necessarias para a compreensao
maxima do contexto investigado.

Busca-se agora organizar e reapresentar essa &obdectexto na forma de um mapa
conceitual. Consiste na tentativa de esbocar ardeeéum mapa conceitual algumas possiveis
relacées e implicacdes sobre modelagem matematisajo de matematica e tecnologias digitais,
apresentadas nessa subsecdo. As pesquisas measi@mdriormente mostram que a forma de
planejamento e conducdo para o trabalho metodalduic parte do professor, ao fazer uso das
tecnologias digitais, resultou em beneficios nocgsso de aprendizagem da matematica,
valorizando assim o papel do sujeito, enquanto raioprocesso. Logo, € de suma importancia no
presente trabalho de tese considerar o impactouab @& tecnologias digitais contribuam no
desenvolvimento de temas que envolvam modelagemnmasita durante o estudo de determinado
assunto. O mapa esté apresentado na figura 4 & segu
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reflex8es sobre a velocidade com
que as mudangas tecnoldgicas
ocorrem e influenciam & todos.
(POWELL, 2014)

desenvolvimento do tetraedro
pedagégico (TALL, 1986)

Ensino de Matematica | < potencializam fazendo uso das —————————[ Modelagem Matemaética

influenciam

T o d delos
« construgdo de mo \
Tecnologias Digitai
onde da FORMA nas relagdes entre s Gl i pode ser
como a tecnologia Sujeito e Objeto
é usada implicara...
{ oportunizam

0 modelo é uma imagem que se forma na mente. Uma concepgéo de representagdo para a realidade
(BIEMBENGUT & HEIN, 2011) (SKOVSMOSE, 2007)

Ao aluno mobilizar a tecnologia como \nde
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(SKOVSMOSE, 2007)
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na qual

Durante o processo 0 aluno procura ativamente
compreender o mundo que o rodeia,
por meio da sua ag&o com o objeto (...)
(SOISTAK, 2010)

o

Figura 4 — Mapa conceitual sobre Modelagem, Ensino de Mdtemé& Tecnologias Digitais.

2.1.3 — Escritos sobre o uso cebftwareGeoGebra

S&do inumeras as pesquisas que tesoftware GeoGebra como ferramenta para auxiliar a

constr

ucdo do conhecimento matematico. Essas pasqastdo publicadas na forma de artigos,

dissertacOes e teses, e nessa se¢ao destacargomasatiessas pesquisas e suas contribuicdes para

o0 estado da arte da educacdo matematica, em dspaxaa discussdo que envolve o uso das

tecnologias informaticas no estudo de conceitosematicos. Nesse sentido, Vaz (2012) propde

guanto ao uso do GeoGebra:

“No Geogebra podemos contemplar geometria e algaetiramicamente,
interagindo entre si na mesma tela, possibilitamolaisuario relacionar as varias
faces de um mesmo objeto mateméatico. Permite trabadonceitos do ensino
fundamental, médio e superior e realizar construgdatematicas diversificadas a
altera-las apos a construcéo ser finalizada. Hesendsmo possibilita que o aluno
perceba diversas relagdes entre os objetos matesiafaca conjecturas e até
mesmo formalize os resultados, de forma visual praprio software.” (VAZ,
2012, p.40)

A passagem anterior manifesta que o usosdfiware GeoGebra intensifica o fazer

matematico dos sujeitos envolvidos, uma vez qualeorcao de hipoteses e conjecturas pode ser
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verificada de modo dinamico na tela do computabl@sse sentido, a pesquisa de Vaz (2012)
consistiu em desenvolver junto aos estudantes estigacdo mateméatica baseada na ag¢édo sobre
problemas, verificando se eles conseguiam elaberaesenvolver o pensamento matematico

durante a compreensao das situacdes apresentad@salAo autor conclui:

“Visualizamos a versatilidade do software que pgrmum aprendizado

significativo de suas principais ferramentas e gpessenta uma possibilidade
importante que € a de permitir o usuario motivado autodidata. Outro fator

importante é a possibilidade de consolidar prata@snsino articuladas com a
participagdo do aluno e com a investigagdo matematnostrando o viés do
raciocinio matematico, fator que ficou evidenciado todo o processo.” (VAZ,

2012, p.50)

Ha importantes contribuicdes com a investigacadade(2012), principalmente a que indica
que o estudante envolvido com a produgdo do comeeto matematico se torna autodidata. Isso
possibilita que o sujeito va além dos seus limiggsancando patamares mais complexos na sua
forma de pensamento. A forma de usosdfiwarenesse aspecto vem para contribuir no processo,
possibilitando que o sujeito envolvido na sua aeébre os objetos progrida na diregcao da
compreensao do fendbmeno investigado.

Ribeiro (2013) evidencia em sua pesquisa que adaggem de assuntos da geometria nao-
euclidiana fazendo uso deoftware GeoGebra contribuiu para a construgcdo dos corsceito
matematicos. A importancia quesoftwaredesempenhou durante a sua investigacdo permitiu ao
autor concluir que a atividade mental dos estudafaiepotencializada com o uso doftwareao
longo das atividades, pois ele enriqueceu as phdades de seu pensamento, em decorréncia da
acao dos estudantes sobre os elementos que edles@onibilizados na tela do computador. Nas

palavras do proprio autor:

“Acreditamos que o conhecimento e a compreensagetanetrias ndo euclidianas
podem ajudar os alunos na constru¢cao do pensamentoétrico, e de uma forma
desafiadora pois as impressdes visuais precisam ser colocadhscontrole
racional. E nessa formacdo os softwares de ge@mdittimica sdo importantes
aliados. Isto porque, neles, os alunos tém a opiddde de fazer muitos
experimentos de pensamento. Através da maniputdigdta nas figuras que estéo
na tela do computador, os alunos vao reconstruaisdonagens mentais que dao
suporte as novas ideias.” (RIBEIRO, 2013, p.120)

O papel das tecnologias na compreensao e constdecéonceitos desempenha atualmente
grande importancia no cendario das pesquisas enmagflnanatematica. As pesquisas convergem
para o pensamento de que o professor ao utiliGgaaisebra como ferramenta para a abordagem de
determinados conceitos possa alcancar objetivo®resaido que os inicialmente propostos.

Acreditamos que através da forma como o professoruso dessa tecnologia € oportunizado

atravessar por um processo de reconstrucéo deesabepnceitos, reconstruindo os significados e
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modos de conceber o conhecimento matematico.

Silva (2014) em sua investigacdo de mestrado, hapmsistia em avaliar a evolugédo dos
estudantes no estudo de sistemas lineares do wigr@iu com duas equagdes e duas incognitas,
propde que o uso do GeoGebra contribuiu para akwrodstrucdo do conhecimento, possibilitou
também uma reflexdo sobre sua pratica enquantegs@t E ainda, o autor acredita que para 0s
demais professores e pesquisadores interessadtmmaode investigacdo, a ideia de utilizar o
software pode romper com algumas concepcdes consideraddgcidnais, contribuindo na
formacéo dos estudantes inseridos no contextodedsmle predominantemente tecnoldgico. Sobre

0 uso dosoftwareGeoGebra e o convite a reflexdo sobre a praticarde, Silva (2014) defende:

“As tecnologias apresentam hoje um papel no debaémento da sociedade, em
particular, da educacao. Utilizar o software Geogieln desenvolvimento de nossa
pesquisa foi, sem duavida, primordial para o sucelessua aplicacdo. Pensemos
que o uso da mesma como ferramenta auxilia, e puipsofessor. Pensamos ser
importante fazer uma reflexdo de nossa praticéadidiquanto professores. Centrar
nossa visdo para o espago da sala como docenggsficai muitas vezes,
direcionar nosso trabalho para um ensino voltadous® apenas dos livros
didaticos e de resumos de aula, que em sua maiprégentam uma matematica
limitada e desconectada com a realidade, que ri@dab contelldo como um todo
e ndo promove as transformacfes necessarias pawatiga aprendizagem dos
alunos. Precisamos investigar, criar, experimentaras propostas de trabalho.
Sabemos que nossa sociedade estd em constanfieriragsio e necessitamos
promover mudancas significativas no ensino da métiesy de forma que
acompanhe a sociedade.” (SILVA, 2014 p.132)

Na intencdo de contribuir na formacdo do sujeitousm do software GeoGebra em
atividades que desafiem o pensamento matematiddlmoma formacado de hipoteses, escolha dos
procedimentos e posturas a serem adotadas dianpeottema. Pedroso (2012) ao investigar a
aprendizagem de conceitos de trigopnometria pelosiastes observou que o uso dessa tecnologia
potencializa a aproximacgao entre 0s sujeitos ebtas investigados, onde através de sucessivas e
aperfeicoadas relagBes € possivel que o sujeitocavenais e qualitativamente na busca do

conhecimento. Nas palavras da autora:

“O uso do Geogebra mostrou-se um programa eficamo auxilio na elaboragéo
de simulagbes de aprendizagem escolar ricas enibjlidssles e constru¢do de
conhecimentos. As manipulacdes das figuras ape@Emtpara os alunos, bem
como as construgdes realizadas por eles, promoverzamismo nas atividades,
possibilidades de realizacao de tentativas, coafjra de hipoteses, observagéo de
relacbes entre objetos variaveis e fixos. No Geegelarias informacbes foram
apresentadas aos alunos e eles precisavam desanaalapacidade de selecionar
aquelas que eram pertinentes ao exercicio ou pnabtpie estavam resolvendo.”
(PEDROSO, 2012, p.229)

Nota-se com a passagem anterior a importanciaatadao dsoftwareno que se refere aos

seus aspectos dinamicos. A possibilidade de imarstieterminado contetdo matematico podendo
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utilizar recursos dinamicos, nas pesquisas apr@sasttem unanime posicdo favoravel ao
desenvolvimento do pensamento matematico. O fatued o sujeito ao investigar através do
softwaredeterminado comportamento ou fenbmeno, faz conreglagdes sejam estabelecidas mais
rapidamente, oportunizando-se construir ou recoingtonceitos de uma nova forma. Ao investigar
a aprendizagem das funcbes de primeiro e segurado pglos estudantes, Ferreira (2013) da-se
conta que o carater dindmico proporcionado no usG&bGebra contribuiu na criacdo de relagdes,
ou ainda, da observacao de situacdes na tela dputador foi possivel construir progressivamente
conceitos que talvez em uma aula expositiva comooquadro apenas nao fossem possiveis. Sobre

isso, 0 autor expoe:

“Podemos ressaltar quesoftwarefoi um aliado muito forte para a realizacéo das
atividades. A opcao do arrastar de um objeto naldate Visualizacdo permitiu ao
aluno visualizar os contetdos por meio dos aspatitéamicos proporcionados
pelo software tecer conjecturas e argumentar sobre a validaderespostas das
questdes. Isso permitiu constatarmos que o usce defsvare possibilitou aos
alunos desenvolverem as questfes com mais rapiogarvarem o comportamento
dos graficos plotados na Janela de Visualizacadonepeenderem o contetdo
estudado.” (FERREIRA, 2013, p.175)

Tratando-se de um processo no qual o sujeito ilgeest procura estabelecer estratégias na
construgcdo do seu conhecimento é notorio destasaatjavés da forma que se prop6e o0 uso do
softwareGeoGebra, o0 mesmo contribui ao longo desse pragrésandlise de diferentes situacdes-
problema juntamente com o uso da tecnologia pdssil@io sujeito organizar e estruturar os
elementos que serdo necessarios para a compraendaterminado conteudo. Para justificar que a
aprendizagem nao ocorre de modo isolado e sim ¢eswtado de um processo de constate acao

do estudante sobre a situagdo investigada, Ar@0j0j expde:

“A insercdo de uma estratégia pedagdgica medialta qudtware Geogebra foi

muito importante para a consolidacdo de algumasndjgagens sobre a
circunferéncia e a mediatriz como lugares geon@dri©s estudantes puderam
experimentar suas hipéteses, conjecturar sobrentdist possibilidades de

resolucdo, abandonando aquelas que ndo represaentam@inhos vistos como

validos. Interessante observar, neste aspecto, nguenaioria das vezes, 0s
aprendizes recorriam as tarefas anteriores oure teprendida nos momentos de
institucionalizac&o, para dar continuidade na s@ude uma atividade nova na
qual se envolviam. Esse aspecto € importante paratar a possibilidade de que
os alunos ndo desenvolvam dependéncia tecnolégica @ construcdo de

elementos matematicos, mas que a utilizem comepare mediadora, na direcao
da resolucao de um problema.” (ARAUJO, 2010, p.100)

A investigacdo de Araujo (2010) sobre como os estiesd construiam conhecimento sobre
lugares geométricos com o auxilio do GeoGebra compdwa reflexdes importantes; dentre elas,
guanto ao momento no qual o estudante se da cantaprtancia na continuidade do processo de

aprendizagem, sendo que essa nao ocorrera de swéddd, ou seja, para 0 estudante 0 processo
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de aprendizagem sera o resultado de um progrest® supde-se continuidade dos fatos e acdes
para que ocorra de modo qualitativamente satisfatdo utilizar a tecnologia como parceira na
tentativa de resolver determinados problemas, ategrio de solugdes fundamentadas nas acdes
feitas anteriormente e nas teorias anteriores mabd sujeito na tentativa de organizar os seus
esquemas para que seja possivel vencer os obstamylostos pelo objeto.

Vé-se que a forma de uso sloftwareGeoGebra contribuiu significativamente nas pesguis
apresentadas nessa secdo. As pesquisas que aramilizomo recurso para a investigacao de
determinado assunto matematico sugerem que progmessite todos os envolvidos, sejam
professores ou estudantes, evoluem qualitativamentesuas concepcdes sobre determinado
conhecimento.

Finalmente, busca-se organizar e reapresentasebsacado do texto na forma de um mapa
conceitual. Consiste em esbocar através de um mapeeitual algumas possiveis relacdes e
implicacdes sobre a relevante importancia na fatenatilizacdo dsoftwareGeoGebra no decorrer
da presente pesquisa. Todas as pesquisas apreseataériormente mostram que a forma de
planejamento e condugéo para o trabalho metodaldgic parte do professor, ao fazer uso dessa
tecnologia, resultou em consequéncias positivastquaaprendizagem dos sujeitos envolvidos. O

mapa esta apresentado na figura 16 a seguir.

Tecnologia Digital ___pso:re ‘b[Software GEOGEBRA]

possibilitando

que junta [realizar diversas construgées]

Geometria / "(...) ao usudrio relacionar as varias faces de
Algebra um mesmo objeto matematico (...)" VAZ(2012)
Calculo onde

/
/ /
permite . 5 /
\b[estimular o raciocinio dinamico) /
/
. /
produzindo "(...) os alunos tém a oportunidade de fazer muitos /
experimentos de pensamento (...)" RIBEIRO (2013) /
onde pode-se /
/ \ /
elaborar/verificar \\ //
conjecturas/hipéteses \ /
Novas relagdes e matematicas "(...) experimentar suas hipéteses, 1 /
significados para os conjecturar sobre distintas possibilidades de resolugéo, //
contelidos abandonando aquelas que ndo representavam / ya
caminhos vistos como validos." ARAUJO (2010) // //
7 Pad /
que o professor reflita sobre // PR P
sua pratica enquanto docente Vi - - Pl
-
// PP - -
Ve — e
S - -
/. - ==
T ————
concebendo et o
que implica
2 \
P N
- \
Prae \\

a tecnologia como parceira e mediadora -~ 4| Desafiar o sujeito para construir conceitos

na investigagdo dos problemas, evitando [~ matematicos fazendo uso da tecnologia.

desenvolver a dependéncia tecnolégica

Figura 5 —Mapa Conceitual sobre a importancia no uso doveoft GeoGebra na pesquisa.
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2.2 EPISTEMOLOGIA GENETICA

2.2.1 — Tomada de consciéncia

Antes de discutir os conceitos, envolvendo topaagpistemologia genética, em especial a
tomada de consciéncia e a abstracdo reflexion@nimportante destacar que as tentativas de
compreensao sobre como funciona a organizagddera@io do conhecimento matematico pelos
sujeitos foi inicialmente proposta pelos gregos. improcesso amplamente reflexivo, através do
esforco intelectual com a tentativa de explicargaonizacdo da matematica, através de relacdes
entre numeros e os fendmenos observados, os gragearam-se em constru¢gées do pensamento
gue envolvia um conjunto de hipéteses e um procemgmmentativo para organizar o

conhecimento. Nesse sentido, Silva & Rosa (20gYraentam:

“Como o0 pensamento grego estava relacionado comistérecia e compreensao
dos diferentes tipos de numeros conhecidos, as;8d&s matematicas visualizadas
por eles deveriam possuir uma explicacao coeremte@seu funcionamento. Com
isso, comecgou a surgir a necessidade de uma fumtizgée consistente, que fosse
capaz de por um processo “légico” tentar justifimanatematica, baseando-se em
um conjunto de hipdteses e um processo de argugdentzilido.” (SILVA &
ROSA, 2014, p. 95)

Portanto, observa-se através da histéria da matamue na tentativa de explicar a
organizacado do conhecimento, com o estabelecimEntelacbes entre os fenébmenos observados,
0s gregos foram o0s pioneiros na construgdao de unmeoimento organizado e estruturado
logicamente. Iniciava-se com 0s gregos uma noveepeéo das ideias matematicas, pelas quais
através de um processo reflexivo, com o exerciao atbstracdo, buscava-se desenvolver
gualitativamente a compreensao das causas obsermadafendmenos. Esse processo, iniciado
pelos gregos, inaugura novas possibilidades edraje para a evolugdo do pensamento humano,
na qual a teoria moderna da epistemologia gengioaura fundamentar e desenvolver seus
conceitos. Os conceitos apresentados a seguir $en@lamentais para o desenvolvimento do
presente trabalho.

O estudo da tomada de consciéncia proposta por Beaet concentra-se nas obwas
Tomada de Consciéncid977b),Fazer e Compreenddd978) eAbstracdo Reflexionantel977)
nas quais o autor apresenta e discute os prinapaiseitos e 0s aspectos tedricos envolvendo os

assuntos apresentados nesta secao.



44

Inicialmente, Piaget (1977b) considera:

“Quase que se pode chegar a dizer que a “tomadedmiiéncia representa algo
de diferente e que vai além de uma “tomada”, istdeéuma incorporacdo a um

campo dado de antemdo com todos 0s seus caragetquesseria a “consciéncia”:

trata-se, na realidade, de uma verdadeira constrag@& consiste em elaborar, ndo
“a” consciéncia considerada como um todo, mas ddasentes niveis enquanto

sistemas mais ou menos integrados.” (PIAGET, 197.79)

Os estudos apresentados por Piaget propdem comaamiigdo necessaria e suficiente
para a construcdo do conhecimento a acdo do sa@ite os objetos. A acdo necessariamente parte
do sujeito epistémico, e o objeto, externo ao ®&u@dntribui para o processo de constituicdo do
individuo. Pode-se ter ainda como objeto as idgiassamentos e teorias elaboradas pelo sujeito
epistémico, neste caso o objeto de investigac&Buj@ito sera interno.

Concebendo a acdo como elemento central no prodesseolucdo das sucessivas tomadas
de consciéncia pelo sujeito, Piaget propde umaetitéacdo do termo “insight” de “tomada de
consciéncia”. Para o autor, o primeiro trata de wmpécie de iluminacdo pela qual ndo se
acrescentam qualitativamente caracteristicas asapgnto do sujeito, diferentemente do segundo
processo, que considera que existe uma evolucacfodams de pensamento, fundamentado
essencialmente nas acdes do sujeito sobre os ®bjédmnbém nas coordenacdes de suas acdes.

Como sujeito e objeto sé@o disjuntos, Piaget comsidpie no processo de tomada de
consciéncia existe uma regido denominada perifEriama regido limitrofe entre objeto e sujeito,
na qual o conjunto das acfes do sujeito sobreaimlyjicia-se com o0 nascimento, pelo menos. Pelo
fato de Piaget centralizar o processo na acao,pesssua vez estabelece uma ponte entre o real e a
razdo. Trata-se de um processo de mutua deterroirengée sujeito e objeto partindo-se de uma
regido periférica, que € pouco conhecida sua loagdio e também qual o instante que marca o
inicio de sua influéncia, porém através dela éipekgue se comece atividade de mobilizacdo e
organizacdo das mais diversas formas de pensamenbusca do objetivo. A figura 5 mostra um

possivel esquema para ilustrar as ideias aquiemtaEtas.
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Sujeito Objeto

Figura 5 —Relacéo sujeito-objeto. Fonte: Piaget (1977b,9).19
Sobre a busca de um objetivo, Piaget (1977b) désser

“Procuraremos continuar a analise das razdes fuaisiala tomada de consciéncia
da acao propria. Esta parte, portanto, da buscandebjetivo, donde a constatacao
(consciente) de um éxito ou de um fracasso. Em dasfracasso, trata-se de
estabelecer por que ele ocorreu e isso leva a toadmdonsciéncia de regies mais
centrais da acdo: a partir do dado de observadativeeao objeto (resultado
falho), o sujeito vai, portanto, procurar os porgode houve falha da adaptacdo do
esqguema ao objeto; e, a partir do dado de observalgivo a acdo (sua finalidade
ou direcdo global), ele vai concentrar a atenc@omeios empregados e nas suas
correcdes ou eventuais substituicbes. Assim, pa deum vaivém entre o0 objeto
e a acdo, a tomada de consciéncia aproxima-sdguasedo mecanismo interno do
ato e estende-se, portanto da periferia ao ceffPAGET, 1977b, p.199)

Esse “vaivém”, produzido pela acdo e coordenacédagdes do sujeito, implica a realizacéao
de ac¢Oes assimiladoras e acomodadoras, pelashguaipossibilidade de ocorrer a interiorizagéo e
exteriorizacdo dos mecanismos referentes a ac@wjddo sobre os objetos. Piaget define como
essencial para a compreensdo do mecanismo de t@lmanmsciéncia a compreensao sobre o que
ele considera como centro do sujeito e centro detmbO primeiro refere-se ao sujeito que, do
ponto de vista epistemoldgico, estd em busca do,&ka conquista. O segundo centro refere-se ao
que esta para ser conquistado, o0 mundo do objetgetPexpde que é possivel avancar muito na
direcdo desses centros, embora seja muito imprbgéeese consiga chegar plenamente a eles.

Em se tratando da acao, a primeira € consideraitaiksiora e parte do sujeito em relacéo
ao objeto. Essa acao € essencial e pode apredetgeminadas variagdes de intensidades, uma vez
gue no processo de exteriorizagcdo € onde o sujeiibiece e trata com o objeto. De forma
sequencial, a acdo acomodadora € a acdo em qugeto age sobre o sujeito, possivelmente
modificando no sujeito 0s seus esquemas assimdad@urante esse processo, a acomodacao
possibilita ao sujeito modificar e qualificar a .0 perante os objetos, e iSSO ocorre uma vez que
as acoes sendo intercaladas e os esquemas senticadod possibilitam que a cada nova etapa
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entre assimilagcdo e acomodacao aconteca um miarggawna direcdo dos centros do sujeito e do
objeto. A figura 6, inspirada em Piaget (1977b9p)1apresenta um esquema organizando as ideias

e conceitos anteriormente discutidos.

exteriorizacdo
{-
SUJEITO OBJETO
-3
interiorizacdo
“centrodo o "centro do
sujeito” < ; i ~ objeto"
e Periferia (...)
acomodacao assimilagdo
=5 = s
ACAO

Figura 7 —Esquema sobre a acao do sujeito sobre o objette:Heiaget (1977, p.199)

Quanto a acdo assimiladora, Piaget (1977b) comsider

“Se se passa do “porqué” ou razbes funcionais Weda de consciéncia a seu
como, portanto ao mecanismo efetivo que torna cemss 0s elementos que
permaneciam até aguele momento inconscientesr@ elatéo, que esse processo
nado se reduz de forma alguma a uma simples iludngge os torna perceptiveis
sem com isso modifica-los, mas consiste, e issdedesnicio, numa conceituacéo
propriamente dita, em outras palavras numa passagesssimilacdo préatica
(assimilacdo do objeto a um esquema) a uma asgéuilpor meio de conceitos.”
(PIAGET, 1977b, p.200)

Com isso, é de consideravel importancia compreeqdero sujeito ao investigar o objeto
gualifica a sua acdo assimiladora conforme os d¢mscesdo progressivamente construidos. A
gualificacdo dos esquemas assimiladores esta m@mie relacionada com a constante ou
progressiva atividade do sujeito sobre os objésss. implica por parte do sujeito que ao agir cada
vez mais qualificadamente sobre o objeto que sejaledcancar, ou melhor, compreender, o

processo da tomada de consciéncia difere totalnaentena iluminacéo, pois:

“Se a tomada de consciéncia pudesse reduzir-seaasimples iluminacao, essas
coordenagdes ndo teriam necessidade de nenhuntaucéonsnova, uma vez que
elas ja sdo realizadas no plano da propria acaerialaisto é, dsavoir faire® por
oposicdo ao “conceber”. a consciéncia, entdo, aefasse apenas um espelho,
bastaria refletir objetivamente o que sdo os mownio®e da acdo propria,

15 Expressédo francesa freqlientemente utilizada ra edrPiaget que tem como traducdo mais adequadea de
“saber fazer” determinada acdo. Trata-se de uma apéendida que € aprimorada com o passar do te@goo
exemplo, pode-se dizer que o ato de dirigir umradiel ou uma motocicleta € um exemplo de saber faZtico do
cotidiano do individuo.
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inconscientes até aquele momento, para obter uam@mesentacdo” (no sentido
mais direto) das coordenacdes que eles ja realifRMGET, 1977b, p.201)

Quando observamos novamente a figura 5, percebgneoa regido definida como periferia
exerce um papel fundamental na compreensdo dogsmaie tomada de consciéncia. Como as
acOes de assimilacdo e acomodacao ocorrem simait@mee nas direcdes dos centros do objeto e
do sujeito respectivamente, nota-se que € prea@stacar a importancia da nogdo de periferia
proposta por Piaget. A compreensdo das nocoes teiogizacdo e interiorizacdo durante o
processo de tomada de consciéncia € de grandepaatianelhor a compreensdo de como ocorre o
processo, uma vez que essas nocdes estdo intineanedstionadas a atividade reciproca entre
sujeito e objeto. Quando nosso olhar dirige-seesaltiomada de consciéncia do ponto de vista das
relacdes entre acdo e conceituacao percebe-sesqueaessos de assimilacdo e acomodacédo estédo
intimamente ligados e relacionados, pois cada uhasdé influenciado pelo outro durante a

caminhada do sujeito em sua construcao e compiedosadbjeto. Sobre isso, o autor propde:

“Esté claro que a ultrapassagem da agéo pela toac&o, ndo modifica em nada
as relacdes entre a periferia e os dois centros aserelacdes de equilibrio entre os
progressos em direcdo a interiorizacdo |6gico-matiean e em direcdo a
exteriorizagdo de explicacdo causal. Duas espéeesbservagcfes se impdem a
esse respeito. A primeira é que, se pode explicaltrapassagem da acédo pela
conceituacao, invocando a capacidade adquirida pelividuo de construir
indefinidamente novas operagdes sobre as precsdesite ndo significa que haja
ai construcbes puras e sem referéncia a um mowinrettospectivo que leve
novamente da periferia para os centros das esigdies operacionais. A segunda
observacéo refere-se ao processo de explicacdal cpoganto ao que se constata
na direcao da exterioriza¢do. A esse propositam® cjue, partindo dos fendmenos
mais aparentes para procurar sua razao, a exmicagsmo nos niveis superiores
do pensamento cientifico, apenas fara deslocaoblgma, ou, antes, levanta-lo
novamente a propoésito da explicagdo encontradéingarde um modelo A, que
explica o fendmeno periférico P, isolando a raz@atar-se-a em seguida, de
encontrar o porqué ou o como de tal transformagémcada no modelo A, donde a
necessidade de um novo modelo B relacionado a srasfzectos de A. N&o € mais
necessario insistir, entdo, para compreender gesegjuéncia de “razdes” atinge,
por aproximacgdes sucessivas as regides centraijetw.” (PIAGET, 1978, p.179,
180)

Ou seja, ao analisar o movimento na direcdo dosasedo objeto e do sujeito, de forma
simultanea, constata-se que € necessario coordesrganizar as acées durante o processo. Sobre
as coordenacdes das acOes, Piaget considera qeatsoénpossivel coordenar as acdes quando
existe o que ele chama de diferenciagdo. Com igsapFesenta dois tipos de coordenacdes: as
coordenacdes inferenciais e as coordenacdes caAsprmeira refere um processo relativo ao
sujeito e a sua objetividade e a segunda trataeseind processo relativo ao objeto e sua
objetividade. Em outras palavras, para que hajgooeensao € necessario agir e apropriar-se das

acOes, de seus mecanismos intimos. Logo, € atdag@soordenacdes inferenciais que somos
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capazes de produzir conceitos, que por sua vezitpemnorganizar e qualificar 0os nossos

pensamentos. Pode-se dizer entdo com as proplasgsade Piaget (1977b):

“Se a tomada de consciéncia procede da perifereagsaregides centrais da agéo e
se, por outro lado, seu mecanismo é semelhant® aorthecimento dos objetos,
entdo, que esse conhecimento do real s6 pode partfendmeno, isto é, das
aparéncias periféricas que ele apresenta ao supaita empenhar-se a seguir na
direcdo da natureza intrinseca das coisas, e de usexdes causais, ambas
ultrapassando o campo dos dados de observacaoregaalias regides centrais.”
(PIAGET, 1977b, p.204)

Piaget considera que o processo da tomada de éoosciatravés das acbes pode ser
caracterizado por niveis correlativos e sequendzsga um dos niveis por sua vez pode apresentar
diferentes subniveis, nos quais 0s sujeitos po@eroasacterizados de acordo com 0s seus éxitos e
justificativas dados em cada acdo diante do obj@ton isso, 0 sujeito através de suas acdes
caracteriza-se por estar em determinado niveluabeje se aproxima mais do centro do objeto e a
apropriacdo das suas acoes torna o processo e dusbjetivo mais eficiente. Sobre os avancgos
na direcdo dos centros, o que se dispde como fentande analise para o sujeito é: o objetivo
buscado pela acdo e o resultado obtido pela swa aca

Conforme se avanca qualitativamente e os resultabibdos pela acdo sao organizados e
interpretados adequadamente através de coordenagteenciais realizadas pelo sujeito,
desencadeia-se um processo no qual o sujeito aegaeus esquemas assimiladores, compondo
uma estrutura capaz de construir e mobilizar n@sogiemas na busca de compreensao do objeto.
Na tentativa de compreender a influéncia dos esgs@ssimiladores durante o processo de tomada

de consciéncia, no desenrolar da acao sobre wpBjeiget (1977b) apresenta:

“O que é mais interessante € que 0S meios empregaelmanecem primeiro
despercebidos, sobretudo se s&o desencadeadositcdaomnte pelo esquema que
determina o objetivo, e que sua tomada de consaiéealiza-se a partir de dados
de observacdo relativos ao objeto, portanto da isenatos resultados.
Reciprocamente, serd a andlise dos meios, portiogodados de observacédo
relativos a acdo, que vai fornecer o essencialimfasmacdes sobre o objeto e
pouco a pouco a explicacdo causal de seu comportanigessas observacdes dois
processos gerais, portanto, devem ser retidos:eponuma acao reciproca, mas
alternada, dos dados de observacédo do objeto eslat@ acéo, e inversamente; em
seguida, desde que ¢é estabelecido relacionamentie eafes, seguem-se
coordenagdes inferenciais, que ultrapassam o catopalados de observacao e
permitem ao sujeito compreender causalmente osoefe@bservados, embora
conduzindo a uma analise ulterior mais fina dosodade observagcédo, o que
entretém e renova o ritmo precedente de idas esih@PIAGET, 1977b, p.205)

Com o exposto até aqui, verifica-se que a tomadeodsciéncia apresenta niveis graduais
gue se desenvolvem conforme a acdo do sujeito.-fodbzer que a partir de tomadas de

consciéncia elementares, por ocasido da unido lijesvos e resultados das acdes, 0 sujeito pode
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desenvolver conceituacdes e chegar até niveisistggede tomada de consciéncia, sem deixar de
passar pelos niveis intermediarios. Ao reunir difegs significacfes e formas de conexdes tem-se
gue a evolucao das formas de pensamento ocorréod&@tomada de consciéncia das coordenagdes
de suas proprias acdes, enquanto sujeito epistgiooloOu ainda, o nucleo das coordenacdes
operacionais pode transformar as diferentes foegsensamento assim como a acdo modifica os
objetos materiais, possibilitando ao sujeito evaliai plano da acao para o plano do pensamento e
consequentemente através de coordenacfes maisesamhegar a niveis superiores de tomada
de consciéncia. O diagrama da figura 7 ilustraif@seshtes formas de tomada de consciéncia e sua

progressiva evolucao atraves de niveis.

e - Tomadas de Consciéncia 2550 Tomadas de Consciéncia

Elementares Intermedidrias

Muito forte: objetivo e "Plano da A¢do" evolui para
resultados das acdes

"Plano do Pensamento"

Agdo predominante sobre os Acdo sobre objetos materiais e
objetos materiais objetos de pensamento

Melhoramento e exercicio das tomadas Tomadas de Consciéncia
de consciéncia intermediéria e superior <::|<:I <:| Superiores

Predominante o plano
do pensamento

Agdo sobre o pensamento

Figura 8 —Esquema sobre a evolugdo em niveis de tomadandeiéncia.

Visto que a tomada de consciéncia apresenta diéer@iveis, exploraremos no presente texto
aspectos referentes a evolugdo das acoes, padendoa manifestacdo mais elementar, ocorrida
sobre o0s objetos, até sua expressdo maxima delidae acdo sobre as formas de pensamento.
Procura-se defender a ideia que a evolucdo daestadantimamente relacionada com a evolucao

dos niveis da tomada de consciéncia. Sobre iss®,jaget (1977b):

“Consiste em mostrar-nos que a acdo em si mesnsitcdim saber, autdnomo e
de uma eficacia ja consideravel, porque emboreatedpenas de usavoir fairee
ndo de um conhecimento consciente no sentido decomareensdo conceituada,
ele constitui, no entanto, a fonte desta Ultimaa wee que a tomada de consciéncia
se encontra em quase todos os pontos em atrasn) Eegiéncia de forma muito
sensivel, em relacdo a esse saber inicial quertanpm, de uma eficiéncia notével,
congquanto ele mesmo néao se conheca.” (PIAGET, 197Z07)
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Portanto, a evolucdo da acéo, do plano material p@iano do pensamento, possibilita que
a consciéncia seja gradualmente modificada tamBénmodificacdes da tomada de consciéncia
produzem mudancas na acao, correspondendo assimmaamiitua e reciproca troca durante o
processo. Nao se pode considerar que a evolucdibatjua da acdo por parte do sujeito esteja
desvinculada da evolucdo qualitativa das formadodeada de consciéncia, pois além da acao
constituir um saber, ela é potencializada e favdeepelo avancgo para niveis superiores da tomada
de consciéncia. E quando a agdo atinge patamapesiames em relacdo as acdes iniciais, ocorre
uma contribuicdo para as novas tomadas de conigi@ne sao reorganizadas e reestruturadas
também em um patamar superior.

No momento que os sujeitos se deparam com situagdas e conflitantes, eles podem, por
meio da organizagcdo de seus esquemas assimiladoodslizar a acdo na tentativa de criar
regulacdes ativas capazes de ultrapassar as banmipostas pelo objeto. Para Piaget, a criagdo da
novidade, ou regulacao ativa, ocorre em decorré&teiacdo e esta relacionada com a capacidade
do sujeito em elaborar por meio de um processoitrog busca pela superacéo da contradicdo ou
tentativa de equilibrar-se parcialmente durantg@.aComo a tomada de consciéncia apresenta
niveis, conforme discutido anteriormente, as regida ativas e as coordenacdes das acdes tornam-
se melhores e mais eficientes possibilitando aeitsujnteriorizar suas acbes e com isso se
aproximar mais do centro do objeto em estudo.

Porém, ndo separado da internalizagdo, ocorre ammémpo, na forma de bindmio, a
exteriorizacdo, contribuindo para o processo deatmcao. O primeiro contribui na construcéo
das estruturas l6gico-matematicas e o segundoagagaplicacdes causais. O progresso e evolucéo
dos sucessiveis niveis de tomada de consciénéia istimamente relacionados com 0S processos
de internalizagdo e exteriorizag&o, possibilitand®volucido da acdo assimiladora e acomodadora.
Assim, quando o sujeito esta envolvido na tentalevaltrapassar as barreiras impostas pelo objeto,
0 progresso dessas acdes combinadas permite quegwaacdes ativas sejam mobilizadas no
sentido de superar a contradi¢éo e chegar a uniaago de causalidade para os fenémenos.

A figura 8, a seguir, ilustra a tomada de consc€rmoMO um processo nao apenas
decorrente da simples acéo do sujeito sobre ombjes sim de uma complexa reorganizacao de
suas estruturas de pensamento, criagdo de novoeneas assimiladores, aperfeicoamento da
regulacéo ativa, retirada de informacoes sobr&ia, agganizacdo das informagdes obtidas na acéo
e de equilibrios/desequilibrios parciais ocorridodongo do processo. Pode-se representar, através
do esboco de um grafico cartesiano, como a evoldadacédo e das coordenacdes elaboradas pelo
sujeito conduz a reorganizacdo das estruturas nlEap®nto e conseqientemente a evolucao dos
niveis da tomada de consciéncia, uma vez que odadsanento de novos esquemas assimiladores

e regulacdes ativas contribuem no processo.
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Figura 9 —Evolucdo da tomada de consciéncia e estrutur@aeamento, aliada a criagdo de novos
esquemas assimiladores e regulacéo ativa.

Para encerrar, a tomada de consciéncia, apoiadamoegnentos de internalizacao e
exteriorizacdo, apresentada e discutida nessa,s&gforelacdo intrinseca com o fendmeno da
abstracdo, que sera apresentado e discutido nemar&ecdo. Sobre essas relacdes, Piaget (1977b)
disserta:

“A solidariedade dos dois movimentos de interigg@&aou |6gico-matematico e de
exteriorizacdo ou fisico e causal torna-se ainda mstreita do que nos niveis
precedentes, em consequéncia dos progressos dacabste em virtude desse
paradoxo bem conhecido segundo o qual a adaptagsi@lamlos concretos da
experiéncia depende do carater abstrato dos quadéscos que permitem
analisd-la e compreendé-la. Em suma, o estudondadep de consciéncia levou-
nos assim a recolocé-la na perspectiva geral daaelcircular entre os sujeitos e
0s objetos, o primeiro s6 aprendendo a conhecereskiante a acdo sobre estes e
0s segundos s6 se tornando cognosciveis em fungdpradiresso das acdes
exercidas sobre eles.” (PIAGET, 1977b, p.211)

2.2.2 — Abstracao reflexionante

As obras Abstracdo Reflexionant€1977a) de Piaget &ducacdo e Construcdo do
Conheciment§2012) de Becker seréo a inspiracdo para a apegsenteorica desta secao. Ao final
da secéo anterior foi mencionado que a evolucamiless da tomada de consciéncia ocorre junto
com o0 progresso da abstracdo. Ha relagbes mutuees aystracdo e tomada de consciéncia. A
melhora qualitativa de um aspecto implica a mellgpralitativa do outro, ou seja, quanto mais

elaborados se tornam os niveis de abstracdes regls@o os niveis de tomada de consciéncia.
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Nesta secdo discutiremos 0s principais conceitfeserges a abstracdo, em especial a abstracao
reflexionante, que contribui na compreensdo de camoonhecimento l6gico-matematico €
construido, organizado e estruturado pelo sujeitarte sua agdo sobre o objeto.

Conforme apresentado anteriormente, a epistemodgiatica de Jean Piaget é a teoria que
apresenta como hipotese para explicar a génesesgmvblvimento cognitivo humano a acao do
sujeito sobre os objetos e 0s seus sucessivos@/aeyvido a organizacdo dasordenacgdes das
acOesrealizadas pelo sujeito. Na epistemologia gen@icesidera-se “objeto” tudo o que nédo € o
sujeito. E importante destacar que o pensamentoige&@s do proprio sujeito também podem ser
constituidos objetos, desde que o sujeito aja selleie e assim avance na dire¢cdo da tomada de
consciéncia.

O termo “coordenacfes de acdes” apresentado ngrpyéanterior € a fonte dos dados no
processo de abstracao proposto por Piaget (1907A&grbo abstrair significa retirar, extrair, puxar,
neste caso temos que a abstracdo consiste no goodesretirada de qualidades dos objetos
(abstracdo empirica) ou também de retirada dedpd®s das coordenacgfes de acdes (abstracédo
reflexionante). Nesse sentido, a abstracao diwedens duas categorias gerais: abstracdo empirica e

abstracao reflexionante. Inicialmente vamos expoordo de vista do autor sobre essas categorias:

“Recordemos inicialmente nossas definicbes. A abat “empirica” émpiriqué

tira suas informagdes dos objetos como tais, owagass dos sujeitos sobre suas
caracteristicas materiais; de modo geral, pois, aliEervaveis, ao passo que a
abstracao “reflexionantetdfléchissantpapdia-se sobre as coordenacfes de acbes
do sujeito, podem estas coordenacdes, e o propocegso reflexionante,
permanecer inconscientes, ou dar lugar a tomadasrdEiéncia e conceitua¢oes
variadas.” (PIAGET, 1977a, p.274)

Logo, pode-se afirmar que a abstragdo empiricaistensm extrair dos objetos qualidades
gue eles tem, as quais o sujeito tera a possitdida fazer relacdes e elaborar novas caractasstic
ou qualidades para os objetos. Portanto, a absteaggirica € uma etapa inicial e necesséria para a
evolucdo cognitiva do sujeito, uma vez que semm@taé possivel desenvolver qualitativamente o
pensamento através dos niveis da abstracao refaxia

No processo de retirada das caracteristicas detosbpdo se pode confundir isso com a
retirada de qualidades que atribuimos aos objetwacterizando o segundo procedimento segundo
Piaget (1977) por abstracdo pseudo-empirica. Aag#i chamada pseudo-empirica € um tipo de
abstracao reflexionante na qual o sujeito exerceoadenacdo de suas agdes para que ela ocorra.

Sobre este tipo de abstracéo, Becker (2014) esetare

“A abstracdo pseudo-empirica consiste em retiras dbservaveis ndo suas
caracteristicas, mas aquilo que o sujeito colo@eisn Por ela, o sujeito projeta no
mundo dos observaveis suas coordenacdes de agbestirr caracteristicas dos
observaveis, ndo retira 0 que pertence aos obsgsvav como na abstracdo
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empirica, mas o que ele, sujeito, colocou nelenumerabilidade de um conjunto
de objetos, como as contas de uma fileira do aleapesta no abaco; se o sujeito
a retira do &baco é porque ele a colocou la. Kleie € um meio de transporte
ecoldgico; a caracteristica “ecologico” ndo perteac objeto-bicicleta; se o sujeito
a retirou desse objeto foi porque ele a colocopiddyiamente. Se ele olha para
uma estrela e diz que ela € mais nova porque awit@zulada ou mais velha
porque emite cor avermelhada, as cores sdo cagtadabstracdo empirica, mas,
“mais nova” ou “mais velha” por abstracdo pseud@ieice; se 0 sujeito retira
essas caracteristicas das estrelas € por eleaa®eaielas. A flor do flamboyant é
vermelha; retira-se a cor “vermelha” por abstragfapirica. Mas, quando se
afirma que essa flor € a mais vermelha do parqueis‘vermelha do parque” foi
colocada la pelo sujeito; se ele retira essa aaiatica da flor, foi porque ele a
colocou |4; ele a retira por abstracdo pseudo-érapiique é reflexionante).”
(BECKER, 2014, p.114)

Tal como exemplifica a passagem anterior, no cootela presente tese, ndo se pode
desvincular do processo de constru¢cdo do conhetnpatho sujeito o papel desempenhado pelas
abstracbes pseudo-empiricas. Trata-se de um comptego de relacbes predominantemente
mentais estabelecidas entre as abstracoes emmratastracdes reflexionantes, as quais a partir da
acao e do melhoramento destas pelo sujeito evoeasmsiltaneamente qualidades inerentes aos
dois tipos de abstracdes mencionados anteriorm@régercicio da abstracdo de qualidade pseudo-
empirica quando desempenhado pelo sujeito opoguque uma articulacdo entre estes dois tipos
de abstracédo seja feita, valorizando e aperfeigpangrocesso de acdo e coordenacdo de acdes
sobre os objetos. Este exercicio de articulagddomaa de um bindmio, ocorre conforme mostra
Becker (2014):

“A abstracdo pseudo-empirica articula a passagdra anabstracdo empirica e a
reflexionante. Como reflexionante, ela reconhecéegtimidade da abstracéo

empirica mas, ao mesmo tempo, mostra que € aicfl@xe que organiza, da
sentido aos dados obtidos pela empirica. A condigdpossibilidade da abstracéo
empirica reside nos instrumentos que a abstragixiomante vai construindo e

pondo a sua disposicdo.” (BECKER, 2014, p.119)

No estudo da matematica a pseudo-empiria se faemies ao passo que a extracado das
caracteristicas impostas pelos sujeitos € necassantribui para elaboracdes mais complexas e
que generalizam as qualidades, enriquecendo assbjet de estudo. A medida que se aumenta o
namero de abstracdes do sujeito durante o prodessmativo sujeito-objeto, a qualidade de seu
pensamento evolui devido ao progresso da abstnaflexionante e as sucessivas tomadas de
consciéncia que dai decorrem. O conhecimento métama& construido por abstracédo
reflexionante, sobretudo da pseudo-empirica. Dastacque a abstragdo empirica sozinha néo
constréi conhecimento (capacidade) matematico.

A abstracdo reflexionante tem duas caracterisisagnciais para a compreensao sobre

como os niveis de abstracdo e tomada de conscipragadem no decorrer da acdo do sujeito.
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Trata-se dos processos de reflexionamento e refl&@bre isso, Piaget (1977a) afirma:

“Lembremo-nos, igualmente, de que a abstracdoxieflante comporta sempre,
dois aspectos inseparaveis: de um lado, “refleximmao” (éfléchissemeint ou
seja, a projecdo (como atraveés de um refletor)esobr patamar superior daquilo
que foi tirado do patamar inferior e, de outro ladma “reflex&o” féflexion),
entendida esta como ato mental de reconstrucaorgarézacado sobre o patamar
superior daquilo que foi assim transferido do iioiel (PIAGET, 1977a, p.274)

A unido da reflexdo e do reflexionamento constitaa estrutura capaz de ndo apenas passar
de um nivel para o seguinte, mas juntas tem oeradt uma estrutura capaz de desenvolver
caracteristicas qualitativas superiores no decdasipassagens, ou projecdes. Isso significa que os
patamares superiores alcancados pelo sujeito atidaéacdo e coordenagdo de suas acbes tem
relacdo intrinseca com os patamares inferioresioiais desenvolvidos através da acdo. O autor

manifesta o seu ponto de vista em duas passagens:

“Com efeito, a formacao de cada um desses patameae®ta, por sua vez, novas
“reflexbes”, porquanto se trata de reconstruir sobr novo plano o que foi
deslocado ou projetado a partir de precedenteexeEmplo, a coordenacgdo de duas
acdes ndo é da mesma natureza que a de suas meggy@ss conceitualizadas, o
que exige uma reconstrucdo.” (PIAGET, 1977a, p.276)

“Disto resulta que, nos niveis superiores, é @&xéfh que conduz cada vez mais o
jogo em relacdo aos reflexionamentos, reduzindoesgdo, a tematizacoes
(operacbes que se tornam objetos de pensamentopassd que, NOS hiveis
inferiores, eram os reflexionamentos que constituia motor essencial.”
(PIAGET, 1977a, p.277)

Portanto, é através de sucessivas operactes eedief reflexionamento que € possivel ao
sujeito avancar na direcdo dos patamares supederalstracéo e tomadas de consciéncia de maior
gualidade. A reorganizacdo e coordenacdo de sdas permitem qualificar cada vez mais a sua
acao na busca pela compreensao do objeto, ouaseplucdo da abstracdo reflexionante é um
processo pelo qual o sujeito constréi, reconstoéganiza e reorganiza 0S Seus esquemas e
estruturas de pensamento a todo o momento. A fi@ui@presenta um esquema inicial das

caracteristicas apresentadas anteriormente enva\seabstracao.
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Figura 10 —Esquema sobre reflexdo, reflexionamento e sudslmaigdes para a evolugdo da abstracéo.

No estudo da tomada de consciéncia, falamos queesmen apresenta niveis que
progressivamente evoluem conforme aumenta a iokethsida interacdo entre sujeito e objeto.
Pode-se afirmar que esses niveis estdo em cord&poa biunivoca com o processo de abstracao,
ao passo que a abstracdo, caracterizada pela tareactansciéncia, independente do nivel que o
sujeito esta cognitivamente é chamada de abstnafBtida. Essa Ultima é o produto de uma
abstracdo reflexionante que se tornou consciergepesquisas apresentadas por Piaget (1977a)
mostram que para atingir esse patamar de abstmaggeito deve passar por etapas que Sao
necessarias e graduais, nas quais, a cada novéiodesssujeito € desequilibrado e deve se
reorganizar de tal forma a superar as contradigdeficuldades que surgem na interacdo. A
maneira de promover por parte do sujeito o avam@ves dos diferentes niveis € desenvolver a
regulacdo ativa, ou seja, desafiar a criacdo endeseémento de novidades frente as diversas

situagOes. Sobre a abstracao refletida, Montan@®@s) afirma:

“O processo de abstracdo reflexionante prosseguysano de pensamento adulto,
cientifico ou pré-cientifico. Sabe-se, por exemmae a geometria nasceu da
medida dos terrenos. A algebra pode ser vista abresultado de uma abstragdo a
partir do célculo aritmético. Abstrairam-se do olilc- saber prévio da algebra —
as operacbes e as relacbes (adicdo e subtracadiplicagdo e divisao,
equivaléncia, etc) sem se ocupar com 0s numera® s quais se apodiam. A
reflexdo sobre as operacdes deu nascimento a algetata-se, nesses niveis de
pensamento, de uma forma particular de abstra¢@xiomante que Piaget chama
de abstracéao refletida.” (MONTANGERO,1998 , p. 91)

Deve-se entdo discutir sobre a influéncia da coiaginovidades nesse processo, ou ainda,
quais as contribuicbes das regulacbes ativas paggooesso da abstracdo reflexionante e
conseguentemente para a tomada de consciéncia &3a influéncia Piaget afirma que ha relacao
direta entre os reflexionamentos e as construcesavidades, de forma que o enriquecimento de
um implica o enriqguecimento do outro. Ou seja, unmedhora qualitativa nas regulacdes ativas

diante das situacbes de desequilibrio esta comdidao a melhores reflexionamentos e reflexdes
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(reconstrucéo sobre um patamar superior daquiaaedfado no precedente = reflexdo) elaborados

pelo sujeito. Nas palavras do autor:

“(...) todo novo reflexionamento exige uma recamsio sobre um patamar
superior daquilo que fora dado no precedente. Essanstrucdo é, com efeito,
necessariapois que as ligacdes entre as mesmas acgbes A, BicC ndo sdo
idénticas; trata-se de ag¢bes materiais, sucedendfesespaco a espago, com
esquecimentos dos precedentes, bem como de umasepf@cdo que as
acompanha, mas ligando-as ainda mais umas as,alrasde uma narracdo que
as reconstitua, etc.” (PIAGET, 1977a, p.278).
Sobre a reconstrucdo em patamares superioag®t Rfirma que durante o processo é de
grande relevancia considerar o bindémio diferenciagéegracao para compreendermos melhor a
evolucdo da abstracdo reflexionante, visto queses8a suas caracteristicas mais importantes.
Diante de uma situacdo nova, provinda da agdo sodbrebjetos, o cerne para a criagdo das
novidades esta na tentativa de equilibrio entrerelifciacdes e integracdes. Segundo o proprio
autor:

“A abstracdo consiste, por si mesma, numa difeagdo, porquanto separa uma
caracteristica para transferi-la, e uma nova difgegdo acarreta a necessidade de
integracdo em novas totalidades, sem as quaismailagéo deixa de funcionar, dai

o principio comum da formacado de novidades: a at@tr reflexionante conduz a
generalizacbes, por isso mesmo, construtivas, esimplesmente indutivas ou
extensivas como a abstracdo empirica” (PIAGET, 49F.284)

Ou seja, para o sujeito envolvido em um constamigeefeicoado trabalho de acdo sobre os
objetos materiais ou mentais, ha um progressivo@vaa direcdo da abstragdo reflexionante. Esse
avanco consiste de micro progressos, graduais eegqt#® intrinsecamente inter-relacionados
através de dez passos evolutivos. Becker (201202). expde quais sdo as dez etapas ou niveis
evolutivos galgadas pelo sujeito durante o procelescriacdo de novidades. A proposta agora é
trazer até a presente discusséo quais sao esseiweisz

1) Inicialmente ha diferenciacdo dos esquemassimiéacdo do sujeito, com o objetivo que
eles possam ser aplicados em uma situagdo novaef@uum esquema anterior é reaplicado de
forma nova, constituindo-se como um esquema diégxdo em relacédo ao anterior.

2) Consiste na etapa de elaboracao das relacGesasntoordenacdes conceitualizadas e as
situacdes praticas as quais essa acao coordenagizese Ou seja, como o sujeito pode relacionar
as suas acdes com as coordenacdes conceituasnpeene construidas por ele.

3) A construcao da nocao de ordem, por uma im@raggnificante consegue tornar-se uma
coordenacdo necessaria para relacionar esquemasdden distintos. Ou seja, para que se
estabeleca alguma nocdo de ordem € essencial gugito relacione suas agbes com 0s seus
esquemas previamente elaborados, tornando poseialuir uma implicacéo significante.

4) A partir de coordenacOes anteriores € necesgaem® sujeito faca comparacdes entre as
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coordenacdes, com o objetivo de produzir novasdemacoes, diferentes das anteriores. Ou seja,
nao se trata de uma simples copia dos significadmduzidos pelas coordenagfes anteriores, e sim
de um avancgo qualitativo e significativo na direg@anovas coordenacgdes.

5) Emerge a construcdo de estruturas qualitativasuos capazes de solucionar situacdes
gue as estruturas antigas ndo conseguiam dar €dmtseja, ha em nivel de estrutura uma melhora
qualitativa na solucao de conflitos e desequilbdecorrentes da agéo do sujeito sobre o objeto.

6) Progressivamente ocorre a generalizacdo dasc@egeou inversdes, uma vez que
predominaram no decorrer da acéo as qualidadetsvpsssobre as negativas. Ou seja, a construcéo
de uma estrutura nova, a negacdo, é o resultadabsteacdes reflexionantes sobre as relacdes
estabelecidas através de diferencas.

7) A etapa anterior conduz a quantificagdo dasns®tes. Ou seja, baseada em composicdes
de relacdes de operatividade direta e inversajaeitGwai aos poucos construindo quantificacdes
capazes de aumentar sua compreensdo, qualificaadm wez mais suas estruturas sobre as
diferencas e assimetrias decorrentes na acao.

8) A quantificacdo e inversdo fazem emergir estasticapazes de mobilizar o sujeito na
direcdo do pensamento l6gico-matematico e coneratoonjunto. Ou seja, continuidade com mais
intensidade o processo de abstracdes refletidagiagos processos reflexionantes.

9) Comecam a se destacar as chamadas reflexdes =flexdes. Ou seja, através de
metarreflexdo o sujeito comeca a trabalhar comtéga$ e suas consequéncias.

10) A busca pela razdo das coisas. Ou seja, aitentke atividade criadora se manifesta
guando das coordenacfes das acbOes 0 sujeito censmgizar ou estabelecer os motivos pelos
quais tal fendmeno ocorre decorrente da acdo. plicagbes causais sdo construidas a partir de um
processo que envolve implicitamente as nove etap@siores e que sao fruto das coordenacdes do
sujeito, em especial das coordenacbes de suas,agépdo que nesse nivel elas sao
predominantemente mentais.

A figura 10 ilustra as dez etapas apresentadasaatiota-se que ha através dos niveis uma
espécie de incorporacdo das etapas anterioresgjau & criacdo das novidades constitui um
processo fundamental e proprio da abstracao refiaxite, capaz de possibilitar ao sujeito alcancar
patamares cada vez mais elevados e complexos.niortonvergimos com o pensamento de
Becker (2012) que afirma que o motor da abstragfiexionante estd na evolugcdo e criacdo de
novidades, uma vez que ela rompe com a posicaovaaks sujeito e impde que ele através de sua

acao possa qualificar suas formas de pensamento.
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1) Diferenciar esquemas assimiladorem
(1) q -...__...

(2) Relacionar as coordenacgdes com as situagdes praticas \
(3) Construcdo da nogdo de ordem \
(4) Comparar as coordenacdes

(5) Construcdo de estruturas qualitativas melhores que as anteriores

(6) Generalizar negacbes

(7) Quantificar as extensdes

(8) Emerge a abstrac&o refletida a partir do processo reflexionante

(9) Reflexdes sobre reflexdes
(10) Buscar a razdo dos fenémenos \
Evolugdo no processo de criagdo
das novidades

Figura 11 —Esquema sobre a criagdo das novidades, motorstiagdio reflexionante.

Nossa exposicao caracterizou até agora o procesabstracéo reflexionante. Considera-se
fundamental expor também as contribuicbes da al@strampirica para o processo de construcao

do conhecimento. Inicialmente, constata-se que:

“(...) a evolucdo da abstracdo empirica, pois, edog 0s niveis, e isso sem
excegao, seu funcionamento exige o emprego de msguassimiladores cuja
formacdo emerge, ao menos em parte, da abstrdigaoaeante. Mas é claro que,
proporcionalmente, nos estagios iniciais, os atoslbtracdo empirica sdo muito
mais numerosos que as intervencdes da abstrad¢ériorfinte. O fato essencial
gue domina o desenvolvimento da mais simples déstas formas €, entédo, que,
nos estagios ulteriores, a proporcdo se inverta vad mais, portanto, as suas
expensas, em numero relativo, mas que sua suboadiraescente as abstracfes
reflexionantes reforca seus poderes e atinge m®sgseconsideraveis, tanto em
numero absoluto quanto qualidade, ou, em outrawviza, em adequacéo ao real.”
(PIAGET, 1977a, p.288)

Pela passagem anterior, tem-se que a abstracasicamginstitui uma importante peca
durante o processo de acao pelo sujeito. Na meidgue o sujeito avanga progressivamente na
direcdo das abstracdes reflexionantes, que see@lopinantes, as abstracdes empiricas tornam-se
menos intensas. Trata-se de uma espécie de jogoesses dois tipos de abstracdo, onde a empirica
perde espaco para as acdes fundamentadas na efmbdemexplicacdes das causas e porqués dos
fendbmenos. Quando o0 sujeito tem esquemas assimelRdoapazes de retirar qualidades
pertencentes aos objetos, temos um caso tipicdhsteagdo empirica. Porém se da retirada das
gualidades nao acarretar uma evolucédo, no sentidiesiafiar as coordenacdes de acdes, 0 sujeito
nao ter4 progresso em seu processo de acao eigagést uma vez que as estruturas nele
existentes ndo se modificardo na direcdo e teatadiy compreensao. Sobre o fen6meno da

abstracao empirica, Becker (2012) disserta:
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“As comparacdes entre abstracdo empirica e reflexi® nos levam a concluir
que, quanto mais se sobe nas faixas etarias, @0 sujeito torna-se capaz de
atividades reflexivas, préprias do processo daratfd reflexionante, chegando a
abstracdes refletidas, e quanto mais se descainas £tarias, tanto mais o sujeito
limita-se a atividades que levam a abstracdes @mapirou, no maximo
pseudoempiricas. Por isso, no transito que vai rédominancia da abstracdo
empirica até a consolidacdo da reflexionante deyer® que concerne a
aprendizagem, intensificar acbes que desafiam eitsup realizar abstracoes
pseudoempiricas.” (BECKER, 2012, p.108)

Portanto, além do processo empirico e pseudo-aropéstar presente no fenbmeno da
abstracao é importante destacar que eles sdo esserara 0 progresso dos niveis seguintes, uma
vez que sua auséncia pode significar a falta deidials necessarios e capazes de fazer os esquemas
assimiladores evoluir e assim modificar e reestantas estruturas de pensamento do sujeito.
Conforme as abstracfes empiricas se tornam metesas, possibilitam ao sujeito estabelecer
formas concretas de operagcdes com o0 pensamengnc@iizando o progresso da abstracéo
reflexionante. Quando o autor anteriormente destadmportancia de possibilitar ao sujeito a
realizacdo de abstracfes pseudoempiricas, notaeselg destaca que essas Ultimas se combinam
de certo modo com as empiricas, tornando progeessievolucdo do sujeito na direcdo das
abstracOes reflexionantes.

As teorias da abstracao reflexionante e da tomadmwisciéncia apresentadas anteriormente
sdo de grande importancia para a analise dos negiptoduzidos pelos sujeitos ao longo da
sequéncia didatica proposta. Constituem uma fundi@g@o tedrica consistente e capaz de auxiliar
na interpretacdo dos registros escritos, fornecesdsubsidios necessarios para verificar o gradual
e processual micro-avango dos sujeitos na diregdaudnento do conhecimento ou capacidade
cognitiva.

Consideramos que o estudo e apropriacdo dos cosckitepistemologia genética auxiliam
o professor no melhor entendimento e compreensdoaum como 0s sujeitos podem aprender os
conceitos matematicos. Torna-se fundamental nessarmie pesquisa estabelecer relacdes entre os
conceitos propostos por Piaget e a caminhada @itsmo processo de construcdo dos conceitos.
Portanto, 0 mapa conceitual apresentado na figliraad final desta secdo, busca estabelecer
relacdes entre 0s conceitos apresentados antentaraebre abstracdo reflexionante e tomada de
consciéncia, destacando suas principais caraatasst

Ao estudar essas teorias, durante o curso de @olagtopude perceber mais notadamente que
a matematica € uma ciéncia que resulta de um m@desnporal combinado com o esforco e
tentativa do ser humano em tentar compreender aoma&s objetos do conhecimento. Ao partir
da zona periférica 0 movimento oscilatério entrecestros (do sujeito e do objeto) conduz para

sucessivos e graduais avancos em tomada de canaci@éevidos ao processo de abstracao
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reflexionante. Através da acdo ou coordenacdo desa€ possivel que o sujeito evolua e
desenvolva qualitativamente suas formas de pensampaossivelmente alcancando niveis de
tomada de consciéncia superiores e, consequenemaatabstracdes refletidas. Com isso é
possivel que em niveis mais elevados de tomada®mciéncia e abstracdes reflexionantes, o
pensamento se torne o proprio objeto investigatto ageito, tornado-se possivel fazer o exercicio
das reflexdes sobre reflexdes, atingindo metarééex

Almejou-se com o desenvolvimento dessa secdo aypeesas principais caracteristicas do
processo de abstracdo, caracterizando a abstraggurioa e a abstracdo reflexionante.
Apresentamos 0s elementos necessarios para a @ms@oedo seu funcionamento, que consiste de
um complexo mecanismo capaz de explicar o deseinvaito do sujeito a partir de sua agéao sobre
0s objetos, sejam materiais ou mentais. NessetasBarker (2012) expde:

“Ao descrever e explicar o mecanismo da abstregfliexionante, Piaget constréi

uma ponte entre as agfes sensorio-motoras do beahldtiedade do cientista no

laboratério, do matematico em suas atividades dedubu do fildsofo em suas

reflexbes sistémicas. Mostra que ha entre aquelasstas, uma rigorosa
continuidade. Continuidade entre as percepcOes el lmue se esgotam na
manipulacdo dos objetos do entorno e o conhecimamtersal e necessario do
cientista cujos limites sdo as fronteiras do ui@edo micro e do macrocosmaos,
do espaco e do tempo. A universalidade e a neeessidjue fornece alcance
inestimavel ao conhecimento, foram arrancadas mandras a¢des praticas no
desenrolar da existéncia do sujeito psicologicossidlitado pelo organismo

biolégico com seu cérebro. O que a abstracdo ieflarte realiza, abstracéo
empirica nenhuma consegue fazé-lo. E esse procgss@bre a aprendizagem
sucessivas e infinitas possibilidades.” (BECKERL2(. 110)
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3. SOBRE CADEIAS DE MARKOV

3.1 — Sistemas dinamicos e Cadeias de Markov

A presente secdo objetiva apresentar caractesstiaateoria matematica das Cadeias de
Markov, destacando-se os resultados matematicogogam de consideravel utilidade durante a
construcdo das sequéncias de atividades. Os @ssibarao apresentados e discutidos na forma de
teoremas, cujas demonstracdes serdo omitidas derpeetexto, pois ultrapassam os propdsitos e
objetivos da presente tese. Porém, a titulo deribaigdo indicam-se ao leitor obras para que
eventuais consultas sejam realizadas.

Antes de tratar especificamente das Cadeias dedvigskecisa-se conhecer o que vem a ser
um sistema dinamico. Em uma péagimeb® do IMPA (Instituto de Matematica Pura e Aplicada —

Rio de Janeiro) € possivel encontrar a seguintgémoc

“O tema geral de estudo da Dindmica séo os sistenjasestado evolui no tempo,

tais como sé@o encontrados nas mais diversas aeedSiédicia e da atividade

humana: Fisica, Ecologia, Metereologia, Biologiaofomia, e tantas outras
disciplinas. A &rea tem portanto uma vocacéao plemsenmulti-disciplinar.

A lei de evolucdo pode assumir diversas formasagties, equacdes diferenciais,
equacdes diferenciais parciais, transformacéesuand estocasticos. O objetivo é
construir uma teoria matematica desses processodmitios, que permita

compreender e prever a sua evolugdo, sobretudwa [mrazo (...)"

Soares (2012, p.50) afirma que um sistema dinamimmposto por uma lei de evolucao
gue descreve seu estado ao longo do tempo. Egiadeiser elaborada de diversas formas e pode
ser utilizada para modelar fendmenos de difereduteas cientificas”. Katok & Hasselblatt (1995,
p.1) traduzido e citado em Soares (2012) apreseatdra definicdo, na forma de itens, que possa

contribuir na presente discussao:

“A nogdo mais geral e um pouco vaga de um sistan@ardco inclui os seguintes
ingredientes:

(). Um “espaco de fas¥’, cujos elementos ou “pontos” representam possivei
estados do sistema.

(ii). “Tempo”, que pode ser discreto ou continuo. Eleepsas estender apenas para
o futuro (processos irreversiveis ou nao inversjveil tanto para o passado como
para o futuro (processos reversiveis ou invergivaisequéncia de momentos de
tempo para o processo de tempo discreto revers$t&lem uma correspondéncia
natural com o conjunto de todos os inteiros; inrsdidade corresponde a
considerar apenas os inteiros ndo negativos. Deafsimilar, para um processo de
tempo continuo, o tempo é representado pelo cangmttodos os numeros reais
no caso reversivel e pelo conjunto dos numeros mE&d-negativos para 0 caso
irreversivel.

16 Disponivel enhttp://milenio.impa.br/novo/portugues/areas_dinarsibtm Acesso em setembro de 2015.
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(iii). A lei de evolucdo no tempo. No contexto mais ges&h € uma regra que nos
permite determinar o estado do sistema em cada nmorde tempd a partir de
seus estados em todos 0s momentos anteriores.,Astdinde evolucdo no tempo
mais geral é dependente do tempo e tem memoématanti(SOARES, 2012, p.50)

Portanto, diante das ideias apresentadas antentgmercebe-se que as Cadeias de Markov
sdo um tipo de sistema dinamico. Historicamentesesjetos foram construidos pela primeira vez
pelo matematico russo Andrei Andreyevich MarKo{d856-1922). Em linhas gerais os primeiros
trabalhos matematicos desenvolvidos por Markov recam nas areas de teoria dos nameros e
analise, influenciado diretamente por seu professarrientador, o matematico russo Pafnuty
Lvovich Chebyshe¥? (1821-1894). Chebyshev desenvolveu inlimeros temeen resultados
matematicos envolvendo fracdes contifiygmrém foi Markov que conseguiu estabelecer refcé
entre fracoes continuas e a teoria das probabdglad

Silva (2013, p.20) afirma que as noc¢des iniciaioarendo as cadeias surgiram inicialmente
em um trabalho no qual Markov estudava a probaulkdde uma letra consoante ocorrer em uma
determinada posicdo de uma palavra qualquer. Atdspdde Markov era que tal probabilidade
dependeria apenas se a letra anterior a consam#e fima vogal ou outra consoante. Logo, com a
proposta tedrica de Markov seria possivel relaciangeoria das probabilidades com as “cadeias”
por ele desenvolvidas, por meio de variadveis cugsres mudam com a passagem do tempo. Com
isso, no decorrer da evolugcdo de um sistema em aterndinado instante de tempo especifico,
deve-se, portanto considerar o estado da respe@ni@vel observada, caracterizando o estado do

sistema através de uma probabilidade. Nas palderaston & Rorres (2012):

“Suponha que um sistema fisico ou matematico e$tarelo mudancas tais que a
cada momento ele possa ocupar algum entre um nufiinéo de estados. Por
exemplo, o tempo numa certa cidade poderia estanmerdentre os trés estados
possiveis: ensolarado, nublado ou chuvoso; ou eatéddndividuo poderia estar
num dentre quatro estados emocionais possiveisz, faiste, irritado ou
apreensivo. Suponha que um tal sistema mude coempot de um estado para
outro e que, em instantes predeterminados, obsess/enestado do sistema. Se 0
estado do sistema em qualquer observacéo ndo gerdpredito com certeza, mas
se a probabilidade de um certo estado ocorrer mailgrredita unicamente a partir
do conhecimento do estado do sistema na observagitiatamente anterior,
entdo o processo de mudanca de um estado paracodénmominado uma Cadeia
de Markov ou um processo de Markov.” (ANTON & RORRER012, p.553)

A passagem anterior apresenta e menciona a ociaridgs Cadeias de Markov na forma de
situagbes-problema. Entretanto, Anton & Busby (2G)8esentam a definicdo formal do que seja

este objeto matematico:

" Biografia pode ser acessada leitp://www.ugr.es/~eaznar/markov.hticesso em out. de 2015.

18 Biografia disponivel erhttp://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Byghev.html Acesso em out. de 2015.
¥ Indica-se o seguinte material sobre o assunitp://www.sbm.org.br/docs/coloquios/SE-1.06.pdesso em out. de
2015.
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“Uma Cadeia de Markov é um sistema dinamico no qaaletores de estado em
uma sucessao de intervalos de tempo séo vetone®babilidade e cada um dos
vetores de estado na sucessao dos intervalos ge &mbtido por uma equagéo

da formati(k+1)= P.u(k) onde Pz[ gj] é uma matriz estocasticag € a

probabilidade do sistema estar no estadw tempot =k +1 e no estadoj no

tempot=k. A matriz P é chamada de matriz de transicdo para o sistema.”
(ANTON & BUSBY, 2003, p.228, tradug&o nossa)

A partir do conceito apresentado anteriormente $émue trés ideias essenciais devam ser
consideradas:

() Vetor de estadoConceitua-se vetor de estado em uma Cadeia dkoMaodo vetor

X

V= X.Zl cujai-ésima coordenadax(;1<i<n) seja a probabilidade do sistema estai-Beimo

an
estado naquela determinada observagao.

(I) Vetor de probabilidadeConceitua-se vetor de probabilidade como todeetmrvcuja
soma das suas coordenadas resulta um. Em linguagéematica, se um vetarfor representado
através de suascoordenadas,, X,,, X, ** , %, 1, €NAOX, + Xy + Xy, +---+ X, =1.

(Il) Matriz estocastica Conceitua-se matriz estocastica como toda majtiadrada
construida a partir de vetores de probabilidadecdsiderarmos um conjunto camvetores de

probabilidadev,,V,, v,,---,V entdo segundo Anton & Busby (2003), as colunasndtiz P séo
construidas usando-se os vetores do conjunio, v,,---, V.

Com os conceitos vetor de estado, vetor de prabatié e matri? estocastica apresentados
anteriormente, supondo que seja conhecido um det@stadal, de uma Cadeia de Markov em
alguma observacao inicial, pode-se a partir do ltedo proposto no teorema (1) determinar
sucessivos vetores de estado para a cadeia, a 8abgm,, -, U,, U, ,,

Teorema 1 SeP for uma matriz estocastica de transi¢céd,eo vetor estado da enésima
observacao, entéi,,, = P.U,.

Através do teorema 1 pode-se perceber que a coaesta sequéncia de igualdades de
modo indutivo a seguir seja um procedimento verndadé&lota-se ainda que caso se conheca o

estado inicial de uma Cadeia de Markov € possiyartr deste fazer inferéncias e projecfes para
estimativas de estados futuros da cadeia.

Caso o leitor deseje conhecer mais sobre a matargtivolvida conmatrizes sugere-se a leitura de€dndamentos
de Matematica Elementavolume 4 (oitava edicdo) dos autores Gelson lezzi e Satdaekan (2013).
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Py=P.y 1)

i =PU,=PP = P.y

Antes de enunciar os proximos dois teoremas neéaepsss da seguinte defini¢ao:

Definicha Uma matriz de transicdo € chamada regular sepoténcia positiva da matriz
tem todas as entradas positivas.

Em outras palavras, $&for uma matriz de transicao regular, entdo existeessariamente
algum namero inteiro positivo tal que P° tenha todas as entradas positivas. No caso de uma
Cadeia de Markov ser controlada por uma matriz leegela € denominada Cadeia de Markov
regular. Os préximos dois teoremas fornecem imptetainformagdes as quais sdo necessarias para
compreender o comportamento do sistema em longo pra

Teorema 2(Comportamento deP® quando ¢ - «): Se P for uma matriz de transi¢ao

regular, comc - o (leia-se t tende ao infinity, tem-se:

Oﬂ_ q- “es CI]_
pe q:2 q:z Oe (2)
qn qn cee (1"|

Onde cada um dosg|s” séo numeros positivos tais qae+ g, + g +---+ ¢, =1.

Teorema 3(Comportamento déP.i quandoc — «): SeP for uma matriz de transi¢ao
regular ev um vetor de probabilidade qualquer entdo, com o« (leia-se t tende ao infinit,

tem-se:

o €))

On
Onde g é um vetor de probabilidade fixo, independentendimero inteiro “c” e com as entradas

todas positivas.

Juntando-se os resultados dos dois ultimos teorparasbe-se que uma Cadeia de Markov
regular sempre converge pana Unicoresultado fixo §). Tal resultado chama-se vetor de estado
estacionario ou vetor de equilibrio. A unicidade rdsultado da convergéncia é garantida pelo

seguinte teorema:
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Teorema 4vetor estacionaripp O vetor de estado estacionagaode uma matriz de transi¢ao

regularP € o unico vetor de probabilidade que satisfazuaeipPq=q.

Nota-se que o teorema 4 pode ser reescrito da f()ﬂﬁal\/l d ) G=0, ou seja, através de um

sistema de equagles lineares homogéneo (poisaesuetor nulo0). Na escrita anterior, a

notacdoM, € para denotar a matriz identidade. Ainda, atraésconceitos de autovetor (auto-

espacgo) e autovalor da algebra linear, com baseswtado do teorema 4 pode-se verificar que
para matrizes de transicdo regular, a unidade seraautovalor. As definicbes e teoremas
apresentados nessa secdo desempenharam papebmtgadiirante a pesquisa de doutorado, pois
forneceram os subsidios matematicos necessariasapelaboracéo e construgdo das sequéncias de
atividades utilizadas ao longo dos experimentosei©r interessado em consultar mais detalhes
sobre os conteudos matematicos apresentados na gegé consultar Anton & Rorres (2012),
Anton & Busby (2003), Kemeny & Snell (1976), Behdsr{2000).

3.2 — Escritos sobre o ensino de Cadeias de Markov

Concentra-se na presente se¢do o esforco de aareseieriais e pesquisas ja produzidas
no ambito educacional que objetivaram oportunizestodo de matematica através da apresentacao
e andlise de situacdes-problema envolvendo modulagatematica com Cadeias de Markov. O
repositério virtual do GeoGebra, conhecido coBepGebratub® tem em sua base de dados dois
objetos virtuais que apresentam o estudo de sikggo@blema envolvendo a modelagem
matematica fazendo uso de Cadeias de Markov, aqoefarostrado nas figuras 12 e 13. Os objetos
virtuais, respectivamente, consistem na modelagermothportamento de um jogo de dados e de
um fluxo de caixa em determinado investimento, andalisados conforme varia o tempo no
decorrer do experimento. Ambos 0s objetos estgumodigeis e podem ser acessados através de
gualquer dispositivo com conexadinéernet.

Ao manipular os objetos citados anteriormente,ficarise que ambos sdo limitados em
termos de uma possivel interatividade com o suj&tgrimeiro objeto virtual (figura 12) nao
apresenta atividades ou indicacéo de estudo quea ses produzido a partir do seu uso, deixando a
cargo do professor optar por usa-lo ou pela elglorae atividades que possam ser usadas com

esses dois objetos. No segundo objeto virtual (@idiB) se fornece ao visitante a indicacdo de um

L Repositério de objetos virtuais construidos niveanrie Geogebra. Disponivel ehitp://www.geogebratube.org/
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endereco eletrdniédque tem explicacdes técnicas sobre o problemaCdsH Managemehe um

roteiro com trés atividades que envolvem os cooseipresentados na propria pagina web.

Markov Chain Craps Simulation
Markov Chain Craps Simulation:
The transition matrix for a game of craps is given and taken to a high power to produce the probabilities involved in winning at craps.
Nothing original here; just a Geogebra representation of a common Markov simulation.
E - = &
Markov Chain Craps Simulation i
Rules for craps:
First throw:
701 11 on the first throw wins. St Win  Lose P4 P3 Fe P8 Pa P10
2.3,0r 12 on the first throw loses. - . ‘ Start
Any other number on the first throw becomes the point. ¢ 0'2_22 LT ER 063 QY1 e B0 e Win
Sunseguent throws: ) 0 0 0 0 0 0 0 Lose
Roll the point again and win o0 1 0 0 0 0 0 i} P
Roll 7 and lose. 0 0083 0167 076 0 0 0 0 0 P5
Roll anything else and must roll again T=l00n10167 0 0722 0 0 L] 0 P&
Continue until a win or a loss. 0 0138 0167 O 0 0694 0 0 o Ps
001390167 0 0 0 0694 0 0O Fg
n-81 001110167 © 0 © 0 072 0 R
Humber of thiows (1), g 000830067 O O © O O 075
M, =T"
n
St Win Lose P4 P5 PE P8 P9 P10
. Start
004930507 0 0 0 0 0 O Win
01 0 000000 Faca
000 1 000000 s
003330667 0 00000 P5
My=]0 04 06 D ODDOOD s
0045505450 0 0 0 0 © P8
004550545 0 0 0 0 0 0 73
0 04 06 000000 PG
0 03330667 0 00 0D0O0
Figura 13 —Modelagem matematica envolvendo jogo de dados.
Disponivel emhttp://www.geogebratube.org/student/m14803
A Markov Chain Simulation
A simulation of a Markov chain with a reflecting boundary which resets to an initial value when the boundary is reached.
Edit View Options Help
& a8 B ([c|D|E|F |6 |H|1|J]|K
1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0)
e 2|05 ofos 0o o o o 0o 0f 0 0
3 iy 05 0| 0.5 0 0 0 0 0 0 0f
4 0 0| 05 0| 0.5 0 0 0 0 0 0f
4 + . 5 0 0 0| 0.5 0| 05 0 0 0 0 0f
N 6 0 0 0 0| 0.5 0| 05 0 0 0 0f
k‘\./‘\.)\ T 0 0 0 0 0| 05 0| 05 0 0 0f
, 5 M , ‘ : o s| of of of o o o o0s o os] of o
- ; ’ v " * e ’ b ¢ 5| o of e o of of o o5 ofo0s o
10 0 0 0 0 0 0 0 0| 0.5 0| 0.5
Input:
For a full explanation with context, theory, explanation, application and problems to work, see
http://www.math.unl.edu/~sdunbarl/MathematicalFinance/Lessons/FirstStepAnalysis/CashManagement/cashmanagement.xml

Figura 14 —Modelagem matematica envolvendash Managemeru gestéo do fluxo de caixa.
Disponivel emhttp://www.geogebratube.org/student/m25027

Consideramos que 0s objetos virtuais mencionadesiamrmente néo fornecam os subsidios
necessarios em termos de interatividade e poskiti#is para a acdo do sujeito. Acreditamos que a

manipulacdo dos poucos recursos disponiveis nostosbjndo oportunize ao sujeito construir

Zhttp://www.math.unl.edu/~sdunbarl/MathematicalFaelhessons/FirstStepAnalysis/CashManagement/castgean
ment.xml
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conheciment®, ou seja, com o uso dos objetos virtuais ha apemassibilidade de conhecer duas
situacdes-problema envolvendo modelagem mateméti@abém modificar poucos (quase que em
guantidade infima) parametros na tela do computadso possivelmente limita as possiveis
relacbes que possam ser estabelecidas pelo sogeitiomento de sua exploracdo sobre os objetos
virtuais. Adiante no texto faz-se a exposicao dgstos virtuais construidos para a presente tese, e
também se mostra quais as possibilidades e diEsrem$éos que 0s mesmos oportunizam em
atividades planejadas. Diante dos objetos pesqmssaoiGeoGebratub&estaca-se que a partir dos
dois objetos construidos para este trabalho de pegke-se por meio de alteracdes nos objetos,
obter como produto final os objetos virtuais pesgdos.

Durante a presente pesquisa de doutorado foramntados trabalhos académicos
envolvendo possiveis metodologias de ensino dasi@adle Markov j& foram produzidos no
Brasil. Silva (2013, p.41), em sua pesquisa de na@st nota que “uma pergunta freqiente dos
alunos do ensino basico numa sala de aula de midamé onde se aplica 0 assunto estudado”.
Nesse sentido, sua pesquisa procurou apresentabifidades para o ensino de matrizes e sistemas
lineares, com aplicagdo das Cadeias de Markov rielagem de problemas nas areas de genética,
psicologia e transporte de massa. Em sua pesquisajor apresenta apenas possibilidades de
problemas sobre este contelldo matematico, ndoadgeratividades e experimentos que possam
ser utilizados em sala de aula.

Sobre os aspectos e carater da aplicabilidade tkenrétca, Ferreira (2013) apresenta em
sua dissertacdo aplicacdes da matematica que envahatrizes, com o objetivo de qualificar o

trabalho do professor que atua na sala de aulan8e@ autora:

“O professor de matematica tem encontrado grarfituldiade ao trabalhar com

alguns conceitos dentro da sala de aula, no queedjito a utilidade de tais
assuntos. E muitas vezes o aluno é desestimulagodpsenvolve a matematica
de maneira mecanica, sem saber sua real funcaatid@ano. A proposta é fazer o
aluno perceber que a multiplicacdo de matrizes peete Gtil para resolver

problemas comuns do dia-a-dia” (Ferreira, 2013()p.5

Nesse sentido, a partir da discussdo sobre modelagatematica apresentada na secao
anterior, constatamos que a autora visa a poskili#i ao professor expandir as suas alternativas
didatico-pedagdgicas durante a execucao do trabAlhg@ropor a andlise de situacfes-problema
gue envolvem Cadeias de Markov e fazem uso deasbyéttuais, potencializa-se a acao do sujeito
sobre os objetos em estudo e também se abre pidssibi para a construcdo de novos
conhecimentos. Nesse sentido, Biasi & Domenech2Péh sua pesquisa afirmam que:

% para verificar se tais objetos virtuais cumprefargdo de oportunizar a construcdo do conhecimeene-se fazer
uma pesquisa com a aplicacdo dos mesmos e aradisasultados obtidos. Para a presente pesqussadiaclusées
foram inferidas a partir do uso e percepcéo doralgdese sobre os objetos virtuais mencionados.
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“(...) o desenvolvimento de uma ferramenta de softvgue auxiliasse no processo
de ensino-aprendizagem de métodos estocésticosramide e complementando,

de forma visual, pratica e passo-a-passo (estudgpdd) os conceitos discutidos

em sala de aula. Essa complementacdo € relevaigenpitas vezes 0s conceitos
gue ndo sao satisfatoriamente entendidos, podenetsenados ou reforcados em
um laboratério com o auxilio de uma ferramenta @spgada, que além de

exemplificar conceitos da teoria, pode proporcicamaraluno que ele pratique o
gue foi discutido em sala de aula.” (BIASI & DOME®NH, 2012, p.37)

Com isso, a proposta apresentada anteriorments pekores vem ao encontro de nossa
concepcao sobre a importancia do recurso comput@oi@mo fonte para contribuir na construcao
de conhecimento. Os estudantes envolvidos em uneatelcomputacional no qual a modelagem é
realizada simultaneamente e os resultados obtiddenp ser analisados e interpretados fornecem
evidéncias para uma aprendizagem, supostamenteua@agie. As pesquisas apresentadas na
presente secdo consideram que a construcdo de$epd validacdo das mesmas em um ambiente
informatizado é potencializada pelo uso da tecrialogo mudar na tela do computador os
parametros e condigcbes do problema, os estudadmesat possibilidade de elaborar, testar e
confrontar suas hipéteses, através da construgéanatencdo de argumentos matematicos.

Portanto sdo de grande valia as contribuicbes gupeaquisas apresentadas tém para o
estado da arte envolvendo o ensino de Cadeias dkoWlauma vez que os argumentos dos
pesquisadores convergem quando consideram queocadagdestudantes € fundamental para a
construcdo do conhecimento. A tecnologia e seuapsoecem como fonte catalisadora capaz de
possibilitar ao sujeito avancar na direcdo do commento proposto por meio da investigacdo de

situacBes-problema.
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4. METODOLOGIA

4.1 PROBLEMA DE PESQUISA

Considerando-se como hipotese que a tecnologiamidtica influencia os processos de
tomada de consciéncia e abstracado reflexionantesuwegos envolvidos ao longo do progresso de
sua acao sobre os objetos de conhecimento expiradatribuindo assim para a elaboragéao e
desenvolvimento da forma de pensamento hipotétotHtuo na investigacdo de fenbmenos que
envolvam modelagem matematica com Cadeias de Maalqanesente pesquisa tem como problema
central a ser explorad@omo evolui a abstracéo refletida (abstracéo refleante com tomada de
consciéncia), na construgdo de conceitos matensgtidorante a exploracdo de situacdes-
problemas de modelagem matemética com Cadeias deoMam uma sequéncia didatica usando

objetos virtuais?

4.2 OBJETIVOS

4.2.1 — Objetivo Principal

Pesquisar sobre a evolucdo da abstracédo refletidaaeinfluéncia na construcdo de
conhecimento matematico por sujeitos que utilizdnjetos virtuais na investigacdo de situacoes-

problema que envolvem modelagem matematica comi&ade Markov.

4.2.2 — Objetivos Especificos

Os objetivos especificos desta pesquisa séo:
i) Analisar do ponto de vista cognitivo a evolugdos sujeitos envolvidos nas atividades
propostas a luz do referencial tedrico piagetiano.
i) Verificar como ocorre a elaboragéo e desenvoérnto do pensamento hipotético-continuo dos
sujeitos ao utilizar objetos virtuais na investi@acle situacdes-problema propostas.
iii) Elaborar, justificar, implementar e validar ansequéncia de atividades na forma de um

material didatico que envolva modelagem matem&tioa Cadeias de Markov.
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iv) Fazer uso dos recursos tecnoldgicos digitaasfonma de objetos virtuais de ensino, com o
propdsito de desafiar a aprendizagem dos conamiédsmaticos envolvendo situa¢des-problema
com Cadeias de Markov.
v) Enriquecer a discussdo no campo do Ensino daerviica referente a importancia no
desenvolvimento de propostas de trabalho que eavalguma discussdo entre modelagem
matematica e Cadeias de Markov.
vi) Disponibilizar os materiais produzidos, objetostuais e sequéncia de atividades, na
pesquisa de tese de doutorado na forma de um prddidtico, com o objetivo de proporcionar
a outros professores, pesquisadores ou interessadassunto a futura utilizacdo em novos

experimentos didaticos.

Espera-se, também, que o material produzido npiesese sirva como inspiracao para a

elaboracdo de novas propostas de trabalho, as\gsais qualificar o ensino deste tema.

4.3 ENGENHARIA DIDATICA

Antecipadamente, afirmamos que a engenharia dedaacpresente pesquisa de doutorado
ndo assumird o estatuto de referencial metodologB®yvirA como umanspiracdo para a
construcdo dalesenho metodologiam qual a pesquisa se desenvolveu. Suas cartictexiforam
importantes na concepcao e construcdo do plangateeno desenvolvimento das sequéncias de
atividades propostas ao longo dos experimentogickidd No capitulo seis sera exposto e discutido
mais detalhadamente sobre as quatro fases da emgedidatica ocorridas durante a execucao do
projeto. A seguir faz-se uma apresentagao tedeaandenharia didatica com o objetivo de expor ao

leitor quais as caracteristicas desta metodolagiaatbalho e sua relacdo com a presente pesquisa.

4.3.1 — Caracteristicas tedricas da Engenharia Ditida

O termo ‘Engenharia Didaticaemerge no cenario cientifico no inicio da décddd 980 e
tem grande importancia na investigacao de situagéggjuais o professor de matematica constitui-

se como sujeito reflexivo e consciente de suaqar@dcente. Segundo SIL\&& al (2014b):

“Acreditamos que a engenharia didatica possibdibaprofessor repensar a sua
pratica docente enquanto atua em sala de aulale@tamota-se que a realidade
escolar torna-se cenario para reflexdo, criacAmoaminhamento de propostas
inovadoras de ensino. Ao trabalhar utilizando eséedo de ensino o professor
pode se questionar se é possivel que os alunosdapnedeterminado conteudo
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através de uma sequéncia de atividades que podeepemsada e readequada
durante a execucdo da proposta.” (Sliatal, 2014b, p. 5)

Uma metodologia de trabalho fundamentada nos piogxida engenharia didatica foi

apresentada inicialmente por Michéle Artigue. Aoaaitdestaca dois aspectos essenciais:

“1 — A engenharia didética, vista como metodolatganvestigacdo, caracteriza-se
antes de mais por um esquema experimental baseatteaizactes didaticas” na
sala de aula, isto é, na concepgédo, na realizaghopservacdo e na analise de
sequéncias de ensino. (...)

“2 — A metodologia de engenharia didatica caraztese ainda, relativamente a
outros tipos de investigacdo baseados nas expddQims na sala de aula, pelo
registro no qual se situa e pelos modos de valac® |he estdo associados.”
(ARTIGUE, 1996, p.196)

Sobre a importancia que a metodologia de invedigggoposta pela engenharia didatica
desempenha para o professor, durante seu tralfatigye (1996, p.197) expde que “nao €&, pois,
nos objetivos das investigacdes levadas a cabo seln estandarte, mas nas caracteristicas do seu
funcionamento metodoldgico, que a engenharia di@&presenta a sua singularidade”. Ou seja, o
professor ao investigar o processo de aprendizggmnparte de seus alunos, tem através dessa
metodologia de trabalho a oportunidade de avaliaefetir sobre a sua prépria atuacdo e
participacdo como colaborador na criacao e desenvehto do conhecimento.

A metodologia de trabalho, fundamentada nos priosigda engenharia didatica, atravessa
um processo constituido de determinados niveigada mivel alcancado, o objeto do conhecimento
investigado atinge determinado patamar e os obgtivpropoésitos do professor sdo repensados e
reavaliados. Artigue (1996) propde que a engenhdidatica durante o seu desenvolvimento
atravesse diferentes niveis, formas e graus de legidpde. A passagem de um nivel para o
seguinte constitui uma importante fonte de infordesce conhecimento para o professor. Os niveis,
ou fases, propostos por Artigue como forma de dzggho da engenharia didatica sépalises
prévias(nivel 1);concepcdo do experimento, analise a priori e elabéo das hipétesggivel 2);
experimentacag(nivel 3) eanalise a posteriori juntamente com aalidacdo e avaliacdo da
proposta (nivel 4). A partir de agora caracterizaremos oatm niveis da engenharia didatica,
segundo Artigue (1996), esbocando as principaisctanisticas de cada um, e também suas
contribuicBes para o presente estudo.

As analises prévias no nivel um constituem impdetefionte de conhecimento para o

professor. Apoiando-se em analises preliminaregcéssario, segundo Artigue (1996), que exista:

“- a andlise epistemoldgica dos conteudos visadlzsgnsino;

- a analise do ensino habitual e dos seus efeitos;

- a andlise das concepc¢des dos alunos, das ddiesde obstaculos que marcam a
sua evolucao;

- a analise do campo de constrangimentos no qualavisitua-se a realizacao
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didactica efectiva;
- e, hnaturalmente, tendo em conta os objectivogofipos da investigacdo.”
(ARTIGUE, 1996, p.198)

Um olhar mais detalhado sobre a primeira fase dgerdraria didatica possibilita refletir
sobre a forma na qual a estrutura do trabalho a@esnvolvido pelo professor futuramente deva
ocorrer. Ou seja, o primeiro nivel da engenhauatita tem enorme relevancia para a compreensao
e reflexdo sobre os reais motivos que estdo levanuofessor a desenvolver esta metodologia de

trabalho. Nas palavras de Artigue (1996):

“A primeira fase esté estruturada a volta da amalis funcionamento do ensino
habitual, considerado como o estado de equilibbofuhcionamento de um
sistema, um equilibrio que, durante muito tempoi éstavel, mas cuja
obsolescéncia comega a fazer-se sentir. O extsmgainte pde claramente em
evidéncia as escolhas efectuadas a este nivebmena tomo estas escolhas estéo
ligadas & perspectiva sistémica que constitui adorento tedrico da analise. A
investigacdo aqui documentada situa-se numa péinspele engenharia didactica
classica: considera-se um ponto do sistema didaatigo funcionamento parece,
por razbes que podem ser de natureza diversa, patisfatorio. Analisa-se esse
ponto do funcionamento e 0s constrangimentos quiete a fazer dele um ponto
de equilibrio do sistema e depois, jogando consesiastrangimentos, procura-se
determinar as condi¢cdes de existéncia de um postdudcionamento mais
satisfatério.” (ARTIGUE, 1996, p.199)

Percebe-se na citacdo uma tentativa de busca ldgaefsobre quais aspectos geram, por
parte do professor, uma reflexdo sobre a constrdeddeterminado conhecimento pelos alunos.
Percebe-se que uma analise sobre o funcionamerpioodesso didatico desencadeia, por parte do
professor, reflexdes sobre algumas questdes emddved desenvolvimento de determinado
conhecimento pelos sujeitos envolvidos. Ou sejdyusza por motivos ou razfes que expressam a
necessidade de compreender a complexa organizagstouturacdo de determinado conhecimento,
o professor organiza os principais pontos que lustelisar e refletir sob quais aspectos o sistema
didatico vigente deve passar por uma transformagéoseja, ao promover a organizacdo do
primeiro nivel é possivel avancar para o nivel sgguda engenharia didatica, caracterizado pela
concepcao do experimento, anabsgriori e elaboragéo de hipéteses.

No nivel consecutivo ao primeiro, o professor busecganizar sua acdo sobre um
determinado numero de variaveis, consideradas Ipocagno pertinentes para o estudo. Portanto

pode-se conceber a analseriori como:

“(...) uma andlise do controlo do sentidonuito esquematicamente, se a teoria
construtivista coloca o principio do compromissoatllmo na construgcao dos seus
conhecimentos por intermédio de interac¢bes coerm@iado meio, a teoria das
situacBes didacticas, que serve de referéncia adwlegia da engenharia, teve,
desde a sua origem, a ambicdo de se constituir eonaoteoria do controlo das
relagcdes entre sentidos e situagdes.” (ARTIGUEG1p9204)
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Ou seja, como objetivo da analise priori pode-se dizer que ha a necessidade de
fundamentar de que forma as escolhas efetuadaspoaigribuir no comportamento e nos sentidos
estabelecidos pelos alunos durante sua acao sshybjetos. Tal fundamentacdo sera baseada na
construcdo de hipoéteses, estabelecidas inicialmeete professor, que serdo analisadas e
posteriormente validadas nas fases seguintes @amleaga didatica.

Ainda sobre a andlisepriori, pode-se dizer que a constru¢cdo de hipotesesjectamras por
parte do professor consiste em uma ardua tarefeglvemdo aspectos que vao além do
planejamento didatico. Ao prever como sera o dedeimuento e o comportamento dos sujeitos
diante do objeto de conhecimento, o professor dipegpectativas e formulacdes sobre como
talvez o0 sujeito aja em relagcdo a determinado objatcriagdo das atividades envolvendo o
conhecimento sobre determinado conteldo passaipersals etapas nesse nivel da engenharia
didatica, sendo que as relac8es entre situacdasadid’ e a-didaticaS constituem uma importante
questdo, pois estdo diretamente envolvidas naagia da metodologia. Nos niveis seguintes da
engenharia didatica, além da fase da experimentac@ore também o confronto das hipoteses e
conjecturas com os dados observados durante aggdicla proposta.

O terceiro nivel da engenharia didatica, caracdozpela experimentacdo, consiste em
aplicar as atividades construidas com base nasekigm e andlises priori ja produzidas. Nesse
momento, além da experimentacao, todos os sugiteslvidos passam por momentos de reflexdo
e reconstrucéo. Pela observacdo empirica, o poofpssle certificar-se se o planejamento prévio e
a sua organizacdo das tarefas esta conduzindotudaetes através de um fio condutor pelas
atividades, ou seja, se hd mobilizacdo dos esteslanat construgcdo da compreenséo do objeto que
se estéd investigando. Os estudantes, por outro padem manifestar-se através da sua agdo sobre o
objeto de conhecimento, mobilizando seus difereeggsiemas e estruturas na tentativa de conhecer
0 conhecimento proposto pelo objeto em estudo. &0 ague deriva e ocorre ao longo do
experimento, na terceira fase da engenharia dajationstitui uma importante ferramenta para
andlise e interpretacdo por parte do professas, @substancial a contribuicdo da anélise decerrent

da producéo dos estudantes no momento de valgtapasta metodoldgica de trabalho.

4 para Brousseau (1996, p. 50) quando “o professmupa transmitir ao aluno uma situagéo a-didactieaprovoque
nele a interaccéo mais independente e fecundavebsBara isso, comunica ou abstém-se de comumicafprme os
casos, informacdes, questées, métodos de apreadizdguristicas, etc. O professor esta, pois, gitohum jogo
com o sistema das interac¢des do aluno e com bteprnas que ele lhe coloca. Este jogo ou esta Situangis vasta € a
situagdo didactica.”

% Sobre as situacdesdidaticaspode-se dizer que “o aluno sabe perfeitamenteogoi®blema foi escolhido para o
levar a adquirir um conhecimento novo, mas temathersigualmente que esse conhecimento € inteiramsttficado
pela légica interna da situacdo e que pode corstrsgm fazer apelo a razdes didacticas. Nao s@rmotde, como
deve fazé-lo, por que so6 tera verdadeiramente adgusse conhecimento quando for capaz de amlipéd si proprio
as situacGes com que depara fora do contexto siocgere na auséncia de qualquer indicacéo inteatidima tal
situacao é chamada situacao a-didactica.” (BROUXEHA96, p. 49)
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Durante o processo de investigagdo, € de suma iémoia conectar através de relagdes os
niveis trés e quatro da engenharia didatica. Atguase, ou nivel quatro, consiste em realizar as
analisesa posteriori juntamente com a validacdo (ou refutacdo) dastémed elaboradas na
segunda fase da metodologia de trabalho. SobreAigsgue (1996) afirma que:

“a analisea posteriorji que se apoia no conjunto dos dados recolhidosdguda
experimentacdo: observacdes realizadas nas sedsfessino, mas também
producdes dos alunos na sala de aula ou foraEstes dados séo frequentemente
completados por dados obtidos através da utilizalgiaonetodologias externas:
questionarios, testes individuais ou em pequenogogs realizados em diversos
momentos do ensino ou no final. E, como ja indicgnéono confronto das duas
andlises, a priori e a posteriori, que se fundaresalmente a validagdo das
hipéteses envolvidas na investigacdo.” (ARTIGUEE, 9. 208)

Portanto, a quarta fase da engenharia didaticasmonde a uma andlise complexa por parte
do professor, partindo desde as concepc¢des inagagia proposta metodoldgica envolvendo até o
confronto com a validacdo ou ndo da metodologiadAino quarto nivel da engenharia didatica é
possivel considerar relagcdes que possam ser extai@ed com o nivel inicial da proposta de
trabalho. Isso constitui um momento importante digra processo, pois o0 professor pode através
da validacao interpretar e reavaliar suas concepeglaboradas nas analises prévias.

Com isso, ao considerar as ideias da engenharéiadid oportuniza-se que o professor
repense sobre a pratica docente enquanto atual@mesaula e assim, a realidade escolar torna-se
um possivel cenario para reflexdo, criacdo e endaamento de propostas inovadoras de ensino.
Ao trabalhar através dessa proposta metodolégmafessor pode se questionar se € possivel que
os alunos aprendam determinado contelddo atravésndesequéncia de atividades que possa ser
repensada e readequada durante a execucao datpropos

Quanto as possiveis relacbes da engenharia did&iinaa presente proposta de trabalho,
acredita-se que uma abordagem de situacfes-prolelenodvendo modelagem matemética através
das Cadeias de Markov, a engenharia didatica ssndaelsera através de quatro etapas ou fases,
segundo Silvat al (2014a, p.6):

1) Analise prévia- Nessa fase nos questionamos sobre como ocensimo dos conteudos
propostos e o processo de aprendizagem dos alOnpssquisador observa também quais sédo as
dificuldades apresentadas pelos alunos perante essteudos.

2) Concepcado do experimento, analise a priori e cragias hipdteses- Criacdo da
sequéncia de atividades que constituem o experamé&mrmulacédo, por parte do professor, das
hipoteses que serdo possivelmente validadas duaaxecucdo das atividades.

3) Experimente- Execucéo das atividades planejadas na anterior.

4) Analise a posteriori— Com base nas observagfes produzidas durantesea dia
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experimentacdo, o professor tenta validar ou nduo@deses conjecturadas e assim validar o seu
experimento didatico.

Instaura-se assim um movimento ciclico na propdstdrabalho, na qual a validacdo do
experimento e confronto com as hipoteses possailmaintsignificativamente para uma andlise
sobre as concepcdes e definicbes estabelecidamabses prévias, de acordo com a figura 14. Ou
ainda, nas palavras de Siletal (2014a):

“Observamos que a engenharia didatica constitui metadologia ciclica, ou seja,

o professor pode durante a execucdo do seu roeiatividades (fase 3) se deparar
com novas dificuldades apresentadas pelos alunpseendo foram detectadas
anteriormente (fase 1). Neste momento o professde pedefinir também a sua

concepcao do experimento e criar hipoteses adisioma ainda refutar alguma das
hipdteses anteriores. Assim, uma readequacdo geogieo metodoldgica visa a

contribuir na constru¢cdo e aprendizagem dos caxeale matematica pelos

alunos.” (SILVA, 2014a, p. 6)

Anélise prévia Concepcdo do experimento, analise
(fase 1) | > a priori e criacdo das hipoteses

(fase 2)

Quais problemas de investigagdo posso propor?

Criacdo das hipéteses iniciais:

H1) O uso do software Geogebra contribui no estudo das situagdes-
problema?

H2) Os problemas refletem um contexto pratico e necessério onde a
matemadtica é uma ferramenta para validar hipéteses?

()

Questdes sobre o ensino de probabilidades,
matrizes e suas operagdes, vetores, etc.

Anilise a posteriori
(fase 4)

O que os alunos aprenderam com os experimentos?

Os objetos virtuais contribuiram para a construcdo de .

conceitos matematicos? Experimento

Quais relagdes matematicas os alunos estabeleceram ao (fase 3)

utilizar os objetos?

O uso da tecnologia foi um fator que ajudou ou atrapalhou durante a Modelagem Matemdtica com
execugio das atividades? Cadeias de Markov no ambiente virtual

()

Figura 15— Esquema sobre a engenharia didatica. Fonte &ild (2014a, p.7).

Ao utilizar as ideias e conceitos da engenhariatiid, na concepcédo de Artigue (1996),
como inspiracdo para metodologia de investigacadprasente trabalho, nota-se que 0s conceitos
apresentados sdo de consideravel importancia pamdnaep¢do desta pesquisa. Tentou-se
demonstrar ao longo da presente se¢do que os tmapresentados por Artigue constituem uma
maneira progressiva e continuada que o professorde investigar sobre a aprendizagem dos
sujeitos, a partir da acdo dos estudantes medsaate interacdes com os objetos de conhecimento
propostos em uma determinada sequéncia de atiddat® explorar os niveis ou fases da
engenharia didatica, constata-se a constru¢do deeundrio de investigagdo complexo, no qual as
acOes e relacdes estabelecidas entre seus atoigusonm importantes variaveis na compreensao

pela construcéo do conhecimento em questéo.
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4.4 OS SUJEITOS INVESTIGADOS, MATERIAIS E METODOS

4.4.1 — Caracterizacao do cenario da pesquisa: ogerimentos

didaticos

Desde o inicio do curso de doutorado a ideia deprojeto de pesquisa que envolvesse a
construcdo de conceitos de matematica por meioatkelagem matematica de situacdes-problema
com Cadeias de Markov e fizesse 0 uso das tecaglalgitais através de sequéncias de atividades
foi amplamente discutida junto dos professorestamores.

Durante a presente pesquisa de doutorado ocorrdrémm momentos distintos de
experimentacdo da proposta didatica. As justifieatipara a escolha de trés puablicos alvos distintos
(professores de matematica que atuam profissiomdémestudantes no final do ensino médio;
estudantes de licenciatura em matematica) par&ipart dos experimentos didaticos podem ser
caracterizadas como:

1) Péde-se verificar como os diferentes sujeitos néveis de formacao distintos encaravam
os desafios impostos pelas situacdes-problemaeragm as dificuldades, ao mesmo tempo que
construiam conceitos de matematica.

2) O primeiro experimento didatico serviria como uUtarmémetro” para o inicio de
aplicacdo do projeto de pesquisa construido nooadesdoutorado. Com a proposta da primeira
sequéncia de atividades (Apéndice D) e do objetniali podia-se observar o nivel de aceitacao,
engajamento e participacdo dos sujeitos, bem coerdicar se havia condicbes do projeto
continuar.

3) A escolha dos publicos-alvo no segundo e teraiperimentos didaticos ocorreu pelo
fato do autor da presente tese estar ministranths aegulares de matematica para as turmas
analisadas e este ter o desejo de realizar as imgmeacdes em salas de aula regulares,
independente de qual fosse o projeto desenvolddeunso de doutorad® Depois de ter ocorrido
0 primeiro experimento e os resultados obtidognesielo considerados satisfatorios, considerou-se
a possibilidade de realizar as demais experimeesag salas de aulas regulares com o motivo de
tornar o ambiente da pesquisa 0 mais proximo dalael@ profissional vivida pelos professores de
matematica. Ao usar a sala de aula “regular” paaizar a experimentacdo com todos 0s
estudantes da turma se objetivava mostrar comeida feal e diaria” do professor de matematica

% Na dissertacdo de mestrado, o autor da presesgetambém fez experimentacdes didaticas que emaaivama
turma regular de estudantes do ensino médio. Pars detalhes consulte: SILVA, R. 6. uso de problemas no
ensino e aprendizagem de funcbes exponenciais eddtmicas na escola basicaPorto Alegre: UFRGS, 2012
(Dissertacdo de Mestrado em Ensino de Matemafiisponivel emhttp://www.lume.ufrgs.br/handle/10183/49422
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tais momentos ocorreriam, como também, mostrar gue uma sala de aula regular ha a
manifestagdo das mais variadas formas de constdggioconceitos matematicos pelos estudantes.

Em momento algum a justificativa (3) objetivou dons um cenario de investigacdo que
pudesse ser considerado como uma “sala de auld idlbaejou-se com a terceira justificativa que
ao apresentar experimentacfes que envolvesse teimpasse que TODOS os estudantes regulares
da turma participassem das atividades, independéose niveis cognitivos e conhecimentos
matematicos previamente construidos poderiam eaizat melhor o cendrio de investigacao da
pesquisa, bem como obter resultados mais proxinegedlidade escolar vivenciada pelos
professores de matematica. A seguir procuramogarglam termos de materiais e métodos
utilizados, o desenvolvimento dos trés experimedidéticos.

Observou-se, para a realizagcdo do experimentoopilonh conjunto de 20 participantes,
constituidos por alunos de graduacdo em liceneaiaor matematica e professores de matematica
da regido de Passo Fundo (RS). Esses docentesrhpeidicipado de uma oficina pedagdgica
intitulada “Cadeias de Markov e Geogebra: modelagem matemati@ possibilidades para a
construcdo de conceitos através do uso de objetdetuais”, que ocorreu em um congreésoa
Universidade de Passo Fundo (UPF). Inicialmenpgpposta do minicurso consistiu em apresentar
uma situacao-problema na qual se buscou, atravési@Essivos questionamentos, verificar se o
objeto de aprendizagem poderia contribuir na cag&tr de uma solucdo para a questéo central. No
Apéndice D apresentamos a sequéncia completavidsales desenvolvidas.

O objeto construido neoftware GeoGebra cuja interface € apresentada na figuriil5
utilizado pelos alunos da oficina durante a execuwlgs atividades e permitiu que a modelagem da
situacao-problema proposta fosse possivel de sdizada. Em nenhum dos trés experimentos
didaticos realizados durante a pesquisa aplicalegama atividade que nao fizesse uso do recurso
digital, logo a andlise das producdes dos sujedtdeita com base nas interacfes e relacbes
estabelecidas pelos sujeitos participantes aoagsalbjetos virtuais.

Com o auxilio dosoftware GeoGebra, desenvolvemos um objeto virtual que uava
desafiar e auxiliar o sujeito na investigacao tlzagéo-problema. Na interface do objeto é possivel
identificar uma regido sinalizada por [1], que d¢stes nas ferramentas disponibilizadas para o
usuario. O sujeito pode através de alguns comafed®@s modificacdes em diversos parametros,
com o objetivo de ajustar o software de acordo som necessidade. Apds realizar os ajustes é
possivel visualizar na regido sinalizada por [2jue ocorre ao longo do experimento. Ao realizar

modificacdes nos parametros é possivel que o wsuérifigue simultaneamente o que ocorre na

2 Eventos intituladosV Jornada Nacional de Educacdo MatemétieaXVIll Jornada Regional de Educac&o
Matematicaque ocorreram em 2014, na cidade de Passo FuigjoDisponivel emhttp://www.upf.br/jem/
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area indicada em [2], podendo assim testar e validas hipdteses, conjecturas e argumentos

construidos no decorrer da proposta.

Cadeia de Markov — 2D
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Figura 16 —Interface do objeto virtual construido no GeoGebrsado na oficina pedagogica.

A oficina pedagdgica, que ocorreu no laboratérioirfermatica da instituicdo sede do
evento, foi organizada ao longo de trés momenRexté¢ 1) Motivacéo: problema inicial; (Parte 2)
Explorando o objeto virtual e (Parte 3) Exploraadeadeia de Markov. Em cada uma das etapas os
sujeitos se deparavam com questionamentos que avaloc em prova as suas hipoteses e
conjecturas elaboradas. Verifica-se que o conjuetatividades aplicadas constituiu uma fonte
inicial para a compreensdo de como € possivel gio e uma situagdo-problema construir um
cenario que possibilite a elaboracéo e construedmdceitos matematicos e também para verificar
0 nivel de aceitacdo dos sujeitos envolvidos didiatgroposta entdo apresentada. A tecnologia,
presente no recurso utilizado pelos alunos, pdgsibique através do exercicio de sucessivas e
progressivas abstracdes fosse possivel aprendemdiata (isto serd discutido no capitulo 5), uma
vez que as atividades exigiam do sujeito a corstagdo sobre o objeto de investigacéo.

Apés a realizacdo do primeiro experimento, a paitis observacdes realizadas pelo
professor-pesquisador envolvido e pelos apontarsestigeridos pelos participantes da oficina
pedagdgica, foram feitas algumas alteracdes nailades e no objeto virtual. Tais alteracdes
tinham como objetivo tornar o objeto virtual e a@gncia de atividades mais qualificadas em
termos de forma e conteudo, para futura aplicagd@pnoximos experimentos.

Para as etapas seguintes da presente pesquisdetonsse para serem investigadas duas
turmas de estudantes regularmente matriculadoscas®s de Licenciatura em Matematica e
Técnico em Plasticos Integrado ao Ensino Médio miiituto Federal de Educagéo, Ciéncia e

Tecnologia do Rio Grande do Sul, campus Caxias do /& seguir, apresenta-se uma breve
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caracterizacdo dos sujeitos investigados, bem cosnmotivos que conduziram para a escolha
desses sujeitos.

A aplicacdo da sequéncia de atividades (Anexo Bja m turma de estudantes da
Licenciatura em Matematica, ocorreu durante a epdxua disciplina de Modelagem Matematica
sendo que a mesma é ofertada no segundo semesp@l8e Ao todo foram realizados cinco
encontros com atividades presenciais de 3h20mdaygstmcorridos em um dos laboratérios de
informatica da instituicdo. Ocorreu também umaidéide em um momento ndo presencial na
instituicdo, onde os estudantes acessaram o obigt@l através da internet e assim puderam
construir suas producdes. A turma da disciplindldeelagem Matematica consistia em um grupo
com 6 estudantes, regularmente matriculados nm aeslicenciatura em Matematica sendo que
metade da turma ao final do semestre (2015/2) egrisssa do curso.

Os estudantes foram alocados de forma individual smmputadores, porém em diversos
momentos realizaram discussfes e reflexdes entr@cempanhadas pelo professor. O uso dos
objetos virtuais “Cadeia de Markov — 2D” e “Cadd@a Markov — 3D” ocorreu através do acesso
pela internet e os registros escritos foram prathszipelos estudantes de forma individual em
papel, no material fornecido pelo professor.

Apo6s cada encontro o material produzido por cadadosi seis estudantes da turma foi
digitalizado e armazenado pelo professor, pararduandlise da producdo. Sendo assim, o
manuscrito individual de cada participante foi egtre de volta a um dos estudantes da turma.
Também foi informado antecipadamente aos estudamies o material constituiria um dos
instrumentos de avaliacdo para a disciplina de NMgden Matematica que se desenvolve em
2015/2.

A disciplina de Modelagem Matematica atualment& edocada no oitavo semestre do
curso de Licenciatura em Matematica, e tem cometiwbj principal, apresentado no Projeto
Pedagogico de Curso (PPC), conforme Anexo G, “tiseufilosofia cientifica da modelagem
matematica através de problemas que se apresemtaituacdes concretas” (PPCa, 2011, p.61).

Neste sentido, considera-se como relevante a gfbca reflexdo sobre o conhecimento
matematico produzido através de uma sequénciaiaidéhvolvendo Cadeias de Markov. Tal
relevancia justifica-se pelo fato da ementa daiglisa caracterizar como importante e essencial o
desenvolvimento de propostas de ensino que possaimbair para a reflexdo sobre a importancia
do estudo e interpretagdo de situa¢gfes envolvespkrtos de modelagem matematica. A ementa da
disciplina propde que:

“Este componente curricular busca a caracterizaligidlodelagem Matematica
como método de pesquisa cientifico e como metodolbg ensino. Elaboracéo de
projetos de modelagem matematica dirigidos parasime fundamental e médio.
Construcdo de modelos matematicos de diversos femdsn incluindo a

implementacao de simulacdo numeérica e analisesté#tados.” (PPCa, 2001, p.61)
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Na passagem anterior nota-se que a disciplina ddeldgem Matematica no curso de
graduacdo em Licenciatura em Matematica deva tercaréater investigativo e que sirva para
desafiar os estudantes a contextualizar e probiesnats mais diversos fenbmenos que os cercam,
através de técnicas matematicas.

Destaca-se como essencial que tais estudantegefaleodesenvolvam métodos de ensino
que visem o aperfeicoamento e a qualidade do efsisizo, enquanto estiverem atuando como
professores de matematica. Com base nessas idsieslheu-se a disciplina de Modelagem
Matematica para realizar a investigacdo, discusséanstrucédo de possiveis modelos matematicos
que envolvam Cadeias de Markov através do usoades@s tecnoldgicos. Tais modelos envolvem
a aplicacado de diversos conceitos mateméaticos, dambém a construcdo de novos conceitos,
originados da elaboracéo, criacéo, validacao/raitagdo de hipoteses.

Para o nivel basico de ensino a aplicacdo e tigegsio envolvendo a sequéncia de
atividades ocorreram com uma turma do quarto angculso técnico em plasticos integrado ao
ensino médio da mesma instituicdo. A turma era omtap por um grupo de 14 estudantes
regularmente matriculados no curso Técnico em iPté&stntegrado ao Ensino Médio. No projeto

pedagogico do curso, um dos objetivos na formag&edtudantes é:

“O Curso Técnico em Plasticos visa formar profisaie capazes de contribuir com
o desenvolvimento local e regional na sua totaédaanto nos aspectos sociais,

7

politicos e econdémicos. A formacdo do técnico desteo século é concebida
como umagente da construcéo e aplicacdo do conhecimergadob a funcédo de

organizar, coordenar, criar situacfes e tomar déwms (grifo nosso). Nesse
sentido, sua formagdo observara os principios adotes das Diretrizes
Curriculares Nacionais para formagéo de profisssotecnicos de nivel médio.”
(PPChb, 2010, p.10)

Consideramos essencial a discusséo sobre os obgtmshecimento investigados do ponto
de vista da modelagem matematica. Desejamos quesska feita também com estudantes do nivel
basico de ensino. O projeto pedagdgico do curspgercontemplar uma formagdo que possa
desafiar os sujeitos envolvidos na construgdo &ag@do do conhecimento convergente com a
proposta do presente trabalho de tese. Buscourageéatda aplicacdo de uma sequéncia de
atividades, envolvendo modelagem matemética comei@adde Markov, proporcionar aos
estudantes do ensino médio a investigacao e cgastde alguns modelos mateméticos que tem, de
forma relacionada, os seguintes contetdos: matezesas operacdes, vetores, probabilidade e
estatistica.

No projeto pedagdgico do curso (PPCb, 2010, pedhforme Anexo D, propde-se que 0
ensino da matematica seja capaz de envolver cdaggfis no desenvolvimento de capacidades para
desenvolver célculos como também colaborar naprétarcao de problemas interdisciplinares e do
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seu cotidiano. Com isso, é notorio que atravésasaanproposta de trabalho que envolvesse uma
abordagem de situac6es-problema sobre modelageemidiata com Cadeias de Markov no ensino
médio visamos qualificar a formacdo dos estudam@so também verificar como a tecnologia
influencia na construcdo dos conceitos matemagoweslvidos.

Nossa intencéo foi, através do uso da tecnolodgoanratica, desafiar o estudante para que
se envolvesse na concepcao, formulagdo, validaféofrulacdo, construcdo de um possivel
modelo matematico para as situacdes investigadasnblogia surgiu como uma possibilidade de
colaborar para que os sujeitos se envolvam na&tirdg investigacdo sobre o conhecimento. Sendo
assim nota-se que a tecnologia com suas ferramentasursos fosse uma facilitadora para os
calculos aritméticos, e também que fosse possiwebg estudantes do ensino médio participassem
da presente proposta, propondo e desenvolvenduiéegtrs para as eventuais tomadas de decisao e
construcao, validacdo/reformulacao de suas hipgitese

Do mesmo modo que a investigacdo contemplou oda#ies no ensino superior buscou-se
verificar juntamente com o0s estudantes do quarto dm ensino médio o desenvolvimento das
formas de pensamento que valorizam a qualidadeétipo-continua. Buscou-se verificar como a
tecnologia utilizada na investigacao, na forma lojetos virtuais, contribuiu durante a construcao e
manutencao das formas de pensamento que ocorrergnocesso de construcdo do conhecimento.
Para os estudantes do quarto ano do ensino magiicacdo da sequéncia de atividades (Anexo E)
ocorreu a partir de maio de 2015, nas aulas rezgil#a disciplina de matematica, ao longo de cinco
encontros presenciais de 1h40min cada, em um dasakdrios de informatica disponiveis na
instituicdo. Os estudantes foram alocados de foimdasidual nos computadores, porém em
diversos momentos realizaram discussoes e reflexttes si, acompanhadas pelo professor. O uso
do objeto virtual “Cadeias de Markov — 2D” ocormm acesso pela internet e 0s registros escritos
foram produzidos pelos estudantes de forma indalicem papel, no material fornecido pelo
professor ao longo das aulas.

Apdés cada encontro o material produzido por catladeste foi digitalizado e armazenado
pelo professor, para futura andlise da producdnd@eassim, o manuscrito individual de cada
participante foi entregue de volta para cada um glagorze estudantes da turma. Também foi
informado antecipadamente aos estudantes que aiahatenstituiria um dos instrumentos de

avaliacdo para o segundo trimestre do ano letiva0d&.
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4.4.2 — Materiais e métodos: eoftwareGeogebra e os objetos utilizados

O software GeoGebra, nas palavras de seus idealizadoresm“goftware de matematica
dinamica que junta geometria, algebra e célculdegenvolvido para a aprendizagem e o ensino da
matematica nas escolas por Markus Hohenwarter eeguige internacional de programadof&s”

Sua interface esta apresentada na figura 17.

O aectebe i T T T T T e et

Arquiva Editar Exibir Opcbes Feramentas Janela Ajuda

(1] | [3]

Entrada L 4 . &
Figura 17 —Interface dsoftwareGeoGebra (versdo 4.4.45.0)

A janela principal do software tem quatro diviséespartes que podem ser exploradas pelo
usuario. A primeira parte, identificada por [1] s@mte na chamadgnela de algebraonde o
usuario pode visualizar todas as relacbes matemsationstruidas. As relacdes ficam expostas
através de uma lista que organiza os itens atde/éategorias: pontos, segmentos, retas, poligonos,
funcBes, matrizes, entre outros possiveis objeta®méticos. A segunda parte, indicada por [2]
corresponde aos comandos de construgcdo atravdsotliss de atalhos. O usuario pode optar em
usar esse comando para evitar fazer uma construigéamatica na qual o resultado € semelhante ao
produzido pela utilizacdo desses comandos. Por @rema constru¢cdo geomeétrica rigorosa da reta
mediatriz de um segmentaB, parte-se inicialmente construindo uma circunfei@me centroA
passando pelo pon® Analogamente, faz-se uma circunferéncia de cdhfrassando pelo ponto

A. Os dois pontos obtidos da intersecdo das duasnéaréncias definem uma reta, que é a

% De acordo conittp://wiki.geogebra.org/pt/P%C3%Algina_Principal
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mediatriz do segmen#®B, ou ainda, a reta que passa pelo ponto médio gimesgo AB e é

perpendicular ao segmenfB. A figura 18 ilustra a construcdo explicada aotenente.

& oo ) o =T
Arquivo Editar Exibir OpgBies Ferramentas Janela Ajuda
A N N ) . . : Ij -
NG EoERNEED :
b Janela de Algebra 19 | acic ]
\ - RetaPerpendicular .
= Conica =] L
J c{x-3P+{y-2) [
3 d:{x-6F+{y-4 _— RetaParalela ~
= Ponto / Constru;ao H
@ A={3,2) " Mediatriz <:| %
3 B=(6,4) > via atalho
il {8 1y 0} - Bissetriz E
L-G D=1{6.23,04)
= Reta
@ b:52x+346y=| F 8
- Segmento '.O Reta Tangente
e a=361 'y
@ Reta Polar ou Diamefral 54
Construgdo que utiliza as
] g . ro w
7 Jesiai e 4 propriedades geométricas
/
5\ Lugar Geométrico i
| /3
1 I
'
24
CERE |
T a‘ T
4 b | & 1 11 12 13 14 15 18 17 18 19
1
24
3]
4]
5]
Entrada; (K1)

Figura 18 —Construgéo da reta mediatriz smitwareGeoGebra (verséao 4.4.37.0)

A terceira parte indicada por [3] na figura 16 esponde janela de visualizacadE o lugar

onde se visualiza a construcéo ou esboco dos shjetematicos. Nessa parte é possivel visualizar

0 esboco das construcdes definidas através deébeslagatematicas geométricas ou algébricas. E

possivel movimentar e relacionar as constru¢cdessquexpdem através dessa janela. O usuario

pode através dessa janela desenvolver o pensalmpotético-dedutivo, por exemplo, ao explorar

situacBes que envolvam aspectos da geometria digfAmi

A parte indicada na Figura 1 por [4] correspong@n&la deentradas ou seja, é através dela

que o usuério pode definir os objetos matematicéendtodem ser usadas relagdes implicitas ou

explicitas para definir os objetos que ficardoatisis na janela de algebra. O uso da janela de

entrada permite ao usuario definir objetos tais aopontos, matrizes, vetores, funcdes, dentre

outros objetos matematicos. A figura 19 ilustrauakyexemplos de comandos que aparecem como

possibilidade para o usuario utilizar.

®Gravina (2001) em sua pesquisa de doutorado exglomnstrucdo do pensamento hipotético-dedutivaspel
estudantes envolvidos na investigacdo de probleilmagometria plana, através do progresso de soeeatdituacdes
gue envolvam a geometria dindmica.
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Pontol <Objeto-]
Ponto] =0bjeto=, <Pardmetro= |
Ponto] =Ponto=, =Vetar=]
PontoDelnflex3o] =Polinémio= ] Matrizinversal =Matriz= |
PontoEm| <Regido=] Matrizlnversal =<Funcio= |
_|PontoMaisPraximal =Caminho=, <Ponto=] = | !M_El_t[igfl'rgp_s_p_q_s_t_e_l_[ﬂtli?I i

Entrada:|po | Entrada: | miat |—

m

Entrada: |vetor . Entrada:|iunc
atal Fi

\Funcdol =Funcio=, =Valor de

¥ Inicial=, =\alor de x Final= ]|

ati -
‘Vetor] =Ponto Inicial=, =Ponto Final= ] =
VetorCurvatural =<Ponto=, =Funcio=] -
VetorCurvatura] =Ponto=, =Curva=]
VetorPerpendicular] =Reta=]
VetorPerpendicular =Segmento= ] el |

Figura 19 —Exemplos de comandos na caixa de entradaftovareGeoGebra (versédo 4.4.37.0)

Desta forma, procuramos com a presente secado afEesalgumas caracteristicas do
softwareque foi utilizado na construcdo dos objetos vigusados na investigacdo de doutorado.
Destaca-se que além das caracteristicas apresenagd® ha muitas outras que podem ser
encontradas neoftware cuja extensdo do texto ndo permite apresentaénpa@omo convite
sugere-se a leitura do manual de instrutoes

A partir do uso do software GeoGebra foram condgtisiie disponibilizados no repositério
virtual do GeoGebra dois objetos virtuais, “Cadi@aMarkov — 2D” e “Cadeia de Markov — 3D”,
ambos apresentados nas figuras 20 e 21 a segdi. @a deles tem dois ambientes de trabalho
gue, nas figuras abaixo, foram indicados por [f8}e

No espaco [A] € oportunizado ao sujeito que estdipoéando os objetos virtuais visualizar
geometricamente o que ocorre com a representac&etdoenvolvido nos calculos. O espaco da
parte [B] consiste em uma janela predominantemalgtebrica, onde h& pardmetros que podem ser
modificados e, consequentemente, alteram os rdssltasualizados em [A]. Em [B] é possivel que
0 sujeito explore a operacao de potenciacdo envdtvenatrizes quadradas de ordem dois e trés.
Ainda é possivel explorar o conceito de escalayas s£onsequéncias no estudo de situacdes-
problema, motivadas a partir da diversidade do8rfeamos observados na realidade.

Ambos os objetos foram construidos e disponibibzada internet, para que qualquer
pessoa interessada no assunto possa acessar eetoRbke ressaltar que durante os experimentos
didaticos dois e trés realizados com o0s estudaidesnsino médio e ensino superior, todas as
atividades propostas foram realizadas fazendo gsobgetos virtuais pela internet. Em nenhum
momento o site onde eles estdo hospedados teviemalbécnico, ou falha detectada, mostrando
assim estabilidade no uso deste material pela web.

Durante a aplicacdo das atividades, os registmdugidos pelos estudantes foram feitos em

% Disponivel enhttp://static.geogebra.org/book/intro-en.pdf
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papel, para que posteriormente fossem realizadasaises. As sequéncias de atividades utilizadas

ao longo dos dias nos experimentos estdo dispanivtegralmente nos anexos E e F.

¢« GeaGebra
Cadeia de Markov - 2D

1 Ly
) [A]
f 1 Cadeia de Markov — 2D
Matrizes usadas ; )
Poténcia da matriz M
(0 0
) M*(o o) M":(é[ll)
P =0 Pyp=0 p-0
7 .
Py =0 Pz=0
-
6 u=0
0
Condig3o inicial = 0= (O) 2l
5 [B]
Resultado — MP-u = (g)
n=0
F Escalal:10" »——
Real — 10" MP -1 = (0)
5 0
n=-_1{0
[lpica Real = 10" .4 = 0
! [[] coordenadas
[Jrastro *Para limpar o rastro aperte : Ctrl + Shift + F
B o
:]: o 1 2 2 4 5 6 7 g 2 12 13 14 15 16 18

Desenvolvido por: SILVA R. S; BARONE, D. A. C; BASSO, M. V. A
PGIE - UFRGS

Figura 20 —Layout do objeto virtual Cadeia de Markov — 2Dsinivel em:
http://tube-beta.geogebra.org/material/simple/i6 65

< GeaGebra

Cadeia de Markov - 3D [A]
Cadeia de Markov — 3D < |
P =0 e iy Matrizes usadas
[ [ - )
By =0 B,;=0 Pes=0 00 0 3 . !
- * - M = (0 0 o) P [}
Py =0 P32 =0 Ps3=0 0 oo 3 5 i
* §
e
Condi¢ao inicial Poténcia da matriz M
4-0 ";0
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-0 i={0 100
e 0 MP = ( 0 1 0 )
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Desenvolvido por: SILVA, R. S.; BARONE, D. A. C; BASSO, M. V. A.
PGIE - UFRGS

Figura 21 —Layout do objeto virtual Cadeia de Markov — 3Dsfinivel em:
http://tube-beta.geogebra.org/material/simple/iti %9
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5. ANALISE DOS EXPERIMENTOS A LUZ DA EPISTEMOLOGIA
GENETICA

O presente capitulo propde-se a apresentar, refetiliscutir a producdo dos sujeitos
envolvidos durante a realizacdo dos trés experipsette pesquisa. Apresentam-se 0s resultados das
producdes fazendo possiveis relacbes com a fundagdentedrica discutida anteriormente: a
epistemologia genética de J. Piaget. Pretende-gemantar que por meio da modelagem
matematica e fazendo uso das tecnologias digitamstrucdo do conhecimento matematico pelos
sujeitos consistiu em um processo gradual, aconguEnklo aperfeicoamento das suas proprias

acOes, sejam materiais ou mentais, sobre 0s olgetastudo.

5.1 O EXPERIMENTO PILOTO

5.1.1 — Um primeiro experimento usando o objeto viual

O experimento piloto, realizado com o uso do objettual (figura 14), possibilitou
verificar que o desenvolvimento das mais diversamds de pensamento dos sujeitos passa por
niveis sucessivos e graduais de abstracfes e terdadaonsciéncia. SILVAt al (2014b) apresenta

e discute alguns resultados obtidos com a realivdeaim experimento inicial, destacando que:

“Ao longo da sequéncia de atividades, nota-se queamria dos alunos foi

gradualmente construindo e elaborando os métodasgpeesolucdo do problema
proposto, caracterizando um pleno exercicio derad#x. Notou-se que a
abstracdo reflexionante ocorreu em diversos caseguida de tomada de
consciéncia produzindo a construgdo do conceit@védr da abstracdo refletida,
uma vez que o0 sujeito estava coordenando as sda&s &n pensamento para
comunicar o resultado matemético.” (SILeAal,2014b, p. 9)

Nos guestionamentos iniciais do experimento buseowerificar se 0s sujeitos eram
capazes de, através de uma leitura inicial sobsguacao-problema apresentada, extrair e citar
informacBes matematicas que pudessem ser percefmdasunciado da questdo. Notou-se que 0s
sujeitos citaram diversos e diferentes assuntosm@tcos, entre eles: porcentagem, taxas, regra de
trés, probabilidade, sistemas lineares, estatjdticgdo exponencial. As estruturas de pensamento
ja presentes nos sujeitos mobilizam os esquemasi@sres que, por sua vez, agem na direcao da
expressdo dos resultados, tratando-se de uma wtagie da abstracdo pseudo-empirica

manifestada pela acéo do sujeito sobre o objefigufa 22 mostra exemplos disso:
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Parte 1: Motivagéio — Problema inicial

“Supanha que no ano 2000 a taxa de migracdo de uma cidade para o seu subiirbio seja de 5%. E que
durante o mesmo ano a taxa de migragdo entre o sublrbio e a cidade seja de 3%. Se a populagdo
observada no ano 2000 foi de 600000 habitantes na cidade e no subirbio foi de 400000 entdo qual a

populagdo estimada para o ano 2001?”

(Q1) Apds a leitura da situacdo-problema acima, vocé consegue citar os assuntos matematicos
que esto envolvidos no problema?

Qﬂmntc.ny e
12 AA.?\.C.SE/ 2
@Li(é{u(& e s [E.1]
Brkodolua
( ) N&o assimilei a pergunta.

(Q1) Apés a leitura da situacdo-problema acima, vocé consegue citar os assuntos matematicos
que est3o envolvidos no problema?

z Suhimman 2

7 ? [E.2]

( ) N&o assimilei a pergunta.

(Q1) Apds a leitura da situagdo-problema acima, vocé consegue citar os assuntos matematicos
que estdo envolvidos no problema?

e l)oou‘cfv‘l*a‘(jem
¢ Eghmathva
o Funcos Linear [E.3]

a

() Nao assimilei a pergunta.

(Q1) Apds a leitura da situacGo-problema acima, vocé consegue citar os assuntos mateméticos
que estdo envolvidos no problema?

?\f:?\ o germ & P e L989
.54[-%:(,53 ~ Do lon=a, '
Ta )U.w’&

\9 WY&WLNCM
(Ao

Nm’vmw

[E.8]

() N&o assimilel a pergunta.

!

(Q1) Apés a leitura da situagdo-problema acima, vocé consegue citar os assuntos matematicos
que estio envolvidos no problema?

émmﬁam amunio four oo : /MMQW jwwe ucﬁ““ ' O/r}.mac

e

[E.11]

() N3o assimilei a pergunta.

Figura 22 —Assuntos citados por estudantes em Q1. Fonteivargassoal.

As estratégias desenvolvidas pelos participantas de diferenciadas entre si sugerem que
diante de uma determinada situacdo-problema apeelerna qual o sujeito ndo conheca
previamente informacdes ou saiba qual é a resolpaé®m o problema, oportuniza o exercicio da

criatividade e a mobilizagdo por parte dos sujeitlzs regulacbes ativas. Conforme dito
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anteriormente no capitulo sobre epistemologia gemeéds regulacdes ativas sdo o motor da tomada
de consciéncia uma vez que através delas sejavpbasi sujeito (re)construir conhecimentos por
meio de sucessivos e graduais aperfeicoamentos omada de consciéncia. Depois de
possivelmente assimilada a situacao inicial, osigi@antes esbocaram algumas estratégias para
resolver o problema e obter as estimativas saliageem Q2 conforme mostra o exemplo da figura
23. Apés, em Q3, os participantes fizeram a aplicado método possivelmente desenvolvido no
guestionamento anterior, mostrando j& aplicac@glens conhecimentos mobilizados.

(Q2) E possivel através de relagdes matemadticas evolvendo os assuntos citados por vocé na Q1
elaborar a solucgo para a situagio-problema inicial? Construa uma solugdo para o problema.

ENncontre  Uvma Cw\m B Pora a E;c.j\. Ny J\%aﬁﬂa-h
s EM U cno  a Jqu:p e m\SruueL, de vma cidede g
o ;J‘_bur bo de 572 e evre o Subirhic e a cldcdld
| € de 3V . Se a opo \aca\ chosecyad ﬁr_r ey

3 S o 5
habita v‘]-\c,f)ufeh\"% un\ & #PQPU\CACI'B—’ e shma
da P o5 one S Jﬁﬁt\ﬂ'\f,g foran

%a

P" e St & B amigs TR ey,
Lo (ks ol purabro.

{ ) N3o assimilei a pergunta.

(Q3) A solugdo proposta por vocé na Q2 pode ser usada na construgdo de uma estimativa para a
populagdo em 2002? Justifique.

[E.3]
Ko Qp=t 6w oo (5% = 3000 halrtaakis
m HOO.coo X3, = 4200 Jhedhlaniy
Cidade = Goo.ooo - Ba0-5 0 BEO A 12060 = 563 600
subdrbios b cce —~ 12000-388 66O +3Dco= haeg ovO
() N&o assimilei a pergunta.
(Q2) E possivel através de relacdes mateméticas evolvendo os assuntos citados por vocé na Q1
elaborar a solucdo para a situagio-problema inicial? Construa uma solucdo para o problema.
codode — su&u’r!(z};'o . 5/, ‘ 5/({@ 600.00¢ (3 ’2001
subSphrg — crovolt: 3/ 000
rb/o | 5 . Looogd - 30 C,Lf/C’C[‘ :(;00-000' 300004 (2000
600000 DCIOG& 7 Ao Hpaool = 5’6{. OOO,——’
00.000) .5y T on L (;
100.000) .50 bvrbn'® ’5/ ?OC‘GW/ _ (2000 slwlio . 400000 1 (2000 +405
" 414 %
( ) N&o assimilei a pergunta.
< - [E.11]
(03) A solugdo proposta por vocé na Q2 pode ser usada na construgdo de uma estimativa para a
populagdo em 20027 Justifique.
Dé /CC‘?L:LOL.L(ITJ’)J) o WLL'W?’?M 71‘/’"-/‘1/7 ole /mj/‘ aa«:‘a 0/& b uw-ﬁluc?”
/’@a&mm 4 J[’V?’]u.’( @fw/au[wfvﬁ) Vg 2002
57de 552000 5. 004 ﬂ S
%/ 552000 — 19/00 Q@/M&f 543000 - 29100+ (4550 =563,
7
o& Hg 000 5(/5;,’%;1’6 ¢ 418006 - 1 1540 £ 29100= 134,960
yigoty 454 0
ig/ﬁ () N&o assimilei a pergurQ

T

Figura 23 —Estratégia de dois estudantes para resolver a@® Eonte: arquivo pessoal.
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Ao longo de todo o experimento pode ser percebigdarde a execucao das atividades o
envolvimento dos participantes, no sentido de quevés da elaboracdo de alguma estratégia fosse
possivel mobilizar-se na criacdo de uma solucda paguestdo proposta. As atividades iniciais
valorizavam a experimentacdo por parte dos sujeltosituacdo-problema proposta, através da
manipulacédo de informacgdes predominantemente @bpda eles por meio de abstracdes pseudo-
empiricas.

No momento que o0s sujeitos foram questionados solmw& possivel generalizacdo dos
procedimentos ditos por eles em itens anterioresceperam-se as mais variadas formas e
estratégias para elaborar a solucdo. Tratou-sendexercicio de abstracao reflexionante realizado
por parte de cada sujeito, no qual cada tentasbagada de resolucado significava o resultado de
inimeras operacfes de pensamento e estabelecindentoelacbes mentais, de graus de
complexidade e intensidades variados. Na escritanu possivel solucéo foi possivel notar que
apesar da constituicdo do publico ser heterogéimemada por professores de matematica e
estudantes de graduacéo, as respostas produzidagpoes apresentavam limitacbes em termos de
generalidade.

As limitagdes mencionadas no paragrafo anterioreferem ao fato de que por vezes se
acredita que sujeitos adultos sejam cognitivameéesenvolvidos de forma plena e que 0s mesmos
sdo capazes de fazer exercicios de generalizagd@pre que questionados. Contudo, essa tese é
falha, conforme mostra a obra de J. Piaget. O aqartmpde que toda elaboracdo e construcao de
conhecimento é resultado de um gragwatesspconstituido de sucessivos micro avancos. O autor
propde que tal micro avango depende das acéesededenacdes de acdes por parte dos sujeitos.
Ao explorar diferentes formas e abordagens natteatde compreenséo sobre os objetos é que de
fato através de relacbes estabelecidas seja pbsswgtir efetivamente a construcdo de
conhecimento.

Logo, ao questionar os sujeitos sobre uma posgéredralizacdo a partir do que havia sido
feito nas questdes anteriores, as mais difereatesas de expressédo e argumentos surgiram. Alguns
participantes assinalaram que nao haviam assimdagoestdo. Nesse caso, as questdes a seguir
surgem: (A) Como é entendido pelo sujeito a ideigeneralizacao? Isto remete provavelmente a
uma reflexdo a ser feita sobre os niveis de debgmento cognitivo e suas implicagbes no
desenvolvimento das formas de pensamento. (B) Raschsos especificos ao longo de uma tabela
de valores, através da enumeracao dos casos, pmrdesia a um tipo de generalizacdo para o
sujeito? (C) Quais os motivos que levaram algurssgdoticipantes a considerar a hipotese de que
se tratava de um problema de resolucao exponeriesié? Ultima questdo remete possivelmente a
outros momentos anteriores da vida escolar desjegos, onde pode ter sido discutido alguma
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situacdo que envolvia dindmica de crescimento paphal que faziam uso de modelos
exponenciais. Certamente as trés questfes anusciadas sdao de consideravel importancia e
merecem nossa atencao.

Quando a teoria de Piaget nos apresenta algunsitmsaos pares tais como: sujeito/objeto,
assimilacdo/acomodacédo, exteriorizacao/interioéi@aa¢ integracdo/diferenciacdo, centro do
sujeito/centro do objeto, abstracdo pseudo-empabstracao reflexionante, a intencdo do autor €
provocar uma discussédo e reflexdo sobre como @stasijevoluem em termos de sua acgédo e
coordenacdo de acdo sobre os objetos materiais gemamento. Ao longo do processo de
construcdo conceitual, ha niveis ou intensidadesogsujeito alcanca devido a seu proprio trabalho
cognitivo. Logo, o processo de abstracdo somenderpoevoluir de acordo com a intensidade e
profundidade das ac¢des praticadas pelo sujeito.

Ao mesmo tempo em que a abstracdo evolui tambémiewdomada de consciéncia. A
importancia da tomada de consciéncia no processorgdrucao conceitual € que a mesma permite
ao sujeito desenvolver significativamente suas &srnde pensamento. Quando a tomada de
consciéncia atinge cada vez patamares superioreglarmo de acdo predominante € o do
pensamento, e por sua vez, as a¢bes sao acdesdernam@des que agem nas formas mentais
elaboradas pelo sujeito. Isso possivelmente tendlidatbes nas formas de compreensdo do
processo de generalidade, por parte do sujeito.

Considerando-se a ideia que o sujeito a partir dailmacéo, integracéo/diferenciacéo e
relaces entre diferentes esquemas possa evapiréeicoar suas estruturas cognitivas é aceitavel
considerar que existam entre os sujeitos diferéotesas de expressdes para representar possiveis
generalizagles. As diferentes formas de expressgmeuisamento podem ser traduzidas como um
produto, individual e singular, especifico de cadgito e que possibilita compreender como a
trajetéria percorrida por cada um é elemento ingmdet na constituicdo do sujeito epistémico.
Logo, a expressao manifestada através de uma @l forma de raciocinio que tenta explicitar
alguma generalidade, a qual consiste para o sujeikoo faz por alguma acdo uma espécie de
generalidade. Através desse tipo de recurso pdssaée seria possivel os sujeitos obterem
gualquer estimativa solicitada, bastando repliceoiocinio etapa por etapa dentro de um processo
mais geral. Até agora se procurou refletir sobrguestdes (A) e (B) apresentadas anteriormente.

Quanto a questdo (C), entende-se que seja ndoesséorrer novamente as ideias de
Becker (2012, p. 102), mais especificamente nogddpl) e 2) debatidos no capitulo sobre
abstracdo reflexionante. Becker (2012, p. 102)6exguais sdo as etapas ou nhiveis evolutivos
perpassados pelo sujeito durante o processo dggarde novidades. Recordemos os dois primeiros
itens: 1) Inicialmente € necessario que haja difdegdo dos esquemas de assimilacdo do sujeito,
com o objetivo que eles possam ser aplicados emsunagdo nova. Ou seja, um esquema anterior
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€ reaplicado de forma nova, constituindo-se comaesquema diferenciado em relacdo a antes. 2)

Consiste na elaboracao de relagdes entre as cagfEnconceitualizadas e as situagdes praticas as
guais essa acéo coordenada se refere. Ou seja,aceujeito pode relacionar as suas agées com as
coordenacdes conceituais previamente construidasgo

A luz das ponderacdes 1) e 2) apresentadas amerite foi possivel perceber o quanto
esses itens se correlacionam e se aplicam ao qubdgervado pelo pesquisador e manifestado
pelos sujeitos diante da atividade. O fato é queeste sera possivel do sujeito mencionar algo que
envolva afuncdo exponenciase ele tiver algum conceito organizado e estrdtusmbre funcéo
exponencialNotou-se que a partir do conceito e diante de mowva situacao-problema, a estratégia
considerada pelos sujeitos foi tentar reorganizagaplicar a nogcéo de funcéo exponencial diante do
problema que estava sendo proposto. Isso implicosym vez, que fossem necessarias adaptacdes
e readequacdes do conceito previamente constrabiee © objeto matematico. Logo, isso se

manifestou nas respostas de alguns participantes @aquestionamento Q5. Na figura 24
apresentamos algumas respostas fornecidas paes@Ro@Q5.

(Q5) Generalizando: Com os métodos propostos anteriormente é possivel criar um método geral  (qs)
que possa ser utilizado para estimar a populacio em qualquer ano £ ? Justifique.

Generalizando: Com os métados propostos anteriormente é possivel criar um método geral
que possa ser utilizado para estimar a populacdo em ano ¢ ? Justifique.
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() Nio assimilei a pergunta.

[E.5]

() N3o assimilei a pergunta.
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( ) N&o assimilei a pergunta.
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() NFo assimilei 2 pergunta.
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() N3o assimilei a pergunta.

[E.13]

() N3o assimilei a pergunta.

Figura 24 —As tentativas de generalizacdo em Q5. Fonte: \awqessoal.

Apos o questionamento Q5 0s sujeitos comecarariizaub objeto virtual. O uso ocorreu

sem o0 acesso dmternet sendo necessario que software GeoGebra estivesse instalado no
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laboratorio de informatica. As questdes Q6, Q7, Q8 e Q10 da sequéncia de atividades
experimental tinham por objetivo fazer os partioigea conhecer, manipular e argumentar sobre
matrizes e suas operacdes. Do questionamento QHlaate retorndvamos ao objetivo do qual se
havia iniciado o experimento didatico: elaborar nnmodelo matematico que pudesse ser utilizado
para explicar a situacdo-problema proposta inieat®. Os questionamentos Q11, Q12 e Q13
procuravam desafiar os participantes no sentidoexjfzerimentacédo e consideracdo de novas
possibilidades para situagéo-problema inicial. féda uma breve discusséo envolvendo sistemas
lineares onde se sugeriu que talvez esse contalttEsge ser usado para obter estimativas dentro
da situacao-problema. Com isso, os participanfagaram e qualificaram suas possiveis hipoteses,

as quais poderiam ser verificadas através do obijdtal. A figura 25 ilustra com dois exemplos, o
que foi dito nesse paragrafo.

(Q11) Voltando 2 situagdo-problema inicial é possivel utilizar sistemas lineares para resolver a
situacdo? Justifique.
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() NZo assimilei a pergunta.

(Q12) Caso sua resposta em Q11 seja afirmativa, como € a escrita matricial do sistema linear
envolvido na situagio-problema? Use o objeto virtual para verificar se a estimativa para a
populacdo no ano 2001 esta de acordo com a sua hipétese.
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() N&o assimilei a pergun(aJ

(013) Se até agora sua construcio matematica deu certo, podes explicar uma maneira de estimar
a populagio no ano 2020 utilizando o ar apresentado em Q127 Justifique.

0,95 ©©3 i e,oao'ﬁ_]_ Ew}o

{;0)05 0,93 boooo ) |Pss0n

Nlo.- 1 g2 9 yoadou do 1P W5 oslodsibang gt
poolev dep du’?’” o 239.

() N3o assimilei a pergunta.

(Q11) Voltando & situagio-problema inicial é possivel utilizar sistemas [ineares para resolver a
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(Q12) Caso sua resposta em Q11 seja afirmativa, como é a escrita matricial do sistema linear
envolvido na situagdo-problema? Use o objeto virtual para verificar se a estimativa para a
populacdo no ano 2001 esta de acordo com a sua hipdtese.
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(Q13) Se até agora sua construcdo matematica deu certo, podes explicar uma maneira de estimar
a populagdo no ano 2020 utilizando o argumento apresentado em Q127 Justifique.
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() N&o assimilei a pergunta.

Figura 25 —Sistemas lineares, o objeto virtual e novas etittagm Fonte: arquivo pessoal.
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Sobre o primeiro experimento didatico realizadoudemodo geral, ao longo da realizagédo
das atividades verificou-se que gradualmente ogicpantes envolvidos desenvolveram o
pensamento matematico na direcdo da construcacotiagitos necessarios para a compreensao da
situacdo-problema. Notou-se também uma evolucagressiva referente aos aspectos cognitivos
por ocasido das atividades. Ou seja, a propostaifava desafiar o sujeito no desenvolvimento de
formas de pensamento capazes de construir um pbesddelo matematico.

Notou-se que a construcdo de um possivel modelemdditco ocorreu, mas ndo de forma
satisfatéria, para todos os participantes dasdatiles. Esse fato nos leva a concluir que ao jiartir
manipulacdo de dados e informagdes, alguns estgjampesar de estar no ensino superior néo
conseguiram por meio do exercicio gradual da affreeflexionante e da tomada de consciéncia,
compreender o fendbmeno na sua totalidade. Ou rs&faconseguiram expressar matematicamente
alguma relacdo genérica capaz de explicar o prabidealizado e proposto através das variaveis
observadas. Ainda no mesmo experimento, parte doscipantes observados ndo conseguiu,
através de possiveis relagdes, ou, das coordended®ss acdes e formas de pensamento, atribuir
caracteristicas reflexivas capazes de permitirrstcocdo de um modelo matematico que pudesse
explicar a situacao-problema proposta.

Apés a realizacdo do primeiro experimento didatalgumas constatac6es decorrentes da
sua realizacao foram possiveis de inferir:

1) Os sujeitos envolvidos com a proposta nao “pensavaatematicamente de maneiras ou
modos iguais. Ou seja, sujeitos diferentes pensanfiomnas e desenvolvem estratégias
diferentes diante de uma mesma situagao-problema;

2) A construgcdo do modelo matematico investigado pagew sucessivos e graduais micro-
avancos na direcdo do conhecimento envolvendoeimbg estudo;

3) O uso da tecnologia digital contribuiu positivangepaira o desenvolvimento das atividades
pelos sujeitos, pois permitiu que eles se concesegra exclusivamente na investigacéo e
deducgdes envolvendo a situagao-problema;

4) A passagem pelos niveis iniciais da abstracdo edasmde consciéncia elementares séo
necessarias. Verificou-se que ndo € possivel elalurna lei matematica de forma direta,
sem antes ter experimentado e relacionado alguarasteristicas empiricas envolvendo o
problema,;

5) Foi possivel perceber que a elaboracdo de um mbssiedelo matematico € fruto da
evolucdo de tomadas de consciéncia superioresadesvde abstracdes refletidas. O sujeito
gue conseguiu expressar 0 modelo matematico neowl@ade, mesmo que essa totalidade
nao representasse a realidade em sua integridaideagaz de compreender que o seu
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modelo construido se aplicava para todos os cagmai$ investigados empiricamente.
Analisou-se, neste primeiro experimento, a produséb o aspecto da elaboracdo e

construcdo de conhecimento pelos sujeitos, busceasftitir sobre a possivel manifestacdo do
processo de abstracao reflexionante e de tomadardeiéncia. Verificamos que a construcédo do
conhecimento matematico proposta na discussaotédades realizadas com o experimento foi
influenciada diretamente por: a¢des do sujeitoesabobjeto virtual utilizado e também pela agéo
derivada das coordenacbes de acgOes do sujeitofitaom®® um processo de construgdo ou
reconstrucdo de ideias, criacdo ou validacdo deétdsps e manutencdo de um processo
argumentativo capaz de produzir e expressar possixplicacées para as situacdes-problema.
Através de um questionério final foram coletadastrifouicbes pessoais dos participantes
sobre o experimento. Diante das respostas, confdiguga 26, destacamos alguns pontos:
disponibilizacdo do material via wéh), a aprendizagem decorrente do uso do objeto Vifiyaa
exploracdo de situacdes pouco usuais em sala décaubstimulo para buscar mais informacdes a

respeito do assun{d).

7 — Quais s3o as suas sugestBes, apontamentos ou criticas referentes ao objeto virtual apresentado nesse
minicurso?
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Figura 26 —Considera¢fes dos participantes. Fonte: arquiveopés

Apos verificar uma aceitacdo do publico quantoappsta da oficina pedagogica ofertada e
diante das considera¢cdes manifestadas pelos parttes iniciou-se um trabalho de reflexdo por

parte do autor, buscando-se primeiramente apedieigoobjeto virtual antes da realizagdo dos
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demais experimentos. Algumas questdes sobre gualasérma do produto final da sequéncia de
atividades e como ela seria disponibilizada consqgaa fazer parte dos pensamentos do autor, em
consonancia cona). As questdes relativas a aprendizagem da mateanéiic correlacdo com a
abordagem de um assunto pouco usual em sala decamlacavam a fazer mais sentido na
pesquisa: uma proposta de ensino, através de uquEersga de atividades que desafiasse e
envolvesse a modelagem matematica com Cadeias d@Wfazendo uso de objetos virtuais seria
uma possibilidade de realizar um estudo contextadti da matematica. Portanto 0os conceitos e
definicBes, proprios da ciéncia matematica, sedansequéncia do processo de trabalho cognitivo
resultante de acéo ou das coordenacdo de acogploeaedo de situacdes—problema pelos sujeitos.
Nesses aspectos, a proposta de tese estava sdodmadea e convergia com aderéncia aos
apontamentofb) e(c).

Depois de realizado o primeiro experimento didatsmb a forma de um artigo, sendo o
mesmo citado no inicio desta secéo, Sdival (2014b) refletiram sobre o uso de uma sequéncia de
atividades inspirada nos principios metodoldgic@s ethgenharia didatica e que envolvem a
modelagem matematica de situa¢des-problema comaSake Markov:

“(...) o encaminhamento de uma proposta de ensmmleendo Cadeias de
Markov através de uma metodologia envolvendo oacipios da engenharia
didatica permite ao professor relacionar e abaldersos assuntos matematicos e
também suas aplicagBes em outras areas do conhézin@ uso da tecnologia
para a realizacdo da proposta considera-se edsegmmim percebemos que essa
possa ser uma ferramenta catalisadora do procesaprdndizagem. Ao longo do
processo, espera-se que o sujeito envolvido coatidgades propostas perceba
além da relevancia do estudo desse tema, dandmtz que é possivel relacionar
a matemética envolvida nas Cadeias de Markov coprsiis outras aplicacdes da
ciéncia, tornando a matematica uma disciplina a@ic e necessaria para a
modelagem e interpretacdo dos diversos fendbmenesoqrerca.” (SILVAet al,
2014b, p. 11)

A reflexdo apresentada anteriormente consistiu ama umportante etapa para o
prosseguimento do trabalho de pesquisa, uma vepppréunizou refletir tanto sobre a sequéncia
de atividades que seria usada nos préoximos doeri@x@ntos quanto sobre os objetos virtuais que
seriam utilizados. Buscou-se a partir de entdoatagas seguintes da pesquisa consolidar ainda
mais o tripé: aprendizagem matematica — tecnolatigitais — modelagem matematica.

Com o intuito de apresentar uma nova e reformuadaéncia de atividades, que desafiasse

e valorizasse o envolvimento do sujeito, e tamb@ortanizasse o seu desenvolvimento partiu-se

entdo para a criacdo/aplicacéo e possivel validdgésegundo e terceiro experimentos didaticos.
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5.2 O EXPERIMENTO NO ENSINO MEDIO

5.2.1 — Um olhar sobre a producéo dos estudantes

As aulas nas quais ocorreu a aplicacdo do segupmimento didatico com os estudantes
do ensino médio aconteceram em um dos laboratdl@ognformatica do Instituto Federal de
Educacao, Ciéncia e Tecnologia do Rio Grande do(IE®S), Campus Caxias do Sul, durante
cinco semanas nas aulas regulares da disciplimaatiematica. Cada um dos encontros ocorreu de
forma presencial e teve a duragcdo de uma horaremaaminutos. Os estudantes foram alocados de
forma individual nos computadores, porém em diveresoomentos realizaram discussbes e
reflexdes entre si, acompanhadas pelo professeso@o objeto virtual “Cadeias de Markov — 2D”
ocorreu com acesso pela internet e os registrogcsstoram produzidos pelos estudantes de forma
individual em papel, no material fornecido pelofpssor ao longo das aulas.

Apdés cada encontro o material produzido por catladeste foi digitalizado e armazenado
pelo professor, para futura analise da producdnd&@eassim, o manuscrito individual de cada
participante foi entregue de volta para cada um glagorze estudantes da turma. Também foi
informado antecipadamente aos estudantes que aiahatenstituiria um dos instrumentos de
avaliacdo para o segundo trimeSt@o ano letivo de 2015. A sequéncia de atividadakzada com
os estudantes do ensino médio pode ser visualdgmdaodo completo no Apéndice E.

A presente secdo busca apresentar, refletir etajszuuz do referencial tedrico utilizado, a
construcdo de conhecimentos matematicos pelosaggasdao longo da sequéncia de atividades.
Busca-se também refletir sobre a importancia dodasotecnologias digitais ao longo do processo
de aprendizagem, a qual oportunizou que os sujeiteslvidos pudessem a partir de suas agdes e
coordenacdes de acdes sobre os objetos em estmdtruao diversos conceitos matematicos
envolvendo a modelagem matematica em situacdesepmalcom Cadeias de Markov.

Inicialmente mencionamos que as atividades ocaomrea® longo de cinco encontros
presenciais nas aulas regulares de mateméatica.a3pexctos podem ser mencionados e merecem
nossa atencdo neste momento: (1) Ao executar um@osia de trabalho organizada durante
determinado periodo de tempo, ocorreu uma valdada aprendizagem em termos de
desenvolvimentoReforca-se assim guprendizagenseja um conceito aderente e correlacionado
ao conceito delesenvolvimentd, considerando-se algo diferente de pontual, eipea proprio

3L A organizacdo do calendario escolar do ensino enétiegrado do IFRS — Caxias do Sul para o ano0dé ®corre
de moddrimestral sendo que em 2015 esta prevista a realizac&egratizacdo de trés trimestres.

%2 pPara uma melhor compreensdo sobesenvolvimentce aprendizagemsugere-se a leitura de “PIAGET, J.
Development and learning. In LAVATTELLY, C. S. e BNIDLER, F.Reading in child behavior and development
New York: Hartcourt Brace Janovich, 1972.”
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de determinado momento. Portanto, considera-sestipuéenha sido um primeiro diferencial em
relacdo ao primeiro experimento didatico realizatio 2014, que ocorreu durante uma oficina
pedagdgica e com duragdo de algumas horas. (2)rémopum trabalho envolvendmdos os
estudantes de uma turma regular de ensino médiduojEpu-se que 0 cenario de realizacdo da
pesquisa fosse mais fiel ao que inicialmente spd@overificar e analisar sobre a construcédo de
conhecimento matematico por estudantes que, imserith escola, estivessem cursando a
componente curricular de matematica. Mais detalinatdée, no item (2), considera-se que as agdes
provenientes de pesquisas que tenham um olhar asls&@as de autagularescomo fontes para a
producado de diversos conhecimentos, matematicosioutenham uma proficua intencionalidade e
contribuam qualitativamente nas discussdes quenoheam o0 ensino de determinada area do
conhecimento. Logo, ao inserir nossa proposta m#&igita de trabalho nas aulas regulares da
disciplina de matematica buscou-se reafirmar a rtApoia que o tripé aprendizagem matematica —
tecnologias digitais — modelagem matematica teoHarego do desenvolvimento escolar.

A sequéncia de atividades realizada no ensino migdiorganizada do seguinte modo:
“Conhecendo o contexto” (1° dia), “Conhecendo oetubjvirtual” (2° dia), “Retomando a
problematica inicial” (3° dia), “Avancando no estudla Cadeia de Markov” (4° dia) e
“Exercitando” (5° dia). A partir de agora se fardauexposi¢cao sobre a producao dos estudantes ao
longo dos cinco dias do experimento e também seupmorelacionar esta producdo com a
fundamentacao tedrica utilizada na tese.

5.2.1.1 — Conhecendo o contexto — 1° Dia

A atividade neste dia foi organizada em dois moognd primeiro consistiu em fazer a
leitura e discussdo de uma noticia veiculada emaunal, e o segundo momento consistiu em
apresentar uma situacdo-problema inicial envolveodituxo migratério entre dois lugares. A
noticia sugerida foi acessada via internet; ja nragira leitura os estudantes puderam perceber a
ocorréncia do fenbmeno da migracéo.

Em linhas gerais, o textotratava de um novo movimento de migratério peelios dias
atuais, de origem africana e caribenha. Eram fealgsmas consideragcfes sobre como este
movimento migratério estava influenciando o estdddrio Grande no Sul (Brasil), principalmente
nas areas econdmica, étnica e cultural.

Apoés a leitura do texto pelos estudantes, algurestgpnamentos foram feitos com o

objetivo de provocar uma reflexdo sobre as cauaawigracdo apresentadas no texto, bem como

% Disponivel integralmente erhttp://zh.clicrbs.com.br/rs/noticias/noticia/201&/ovos-imigrantes-mudam-o-
cenario-do-rio-grande-do-sul-4576728.html
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fazer os estudantes contribuirem com outras capusapoderiam influenciar no processo. O que se
percebeu durante a atividade € que 0s estudanggwskyeram com a proposta e refletiram sobre o

objeto em estudo. Exemplos de contribuigbes sadratus na figura 27, a seguir.

(1d) Ainda a respeito do fendmeno da migracio (emigragdo ou imigracdo), vocé pode listar alguns outros, fatos que
possam influenciar a sua ocorréncia?
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{ ) N&o assimilei a pergunta.

Figura 27 —Algumas hipéteses criadas pelos estudantes sabigracdo. Fonte: arquivo pessoal.

Logo apds a discussao sobre a noticia, durantgumde momento, ocorreu a apresentacao
de uma situacéo-problema envolvendo o fluxo migataconforme mostrado na figura 28. O
problema tratava de um possivel movimento migratda localidade de Caxias do Sul (RS), onde

empiricamente foram assumidas como hip6teses as thxmigracéo.

No contexto da migracdo, quando as pessoas chegam a Caxias do Sul, por exemplo, se deparam com uma
realidade muitas vezes diferente da que estavam habituadas em seu lugar de origem. Na tentativa de buscar o seu
“lugar ao sol” para se alocar, os imigrantes deslocam-se da cidade para os sublirbios. Observase que o contrério
também ocorre, ou seja, pessoas partem do sublirbio para a cidade. Certa vez foi considerada a seguinte situagio-
problema: -

“Suponha que no ano 2010 a taxa de migra¢io de Caxias do Sul para o seu subtrbio seja de 7%. E que
durante o mesmo ano a taxa de migrac3o do subtrbio para a cidade seja de 4%. Se a populagsio cbservada
no ano 2010 foi de 350000 habitantes na cidade e no subtirbio foi de: 100000 habitantes entdo qual a
populacio estimada para ¢ ano 2011 para cada um dos lugares?”

Figura 28 —A situacdo-problema inicial. Fonte: arquivo pessoa
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Da mesma forma como proposto no primeiro experiméoitsolicitado que os estudantes
elencassem possiveis assuntos matematicos quespodssr utilizados na resolucdo da questao.
Os assuntos elencados pela turma e suas respdotigaéncias foram: porcentagem (13 citagdes),
I6gica (1 citagdo), funcédo (5 citacdes), probahiliel (6 citacdes), estimativa (2 citacdes), “soma em
cima da quantidade que se tem” (2 citacdes), sttati(2 citacdes), regra de trés (4 citacdes),
sistemas lineares (3 citacdes), progressao aradeéli citacdo). Percebeu-se que para esse item 0s
estudantes citaram mais de um assunto que podgriatiszado na resolucdo, evidenciando que
possiveis conteldos mateméaticos diferentes e as;0ed estabelecidas entre eles foram
considerados uma ferramenta na construcdo da sqgbaga o problema.

No célculo de estimativas para as populacfes nos seguintes (2011, 2012 e 2013) apos
inicio da observacdo do fenbmeno, as estratégiadasspelos estudantes para resolver o0s
guestionamentos envolveu predominantemente calcolosporcentagens, somas e subtracdes. Isto
ocorreu de forma satisfatéria para todos os intdgsada turma. Ao se deparar com a pergunta
sobre uma possivel generalizacédo do processo edwata situacado-problema, diferentes respostas
foram fornecidas. Algumas consideracdes sobre @sspsstas sdo importantes e merecem nossa
atengdo neste momento.

Durante o primeiro experimento didatico o publictvoaobservado era constituido
essencialmente de: (1) estudantes de graduacdadakcem diferentes etapas no curso de
licenciatura em matematica e (2) professores deemdica. Foi tratado no capitulo (ver 5.1)
referente a andlise das produg¢fes na oficina pgidagéobre as diferentes formas manifestadas
envolvendo generalidades. Ao se deparar com diesegxpressdes e tentativas de generalizacao
propostas pelos estudantes no ensino médio persebeuguanto € relevante observar; enquanto
professor, as diferencas e semelhancas cognitkiateltes entre os diferentes sujeitos, todos os
guais fazem parte do mesmo ambiente de sala de aula

Cada sujeito episttmico € o0 resultado de uma qlatdi inestimavel de
reflexdes/reflexionamentos, abstracfes/tomada®ueci@&ncia que sdo realizadas ao longo da vida
biolégica. Todas as atividades praticadas pelasitesj por meio de suas ac¢fes, sao influenciadas
pelo grau de envolvimento e profundidade com gseje@ito explora os objetos em estudo. Ou segja,
através das acles e coordenacgfes de acdes poflecapera qualidade de seu pensamento. Tal
aperfeicoamento permite que diante de uma situag@a ou desafio proposto, o sujeito desenvolva
estratégias que convergem para a solucdo dos iagpdseste caso, a mobilizacdo de diferentes
esquemas assimiladores combina-se com as estrydumaganizadas pelo sujeito, na criagdo de
novidades; ou regulacbes ativas; que sao capazestridbeir ao pensamento uma qualidade

especifica dos seres humanos: a criatividade.
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Ao longo da escolarizacdo cada sujeito organizeoogsso de construgcdo de conhecimento,
derivando-se assim inumeras formas e processoprdadizagem. Acredita-se que a criatividade
mencionada no paragrafo anterior cumpra uma fungdgencial no desenvolvimento das
habilidades cognitivas. A funcéo é que atraves sigla possivel o sujeito estruturar (reestrutwgar)
organizar (reorganizar) formas de pensamento. dliad processo criativo esta a evolucdo da
tomada de consciéncia e da abstracdo, enquanexiogiinte, que sdo dois elementos que
influenciam diretamente na capacidade de resoilapasses e desafios impostos pelos objetos. Na
figura 29 expomos exemplos de possiveis enuncipal@sum principio geral que pudesse explicar

a situacdo proposta.

(P5) Se fosse possivel neste momento enunciar um “principio geral”, vocé conseguiria elaborar um modelo ou método
capaz de explicar como calcular o niimero de habitantes de Caxias do Sul e do seu subiirbio em cada ano? Explique.

Xm= O,4% X“_i + 0 .04 e
[E.4]

{ ) N&o assimilei a pergunta.

“BM: 0,46 Yok 4O, 0% X pnod

[E.1]

( ) N3o assimilei a pergunta.

(x 7} + X Xz pop- Cidade o [ Ex:(350-000.9,04) + 3500007 364000
\ - ninkinTe 0 esdade
. Y : 0.,-;_“.'\.'\\L\F‘~,_W S ilaupale - . Ty TP
(3. ks )+ 4 2 I L (100.000 . 0, 0%) + 100- 000= 10} 00D
NG R = s Pop sUbUlbio
b: [op- '”\'\'C}[’@'r!‘e plsubutho [E.10]
{ ) N&o assimilei a pergunta.
4] et i [E.11]
il X () N&o assimilei a pergunta.
HOh Q. - \-\\'\\«\ y J-C‘\_i_\--,c:.l‘.'u;- C«A‘;_“-»’;J‘ £ -f-‘;l:-i.-"\ W pheonhe = . 3 =
[l LA
oAt 5\.

[E.14]

{ ) N&o assimilei a pergunta.

Figura 29 —Exemplos de enunciado para o “principio geral'htEoarquivo pessoal.

Logo, através do resultado manifestado pelos esteslgoi possivel perceber diferentes
caminhadas percorridas por estes ao longo de uocegso individual de aprendizagem. Tal como
mencionado nas analises do experimento anterideredies nocbes e percepgbes sobre
generalidades surgiram nas respostas dos estudagafisnando nossa discusséo feita até agora, a
qual atribui qualidade na expressdo do pensamentap sendo o produto de uma construcéo

gradual e sucessiva, propria da atividade cognitovaujeito.
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5.2.1.2 — Conhecendo o objeto virtual — 2° Dia

A organizacdo das atividades neste dia ocorreuvodaaf que os estudantes acessaram e
desenvolveram as atividades usando o objeto vipuhblicado no repositério GeoGebratube. Nao
ocorreram falhas no servico e disponibilidade dariret, tornando possivel o acesso ao objeto
virtual durante praticamente todo o periodo de hora e quarenta minutos em que os estudantes
estavam no laboratério de informatica.

As atividades propostas no segundo dia retomavgomas questdes envolvendo o estudo
de matrizes e suas operacoes, vetor e escala. @aousbjeto virtual ocorreu de duas formas
caracterizadas como distintas. Em um momento Insizstudantes exploraram as funcionalidades
do objeto e aprenderam como ocorreria 0 seu fuamento. Exploraram ainda como a mudanca
dos parametros disponiveis era possivel de sex &ifuais as implicagbes das mudangas na
visualizacdo geométrica do resultado. O segundo entonde exploracdo do objeto virtual foi
orientado pelos questionamentos propostos, ondgegsivel verificar a constru¢do ou reconstrucao
de alguns conceitos matematicos, tais como: matr&esuas operacdes, vetor e escala. Dois
aspectos observados nas atividades deste segunseréo explorados a partir de agora no texto.

Um primeiro aspecto a ser destacado das ativideeiizadas neste dia foi quanto as
respostas da turma ao questionamento sobre a eloSsipresentacdo” do vetor. Foi unanime o
testemunho dos estudantes de que nas aulas dedisissunto havia sido tratado. O que merece
destaque € diversidade nagormasde representacague fazem algum sentido e contribuem na
consolidag&o desse conceito para cada sujeit@sSerhos iniciar qualquer discussao sobre vetores,
provavelmente devéssemos iniciar com uma abordagewivendograndezasE mais adiante na
discussao chegaria o ponto de dizer que vetor éclasae de equipolénéfade segmentos de retas
orientados todos os quais devem ter uma intensidiza diregcdo e um sentido.

Em primeiro lugar, a representacado de um conc@itoéno préprio conceito; além disso, ela
€ prépria de cada individuo. Segundo, é possivel ajdiferenciacdo ocorra devido ao trabalho
cognitivo de cada individuo na direcdo da constiudgideterminado conceito. Logo, quanto a uma
possivel representacdo para o conceito de vetolickxgo pelos estudantes os resultados
manifestados foram: flechas com direcao e sengdimidos; flecha escrita sobre determinada letra
e segmento de reta orientado entre dois pontosnprs de representacdes podem ser vistos na

figura 30 a segquir.

34 Segundo o dicionario Michaelis (onlinegiiipolénciaé um substantivo feminino e significa “qualidadedilo que é
equipolente; equivaléncia”. Disponivel em:
http://michaelis.uol.com.br/moderno/portugues/ingbp?lingua=portugues-portugues&palavra=equipol¥ati@d\n
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{P5) Vocé sabe como representar um vetor? Quais as maneiras que vocé conhece para fazer isso? Explique.
1

% / : e \ V/ [E.13]

) N&o assimilei a pergunta.

[ \ E ; el 1 N A . 1~
[ A0docongo vl A o ey O bty vapiadodng (o3 )
8"

[E.1]

() N3o assimilei a pergunta.

[E.6]

() N3o assimilei a pergunta.

r:‘u‘k"“ "ﬂfn/_/J\
ﬁ.:\’."w\\gg Q Al

[E 10]( )Naoass»mﬂe:apergunta |

o 7,3,
[E.5]

{ ) N8o assimilei a pergunta.

Figura 30 —Representacdes para vetor, segundo 0s estudammgs: &quivo pessoal.

O segundo aspecto observado neste dia foi sobealizacéo da operacdo envolvendo o
produto de matrizes fazendo uso do objeto virtQahtatou-se que os estudantes, em sua maioria,
indicaram a possibilidade de fazer o calculo a ,s&ado apenas “muito demorado”. Infere-se que
para tal afirmacgdo ser construida, previamenteat@aorrido um exercicio reflexivo por parte do
sujeito, uma vez que ao arquitetar e projetar cubdlque deveria ser feito, 0 mesmo observa que o

objeto virtual facilita e viabiliza a operacdo mmittica. A figura 31 ilustra com exemplos o dito

neste paragrafo.

(Ob8) Com base no que foi feito até agora, como vocé faria para calcular o resultado da expressio
045 0.65) [045 0.65 {
0.55 OSSJ 10.55 035

300vezes

=? O resultado é um vetor? E possivel fazer esse calculo “2 mao”? Explique.

. [E.13]

{ ) N3o assimilei a pergunta.

~ o 3.20
ooy tpai) ot Lo UmQe Umans | otymmetosily s

UENNRL ) vty CUBD 0 UWLIOD  pelhaus 4& qu  [ES5]

() N3o assimilei a pergunta.

S0 @ Lueooe o'wm aitel. MPE. 7 C Wf&\ O walole gl

OO Lrhy - e

[E.14]

() N3o assimilei a pergunta.

Figura 31 —Calculos de poténcia envolvendo matrizes. Fomtgtiveo pessoal.
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5.2.1.3 — Retomando a problemaética inicial — 3° Dia

A aula deste dia ocorreu no laboratério de inforcadtda instituicAo e as atividades
propostas foram organizadas em trés momentostostiRrimeiramente, fez-se uma reflexdo sobre
0 que seria “idealizar” em matematica. Os estudaioiem questionados se existia alguma relacéo
entre ideal e realidade, sendo necessario quesgfigassem de forma argumentativa sobre isto.
No segundo momento, ocorreu a retomada do probégmesentado no primeiro dia, sendo agora
analisado utilizando possivelmente sistemas degdggalineares. Usou-se 0 objeto virtual para
produzir algumas novas estimativas, para que pedesser comparadas com as estimativas
produzidas no primeiro dia. Ainda neste segundo eminfoi oportunizada a discussao sobre a
construcdo de um possivel modelo matemético quegsedfornecer as estimativas em qualquer
ano. E por fim, o terceiro momento do encontrod@stinado a discussdo dos conceitos presentes
até entdo no estudo: Cadeias de Markov, probabtédideetor de probabilidade e matriz estocastica.

Destaca-se que a organizacdo metodoldgica dadades destinadas para este encontro nao
permitiu que de forma satisfatoria fosse realizaderceiro momento, sendo assim, foi necessério
gue este tivesse que ser retomado no inicio daaydax de atividades. Nossa analise para este dia
concentra-se entdo sobre os dois momentos intiganejamento.

O questionamento envolvenddeal e realidade possibilitou que inUmeras argumentacdes
fossem produzidas pelos estudantes. No capituloe soibdelagem matemética, fez-se uma
discussédo sobre possiveis relacbes entre matengtiealidade. Retomaremos alguns destes
aspectos antes de avancar a discussao. Skovsn@@59 é&presenta trés ideias que se interligam na

tentativa de compreenséo da realidade através tamatica:

A matematica fornece a possibilidade peaeiocinio hipotético(grifo do autor),
pelo que eu me refiro a analise de consequénciasndeenario imaginario. Por
meio da matematica parecemos aptos a investigathdst particulares de um
projeto ainda n&o realizado. Assim a matematicastdan um instrumento
importante para levar adiante o experimento meteshlhado. (SKOVSMOSE,
2007, p.124)

Por meio da mateméatica € possivel investigar detalparticulares de uma
situacdo hipotética, embora a mateméatica tambénseaeveras limitacdes para
tal raciocinio hipotético (grifo do autor). Qualquer projeto tecnoldgico tem
implicagdes ndo identificadas pelo raciocinio h#tiob. Esse € um problema
basico relacionado a qualquer tipo de investigad&o contrafatos baseada
matematicamente. (SKOVSMOSE, 2007, p.125)

(...) Isso nos leva a um terceiro aspecto da mdiesaném acdo. Este aspecto
concerne a compreenséo:matematica embasa a modulacdo e constituicdo de
uma ampla variedade de fenbmenos sociais e, desde, rala se torna parte da
realidade (grifo do autor). Vivemos em um ambiente que irdegma realidade
virtual fundamentada no modelo a uma realidadeojdstcuida em uma mistura
formidavel. (SKOVSMOSE, 2007, p.127)
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A intencionalidade do autor nas passagens anteréodelinear a acdo do sujeito diante de
uma realidade complexa para compreendé-la. O aefiete que apesar das limitagbes impostas
pela grande quantidade de variaveis presentesatidage, ndo permitindo que seja possivel uma
compreensao total maxima, pode ser através da ratangue se torna possivel construir modelos

gue de alguma forma permitem compreender partealaade.

{P1) O que vocé entende por “idealizar” uma situacio na matematica? Ha relacio entre “ideal” e “realidade” /Explique.

{ ) N3o assimilei a pergunta.
=35 Jel0, L 4 { AL ( 2O QLAL OO dnee G A
£0AC0L VS , NUO WwWr@lo etk Qe  (EAnoler » g W VEepl
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[E.1]
() N&o assimilei a pergunta.
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Figura 32 —Exemplos do que € “idealizar” segundo os estudafiente: arquivo pessoal.

Logo, ao pensar em uma possivel diferenciacdo efded e realidade nos embasamos nas
ideias de Skovsmose (2007), as quais afirmam queelde uma quantidade indefinida de variaveis
presentes nos fendbmenos da realidade, na consilecdossiveis modelos, através da matematica,
faz-se um recorte sobre o que realmente estejdes@muo. Tal construcdo de modelos permite que
o fenbmeno nao seja compreendido em sua totalidademplexidade, mas apenas de maneira
parcial. Isso influencia, ainda segundo o autatesenvolvimento do raciocinio hipotético nas suas
analises sobre as possiveis consequéncias do numigtyuido e constitui um importante exercicio

de experimentacdo mental. Com o questionamentemesa nossa atividade, a proposta era que
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os estudantes refletissem e argumentassem sobea entendimento de ideal e também sobre
possiveis convergéncias ou divergéncias entre ileahlidade. Exemplos das manifestacdes dos
estudantes foram mostradas anteriormente na fgfuira

O segundo ponto a ser analisado agora é referergtomada na discussao da situacao-
problema apresentada no primeiro dia de atividades) um olhar utilizando possivelmente
sistemas de equacOes lineares. Neste momento e@souebjeto virtual para produzir novas
estimativas que pudessem ser comparadas com asaw@sis produzidas no primeiro dia de
atividades. Ainda se observou a construcéo petag@&stes de um possivel modelo matematico que
pudesse fornecer as estimativas em qualquer ano.

Sobre o uso de sistemas de equacdes lineares parstaucdo de uma possivel solucao da
situacdo-problema, alguns aspectos observados deeznponderados: (1) a percepgao dos
estudantes que a situagcao-problema idealizadastiansima iteracdo, mesmo que inicialmente nao
fosse possivel descrever matematicamente uma sol(Rdao descrever os passos da iteracao foi
evidenciado por parte dos estudantes que o contgidistemas lineares poderia ser utilizado na
construcdo da possivel solugéo; (3) da discusda@tvaocom a turma sobre possiveis relagées entre
duas iteracdes sucessivas, 0s estudantes infeguano produto de matrizes seria uma operagao
utilizada para alcancar tal objetivo; (4) pelo udo objeto virtual foi possivel depois de
compreendido o mecanismo de funcionamento dag;tesa fossem produzidas novas estimativas
gue pudessem ser comparadas com as construidameagaula.

Na fundamentacéo tedrica afirmamos que a tomadarnkeiéncia ndo deva ser considerada
um processo apenas em consequéncia da acdo dw |gbre o objeto, mas sim como uma
complexa reorganizacdo de suas estruturas de pengaprovinda da criagdo de novos esquemas
assimiladores e do aperfeicoamento da regulac&a. adio longo do processo é fundamental
observar também que a retirada de informac¢des d@ta acorganizacdo das informacgdes obtidas na
acao e os equilibrios/desequilibrios parciais adosrcontribuem para a tomada de consciéncia. Na
ocasido, através do esboco de um gréfico cartesidnolinear (figura 10), ilustramos como a
evolucao da acdo e das coordenacdes elaboradasujeito conduz a reorganizacdo das estruturas
de pensamento e consequentemente a evolucédo @is davtomada de consciéncia.

Diante disso, constatou-se pela producédo dos edisglgue a construcdo/reconstrucdo das
ideias envolvendo a compreensao da situacao-prablengradual e consequéncia de um trabalho
cognitivo por parte de cada sujeito envolvido. Dscussdo sobre as possiveis relacdes entre duas
iteracfes sucessivas surgiu uma concluséo plautdvairma: o fato que relaciona duas iteracées
consecutivas, se mantidas as condic¢des iniciaieiag, entdo relacionara sempre duas etapas do
processo, independente de qual o tempo que fodol@ que foi feito, em termos de organizacao
do pensamento, foi considerar que se o sistemaivaase¢ as condi¢cdes inalteradas, a partir da
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construcdo de hipdteses poderiam ser estimadosrasirpepulacionais independentes do tempo
gue fossem observados.

Por fim, merece destaque a discussao coletiva wmeada em (3). A discussao oportunizou
gue os estudantes refletissem sobre a influénaigpertancia da operacédo poténcia de matriz na
construcdo de uma solucéo para a situacao-probkepetir de uma discusséo feita de modo breve
sobre sistemas lineares e suas implicagfes enai® ithiracdes sucessivas o0s estudantes inferiram
gue se “olhassem de volta para tras” no procesderian talvez construir um modelo matematico
gque dependesse das condicBes iniciais fornecidas prablema. Afirma-se que esta
organizacao/reorganizacao do pensamento tenhaddevido a um esforgco cognitivo individual
proveniente da capacidade reflexiva do sujeito,ual @m virtude da evolugdo nos niveis de
abstracdo; enquanto reflexionante; interfere p@siiente e melhora qualitativamente as formas de

pensamento do sujeito. Na figura 33 mostram-se pkenae construcdes por parte dos estudantes.

{Ob1) Seria possivel utilizar sistemas lineares para resolver a situacdo anterior? Em caso afirmativo, como vocé
construiria um possivel sistema linear para representar a situag3o-problema?

Caou = 0,93 Caoio * C04-Sa0i0
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{ ) N&o assimilei 2 pergunta.

{Ob5) Genericamente, defina que o ano de 2011 seja t = 1. Como vocé expressaria através de uma expressao
matemética a quantidade de populacdo em ambos os lugares (cidade/subtirbio) em uma determinada época t = n?
Explique.
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Figura 33 —Constru¢gdes de modelos por estudantes. Fontevargessoal.
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5.2.1.4 — Avancando no estudo da Cadeia de Markov2b — 4° Dia

Ap6s um estudo mais detalhado envolvendo a sitdpig@mema inicial sobre fluxo de
migracao entre dois lugares, a discussao prevastagterceiro momento do dia anterior ocorreu no
inicio do quarto dia de atividades. O momento alicio encontro foi destinado a discussao dos
seguintes conceitos inerentes ao estudo: Cadeidsud®v, probabilidade, vetor de probabilidade e
matriz estocastica. Acredita-se que as atividadabzadas nas trés aulas anteriores convergiram

para a construcao da ideia seguinte, mostradayuaafd4.

“Uma Cadeia de Markov é um sistema dindmico no qual os vetores de estado em uma sucesséo de intervalos de tempo
sdo vetores de probabilidade e cada um dos vetores de estado na sucess@o dos intervalos de tempo é obtide por uma

equacdo da forma #(k+1)=Pii(k) onde P= [ pij} ¢é uma matriz estocdstica e p, é o probabilidade do sistemo
estar no estado i no tempo i =k+1 e no estudo j no temmpo t=k. A matriz P & chamada de matriz de transiciic
para o sistema.” (Anten e Busby, 2003, p.228, traducto nossa)

Figura 34 —O conceito de Cadeia de Markov. Fonte: arquivegas

A presenca de um conceito apenas na quarta aula sajue estavamos abordando desde o
primeiro encontro causou surpresa por parte dagdastes. Do ponto de vista dos estudantes
pareceu que toda a construcdo conceitual tinha midduzida gradualmente ao longo das trés
primeiras aulas, porém sem fazer a referéncia jmmgnte dita aos conceitos do que se estava
tratando, ou ainda, ter iniciado uma possivel dis&a sobre a situacdo-problema a partir da
apresentacao do conceito. O reconhecimento, pte gas estudantes, de que “chegar” ao conceito
invertendo-se 0s papéis em sala de aula tenha re@is benéfico do que através de um
encaminhamento contrario, em que no primeiro sesapta a definicdo e o conceito, e somente
depois estes sdo aplicados em algumas situacddszraereditar enquanto pesquisador, que minha
intervencao estava fazendo sentido e contribuirzdta p constru¢do de inimeros significados para
cada estudante.

A partir da definicdo discutida (figura 34), osugkstntes puderam identificar e rotular os
elementos que ja faziam parte de seu estudo, dai®:cprobabilidade, vetores de probabilidade e
matriz estocastica. Foi oportunizado também quenpeio do conceito discutido, os estudantes
compreendessem o significado de cada entrada d& restocastica como sendo a probabilidade
(ou chance de ocorréncia) de uma possivel mudangando) de estado do sistema entre dois
instantes de tempo sucessivos.

Apos a identificagdo na situac@o-problema inicias @lementos apresentados através do
conceito discutido, fazendo uso do objeto virtumkstudantes puderam inferir sobre uma possivel

estabilidade da situacdo-problema. Tratava-se déacagéo e construcdo de uma possivel solucéo
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estacionaria, ou de equilibrio para o fendmenosApédos estudantes ndo terem o conhecimento de
algebra linear, o qual possibilitaria que eles déo fobtivessem matematicamente o vetor
estacionario para a situacdo-problema, fazendo desmbjeto virtual eles puderam construir
hipbteses satisfatorias sobre qual poderia setar gstacionario.

Na elaboracédo da hipotese do vetor estacionarioralg consideracdes envolvendo o seu
processo de construgcdo sdo necessarias. Primetgmerestudantes do ensino médio envolvidos
no segundo experimento didatico ndo realizaranrianteente algum curso de algebra linear onde
tivessem sido discutidos conceitos necessarios pamstrucdo do vetor estacionario, tais como:
autovalor, autovetor e autoespaco. Portanto, darsdique seja valido, a partir da experimentacéo
via mudanca de parametros no objeto virtual, ges ebnstruissem alguma hipétese sobre o
possivel vetor estacionario. Segundo, ao consirhipotese sobre um possivel vetor estacionario,
uma estratégia utilizada pelo grupo foi observarewlucdo dos resultados por meio da
representacdo geométrica. Quando a representag@oégiza do vetor ficava praticamente
“parada”, ndo se movimentando mais, os estudanfesram que aquele seria um possivel vetor
estaciondrio. Tratou-se, portanto de um processoodstrucdo envolvendo a nocéo intuitiva de
limite, assunto também nao conhecido pelos sujaitaisados no segundo experimento.

A construcdo do vetor estacionario através da nogfotiva de limite nos remete a
discussdo que fizemos antes sobre a capacidadgaito fjue diante de um desafio imposto pelo
objeto, seja capaz de se mobilizar na direcdo idévidade. Conforme j& discutido, as regulacdes
ativas desempenham uma funcdo essencial no prodasabstracdo e da tomada de consciéncia,
uma vez que elas constituem uma atividade genuénaridcdo do sujeito e contribuem na
construgcdo dos conceitos. Logo, inferimos que estésdantes do ensino médio envolvidos nas
atividades ao se depararem com uma imposi¢cdo deiopbjislumbraram na nocéo intuitiva de
limite uma possibilidade de construir o vetor eigtaario.

Apo6s o encerramento da discusséo envolvendo o fhigoatorio entre Caxias do Sul (RS)

e seu suburbio apresentamos uma segunda situagdlerpa, que envolvia o estudo dos niveis de

audiéncia dos canais de televisdo concorrentesBA dlesta segunda situacdo apresentada, além
dos questionamentos iniciais envolvendo algumasnastas seguidas de suas analises e a
construcdo do possivel modelo matematico que pedessusado para estimativas em unidades de
tempo arbitrarias os estudantes também foram guestds sobre uma possivel “idealizacdo” da

situagao.

As respostas informadas convergiram para o “sira8 gustificativas foram fundamentadas
essencialmente na ideia de que uma situacao realtdeuma quantidade enumeravel e indefinida
de variaveis que nao estdo sendo consideradasoitera apresentado. Considera-se que essa
percepcdo da complexidade que envolve a realide@fe oveniente do exercicio reflexivo
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realizado pelo sujeito ao organizar o pensamentoitdMpossivelmente a “descoberta” disso,
propria de cada sujeito, seja consequéncia de unlagdo progressiva da abstracdo acompanhada
da tomada de consciéncia. Ao dar-se conta quesiragéo de possiveis modelos matematicos esta
relacionada com a construcdo de um namero finitbipéteses sobre o fenbmeno e também com
uma quantidade de varidveis enumeravel, o sujeiescobre® para si o quanto é complexa a

realidade. Na figura 35 mostramos alguns exemplbgeso que se discutiu nos Ultimos paragrafos.

22 Situacdo-problema. (Adaptada de Anton e Rorres(2012))

Suponha que as 10h em Caxias do Sul cada um dos dois canais de televisGo concorrentes (A e B) tenha 150000
telespectadores de audiéncia. Considerando que @ cada hora que passa o canal “A” atrai 10% da audiéncia do canal “B”
e que o canal “B” atrai 20% da audiéncia do canal “A”. Com o passar das horas, a partir das 10h, é possivel prever os
niveis de qudiéncia em cada um dos canais de televisio utilizando a ideia da Cadeia de Markov.

(P1) A situacdo apresentada acima estd idealizada, para fins de Modelagem? y [E 4]
(<) Sim. Justificativa:_Vein oty oS0 ol o dbenadon comtamton ¢ =
() NZo. Justificativa:

L E.3

{ €} Sim. lustificativa:’ N [ ]

{ ) Nso. Justificativa: ¢ Ul gn e ca
el Ladlolpe 49, frimeleg fosce dima. L

[E.11]

(><) Sim. Justificativa: i
() NZo. Justificativa:

{ 4 )Sim.]ustificaﬁva: _r‘?m‘v;_'- kg 0o "t‘él.@ "'{’-I:ﬁ"' r-:.nﬁ*[{p, :QU%-H_-‘D -,—\;p(:l r\:-‘i'—:ig [Ellzl
{ ) NZo. Justificativa:
(~><) Sim. Justificativa: e o oo e e A A st hilab [E.14]

{ ) N3o. Justificativa:

Figura 35 —Segunda situacéo-problema e sua possivel ide@tiz&pnte: arquivo pessoal.

5.2.1.5 — Exercitando — 5° Dia

No ultimo dia de atividades com os estudantes dgmermédio foi realizada uma proposta
que também seria usada como um dos instrumenta@va&@cdo para o segundo trimestre da
instituicdo. A proposta consistia em analisar ueraeira situacao-problema (figura 36), a luz dos
conceitos construidos ao longo das quatro primeindess e também fazendo uso do objeto virtual
Cadeias de Markov — 2D. A atividade explorava emegtva as ideias e conceitos desenvolvidos ao
longo dos dias anteriores, tais como: vetores ddghilidade, matrizes estocasticas e vetor
estacionario. Os conceitos de escala, matriz eapilittade também foram usados de modo

implicito durante a exploracdo da situacao problproposta.

% Usam-se aspas nessa palavra para designar unmbeeaaqjue ndo tenha sido porque retirou “a cotzesobre algo
gue existia antes” e sim para designar uma “orggéia/reorganizacao, reconstrucao” caracteristicgufiito pela sua
prépria atividade cognitiva.
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(Adaptada de Anton e Rorres (2012))
Observe a seguinte situacdo-problema.

Em estacbes de medicbes da qualidade do ar nas cidades € possivel através de medigGes e suas andlises inferirmos
sobre u quualidude do ar “respirado” pelos habitantes da cidade. Em Caxias do Sul verificou-se através da observagdo e
andlise de alguns registros empiricos que se em determinado dia a qualidade do ar é boa, entiio existe uma chance de
90% de que venha a ser boa a qualidade do ar no préximo dia. No estudo verificou-se também que se a qualidade do ar é
ruim em determmado dia entdo existe uma chance de 45% de que a qualidade do ar venha ser ruim também no proximo
dia. Nota-se que a qualidade do ar respirado hoje (17/06/2015) é boa, entio qual a probabilidade do ar respirado
também ser boa doqui 8 dias?

Figura 36 —Terceira situagao-problema. Fonte: arquivo pessoal

O gue se percebeu no quinto dia é que a constrdedon possivel modelo matematico
pelos estudantes esteve relacionada com o deseneolo das atividades realizadas nos quatro
dias anteriores do experimento. Ou seja, os caxedt ideias construidos e desenvolvidos
anteriormente foram mobilizados e utilizados notudia de atividades na tentativa de solucionar
a situacdo problema. O potencial evidenciado neag@lo de uma sequéncia de atividades com
estudantes do ensino médio que envolvia a modelagateméatica de situacbes fazendo uso das
Cadeias de Markov é refor¢ado nas palavras de &ilag2015), o qual os autores dissertam:

“(...) considera-se que uma abordagem interdis@plde contetdos potencializa o
desenvolvimento cognitivo dos sujeitos envolvidés propor o estudo de
conceitos matematicos que sdo necessarios na camspe de fendmenos em
outras areas do conhecimento, os estudantes estatmerelacbes, constroem e
reconstroem conceitos, formulam e reformulam hgEgeenfim, aumentam a sua
capacidade reflexiva sobre determinado assuntopoprmnando assim a
construcao de diversos conceitos de matematicardefa melhor compreender o
mundo que os cerca.” (SILVét al, 2015, p.10)

Ao fazer uso do objeto virtual, os estudantes peiontdle suas a¢des e coordenacgdes de
acOes puderam construir/reconstruir, validar/relaalias proprias hipdteses e assim argumentar
sobre a situacdo. Como ja abordamos no capituliurtgamentacao tedrica, a tecnologia digital
surge neste caso como uma aliada para os calcyisste/os e extensos, cabendo ao sujeito
dedicar-se a compreenséo dos conceitos e ideiasgi@ em discussdo. Exemplos da construcao
de modelos pelos estudantes podem ser vistosguaadia seguir.

(Q4) Mantidas as condicdes ideiais para a situagio-problema e supondo que seja usada como condi¢fo inicial i = [1i|

para representar o dia (17/06/2015), no qual a qualidade do ar que se est4 respirando & boa, vocé consegue expressar
através de um modelo matematico, ou regra genérica uma maneira que possa ser usada para estimar da qualidade do

ar na cidade de Caxias do Sul ao longo dos demais dias? Explique. [E 3]
, Olt Fome £
. ) o Y
w a
: : :( L,Jp QVI( ‘4.‘ . MC/JM fbam\ﬁﬁ’gw—(o&a)
4 45 £ s -{d: .‘_‘alﬂ’-“’/ /,n J( ) Nio assimilei a pergunta.

Figura 37 —Modelo produzido pelo estudante [E.3]. Fonte. m@pessoal.
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= il &
(Q4) Mantidas as condic8es ideiais para a situacio-problema e supondo que seja usada como condic3o inicial # = I:O}

para representar o dia (17/06/2015), no qual a qualidade do ar que se esta respirando é boa, vocé consegue expressar
através de um modelo matematico, ou regra genérica uma maneira que possa ser usada para estimar [a qualidade do
ar na cidade de Caxias do Sul ao longo dos demais dias? Explique. [E.Z]

A meelrodlon &

> ok C~ L

OO 2

{ ) NZo assimilei a pergunta.

Figura 38 —Modelo produzido pelo estudante [E.2]. Fonte: axmpessoal.

1
(Q4) Mantidas as condices ideiais para a situacio-problema e supondo que seja usada como condico inicial % = {0]

para representar o dia (17/06/2015}, no qual a qualidade do ar que se est4 respirando & hoa, vocé consegue expressar
através de um modelo matemdtico, ou regra genérica uma maneira que possa ser usada para estimar da qualidade do

ar na cidade de Caxias do Sul ao longo dos demais dias? Explique. [E. 11]
on- 4706 ~
B 551 Ty . i
“ P Do OO 0 ‘als
15 o W WV

() N3o assimilei a pergunta.

Figura 39 —Modelo produzido pelo estudante [E.11]. Fonteummpessoal.

1
(Q4) Mantidas as condicdes ideiais para a situacio-problema e supondo que seja usada como condi¢do inicial # =li :|

para representar o dia (17/06/2015), no qual a qualidade do ar que se est3 respirando & boa, vocé consegue expressar
através de um modelo matemdtico, ou regra genérica uma maneira que possa ser usada para estimar gfa qualidade do

ar na cidade de Caxias do Sul ao longo dos demais dias? Explique. [E 5]
B 0,0 0u5 1P [en WRoWL M U @ Ll gue e
ni = / S
{ i 0l 0,55 R VA e ol B .

L umMLo L caean . Vot enmiple
U oM WO W@ ot e Al P06 e N=30 U =43

(D0-43) . </

() NSo assimilei a pergunta.

Figura 40 —Modelo produzido pelo estudante [E.5]. Fonte: sampessoal.

Ao encerrar a aplicacdo do segundo experimentdididéom estudantes do ensino médio,
algumas reflexdes por parte do pesquisador foranduaidas. Observaram-se essencialmente
alguns aspectos referentes: (1) ao objeto virtuedntp as possiveis melhorias de design e
funcionalidade, bem como a construcdo de outrot@bjetual (Cadeias de Markov — 3D) que
pudesse ser usado em situacdes envolvendo maiaveiari (2) possivel reformulacdo e
readequacédo de pontos na sequéncia de atividaatesgpe assim pudesse ser utilizada no terceiro
experimento didatico, com os estudantes da disaiplie modelagem matematica no curso de

licenciatura em matematica.
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5.3 O EXPERIMENTO NO ENSINO SUPERIOR

5.3.1 — Um olhar sobre a producéo dos estudantes

A aplicacao do terceiro experimento didatico oaorcem estudantes do ensino superior e
aconteceu em um dos laboratérios de informaticdndtituto Federal de Educacado, Ciéncia e
Tecnologia do Rio Grande do Sul (IFRS), Campus &aglb Sul durante cinco semanas nas aulas
regulares da disciplina de Modelagem Mateméticaurso de Licenciatura em Matematica. Cada
um dos encontros ocorreu de forma presencial e dedaracdo de trés horas e vinte minutos.
Ocorreu também uma parte da sequéncia de atividedésrma semipresencial, na forma de um
trabalho envolvendo o assunto. Da mesma maneiranquexperimento anterior, os estudantes
foram alocados de forma individual nos computadgpresém em diversos momentos realizaram
discussoes e reflexdes entre si, acompanhadapmdéssor. O uso dos objetos virtuais “Cadeia de
Markov — 2D” e “Cadeia de Markov — 3D” ocorreu ata do acesso pela internet e os registros
escritos foram produzidos pelos estudantes de fomchigidual em papel, no material fornecido
pelo professor.

Apoés cada encontro o material produzido por cadadosi seis estudantes da turma foi
digitalizado e armazenado pelo professor, pararduanalise da producdo. Sendo assim, o
manuscrito individual de cada participante foi egtre de volta a um dos estudantes da turma.
Também foi informado antecipadamente aos estudamies o material constituiria um dos
instrumentos de avaliacdo para a disciplina de NMgden Matematica que se desenvolve em
2015/2. A sequéncia de atividades realizada comestsdantes do ensino superior pode ser
visualizada de modo completo no Apéndice F.

Em aderéncia e convergéncia com o exposto e discat capitulo 5.2, a presente secao
objetiva apresentar, refletir e discutir a luz dderencial tedrico utilizado, a construcdo de
conhecimentos matematicos pelos estudantes ao ldagesequéncia de atividades. Almeja-se
também refletir sobre a importadncia do uso dasolegias digitais ao longo do processo de
aprendizagem, a qual oportunizou que os sujeitosledos pudessem através de suas acgles e
coordenacdes de acdes sobre os objetos em estmdtruao diversos conceitos matematicos
envolvendo a modelagem matematica em situacde$epmalcom Cadeias de Markov.

A sequéncia de atividades realizada no ensino mupei organizada do seguinte modo:
“Conhecendo o contexto” (1° dia), “Conhecendo oetubjvirtual” (2° dia), “Retomando a
problematica inicial” (3° dia), “Avancando no estuda Cadeia de Markov — 2D” (4° dia) e
“Trabalho sobre Cadeias de Markov” (5° dia — moelmipresencial) e “Um pouco sobre Cadeias

de Markov — 3D” (6° dia). Sendo algumas das atdesasemelhantes as utilizadas no ensino médio
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(segundo experimento) isto permitiu que em alguomentos fossem estabelecidas relacbes entre
as producdes originadas a partir dos dois tipgsuthéico participante. A partir de agora se faz uma
exposicdo sobre a producdo dos estudantes ao ttmsgdias de experimento e também se procura

relacionar esta producéo com a fundamentacéo dedtiizada na tese.

5.3.1.1 — Conhecendo o contexto — 1° Dia

A atividade neste dia foi a mesma do experimentss, dsendo organizada em dois
momentos: o primeiro consistiu em fazer a leiturdissussdo de uma noticia veiculada em um
canal de comunicacdo pela internet (jornal) e arsgdg momento consistiu em apresentar uma
situacao-problema.

Apoés a leitura do texto pelos estudantes algunstimpmamentos foram feitos, com o
objetivo de provocar uma reflexdo sobre as cays@santadas no texto, bem como também fazer
0s estudantes contribuirem com outras causas qderipm influenciar no processo. O que se
percebeu neste momento da atividade € que os et#gdae envolveram com a proposta e
realizaram um exercicio de reflexdo sobre o obgto estudo. As contribuicdes dos estudantes

estao expostas na figura 41, a seguir.

{1d) Ainda a respeito do fenémeno da migragio (emigracdo ou imigracdo), vocé pode listar alguns outros fatos ou
fatores aue possam influenciar a sua ocorréncia?

(W)
N
£
5
A}
—~
)
5
(6.1
y
C

[s.4]

{ ) N3o assimilei a pergunta.

Nl em m\n de. A %Qxfﬁ; o~ oamcos de m‘e\\;\g\,mamum\,occ;—@,

[s.1]

{ ) N@o assimilei a pergunta.

Foccldode de ccene ag s, e ;%Ws/fmmqu howtina  Tromamdi ol
g Prosdt Tovymidde, el mnidia s m%m\ des fatins

[s.2] () NZo assimilei a pergunta.
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[56] { 3 N&o assimilei a pergunta.

Figura 41 —Reflexes dos estudantes sobre a migracdo. Foqigvo pessoal.
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Da mesma forma que destacamos a importancia deedérado esta atividade com os
estudantes do ensino médio, igualmente considergommela foi proficua e importante também de
ser realizada com os estudantes do ensino sugeassibilitou que em uma sala de aula regular de
matematica fosse discutido um assunto que faz garten fendmeno que ocorre e € observado na

realidade: a migracéo populacional.

“Suponha que no ano 2010 a taxa de migracio de Caxias do Sul para o seu subtrbio seja de 7%. E que
durante o mesmo ano a taxa de migraco do subiirbio para a cidade seja de 4%. Se a populagiio observada
no ano 2010 foi de 350000 habitantes na cidade e no subirbio foi de 100000 habitantes ent3o qual a
populacio estimada para o ano 2011 para cada um dos lugares?”

Figura 42 —Situagao-problema do primeiro dia. Fonte: arqpessoal.

Na apresentacdo da situacao-problema (figura 48%tslantes citaram varios assuntos que
na concepcao deles seriam os conteudos matematisssvelmente utilizados na construgédo de
uma solucdo para o problema. Os assuntos citadastyrena foram: porcentagem (4 citacdes),
adicao (3 citacbes), subtracdo (3 citacdes), rdgra (2 citacdes), proporcao (2 citacdes), razéo (2
citacdes), equacgdo (2 citagdes), multiplicacdoit@des), algebra (matrizes) (1 citagdo), funcao
afim (1 citacdo) e taxa de variacéo (1 citacao).

Sobre a enumeracédo de possiveis assuntos matesratitevior € possivel perceber algumas
semelhancas e diferencas com o ocorrido no expetintmis. Duas semelhancas possiveis de citar
sdo: (1) os dois publicos alvos distintos em mowexiferentes fizeram citacdes idénticas sobre
qual conteddo matemético seria possivelmente atiz (2) a citacdo de algum conteddo
matematico passa por um processo de organizacaeital do sujeito; onde seja necessario
mobilizar diferentes estruturas previamente orgetas e que agem na direcdo de tentar assimilar o
objeto em estudo. Isto significa que para ter nwredo o conteddporcentagempor exemplo, o
sujeito deva ter se deparado com situacdes argsréoesta e que o fizeram elaborar e desenvolver
um conjunto de acdes que objetivasse auxiliar restatrucao conceitual. O fato é que diante de
uma nova situacao que se impde ao sujeito, 0 mesomdiza diferentes esquemas assimiladores
gue agem na direcdo da diferenciacéo/integracatodasas e conteudos.

Duas possiveis diferencas em relacdo ao experingntoior foram observadas: (1) ndo
houve alguma identificacdo da situacdo-problema dangdes exponenciais, as quais sao
usualmente usadas para analisar variacbes em roeggoidecrescimentos populacionais, (2)
presenca e destague de quaeracdesdeveriam ser feitas, em oposicdo a citacdo apdeas
contetdo Enquanto que os estudantes do ensino médio roitarais contetdos especificos de
matematica, os estudantes do ensino superiormitaperacdes matematicas a serem realizadas.

Na obtencdo das estimativas populacionais os peamam da turma como um todo
convergiram e tiveram o encaminhamento adequadinsTos envolvidos conseguiram através de

algumas operacfes realizadas obter resultadodagatiss para 0os questionamentos. Merece
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destaque que ao fazer o processo de elaboracéestiamtivas, 0s sujeitos perceberam que o
processo tratava-se de iteracfes sucessivas, ha gusima estimativa dependia dal)-ésima.
Com isso, a elaboragédo de um possivel principial §@rnorteada por este pensamento. A seguir na

figura 43 mostramos a construcao de dois estudpatasum possivel “principio geral”.

{P2) £ possivel através de relagbes matematicas evolvendo os assuntos citados por vocé na P1 elaborar a solucio para a
situagdo-problema inicial? Construa uma solugso para o problema.

£10) = B50coolor0d) + 350 000 + 160 oco - (+ook) = 323.500
53(x) - 1op.000- (-00H) + 100 000 + 350 OO+ o) = 110300

| () N&o assimilei a pergunta.

(P3) A solucdo proposta por vocé na P2 pode ser usada na construcdo de uma estimativa para a populagdio em 20127
Em caso afirmativo construa uma solucio.

C3T(x) - 329. 500(-0:0M) + 323500 + 120 500-(0/04) = 311255
}33149

aa3()= \Q.of;oo(—o‘oi%) + 1203500 + 329500 - (o.D?‘)'—

() NZo assimilei a pergunta.

5.2
{P4) Com o método de construcdo para a solucdo elaborada e utilizada nas questdes P2 e P3 pode ser construido um[ ]
método para estimar a populacdo no ano de 20137 Expli
¢3330G) = 311252 . (-0.0% + 311285 + 1383145 . (004) = 235016,35
271 T(2) = 138145 (oot ) + 1 B8 L YR + 311255 (o0t = 154FBB0D
() N3o assimilei a pergunta.
(P5) Se fosse possivel neste momento enunciar um “principio geral”, vocé conseguiria elaborar um modelo ou método
matemdtico capaz de explicar como calcular a estimativa do niimero de habitantes da cidade de Caxias do Sul e do seu
subtirbio a cada ano? Explique.
Sirmn, »g_ﬁ.o el de Sernceoe QLD p RSB XD\&J St
a J¥%noe
Cia ) =4 € (1. foot) + CCeart) 4 D= (o104) %3 ' . = 5
Sl = Sl S (-004) + S(em-1) 4+ C(on-2). (ov0%) e

{ ) NSo assimilei a pergunta.

{P2) E possivel através de relacBes matematicas evolvendd os assuntos citados por vocé na P1 elaborar a sblugﬁo paraa
situacdo-problema inicial? Construa uma solucdo para o problema. (

a"r‘f\,.‘ S Bl Jis 5.0 > :":uﬂ,wﬂ“f“ gw ]
g 256 600 \‘g Apg. 0C Sgc\ Ioa
( +Zugco 1 6de de
Coeag do Sl ( _“46_)4 .~I‘r'.{,@ & el (20 S8
Hoea L) 4905~ ~ / alv [ )Noassimilei a pergunta.

(P3) A solucgo proposta por vocé na P2 pode ser usada na construgio de uma estimativa para a populagio em 2012?
Em caso afirmative construa uma soluggo.

n e e b
s 0 \Pergalogumn adigie £ Adbbega® ) hodtres APGre LoD
¢ ARz A

06% +H3ze = 311 25
1738.94¢

oo o

{ ) N3o assimilei a pergunta.

(P4) Com o método de construcio para a solugéo elaborada e utilizada nas questSes P2 e P3 pode ser construido urrl‘
método para estimar a populagio no ano de 2013? Explique.

M

7

‘@(})’J.CL’J 5‘9‘3 p 2 b
211,295

oud T

133

) N3o assimilel a pergunta.

(P5) Se fosse possivel neste momente enunciar um “principio geral”, vocé conseguiria elaborar um modelo ou método
matemdtico capaz de explicar como calcular a estimativa do ndmero de habitantes da cidade de Caxias do Sul e do seu
subiirbio a cada ano? Explique.

Figura 43 —Estimativas e andncio de um principio geral paz2][8 [S.4].
Fonte: arquivo pessoal.
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Sobre as solucdes expostas pelos dois grupos ¢gamgidio e ensino superior) para a mesma
situacao-problema proposta, considera¢gbes envabvahdtracdo e tomada de consciéncia devem
ser feitas. Primeiramente, diante de uma situagd@ mue se impde ao sujeito, € necessario
mobilizar diferentes esquemas e estruturas de pmma que possam agir na elaboracdo de
regulacfes ativas, as quais sdo ferramentas ndesspara o aperfeicoamento de estruturas e
construcdo de novos esquemas, ja melhorados eghoekos pré-existentes. ISso nos permite
afirmar que as respostas para um possivel pringgmal enunciadas pelos sujeitos no momento do
terceiro experimento demonstram que, ao “experianérd problema através dos célculos de
algumas estimativas, 0s sujeitos puderam infera possivel nova relacao entre etapas distintas do
fendbmeno migratério observado. A capacidade deimelar ac6es ou ideias aparentemente isoladas
€ uma atividade cognitiva essencial do sujeitopssivel devido a evolucdo da abstracdo e da
tomada de consciéncia ao longo de um determinamt@§s0.

Em segundo lugar, a evolucéo da abstracédo e daltodeconsciéncia por parte do sujeito
esta fortemente relacionada com a acdo e com aamagdo das acdes sobre 0s objetos, sejam
materiais ou mentais, em estudo. Isto significa pa@ n6s uma hipotese aceitavel é que ao estar
frequentando a disciplina de Modelagem Matematidacada no oitavo semestre do curso de
licenciatura em matematica da instituicdo pesqais@ tenha sido oportunizado aos estudantes
vivenciar inumeras situacfes e encarar (superand@o) inumeros desafios ao longo do curso de
graduacéo. Essas oportunidades ao serem conveeidasabalho cognitivo possibilitam que a
tomada de consciéncia e a abstracdo se aperfeiepemmiveis cada vez mais elaborados e
complexos, possibilitando ao sujeito evoluir gaiNtamente suas formas e estruturas de

pensamento.

5.3.1.2 — Conhecendo o objeto virtual — 2° Dia

Neste dia a sequéncia de atividades foi realizad# jcom a exploracdo do objeto virtual
“Cadeia de Markov — 2D” acessado através da inteAe atividades essencialmente tratavam
sobre matrizes, vetores e suas respectivas repaeden e também algumas operacdes envolvendo
matrizes e vetores. Um aspecto que merece deséaque a partir desse dia de experimento, em
alguns momentos ao longo das atividades propostssujeitos participantes vivenciaram o
seguinte dilema: ser estudanteser professor. Tal dilema consistiu em um conjaetalividas por
parte dos sujeitos no momento de escrever sobrargumentacdo em alguns guestionamentos,
pois 0s mesmos tinham duvidas se deveriam agir ceshalantesda disciplina de Modelagem

Matematica os quais estavam participando de umepsoc de construcdo de conhecimento
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envolvendo Cadeias de Markov ou se agiam c@nodessoresde matematica em formacéo. A
exploragdo deste dilema serd retomada no capieulefibxdes finais.

Quanto as matrizes e suas operagdes 0s sujeitogedim inicialmente que ja tinham visto
0 assunto alguma vez durante a vida escolar. O melece destaque quanto as operacdes
envolvendo matrizes foi como 0s sujeitos se exprags quando questionados sobre a poténcia de
uma matriz. Pelo fato de nao ter sido especificada o tipo de matriz estava envolvido no célculo
da poténcia, os estudantes adicionaram a hipOtiismraal que a mesma deveria ser quadrada.
Além da poténcia ao cubo, conforme solicitado, mégestudantes ainda mencionaram como
calcular an-ésima poténcia. Isto € um fato que converge coexmosto anteriormente sobre
construcdo de possiveis generalidades por parujito, manifestado por diferentes niveis de

abstracdo. A figura 44 mostra as producdes dodastes.

(P5) Seja M uma matriz. Vocé sabe calcular uma poténcia de uma matriz M ? Por exemplo, M*? Explique.
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Figura 44 —Sobre as poténcias de matrizes: o que os estsd#irtearam. Fonte: arquivo pessoal.

No que se refere o conceito de vetor e suas mmpEEDes, as manifestacdes da turma foram
heterogéneas. Vale observar que as nocdes apsemelos estudantes no terceiro experimento
foram distintas das no¢des apresentadas pelosaestgddo ensino médio no experimento anterior.

Isto ilustra o quanto distinto tenha sido o prooeds construcdo sobre o conceito de vetor e suas
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possiveis representacfes durante as etapas escadeeiores. Nenhum dos sujeitos neste terceiro
experimento relacionou o vetor com noc¢des envolvdocta e aceleragéo, tal como os estudantes
do ensino médio fizeram. Os sujeitos do terceirgpegrmento esbocaram um conceito
predominantemente matematico para este objeto, amt@uas suas possiveis representacoes,
explicitaram a geométrica e a algébrica (por meicabrdenadas). Dois exemplos do que foi dito

anteriormente podem ser visualizados na figura 45.

(P7) Se vocé respondeu algum “sim” em (P6), saberias explicar como se representa um vetor? Quais maneiras vocé
conhece para fazer isso? Explique.

[S.6]

{ ) N&o assimilei a pergunta.
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Figura 45 —\Vetor: conceito e representacédo para [S.1] e [Edijte: arquivo pessoal.

Quanto a realizacdo de operagdes envolvendo o foraldumatrizes fazendo uso do objeto
virtual verificou-se que o0s sujeitos sinalizararpassibilidade de fazer o calculo a mao, sendo o
tempo de execucdo demorado. Alguns estudantes aiputea 0 objeto virtual perceberam que a
partir de algumas poténcias calculadas o resultiedoerta forma se estabilizava, ou ainda, tinha
esta “certa particularidade”, e isto foi mencionauddrante a sua resolugéo. O uso do objeto virtual
“Cadeia de Markov — 2D” neste caso oportunizou tpsse valorizada a acdo dos sujeitos em
realizar testes e construir hipéteses sobre oegimentos de calculos os quais eles estavam sendo
guestionados. A mudanca de parametros no objdtakibem como a manipulacdo das condi¢cfes
iniciais e as possiveis alteracdes nos fatoresclaoportunizaram que o momento de exploragéo
dos estudantes sobre o objeto virtual fosse valdazidurante a execugédo das atividades propostas
neste segundo dia.

Da mesma forma que se verificou sobre como os &stesl do ensino médio (experimento
dois) mencionaram o procedimento para a realizdgdcalculo envolvendo poténcia de matrizes,
sobre os métodos propostos pelos sujeitos nestmadegdia de experimento para realizar tal
procedimento, novamente infere-se que para tahaiéo ter sido construida, previamente tenha
ocorrido um exercicio reflexivo por parte do syeiima vez que ao arquitetar e projetar o calculo
gue deveria ser feito, 0 mesmo observa que o objetgal viabiliza de modo mais rapido as

operacgOes aritméticas. A figura 46 ilustra as efatiies dos estudantes.



119

(Ob8) Com base no que foi feito até agora, como vocé faria para calcular o resultado da expressio

045 0.65 045 065(|3 :
0+ 20 ! =7? O resultado é um vetor? E possivel fazer esse célculo “2 m30”? Explique.
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Figura 46 —O calculo envolvendo 300 matrizes segundo [SSHh][e [S.6]. Fonte: arquivo pessoal.

5.3.1.3 — Retomando a problemética inicial — 3° Dia

No terceiro dia a proposta de atividades estavanizgda em trés momentos distintos,
contudo relacionados. A primeira parte consistidisaussao sobre como os estudantes percebiam e
compreendiam as ideias de realidade e ideal, oglacdo ou ndo esses conceitos com a
matematica. Diante do questionamento, todos osdastes procuraram apresentar possiveis

diferengas/semelhancas entre esses dois concapiosximando-se da mateméatica por meio de
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relacbes. O que se percebeu a partir das respogtlisitadas € que 0s sujeitos reconheceram na

idealizagdo uma possivel maneira de compreens&@mmegue parcial sobre aspectos presentes na
realidade. Isto mostra um entendimento por parsesdgeitos de que a realidade, em sua totalidade,
nao possa ser explicada através de relacdes matamastabelecidas entre possiveis variaveis.
Acredita-se que tal compreensdo exija do sujeivipmente alguma construgdo conceitual a
respeito do assunto, seja por experimentacfes@eteiou de suas acdes e coordenacdes sobre as
mesmas na exploracao sobre 0s objetos do conheointesta mesma percepcao foi observada nas

respostas dos sujeitos no experimento dois. A sewuifigura 47 mostramos as respostas dos
sujeitos.

(P1) O que voceé entende por “idealizar” uma situacdo na matématica? H4 relagdo entre “ideal” e “realidade”. Explique.
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Figura 47 —Idealvsrealidade segundo os sujeitos. Fonte: arquivaopéss

No segundo momento de atividades retomou-se a g@ica inicial sobre a situacao-

problema da migracdo entre dois lugares. Iniciatmaquestionou-se sobre se a forma que a

situacdo tinha sido apresentada correspondia ouanéima possivel idealizagdo do fenémeno
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observado na realidade. O exposto pelos estudtoitgsie para efeitos de compreensdo sobre o
fendbmeno da migracdo a partir de algumas hipotedasonais feitas sobre o problema, seria
possivel modelar a situacdo de alguma forma. Tamioérmencionado que ao considerar mais
variaveis diante da situacdo-problema ocorreria possivel melhoramento e aproximacao do
problema em relacado a realidade observada.

{P2) Em se tratando dg idealizar o contexto, o estudo proposto que envolve a situacdo-problema inicial esta idealizada
ou corresponde a realidade sobre o fenémeno de migracio observado? Ao estudar essa situacdio-problema, a partir de
um modelo matemético pode-se explicar alguns fatos sobre a realidade? Explique.
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Figura 48 —Idealvsrealidade na situag&o-problema inicial por [S.F§.€]. Fonte: arquivo pessoal.

Em seguida foi encaminhada a discussdo da sityaoitema com um olhar utilizando
possivelmente sistemas de equacdes lineares. Mestento usou-se 0 objeto virtual “Cadeia de
Markov — 2D” para produzir novas estimativas qudgasem ser comparadas com as estimativas
produzidas no primeiro dia de atividades.

Sobre 0 uso de sistemas de equacdes lineares parstaucdo de uma possivel solucéo da
situacdo-problema, alguns aspectos ja mencionawegperimento dois devem ser reconsiderados:
(1) a percepcao dos estudantes que a situacaceprabtiealizada consistia uma iteracdo, mesmo
que inicialmente ndo fosse possivel descrever naiemmente uma solucdo em termos das
condig¢des iniciais; (2) ao descrever os passosedacéo foi evidenciado por parte dos estudantes
gue o conteudo de sistemas lineares poderia $eadt na construcdo da possivel solucao; (3) da
discusséo coletiva com a turma sobre possiveigetaentre duas iteracbes sucessivas, 0S
estudantes inferiram que o produto de matrizesa a@ma operagéo utilizada para alcancar tal
objetivo; (4) pelo uso do objeto virtual foi possdidepois de compreendido o0 mecanismo de
funcionamento das iteracbes, que novas estimafovesem construidas e ainda pudessem ser

comparadas com as construidas na primeira aula.
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Na fundamentacéo tedrica afirmamos que a tomadarnkeiéncia ndo deva ser considerada
um processo apenas em consequéncia da acdo dm |gbre o objeto, mas sim como uma
complexa reorganizacdo de suas estruturas de pengaprovinda da criagdo de novos esquemas
assimiladores e do aperfeicoamento da regulacda. aio longo do processo € fundamental
observar também que a retirada de informac¢fes @ta agorganizacdo das informacgdes obtidas na
acdo e os equilibrios/desequilibrios parciais adosr contribuam para a tomada de consciéncia.
Recordamos que na ocasido, através do esboco deafioo cartesiano néo linear ilustramos como
a evolucdo da acdo e das coordenacdes elaborattasyjeito conduz a reorganizacdo das
estruturas de pensamento e consequentemente g&@valos niveis da tomada de consciéncia.

Da discussao sobre as possiveis relagcbes entretdiegdes sucessivas surgiu como uma
conclusdo plausivel: o fato que relaciona duasgf@s consecutivas, se mantidas as condi¢cdes
iniciais e ideais, entdo relacionara sempre duagastdo processo, independente de qual seja o
tempo considerado. O que foi feito, em termos darzacdo do pensamento, foi considerar que se
0 sistema mantivesse as condi¢des inalteradasttia ¢hea construcdo de hipoteses poderiam ser
estimados nameros populacionais independenteswmtebservado.

Por fim, a discussdo coletiva mencionada em (3)eogeralgumas consideracoes.
Primeiramente a discussdo oportunizou que os edeglarefletissem sobre a influéncia e
importancia da operacdo poténcia de matriz na ear@& de uma solucdo para a situagao-
problema. Tal como no experimento anterior, a pdgiuma discussao feita sobre sistemas lineares
e suas implicacdes entre duas iteracfes sucessvestudantes inferiram que se o processo fosse
visto iterativamente para tras, poderia ser tab@wstruido um modelo matematico que dependesse
das condi¢bes iniciais fornecidas na situacdo-prodl Novamente, nota-se que esta
organizacao/reorganizacao do pensamento tenhaddevido a um esforgo cognitivo individual
proveniente da capacidade reflexiva do sujeito,ual @m virtude da evolugcdo nos niveis de
abstracdo, enquanto reflexionante, interfere pasitente e melhora qualitativamente as formas de
pensamento do sujeito.

A analise anterior foi feita também devido as obmgies nas produgdes dos sujeitos no
experimento dois, pois algumas vezes percebeursgdesavel aderéncia e convergéncia entre as
producdes dos dois grupos de estudantes envolvidts. possivelmente ocorreu nos dois
experimentos em momentos distintos, pois além teglades provocarem uma reflexdo sobre
como a modelagem matematica de um fendmeno poddeinit na compreensdao do mesmo,
desafiou os sujeitos na elaboracdo de uma regnarincipio matematico que pudesse ser usado
para produzir estimativas. Tais estimativas poderser comparadas e relacionadas com as
estimativas feitas na primeira aula. Na figura 4%tram-se exemplos de construcdes por parte dos
estudantes.
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(Ob5) Genericamente, defina que o ano de 2011 seja t = 1. Como vocé expressaria através de uma expressio

matemadtica uma estimativa para a quantidade de populal;au em ambos os lugares (cidade/sublrbio) em uma
determinada época t =n? Expligue.
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Figura 49 —Generalizagbes para a situacao-problema. Fontgivargessoal.

O terceiro e ultimo momento deste dia consistiuapeesentacdo e discussdo sobre o
conceito de Cadeia de Markov. A discussdo do ctmamivolveu os estudantes na tarefa de
identificacdo das probabilidades entre as mudateastado do sistema, na construcédo dos vetores
probabilidade a partir das probabilidades iderad&s e na construcdo da matriz estocastica relativa
a situacao-problema.

Considera-se que a discussdo ocorrida tenha siikfag@ia e que também tenha se
oportunizado possivelmente uma reorganizacado ddasiéd conceitos explorados desde o primeiro
dia de atividades. Escolheu-se este momento daseiqudidatica para formalizar e evidenciar
guais 0s conceitos matematicos estavam sendo eampkrdesde o inicio das atividades, por
acreditar que a partir da exploragdo e experiméantagvolvendo determinados objetos, os sujeitos
construiram um significado qualitativamente melpara os conceitos tratados. Acredita-se que a
escolha e encaminhamento de trabalho tenham oc@mnidoposicdo a uma proposta metodologica
onde inicialmente se apresentam 0sS conceitos, queaapenas depois eles sejam aplicados em

possiveis situacfes onde se faca necesséario seu u

5.3.1.4 — Avancando no estudo da Cadeia de Markov2b — 4° Dia

O quarto dia de atividades foi organizado em do@memtos: no primeiro ocorreu a
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discusséo sobre o vetor estacionario para a sayagdlema da migracao entre dois lugares. No
segundo momento foi apresentada uma segunda sitpagidlema envolvendo niveis de audiéncia
de dois canais concorrentes A e B.

Quanto a primeira parte da aula, durante a marggaldo objeto virtual “Cadeia de Markov
— 2D” os estudantes puderam verificar empiricamesgtea sequéncia de vetores construida no
problema convergia para um vetor limite, denominagdor estacionario ou de equilibrio.
Diferentemente dos estudantes do ensino médio periexento dois, no terceiro experimento 0s
sujeitos ja conheciam técnicas matematicas pateaea construcdo do vetor estacionario. As
técnicas matematicas serviriam para confirmar pdtéses formuladas antecipadamente. No que se
refere & construcdo da hipotese sobre o vetorieséaim, os estudantes conseguiram pelo uso do
objeto virtual determinar um possivel candidato. cAnfirmacdo foi possivel devido o

desenvolvimento de algumas técnicas e mobilizagdalguns conhecimentos matematicos sobre
sistemas lineares.

(0b2) Analisando a evoluciio do sistema através do objeto virtual

n I € possivel afirmar que a partir d
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(Ob4) Faca um? hipétese at'ravés do objeto de quem poderia ser o vetor estacionario para a situagéo-problema. Utilize
0s seus conhecimentos de sistemas lineares para calcular o vetor. Justifique.
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Figura 50 —Hipodteses e obtencao do vetor estacionario p8t §5S.5]. Fonte: arquivo pessoal.
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Alguns comentérios sobre a construcdo conceituaetior estacionario sdo necessarios. Os
estudantes do ensino médio ao construir empiricean@ma possibilidade para vetor estacionario
nao tinham as ferramentas ou recursos necessarnagipe a sua hipotese fosse de fato verificada.
Isso implicou que o conhecimento sobre este canteiitha sido elaborado através de observacdes
pseudo-empiricas fundamentadas na visualizacdo égoandos vetores resultantes. Mesmo sem
conhecer o conceito de limite, em especial o dédigpara uma sequéncia de vetores, 0s estudantes
do ensino médio fizeram uso desta, na forma de pwsaivel regulacdo ativa para argumentar e
compreender os fatos observados na situacdo impdstanedida do possivel, devido as estruturas
construidas até o momento pelos sujeitos do expatordois, verificou-se que de fato eles também
fizeram construgdes conceituais de matematicayaleias possibilidades cognitivas estruturais em
qgue cada um se encontrava.

Ao verificar o encaminhamento dado pelos sujeitmsedceiro experimento para a questao
envolvendo o vetor estacionario percebe-se o dpedmento na qualidade de pensamento,
principalmente quanto as formas de superar os #epas desafios impostos pelo objeto do
conhecimento. Notou-se que a construcao/validagfdomulacdo das hipéteses foi potencializada
pelo uso do objeto virtual, pois ao modificar osdpaetros no objeto e observar instantaneamente o
gue as modificagdes implicavam poderia contribmiradteracoes.

O segundo momento do encontro consistiu em apegsergbordar uma situacao-problema
(figura 51) envolvendo os niveis de audiéncia dis danais concorrentes A e B na cidade de
Caxias do Sul (RS). Novamente os estudantes forastignados sobre a idealizacdo ou nédo da
situacdo para fins da modelagem. Os argumentosestoslantes foram os mais diversificados,
porém convergentes na ideia do “sim”; a situac@ilpma apresentava-se ideal para fins de uma
possivel modelagem. Nas palavras dos estudantes:

[S.1]: “Sim, pois podemos transforma-lo em um peolh matematico e resolvé-lo
utilizando a linguagem matematica”.

[S.2]: “Sim, pois ndo estéa levando todas as posstasas da situacao”.

[S.3]: “Sim, pois podemos representa-lo atravésetiEedes matematicas”.

[S.4]: “Sim, por desconsiderar-se outras situagf@s poderiam afetar os célculos. Por
exemplo, o programa que esta passando, o horantedmo,...”.

[S.5]: “Sim, pois podemos descrevé-lo através teedes matematicas”.

[S.6]: “Sim, pois ndo esta levando em considerdgdas as possiveis variaveis que podem

interferir na audiéncia”.
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22 Situagio-problema. (Adaptada de Anton e Rorres(2012)) -

Suponha que @s 10h em Caxias do Sul cada um dos dois canadis de televisdo concorrentes (A e B) tenha 150000
te.'espectadare: de gudiéncia. Considerando que a cada hora que passa o canal “A” atrai 10% da audiéncia do canal “B”
e‘qu‘e o cana! 'B” atroi 20% da audiéncia do canal “A”. Com o passar das horas, a partir das 10h, & possivel prever os
niveis de audiéncia em cada um dos canais de televisio utilizando a ideia da Cadeia de Markov. 4 '

Figura 51 —Situacdo-problema sobre os niveis de audiénciaeFarguivo pessoal.

Neste segundo momento o objeto virtual “Cadeia gekbly — 2D” foi utilizado para a
construcdo de um possivel modelo matematico, mdpinas cadeias de Markov. Foram também
construidos pelos estudantes os vetores probatglidea matriz estocastica relativos ao problema.
Os estudantes conseguiram elaborar um principi@gna geral para o funcionamento da segunda
situacao-problema proposta, construindo também unpdtese sobre um possivel vetor
estaciondario e a partir de conhecimentos envolvesistemas lineares puderam por um processo
validar sua hipotese.

Pode-se inferir que o processo de constru¢do dbecimento envolvendo a tematica em
estudo tenha sido consolidado no quarto dia delaties, uma vez que se percebeu o envolvimento

dos sujeitos em suas acdes, materiais ou menthig 8s diversos objetos em investigacao.

5.3.1.5 Trabalho sobre Cadeias de Markov — 5° Di&émipresencial)

Apo6s a realizacdo de quatro encontros presencipis@osta da quinta atividade consistiu
em um trabalho semipresencial sobre Cadeias dedVawk proposta consistiu em investigar uma
terceira situacao-problema (figura 52) que se \weatam inferir a qualidade do ar respirado em
Caxias do Sul (RS) a partir de algumas medi¢cdesdiante a consideracdo de algumas hipoteses.
Nesta proposta o objeto virtual “Cadeia de Marko2D* novamente deveria ser acessado pelos

estudantes através da internet, para fins de agéalizdas atividades.

(Adaptada de Anton e Rorres (2012))
Observe a seguinte situagdo-problema.

Em estagdes de medicGes da qualidade do ar nas cidades é possivel através das medicdes e suas andlises inferirmos
sobre a qualidade do ar “respirado” pelos habitantes da cidade. Em Caxias do Sul (RS) verificou-se através da observagio
e andlise de alguns registres empiricos que se em determinado dio a qualidade do ar é boaq, entdo existe uma chance de
90?6 de que venha a ser boa a qualidade do ar no préximo dia. No estudo verificou-se também que se a qualidade do ar é
ruim em determinado dia entdo existe uma chance de 45% de que a qualidade do ar venha ser ruim tarmbém no préximo

dia. Nota-se que o qualidade do ar respirado hoje (19/08/2015) é boa, entéo qual a probabilidode do ar respirado
também ser boa daqui 8 dias?

Figura 52 —Situag&o-problema sobre a qualidade do ar. Forgeiva pessoal.

Os questionamentos propostos seguiram a seguidémor(l) Apresentacdo da situacao-
problema > (2) Construcdo dos vetores de probabilidade e ddrianestocastica> (3)

Questionamento sobre a idealizacdo ou ndo da &dayapblema para fins de modelagem(4)
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Uso do objeto virtual para obter algumas estimata@bre a qualidade do ar em algumas datas
(5) Construcdo de um possivel modelo mateméticooleendo Cadeias de Markow (6)
Construcdo das hipGteses sobre o vetor estaciofidaziendo uso do objeto virtuab (7)
Confirmacdo ou reformulacdo sobre a hipdtese dmrvestacionario a partir de técnicas
matematicas envolvendo sistemas lineares.

No desenvolvimento das estimativas e construcaandepossivel modelo matematico os
resultados apresentados pelos estudantes conwergise assemelharam com a forma de trabalho
gue ja estava sendo desenvolvida ao longo da seiqude atividades, sendo satisfatorios os
resultados por eles apresentados. No entanto, hem sbbre a construcao e verificacdo de hipoteses
referentes ao vetor estacionario serd realizadartr gle agora. Sobre a construgdo do vetor
estacionario, no uso do objeto virtual os estudaelaboraram possiveis hipéteses a partir da
visualizacdo geométrica da sequéncia de vetoresufegos verificaram que ndo importava qual
fosse a condicao inicial colocada, a sequénciaetieres convergiria sempre para 0 mesmo vetor
limite. Essa verificacdo, no entanto é empiricaeessitava de uma confirmacao ou refutacdo dessa
hipotese. A partir do conhecimento e técnicas matieas envolvendo o assunto sistemas lineares
foi oportunizado que os sujeitos de fato obtivessenvetor estacionario, confirmando suas
hipbteses iniciais sobre um possivel candidatonpkes dessa construcdo estdo na figura 53 a

sequir.

(as) Analisando-se a evolucdo do sistema dindmico através do objeto virtual e a partir dos seus conhecimentos
dfsenvolwdos ateé aqui, € possivel afirmar que a partir de alguma data as chances da qualidade do ar ser boa ou ruim
ndo se alteram mais? A situagiio “estaciona” a partir de algum tempo? Explique.
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Figura 53 —Hipdteses e construcdo do vetor estacionario pdt €§S.5]. Fonte: arquivo pessoal.
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Na fundamentacao tedrica da presente tese se afmeskez etapas, as quais sdo necessarias
e estdo presentes no processo de criacdo das desigar parte do sujeito. Duas etapas serdo
relembradas agora, pois séo Uteis na presentesd&zu‘(9) Comecam a se destacar as chamadas
reflexdes sobre reflexdes. Ou seja, através derrmeféxdo o0 sujeito comeca a trabalhar com
hipbteses e suas consequéncias. (10) A buscagzéla das coisas. Ou seja, a tentativa de atividade
criadora se manifesta quando das coordenacdegdes @ sujeito consegue teorizar ou estabelecer
0s motivos pelos quais tal fenbmeno ocorre dectarela acdo. As explicacbes causais sao
construidas a partir de um processo que envolvBditamente as nove etapas anteriores e que séo
fruto das coordenacgdes do sujeito, em especiataagienacdes de suas acdes, sendo que nesse
nivel elas sdo predominantemente mentais.”

Neste sentido, nota-se que a producdo de conheacimesnifestada pelos sujeitos nesta
etapa da sequéncia de atividades constitui-se erralmalho genuinamente cognitivo e individual
de cada sujeito. A partir da construcdo de hipétess quais se constituiram um exercicio
predominantemente mental, foi intensificado e nratio o exercicio da abstragdo, uma vez que se
buscou determinar as explicagbes causais parabontaro observado a partir da coordenacao das
acOes sobre o objeto em estudo. E mais, pelo fa& oy aperfeicoamento da capacidade de
abstracdo ocorra concomitantemente com o processnethoramento da tomada de consciéncia,
nota-se que ambos 0s processos sejam indissoc&weistribuam para o aumento da capacidade
cognitiva do sujeito. Diante disso, o que se olmera partir da producdo dos estudantes na
atividade semipresencial foi que diante dos desadfitpostos pela situacdo-problema ocorreu a
mobilizacdo dos esquemas e estruturas cognitivag@gm cooperacao e colaboracdo no processo

de aperfeicoamento das sucessivas abstracdes @éa®uhaconsciéncia.

5.3.1.6 — Um pouco sobre Cadeias de Markov — 3D 2[Bia

No ultimo dia da sequéncia de atividades no tescekperimento didatico utilizou-se o
objeto virtual “Cadeia de Markov — 3D” e foram atbdas duas situagOes-problema: a primeira
sobre uma campanha eleitoral para o cargo de siedicum condominio residencial envolvendo a
concorréncia de trés chapas distintas; e a segsihgagdo envolvendo a migracao de ledes entre
trés reservas na savana africana. O uso do objdimalvocorreu pela internet e ndo foram
detectados problemas no acesso e quanto ao us@sloardurante a aula em que ocorreram as

atividades.
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Objetivou-se com esta Ultima parte da sequénciatidielades oportunizar aos sujeitos que
através de possiveis manipulacdes sobre os comaaitstruidos para a situagdo 2D estes fossem
estendidos, ou ampliados também para o caso 3B.dkservar que nas cadeias de Markov 2D
tinha-se quatro possiveis mudancas de estado pastema, sendo que para o caso 3D, o total de
possiveis mudancgas de estado no sistema obsendelm@ve. Sobre o aumento quantitativo das
mudancas de estado para o sistema, observa-seutprgadsua compreensdo devera ocorrer por
parte do sujeito um aperfeicoamento nos seus espuassimiladores, os quais deverdo ser
amplamente mobilizados e utilizados durante o msmeCompreender tais novas situacdes trata-se,
portanto de um desafio que se coloca a frente @ita@enquanto este tenta conhecer e explorar 0s
novos objetos do conhecimento.

As atividades deste dia oportunizaram que os esteslatravés de manipulacdes no objeto
virtual pudessem fazer a construcdo dos vetorgaraleabilidade e das matrizes estocéasticas das
respectivas situagfes-problema. Observa-se quetia gf@s conhecimentos construidos desde as
primeiras aulas envolvendo o assunto em estudogctaistrucfes foram possiveis e ocorreram de
forma satisfatoria neste dltimo dia da sequénciaatilddades. As construcdes propostas pelos
sujeitos constavam de possiveis modelos matematjuesviriam a ser utilizados durante os
calculos de algumas estimativas. A acdo sobre eét@bjrtual ainda oportunizou que os estudantes
construissem as hipéteses para o vetor estaciof¥ionodo intuitivo foi possivel que os sujeitos
visualizassem e verificassem fazendo uso do objetoal se as hipoteses prévias sobre o vetor
estaciondario estavam de acordo com o que previanieham pensado.

Sobre a constru¢cdo dos possiveis modelos matemética construgdo/verificacdo das
hipéteses envolvendo o vetor estacionario fazgenas reflexdes a seguir. Primeiramente sobre a
construcdo dos modelos. Notou-se que a partir wisiigacao, por parte do sujeito, das situacdes-
problema nas aulas iniciais, o processo de elaBofegnstrucao/aperfeicoamento do conhecimento
envolvendo aquelas retorna agora diante das nitvas&es, onde os sujeitos fazem a mobilizacao
do conhecimento previamente construido com o abjetie estendé-lo e adapta-lo as novas
situacbes, agora em 3D. De acordo com o discutideriarmente na fundamentacéo tedrica,
conforme se avanca qualitativamente e os resultadiglos pela acdo sdo organizados e
interpretados adequadamente através de coordenagf@esnciais estabelecidas pelo sujeito,
desencadeia-se um processo no qual o sujeito aegadeus esquemas assimiladores, compondo
uma estrutura capaz de construir e mobilizar n@suemas na tentativa de compreensédo do
objeto. Isto possivelmente colaborou para que didos novos desafios impostos pelas situacdes os
sujeitos buscassem desenvolver formas para tamparalas, e assim compreender 0s objetos em

estudo.



130

Durante a elaboracdo do principio matematico emvmlo as novas situacdes estudadas
possivelmente o aperfeicoamento da qualidade deapemto dos sujeitos tenha ocorrido e seja 0
resultado das sucessivas operacoes de reflexdlex@aeamento; as quais oportunizaram ao sujeito
avancar na direcdo dos patamares superiores degimste tomadas de consciéncia de maior
gualidade. Logo, da unido da reflexdo e do refleximento constitui-se uma estrutura capaz de néo
apenas passar de um nivel para o seguinte, mgsrgase tinham o carater de uma estrutura capaz
de desenvolver caracteristicas qualitativas sumeriono decorrer das passagens, ou também
consideradas projecdes. Isso significa que o patanpeerior alcancado pelo sujeito através da acao
e coordenacdo de acbBes tem relacdo intrinseca c®npatamares inferiores ou iniciais
desenvolvidos através da acdo. Neste caso, poaaysar que a reorganizacdo e coordenacgdo das
acOes, mentais ou materiais, permitiram aperfeigta vez mais a acdo na tentativa de
compreender 0s objetos em estudo, ou seja, duaaltboracdo do principio matematico ocorreu a
evolucdo da abstracédo reflexionante, a qual foi protesso pelo qual cada sujeito construiu,
reconstruiu, organizou e reorganizou 0s seus esaplierastruturas de pensamento.

Segundo, sobre a construgdol/verificacdo/reformalagd hipétese envolvendo o vetor
estacionario. Pode-se afirmar que a partir da ag@mrdenacéo das acdes sobre o objeto virtual foi
possivel que os estudantes elaborassem algumaesepsobre o vetor estacionario. Tal hipétese
pode ser verificada através de técnicas matemativaslvendo o estudo de sistemas lineares. O
ocorrido foi que em oposicao as técnicas matensatigacutadas manualmente para a resolucéo do
problema os estudantes desenvolveram uma alteainatie pudesse ser utilizada para resolver o
sistema linear em estudo. Para tal construcdotodages fizeram uso do software Mdpleois ja
tinham algum conhecimento sobre o seu uso. O sadtvidaple ndo dispde de comandos
especificos para fornecer informacdes sobre ogegforobabilidade para um sistema linear em
estudo, sendo entédo esta parte de responsabilidasigieito construi-los. O que se percebeu é que
além dos sujeitos fazerem uso desse software paeutar o trabalho aritmético, neste caso
tornando a tecnologia uma aliada na qual “alivios’procedimentos computacionais, os estudantes
ao final ainda fizeram uma interpretagéo sobresaltado fornecido pelo software, evidenciando a
organizacdo conceitual, caracteristicas observadaspensamentos provenientes de abstracdes

reflexionantes. Na figura 54 dois exemplos dissdepo ser visualizados.

%0 Maple é um software de licenca paga utilizado para adsgem de conceitos e contelidos de matemética. Para
obter mais informa¢cBes pode-se acesgfy://www.maplesoft.com/Um software semelhante adaple, porém de
licenca gratuita (ndo paga) éSgilah Pode ser acessado e obtido hgtp://www.scilab.org/Os links foram acessados
em outubro de 2015.
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(Q8) Faga uma hipétese através do objeto virtual sobre quem poderia ser r rio para a situacdo-problema
h bjeto virtual sobi quem poderia ser o vetor estaciona it b
aqui estudada. Utilize 105 seus cophecimentos para calcular tal vetor probabilidade estacionsrio. Just ifique.
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Figura 54 —Hipétese e construcao do vetor estacionario (3D]$E] e [S.5]. Fonte: arquivo pessoal.
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6. ANALISE GLOBAL DOS EXPERIMENTOS E A INSPIRACAO N OS
CONCEITOS DA ENGENHARIA DIDATICA

Verifica-se que apés a realizacdo dos trés expatovedidaticos devam ser tecidas
reflexdes que sejam originadas a partir das retag®abelecidas entre os trés momentos de
experimentacdo. Procura-se fazer uma andlise deo amnconceitos da engenharia didatica,
engquanto inspiracdo para um desenho metodolégiotilmeiu para o andamento e evolucdo da
pesquisa ao longo dos trés momentos de experind@nthgatica. Inicialmente torna-se necessario
trazer novamente para a discussdo as fases ou riosoeganizados para a presente pesquisa. Em
uma publicacdo anterior aos segundo e terceiroriexpetos didaticos da presente tese, Silva
al (2014a, p.6) propde que as fases da engenhadtcdidejam:

1) Andlise prévia- Nessa fase nos questionamos sobre como ocerrsimo dos conteudos
propostos e o processo de aprendizagem dos alOnpssquisador observa também quais sédo as
dificuldades apresentadas pelos alunos perante essteudos.

2) Concepcdo do experimento, andlise a priori e criagdas hipdteses Criacdo da
sequéncia de atividades que constituem o experimé&rmulacdo, por parte do professor, das
hipbteses que serdo possivelmente validadas duaaecucao das atividades.

3) Experimente- Execucéo das atividades planejadas na faseanter

4) Andlise a posterioi- Com base nas observacfes produzidas durantesea da
experimentacdo, o professor tenta validar ou ndo@deses conjecturadas e assim validar o seu
experimento didatico.

Os autores acreditam que a partir de um movimeitlice (figura 14) da proposta de
trabalho, tal que a validagcdo do experimento e wfronto com as hipGteses iniciais possam
contribuir significativamente para a andlise dasmcepcbes e definicbes estabelecidas pelo

pesquisador em suas analises prévias. Ou aindpatesas de Silvat al (2014a):

“Observamos que a engenharia didatica constitui met@dologia ciclica, ou seja,
o professor pode durante a execucdo do seu roeiatividades (fase 3) se deparar
com novas dificuldades apresentadas pelos alunpseendo foram detectadas
anteriormente (fase 1). Neste momento o professde pedefinir também a sua
concepcao do experimento e criar hipéteses adisioma ainda refutar alguma das
hipoteses anteriores. Assim, uma readequacdo gmgieo metodoldgica visa a
contribuir na constru¢cdo e aprendizagem dos caxale matematica pelos
alunos.” (SILVAet al, 2014a, p. 6)



133

A partir da mencdo as fases da engenharia did&titzjas anteriormente, seguem uma
discussao e reflexdo sobre como elas ocorrerativerasn entre si correlacionadas no decorrer dos

trés experimentos didaticos realizados para a presese de doutorado.

Sobre a fase 1 Nas diretrizes curriculares nacionais encontram@$o orientacdo e
fundamentacéo que:

“A organizacdo curricular deve fundamentar-se entodwogia interdisciplinar,
gue rompa com a fragmentagdo do conhecimento @raesgacao presentes na
organizacao disciplinar tradicionalmente adotaddod®a linear. Esse tradicional
modelo educacional foi criticado por Paulo Freira obra “Pedagogia do
Oprimido”, como sendo “educacdo bancéria”. Criticoamo o0s contetdos
culturais que formavam o curriculo escolar eram quemtemente
descontextualizados, distantes do mundo experiemgaseus estudantes. As
disciplinas escolares eram trabalhadas de formkdigp ndo propiciavam a
construcdo e a compreenséo de nexos que permit@semstruturacdo com base
na realidade. No procedimento interdisciplinar,cosmponentes curriculares s&o
compostos de forma integrada e estdo voltadosgpgaticipacao ativa do aluno
no seu processo de aprendizagem. O desafio marar @grofessor, ao atuar
segundo este modelo, reside na sistematizacdo udgdat do estudante e na
orientacdo do mesmo nas trilhas da aprendizagenfowiea permanente. A
interdisciplinaridade, portanto, deve ir além datgposicdo de componentes
curriculares, abrindo-se para a possibilidade dacima-los em atividades ou
projetos de estudos, pesquisa e a¢do, para dar domntesenvolvimento de saberes
que os conduzem ao desenvolvimento do perfil wiofigl de conclusdo planejado
para o curso.” (BRASIL, 2013, p.244)

No que se refere a formacdo de professores, a dieimterdisciplinaridade também esta
manifestada no pareéérdas Diretrizes Curriculares Nacionais para a Foéwalnicial e
Continuada dos Profissionais do Magistério da Ecim@asica. No documento € possivel perceber
a intencionalidade quanto as formas de elaborac@ostrucdo de conhecimento, sugerindo-se para
gue as mesmas nao ocorram de forma isolada e fragdae Na disciplina de matematica, em
especial durante a formacao inicial do professommgortante que a interdisciplinaridade seja
valorizada e assim oportunize a constru¢cao dos dna@ssos conhecimentos matematicos.

Portanto, por parte do pesquisador, as discussagslvendo interdisciplinaridade e
construcdes de conhecimento oportunizaram que agumflexdes sobre a aprendizagem dos
conteudos de matematica presentes na sequéncidgivikades fossem produzidas. Conforme
mencionei no capitulo de introducdo do present® téxrante minha experiéncia enquanto docente
das diversas modalidades de ensino me deparepéadme ainda...) com estudantes inseridos em

um sistema de ensino da matematica até entdo piegitiemente classico, onde as aulas de

¥’Parecer disponivel erttp://portal.mec.gov.br/index.php?option=com_dors&dew=download&alias=17625-
parecer-cne-cp-2-2015-aprovado-9-junho-2015&categbug=junho-2015-pdf&ltemid=3019@cesso em setembro
de 2015)
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matematica poderiam ser caracterizadas por seittinapenas em atividade de efetuar calculos
sem a possibilidade de investigar situagOes-prablepre envolvam simultaneamente diversos
contetdos de matematica. Constato que ao propdscasddo de problemas ou situacbes mais
elaboradas com raciocinios que envolvem argumemtagf estudantes manifestam algumas
dificuldades em assimilar a situacdo e mobilizadags necessarias no processo para a construcao
de conceitos e compreensao sobre situacgao.

Acredito que ao oportunizar ao estudante, indepgrdda modalidade de ensino a qual ele
esta inserido, compreender a importancia da maiemnpara modelar fenbmenos da realidade e
destacar a importancia da informatica como ferram@ara representar e manipular diferentes
situacdes h& intencdo de propiciar uma melhor ceemzdo e, consequentemente, a aprendizagem
de conteddos matematicos. Nas analises préviasji@ant aos experimentos didaticos, buscou-se
refletir sobre questdes relacionadas ao ensinoetlrrdinados conteddos matematicos. A analise
centrou-se em refletir sobre como as praticas méigitas no ensino de matemética
predominantemente tradicional e sem relagdo condeasais areas do conhecimento humano
influenciam na construgdo e aprendizagem dos dmscenatematicos por todos 0s sujeitos
envolvidos. Constatou-se a partir da analise qumasiveis falhas de aprendizagem e dificuldades
apresentadas pelos estudantes ao longo da vidéaregossam ser influenciadas por préticas
metodolégicas dos professores que se opdem aashsapresentado nas diretrizes curriculares, as
guais propdem que seja desenvolvido um trabalhodo&igico que: (1) oportunize ao estudante
conhecer e explorar amplamente as diversidadegéatida interdisciplinaridade, (2) que faca da
matematica uma ciéncia necessaria a compreenséerelgnento de diversos fenbmenos, (3) que a
matematica seja uma fonte de construcdo do pensanaequal se torna ferramenta para relacionar
os conteudos da disciplina com diversas aplicagdésalmente, porém ndo menos importante, (4)
gue valorize @rocessade aprendizagem da matematica e seus conceits ggkitos, ampliando
cada vez mais as potencialidades de seu desenesiitomem oposicdo a uma possivel e

considerada aprendizagem pontual e ndo efetivaalusitos.

Sobre a fase 2A segunda fase caracterizou-se por ocorrer em dtgss: criacdo das
sequéncias de atividades que seriam realizadasberatdo das hipoteses que seriam testadas e
possivelmente validadas durante a execucéo dosiergrgos. Como a pesquisa ocorreu em trés
momentos temporais distintos (2014/1, 2015/1, Z0)18ésde a elaboracdo da primeira sequéncia
de atividades e do primeiro objeto virtual, os mesmpassaram por reformulacdes e
aperfeicoamentos.

Os aperfeicoamentos ocorreram devido a percepcaprof@ssor pesquisador enquanto

executava as sequéncias de atividades, pois sebperem alguns momentos que as atividades
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necessitavam de reformulacdo, adaptacdo ou reagfemdentro do grupo da sequéncia. Nos dois
primeiros experimentos as elaboracdes dos sujgitegparticiparam do experimento contribuiram
para o melhoramento do objeto virtual, tanto nasstfies funcionais como também em layout e
organizacao dos elementos na tela.

A partir da ideia de abordar situacfes-problema euamlvessem e relacionassem o tripé
modelagem matematica — Cadeias de Markov — teciaslagdjgitais, delineou-se como objetivo
principal a pesquisa: pesquisar sobre como 0s gsoseda tomada de consciéncia e abstracéo
reflexionante influenciam a elaboracdo e desennmnio do pensamento hipotético-continuo ao
utilizar objetos virtuais na investigacdo de sifiemzproblema que envolvem modelagem
matematica com Cadeias de Markov.

Ao construir o objetivo principal apresentado aotenente se pensou inicialmeng@ais
situacOes-problemas fariam parte da sequénciaiddaates. A partir da definicdo dos problemas
gue fariam parte do conjunto de situacdes a sex@ioradas pelos sujeitos, passou-se entdo para a
etapa de construcdo das sequéncias de atividadegog D, E, F). Durante o momento de
construcdo duas hipoteses foram elaboradas pdiespov/pesquisador:

H1) O uso dosoftware GeoGebra (na forma de objetos virtuais) contritmiestudo das
situacOes-problema propostas aos sujeitos. A hpokEl visa qualificar o estudo das situacdes
apresentadas com o uso da tecnologia, em compadagdposicdo dos mesmos problemas sem
fazer uso dos recursos tecnoldgicos.

H2) As situacBes apresentadas nas atividadesemfletma necessidade onde a partir de
contextos praticos a matemaética torna-se uma femtanitil para a tomada de decisao, por parte do
sujeito. A hipotese H2 reafirma nossa concepcaquiea aprendizagem somente terd sentido se
entendida como unprocessode constru¢do, no qual a participacdo e atuacasugkito é o
elemento central durante todo o desenvolvimento.

E de consideravel importancia mencionar ghipétese H1 foi elaborada sem a realizag&o
de uma pesquisa que tentasse responder 0 segué@sigogamento: Como ocorreria a construcdo de
conhecimento matematico pelos sujeitos ao realizamividades que envolvessem modelagem
matematica com Cadeias e Markov e ndo fizessemdesaobjetos virtuais? Acredita-se que tal
guestionamento tenha potencial e possa gerar pesqdie doutorado/mestrado que tratem de
responder ou esbocgar construgBes tedricas sobresunta. Nosso propdésito em acreditar na
hipétese H1 foi de considerar proficua a forma sieda tecnologia na presente tese e que a mesma

contribuisse junto ao processo de construcdo doecimento pelos sujeitos.

Sobre a fase 3Esta etapa foi caracterizada pela execucdo da®rseigs de atividades
planejadas. Ao todo ocorreram trés experimentosmamentos de tempo e com publicos alvos
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distintos. Foram eles:

Experimento 1 (2014/1): Ocorreu com um conjunto2@eparticipantes, constituidos por
alunos de graduacao em licenciatura em matemapoafessores de matematica da regido de Passo
Fundo (RS). Através da oficina pedagdgica intitalsdadeias de Markov e Geogebra: modelagem
matematica e possibilidades para a construcdo deeitos através do uso de objetos virtuais”,
ocorrida em um congres$ma Universidade de Passo Fundo (UPF).

Experimento 2 (2015/1): Ocorreu com a turma do tguano do ensino médio e técnico
integrado no IFRS — Campus Caxias do Sul. O exprion didatico ocorreu em um dos
laboratorios de informética da instituicdo nas swkgulares da disciplina de matematica ao longo
de cinco semanas.

Experimento 3 (2015/2): Ocorreu com a turma daiglisa de Modelagem Matematica do
curso de Licenciatura em Matematica do IFRS — Canpaxias do Sul. O experimento didatico
ocorreu em um dos laboratérios de informatica @étincdo nas aulas regulares da disciplina de
matematica ao longo de cinco semanas e mais unegsmnipresencial.

Nota-se que entre a realizacdo dos experimentogitichd ocorreu por parte do
professor/pesquisador reflexdes que visavam o eipedmento da sequéncia de atividades e dos
objetos virtuais utilizados. Tais aprimoramentos aperfeicoamentos foram necessarios e

importantes para a qualificacdo do trabalho quevastendo executado.

Sobre a fase 4Constituiu um importante momento pois a partir olaservacdes produzidas
durante as experimentacdes, tenta-se validar ou asadipoteses formuladas para validar o
experimento didatico. Neste momento surgiram gesstfiie merecem ser colocadas: (1) O que o0s
estudantes aprenderam com 0s experimentos? (2p@w® virtuais auxiliaram no processo de
construcdo de conhecimento matematico? (3) Qus tilgorelacbes os estudantes produziram ao
utilizar os objetos virtuais? (4) Foi oportunizadom longo das atividades que 0s sujeitos
construissem conceitos e tomassem decisfes agastgituacdes propostas? (5) Os desafios feitos
pelos objetos foram assimilados pelos sujeitogyragpde contribuir qualitativamente no processo
de abstracao reflexionante? Esses desafios praracdesequilibrios? Os sujeitos responderam a
esses desequilibrios com reequilibracdes ou redEXdOs reflexionamentos e reflexdes ou o
processo de abstracdo reflexionante gerou avangagativos? (6) O uso da tecnologia digital
funcionou como fator que ajudou na a execucéo tikgades? (7) As hipoteses formuladas pelo
pesquisador séo relevantes?

Quanto as questdes apresentadas anteriormentdita&® que elas ndo sejam apenas sete.

% Eventos intituladosV Jornada Nacional de Educacdo MatemétieaXVIll Jornada Regional de Educac&o
Matematicaque ocorreram em 2014, na cidade de Passo FuigjoDisponivel emhttp://www.upf.br/jem/
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Pode-se enumerar um amplo conjunto de questdessagrggram a partir da aplicacdo dos
experimentos e que visavam ajudar o professor/psstpr na validagdo do experimento e das
hipoteses formuladas. Tais questfes sdo Uteis quapdsquisador reflete sobre a validagdo ou ndo
dos experimentos ocorridos na fase anterior. Ostiuamentos elaborados na etapa quatro da
engenharia didatica oportunizam que todas as fasweriores também sejam repensadas,
constituindo-se um movimento metodoldgico ciclino, qual conforme o professor perceba que
algo esta ocorrendo equivocadamente ou fora d@jalarento esperado possa alterar o percurso e o
caminho da sequéncia didatica em execucéao.

Em relacéo as hipoteses H1 e H2 formuladas e meatds anteriormente considera-se que
ambas tenham sido confirmadas e validadas comaueie dos experimentos didaticos. Conforme
se explorou no capitulo de andlise das producéesujeitos a luz de conceitos da epistemologia
genética, a construcdo de conhecimento matemaiitango das atividades ocorreu e reforcaram a
nossa concepcao sobre o tripédelagem matematica — Cadeias de Markov — teciasatijgitais.

Se féssemos elaborar as respostas para as quastéssntadas, com os dados, analises e reflexdes
produzidas ao longo do trabalho de tese, as pisséapostas para esta tese poderiam ser:

(1) O que os estudantes aprenderam com 0s expéos?efcredita-se que aprenderam que a
matematica é uma ciéncia que resulta do esforcaharam teorizar e explicar muitos fenébmenos
da realidade, nos mais diversos graus de intensidadmplexidade. Ao discutir o paradigma ideal
vs realidade e as contribuicbes que a mateméaticaneste processo, 0S sujeitos passaram por
momentos de constru¢ao/reconstrucao de sabereseitos.

(2) Os objetos virtuais auxiliaram no processo dlestrucdo de conhecimento mateméatico?
Pensa-se que sim. As mudancas de parametros stanteneidade” dos resultados conforme as
alteracdes realizadas oportunizaram aos sujeitesayancassem na validacdo de suas préprias
hipéteses enquanto investigavam as situacOes-pnabldleste sentido, pensa-se que 0s objetos
virtuais auxiliaram na construcao de conhecimerdatematico.

(3) Que tipos de relagcdes os estudantes produzamtilizar os objetos virtuais? (4) Foi
oportunizado ao longo das atividades que 0s sgjeitastruissem conceitos e tomassem decisdes a
partir das situacfes impostas? (5) Os desafiassfeielos objetos foram assimilados pelos sujeitos,
a ponto de contribuir qualitativamente no procedsoabstracdo reflexionante? Esses desafios
provocaram desequilibrios? Os sujeitos respondarasses desequilibrios com reequilibracdes ou
reflexdes? Os reflexionamentos e reflexfes ou ogxsmo de abstracdo reflexionante gerou avangos
gualitativos? Acredita-se que a resposta para gémguestdes seja possivel de elaborar a pastir d
analises e reflexdes apresentadas no capitulo dapoesente tese.

(6) O uso da tecnologia digital foi um fator quadgu ou atrapalhou durante a execugéo das
atividades? As tecnologias digitais demonstraram nseito Uteis ao longo dos experimentos
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didaticos realizados. Pelo estudo bibliograficosmente feito, notou-se, a partir do envolvimento
dos sujeitos com a execucdo da proposta, que aldgea surgiu como aliada no processo de
construgcdo das possiveis solugbes e modelos mateménvolvendo a modelagem matematica
com Cadeias de Markov.

(7) As hipoteses formuladas enquanto pesquisadordsdfato validas? Pensa-se que a
resposta para esta questado seja afirmativa, ded@com a argumentacéo realizada ao longo das
guestdes anteriores.

Em relacdo aos resultados obtidos com a realizaga@ngenharia didatica; através da
construcao, aplicacao e analise da sequéncia\ddaalés verifica-se que nossa proposta converge

com o pensamento de Lopetsal (2015) que argumenta:

“Ao tentar encontrar uma maneira de solucionar osblpmas, no caso 0s
exercicios propostos, os estudantes sentiram-safialss, e isso 0s motivou
durante a atividade. Tal condicdo, de desafio e dmsccriatividade, vem ao
encontro do conceito de engenharia diddtica que paman guardadas as
singularidades, o trabalho da sala de aula comumdengenheiro.” (LOPE& al,
2015, p.570)

Ao considerar a matematica uma ciéncia construigmréir do esforco humano e em
constante evolucéo e aperfeicoamento, ao propovestigacdo de situacdes-problema e contextos
da realidade € oportunizado ao estudante congiewa si sua propria matematica. Ou seja, ao
desafiar os estudantes na producdo de matematicse \v@ém da construcdo de conceitos; é
possivel que os estudantes conscientizem-se dpagp&l colaborativo enquanto sujeito inserido na
vida em sociedade. Logo, acredita-se que nestadesioutorado, o uso da engenharia didatica
enguanto inspiracdo para uma metodologia de trapallgual exige que as quatro etapas ou fases

apresentadas sejam contempladas, tenha cumpndofargao.
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7. REFLEXOES FINAIS, BRAINSTORMING

O presente capitulo propfe-se a expor algumasxéefeproduzidas a partir da presente
pesquisa de tese. Este espaco também seré utipasaoealizar um exercicio teainstorming ou
“tempestade de ideias”, na qual se almeja quemmo das reflexdes produzidas, estas possam
motivar pesquisas futuras, as quais visem contripaia 0 campo de pesquisa em modelagem
matematica e ensino de matematica, cuja interseef] mediada pelas tecnologias digitais.
Inicialmente a reflexdo ocorrerd organizada emsitagendo que ao final procura-se fazer um

fechamento relacionando as ideias previamente idelsat

(A) Sobre a Modelagem Matematica..A modelagem matematica na presente tese surgiu
como possibilidade para o desenvolvimento de ubaln®. Desde a concepcao inicial da tese, a
modelagem matemética fez-se presente, pois seitavagedue suas contribuicbes seriam de grande
valia para o desenvolvimento da proposta. Duragstexperimentos dois e trés, em sala de aula, a
partir das discussfes envolvendo a construcdo dsiyeis modelos matematicos, pode-se
argumentar sobre possiveis aproximacOes/afastamemds conceitos sobre ‘“idealizacdo” e
“realidade” para determinado fenGmeno. A experi@gid envolvendo diversas situagoes-
problema e a elaboracdo de possiveis modelos midem@ue pudessem explicar mesmo que
parcialmente a realidade marcou constante presenigago de toda a pesquisa. Com a modelagem
foi possivel perceber enquanto pesquisador o quanteoria e as aplicacbes da matemética
dialogam e se relacionam ao longo do desenvolvionesitolar. Percebeu-se que ambas estéo inter-
relacionadas e contribuem qualitativamente pararestougédo e a aprendizagem dos conceitos
matematicos, independente do nivel escolar observeglpesquisas consultadas mostraram que a
modelagem matematica apresenta aspectos profieuos@poradas a metodologia de ensino por
parte do professor, pois valorizam o papel desehgun pelo estudante durante o processo de
investigacdo. Neste sentido, observa-se no uso atielagem matemética enquanto método de
investigacdo na sala de aula que o estudante ia gadua acdo sobre os mais diversos objetos do

conhecimento possa ser o principal ator durant®oegso da propria aprendizagem.

(B) Sobre as Cadeias de Markov.Considera-se que a abordagem deste assunto tdoha s
inédita sob a forma que se apresentou neste traldghtese. Uma abordagem de sistemas
dindmicos, em especial os que utilizam as Cadaadarkov, como teoria mateméatica necessaria
para o entendimento de alguns fendmenos que ocomeenealidade mesmo que idealizados,

possibilitou a todos os sujeitos envolvidos quedessem conta sobre a utilidade das teorias
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matematicas necessarias para a compreensdo ddadealimesmo que esta fosse parcial. Em
consulta as poucas pesquisas existentes envolvgmelstées pedagobgicas sobre o assunto, as
mesmas manifestavam a necessidade de um olhaerdifedo sobre os processos de ensino e
aprendizagem envolvendo Cadeias de Markov. Portamimeiramente consistiu em um grande
desafio enquanto docente da disciplina de mateané@fiortunizar que alguns conceitos envolvendo
o assunto fossem discutidos no ensino basico. Seguyrara o nivel superior, acredita-se que a
abordagem deste assunto também tenha sido um ajepafs se refletiu como uma possivel
organizacao/reorganizacdo e aplicacdo de conhemmareviamente construidos tanto pelos
estudantes quanto pelo professor. Também valeltaasgae enquanto sujeito epistémico as leituras
matematicas e pedagolgicas que realizei sobre ontassue fizeram aprender de forma
multifacetada esta aplicacdo da Algebra Linear.

(C) Sobre a Epistemologia Genética..Foi muito desafiador enquanto estudante de
doutorado aprofundar-se em textos de intensa daesidtedrica, tais como “Abstracdo
Reflexionante”, “Tomada de Consciéncia’ e “FazeCanpreender” de J. Piaget. Foram leituras
gue oportunizaram um novo entendimento sobre oadgrracessoem contextos que envolvam
aprendizagem. As leituras possibilitaram além dea uitndamentacdo tedrica consistente e
necesséria para o capitulo das analises e reflex@a® as producbes dos estudantes, minha
reorganizagdo enquanto professor de matematicacohbecer essas teorias percebi com mais
atencdo que a matematica é uma ciéncia que reflten processo temporal combinado com o
esforco e tentativa do ser humano de compreendendga@mo os objetos do conhecimento. Ao
partir da zona periférica 0 movimento oscilaténre os centros (do sujeito e do objeto) ocorrem
sucessivos e graduais micro-avangcos em abstragéexioeante, seguidos de tomadas de
consciéncia, atingindo abstracdes refletidas. BRe#® ou coordenacdo de acdes € possivel que o
sujeito evolua e desenvolva qualitativamente ass doamas de pensamento, possivelmente
alcancando niveis de tomada de consciéncia sueegrier consequentemente, de abstracdes
refletidas. Cabe observar e destacar que duranpeesente pesquisa também foi notavel a
importancia da abstracdo pseudo-empirica durapteaesso de construcdo conceitual dos sujeitos.
Por tratar-se de um tipo de abstracao reflexionarnttg uma qualidade inerente da acéo do sujeito
sobre 0s objetos, as quais se atribuem caraatadsgue nao fazem parte do objeto por parte do
sujeito, a abstracdo pseudo-empirica desempenh@apet fundamental no avanco dos sujeitos ao
longo das atividades. Nesse processo, ao obseiwgis rtada vez mais elaborados e elevados de
abstracGes reflexionantes (predominantemente pssugdicas), inclusive com tomadas de
consciéncia, o pensamento se torna o proprio objgtstigado pelo sujeito, tornando-se possivel

fazer o exercicio das reflexdes sobre reflexdesainda metarreflexdes; é nessa altura que se
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produz conhecimento matematico, retirando caratiess das coordenacdes das acbes. Na
fundamentacdo tedrica também foi mostrada e ddsudi importancia das regulagbes ativas,
enquanto agem como uma espécie de motor para ragiustreflexionante. Considera-se que tal
caracteristica, inerente ao pensamento humano spja de fato possibilita aos sujeitos aperfeicoar
a qualidade de seu pensamento por meio da sucessivae coordenacdo das mesmas sobre os
objetos em investigacdo, sejam materiais ou mendgiés a realizagdo dos trés experimentos
didaticos, durante a andlise das producdes, fosipelsrelacionar em diversos momentos a
construcdo do conhecimento matematico dos sujedos 0s conceitos trazidos da Epistemologia
Genética. Por fim, constatou-se que tais conceostituiram uma fundamentacéo tedrica capaz
de auxiliar na interpretacdo dos registros esgritbeecendo os subsidios necessarios para verifica
0s graduais e processuais micro-avancos dos sujggtalirecdo do aumento do conhecimento ou

capacidade cognitiva.

(D) Sobre as Tecnologias Digitais.Considera-se que tecnologias digitais desempemhara
importantes fun¢des desde o inicio da presenteu@sde doutorado. A seguir procura-se ilustrar
algumas destas fun¢ddsuncéo construtoraFez-se uso das tecnologias digitais na concepcao
construcdo dos objetos virtuais (Cadeia de Mark@D+Cadeia de Markov — 3D) utilizados nas
sequéncias de atividades como também na organizapéblicacdo de um produto virtual da tese
(GeoGebraBook). Sem os recursos tecnolégicos nda pessivel construir o material virtual
utilizado durante a pesquiskuncao colaborativa Diante dos relatos observados na literatura
consultada contatou-se aderéncia e convergéncraaaa agir dos sujeitos enquanto faziam uso da
tecnologia. Ao fazer uso de recursos tecnolégiaosrde a investigacdo de diversas situacfes-
problema notou-se em todos os experimentos quemdos sujeitos estava na criagcao/validagéo,
aperfeicoamento e reformulacdo das hipoteses, seedtinado ao computador realizar o0s
procedimentos estritamente de execucao aritméfiom isto, a tecnologia surge como uma aliada
pela qual o sujeito centra-se predominantementgnogesso de atividade cognitivRungao
inovadora Considera-se que por meio da tecnologia foi pessie alguma forma inovar pela
criacdo e desenvolvimento de objetos virtuais guelaando existiam e serviriam para uma
abordagem envolvendo Cadeias de Markov. Acreditgusetal funcdo representa ou expressa, de
alguma forma, o conceito de regulagdo ativa explanantes, constituindo-se numa esséncia
individual por parte do sujeito. Quando pensei eesqpisar no doutorado a construcdo de
conhecimento matematico, provenientes da invest@alg situacdes-problema com modelagem
matematica fazendo uso das Cadeias de Markov lmstos e ndo encontrei alternativas
tecnoldgicas para tal objetivo, procurei concebdesenvolver os meios para isto. Acredito que as
trés funcdes desempenhadas pelas tecnologias igligitelatadas anteriormente, estiveram
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fortemente correlacionadas durante o trabalho etwpearam o adequado andamento do projeto,
uma vez que durante a execucao do projeto foramieggmadas e melhoradas fungcdes dos objetos

virtuais.

(E) Sobre a Engenharia Didatica...Acredita-se que a construcdo da sequéncia de
atividades a luz de inspiracdo metodoldgica funddaua nos principios da Engenharia Didatica
envolvendo o assunto desta tese e que fizesseneusigietos virtuais constituiu-se em um produto
didatico capaz de oportunizar a construcdo de acomieeto matematico pelos sujeitos. Buscou-se
nos conceitos da engenharia didatica construirganizar sequéncias de atividades que fossem
além do momento de sala de aula; que oportunizapaeanmim, enquanto professor, realizar um
exercicio sobre a minha acao pratica enquanto pespie das atividades. Tinha-se em mente desde
o inicio da proposta que as atividades deveriampgrom fazer diferente aos sujeitos, e ndo apenas
gue fossem um exercicio concentradosagoir fairesem a oportunidade de investigacdo sobre as
explicacbes causais dos fendmenos. Tais sequé@eiavidades foram pensadas e criadas a partir
de sugestbes de problemas encontradas na literatiuglada, sendo que ao longo dos trés
experimentos didaticos as sequéncias atravessarapracesso de transformacdo e metamorfose,

buscando-se o constante aperfeicoamento.

Os cinco itens apresentados que acabamos de dpresxpdem algumas reflexdes
pontuais, as quais contribuiram para nosso entamdame verificacdo de uma possivel resposta
para nossa questdo norteadora, bem como para evobjpropostos. Nossa intencdo desde a
“Introducdo” deste texto era argumentar que a co¢&b do conhecimento matematico é resultado
da possivel combinacdo dos seguintes fatores: @ugio da atividade cognitiva do sujeito,
manifestada pelo aperfeicoamento do processo diaehs; (2) aperfeicoamento da acdo e
coordenacao das acdes dos sujeitos sobre os objatestudo; (3) uso da tecnologia digital como
parceira no estabelecimento de relagbes entras@ebjeto de conhecimento, potencializando a
andlise e interpretacdo de modelos matematicosuseldo computador.

A questdo norteadora da pesquisa consistia enr tesgjponder a pergunt&omo evolui a
abstracdo refletida (abstracdo reflexionante conmaola de consciéncia), na construcdo de
conceitos mateméaticos durante a exploracdo de gitesproblemas de modelagem matematica
com Cadeias de Markov em uma sequéncia didaticadasabjetos virtuaisZonstatou-se a partir
dos trés experimentos didaticos que a acdo dotsupn suas mais diversas evocacles e tipos
(materiais ou mentais), aliada a coordenacdo demmase durante a exploracdo das diversas
situagbes-problema na tentativa de resolver osfidesa impasses que se colocavam pela
diversidade dos objetos, fez com que a cada noancavuma reorganizacao parcial por parte do
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sujeito ocorresse. Notou-se, a partir dos expeltiosegue a evolucéo e aperfeicoamento dos niveis
de abstracbes e tomadas de consciéncia estavanu#me relacionado com a criacao/validacdo ou
reformulacdo de hipdteses previamente elaboradatos pesujeitos, provenientes da
organizacao/reorganizacao cognitiva na criacdoserd®lvimento dos novos e “mais potentes”
esquemas assimiladores. Tais esquemas, por sua o@aboraram nas operacfes de
reflexionamento e reflexdo, possibilitando ao $ajeiperfeicoar suas estruturas cognitivas. Neste
“fluxo de constante e gradual aperfeicoamento”ntuanais elaboradas as abstragdes e tomadas de
consciéncia melhores foram as projecdes para pegansaperiores, oportunizando uma possivel
“reestruturacéo da estrutura cognitiva” dos sugeitmando observados sob termos qualitativos. Por
sua vez, a considerada reestruturacdo da estretgaitiva somente ocorreu mediante as
coordenacdes de acOes que deviam ser cada vepotaigiais, a ponto que 0 sujeito as executasse
em nivel de metarreflexdo, em que o objeto, sobrequal se pratica as acdes estédo
predominantemente no plano do pensamento.

Considerando-se os fatos apresentados anteriorneemé® a partir da possivel combinagéo
dos fatores e aperfeicoamento do processo desamis tenha sido oportunizado aos sujeitos
desenvolver e aprimorar uma nova qualidade de per#a denominada por nés na tese de
hipotético-continuo Ou seja, da relacdo entre @ntinuidade no processo de abstracdo
(aperfeicoamento dos esquemas assimiladores, weaghfi/aperfeicoamento das estruturas
cognitivas) e do processo dperfeicoamento e construcdo de hipétesamre o desenvolvimento
dessa nova forma de pensamento. Verificou-se gquaela modificacdo na tela do computador (via
mudanca de parametros, por exemplo) houve umaaeiaaegdo dos esquemasestabelecimento
de novas abstra¢cfes que agiram na direcdo da faontkznovas hipéteses, as quais avancaram de
modo dindmico e iterativo, promovendo assim umageetzacao ou reestruturacao das estruturas
gualitativamente melhores para o sujeito.

Finalmente, acredita-se que em nenhum momentosemetrabalho de tese intencionou ou
propds algum tipo de “salvacionismo” ou solucacapgawssiveis problemas que existem no ensino
da matematica. Ao contrario, procurou-se mediama gonstrucdo teorica consistente mostrar de
gue forma a tecnologia digital pode contribuir teberacdo e construcao de conceitos matematicos
envolvendo modelagem matematica com Cadeias dedMVasdtravés do uso de sequéncias de
atividades. Evidenciou-se através do dialogo ehganologias Digitais, Modelagem Matematica,
Cadeias de Markov, Engenharia Didatica e EpistegmloGenética intensa aderéncia e

*atribui-se a palavra “esquema” na expressdo “retirggdo dos esquemas” o conceito utilizado em &pisiogia
Genética. O prof. Dr. Marcelo Borba (UNESP, SPlzatia expressao “reorganizacao do pensamento” ¢eamatar
uma organizacdo prépria do sujeito. Para tal, umdicacdo de leitura éTecnologias informaticas na Educacéo
Matematica e Reorganizacdo do pensamentdn: Bicudo, M. A. V.. (Org.). Pesquisa em Eduaa¢datematica:
concepcdes e perspectivas. 1%d. Sdo Paulo: UNEB®9, v. 1, p. 285-295." Disponivel em:
http://www.rc.unesp.br/gpimem/downloads/artigosfiadborba_tecinfo_em_rp.pdf
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convergéncia entre as possibilidades para a c@astrdos conceitos. Tais conceitos em nossa
proposta se consolidaram como resultado de um gsoceomplexo, correlacionado e com uma
infinidade de possiveis relacdes entre os cincmeios antes elencados e discutidos. A figura 55

tenta ilustrar a ideia exposta nesse paragrafo.
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Figura 55 —Possiveis didlogos entre os pilares teérico-mébgims da tese. Fonte: os autores.
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8. CONSTRUCAO DE UM PRODUTO VIRTUAL: GEOGEBRABOOK

A proposta do presente capitulo é apresentar daragée de um produto virtual a partir das
sequéncias de atividades, construidas e utilizadapresente pesquisa de doutorado. Todo o
material estd disponibilizado niaternet no repositério de objetos virtuais do GeoGebra, o
GeoGebratube, e pode ser acessado de qualquersitlispo notebook, desktop, celulares
smartphones, tablets, entre outros.

A motivagdo para a construcdo e divulgacdo desteriabesta no fato de que, assim, os
professores e demais pesquisadores interessadosliear o material desta tese, possam optar por
fazé-lo de modo totalmente virtual com os estudarM@o é descartada a possibilidade do material
disponibilizado nos apéndices E e F também serdizadbs na forma impressa durante as aulas, e
gue sejam acessados somente 0s objetos virtuaisaohas no capitulo quatro. Porém, procura-se
mostrar no presente capitulo que a constru¢cdo damhbiente virtual que possa integrar objetos
virtuais e questionamentos propostos nas nossagrsggs de atividades constitui um novo olhar
onde se abrem novas possibilidades sobre do usedaéncias de atividades em sala de aula.

Mostra-se como, a partir das atividades da seqa@piicada em sala de aula, foi elaborado e
construido um livro virtual com todas as atividademstituindo-se assim u@eoGebraBookEssa
é uma funcionalidade relativamente n\vao ambiente do GeoGebratube e oportuniza que sejam
produzidos e disponibilizados diversos materiagaticos que facam uso e relacionem diferentes
midias digitais: texto, imagens, objetos virtuaigsiéeos. Todo acesso a este material ocorre de
forma livre e irrestrita nanternet ndo sendo necessario ter conta ou cadastro nemrteibApenas
no caso em que o usuario deseja utilizar o mateirtlal, vinculando-o ou adaptando-o a outras
atividades € que se torna necessario estar catflastoeambiente do GeoGebratube.

Com isso, abrem-se novas possibilidades para aes@a tecnologia digital no ambiente de
sala de aula. A partir da criacdo de um GeoGebraBportuniza-se ao professor desenvolver suas
atividades de modo totalmente virtual através dgioale “grupo”, o qual também corresponde a
uma inovacao e aperfeicoamento dentro do ambieriteavdo GeoGebratube. Nesta modalidade
de trabalho, via grupos, os estudantes sdo desafamcexplorar e realizar todas as atividades de
forma dindmica e virtual, pelas quais o profesear cesso a producao dos estudantes e por meio
do préprio grupo podera promover discussdes, ratgrantualmente para cada estudante na forma
defeedbacksuas sugestdes e consideracdes.

Na figura 56 abaixo esta a pagina principal do Gdw&Book construido a partir das

“Usa-se como referéncia para fazer tal afirmacdmmde 2015, pois foi neste ano que o autor da piedese
conheceu tal funcionalidade do ambiente virtual.
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atividades. Intitulado Sequéncia de Atividades — Cadeias de Markbw material pode ser
acessado através do endereco eletronico informadegenda da figura. Ao acessar o material €
permitido que o visitante compartilhe ou faca sewrdoad, através dos botbes indicados em [A].
O material foi organizado conforme estd disposto[Bin na forma de dois capitulos, a saber;
Tomd" | — Ensino Médio e Tomo Il — Ensino Superior. Nagima “Inicio de conversa” é
possibilitado ao visitante conhecer em linhas gesabre o tema da proposta. Nas “Referéncias”
sdo apresentadas todas as obras citadas ao loagatiddades. Em [C] é possivel visualizar a
organizacdo de todas as atividades. Como duranexperimentos as atividades ocorreram ao
longo de alguns dias, tanto no ensino médio come@nm®no superior, preferiu-se manter essa

organizacao na disposi¢cao das atividades, nosutapito GeoGebraBook.

¢« GeaGebra E > A
Sequéncia de Atividades - Sequéncia de Atividades - Cadeias de Markov &
Cadeias de Markov [A]

Rodrigo Sychocki da Silva, 10/06/2015

1. Inicio de conversa...

2. Tomo | - Ensino Médio

= : 1dice
3. Tomo Il - Ensino Superior Indice
1. Inicic de conversa...

2. Tomo | - Ensino Médio

4. Referéncias

3
4

L P L _B(o

3. Tomo Il - Ensino Superior
[B] s

(Dia ll)
ainicial (Dia Il)
udo da Cadeia de Markov — 2D (Dia IV)

5. Trabalho sobre Cadeias de Markov —

6. Um pouco sobre Cadeias de Markov

4. Referéncias "

Figura 56 —GeoGebraBooklas atividades. Disponivel em:
http://tube-beta.geogebra.org/material/simple/itifliH5

Quando alguma das atividades é acessada em [@{lita¢gdo da figura anterior, o0 visitante
€ conduzido para a pagina especifica das atividdamés escolhido, conforme o exemplo mostrado
na figura 56. E possivel se localizar em relagimnaterial observando a indicagdo em [2] como
também avancar para paginas posteriores ou amerraves das indicacbes “<” e “>". O botdo
indicado em [1] permite que usuario esconda a a®a adpitulos, indicada por [B] na figura

anterior. E possivel ao longo da pagina fazer agfies de outros materiais disponiveis para acesso

“1 Escolheu-se chamar de “Tomo” em homenagem adasgstichdErico Verissimg1905 — 1975), autor da obra “O
Tempo e 0 Vento”, cujas partes, ou tomos sdo: “@ti@ente” (I e 1), “O Retrato” (I e 1l) e “O Arqpiélago” (I, Il e
). Biografia disponivel emhttp://www.releituras.com/everissimo_bio.gsgesso em setembro de 2015)
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via internet. Neste caso, através da indicacabnétp conforme [3], é possivel acessar o material
complementar ao estudo que esta sendo desenvoNaaecorrer de todas as atividades foram
colocadas caixas de resposta para que pudessatear fegistro por parte dos usuarios, de acordo
com [4]. Observa-se que € possivel do usuéarioaaltertamanho da caixa de resposta, a qual

dependera entdo da resposta fornecida para cadasiitens questionados.

K e < 21 >
Conhecendo o contexto (Dia 1) f
[2]

Para dar inicio ao nosso estudo acesse o endereco eletronico abaixo.

Faga a leitura da noticia veiculada recentemente nesse veiculo de comunicagdo e responda os
seguintes questionamentos.

http://zh.clicrbs.com.br/rs/noticias/noticia/2014/08/novos-imigrantes— ‘ [3]
mudam-o-cenario-do-rio—grande-do-sul-4576728.html

(1a) De acordo com a noticia como é possivel justificar quais sdo as causas desse movimento
migratorio relatado?

Responda usando a caixa de texto abaixo. ..

Aqgui & possivel responder o questionamento feito anteriormentellll
Pode usar mais de uma linha para construir uma respostal I [4]

g

(1b) Qual o nivel de escolaridade dos imigrantes caracterizados pela noticia? Isso diferencia esse
movimento migratério de outros que vocé conhece e que ja ocorreram na histéria? Explique.

Responda usando a caixa de texto abaixo...

s

Figura 57 —Exemplo de atividade no GeoGebraBook. Disponinel e
http://tube-beta.geogebra.org/material/simple/itifitH5#material/1362037

No inicio desse capitulo, mencionamos que ao lalogmaterial criado e organizado em um
GeoGebraBook é possivel integrar diferentes midigsais, tais como: texto, imagens, objetos
virtuais e videos. Conforme ilustrado na figura &8 atividades podem ser feitas pelos usuarios ao
mesmo tempo em que 0s objetos virtuais sdo mawipsildndica-se por [Al] e [B3] os objetos
virtuais que foram incluidos e estéo integradopagina de atividades. Em [B1] e [A3] mostram-se
gue as caixas de resposta podem ser usadas de gondomitante com 0s objetos virtuais.
Portanto, ndo € necessario que o estudante usendds janelas durante a execucdo de uma

atividade, concentrando-se assim o seu traballgh@em uma Unica pagina por vez.
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Cadeia de Markov — 2D

Matrizes usadas

_ {03 09
b= ( 07 01 )

Poténcia da matriz M

MP — ( 0.528 0.606 )

- 0.472 0.394
P, =03 p,=09 s
B 2 W
®
Py =07 Pp=04
—
§ u, =6.537
i
. Condigdo inicial — 0 = (ggg;) u,=2.885
54 . 5
/ S
. /./ Resultado MP . i (4‘218)
7 - -
5 x //// B Escalal:10" =——
g
////// Real — 10" MP. g = 2203
/ o 4.218
2 7 4 6.537
%/ [Joica Real = 10"- 0 = (2885)
1 /'é///' () coordenadas ’
P g M rastro #Para limpar o rastro aperte ;. Ctrl + Shift + F
0
AlC 1 2 3 4 5 ] T g ) 12 13 T4 15 16 17 18

(33) Considerando que a qualidade do ar esteja boa hoje, use o objeto wvirtual para estimar as
chances de condicdes na qualidade do ar (boa ou ruim) nas datas de 20/06, 25/06 e 30/06.
Explicite seu raciocinio. (considere que o valor do parametro p = 0 corresponde a 17/06/2015)

Responda usando a caixa de texto abaixo

Posso responder aqui o questionamentol

. ]4- [B1]

@ AL

((38) Faga uma hipotese através do objeto virtual sobre quem poderia ser o vetor estaciondrio para a
situagdo-problema aqui estudada. Utilize os seus conhecimentos para calcular tal vetor

probabilidade estaciondrio. Justifique.

Responda usando a caixa de texto abaixo..

Minha hipdtese & que o vetor estacionario sejav = (
baseadas no fato de que....

1, 2, 4). Minhas constatagtes foram

] [A3]

: ~
Cadeia de Markov — 3D =
Pry =06 Prp=04 Prs=03 Matrizes usadas I
i -
By =01 R =04 P =05 06 04 0.3 A
- M=| 01 04 05 .
p; =03 Py,=02 Pyy=02 03 02 0.2 |
. e e |
Condic3o inicial Poténcia da matriz M } ‘
u=13 p=3 |
- g * | .
u=08 i=|os 0.472 0.468 0.465 . )
A 1.6 MP={ 0279 0286 0.291 :
=16 [t 0.249 0.246 0.244
Resultado Escalal: 10" @ —— |
1.3
1.732 10" = |
MP.G = (111571) Real — 10".40 = (22) | _
0.9109 - i TN
[ Joica 1.732 R .~
i Real — 10".MP.i0 = | 1.0571 —
0] 0.9109

[B3]

Figura 58 —Integracdo do objeto virtual nas atividades. Di$peis em:

http://tube-beta.geogebra.org/material/simple/iifltb5#material/136204(erséo 2D)

http://tube-beta.geogebra.org/material/simple/i@ifliH5#material/1582901erséo 3D)
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Apés a criagdo e disponibilizacdo do GeoGebraBamk as sequéncias de atividades, o
material pode ser acessado via internet de qualggar, bastando ter o acesso e o dispositivo para
tal. Para os membros do ambiente, que sédo cadastradplataforma do GeoGebraTube, ha um
recurso chamado “grupos”, de acordo com a indicf&dh na figura 59. Esse recurso permite que
o professor ou qualgquer outro membro do ambiengegeupos (fechados) de estudo e que utilizem
0 material criado e organizado na forma de Geo(&mies, conforme indicado por [B4].

Perfil de Rodrigo Sychocki da Silva

0

Nome real:

Pégina WEB:
Localidade: g
Registrado desde: 26 de novembro de 2012

Editar seu perfil

GeoGebraBooks (3) Folhas de trabalho (38) Grupos (3} Favoritos (2)

Groups of Rodrigo Sychocki da Silva [A4]
Aqui vocé pode enconirar seus proprios grupos & 0s grupes dos quais vocé & um membro.

List of Groups

Paginas

Caderno Virtual CMkov

< [24]

Paginas:

Figura 59 —Modalidade de “Grupos” no GeoGebraTube. Disporgwel
http://tube-beta.geogebra.org/user/profile/id/8{@xds efetuar login pessoal)

ApoOs definir a colecdo de atividades que serdo dalolals em determinado contexto
educacional, o professor pode efetuar um conveeatudantes para a participacdo no grupo, como
membros [A8]. Na figura 60 é possivel ver em [B&ampo onde € necessario incluir o endereco
de e-mail para enviar o convite. Depois de acaitaonvite e preencher um cadastro inicial o
estudante sera incluido primeiramente como membrgrdpo [C8], sendo possivel alterar sua

funcdo para “proprietério” ou “somente visualizddiw grupo.

Caderno Virtual CMkov
[As8] (B8]

Grupo Membros Materiais Feedback ‘ E
Group Code: WRFA7 o E } ir Membr 0 P | Invite ‘
. Rodrigo Sychocki da Silva Owner

membro omitido [c8] . Membro v &

Figura 60 —Cadastro dos membros no grupo. Fonte: O autor.
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Quanto as atividades, o professor pode cadasti@tascentando-as na aba materiais [A9].
Neste espaco fica armazenado todo o material @@amipara a realizacdo das atividades, sendo
oportunizado incluir novos materiais [B9]. ApGs strnir a biblioteca dos materiais virtuais é
possivel organiza-la para dispor ao grupo de estagdgdB7]. Depois de definir algum roteiro na
sequéncia de atividades, o professor pode dispizaibigradualmente os materiais, usando os
comandos mostrados em [C7]. A partir desse momeast@studantes conseguem visualizar e

participar das atividades propostas. Os fatos dasranteriormente podem ser vistos na figura 61.

Caderno Virtual CMkov
[A7]

Grupo Membros IMateriais Feedback H: 7 ]

Tomo | - Ensino Médio v &
Rodrigo Sychocki da Silva 20 de set

Conhecendo o contexto (Dia )
Ruodrigo Sychocki da Silva DONE 01
Added by Rodrigo Sychocki da Silva

[ ]

Conhecenda o objeto virtual (Dia 1) )
Rodrigo Sychocki da Silva DONE: 0/1
Added by Rodrigo Sychocki da Silva

[ ]

Retomando a problematica inicial (Dia 1)
Rodrigo Syehocki da Siva @ [B7] DONE- 011
Added by Rodriqo Sychocki da Silva

[ ]

Avangando no estudo da Cadeia de Markov — 2D (Dia IV)
Rodrigo Sychocki da Siva DONE: 011

Added by Rodrigo Sychocki da Silva

up

Exercitando (Dia V)
Ruodrigo Sychocki da Silva DONE 01
Added by Rodrigo Sychocki da Silva

[ ]

»2D>D

‘ Acrescentar Material

ES

Caderno Virtual CMkov

[A9]
Grupo Membros Materiais Feedback E
| Acrescentar Material ‘ eﬁ r89|
Conhecendo o contexto (Dia [) Trabalho sobre Cadeias de M... Avancando no estudo da Cade.
/\ 24 104 f 17 /\ 94 15
? ? de ? fe
Retomandc a problematica in... Conhecendo o objeto virtual. .. Conhecendoe o contexto (Dia |)
/\ 9 de setem -07:15 f 9 de setembro - O7:13 /\ 24 de junho de 2015- 0116
2 ?| o ?
9 Ad ? ':J
L. M
setembro de 2015) - editable
Paginas: Ordenar por: Data

Figura 61 —As atividades disponibilizadas no grupo. Fonteur.
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Conforme os membros do grupo avancem na realizdg8aatividades o professor, pode
visualizar a producéo e fazer o acompanhamentweithdil de cada membro, na formafdedback
instantaneo [A10]. E fornecida de modo resumido lista [B10] com o indicativainseen‘n&o
visto”, seen “visto” e iniciado. Com isso, 0 professor pode acompanhar em temalo o
acontecimentos relativos a cada membro do grupoais particularmente em cada atividade

proposta. Ao clicar em alguma das atividades eBpasj o professor pode diedbackna forma

de um smilé? (© ) ou ainda na forma de texto, aumentando e potéereniao as

discussdes sobre determinado topico.

Caderno Virtual CMkov
[A10]

Grupo Membros Materiais Feedback E

Feedback gl‘id = Exibir como lista
Filters unseen seen iniciado
membro omitido . Redrigo Sychockida Silva Y
Exercises

Tomo | - Ensino Médio 20015 Y
Conhecendo o contexto (Dia I) b EE UNSEEN
Conhecendo o objeto virtual (Dia Il) h 4 UNSEEN UNSEEN
Retomando a problematica inicial (Dia lll) b UNSEEN UNSEEN
Avancando no estudo da Cadeia de Markov — 2D (Dia IV) Y UNSEEN UNSEEN
Exercitando (Dia V) Y UNSEEN UNSEEN
Tomo Il - Ensino Superior  2m0w/15 [310] h 4
Conhecendo o contexto (Dia l) Y NSEEN NSEEN
Conhecendo o objeto virtual (Dia I} h 4 UNSEEN UNSEEN
Retomando a problematica inicial (Dia I} Y EE
Avangando no estudo da Cadeia de Markov — 2D (Dia IV) b UNSEEN UNSEEN
Trabalho sobre Cadeias de Markov —2D (Dia V) A 4 NSEEN UNSEEN
Um pouco sobre Cadeias de Markov — 3D (Dia V1) b 4 UNSEEN UNSEEN

Figura 62 —P&gina déeedbackpara os membros do grupo. Fonte: O autor.

Por fim, almejou-se com a discussdo do presentiéut@pnostrar e disponibilizar na forma
de um produto virtual as sequéncias de atividad#igagdas durante a pesquisa de doutorado.
Pretendeu-se também trazer, para a discussao, rguossiveis caminhos a serem percorridos na
execucao de propostas de ensino que valorizemstrag@o de conhecimento através da realizacao
de sequéncias de atividades, possibilitando um mdlvar sobre a forma de desenvolvimento e
encaminhamento de sequéncias didaticas. Desejageosentemente que o pontapé inicial para a
criagdo de novos materiais, que fagcam uso da tegiaodligital explorada nesse capitulo, tenha sido
dado e, consequentemente, possibilite que no futighne novos estudos e pesquisas sobre o
impacto do seu uso em sala de aula e também sefvengas de construcdo do conhecimento pelos

sujeitos envolvidos.

2 Expressdo comumente utilizada para denotar “fustiorrindo”.
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9. PRODUCAO ACADEMICA

Durante o curso de doutorado foram elaborados Ilrabaacadémicos que envolveram o
assunto da presente tese. Foram produzidos e af@@ss artigos cientificos em congressos cuja
tematica versava Educacdo Matematica, Tecnologiggtai3 e Modelagem Matematica. A
divulgacdo do assunto apresentado e discutidoseaomorreu também em periddicos cientificos. As
publicacbes foram produzidas juntamente com osepsofes orientadores da presente tese de
doutorado, prof. Dr. Dante Augusto Couto Baroneefdador) e prof. Dr. Marcus Vinicius de
Azevedo Basso (coorientador). Todos os acessodirdas informados abaixo foram feitos em
janeiro de 2016.

* Artigos em periédico (ja publicado)

[1] SILVA, R. S.; BARONE, D. A. C.; BASSO, M. V. AO uso do Geogebra como ferramenta
para a construcdo de conceitos matematicos: um prigiro estudo envolvendo Cadeias de
Markov. RENOTE. Revista Novas Tecnologias na Educacad2y.p. 1-11, 2014; Meio de
divulgacao: Digital. Série: 1; ISSN/ISBN: 16791916.

Disponivel emhttp://seer.ufrgs.br/index.php/renote/article/vie®857/31431

[2] SILVA, R. S.; BARONE, D. A. C.; BASSO, M. V. AContribuicdes da informatica na
interpretacdo, analise e construcdo de modelos matdticos em situacdes-problema
envolvendo Cadeias de Markov: da acdo a compreensascientiaTec: Revista de Educacéo,
Ciéncia e Tecnologia, 2015.; ISSN/ISBN: 23189584.

Disponivel emhttp://seer.ufrgs.br/index.php/ScientiaTec/arti\GA/57962

» Artigo em periédico (aceito, aguarda publicacao)

[3] SILVA, R. S.; BARONE, D. A. C.; BASSO, M. V. AModelagem Matematica e Tecnologias
Digitais: uma aprendizagem baseada na aca&ducacdo Matematica Pesquisa (online). 2016.
ISSN/ISBN: 19833156.

Estara disponivel enfittp://revistas.pucsp.br/index.php/emp/indexpartir de 2016)

» Artigo completo em congresso (ja publicado)

[4] SILVA, R. S.; BARONE, D. A. C.; BASSO, M. V. AModelagem Matematica e TICs:
Possibilidades Para Uma Abordagem InterdisciplinarDe Conceitos Através da Tecnologia
Informatica. In: IX CLIOA, 2015, Porto Alegre. Congresso Latamericano Interdisciplinar
Orientado ao Adolescente (CLIOA), 2015. v. 1. dl21-Referéncias adicionais: Classificagdo do
evento: Internacional; Brasil/ Portugués; Meio deuldjacdo: Magnético; Série: 1; ISSN/ISBN:
9788588425132.
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[5] SILVA, R. S.; BARONE, D. A. C.; BASSO, M. V. ACadeias de Markov e Geogebra:
modelagem matematica e possibilidades para a constdo de conceitos através do uso de
objetos virtuais. In: V Jornada Nacional de Educacdo MatematicavéllXJornada Regional de
Educacdo Matematica, 2014, Passo Fundo. Anaishtanada Nacional de Educacdo Matematica e
XVIII Jornada Regional de Educacao Matematica. ®&ssdo: Editora da Universidade de Passo
Fundo, 2014. v. 1. p. 1-12. Referéncias adicion@igssificacdo do evento: Nacional; Brasil/
Portugués; Meio de divulgacao: Digital; Série:3SN/ISBN: 2316-3429.

Disponivel emhttp://www.upf.br/jem/images/trabalhos-2014/mingos/minicurso_seis.pdf

[6] SILVA, R. S.;BASSO, M. V. A..O uso das tecnologias digitais na construcdo de
conhecimento matematico: um experimento envolvendmodelagem com Cadeias de Markov
no ensino médio.In: Xl Encontro Gaucho de Educacdo Matematica. ugkda Ficha de
Catalogacao)

Disponivel emhttp://ebooks.pucrs.br/edipucrs/anais/anais-do-éagsats/2015/1105955052. pdf

 Resumo em anais de evento (ja publicado)

[7] SILVA, R. S.;O papel da abstracdo reflexionante no processo demada de consciéncia:
um aspecto importante na constru¢cdo dos conceitosatematicos. In: Semana Académica da
Licenciatura em Matematica - IFRS Campus CaxiaSulp2015, Caxias do Sul. REMAT - Revista
Eletrénica da Matemética, 2015. v. 1. p. 1-1. SdrjédSSN/ISBN: 2447-2689.

Disponivel emhttps://periodicos.ifrs.edu.br/index.php/REMAT/altiview/200

[8] SILVA, R. S.; Contribuicbes da informatica na interpretacdo e ankse de problemas
envolvendo modelagem matematica com processos eagiiros: algumas reflexdes a luz da
epistemologia genética 2014. (Apresentacdo de Trabalho/Conferéncia ouestra).
Referéncias adicionais: Brasil/Portugués; Local:m@as Bento Gongalves; Cidade: Bento
Goncalves; Evento: 3° Semana de Educacdo, Ciéndaltera; Inst. promotora/financiadora:
Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia e TecnoldgiRio Grande do Sul.

Disponivel em:
https://www.researchgate.net/publication/289528&stribuicoes_da_informatica_na_interpretac
ao_e_analise_de_problemas_envolvendo_modelagenmataie com_processos_estocasticos_al
gumas_reflexoes_a luz_da_epistemologia_genetica

» Curso de curta duracao

[9] SILVA, R. S.; BARONE, D. A. C.; BASSO, M. V. ACadeias de Markov e Geogebra:
modelagem matematica e possibilidades para a constdo de conceitos através do uso de
objetos virtuais. 2014. (Curso de curta duracdo ministrado/Outragpfei®ncias adicionais:
Brasil/Portugués; Meio de divulgacado: Varios; Unidahoras; Tipo de participacdo: Organizador;
Duracgéao do evento: 3; Local: UPF; Cidade: Passad®&uimst. promotora: Universidade de Passo
Fundo.

» Capitulo de livro (uso implicito na tese, na fundamntacéo teorica)

[10] SILVA, R. S; ROSA, J. A..A evolucao da légica matematica até Godel, Turing ¥on
Neumann: ideias que levaram ao desenvolvimento damputacdo moderna In: Dante Augusto
Couto Barone; Ilvan Jorge Boesing. (Org.). Intelmé@rartificial: didlogos entre mentes e maquinas.
led. Porto Alegre: AGE/Evangraf, 2014, p. 89-18BN: 9788577276837.
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» ApresentacOes de trabalho/palestras ministradas

[11] SILVA, R. S.; BARONE, D. A. C.; BASSO, M. V. AModelagem Matemética E Tics:
Possibilidades Para Uma Abordagem InterdisciplinarDe Conceitos Através Da Tecnologia
Informatica. 2015. (Apresentacéao de Trabalho/Congresso).
Referéncias adicionais: Brasil/Portugués; Locaht@ede Eventos Plaza Sado Rafael; Cidade: Porto
Alegre; Evento: IX CLIOA (Congresso Latino-Americamnterdisciplinar do Adolescente); Inst.
promotora/financiadora: UFRGS/CLIOA.

[12] SILVA, R. S.; BASSO, M. V. A..O uso das tecnologias digitais na construcdo de
conhecimento matematico: um experimento envolvendmodelagem matematica com Cadeias
de Markov no ensino médio 2015. (Apresentacdo de Trabalho/Congresso).
Referéncias adicionais: Brasil/Portugués; Locatuidade de Matematica (FAMAT); Cidade: Porto
Alegre; Evento: Xl EGEM - Encontro Gaucho de Edima Matematica; Inst.
promotora/financiadora: PUCRS - Pontificia Univdesle Catolica do Rio Grande do Sul.

[13] SILVA, R. S.. Contribuigcbes da informatica na interpretacdo e anbise de problemas
envolvendo modelagem matematica com processos eagiros: algumas reflexdes a luz da
epistemologia genética 2014. (Apresentacdo de Trabalho/Conferéncia ouestra).
Referéncias adicionais: Brasil/Portugués; Local:m@as Bento Goncalves; Cidade: Bento
Goncalves; Evento: 3° Semana de Educacdo, Cién@altera; Inst. promotora/financiadora:
Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e TecnoldgiRio Grande do Sul.

[14] SILVA, R. S..O papel da abstracao reflexionante no processo darmada de consciéncia:
um aspecto importante na construcdo dos conceitosatematicos 2013. (Apresentacdo de
Trabalho/Conferéncia ou palestra). Referénciasi@thcs: Brasil/Portugués; Local: IFRS; Cidade:
Caxias do Sul; Evento: 3° Semana Académica da tiaema em Matematica; Inst.
promotora/financiadora: Instituto Federal de Edéoa€iéncia e Tecnologia do Rio Grande do Sul.
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APENDICE A — Termo de consentimento informado do pmeiro experimento.

Termo de Consentimento Informado

Eu declaro, por meio deste termo, que concordei em participar do minicurso intitulado
CADEIAS DE MARKOV E GEOGEBRA: MODELAGEM MATEMATICA E POSSIBILIDADES PARA A
CONSTRUGCAO DE CONCEITOS ATRAVES DO USO DE OBJETOS VIRTUAIS, desenvolvida pelo
pesquisador Ms. Rodrigo Sychocki da Silva. Fui informado(a), ainda, de que a pesquisa é
coordenada/orientada pelos professores Dr. Dante Augusto Couto Barone (Instituto de Informatica
— UFRGS) e Dr. Marcus Vinicius de Azevedo Basso (Instituto de Matematica — UFRGS).

Tenho ciéncia de que minha participagdo ndo envolve nenhuma forma de incentivo
financeiro, sendo a Unica finalidade desta participagao a contribui¢cdo para o sucesso da pesquisa
gue envolve esse minicurso. Fui informado(a) dos objetivos estritamente académicos do estudo,
gue, em linhas gerais, trata-se de investigar o potencial da tecnologia informatica como ferramenta
para elaboracdo e construcdo de conceitos através do estudo de modelagens matematicas
envolvendo Cadeias de Markov.

Fui também informado(a) de que os usos das informacgGes oferecidas por mim serdo
somente em situacOes académicas (artigos cientificos, palestras, seminarios etc.), identificadas sem
0 meu nome ou qualquer outro tipo de identificacdo.

A minha colaboragdo se fara por meio de entrevista/questionario escrito, bem como da
participacao em oficina/aula/encontro/palestra, em que serei observado(a) e minha producdo sera
analisada, sem nenhuma atribuicdo de nota ou conceito as tarefas desenvolvidas. No caso de fotos,
obtidas durante a minha participacdo, autorizo que sejam utilizadas em atividades académicas, tais
como artigos cientificos, palestras, seminarios, etc, sem identificacdo.

Estou ciente de que, caso eu tenha duvida, ou me sinta prejudicado(a), poderei contatar
o(a) pesquisador(a) Ms. Rodrigo Sychocki da Silva no IFRS — Campus Caxias do Sul ou pelo e-mail
rodrigo.silva@caxias.ifrs.edu.br . Fui ainda informado(a) de que posso me retirar dessa pesquisa a
qualquer momento, sem sofrer quaisquer sangdes ou constrangimentos.

Passo Fundo, 06 de maio de 2014.

Assinatura do(a) pesquisador(a):

Assinatura do participante(a)
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APENDICE B — Termo de consentimento informado do sgindo experimento.

Termo de Consentimento Informado
— Ensino Médio -

Eu declaro, por meio deste termo, que concordei em participar da pesquisa de doutorado
cujo projeto é intitulado: “CADEIAS DE MARKOV E MODELAGEM MATEMATICA: DA
ABSTRACAO EMPIRICA A REFLEXIONANTE E O PROCESSO DA TOMADA DE CONSCIENCIA
ATRAVES DO USO DE OBJETOS VIRTUAIS” desenvolvida pelo professor/pesquisador Me.
Rodrigo Sychocki da Silva. Fui informado(a), ainda, de que a pesquisa é coordenada/orientada
pelos professores Dr. Dante Augusto Couto Barone (Instituto de Informatica — UFRGS) e Dr.
Marcus Vinicius de Azevedo Basso (Instituto de Matematica — UFRGS).

Tenho ciéncia de que minha participacdo ndo envolve nenhuma forma de incentivo
financeiro, sendo a Unica finalidade desta participacdo a contribuicdo para o sucesso e avanco da
pesquisa cientifica. Ressalto que fui informado(a) dos objetivos estritamente académicos do
estudo, que, em linhas gerais, trata-se de investigar o potencial da tecnologia informatica como
ferramenta para elaboracdo e construcdo de conceitos matematicos através do estudo de
situacOes-problema envolvendo a Modelagem Matematica com Cadeias de Markov.

Fui também informado(a) de que os usos das informac¢Ges oferecidas por mim serdo
somente em situacOes académicas (artigos cientificos, palestras, seminarios etc.), identificadas sem
0 meu nome ou qualquer outro tipo de identificacdo na qual eu possa ser reconhecido. A minha
colaboracdao na pesquisa se faz por meio de material escrito, bem como minha participacdo em
aula, em que serei observado(a) e minha produgdo sera analisada pelo professor/pesquisador.
Também fui notificado que a sequéncia de atividades realizada faz parte da avaliagdo trimestral da
instituicdo, constituindo-se em um material de avaliagdo minha, enquanto estudante do quarto
ano do curso de Técnico em Plasticos Integrado ao Ensino Médio do Instituto Federal de Educacao,
Ciéncia e Tecnologia do Rio Grande do Sul, Campus Caxias do Sul.

Estou ciente de que, caso eu tenha duvida, ou me sinta prejudicado(a), poderei contatar
o(a) pesquisador(a) Me. Rodrigo Sychocki da Silva no IFRS — Campus Caxias do Sul ou pelo e-mail
rodrigo.silva@caxias.ifrs.edu.br. Fui ainda informado(a) de que posso solicitar a retirada da minha
produgdo escrita da presente pesquisa, sem sofrer quaisquer sang¢des ou constrangimentos, sendo
ela apenas usada para fins de avaliagao do trimestre na disciplina de matematica.

Caxias do Sul, 24 de junho de 2015.

Assinatura do(a) pesquisador(a):

Assinatura do participante(a)
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APENDICE C — Termo de consentimento informado do teeiro experimento.

Termo de Consentimento Informado
— Ensino Superior -

Eu declaro, por meio deste termo, que concordei em participar da pesquisa de doutorado
cujo projeto é intitulado: “CADEIAS DE MARKOV E MODELAGEM MATEMATICA: DA
ABSTRACAO EMPIRICA A ABSTRACAO REFLETIDA COM USO DE OBIJETOS VIRTUAIS”
desenvolvida pelo professor/pesquisador Me. Rodrigo Sychocki da Silva. Fui informado(a), ainda,
de que a pesquisa é coordenada/orientada pelos professores Dr. Dante Augusto Couto Barone
(Instituto de Informatica — UFRGS) e Dr. Marcus Vinicius de Azevedo Basso (Instituto de
Matematica — UFRGS).

Tenho ciéncia de que minha participacdo ndo envolve nenhuma forma de incentivo
financeiro, sendo a Unica finalidade desta participacdo a contribuicdo para o sucesso e avanco da
pesquisa cientifica. Ressalto que fui informado(a) dos objetivos estritamente académicos do
estudo, que, em linhas gerais, trata-se de investigar o potencial da tecnologia informatica como
ferramenta para elaboracdo e construcdo de conceitos matematicos através do estudo de
situacOes-problema envolvendo a Modelagem Matematica com Cadeias de Markov.

Fui também informado(a) de que os usos das informacgGes oferecidas por mim serdo
somente em situagdes académicas (artigos cientificos, palestras, seminarios, etc.), identificadas
sem 0 meu nome ou qualquer outro tipo de identificacdo na qual eu possa ser reconhecido. A
minha colaborac¢do na pesquisa se faz por meio de material escrito, bem como minha participacdo
em aula, em que serei observado(a) e minha producdo sera analisada pelo professor/pesquisador.
Também fui notificado que a sequéncia de atividades realizada faz parte da avaliacdo semestral da
instituicdo, constituindo-se em um material de avaliagdo minha, enquanto estudante da disciplina
de Modelagem Matematica no curso de Licenciatura em Matematica do Instituto Federal de
Educagao, Ciéncia e Tecnologia do Rio Grande do Sul, Campus Caxias do Sul.

Estou ciente de que, caso eu tenha duvida, ou me sinta prejudicado(a), poderei contatar
o(a) pesquisador(a) Me. Rodrigo Sychocki da Silva no IFRS — Campus Caxias do Sul ou pelo e-mail
rodrigo.silva@caxias.ifrs.edu.br. Fui ainda informado(a) de que posso solicitar a retirada da minha
produgdo escrita da presente pesquisa, sem sofrer quaisquer sang¢des ou constrangimentos, sendo
ela apenas usada para fins de avaliagao do semestre na disciplina de Modelagem Matematica.

Caxias do Sul, 02 de setembro de 2015.

Assinatura do(a) pesquisador(a):

Assinatura do participante(a)
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APENDICE D — Sequéncia de Atividades dprimeiro experimento

Parte 1: Motivacao — Problema inicial
“Suponha que no ano 2000 a taxa de migracdo de ciolede para 0 seu suburbio seja de 5%. E
gue durante 0 mesmo ano a taxa de migracdo entsebudirbio e a cidade seja de 3%. Se a
populacdo observada no ano 2000 foi de 600000 &ates na cidade e no suburbio foi de 400000
entdo qual a populacdo estimada para o ano 2001?”

(Q1) Apds a leitura da situacao-problema acima, voo&egue citar 0s assuntos matematicos que

estdo envolvidos no problema?

() Ndo assimilei a pergunta.

(Q2) E possivel através de relacbes matematicas evives assuntos citados por vocé na Q1

elaborar a solugéo para a situacao-problema ifli€ahstrua uma solucao para o problema.

() N3o assimilei a pergunta.

(Q3) A solucao proposta por vocé na Q2 pode ser usadmmstrucdo de uma estimativa para a
populacdo em 20027 Justifique.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Q4) Com o método de solucéo elaborado nas questdes @& pode ser construido um método
para estimar a populacdo no ano de 20207 Podegimphlguma maneira para estimar a
populacdo no ano de 2020? Justifique.

() N3o assimilei a pergunta.

(Q5) GeneralizandoCom os métodos propostos anteriormente € possilgl um método geral

gue possa ser utilizado para estimar a populacaguaiquer and ? Justifique.

() N3o assimilei a pergunta.

Parte 2: Explorando o objeto virtual
(Q6) Vocé sabe o que umrmaatriz na matematica? Justifique sua escolha.

() Sim, € um assunto ensinado exclusivamesteatematica do ensino fundamental.



164
) Sim, € um assunto ensinado exclusivamemta@atematica do ensino medio.
) Sim, € um assunto ensinado exclusivameat@atematica do ensino superior.
) Sim, € um assunto ensinado em diversasgi@d desenvolvimento escolar.

) N&o, nunca ouvi falar do assunto.

N AN AN N/

) N&o, porém ja ouvi falar do assunto.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Q7) Vocé sabe fazer multiplicacdo de matrizes? Jgasfi

() Ndo assimilei a pergunta.

(Q8) Vocé sabe calcular a poténcia de uma matriz idusti

() Ndo assimilei a pergunta.

4 08
(Q9) Utilizando o objeto virtual defina a matri ={07 05] Calcule através do objeto algumas

035 015 3 _
. Novamente, calcule através do objeto

poténcias M ?. Em seguida definaM =
065 085

poténciasM P. Vocé percebe semelhancas ou diferencas entesolados obtidos? Justifique.

() Ndo assimilei a pergunta.

01
(Q10) Defina a matrizM =[1 O] Calcule poténciasM * e observe o que acontece. Ha alguma

relacdo dessa matriz com as matrizes definidas @MJQstifique.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Q11) Woltando a situacéo-problema inicial € possivdizar sistemas linearepara resolver a

situacao? Justifique.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Q12) Caso sua resposta em Q11 seja afirmativa, comcescita matricial do sistema linear
envolvido na situacao-problema? Use o objeto Mirjpera verificar se a estimativa para a

populacao no ano 2001 esta de acordo com a su@$gpo
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() Ndo assimilei a pergunta.

(Q13) Se até agora sua construcdo matematica deu pedes explicar uma maneira de estimar a

populacéo no ano 2020 utilizando o argumento aptade em Q127 Justifique.

() Ndo assimilei a pergunta.

Parte 3: Explorando a Cadeia de Markov
“Uma Cadeia de Markov é um sistema dinamico no qsavetores de estado em uma sucessao de

intervalos de tempo séo vetores de probabilidadada um dos vetores de estado na sucessao dos
intervalos de tempo € obtido por uma equacdo dmdod(k+1)= P.u(k) onde P:[ pj] € uma
matriz estocastica o, € a probabilidade do sistema estar no estadoo tempot=k+1 e no
estadoj no tempot =k . A matrizP é chamada de matriz de transi¢cao para o sister(éariton e
Bushy, 2003, p.228, traducdo nossa)

Defini¢des:

1) Vetor de probabilidad&/etor com entradas, ; 1<i < n; ndo negativas tais quEai =1.
i=1

2) Matriz estocasticaMatriz quadrada cujas colunas séo vetores deapiladade.

(Q14) Vocé consegue identificar na situacao-problen@ahos vetores de probabilidade e a matriz
estocéstica? Justifique.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Q15) Observando o texto inicial da “Parte 3” e a magstocastica da situacdo-problema vocé

consegue explicar qual o significado das entrguasp,,, P, P, ?

() Ndo assimilei a pergunta.

(Q16) Use o objeto virtual para estimar a populacaoidade e no suburbio no ano de 2030, 2040,
2070 e 2100. Explicite suas estimativas.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Q17) Observando a evolucdo do sistema através do olijgtial, € possivel afirmar que a partir

de um certo tempod a populacéo da cidade e do suburbio estardo kztdbs? Justifique.
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() Ndo assimilei a pergunta.

Definicao:

3) Vetor estacionariqvetor de equilibrio) E um vetor de probabilidade 0 tal quePv=v.

* Método para calcularV =v « PV-V=0« (P-1,V=0. Logo, o vetorv 0 é solugéo de
um sistema linear homogéneo.
(Q18) Faca uma hipotese através do objeto de quem poderi 0 vetor estacionario para a

situagdo-problema. Utilize os seus conhecimentosistemas lineares para calcular esse vetor.

Justifique.

() N3o assimilei a pergunta.

Questionario final

1 — Vocé ja teve contato com alguma proposta de@esvolvendo o assunto deste minicurso?

() Sim. Onde: () Néao
2 —\Vocé conhece algum objeto virtual que poss#bilbordar este assunto?
() Sim. Qual? () Nao

3 — Vocé considera que uma proposta de ensinoanad Cadeias de Markov através do uso da
tecnologia seja importante para uma abordagemeaia€eiana diversos conteudos de matematica?
() Sim () Nao () Talvez

4 — “Se fosse possivel utilizar esse objeto vireralsala de aula, eu nao utilizaria, pois ele amvol
muitos assuntos da matematica e certamente ossaficamiam confusos”. Com respeito a essa
frase, vocé:

() Concorda ( ) Discorda () N#sso julgar

5 — Vocé considera que o uso do objeiimdeias de Markov — 2D contribuiu para uma melhor
compresséo da situacao-problema apresentada nmécisd?

( )Sim () Nao ( ) Talvez

6 — Vocé considera possivel propor uma investigagdolvendo modelagem matematica onde se
faz o uso de Cadeias de Markov e esse objeto Mptssa ser novamente utilizado?

( )Sim () Nao ( ) Talvez

7 — Quais sado as suas sugestdes, apontamentogicas aeferentes ao objeto virtual apresentado

nesse minicurso?
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APENDICE E — Sequéncia de Atividades dsegundo experimento

Parte 1: Conhecendo o contexto
1) Para dar inicio ao nosso estudo acesse o seguinte endereco eletrénico.

http://zh.clicrbs.com.br/rs/noticias/noticia/2014/08/novos-imigrantes-mudam-o-cenario-do-rio-grande-do-sul-
4576728.html

Faca a leitura da noticia veiculada recentemente nesse veiculo de comunicagdo e responda os seguintes
questionamentos:

(1a) De acordo com a noticia como é possivel justificar quais sdo as causas desse movimento migratério
relatado?

() Ndo assimilei a pergunta.

(1b) Qual o nivel de escolaridade dos imigrantes caracterizados pela noticia? Isso diferencia esse
movimento migratdrio de outros que vocé conhece e que ja ocorreram na histdria? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

(1c) Considerando o periodo de 2010 até 2014 e os niumeros apresentados através do histograma (grafico
de barras) na noticia, em qual periodo dos apresentados a seguir ocorreu o aumento mais significativo no
numero de imigrantes?

( )2010a2011.
( )2011a2012.
( )2012a2013.
( )2013a2014. () N&o assimilei a pergunta.

(1d) Ainda a respeito do fendmeno da migragdo (emigragdo ou imigragdo), vocé pode listar alguns outros
fatos que possam influenciar a sua ocorréncia?

() Ndo assimilei a pergunta.

No contexto da migracdo, quando as pessoas chegam a Caxias do Sul, por exemplo, se deparam com
uma realidade muitas vezes diferente da que estavam habituadas em seu lugar de origem. Na tentativa de
buscar o seu “lugar ao sol” para se alocar, os imigrantes deslocam-se da cidade para os suburbios. Observa-
se que o contrario também ocorre, ou seja, pessoas partem do suburbio para a cidade. Certa vez foi
considerada a seguinte situacao-problema:

“Suponha que no ano 2010 a taxa de migragao de Caxias do Sul para o seu suburbio seja de 7%.
E que durante o mesmo ano a taxa de migracdo do suburbio para a cidade seja de 4%. Se a
populacdao observada no ano 2010 foi de 350000 habitantes na cidade e no suburbio foi de
100000 habitantes entdo qual a populagdo estimada para o ano 2011 para cada um dos
lugares?”
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(P1) Apds a leitura da situacdo-problema anterior, vocé consegue citar os assuntos matematicos que
considera estar envolvido(s) na resolucdo da questdo?

() Ndo assimilei a pergunta.

(P2) E possivel através de relacdes matematicas evolvendo os assuntos citados por vocé na P1 elaborar a
solucdo para a situacdo-problema inicial? Construa uma solug¢do para o problema.

() Ndo assimilei a pergunta.

(P3) A solugdo proposta por vocé na P2 pode ser usada na construgdo de uma estimativa para a populagéo
em 20127? Em caso afirmativo construa uma solugao.

() Ndo assimilei a pergunta.

(P4) Com o método de solugdo elaborado e utilizado nas quest&es P2 e P3 pode ser construido um método
para estimar a populagdo no ano de 20137 Explique.

() N&do assimilei a pergunta.

IH

(P5) Se fosse possivel neste momento enunciar um “principio geral”, vocé conseguiria elaborar um modelo
ou método capaz de explicar como calcular o nimero de habitantes de Caxias do Sul e do seu suburbio em
cada ano? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

Parte 2: Conhecendo o objeto virtual

(P1) Vocé sabe o que uma matriz na matematica? Justifique sua escolha.
() Sim, é um assunto visto exclusivamente na matematica do ensino fundamental.
) Sim, é um assunto visto exclusivamente na matematica do ensino médio.
) Sim, é um assunto visto em diversas etapas do desenvolvimento escolar.
) Ndo, nunca ouvi falar do assunto.
) Ndo, porém ja ouvi falar do assunto.

() Ndo assimilei a pergunta.

(P2) Vocé sabe fazer multiplicacdo de matrizes? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

(P3) Vocé sabe calcular uma poténcia de uma matrizM ? Por exemplo, M 37 Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.
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(P4) Vocé sabe o que é um vetor? Explique.
() Sim, é um assunto visto exclusivamente na matematica do ensino fundamental.
() Sim, é um assunto visto exclusivamente na matematica do ensino médio.
() Sim, é um assunto visto em diversas etapas do desenvolvimento escolar.
() Nao, nunca ouvi falar do assunto.
() Nao, porém ja ouvi falar do assunto.

() Ndo assimilei a pergunta.

(P5) Vocé sabe como representar um vetor? Quais as maneiras que vocé conhece para fazer isso? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

Para iniciarmos essa parte da aula, acesse o objeto virtual:

http://tube.geogebra.org/material/show/id/860625

Em seguida, clique no botdo: | Ir para a versio do estudante |

0.5 0.7
(Ob1) Utilizando o objeto virtual defina a matriz M :[O 8 0 6} Calcule através do objeto virtual
0.45 0.6

0.55 0.3

algumas poténcias M P. Em seguida defina a matriz M I[ j Novamente, calcule através do

objeto poténcias M P. Vocé percebe semelhancas ou diferengas entre os resultados obtidos com essas

matrizes? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Ob2) Defina a matriz M :[1 O}' Calcule algumas poténcias M P e observe o que ocorre. Ha alguma

relacdo dessa matriz com as matrizes definidas em (Ob1)? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Ob3) Defina o vetor G = [4} . 0 que ocorre quando vocé altera “n” na escala 1:10'? O que significa essa

escala?

() Ndo assimilei a pergunta.
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0.45 0.6
0.55 0.3

(Ob4) Com base no seu conhecimento, efetue o célculo |: j-|: j E possivel obter o resultado

desse calculo usando o objeto virtual? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

0.45 0.6 0.45 0.6 0.45 0. 3
(Ob5) Usando o objeto virtual como vocé calcularia . . o =?
0.55 0.3 0.55 0.3 0.55 0. 4

Explique como vocé fez isso.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Ob6) Apds fazer o céalculo em (Ob5), qual o vetor resultado que vocé obteve? Em relagdo ao vetor original

u= [4:| , ha semelhancas ou diferengas entre os resultados obtidos? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

o . n

(Ob7) Observando o resultado obtido em (Ob6), qual o menor nimero “n” na escala que torna as
coordenadas do vetor resultado nimeros inteiros? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Ob8) Com base no que foi feito até agora, como vocé faria para calcular o resultado da expressao

0.45 0.6 0.45 0.6 ,
e--ve . =7 O resultado é um vetor? E possivel fazer esse calculo “a m3o”?
0.55 0.3 0.55 0.3

300vezes
Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

Parte 3: Retomando a problematica inicial

Novamente usaremos o objeto virtual. Pode acessar via o link:

http://tube.geogebra.org/material/show/id /860625

Em seguida, clique no botéo: | Ir para a versdo do estudante

No encontro anterior manipulamos um pouco o objeto virtual com o objetivo de compreender como era
possivel realizar algumas operagdes aritméticas envolvendo matrizes quadradas e suas poténcias, bem
como a multiplicacdo de uma matriz quadrada por um vetor. Hoje retomaremos a situacdo-problema da
migracdo na tentativa de formular um principio que possa nos orientar na compreensao do fenébmeno. Mas
antes, tente responder o seguinte questionamento:
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|”

(P1) O que vocé entende por “idealizar” uma situagdo na matematica? Ha relagdo entre “idea
“realidade”. Explique.

e

() Ndo assimilei a pergunta.

A situacdo apresentada antes foi:

“Suponha que no ano 2010 a taxa de migracao de Caxias do Sul para o seu subtrbio seja de 7%. E
que durante o mesmo ano a taxa de migracdao do suburbio para a cidade seja de 4%. Se a
populagdo observada no ano 2010 foi de 350000 habitantes na cidade e no sublrbio foi de
100000 habitantes entdo qual a populagdo estimada para o ano 2011 para cada um dos lugares?”

Imigragdo de lugares
C,DE,..

Fendmenos da natureza
(tsunami, tornado, enchentes,...)

Possiveis (outras) variaveis envolvidas:

Emigracao para lugares
C,DE,..

Natalidade

Mortalidade

Conflitos bélicos

(Ob1) Seria possivel utilizar sistemas lineares para resolver a situagdo anterior? Em caso afirmativo, como
vocé construiria um possivel sistema linear para representar a situagdo-problema?

() Ndo assimilei a pergunta.

(Ob2) Na primeira aula vocé fez uma estimativa para o calculo da populagdo em 2011. Através da sua
resposta na questdo anterior use o objeto virtual para estimar a populacao tanto da cidade como do
suburbio em 2011. Explicite suas contas feitas utilizando o objeto virtual.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Ob3) Mantendo-se as taxas de migracgdo iguais, seria possivel construir um sistema linear que pudesse ser
usado para estimar a populagdo em 2012 na cidade e no suburbio? Explicite.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Ob4) Supondo todas as taxas de migragdo mantidas, pode-se estimar a populagdo em 2020 fazendo-se qual
calculo? Use o objeto virtual para estimar essas populagdes, se possivel.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Ob5) Genericamente, defina que o ano de 2011 seja t = 1. Como vocé expressaria através de uma
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expressdo matemadtica a quantidade de populagio em ambos os lugares (cidade/sublrbio) em uma
determinada época t = n? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

Chega-se entdo ao seguinte conceito:

“Uma Cadeia de Markov é um sistema dindmico no qual os vetores de estado em uma sucessdo de
intervalos de tempo sdo vetores de probabilidade e cada um dos vetores de estado na sucessGo dos

intervalos de tempo é obtido por uma equagéo da forma U(k+1) = P.U(K) onde P =|: o} :I é uma matriz
estocdstica e [o; € a probabilidade do sistema estar no estado i no tempo t =K+1 e no estado | no

tempo t =K. A matriz P é chamada de matriz de transi¢do para o sistema.” (Anton e Busby, 2003, p.228,
tradugdo nossa)

Defini¢cbes importantes:

1) Probabilidade:

2) Vetor de probabilidade:

3) Matriz estocastica:

Parte 4: Avanc¢ando no estudo da Cadeia de Markov — 2D

”n

Na aula passada falamos um pouco sobre os seguintes termos: “probabilidade”, “vetor de probabilidade” e
“matriz estocdstica”. Falamos também sobre que é uma Cadeia de Markov. O conceito que vimos foi:

“Uma Cadeia de Markov é um sistema dindmico no qual os vetores de estado em uma sucess@o de
intervalos de tempo sdo vetores de probabilidade e cada um dos vetores de estado na sucessGo dos

intervalos de tempo é obtido por uma equagdo da forma U(k+1) = P.U(K) onde P I[ P ] é uma matriz
estocdstica e ; ¢ a probabilidade do sistema estar no estado i no tempo t =k +1 e no estado | no

tempo t =K. A matriz P é chamada de matriz de transicdo para o sistema.” (Anton e Busby, 2003, p.228,
tradugdo nossa)

O objeto virtual que estamos utilizando pode ser acessado aqui:
http://tube.geogebra.org/material/show/id /860625

(Ob1) Na situagdo-problema envolvendo o fenébmeno da migragdo, vocé consegue identificar os vetores
probabilidade e a matriz estocdstica? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Ob2) Se vocé conseguiu obter uma matriz na questdo anterior, como vocé explicaria o significado das
entradas Py, Pro, Por, Py na matriz com base na defini¢do apresentada no inicio? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.
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(Ob3) Observando a evolugdo do sistema através do objeto virtual, estime as populagGes da cidade e do
suburbio nos anos de 2020, 2030 e 2050. Explicite suas estimativas.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Ob4) Analisando a evolugdo do sistema através do objeto virtual é possivel afirmar que a partir de certo
tempo as populagdes da cidade e do suburbio irdo se estabilizar*? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Ob5) Considere as suas estimativas populacionais para o ano de 2020. O que vocé pode afirmar sobre a
probabilidade desse sujeito ir da cidade para o suburbio (caso ele esteja na cidade)? E a probabilidade dele
ir do suburbio para a cidade (caso ele esteja no suburbio)? Qual dos dois eventos é mais provavel que
aconteca? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

22 Situagdo-problema. (Adaptada de Anton e Rorres(2012))

Suponha que as 10h em Caxias do Sul cada um dos dois canais de televisGo concorrentes (A e B) tenha
150000 telespectadores de audiéncia. Considerando que a cada hora que passa o canal “A” atrai 10% da
audiéncia do canal “B” e que o canal “B” atrai 20% da audiéncia do canal “A”. Com o passar das horas, a
partir das 10h, é possivel prever os niveis de audiéncia em cada um dos canais de televisdo utilizando a ideia
da Cadeia de Markov.

(P1) A situacdo apresentada acima estd idealizada, para fins de Modelagem?
() Sim. Justificativa:
() Nao. Justificativa:

(Ob1) Utilizando os recursos do objeto virtual estime quais os niveis de audiéncia de cada canal as 13h.
(Dica: considere que 10h corresponde ao instante zero da Cadeia)

() Ndo assimilei a pergunta.

(Ob2) Vocé consegue explicitar os vetores probabilidade e a matriz estocastica desse problema? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Ob3) Genericamente, defina que 10h da manh3d seja p = 0. Como vocé expressaria através de uma
expressao matemadtica a quantidade de audiéncia de ambos os canais (A e B) em uma determinada hora do
dia p = n? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

43 .. . . .
Quando um processo de Markov estabiliza ao longo do tempo dize-se que o processo converge para o “vetor estacionario” ou
“vetor de equilibrio”.
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(Ob4) Analisando a evolucdo do sistema através do objeto virtual é possivel afirmar que a partir de quantas
horas a audiéncia dos canais A e B estabilizam? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

Parte 5: Exercitando
(Adaptada de Anton e Rorres (2012))
Observe a seguinte situacdo-problema.

Em estagées de medi¢des da qualidade do ar nas cidades é possivel através de medi¢des e suas andlises
inferirmos sobre a qualidade do ar “respirado” pelos habitantes da cidade. Em Caxias do Sul verificou-se
através da observagdo e andlise de alguns registros empiricos que se em determinado dia a qualidade do ar
é boa, entdo existe uma chance de 90% de que venha a ser boa a qualidade do ar no préximo dia. No estudo
verificou-se também que se a qualidade do ar é ruim em determinado dia entéo existe uma chance de 45%
de que a qualidade do ar venha ser ruim também no préximo dia. Nota-se que a qualidade do ar respirado
hoje (17/06/2015) € boa, entdo qual a probabilidade do ar respirado também ser boa daqui 8 dias?

(Q1) Com base nas informacbes do problema acima preencha o diagrama abaixo com as “chances” de
ocorréncia dos eventos.

O

/

o’

o e
Py N Qualidade Qualidade 7 '"'\\
L .
. //’ boadoar ruim do ar L J
——— e
Ve
P

O

J

M’

(Q2) Vocé consegue obter os vetores probabilidade e a matriz estocdstica dessa situagdo-problema?
Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

Obs.:
(1) Considerando que se o ar esta com uma qualidade boa é porque ele ndo esta ruim naquele dia, ou seja,

defina a condi¢3o inicial como U = ol

(2) Considerando que se o ar esta com uma qualidade ruim é porque ele ndo esta bom naquele dia, ou seja,

defina a condi¢3o inicial como U = 1l

(3) A situacdo-problema apresentada acima esta idealizada, para fins de Modelagem?

() Sim. Justificativa:
() Nao. Justificativa:
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(Q3) Considerando que a qualidade do ar esteja boa hoje, use o objeto virtual para estimar as chances de
condi¢des na qualidade do ar (boa ou ruim) nas datas de 20/06, 25/06 e 30/06. Explicite seu raciocinio.
(considere que o valor do parametro p = 0 corresponde a 17/06/2015)

() Ndo assimilei a pergunta.

(Q4) Mantidas as condicGes ideais para a situagdo-problema e supondo que seja usada como condicdo
1
inicial U =|:O:| para representar o dia (17/06/2015), no qual a qualidade do ar que se estd respirando é

boa, vocé consegue expressar através de um modelo matematico, ou regra genérica uma maneira que
possa ser usada para estimar da qualidade do ar na cidade de Caxias do Sul ao longo dos demais dias?
Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Q5) Analisando-se a evolugdo do sistema dinamico através do objeto virtual, é possivel afirmar que a partir
de algum dia a chance da qualidade do ar ser boa ou ruim nao se altera mais? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.
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APENDICE F — Sequéncia de Atividades dterceiro experimento

Parte 1: Conhecendo o contexto
1) Para dar inicio a nossa discussdo acesse o seguinte endereco eletronico.

http://zh.clicrbs.com.br/rs/noticias/noticia/2014/08/novos-imigrantes-mudam-o-cenario-do-rio-grande-do-sul-
4576728.html

Faca a leitura da noticia veiculada recentemente nesse veiculo de comunicagdo e em seguida explore os
seguintes questionamentos:

(1a) De acordo com a noticia como é possivel justificar quais sdo as causas desse movimento migratério
relatado?

() Ndo assimilei a pergunta.

(1b) Qual o nivel de escolaridade dos imigrantes caracterizados pela noticia? Isso diferencia esse
movimento migratdrio de outros que vocé conhece e que ja ocorreram na histdria? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

(1c) Considerando o periodo de 2010 até 2014 e os nimeros oficiais apresentados através do histograma
(grafico de barras) na noticia, em qual periodo dos apresentados a seguir ocorreu a variagdo mais
significativa no numero de solicitagao de refugio pelos imigrantes?

( )2010a2011.

( )2011a2012.

( )2012a2013.

( )2013a2014. () Ndo assimilei a pergunta.

(1d) Ainda a respeito do fendmeno da migragdo (emigragdo ou imigragdo), vocé pode listar alguns outros
fatos ou fatores que possam influenciar a sua ocorréncia?

() Ndo assimilei a pergunta.

No contexto da migracdo, quando as pessoas chegam a Caxias do Sul, por exemplo, se deparam com
uma realidade muitas vezes diferente da que estavam habituadas em seu lugar de origem. Na tentativa de
buscar o seu “lugar ao sol” para se alocar, os imigrantes deslocam-se da cidade para os suburbios. Observa-
se que o contrdrio também ocorre, ou seja, pessoas partem do sublrbio para a cidade. Certa vez foi
formulada a seguinte situacdo-problema:

“Suponha que no ano 2010 a taxa de migragao de Caxias do Sul para o seu suburbio seja de 7%.
E que durante o mesmo ano a taxa de migracdo do suburbio para a cidade seja de 4%. Se a
populacdo observada no ano 2010 foi de 350000 habitantes na cidade e no subltrbio foi de
100000 habitantes entao qual a populagdao estimada para o ano 2011 para cada um dos
lugares?”
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(P1) Apds a leitura da situagdo-problema anterior, vocé consegue citar os assuntos matematicos que
considera estar envolvido(s) na resolugao da questdo?

() Ndo assimilei a pergunta.

(P2) E possivel através de relagdes matematicas evolvendo os assuntos citados por vocé na P1 elaborar a
solucdo para a situagdo-problema inicial? Construa uma solugdo para o problema.

() Ndo assimilei a pergunta.

(P3) A solugdo proposta por vocé na P2 pode ser usada na construgao de uma estimativa para a populagdo
em 20127? Em caso afirmativo construa uma solugao.

() Ndo assimilei a pergunta.

(P4) Com o método de construcdo para a solucdo elaborada e utilizada nas questdes P2 e P3 pode ser
construido um método para estimar a populagdo no ano de 2013? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

III

(P5) Se fosse possivel neste momento enunciar um “principio geral”, vocé conseguiria elaborar um modelo
ou método matematico capaz de explicar como calcular a estimativa do nimero de habitantes da cidade de
Caxias do Sul e do seu suburbio a cada ano? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

Parte 2: Conhecendo o objeto virtual

(P1) Vocé sabe o que uma matriz na matematica? Justifique sua escolha.
() Sim, é um assunto visto exclusivamente na matematica do ensino fundamental.
() Sim, é um assunto visto exclusivamente na matematica do ensino médio.
() Sim, é um assunto visto em diversas etapas do desenvolvimento escolar.
() Nao, nunca ouvi falar do assunto.
() Nao, porém ja ouvi falar do assunto.

() Ndo assimilei a pergunta.

(P2) Caso sua resposta em (P1) tenha sido algum “sim”, vocé poderia mencionar alguma aplicacdo desse
assunto matematico? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

(P3) Vocé sabe fazer operagdes aritméticas envolvendo matrizes? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.
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(P4) E possivel “dividir” uma matriz por outra? Ou seja, dadas A e B matrizes é possivel fazer A/B?

Explique.

() N&do assimilei a pergunta.

(P5) Seja M uma matriz. Vocé sabe calcular uma poténcia de uma matriz M ? Por exemplo, M 32 Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

(P6) Vocé sabe o que é um vetor? Explique.
() Sim, é um assunto visto exclusivamente nas aulas de matematica no ensino fundamental.
() Sim, é um assunto visto exclusivamente nas aulas de fisica do ensino fundamental.
() Sim, é um assunto visto exclusivamente nas aulas de matematica no ensino médio.
() Sim, é um assunto visto exclusivamente nas aulas de fisica do ensino médio.
() Sim, é um assunto visto em diversas etapas do desenvolvimento escolar.
() N&o, nunca ouvi falar do assunto.
(

) Ndo, porém ja ouvi falar do assunto.

() Ndo assimilei a pergunta.

(P7) Se vocé respondeu algum “sim” em (P6), saberias explicar como se representa um vetor? Quais
maneiras vocé conhece para fazer isso? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

Para iniciarmos essa parte das atividades, acesse o objeto virtual:

http://tube.geogebra.org/material/show/id /860625

Em seguida, clique no bot3o: | Ir para a versao do estudante |

*Explore por alguns instantes o objeto virtual antes de iniciar as atividades a seguir.

(Ob1) Utilizando o objeto virtual defina a matriz M =
0.8 0.6

0.5 0.7 )
. Calcule através do objeto virtual

0.45 0.6
0.55 0.3

algumas poténcias M P. Em seguida defina a matriz M =|: j Novamente, calcule através do

objeto poténcias M P. Vocé percebe semelhancas ou diferencas entre os resultados obtidos com essas

matrizes? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.
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0
(Ob2) Defina a matriz M = 1 ol Calcule algumas poténcias M P e observe o que ocorre. Ha alguma

relacdo dessa matriz com as matrizes definidas em (Ob1)? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Ob3) Defina o vetor G = [4} . 0 que ocorre quando vocé altera “n” na escala 1:10'? O que significa essa

escala? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

0.45 0.6

. . E possivel obter o resultado
oés osdl 4

(Ob4) Com base em seu conhecimento, efetue o célculo |:

desse calculo utilizando o objeto virtual? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Ob5) Usando o objeto virtual como vocé poderia calcular

0.45 0.6 0.45 0.6 0.45 0. 3
. . o =? Explique como vocé faria isso.
0.55 0.3 055 0.3 0.55 0. 4

() Ndo assimilei a pergunta.

(Ob6) Apds fazer o calculo em (Ob5), qual o resultado que vocé obteve? A resposta é um vetor? Em caso

afirmativo, ha relagdo, semelhangas, diferengas entre o vetor original U 2[4} e o resultado obtido?

Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

“._ . n

(Ob7) Observando o resultado obtido em (Ob6), qual o menor nimero “n” na escala que torna as
coordenadas do vetor resultado nimeros inteiros? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Ob8) Com base no que foi feito até agora, como vocé faria para calcular o resultado da expressdo

0.45 0.6 0.45 0.6 ,
o =7? O resultado é um vetor? E possivel fazer esse calculo “a m3o”?
0.55 0.3

0.55 0.35
300vezes

Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.
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Parte 3: Retomando a problematica inicial

No momento anterior manipulamos um pouco o objeto virtual com o objetivo de compreender como era
possivel realizar algumas operagbes aritméticas envolvendo matrizes quadradas e suas poténcias, bem
como a multiplicagdo de uma matriz quadrada por uma matriz coluna (vetor). Agora retomaremos a
situacdo-problema da migracdo na tentativa de formular um principio que possa nos orientar na
compreensdo do fendmeno. Mas antes, tente responder os seguintes questionamentos:

(P1) O que vocé entende por “idealizar” uma situacdo na matematica? Ha relagdo entre “ideal” e
“realidade”. Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

A situacao apresentada inicialmente foi:

“Suponha que no ano 2010 a taxa de migracdo de Caxias do Sul para o seu suburbio seja de 7%. E
que durante o mesmo ano a taxa de migracdao do suburbio para a cidade seja de 4%. Se a
populagdo observada no ano 2010 foi de 350000 habitantes na cidade e no sublrbio foi de
100000 habitantes entdao qual a populagdo estimada para o ano 2011 para cada um dos lugares?”

Imigragao de lugares
C,D,E, ..

Fendmenos da natureza
(tsunami, tornado, enchentes,...)

Possiveis (outras) variaveis envolvidas:

Emigracdo para lugares
C,D,E, ..

Natalidade

Mortalidade

Conflitos bélicos

(P2) Em se tratando de idealizar o contexto, o estudo proposto que envolve a situacdo-problema inicial esta
idealizada ou corresponde a realidade sobre o fenbmeno de migracao observado? Ao estudar essa situacao-
problema, a partir de um modelo matematico pode-se explicar alguns fatos observaveis na realidade?
Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Ob1) Seria possivel utilizar sistemas lineares para resolver a situagdo anterior? Em caso afirmativo, como
vocé construiria um possivel sistema linear para representar a situagdo-problema?

() Ndo assimilei a pergunta.

(Ob2) Na primeira aula vocé fez uma estimativa para o calculo da populagdo em 2011. Através da sua
resposta na questdo anterior use o objeto virtual para estimar a populagdo tanto da cidade como do
suburbio em 2011. Explicite suas contas feitas utilizando o objeto virtual.
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() Ndo assimilei a pergunta.

(Ob3) Mantendo-se as taxas de migragdo iguais, seria possivel construir um sistema linear que pudesse ser
usado para estimar a populagdo em 2012 na cidade e no suburbio? Explicite.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Ob4) Supondo todas as taxas de migragdo mantidas, pode-se estimar a populagdo em 2020 fazendo-se qual
calculo? Use o objeto virtual para estimar essas populagdes, se possivel.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Ob5) Genericamente, defina que o ano de 2011 seja t = 1. Como vocé expressaria através de uma
expressdao matemadtica uma estimativa para a quantidade de populacdo em ambos os lugares
(cidade/suburbio) em uma determinada época t = n? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

Depois da discussdo feita até o momento, chega-se ao seguinte conceito:

“Uma Cadeia de Markov é um sistema dindmico no qual os vetores de estado em uma sucessdo de
intervalos de tempo sdo vetores de probabilidade e cada um dos vetores de estado na sucessGo dos

intervalos de tempo é obtido por uma equagéo da forma U(k+1) = P.U(K) onde P =|: o} :I é uma matriz
estocdstica e [o; € a probabilidade do sistema estar no estado I no tempo t=K+1 e no estado | no

tempo t =K. A matriz P é chamada de matriz de transi¢cdo para o sistema.” (Anton e Busby, 2003, p.228,
tradugdo nossa)

Defini¢gdes importantes:

1) Probabilidade:

2) Vetor de probabilidade:

3) Matriz estocastica:

(Ob6) Na situacdo-problema envolvendo o fenédmeno da migragdo, vocé consegue identificar quem sdo os
vetores probabilidade e a matriz estocdstica? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Ob7) Se vocé conseguiu obter uma matriz na questdo anterior, como vocé explicaria o significado das
entradas Py;, Pio, Po1, Payna matriz com base na defini¢do apresentada no inicio? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.
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Parte 4: Avanc¢ando no estudo da Cadeia de Markov — 2D

” o«

Na aula passada falamos um pouco sobre os seguintes termos: “probabilidade”, “vetor de probabilidade” e
“matriz estocastica”. Falamos também sobre que é uma Cadeia de Markov. O conceito que vimos foi:

“Uma Cadeia de Markov é um sistema dindmico no qual os vetores de estado em uma sucessdo de
intervalos de tempo sdo vetores de probabilidade e cada um dos vetores de estado na sucessGo dos

intervalos de tempo é obtido por uma equacgéo da forma U(K+1) = P.U(k) onde P =[ P ] é uma matriz
estocdstica e P, ¢ a probabilidade do sistema estar no estado i no tempo t =K+1 e no estado | no

tempo t =K. A matriz P é chamada de matriz de transi¢do para o sistema.” (Anton e Busby, 2003, p.228,
tradugdo nossa)

O objeto virtual que estamos utilizando pode ser acessado aqui:
http://tube.geogebra.org/material/show/id/860625

Com base no estudo desenvolvido até o presente momento sobre a situagao-problema inicial foi criado um
modelo matemadtico para compreender a evolu¢do da situagdo-problema envolvendo um contexto da
migracdo entre Caxias do Sul e seu suburbio. Avancaremos mais o estudo sobre esse modelo.

(Ob1) Observando a evolugdo do sistema através do objeto virtual, estime as popula¢Ges da cidade e do
suburbio nos anos de 2010, 2020 e 2030. Explicite suas estimativas.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Ob2) Analisando a evolugdo do sistema através do objeto virtual é possivel afirmar que a partir de certo
tempo as populagdes da cidade e do suburbio irdo se estabilizar**? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Ob3) Considere as suas estimativas populacionais para o ano de 2020. Considere um sujeito qualquer
dentro do total de sujeitos envolvidos (450000 habitantes). O que vocé pode afirmar sobre a probabilidade
desse sujeito ir da cidade para o suburbio (caso ele esteja na cidade)? E a probabilidade dele ir do suburbio
para a cidade (caso ele esteja no suburbio)? Qual dos dois eventos é mais provavel que aconteca? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

De acordo com a sua resposta dada em (Ob2) chega-se ao seguinte conceito:

Vetor estaciondrio (vetor de equilibrio): E um vetor de probabilidade V # 0 tal que PV =V e P é matriz
estocastica nas condicdes da definicdo sobre “cadeia de Markov”.

Discussado sobre como calcular o “vetor estacionario”.

() Ndo assimilei a pergunta.

44 e . . s
Quando um processo de Markov estabiliza ao longo do tempo dize-se que o processo converge para o “vetor estacionario” ou
“vetor de equilibrio”.
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(Ob4) Faca uma hipdtese através do objeto de quem poderia ser o vetor estacionario para a situagdo-
problema. Utilize os seus conhecimentos de sistemas lineares para calcular o vetor. Justifique.

() N&do assimilei a pergunta.

22 Situagdo-problema. (Adaptada de Anton e Rorres(2012))

Suponha que as 10h em Caxias do Sul cada um dos dois canais de televisdo concorrentes (A e B) tenha
150000 telespectadores de audiéncia. Considerando que a cada hora que passa o canal “A” atrai 10% da
audiéncia do canal “B” e que o canal “B” atrai 20% da audiéncia do canal “A”. Com o passar das horas, a
partir das 10h, é possivel prever os niveis de audiéncia em cada um dos canais de televisdo utilizando a ideia
da Cadeia de Markov.

(P1) A situacdo-problema apresentada acima estd idealizada, para fins de Modelagem?
() Sim. Justificativa:
() Nao. Justificativa:

(Ob5) Utilizando os recursos do objeto virtual estime quais os niveis de audiéncia de cada canal as 13h.
(Dica: considere que 10h corresponde ao instante zero da Cadeia)

() Ndo assimilei a pergunta.

(Ob6) Vocé consegue explicitar os vetores probabilidade e a matriz estocastica desse problema? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Ob7) Genericamente, defina que 10h da manh3d seja p = 0. Como vocé expressaria através de uma
expressao matemadtica a quantidade de audiéncia de ambos os canais (A e B) em uma determinada hora do
dia p = n? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Ob8) Considere as suas estimativas de audiéncia para os canais A e B as 15h. Considere um sujeito
qualguer dentro do total de expectadores. O que vocé pode afirmar sobre a probabilidade desse sujeito
comecgar a assistir o canal B (caso ele esteja assistindo o canal A)? E a probabilidade dele assistir passar a
assistir o canal A (caso ele esteja assistindo o canal B)? Qual dos dois eventos é mais provavel que acontega?
Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Ob9) Analisando a evolugdo do sistema através do objeto virtual é possivel afirmar que a partir de algum
instante as audiéncias dos canais A e B estabilizam/estacionam? Se necessario, consulte sua questio (Ob4).
Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.
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Parte 5: Trabalho sobre Cadeias de Markov — 2D
(Adaptada de Anton e Rorres (2012))
Observe a seguinte situacdao-problema.

Em estacbes de medicbes da qualidade do ar nas cidades é possivel através das medicbes e suas
andlises inferirmos sobre a qualidade do ar “respirado” pelos habitantes da cidade. Em Caxias do Sul (RS)
verificou-se através da observacdo e andlise de alguns registros empiricos que se em determinado dia a
qualidade do ar é boa, entlo existe uma chance de 90% de que venha a ser boa a qualidade do ar no
proximo dia. No estudo verificou-se também que se a qualidade do ar é ruim em determinado dia entdo
existe uma chance de 45% de que a qualidade do ar venha ser ruim também no proximo dia. Nota-se que a
qualidade do ar respirado hoje (19/08/2015) é boa, entdo qual a probabilidade do ar respirado também ser
boa daqui 8 dias?

(Q1) Com base nas informacbes do problema acima preencha o diagrama abaixo com as “chances” de
ocorréncia dos eventos.
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(Q2) Vocé consegue obter os vetores probabilidade e a matriz estocdstica dessa situagdo-problema? Em
caso afirmativo, explicite-os.

() Ndo assimilei a pergunta.

Obs.:

(1) Nos questionamentos a seguir utilize o objeto virtual:
http://tube.geogebra.org/material/show/id/860625

(2) Considerando que se o ar estda com uma qualidade boa é porque ele ndo esta ruim naquele dia, ou seja,

defina a condi¢3o inicial como U = ol

(3) Considerando que se o ar esta com uma qualidade ruim é porque ele ndo esta bom naquele dia, ou seja,

defina a condi¢3o inicial como U = 1l

(4) A situagdo-problema apresentada acima esta idealizada, para fins de Modelagem?

() Sim. Justificativa:

() Nao. Justificativa:

(Q3) Considerando que a qualidade do ar esteja boa hoje, use o objeto virtual para estimar as chances de
condi¢des na qualidade do ar (boa ou ruim) nas datas de 21/08, 25/08 e 31/08. Explicite seu raciocinio.
(considere que o valor do parametro p = 0 corresponde a 19/08/2015)

() Ndo assimilei a pergunta.
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(Q4) Mantidas as condicGes ideais para a situagdo-problema e supondo que seja usada como condicdo
1
inicial U =|:O:| para representar o dia (19/08/2015), no qual a qualidade do ar que se estd respirando é

boa, vocé consegue expressar através de um modelo matematico, ou regra genérica uma maneira que
possa ser usada para estimar da qualidade do ar na cidade de Caxias do Sul ao longo dos demais dias?
Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Q5) Considere o dia 22/08/2015. De acordo com a evolugdo do sistema dinamico e suas estimativas, qual a
chance da qualidade do ar no dia 23/08/2015 permanecer ainda “boa”, se a qualidade estiver “boa” em
22/08/20157? Caso a qualidade do ar fosse ruim em 22/08/2015, qual seria a chance da qualidade ainda ser
“ruim” no dia seguinte? Explique.

() N&do assimilei a pergunta.

(Q6) Analisando-se a evolugdo do sistema dindmico através do objeto virtual e a partir dos seus
conhecimentos desenvolvidos até aqui, é possivel afirmar que a partir de alguma data as chances da
qualidade do ar ser boa ou ruim nao se alteram mais? A situacdo “estaciona” a partir de algum tempo?
Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

Parte 6: Um pouco sobre Cadeias de Markov - 3D

O objeto virtual que sera utilizado hoje esta publicado em:
http://tube.geogebra.org/material/show/id/1519869

Relembrando o conceito ja debatido: “Uma Cadeia de Markov é um sistema dindmico no qual os vetores
de estado em uma sucessdo de intervalos de tempo séo vetores de probabilidade e cada um dos vetores de
estado na sucess@o dos intervalos de tempo é obtido por uma equagdo da forma U(k+1)= P.U(K) onde

P =[ pj] é uma matriz estocdstica e ; €é a probabilidade do sistema estar no estado i no tempo

t =k +1 e no estado | no tempo t =K. A matriz P é chamada de matriz de transicdo para o sistema.”
(Anton e Busby, 2003, p.228, tradu¢do nossa).

Vetor estaciondrio (vetor de equilibrio): E um vetor de probabilidade V # 0 tal que PV =V e P é matriz
estocastica nas condi¢Ges da definicdo sobre “cadeia de Markov”.

Observe a seguinte situacdo-problema. (Adaptada de Lay (1999))

Anualmente em um condominio residencial em Caxias do Sul é realizada a elei¢cdo para o cargo sindico.
Para tal formam-se trés chapas distintas entre si e aqui designadas por A (situacdo), B (oposicdo) e C
(liberal). Apenas uma das chapas é a vencedora das elei¢des anuais. Em um estudo empirico realizado em
2015 no periodo eleitoral com os moradores do condominio verificou que a distribuicdo dos votos poderia
seguir a seguinte tabela:




Antes eu votei em X, agora ha uma chance de votar em Y

Probabilidade

A (situacdo) > A (situagdo) 75%
A (situacdo) —> B (oposic¢io) 15%
A (situacdo) > C (liberal) 10%
B (oposigdo) —> B (oposi¢do) 80%
B (oposicdo) —> A (situagdo) 10%
B (oposigdo) —=> C (liberal) 10%
C (liberal) - C(liberal) 50%
C (liberal) - A (situagdo) 35%
C (liberal) - B (oposic¢io) 15%
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(Q1) Com base nas informagdes do problema acima preencha o diagrama abaixo com as probabilidades de

ocorréncia dos eventos.
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(Q2) Com base no estudo desenvolvido até aqui, defina as condi¢des abaixo, que serdo usadas adiante.

(a) Considerando que o sujeito tenha votado na chapa A em uma eleicdo, a condi¢do inicial serd U =

(b) Considerando que o sujeito tenha votado na chapa B em uma elei¢do, a condi¢do inicial serd U =

(c) Considerando que o sujeito tenha votado na chapa C em uma elei¢do, a condigdo inicial sera U =|

(Q3) Mantendo-se as mesmas chances de voto a longo prazo utilize o objeto virtual para estimar e
explicitar as chances de voto em cada uma das chapas (A, B e C) em 2020, 2025 e 2030. Suponha que em

2015 o morador tenha votado na chapa B.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Q4) As estimativas feitas por vocé anteriormente se modificam caso o morador tenha ou votado na chapa

A ou na chapa C no ano de 20157 Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.
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(Q5) Mantidas as condigdes ideais para a situagdo-problema, vocé consegue elaborar um modelo
matematico ou regra genérica que possa ser utilizada para expressar as estimativas probabilisticas de
inten¢do no voto dos moradores do condominio? Considere que o processo tem inicio em 2015 e morador
do condominio tenha votado em algumas das chapas. Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Q6) Analisando as estimativas feitas em (Q3) para o ano de 2020, nas elei¢des do ano 2021 o que é mais
provavel que aconteca? Que o morador mantenha o voto na chapa que ele votou em 2020 ou mude de
chapa ao votar? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Q7) Analisando-se a evolugdo do sistema dindmico através do objeto virtual e a partir dos seus
conhecimentos desenvolvidos até aqui, é possivel afirmar que a partir de alguma data as probabilidades de
intencao de voto ndo se alteram mais? A situacdo “estaciona” a partir de algum tempo? Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Q8) Faca uma hipdtese através do objeto virtual sobre quem poderia ser o vetor estacionario para a
situacdo-problema aqui estudada. Utilize os seus conhecimentos para calcular tal vetor probabilidade
estacionario. Justifique.

() Ndo assimilei a pergunta.

22 Situagao-problema. (Adaptada de Anton e Rorres (2012))

Na savana africana ha trés reservas monitoradas por pesquisadores da vida selvagem, aqui denotadas por
Reserva 1, Reserva 2 e Reserva 3. Devido as condi¢Oes climdticas atuais, os pesquisadores monitoram as
populacdes de leGes que habitam as trés reservas, de modo a compreender o movimento migratdrio
desses animais em busca de alimento e dgua. H4 um monitoramento sendo realizado sobre uma amostra
total de 500 ledes, sendo que atualmente (hoje, 26/08/2015): 50 ledes estdo na Reserva A, 150 ledes estdo
na Reserva B e 300 leGes estdao na Reserva C. Com base nos padrdes de alimentagdo e dgua disponiveis nas
reservas os pesquisadores concluem empiricamente as probabilidades envolvendo a migracao semanal dos
leGes pelo ambiente das savanas seja conforme a seguinte distribuicao:

Antes o ledo estava em X, agora estdem Y Probabilidade
Reserval - Reserval 50%
Reserval - Reserva?2 20%
Reserval - Reserva3 30%
Reserva2 - Reserva?2 20%
Reserva2 —> Reserval 40%
Reserva2 - Reserva3 40%
Reserva3 —> Reserva3 10%
Reserva3 —> Reserval 60%
Reserva3 —> Reserva?2 30%

(Q9) Com base nas informagdes do problema acima preencha o diagrama abaixo com as probabilidades de
ocorréncia dos eventos.
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(Q10) Neste problema, para efeitos de estudo, a condi¢do a condi¢do inicial serd U =

(Q12) Mantendo-se as condicGes ideais ao longo das semanas utilize o objeto virtual para estimar e
explicitar as populacées em cada uma das reservas tendo depois de:

(i) quatro semanas

(ii) dois meses

(iii) meio ano

(iv) dois anos

() Ndo assimilei a pergunta.

(Q13) Mantidas as condi¢Ges ideais para a situagdo-problema, vocé consegue elaborar um modelo
matematico ou regra genérica que possa ser utilizada para expressar as estimativas populacionais para as
trés reservas? (a data de 26/08/2015 corresponde ao inicio de observacdo do fenbmeno migratério).
Explique.

() Ndo assimilei a pergunta.

(Q14) E possivel que a partir de algum instante as popula¢gdes em cada reserva n3o se altere mais? Faga
alguma hipdtese através do objeto virtual sobre isso. Em caso afirmativo, utilize o seu conhecimento para
calcular tal vetor probabilidade estacionario. Justifique.

() Ndo assimilei a pergunta.
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APENDICE G — Programa da disciplina déodelagem Matematica

Programa da disciplina déodelagem Matematicado curso de Licenciatura em Matematica do Institut
Federal de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia do Raodar do Sul, campus Caxias do Sul.
Fonte: Projeto Pedagdgico de Cdrgao11).

8°SEMESTRE

Disciplina: Modelagem Matem:itica Codigo: 030188

MNatureza: Tedrica ‘

Carga Hordria: 60 horas ‘

Objetive Geral: Discutir a filosofia cientifica da modelagem matemitica através de
problemas que se apresentam em situacdes concretas. Analisar integralmente modelos
simples de problemas de mecinica, biologia, quimica, eletricidade, ciéncias meédicas, etc.,
atraveés de equacdes diferenciais ordindrias.

Ementa: Este componente curricular busca a caracterizacio da Modelagem Matematica
como metodo de pesquisa cientifico e como metodologia de ensino. Elaboragio de
projetos de modelagem matematica dirigidos para o ensino fundamental e meédio.
Construgdo de modelos matematicos de diversos fendmenos incluindo a implementagiio
de simulagiio numérica e andlise de resultados.

Bibliografia Basica:

[1] BASSANEZI, Rodney Carlos. Ensino-aprendizagem com modelagem matematica:
uma nova estratégia. 5o Paulo: Contexto, 2009, | Vol. dnico - 5ex. | 51 | B317e

[2] BEAN, Dale. O que ¢ modelagem Matemitica? In: Educacio Matemitica em
revista. Ano 8, n® 9/10, Sdo Paulo, abril, 2001.

[3] ALMEIDA, L. M. W. Modelagem Matemitica e Formagio de Professores. In: 'V
ANPEd-SUL, 2004, Curitiba. Anais do V Semindrio de Pesquisa em Educagio da Regido
Sul. Curitiba: Universidade Catdlica do Parand, 2004,

[4] ZILL, D. G. Equacdes Diferenciais com aplicacdes em modelagem. Sio Paulo:
THOMSON, 2003.

Bibliografia Complementar:
[1] SVIERCOSKI, Rosangela F. Matemstica aplicada as ciéncias agririas: anilise de |

dados e modelos . Vigosa: UFV, 2008. | Vol. Unico.

[2] D' AMBROSIO, U. Etnomatemadtica: um programa. In: Educagio Matemitica em
revista. Ano 1, n° 1, Sdo Paulo, abril, 1993,

[3] ZILL, Dennis G. Equacdes diferenciais. Sdo Paulo: Pearson Makron Books , 2008.
Vol. 1.

[4] BOYCE, William E. Equacies diferencigis elementares e problemas de valores de
contorno. Rio de Janeiro: LTC, 2006. | Vol. Unico.

[5] ASCENCIO, Ana Fernanda Gomes; VENERUCHI, Edilene Aparecida.
Fundamentos de Programaciio de Computadores. Sio Paulo: Prentice-Hall, 2005,

45 Disponivel emhttp://www.caxias.ifrs.edu.br/site/midias/arquing®1421484018929ppc_matematica 2011-01.pdf
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APENDICE H — Programas das disciplinas diatematica Ill e [V

Programas das disciplinas Eiatematica Ill elV do curso de Técnico em Plasticos Integrado amBnsi
Médio do Instituto Federal de Educacéo, Ciénciaadlogia do Rio Grande do Sul, campus Caxias tio Su
Fonte: Projeto Pedagdgico de Cif$8010, p.41, 51).

Disciplina: Matematica 111 | Codigo:

Natureza: Tedrica

Carga Horaria: 60 horas

Objetivos: Desenvolver a capacidade dos alunos a desenvolver calculos, interpretagdo de

problemas interdisciplinares e do seu cotidiano que envolve fun¢des. Desenvolver a
capacidade dos alunos a desenvolver calculos envolvendo area e volume, interpretagdo de

problemas interdisciplinares e do seu cotidiano.
Ementa: Matrizes. Determinantes. Sistemas Lineares. Geometria Analitica. Numeros

Complexos.
Bibliografia Basica:

[1] DANTE, L. R. Matematica. Volume Unico. 1* edigdo. Sdo Paulo, SP: Atica, 2005.
[2] BIANCHINL E.; PACCOLA, H. Curso de Matemitica. Volume Unico. 3? edicdo.
Sao Paulo, SP: Moderna, 2003.

[3] IEZZI1, Gelson, et al. Matematica: Ensino Médio. Volume Unico. 4" edigdo. Sdo

Paulo, SP: Atual, 2007.
Bibliografia Complementar:

[1] FACCHIN, W. Matemitica para a escola de hoje. Volume Unico. 4* edigao. Sao
Paulo, SP: FTD, 2006.

[2] GIOVANNI, José Ruy, et. Al. Mateméatica Fundamental: Uma nova abordagem.
Volume Unico. Sdo Paulo, SP: FTD, 2002.

[3] BARRETO, B. F., SILVA, C. X. Matemitica Aula por Aula. Volume Unico. Sdo
Paulo, SP: FTD, 2000.

[4] GOULART, M. C. Matematica para o ensino médio — Série Parametros. Volume
Unico. 5* edi¢do. Sdo Paulo, SP: Scipione, 2001.

[5] FERNANDES, W. S. Matematica para o ensino médio. Volume Unico. Sdo Paulo,
SP: IBEP. 2005.

46 Disponivel em:
http://www.caxias.ifrs.edu.br/site/midias/arquing314214152759467ppc_plasticos_integrado_2010.pdf
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Disciplina: Matematica IV | Codigo:

Natureza: Tedrica

Carga Horaria: 60 horas

Objetivos: Desenvolver a capacidade dos alunos a desenvolver calculos, interpretagdo de
problemas interdisciplinares e do seu cotidiano que envolve fun¢des. Desenvolver a
capacidade dos alunos a desenvolver calculos envolvendo area e volume, interpretacdo de

problemas interdisciplinares e do seu cotidiano.

Ementa: Polindbmios. Equacdes algébricas. Analise Combinatoria. Estatistica.

Probabilidade. Matematica Financeira.

Bibliografia Basica:
[1] DANTE, L. R. Matemitica. Volume Unico. 1° edigdo. Sdo Paulo, SP: Atica, 2005.
[2] BIANCHINIL, E.; PACCOLA, H. Curso de Matematica. Volume Unico. 3* edicdo.

S&o Paulo, SP: Moderna, 2003.
[3] IEZZI, Gelson, et al. Matemitica: Ensino Médio. Volume Unico. 4* edi¢do. Sdo
Paulo, SP: Atual, 2007.

Bibliografia Complementar:

[1] FACCHIN, W. Matematica para a escola de hoje. Volume Unico. 4* edi¢do. Sdo
Paulo, SP: FTD, 2006.

[2] GIOVANNI, José Ruy, et. Al. Matematica Fundamental: Uma nova abordagem.
Volume Unico. Sdo Paulo, SP: FTD, 2002.

[3] BARRETO, B. F, SILVA, C. X. Matematica Aula por Aula. Volume Unico. Sdo
Paulo, SP: FTD, 2000.

[4] GOULART, M. C. Matematica para o ensino médio — Série Parametros. Volume
Unico. 5* edicdo. Sdo Paulo, SP: Scipione, 2001.

[5] FERNANDES, W. S. Matemitica para o ensino médio. Volume Unico. Sio Paulo,
SP: IBEP. 2005.




