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Resumo

Este trabalho apresenta dois métodos de estimacdo para regressdo linear
robusta, o M-Estimador e modelo de TELBS. Estes sdo comparados com 0
método dos minimos quadraticos ordinarios, motivados por um exemplo
simulado e uma analise de dados reais de e-commerce.

Para melhor compreensdo da eficiéncia do modelo de regresséo linear
robusta de TELBS, é apresentada uma simulacdo e duas anélises de bancos de
dados reais, feitas pelos autores do modelo, que comparam esse método com
0 dos minimos quadréaticos, M-Estimador e MM-Estimador.

Também sdo brevemente descritos alguns diagnosticos de medidas
influentes comumente abordados na literatura: medida de alavancagem,
distancia de Cook, DFBETAS, DFFITS e COVRATIO.

As analises e o exemplo simulado deste trabalho sdo feitos com o
software R (Verséo 3.2.0) e a sintaxe esta disponivel em anexo.
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1. Introducédo

Modelos de regressdo linear sdo muito utilizados em diversas areas de
estudo, porém esses podem apresentar alguns problemas em determinadas
condi¢Oes, que sdo muito comuns de se observar em dados reais. Entdo, uma
das possiveis solucdes, é a utilizacdo de métodos robustos de estimacdo de
regressdo linear, capazes de amenizar ou, até mesmo, corrigir esses
problemas.

Este trabalho pretende apresentar um novo metodo de estimacdo de
regressao linear robusta, conhecido como TELBS, proposto por Tabatabai et
al. (2012), que foi desenvolvido para ser eficaz, tanto em simulagGes, quanto
em dados reais, e de simples aplicacdo. Esta nova forma de estimacdo sera
comparada com duas comumente utilizadas em regresséo linear: o metodo dos
minimos quadraticos ordinarios para regressao linear simples e 0 método com
um M-Estimador para regressao linear robusta.

Uma das principais causas que geram esses problemas, ou imprecisoes,
nos modelos de regresséo linear estimados por certos métodos, sdo os valores
extremos (outliers). Entdo, serdo brevemente descritas algumas das principais
medidas de identificacdo desses valores, assim como uma nova maneira de
medicao, proposta por Tabatabai et al. (2012), com o objetivo de se esclarecer
a influéncia dos outliers no processo de estimacéo.

Para a comparacdo dos métodos de estimacdo sera analisada uma
amostra de dados reais de uma empresa de vendas online e um exemplo feito
por simulacdo. Para essas analises foi utilizado o software R (Versédo 3.2.0)
com as respectivas sintaxes em anexo. Tambem serdo apresentadas, uma
simulacéo e duas analises de dados reais, feitas por Tabatabai et al. (2012),
que comparam 0 método de estimacdo de TELBS com os métodos dos
minimos quadraticos, M-Estimador e MM-Estimador.



2. Regressao linear robusta

A analise de regressdo estuda o relacionamento entre uma variavel
resposta — dependente — e uma ou mais variaveis explicativas — independentes
— através de um modelo matematico. Um dos modelos matematicos mais
populares e amplamente utilizados em todos os campos de estudo € o de
regressdo linear. Esse modelo ajusta uma equacdo para explicar a relagédo
linear entre essas variaveis, com o objetivo de fazer predicbes, selecdo de
variaveis, estimacéo e inferéncia de parametros.

Um método comumente utilizado para estimar os parametros dos
coeficientes de regressdo é o método dos minimos quadraticos, porém com a
presenca de outliers ou quando a variavel resposta ndo segue uma distribuicéo
normal, essas estimativas podem ndo ser mais confiaveis. A reta ajustada pelo
método dos minimos quadraticos ordinarios é fortemente influenciada pelos
outliers, pois 0 método minimiza a soma dos residuos ao quadrado. Para
demonstrar essa influéncia, utilizando o software R (Versdo 3.2.0), sera
utilizado o seguinte exemplo.

Exemplo 1: os valores de x sdo fixados por uma sequencia de 0 a 15 e
duas amostras da variavel y, de tamanho n = 15, sdo simuladas com a
seguinte equacao

yi =Bo+ P1x; + &, £~N(0,1),

onde os valores dos coeficientes da regressédo séo iguaisa , =3 e ; = 0,8.
Para comparar resultados, na primeira amostra simulada de y foi adicionado
um outlier — representado no grafico por um tridngulo —, enquanto que na
segunda amostra ndo. O grafico abaixo mostra as retas ajustadas pelo método
dos minimos quadraticos ordinérios para as duas simulagdes.

40 A

30

Figura 1: Gréafico de dispersdo e retas ajustadas pelo método dos minimos
quadraticos ordinarios.



A reta ajustada pelo método dos minimos quadraticos ordinarios para a
simulacdo com o outlier — reta tracejada — sofre forte influéncia em sua
inclinagdo em comparacao a reta da simulacdo sem o outlier — reta continua —,
consequentemente também influenciando a estimativa do intercepto da
equacao. As estimativas pontuais para os coeficientes de regressao pelo
método dos minimos quadraticos ordinarios encontram-se na tabela abaixo:

Tabela 1 — Estimativas dos coeficientes de regressdo pelo método dos
minimos quadraticos ordinarios.

Parametros Verdadeiro _ Estimativas _

valor Sem outlier (EP) Com outlier (EP)
Bo 3 3,2709 (0,4295) 0,5023 (2.9717)
By 0,8 0,7842 (0,0487)  1,3805 (0.3372)

Abreviaturas: EP (Erro Padrao).

As estimativas pontuais para a simulac¢do sem o outlier sdo proximas dos
verdadeiros valores dos coeficientes de regressao, enquanto que as estimativas
da simulagdo com o outlier néo.

A proporcdo da variancia da variavel dependente (y) explicada pela
variavel independe (x) também sofre grande influéncia nos dois modelos.
Essa proporcdo pode ser encontrada atraves do coeficiente de determinacéo
ajustado de cada modelo (R2), iguais a 0,9485 e 0,5296 nos modelos sem e
com o outlier, respectivamente.

Entdo, para ajustar uma equacdo que produza boas estimativas dos
coeficientes de regressdo de observacOes que possuem outliers, ou quando a
variavel resposta ndo segue uma distribuicdo normal — e essa variavel se
relaciona de forma linear com as demais —, utiliza-se 0 método de regressao
linear robusta, cujo objetivo € reduzir a influéncia de pontos discrepantes que
afetam a qualidade da estimacdo dos parametros do modelo de regresséo.
Outro caso interessante € o de observacdes que seguem distribuicbes que
tenham caudas mais longas, ou pesadas, que a da distribuicdo normal, pois
tendem a gerar valores discrepantes.

Além de ser sensivel a influéncia de outliers, um método de estimacao
robusto deve produzir as mesmas estimativas que o método dos minimos
quadraticos ordinarios produziria na auséncia desses ou quando a variavel
resposta € normalmente distribuida.

2.1. Diagnosticos de medidas influentes

De acordo com Barnett e Lewis (1984), um outlier é uma observacédo
inconsistente com os dados. Tanto a varidvel resposta como as variaveis
explicativas da regressio podem conter outliers, mas esses néo
necessariamente sdo pontos influentes nas estimativas do modelo. Um ponto
influente é aquele que afeta as estimativas dos coeficientes de regressédo do
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modelo ajustado, pois este possui valores incomuns para varidvel x, y ou até
mesmo para ambas. Ja um ponto de alavanca ndo afeta as estimativas dos
coeficientes de regressdo, mas influenciara no coeficiente de determinacéo
(R?) e o erro padrdo dos coeficientes de regressdo. A Figura 2 ilustra um
exemplo de cada um desses pontos.
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Figura 2: Exemplo de ponto de alavanca e ponto influente.

Note que se fossem ajustados modelos de regressao linear para ambos 0s
exemplos, a reta ajustada passaria pelo ponto de alavanca, mas ndo pelo ponto
influente. Para identificar e medir pontos de influencia existem diversas
formas apresentadas na literatura, algumas dessas serdo brevemente descritas
nesta secao.

2.1.1. Medida de alavancagem

A medida de alavancagem ¢ definida por

hy = x{ (X' X) "
onde x; é a i-ésima linha da matriz de design X

X10 X117 X1k
X20 X21 -t Xak
X = . : = (X()Xl "'Xk)l

Xno Xn1 0 Xnk
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h;; € o valor do i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz chapéu,
definida por
H=XX'X)"x (1)

n é o tamanho da amostra e p = Y, h;, ou seja, 0 nimero total de
parametros do modelo.

Essa estatistica mede a importdncia da i-ésima observacdo na
determinagdo do ajuste do modelo. Verificam-se entdo os valores de h;; >
2p/n, pois estes podem representar pontos de alavanca — outliers na variavel
explicativa — para amostras ndo pequenas.

2.1.2. Distancia de Cook

A disténcia de Cook — introduzida por R. Dennis Cook (1977) — ¢
definida por

2

__ & [ hi;
pQMRes (1 — hj;)?

Di ], [ = 1,2, e, n,

onde e; = y; — y; sdo os residuos e QMRes é o erro quadratico medio do
modelo de regressdo. Essa estatistica mede o afastamento do vetor de
estimativas dos coeficientes de regressao provocado pela retirada da i-ésima
observacdo, em que valores de D; > 1 podem ser considerados influentes.
Outra forma, sugerida na literatura, para encontrar valores influentes através
da distancia de Cook, é a de comparar D; a com a mediana de uma
distribuicédo F(p,n — p).

2.1.3. DFBETAS

A medida de influéncia DFBETAS mede a influencia da i-ésima
observacéo sobre o valor estimado do j-ésimo f. A estatistica é dada por

Bp-Bja)
A/ QMRQSi C]],

onde C;; é o (j)-ésimo elemento da diagonal da matriz (X'X)™" e Bj(i) éa
estimativa do parametro 8; com a retirada da observagao i. Consideramos que
podem ser pontos influentes aqueles em que |DFBETAS;q;)| > 2/+/n para
amostras grandes ou [DFBETAS;;,| > 1 para amostras pequenas e médias.

DFBETAS; ;) =

2.1.4. DFFITS
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A medida de influéncia DFFITS mede a influéncia provocada no valor
ajustado pela retirada da i-ésima observacdo. A estatistica é definida pela
seguinte equacao

Vi-Ti
A/ QMReSihjj’

onde ¥;;y € a resta estimada para a variavel y obtida com a retirada da

observacdo i.Valores de |DFFITS;| > 2,/p/n podem ser considerados como
pontos influentes para amostras grandes ou |DFFITS;| > 1 para amostras
pequenas e médias. As medidas de DFBETAS e DFFITS foram introduzidas
por Belsley, Kuh e Welsch (1980).

DFFITS; =

2.1.5. COVRATIO
A medida conhecida por COVRATIO, definida pela equacéo

det[QMRes;(X;'X;)™1]
det[QMRes;(X'X)"1]’

COVRATIO; =

é utilizada para se obter informacdes sobre a precisdo geral das estimativas, a
qual ndo ¢ fornecida pelas medidas anteriormente citadas.

Essa estatistica mede o efeito da retirada da i-ésima observacdo no
determinante da matriz de covariancia das estimativas. Valores de
COVRATIO; > 1+ 3p/n ou valores de COVRATIO; < 1 — 3p/n podem ser
considerados como pontos influentes. O limite inferior é apropriado apenas
quando n > 3p (Belsley, Kuh e Welsch, 1980).

As estatisticas para medida de distancia de Cook, DFFITS, DFBETAS,
COVRATIO podem ser calculadas pelo software R através do pacote “stats”.

2.2. M-Estimadores de regressédo robusta

Existem diversos métodos de estimacéo de regressédo linear robusta, este
trabalho pretende apresentar alguns dos principais e mais comumente
utilizados metodos de estimacdo da classe de M-Estimadores, de forma a
disponibilizar alternativas para estimacdo de regressdo linear robusta e,
também, para comparar com o método de TELBS — descrito no capitulo
seguinte — e 0 metodo dos minimos quadraticos ordinarios.

A classe de M-Estimadores foi introduzida primeiramente por Huber
(1964) e posteriormente discutida por diversos outros autores, como: Andrews
(1972), Bunke e Bunke (1986), Hampel (1986), Lecoutre e Tassi (1987),
Robusseeuw e Leroy (1987), Staudte e Sheather (1990), Rieder (1994),
Jureckova e Sen (1996), Antoch (1998), Dodge e Jureckova (2000),
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Jureckova e Picek (2006), entre outros. A classe de M-estimadores foi
estendida para todas as distribuicdes de probabilidade e generaliza o método
da méaxima verossimilhanca, produzindo estimadores consistentes e
assintoticamente normais (Heritier, 2009). A letra “M” vem da fun¢do de
Maxima verossimilhanga e essa classe busca minimizar a soma de certa
funcéo p dos erros aleatdrios, definida pela seguinte equacgéo

B = Egg min {; p(ei)}

A funcdo p estd relacionada com a funcdo de probabilidade,
apropriadamente escolhida, para a distribuicdo dos erros. O M-estimador néo
necessariamente € invariante para mudanca de escala, para obter a versao
invariante para mudanca de escala deste estimador € preciso resolver a

equacao
n
= arg min {Z p } (2)
BeQ

i=1

onde s € uma estimativa robusta de escala. Uma dessas estimativas, muito
comum em aplicacdes, é o desvio absoluto da mediana

s = Mediana(|le; — Mediana(e;)|)/0,6745.

A constante 0,6745 faz s um estimador aproximadamente ndo viciado de
o para amostras grandes e distribuicdo normal dos erros.

Para minimizar a equacéo (2) deve-se igualar a zero a primeira derivada
parcial da fungdo p em funcdo de g;, resultando em uma condigdo minima
necessaria e um sistema de p = k + 1 equacg6es

Mz

xl]l/J _o, j=01,..k (3)

i=1

onde ¥ = p’, x;; € a i-ésima observagdo no j-ésimo regressor e x;, = 1.
Geralmente a funcédo 1 € ndo linear e a equacdo (3) precisa ser resolvida por
métodos iterativos. Um método iterativo comumente usado e sugerido na
literatura € o IRLS (Iteratively Reweighted Least Squares em inglés),
abordagem geralmente atribuida a Beaton e Tukey (1974).

Para resolver a equacdo (3) através do método iterativo de minimos
quadraticos reponderados (IRLS), devemos supor uma estimativa inicial para
B, € que s é uma estimativa de escala, e entdo, escrever as p =k + 1
equacoes de (3)

14



i xi; T (e /s)/e le;

M:

xh]d’

i=1 i=1

=0, j=01,..k

da seguinte forma

n n

injWio(ei) = zxijwio(yi —xf)=0, j=01,..,k,

onde

Y[(vi — xifo)/s]

— ) se y; = xif3
Wio =1 (v — x{fo)/s PR 4
L se ¥i = x;Bo
Em notacgdo matricial temos a equacgéo na seguinte forma
X'WoXB = X'Wyy, (5)

onde W, é uma matriz diagonal de pesos, de tamanho n X n, com 0s
elementos das diagonais wyy, Wy, ..., Wy dados pela equacdo (5). A equacéo
(4) e comumente reconhecida como a equacao normal ponderada de minimos
quadraticos ordinarios, consequentemente o estimador no primeiro passo para
0 parametro é

By = (X' WoX) 71X Woy. (6)

Os pesos de B, da equacdo (4) podem entdo ser substituidos pelos
valores estimados de [, encontrados através da equacdo (6). Geralmente
apenas algumas iteracfes sdo necessarias para alcancar a convergéncia. Com
o pacote “MASS” do software R consegue-se estimar um modelo de
regressdo linear robusta utilizando um M-Estimador através do método
iterativo IRLS.

Voltando ao Exemplo 1, a Figura 3 mostra o grafico de dispersdo de x e
y e as retas ajustadas para as duas simulacdes, com o M-Estimador de Huber,
através do metodo iterativo de minimos quadraticos reponderados (IRLS).
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Figura 3: Grafico de dispersdo e retas ajustadas com o M-Estimador de
Huber através do método iterativo IRLS.

A reta ajustada com o M-Estimador de Huber para a simulacdo com
outlier — reta tracejada — ndo sofre mais uma forte influéncia em sua
inclinacdo como quando estimada pelo método dos minimos quadraticos
ordinarios. Note que, quase ndo e possivel distinguir as retas ajustadas, na
Figura 3, 0 que indica um bom ajuste para as duas simulacdes do exemplo. As
estimativas pontuais para os coeficientes de regressao com o M-Estimador
atraves do método iterativo IRLS encontram-se na tabela abaixo.

Tabela 2 — Estimativas dos coeficientes de regressdo com o M-Estimador
através do método iterativo IRLS.

A Verdadeiro Estimativas
Parametros valor Sem outlier (EP) Com outlier (EP)
Bo 3 3,1710 (0.5170)  2,8835 (0.5274)
b1 0,8 0,7923 (0.0587)  0,8483 (0.0598)

Abreviaturas: EP (Erro Padrdo).

Tanto as estimativas pontuais para a simulacdo sem outlier, quanto as
estimativas da simulagdo com outlier, estdo proximas dos verdadeiros valores
dos coeficientes de regressdo. A estimacdo com o M-Estimador de Huber —
para este exemplo — também se mostrou mais proxima dos verdadeiros
valores dos parametros para a simulacdo sem o outlier do que a estimacao
pelo método dos minimos quadraticos ordinarios, inclusive.
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Cada funcdo robusta necessita que se especifiguem certas constantes
para a funcdo y. Alguns dos critérios mais comumente utilizados encontram-
se na tabela abaixo com os respectivos valores das constantes de sintonizagao.

Tabela 3 — Critérios para as fungdes robustas.

Critério p(2) Y(2) w(z) Dominio
Minimos quadraticos 1 ,
ordinarios 27 z 10 || < oo
1
Funcdo t de Hubert Ezz z 1,0 lz| <t
1 t
t=2 |z|t _Etz t = sign(z) 7 |z| >t
Funcdo E, de Ramsay  a~2[1 — exp(—alz]) - (—alz]) (—alz])
a=0,3 (1+alz|) ze € || < eo
Funcdo de onda de sen(z/a)
Andrews a[l —cos(z/a)] sen(z/a) ~2a |z] < ar
a=1,339 2a 0 0 |z] < ar
Funcdo 17A de Hampel %22 z 1,0 z| < a
1 a
a=17 alz| —Zaz a sen(z) izl a<lzl|<bh
1,2 ; —lzl) a(c— |z
b =34 a(clz| —5Z ) a sign(z)(c — |z b < <
7—(7/6)612 c—b |z|(c — b) 7l = e
c=28,5 a(b+c—a) 0 0 lz| > c

Fonte: Montgomery, Peck e Vining (2001).

As Figuras 4 e 5 mostram o comportamento das fungbes p e suas
funcdes 1 correspondentes que classificam o processo de regressao robusta.
As fungbes ¥ sdo chamadas de funcdes influentes, pois controlam os pesos
dados a cada residuo.

30 —

20 —

10

Legend:

LS = Least squares
H, = Huber, t=2
17A = Hampel's function LS
E, 3 = Ramsay's function, a = 0.3
W = Andrews' wave function H,

lel /s

Figura 4: Critérios populares para as fungdes robustas.
Fonte: Montgomery, Peck e Vining (2001).

A funcdo para os Minimos quadraticos ordinarios — curva LS (Least
squares em inglés) da Figura 4 — é ilimitada o que tende a torna-la ndo robusta
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para observacOes que provenham de distribuicdes com caudas mais pesadas
que a da distribuicdo normal. A funcédo t de Hubert (1964) — curva H, da
Figura 4 — possui uma funcdo ¥ mondtona e acaba ndo dando tanto peso para
grandes residuos quanto a funcdo de minimos quadraticos ordinarios. A
funcdo E, de Ramsay (1977) — curva E, 3 da Figura 4 — decai lentamente
conforme os valores dos residuos crescem, o que a faz ser assintoticamente
igual a zero para valores grandes do |z|. Tanto a funcdo 17A de Hampel —
curva 17A da Figura 4 — quanto a funcdo de onda de Andrews (1972) — curva
W da Figura 4 —, possuem forte decaimento conforme os residuos crescem,
fazendo a funcgéo 1 ser igual a zero para valores suficientemente grandes de
|z].
A Figura 5 mostra as curvas de influéncia dos estimadores.

v(z) w(z)
w(z) 10
0 z = 0 1 ‘ 0 z
-t
(a) ()] (c)

w(z) w(z)
1.0 a

—UrR 0 an z - -b -a 0a b c z
-1.0 ~a

(d) (e)

Figura 5: Func@es de influéncia robusta: (a) minimos quadraticos ordinarios;
(b) fungédo t de Hubert; (c) funcdo E, de Ramsay; (d) funcdo de onda de
Andrews; (e) funcdo 17A de Hampel.

Fonte: Montgomery, Peck e Vining (2001).

Depois de definido o modelo de regressdo final com suas respectivas
estimativas do parametro f, é importante determinar a matriz de covariancia
desse parametro, para que se possam construir intervalos de confianca,
proceder com testes de hipdteses e fazer outras inferéncias. Assintoticamente

0 pardmetro § se aproxima da distribuicdo normal com média 8 e a seguinte
matriz de covariancia (Hubert 1973)
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NI L
(@' (e/0)})’ '

que pode ser aproximada, em amostras finitas, por

ns? ¥, p*(e/s)

n—plXi¥'(ei/s))?

X'xX)~1.

Também € possivel estimar a matriz de covariancia através dos minimos
quadraticos ordinarios ponderados

=1 _l( 1) (X’WX)_l,

onde W é uma matriz diagonal de pesos — de tamanho n X n — e 0S w;’s sdo
0s elementos das diagonais dessa matriz.

Outros dois métodos sdo sugeridos por Welsch (1975) e outro por Hill
(1979), no entanto, ndo ha um consenso sobre qual a melhor maneira de
estimacdo. De qualquer forma, ambos os métodos permitem que se facam

inferéncias a respeito de 8 usando a teoria normal.
2.3. Modelo de regressao linear robusta de TELBS

O modelo de regressdo linear robusta de TELBS (Tabatabai, Eby, Li,
Bae e Singh) prop6e um método simples e eficaz de estimacdo a ser aplicado
em diversos campos de pesquisa, inclusive para biomedicina. Percebe-se que
nesta area existem diversos casos em que € necessario 0 uso de regressao
linear robusta, pois € comum que os dados apresentem valores discrepantes.

Primeiramente, para comparacdo com o método de TELBS, considere o
modelo de regressao linear padréo, com n observacOes, definido pela seguinte
equacao

yi = x;B + &,

ondei=1,2,..,n B = (Bo L1, -, L) € 0 vetor de pardmetros e 0s ¢;’s sdo
0s erros aleatorios. Em experimentos planejados — como no exemplo da secéo
anterior — 0s x;;’s sdo fixos, mas quando observados, sdo variaveis aleatorias.
A variavel independente pode ser fixa, aleatéria ou mista. Pelo método dos
Minimos Quadraticos Ordinarios € possivel estimar o vetor de parametros 8
da seguinte forma:



onde
x; = (Xi0, Xi1y o, Xix); 1 < i < m,

com x;, = 1 e k € o nimero de variaveis independentes do modelo.

Também € importante definir o conceito de ponto de ruptura para
melhor entendimento do estimador de TELBS. O ponto de ruptura de um
estimador mede qual seria a maior porcentagem de contaminacdo que um
estimador poderia suportar e ainda assim fornecer informacéo confiavel sobre
0 parametro de interesse. Quanto mais proximo de 0,5 for o ponto de ruptura,
mais resistente é o estimador a presenca de outliers.

O método de TELBS estima o vetor de parametros f da seguinte
maneira

BeRk+1

B=arg mm{ Pt )} %
onde

Po(x) =1 — sech(wx),

e w € um namero real positivo definido pelo usuario do modelo. A funcgéo
sech(+) é a funcdo secante hiperbdlica e os t;’s sdo definidos por

i —xif)(A = hy;)

ti = . (8)

onde o € 0 desvio padrdo do erro e 0s h;;’s sdo 0s elementos da diagonal da
matriz chapéu, definida em (1).
Paraj =1,2,..,k, seja

oo [,

eparai = 1,2,...,n, defina

Max(M;, |x;; ).

[l
-
i Mw
[y

Para casos em que o é desconhecido, pode-se usar um dos seguintes
estimadores propostos por Rousseeuw e Croux (1993):
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6 = 1,1926Mediana ( Mediana|ri — r]|> 9)

{i:1<isn} {j:1=j=n}
ou
6=22219|n—n|i<jij=1, o s (10)
[n/2] +1

onde r; =y; —x!f , p =( ) e {}p) € a p-ésima estatistica de
ordem.

Os estimadores de o acima referidos possuem pontos de ruptura muito
elevados e, sob o pressuposto de normalidade, sdo mais eficientes do que o
desvio absoluto da mediana.

A fungdo p,:R— R é uma funcdo diferencidvel que satisfaz as
seguintes propriedades:

2

i. p, €ndo negativo, limitado, simétrico com p,,(0) = 0,
ii. Vab€R,|al>|b|l=p,()=p,(b),
. lim,_ o p,(x) =lim,,_, p,(x) =1,
iv. Vk>0,Ilim,,p,kx)/p,(x) =1,
V. limpyLe0d pg, (x)/ dx = 0.

Derivando (7) em relagdo a g;, para j = 1,..., k, e igualando-se a zero,
obtemos o seguinte sistema de equacdes

Y, () Ot
; r oty (11)

onde ¥, = wSech(wx)Tanh(wx) ¢é a derivada de p,,.
Definimos 0s pesos w; como

Yot — hy)
Wis oy —xB)L;’

(12)
assim a equacao (11) pode ser escrita como
n
zwi(% —x;B)x; = 0.
i=1

A matriz de pesos Wé uma matriz diagonal, cujos elementos da diagonal
principal sdo w;, w,, ..., w,, € 0 estimador do vetor de parametros 8 é dado
por
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B(X,y) = (X'WX)"1X'Wy.

O estimador (X, y) de TELBS possui as seguinte propriedades:

1. Equivaridncia  por  regressdo, Va € R¥*LB(X,y + Xa) =
BX,y) +a. A A

2. Equivariancia escalar, Vy € R, (X, yy) = vB (X, y).

3. Equivariancia afim, VM, (XM, y) = M~14(X,y),

onde M é uma matriz invertivel de tamanho k + 1. Assintoticamente a

estimativa B possui distribuicdo normal com média igual a B e matriz de
covariancia definida por:

. a?E(P2 (1))

= E((X'X) 1 ,
[E (s, ()] (0™

onde E[y,,(t)] e E[p3(t)] sdo esperancas tomadas em relagdo a densidade
normal padrao.
Note que

Yl (t) = w?[Sech®(wt) — Sech(wt)Tanh?(wt)].

Sob a hipotese de normalidade para a distribuicdo, podemos definir a
eficiéncia assintotica como

(Ele (OD?
E[yz®)]

Aeff = (13)

A constante w pode ser encontrada através de (13). Para o modelo de
TELBS, os valores numéricos para w nos niveis de eficiéncia assintética de
0,70, 0,75, 0,80, 0, 85, 0,90 e 0,95 sdo de aproximadamente 0,901, 0,8118,
0,721, 0,628, 0,525 e 0,405, respectivamente. A definicdo para a escolha da
constante w fica a critério de quem estiver analisando os dados, mas 0s
autores do modelo recomendam que se utilize uma eficiéncia de 0,85, que
corresponde ao valor de w = 0,628.

As curvas continuas e tracejadas, na Figura 6, indicam os graficos das
funcbes p,, e Y, respectivamente, para valores da constante w = 0,901 e
w = 0,405. As Figuras 7 e 8 indicam os graficos tridimensionais de p,, (x) e
Y, (x) como funcdes de w e x.
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Figura 6: Graficos das funcdes p,, € ¥, paraw = 0,901 e w = 0,405.

Fonte: Tabatabai et al. (2012)

Figura 7: Grafico tridimensional da funcéo p,, como funcéo de w e x.
Fonte: Tabatabai et al. (2012)

5

Figura 8: Grafico tridimensional da funcéo y,, como fun¢édo de w e x.
Fonte: Tabatabai et al. (2012)
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Uma estimativa da matriz de covariancia é dada por

i=1 Vo ()

V= p)@ BAC)

(X)L

O desvio robusto ¢ definido por

z”: Sech(a)t )
i=1

O desvio tem um papel importante no ajuste do modelo, em que se
desejam valores menores possiveis para ele. Através do criterio de informacao
de Akaike (1974), Ronchetti (1985) definiu o critério de informacdo robusto
equivalente, por

E[y5 (0]
AG)

onde D € o desvio robusto, & € a estimativa do desvio padréo e p é o nUmero
de parametros do modelo.

O critério de informacdo bayesiano proposto por Schwarz (1978) tem
sua forma robusta definida como

AICR = 2

D
BICR = — + 2pIn(n),

onde D é o desvio robusto, 6 € a estimativa do desvio padrdo, p € o numero
de parametros do modelo e n o tamanho da amostra.

A versdo robusta do coeficiente de determinacéo, proposta por Rosseeuw
e Leroy (1987), é dada por

Mediana(|r;|)

{i:1<isn}

Mediana( yi — Medlana(yl)D

{i:1<isn} {j:1gj<sn}

R>=1-

e para o caso da equacéo de regressdo ndo possuir intercepto, deve-se utilizar

Mediana(|r; |)

{i:1<i<n}

Mediana(y;)

{i:1<isn}

R>?=1-
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A estatistica F € sugerida para medir o efeito global das covariaveis na
variavel resposta

_ 2[5, (O1(E1 Po Meonst) = et Po Moomp))

F @ - DEWZ(O)]

onde M,,s: € 0 modelo apenas com a constante € M.y, € 0 modelo
completo. Para a selecdo das varidveis do modelo existem varias técnicas
sugeridas na literatura, como o procedimento Stepwise pelos métodos
Foreward ou Backward.

Em Marona (2006) os autores definiram que, para cada conjunto
S < {xq, x5, ..., x,} de varidveis explicativas, o erro de predicdo robusto final
como

?=1 Pw (ti) + #(S) Z?=1 wczu (ti)

RFPE(S) = SRR

onde #(S) denota a cardinalidade de S. Tanto para 0 método de selecdo de
variaveis Foreward, quanto Backward deve-se escolher aquele em que a
inclusé@o ou exclusdo das variaveis resulte no menor valor de FRPE.

Tabatabai et al. (2012) apresentam um novo coeficiente de determinacéo,
baseado no erro de predicao robusto final RFPE, definido por

2
RZ.,. =1 (RFPE(Mcomp)>
RFPE(Mconst))

onde M,,s: € 0 modelo apenas com a constante € M.y, € 0 modelo
completo. Essa estatistica mede a performance global do modelo, em que
0 < Rirpr < 1.

Para proceder com testes de hipoteses deve-se considerar 0 espaco
paramétrico Q € R**' e {B;1,Bj -, Bjq} como um subconjunto de

Bo, B1 --es Bic3-

Define-se

Qo = {ﬁ €1 =Pz =""=PBjg = O} (14)

e a funcéo f () como

£(B) = zpr(.ti)_
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Entdo uma estatistica robusta, do tipo razdo de verossimilhancas, para
testes de hipoteses pode ser obtida com

2 (Sup (B} - sup{f(ﬁ)})
BEQ, BEQ

2 = p

onde g € o numero de parametros na restricdo (14).
Assintoticamente sob a hipotese nula {E[y., (t)1}/{E[yY2 ()]3S possui
distribuicdo X2, em que a estatistica de teste do tipo de Wald, é definida por

W2 = n(Biv, Bizs s Bia Ve * (Bjn. Bjzs 1 Bja)

onde (1/n)V;, é a matriz de covariancia assintética do vetor {81, Bz, .-, Bjq}-
Sob a hipotese nula a estatistica W2 ~X; .

Para os diagnésticos de outliers, medidas influentes e pontos de
alavancagem, Tabatabai et al. (2012) sugerem as seguintes estatisticas, que
devem ser usadas em conjunto com analises graficas.

Residuos robustos studentizados, usando as estimativas robustas de
TELBS dos parametros, sdo dados por

t.
SR,(TELBS) = ———,
1—hy

=N

onde & € dado nas equacdes (9) e (10), propostas por Rousseeuw e Croux
(1993) e t; € dado pela equacéo (8).

A disténcia robusta de Cook, usando as estimativas robustas de TELBS
dos parametros, é encontrada por

2

CD,(TELBS) = h”—tl4
p(1—hy)

A medida de influencia definida por

h;; — Mediana(h;;)
{i:1<isn}

Sp(@) = . :

onde

a, =1 1926Med1ana<Med1ana(|T - D)

{i:1<isn} {j:1gj<sn}
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Essa estatistica parece ser muito boa para identificacdo de pontos de
alavancagem (Tabatabai et al. 2012). Valores grandes de |S,(i)| podem
indicar a presenca de observacg0es influentes.

Voltando ao Exemplo 1, o grafico abaixo mostra as retas ajustadas para
as duas simulagOes com o estimador de TELBS para regressao linear robusta,
com eficiéncia assintotica de 95%, ou seja, com o valor de w = 0,405.

30

X

Figura 9: Gréafico de dispersdo e retas ajustadas com o estimador de
TELBS para regresséo linear robusta para w = 0,405.

A reta ajustada com o estimador de TELBS, com eficiéncia assintotica
de 95%, para a simulagdo com outlier — reta tracejada — ndao sofre mais uma
forte influéncia em sua inclinagcdo como quando estimada pelo método dos
minimos quadraticos ordinarios. Note que, ndo é sequer possivel distinguir as
retas ajustadas na Figura 9, o que indica que 0s ajustes para as duas
simulacbes do exemplo sdo muito proximos. As estimativas pontuais para 0s
coeficientes de regressdo através do modelo regressdo linear robusto de
TELBS encontram-se na tabela abaixo.

Tabela 4 — Estimativas dos coeficientes de regressdo com o estimador de
TELBS para regresséo linear robusta para w = 0,405.

A Verdadeiro Estimativas
Parametros valor Sem outlier (EP) Com outlier (EP)
Bo 3 3,2344 (0,3946) 3,1968 (0,3978)
By 0,8 0,7934 (0,0448) 0,8042 (0,0451)

Abreviaturas: EP (Erro Padréo).
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Tanto as estimativas pontuais, para a simulacdo sem outlier, quanto as
estimativas da simulacdo com outlier, estdo proximas dos verdadeiros valores
dos coeficientes de regressdo. O método de TELBS foi o que obteve a melhor
estimativa do parametro 8, na simulacdo com outlier, comparado com 0 M-
Estimador de Huber e o0s minimos quadraticos ordinarios, utilizados
anteriormente.

O erro padrdo das estimativas sem outlier € muito préximo para os trés
métodos abordados, o que indica que ndo ha um grande aumento na variancia
quando se utiliza 0 método de TELBS ou o M-Estimador de Huber. Ja o erro
padrdo das estimativas com outlier € menor quando se utiliza um M-
Estimador de Huber ou 0 método de TELBS, visto que 0 método dos minimos
quadraticos ordinarios sofre grande influéncia de pontos extremos.

Para comparagdo do método de estimacdo de TELBS com outros
métodos existentes, também foi realizada um simulacdo por Tabatabai et al.
(2012) com os softwares R e Mathematica. Nessa simulacao foi avaliado seu
desempenho em comparacdo com os estimadores de minimos quadréaticos, M-
Estimador e MM-Estimador (ver Yohai, 1987) com uma eficiéncia assintotica
de 95%. Para isso, foram geradas 1000 amostras de tamanho n = 20,
g ~iid N(0,1), x; ~N(0,1) e y; definido pela equacéo

yi = Po + Bix; + &,

onde os valores dos coeficientes da regressdo sdo iguaisa S, =1 e ; = 3.
Também foram simuladas outras 1000 amostras de tamanho n = 100,
g ~iid N(0,1), x1;,%x,;~ N(0,1) e y; definido pela equacéo

Vi = Bo + Bixq; + P2xy + &

onde os valores dos coeficientes da regressdo sao iguaisa S, =1, 8, =3 e
B, = 0,5. Para avaliar a robustez dos estimadores, foram aleatoriamente
escolhidas 5%, 25% e 40% das observagdes simuladas, que foram
contaminadas através do aumento do seu tamanho por um fator de 1000, em
que primeiro contaminou-se a variavel x, entdo y e por ultimo em ambas.
Para a comparacdo dos resultados foram utilizadas as estimativas de

o ZRBY
Bias = ‘T — ,b"

EQM =

m (B-B)
—
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onde m € o0 numero de replicagdes da simulacdo, EQM € o erro quadratico
médio e Bias € o vicio.

Através dos resultados encontrados nessa simulacdo, 0s autores
concluiram que, o método de estimacdo dos minimos quadraticos tem um
desempenho ruim para todos os niveis de contaminacdo e para ambos 0S
tamanhos de amostras. O M-Estimador possui um baixo desempenho em
todos os casos, com excecdo no nivel de 5% de contaminacdo de, apenas, a
variavel y. O MM-Estimador possui melhor desempenho do que os métodos
de minimos quadréaticos e M-Estimador. No geral, 0 método de estimacédo nao
parece funcionar tdo bem quando os niveis de contaminacdo séo de 25% e
40% e, sobretudo, quando a razdo entre 0 nimero de parametros e o tamanho
da amostra é grande. O estimador de TELBS superou o desempenho dos
demais métodos de estimagdo para todos os niveis de contaminagdo e em
ambos os tamanhos de amostra.

Tabela 5: Vicio e erro quadratico medio para amostras de tamanho n = 20 e
n = 100, com niveis de 5%, 25% e 40% das observacdes simuladas
contaminadas na variavel y.

5% 25% 40%
Bo B Bo B Bo B

n =20
LS

Vicio 43,6 154,4 249,7 749,8 4148 1185,6

EQM 28576 72966 156694 156694 300353 1643825
M

Vicio  0,0201 0,0777 15,6 79,4 263,9 832,7

EQM 0,0745 0,0786 13866 95715 187651 1098011
MM

Vicio 0,0134 0,0109 0,0020 0,0115 0,0076 0,0016

EQM 0,0728 0,0884 0,0920 0,1245 0,1026 0,1094
TELBS

Vicio  0,0068 0,0002 0,0113 0,0160 0,0015 0,0081

EQM 0,0648 0,0862 0,0891 0,1135 0,0939 0,1319
n =100
LS

Vicio 45,3 145,3 252,3 751,2 405,8 1199,1

EQM 6507 30716 81952 602531 189135 1485956
M

Vicio 0,0251 0,0699 0,2283 0,7080 232,7 707,8

EQM  0,0140 0,0171 0,1238 0,6627 80514 631891
MM

Vicio  0,0002 0,0014 0,0043 0,0019 0,0017 0,0045

EQM 0,0113 0,0116 0,0132 0,0134 0,0174 0,0185
TELBS

Vicio 0,0034 0,0000 0,0006 0,0017 0,0006 0,0056

EQM  0,0123 0,0140 0,0145 0,0179 0,0164 0,0192
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Abreviaturas: LS (Minimos quadraticos); EQM (Erro quadratico médio);
TELBS (Tabatabai, Eby, Li, Bae e Singh).
Fonte: Tabatabai et al. (2012).

A Tabela 5 traz um resumo da simulacdo, com o vicio e erro quadratico
médio para os dois tamanhos de amostras simulados, para os niveis de
contaminacdo de 5%, 25% e 40% na variavel y. Os resultados referentes as
contaminacgdes das varidveis x, y e x conjuntas e dos modelos com trés
parametros, para as variaveis x,, x, € y , encontram-se no Anexo 5.5.

Em, Tabatabai et al. (2012), os autores também compararam o método
de TELBS com os demais métodos de estimagdo anteriormente citados em
duas analise de dados reais. O primeiro conjunto de dados analisados trata de
um estudo do fluxo sanguineo cerebral, em que tanto o estimador de TELBS
quanto o MM-Estimador fizeram estimativas igualmente precisas. A Figura
10 mostra o gréafico de disperséo e a reta ajustada pelo método de TELBS, das
variaveis Bolus tracking e Spin labeling.

Ratio (spin labeling)

0.5

1.0

1.5 2.0

Ratio (bolus tracking)

Figura 10: Gréfico de dispersao e reta ajustada pelo método de TELBS.
Fonte: Tabatabai et al. (2012)

A segunda andlise foi feita utilizando dados de um experimento com
figados de ratos, em que nenhum dos estimadores — minimos quadréaticos, M-
Estimador, MM-Estimador e TELBS - fez boas estimativas sobre o0s
parametros de regressdo. Entretanto, para ambos os conjuntos de dados reais,
a medida S, (i), usando as estimativas robustas de TELBS dos parametros,
mostrou-se muito eficiente na identificacdo de observagdes influentes
(Tabatabai et al. 2012).
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3. Analise de dados reais

Para a andlise dos dados reais foi utilizada uma amostra de diferentes
informacgOes provenientes de uma empresa de vendas online. Essa empresa
atua no mercado digital, na area de investimentos, a mais de quatro anos, com
a venda de e-books (livros eletrénicos) e video-aulas para ensinar futuros
investidores. Ela trabalha através de um site que vende quatro diferentes tipos
de produtos — produzidos pelo proprio dono da empresa — e também vende,
sob 0 ganho de comisséo, outros diferentes produtos de sites parceiros.

O dono da empresa ndo autorizou a divulgacdo do nome da empresa bem
como da denominacdo de seus produtos de forma que, no que segue, sera
utilizada uma denominacdo fantasia para os produtos vendidos pela empresa.
Dos quatro diferentes produtos feitos pelo proprietario da empresa, tem-se um
maior interesse em avaliar um produto especifico, aqui denominado de
“Produto M”, pois este € 0 Unico que possui estratégias de propaganda e
marketing que potencializam sua venda, consequentemente influenciando na
sua receita e no faturamento total da empresa.

As estratégias de marketing, assim como as vendas, também sdo feitas de
forma virtual, através de facebook ads — anuncios na rede social facebook — e
variam de diversas formas, conforme o desejo do proprio dono da empresa.
Foram coletados dados diarios, no periodo de 26/06/2015 a 10/08/2015 — com
um total de n = 46 observacdes — de sete variaveis quantitativas, que sao:

1. Faturamento Total (FT): representa o faturamento total — em reais
— em certo dia i. Esse faturamento compreende tanto os quatro
produtos do proprietario da empresa, quanto os demais produtos
vendidos de sites parceiros.

2. Produto M (PM): representa a receita total — em reais — gerada
pelo Produto M — aquele que recebe investimentos em propaganda
e marketing online através da rede social facebook — em certo dia
l.

3. Sessdes (SS): representam o numero total de acessos ao site em
certo dia i. A sessdo independe do meio ao qual se chegou ao site
ou de quantas paginas foram acessadas dentro do site.

4. Web Clicks (WC): representa o numero total de acessos ao site,
provenientes exclusivamente da rede social facebook, em certo dia
L.

5. Alcance (REACH): representa o numero total de visualiza¢Oes das
campanhas de marketing do Produto M anunciadas no facebook,
em certo dia i.

6. Checkouts (CKO): representa o nimero total de Produtos M que
foram comprados, em certo dia i, exclusivamente através da rede
social facebook.
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7. Amount Spent (AS): representa o total gasto — em délares — com as
campanhas de marketing feitas através da rede social facebook, em
certo dia i.

O objetivo principal da anélise destes dados € o de estudar as relacGes
entre o faturamento total da empresa com as demais variaveis e,
principalmente, o relacionamento do faturamento total com a variavel que
representa a receita total gerada pelo Produto M, pois se pressupdem que este
gera um grande impacto naquele, visto que € o Unico produto que recebe
investimento em publicidade e propaganda.

3.1. Analise descritiva

Para melhor compreensdo dos dados, sera apresentada uma breve analise
descritiva das principais variaveis de interesse — Faturamento Total e Produto
M — e de algumas das demais variaveis que possam fornecer informacoes
relevantes para o estudo.

A variavel resposta — faturamento total — ndo apresenta distribuicdo
normal, aparentemente, conforme podemos observar no grafico da variavel
padronizada abaixo, 0 que sugere que as estimativas dos parametros para o
modelo de regressdo linear, utilizando o metodo dos minimos quadraticos
ordinérios, podem ndo ser precisas.
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Figura 11: Histograma da variavel Faturamento Total.
A Tabela 6 fornece informacgbes das médias, medianas, desvios padréo,

valores maximos e minimos de cada uma das variaveis. Percebe-se que esses
valores sdo relativamente proximos nas variaveis do Faturamento Total e da
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receita gerada pelo Produto M, o que pode sugerir que estas tenham uma forte
relacédo entre si.

Tabela 6: Analise descritiva da amostra.

Variavel Minimo Média Maximo Mediana Desvio Padrdo
Faturamento Total (R$) 115,13 971,82 2.698,32 852,77 623,01
Produto M (R$) 0,00 791,21 2.471,20 737,29 563,1

Sessoes 2662 5089,5 8761 4930,5 1437,69

Web Clicks 103 852,72 2012 693,5 525,23

Reach 8243 40957,83 91803 33714 23699
Checkouts 0 10,67 35 9 7,75

Amount Spent (3$) 10,74 105,64 263,15 73,09 74,68

Outro indicio de que as estimativas dos parametros do modelo de
regressdo, feitas através do método dos minimos quadraticos ordinarios,
podem n&o ser precisas, € a presenca de pontos extremos (outliers), tanto na
variavel resposta — Faturamento Total —, quanto na variavel explicativa —
Produto M —, os quais podem ser vistos na Figura 12.
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Figura 12: Boxplots das variaveis Faturamento total e Produto M.
3.2. Analise de regresséo

A analise de regressdo foi feita com as variaveis Faturamento Total —
variavel resposta — e Produto M — variavel explicativa —, pois acredita-se que
estas se relacionem de forma linear e sdo as de maior interesse para o dono da
empresa. Para comparagdo, foi estimado um modelo de regressdo linear,
atraves de trés métodos distintos: Minimos quadraticos ordinarios para
regressdo linear simples, M-Estimador e TELBS para regressdo linear
robusta.
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Como estas duas varidveis sdo séries temporais, pois sdo coletadas
diariamente, primeiramente & necessario se preocupar com o problema de
regressao espuria, que ocorre quando as séries temporais, das variaveis que se
pretende regredir, ndo sdo estacionarias. Para que a regressdo seja legitima —
ndo espuria — as variaveis devem cointegrar (ver Bueno, 2008), para isso foi
aplicado o Teste de raiz unitaria de Phillips-Perron (ver Phillips et al. 1988),
conforme a tabela abaixo.

Tabela 7 — Teste de raiz unitaria de Phillips-Perron. H,: a série apresenta raiz
unitaria.

Faturamento Total Produto M
p-valor 0,01 0,01

Conforme a Tabela 7, pelo teste de raiz unitaria de Phillips-Perron, com
um p-valor = 0,01, as séries podem ser consideradas estacionarias e a
regressao entre as variaveis nao apresentara resultado espurio.

O gréfico de dispersdo abaixo mostra as retas ajustadas, pelos métodos
de TELBS — com eficiéncia assintética de 95% —, M-Estimador de Huber e
minimos quadraticos ordindrios, para as variaveis Faturamento total e Produto
M.
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Faturamento total

--- M-Estimador
— TELBS

¥ 500 1000 1500 2000 2500
Produto M

Figura 13: Gréfico de disperséo e retas ajustadas com os estimadores de
TELBS, M-Estimador de Huber e minimos quadraticos ordinarios.
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Na Figura 13, pode-se observar que as curvas ajustadas estdo proximas
na area do grafico de dispersdo em que se encontram a maior parte das
observacBes, mas comegam a se separar na area das observagdes com maiores
valores. Note que, na area do grafico em que se encontram a maior parte das
observac0es, as retas ajustadas pelos métodos de TELBS — reta continua — e
M-Estimador de Huber — reta tracejada — estdo mais proximas do centro do
conjunto de pontos, enquanto que, a reta ajustada pelo método dos minimos
quadraticos ordinarios — reta pontilhada — € deslocada em direcdo aos pontos
discrepantes, se distanciando deste centro. Mas a reta ajustada com o M-
Estimador de Huber sofre maior influéncia em sua inclinagdo, em comparacéo
com a reta ajustada pelo método de TELBS.

As estimativas pontuais para os coeficientes de regressao linear, obtidas
através dos estimadores de TELBS — com eficiéncia assintética de 95% —, M-
Estimador de Huber e minimos quadraticos ordinarios, encontram-se na tabela
abaixo.

Tabela 8: Estimativas para os parametros do modelo de regressao linear
pelos métodos de TELBS, M-Estimador de Huber e minimos quadraticos
ordinérios.

. Estimativas
Estimador Bo B
MQO 202,9702 0,9717
M-Estimador H. 145,2149 0,9597
TELBS 165,5284 0,9280

Abreviaturas: MQO (Minimos quadraticos ordinarios), H. (Huber) e
TELBS (Tabatabai, Eby, Li, Bae e Singh).

As estimativas para o parametro 3, estdo relativamente proximas, com a
maior diferenca entre 0 método de TELBS e dos minimos quadraticos
ordinarios. O intervalo de confianca, a 95%, para o parametro $,, estimado
pelo método de TELBS, é [0,8717 ; 0,9844]. Ja as estimativas do parametro
B, estdo mais distantes, se considerar o que efetivamente representam as
varidveis para a empresa, essa diferenca é de, aproximadamente R$57,00,
entre 0 método dos minimos quadraticos ordinarios e o M-Estimador de
Huber, valor que pode ser consideravel para o dono do site, visto que se esta
medindo uma variagao diaria do faturamento total. O intervalo de confianca, a
95%, para 0 parametro f3,, estimado pelo método de TELBS, é [110,99 ;
220,06].

O coeficiente de determinacéo, baseado no erro de predicao robusto final
RFPE, que mede a performance global do modelo, é de R3rpr = 0,9623, 0
que indica que o ajuste, utilizando apenas a variavel que representa a receita
total gerada pelo Produto M, explica aproximadamente 96% da variacéo total
do faturamento da empresa. Esse valor pode ser considerado muito alto,
tornando desnecessario o acréscimo de mais varidveis no modelo, visto que
essas explicariam apenas um pouco mais da variacao total do faturamento.
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A equacdo final, que explica a relacdo linear entre as variaveis
faturamento total e a receita total gerada pelo Produto M, pelo método de
estimacéo robusto de TELBS, €

y; = 165,5284 + 0,9280x;,

onde, y; representa o faturamento total da empresa, em certo dia i, e x;
representa a receita total gerada pelo Produto M, em certo dia i. O
faturamento total, em certo dia i, pode ser entdo previsto a partir da venda do
produto M, através da equacdo 165 + 0,93 x a receita gerada pelo produto M
neste mesmo dia i.
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4. Conclusao

A anélise de regressdo linear robusta € um método de simples
implementacdo e de grande eficiéncia para dados que possuem pontos
discrepantes, que sdo comumente encontrados em observacoes reais, quando
comparada ao método dos minimos quadraticos ordinarios.

No exemplo simulado neste trabalho, as estimativas dos parametros de
regressdo, feitas através do método dos minimos quadraticos ordinarios,
foram fortemente distorcidas quando se colocou um outlier. Por outro lado, as
estimativas feitas pelos métodos do M-Estimador de Huber e TELBS, foram
muito proximas dos verdadeiros valores dos parametros. O meétodo de
estimacao de regressdo linear robusta de TELBS obteve a melhor estimativa
do parametro ; para o exemplo simulado, em comparacdo aos outros dois
métodos.

Na analise dos dados reais de e-commerce, as estimativas dos parametros
de regressdo, feitas através do método dos minimos quadraticos ordindrios,
para as variaveis faturamento total e produto M, foram influenciadas pelos
pontos discrepantes, tendo sua reta ajustada deslocada na direcdo desses
pontos, enquanto que as retas ajustadas pelos métodos de TELBS e M-
Estimador de Huber sofreram pouca influéncia dos valores extremos. As
estimativas pontuais do parametro 3, foram relativamente diferentes entre o
método dos minimos quadraticos ordinarios e o0 M-Estimador de Huber, se
considerar o que representam efetivamente essas variaveis para a empresa,
essa diferenca € de, aproximadamente, R$57,00, valor que pode ser
consideravel para o dono do site, visto que se estd medindo uma variacao
diéria do faturamento total da empresa. A equacédo que explica a relacéo linear
entre as variaveis faturamento total e a receita total gerada pelo Produto M,
permite concluir que o faturamento total, em certo dia i, pode ser previsto a
partir da venda do produto M, atraves da equacdo 165 + 0,93 X a receita
gerada pelo produto M neste mesmo dia i.

Na simulacdo feita por Tabatabai et al. (2012), os autores concluiram que
0 método de estimagdo dos minimos quadraticos tem um desempenho ruim
para todos os niveis de contaminacdo e para ambos 0s tamanhos de amostras.
O M-Estimador possui um baixo desempenho em todos 0s casos, com
excecdo no nivel de 5% de contaminacdo apenas da variavel y. O MM-
Estimador possui melhor desempenho do que os métodos de minimos
quadraticos e M-Estimador. No geral, o método de estimacdo ndo parece
funcionar tdo bem quando os niveis de contaminacdo sdo de 25% e 40% e,
sobretudo, quando a razdo entre 0 ndmero de parametros e o tamanho da
amostra é grande. O estimador de TELBS superou o desempenho dos demais
métodos de estimacédo para todos os niveis de contaminacdo e em ambos 0s
tamanhos de amostra.

Na anélise de dados reais, feita por Tabatabai et al. (2012), os autores
concluiram que tanto o estimador de TELBS quanto o MM-Estimador fizeram
estimativas igualmente precisas para o estudo do fluxo sanguineo cerebral. No
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experimento com figados de ratos nenhum dos estimadores — minimos
quadraticos, M-Estimador, MM-Estimador e TELBS — fez boas estimativas
sobre os parédmetros de regressdo. Entretanto, para ambos 0s conjuntos de
dados reais, a medida S, (i), usando as estimativas robustas de TELBS dos
parametros, mostrou-se muito eficiente na identificacdo de observacdes
influentes.

A regressdo linear robusta mostra-se uma eficaz alternativa para a
analise de dados que possuem pontos discrepantes, tanto simulados, quanto
reais. Estimadores robustos como o de TELBS e a classe de M-Estimadores,
sdo sensiveis a influéncia de outliers e de facil implementacéo, produzindo as
mesmas estimativas que o método dos minimos quadraticos ordinarios
produziria na auséncia de valores extremos ou quando a variavel resposta é
normalmente distribuida.

Como trabalhos futuros, seria interessante analisar o relacionamento da
variavel Amount Spent com as demais, para se compreender as possiveis
influéncias do investimento diario em propaganda. Outra analise importante, é
a relacdo dos diferentes tipos de campanhas publicitéarias utilizadas, para se
encontrar as de melhor eficiéncia e que possam produzir os melhores
resultados para a empresa.
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5. Anexos

5.1. Sintaxe R — Exemplo 1

#definindo os parametros e o tamanho da amostra

n<-15

b0 <-3

bl<-0.8

d<-1

set.seed(123) # definindo semente para que se recriem os exemplos.
e <- rnorm(n, 0, d) # criando o erro aleatdrio

X <-seq(0, 15, length=n) # criando a var. X

Y <- bO+b1*X+e # criando a var. Y

ml <- Im(Y~X) # modelo linear sem outlier

## inserindo os outliersem Y

out <- 40 #definindo o valor do outlier

Y2 <- ¢(Y[1:14],0ut)

m2 <- Im(Y2~X) # modelo linear com outlier

#criando o gréafico das retas ajustadas pelo MQO para ambos 0os modelos
windows()

plot(X, Y,pch=19,cex=1.5,ylab="" xlab="X",cex.lab=1.5xlim=c(-
1,15),ylim=c(0,40),axes=F)

abline(m1,lwd=2)

abline(m2,lwd=2,lty=2)

abline(h=0,v=0)

mtext("Y", side=2, line=3, cex=1.5,las=2)

text(5,-1,cex=1.2,"5")

text(10,-1,cex=1.2,"10")

text(15,-1,cex=1.2,"15")

text(-.5,10,cex=1.2,"10")

text(-.5,20,cex=1.2,"20")

text(-.5,30,cex=1.2,"30")

text(-.5,40,cex=1.2,"40")

points(15,40,pch=17,cex=1.5)

#estimativas dos parametros

m1l

m2

summary(m1)

summary(m2)

## regressdo robusta com M-Estimador pelo método iterativo IRLS
require(MASS)

m3 <- rm(Y~X,psi="psi.huber")

m4 <- rIm(Y2~X,psi="psi.huber")

windows()

plot(X, Y,pch=16,cex=1.5,ylab="" xlab="X",cex.lab=1.5,xlim=c(-
1,15),ylim=c(0,40),axes=F)

abline(m3,lwd=2)

abline(m4,lwd=2,Ity=2)

abline(h=0,v=0)

mtext("Y", side=2, line=3, cex=1.5,las=2)

text(5,-1,cex=1.2,"5")
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text(10,-1,cex=1.2,"10")
text(15,-1,cex=1.2,"15")
text(-1,10,cex=1.2,"10")
text(-1,20,cex=1.2,"20")
text(-1,30,cex=1.2,"30")
text(-1,40,cex=1.2,"40")
points(15,40,pch=17,cex=1.5)
m3

m4

## regressao robusta com estimador de TELBS
b0 <- 3

bl<-0.8

set.seed(123) # definindo semente para que se recriem os exemplos.
e <- rnorm(15, 0, 1) # criando o erro aleatorio
Xis <- seq(0, 15, length=15) # criando a var. X
Y <- bO+b1*Xis+e # criando a var. Y

ml <- Im(Y~Xis) # modelo linear sem outlier
## inserindo os outliersem Y

out <- 40 #definindo o valor do outlier

Y2 <- ¢(Y[1:14],0ut)

bancol<-chind(Y2,Xis)

banco2<-chind(Y,Xis)

€s=0.405

Imauto2=function(m)

{

data=banco?2 #para ajuste com outlier, use bancol, para ajuste sem outlier use banco2
codel=0

sig=1

y=Y #para ajuste com outlier, use Y2, para ajuste sem outlier use Y
x1=Xis

n=dim(data)[1]

int=array(0,c(m,1))

se=array(0,c(m,1))

slopel=array(0,c(m,1))

des=array(1,c(n,1))

mr=array(0,c(n,1))

mal=array(0,c(n,1))

X=x1

a=abs(x1)

wd=cbind(des,x)

w=solve(t(wd)%*%wd)

diff1=10

diff2=10

=1

while(abs(diff1)>0.01|abs(diff2)>0.01)

L

71+l

lof=function(par)

{

stdev=sig

prob=array(0,c(n,1))

num=array(0,c(n,1))
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sm=wd%*%solve(t(wd)%*%wd)%*%t(wd)
mf=diag(diag(sm))%*%des
for (i in 1:n)

{

prob[i]=par[1]+par[2]*x1]i]
mal[i]=max(median(a),abs(x1[i]))

}

num=21-mf
losf=sum((1-1/cosh(cs*(1/stdev)*(y-prob)*num))/mal)
return(losf)

}
result=optim(par=c(0.2,-0.02),fn=lof)
a=result$par[1]

b=result$par[2]

r=y-(a+b*x1) ## r is a vector of residuals
for (k in 1:n)

{

mr[k]=median(abs(r[k]-r))

}

sig=1.1926*median(mr)
code=result$convergence
codel=codel+code
int[j]=result$par[1]
slopel[j]=result$par[2]

se[j]=sig

diffl=int[j]-int[j-1]
diff2=slopel[j]-slopel[j-1]

#print(diff2)

}

out=array(0,c(3,1))
out[1]=int[j]
out[2]=slopel[j]
out[5]=se[j]
out[6]=median(abs(r))
return(out)

}

a=Imauto2(100)[1]
b=Imauto2(100)[2]
sighat=Imauto2(100)[5]
ma=Imauto2(100)[6]

ratcov2=function(cs){
data=banco?2
n=dim(data)[1]

y=Y

x1=Xis

x=x1
des=array(1,c(n,1))
mr=array(1,c(n,1))
numO=array(0,c(n,1))
wd=cbind(des,x);
sm=wd%*%solve(t(wd)%*%wd)%*%t(wd)
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mf=diag(diag(sm))%*%des
sl=array(0,c(n,1))

s2=array(0,c(n,1))

p=dim(data)[2]

num=1-mf

for (iin 1:n)

{

numO[i]=(1-(1/n))

}

#tcompute R-square

for (kin 1: n){

mr[k]=median(abs(y[k]-y))

}

rsg=1-(ma/median(mr))"2

## Estimate the variance covariance matrix
gl=function(t){
g=cs*1/cosh(cs*t)*tanh(cs*t) ##first derivative
return(g)

}

g2=function(t){
g=cs"2*(1/cosh(cs*t))"3-cs"2*(1/cosh(cs*t))*(tanh(cs*t))"2
return(g) ##second derivative

}

for(iin 1:n){
cl=(y[i]-(a+b*x1[i]))*(1-mf[i])/sighat
s1[i]=g1(cl)

s2[i]=g2(c1)

wt=solve(t(wd)%*%wd)
sg=(sum(s2))"2
variance=sum(s1°2)/((n-p)*sq)
##covariance matrix
cov=(sighat"2)*(n"2)*variance*wt
##Standard error
sea=sqrt(diag(cov))[1]
seb=sqrt(diag(cov))[2]

##compute t-value and Wald chi-square
tl=a/sea

chsql=t1"2

t2=b/seb

chsg2=t2/2

##compute p-value
pvaluel=1-pchisq(chsql,l)
pvalue2=1-pchisq(chsg2,1)

## Output parameter estimate, S.E., t-value, variance-covariance matrix,
## Wald chi-square, and p-value for each parameter
cat("a:", a,"\n");

cat("b:", b,"\n");

cat("SE (a):", sea,"\n");

cat("SE (b):", seb,"\n");

cat("t value (a):", a/sea,"\n");

cat("t value (b):", b/seb,"\n");
cat("Var-Cov matrix:", cov,"\n");
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cat("Wald (a):", chsql,"\n");
cat("Wald (b):", chsg2,"\n");
cat("p-value (a):", pvaluel,™\n");
cat("p-value (b):", pvalue2, "\n");
cat("Rsquare:", rsg,"\n");
cat("Sigma hat:", sighat,"\n");

}

ratcov2(cs)

windows()

plot(X, Y,pch=16,cex=1.5,ylab="" xlab="X",cex.lab=1.5,xlim=c(-
1,15),ylim=c(0,40),axes=F)
abline(a=3.234367,b=.7933694,lwd=2)
abline(a=3.196826,b=.8042209,lwd=2,Ity=2)
abline(h=0,v=0)

mtext("Y", side=2, line=3, cex=1.5,las=2)
text(5,-1,cex=1.2,"5")
text(10,-1,cex=1.2,"10")
text(15,-1,cex=1.2,"15")
text(-1,10,cex=1.2,"10")
text(-1,20,cex=1.2,"20")
text(-1,30,cex=1.2,"30")
text(-1,40,cex=1.2,"40")
points(15,40,pch=17,cex=1.5)

5.2. Sintaxe R — Pontos de alavanca e influéncia

#definindo os parametros para Y

b0 <-3

bl<-0.8

set.seed(12345) # definindo semente para que se recriem 0s exemplos.
el <- rnorm(10, 0, 1) # criando o erro aleatorio

X1 <-seq(1, 10, length=10) # criando a var. X1

Y1 <- b0+b1*X1+el #definindo Y

e2 <-rnorm(15, 0, 1) # criando o erro aleatdrio

X2 <-seq(1, 16, length=15) # criando a var. X2

Y2 <- b0+b1*X2+e2 #definindo Y
X3<-¢(1,2,3,4,5,14,7,8,9,10,11,12,13,14,15)

Y3 <- ¢(Y2[1:5],6,Y2[7:15])

ml<- Im(Y1~X1) #modelo 1 de regressao linear

m2 <- Im(Y3~X3) #modelo 2 de regressao linear
windows()

#criando os graficos

par(mfrow=c(1,2))

plot(X1, Y1,pch=19,cex=1.5ylab="" xlab="" xlim=c(-2,30),ylim=c(-.5,25),axes=F)
text(-2,12.5,cex=1.5,"Y")

text(15,-1,cex=1.5,"X")

points(30,24,pch=17,cex=1.5)

abline(h=0,v=0)

abline(m1,lwd=2,lty=2)

mtext("Ponto de Alavanca", side=1, line=1, cex=1.5,las=1)
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plot(X2, Y2,pch=19,cex=1.5,ylab=""xlab="",xlim=c(-1,16),ylim=c(-.5,16),axes=F)
text(-1,8,cex=1.5,"Y")

text(8,-.5,cex=1.5,"X")

points(14,6,pch=17,cex=1.5)

abline(h=0,v=0)

abline(m2,lwd=2,Ity=2)

mtext("Ponto Influente”, side=1, line=1, cex=1.5,las=1)

5.3. Sintaxe R — Analise descritiva

windows()

#histograma da varidvel Faturamento Total
hist(FT,prob=T,main="",cex=1.2,ylab="Densidade",xlab="Faturamento Total")
lines(density(FT),lty=2)

windows()

#padronizando a variavel FT

mi=mean(FT)

se=sqrt(var(FT))

FTpad=(FT-mi)/se

windows()

#histograma da variavel Faturamento Total padronizada

hist(FTpad,prob=T, main="", cex.lab=1.5, cex=1.5,ylab="Densidade", xlab="Faturamento
Total™)

lines(density(FTpad),lty=2)

par(mfrow=c(1,2))

#boxplot das varidveis Faturamento Total e Produto M
boxplot(FT,xlab="Faturamento Total",cex.lab=1.5)
boxplot(PM,xlab="Produto M",cex.lab=1.5)

5.4. Sintaxe R — Analise de regressao

prodm=data[,2]
ft=data[,1]

PP.test(prodm)
PP.test(ft)

bancoTCC <- ("Dados") #entrar com seus dados
attach(bancoTCC)

require("MASS")

require("stats")

ml <- Im(FT~PM)

m2 <- rIm(FT~PM,method="M")

ml

m2

cs=0.405

Imauto2=function(m)

{

data=(""Dados") #entrar com seus dados
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codel=0

sig=1

y=data[,1] #FT
x1=data[,2] #PM
n=dim(data)[1]
int=array(0,c(m,1))
se=array(0,c(m,1))
slopel=array(0,c(m,1))
des=array(1,c(n,1))
mr=array(0,c(n,1))
mal=array(0,c(n,1))
x=x1

a=abs(x1)
wd=cbind(des,x)
w=solve(t(wd)%*%wd)
diff1=10

diff2=10

=1
while(abs(diff1)>0.1|abs(diff2)>0.1)
{

=itl
lof=function(par)

stdev=sig

prob=array(0,c(n,1))
num=array(0,c(n,1))
sm=wd%*%solve(t(wd)%*%wd)%*%t(wd)
mf=diag(diag(sm))%*%(des

for (iin 1:n)

{

prob[i]=par[1]+par[2]*x1[i]
mal[i]=max(median(a),abs(x1[i]))

}

num=1-mf
losf=sum((1-1/cosh(cs*(1/stdev)*(y-prob)*num))/mal)
return(losf)

}

result=optim(par=c(0.2,-0.02),fn=lof)
a=result$par[1]

b=result$par[2]

r=y-(a+b*x1) ## r is a vector of residuals
for (k in 1:n)

{

mr[k]=median(abs(r[k]-r))

sig=1.1926*median(mr)
code=result$convergence
codel=codel+code
int[j]=result$par[1]
slopel[j]=result$par[2]
se[j]=sig
diffl=int[j]-int[j-1]
diff2=slopel[j]-slopel[j-1]
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#print(diff2)

}

out=array(0,c(3,1))
out[1]=int[j]
out[2]=slopel[j]
out[5]=se[j]
out[6]=median(abs(r))
return(out)

}

a=Imauto2(100)[1]
b=Imauto2(100)[2]
sighat=Imauto2(100)[5]
ma=Imauto2(100)[6]
ratcov2=function(cs){
data=read.csv2("C:\\BancoTCC.csv")
n=dim(data)[1]
y=data[,1] #FT
x1=data[,2] #PM

X=x1
des=array(1,c(n,1))
mr=array(1,c(n,1))
numO=array(0,c(n,1))
wd=cbind(des,x);
sm=wd%*%solve(t(wd)%*%wd)%*%t(wd)
mf=diag(diag(sm))%*%des
sl=array(0,c(n,1))
s2=array(0,c(n,1))
p=dim(data)[2]
num=1-mf

for (iin 1:n)

{

numO[i]=(1-(1/n))

##compute R-square

for (kin 1: n){

mr[k]=median(abs(y[K]-y))

}

rsg=1-(ma/median(mr))"2

## Estimate the variance covariance matrix
gl=function(t){

g=cs*1/cosh(cs*t)*tanh(cs*t) ##first derivative
return(g)

}

g2=function(t){
g=cs"2*(1/cosh(cs*t))"3-cs"2*(1/cosh(cs*t))*(tanh(cs*1))"2
return(g) ##second derivative

}

for(i in 1:n){
cl=(y[i]-(a+b*x1[i]))*(1-mf[i])/sighat
s1[i]=g1(cl)

s2[i]=g2(c1)

}

wt=solve(t(wd)%*%wd)
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sg=(sum(s2))"2
variance=sum(s1°2)/((n-p)*sq)
##tcovariance matrix
cov=(sighat"2)*(n"2)*variance*wt
##Standard error
sea=sqrt(diag(cov))[1]
seb=sqrt(diag(cov))[2]

##compute t-value and Wald chi-square
tl=a/sea

chsql=t1"2

t2=b/seb

chsq2=t2"2

##compute p-value
pvaluel=1-pchisq(chsql,1)
pvalue2=1-pchisqg(chsg2,1)

## Output parameter estimate, S.E., t-value, variance-covariance matrix,
## Wald chi-square, and p-value for each parameter
cat("a:", a,"\n");

cat("b:", b,"\n");

cat("SE (a):", sea,"\n");

cat("SE (b):", seb,"\n");

cat("t value (a):", a/sea,"\n");

cat("'t value (b):", b/seb,"\n");
cat("Var-Cov matrix:", cov,"\n");
cat("Wald (a):", chsql,"\n");
cat("Wald (b):", chsg2,"\n");
cat("p-value (a):", pvaluel,"\n");
cat("p-value (b):", pvalue2, "\n");
cat("Rsquare:", rsg,"\n");
cat("Sigma hat:", sighat,"\n");

}

ratcov2(cs)

#TELBS beta0=165.5284 e betal=0.9280519
windows()

plot(PM, FT,pch=19,cex=1.5,ylab="Faturamento total",xlab="Produto M",xlim=c(-
120,2500),ylim=c(-75,2700),cex.lab=1.5,axes=F)
abline(m1,lwd=2,lty=3)

abline(m2,lwd=2,Ity=2)
abline(a=165.5284,b=0.9280519,Iwd=2,Ity=1)
abline(h=0,v=0)

text(500,-75,cex=1.2,"500")
text(1000,-75,cex=1.2,"1000")
text(1500,-75,cex=1.2,"1500")
text(2000,-75,cex=1.2,"2000")
text(2500,-75,cex=1.2,"2500")
text(-90,500,cex=1.2,"500")
text(-120,1000,cex=1.2,"1000")
text(-120,1500,cex=1.2,"1500")
text(-120,2000,cex=1.2,"2000")
text(-120,2500,cex=1.2,"2500")

#calculando o intervalor de confianca para BetaO e Betal
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seB0=27.82414
B0=165.5284
linfB0O=B0-(1.96*seB0)
IsupB0=B0+(1.96*seB0)
linfBO

IsupBO

seB1=0.02875658
B1=0.9280519
linfB1=B1-(1.96*seB1)
IsupB1=B1+(1.96*seB1)
linfB1

IsupB1l
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5.5. Tabelas — Simulacgéo de Tabatabai (2012)

Tabela 9: Vicio e erro quadratico médio para amostras de tamanho n = 20 e
n = 100, com niveis de 5%, 25% e 40% das observacGes simuladas
contaminadas na variavel x.

5% 25% 40%

Bo B1 Bo B Bo B1
n =20
LS
Vicio 0,0062 3,0 0,0058 3,0 0,0089 3,0
EQM 0,5159 9,0 0,4225 9,0 0,3652 9,0
M
Vicio 10,0081 3 0,0097 3,0 0,0004 3,0
EQM 0,5611 38,8 0,4251 9,0 0,2827 9,0
MM

Vicio  0,0082 0,0008 0,0123 10,2185 0,0289 2,7

EQM  0,0593 10,0739 0,0927 0,7732 0,2965 8,2
TELBS

Vicio  0,0058 0,0031 0,0064 0,0024 0,0043 0,0099

EQM  0,0649 0,0725 0,0723 0,0983 0,0710 0,0995

n =100

LS

Vicio 0,0033 3,0 0,0010 3,0 0,0025 3,0
EQM  0,1066 9,0 0,0769 9,0 0,0645 9,0
M

Vicio  0,0205 3,0 0,0051 3,0 0,0004 3,0
EQM 0,0178 9,0 0,0769 9,0 0,0500 9,0
MM

Vicio  0,0024 0,0022 0,0003 0,0030 0,0063 2,9

EQM 0,0110 0,0109 0,0144 10,0143 0,0512 8,8

TELBS

Vicio  0,0011 0,0009 0,0042 0,0002 0,0007 0,0038

EQM 0,0111 0,0142 0,0126 0,0141 0,0172 0,0165
Abreviaturas: LS (Minimos quadraticos); EQM (Erro quadratico médio);
TELBS (Tabatabai, Eby, Li, Bae e Singh).
Fonte: Tabatabai et al. (2012)
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Tabela 10: Vicio e erro quadratico médio para amostras de tamanho n = 20 e
n =100, com niveis de 5%, 25% e 40% das observacdes simuladas
contaminadas nas variaveis x e y.

5% 25% 40%
Bo B Bo B Bo B

n =20
LS

Vicio 0,2076 1,15 212,1  0,0091 363,2 0,0125

EQM 459 382,2 58563 0,6532 152871 0,2283
M

Vicio 0,0647 0,2297 0,5398 0,0174 74,1 0,0398

EQM 8,0 111,9 0,6401 1,07 22616  0,4646
MM

Vicio 0,0092 0,0181 0,0115 10,0215 0,0025 0,0121

EQM  0,0637 0,1116 0,0831 10,1997 0,1082 0,2319
TELBS

Vicio 0,0016 0,0002 0,0173 0,0005 0,0052 0,0089

EQM  0,0553 0,0760 0,0756 0,0821 0,0805 0,1065
n =100
LS

Vicio 39,9 0,0231 240,4  0,0027 393,5 0,0083

EQM 2096 0,6392 60462 0,0761 159,2 0,0372
M

Vicio 0,0560 0,0202 0,5216 0,0039 35,1 0,0017

EQM 0,0309 1,11 0,3135 10,1665 5043 0,0874
MM

Vicio 0,0020 10,0042 0,0002 0,0026 0,0012 0,0004

EQM 0,0116 0,0231 0,0144 10,0351 0,0167 0,0360
TELBS

Vicio 0,0034 0,0019 0,0021 0,0015 0,0010 0,0001

EQM  0,0125 0,0130 0,0140 0,0144 0,0150 0,0170

Abreviaturas: LS (Minimos quadraticos); EQM (Erro quadratico médio);
TELBS (Tabatabai, Eby, Li, Bae e Singh).
Fonte: Tabatabai et al. (2012)
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Tabela 11: Vicio e erro quadratico médio para amostras de tamanho n = 20 e
n =100, com niveis de 5%, 25% e 40% das observacdes simuladas
contaminadas na variavel x; e x,.

5% 25% 40%
Bo B B> Bo B B> Bo B B2

n =20
LS

Vicio 0,0172 15 0,4673 0,0476 3,0 0,5000 0,0445 3,0 0,5000

EQM 05778 3,5 1,5548 0,6964 9,0 0,2500 0,6501 9,0 0,2500
M

Vicio 10,0093 15 0,5099 0,0168 3,0 0,4999 0,0213 3,0 0,4999

EQM 0,6182 3,6 1,6077 0,7245 9,0 0,2499 0,5762 9,0 0,2499
MM

Vicio 0,0088 0,0208 0,5131 0,0135 10,1752 10,5144 0,0691 2,3 0,4878

EQM 0,3175 0,0832 0,3668 0,3678 0,5797 0,4602 0,5557 7,1 0,2887
TELBS

Vicio 0,0312 0,0020 0,0048 0,0045 0,0021 0,0037 0,0047 0,0093 0,0007

EQM 0,0671 0,0816 0,0839 0,0774 0,0870 0,0907 0,0965 0,1071 10,1196
n =100
LS

Vicio 0,0212 3,0 0,4999 0,0196 3,0 0,5000 0,0274 3,0 0,5000

EQM 0,3444 09,0 0,2499 0,3274 9,0 0,2500 0,3211 9,0 0,2500
M

Vicio 0,0075 3,0 0,5000 0,0064 3,0 0,5000 0,0218 3,0 0,5000

EQM 0,3553 9,0 0,2500 0,3529 9,0 0,2500 0,2961 9,0 0,2500
MM

Vicio 0,0007 0,0057 0,4986 0,0264 0,0179 0,4972 0,0275 3,0 0,5004

EQM 0,2588 0,0117 0,2686 0,2613 0,0150 0,2802 0,2999 8,6 0,2522
TELBS

Vicio 0,0009 0,0017 0,0033 0,0033 0,0039 0,0007 0,0026 0,0003 0,0053

EQM 0,0121 0,0122 0,0123 0,0151 10,0156 10,0141 0,0160 0,0164 0,0177

Abreviaturas: LS (Minimos quadraticos); EQM (Erro quadratico médio);
TELBS (Tabatabai, Eby, Li, Bae e Singh).

Fonte: Tabatabai et al. (2012)
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Tabela 12: Vicio e erro quadratico médio para amostras de tamanho n = 20 e
n =100, com niveis de 5%, 25% e 40% das observacdes simuladas

contaminadas na variavel y.

5% 25% 40%
Bo B B> Bo B B2 Bo B B2

n =20
LS

Vicio 475 150,7 7,97 237,2 757,3 15,7 423,9 1231 133813

EQM 27539 7526 3515 174783 763935 136845 370305 1801726 178241
M

Vicio 0,0221 0,0661 0,5003 27,9 136,7 15,1 304,3 942,7 23,6

EQM 0,3266 0,0848 10,3317 25830 146578 36128 271498 1325407 146334
MM

Vicio 0,0035 0,0085 0,5037 0,0157 0,0201 0,5174 0,0036  0,0066 0,5025

EQM 0,3248 0,0726 0,3193 0,3140 0,0938 0,3632 0,3781 10,1139 0,4065
TELBS

Vicio 0,0080 0,0011 0,0138 0,0014 0,0000 10,0172 0,0014 0,0000 0,0172

EQM 0,0688 0,0939 0,0850 0,0800 0,1001 0,1114 0,0800 0,1005 0,1114
n =100
LS

Vicio 48,2 1477  0,3145 245,2 746,1 6,78 405,2 1179,1 7,97

EQM 7693 30459 5103 96704 594204 22831 227561 1440607 30060
M

Vicio 0,0489 0,0630 0,5002 0,2612 0,7666 0,5475 236,1 725,7 1,49

EQM 0,2889 0,0158 0,2633 0,5174 2,98 1,73 100135 654402 18714
MM

Vicio 0,0056 0,0026 0,5005 0,0284 0,0014 0,5066 0,0041 0,0033 0,5060

EQM 0,2736 0,0122 0,2628 0,2756 0,0155 0,2709 0,2572 0,0153 0,2731
TELBS

Vicio 0,0019 0,0053 0,0021 0,0031 0,0016 0,0022 0,0019 0,0014 0,0014

EQM 0,0126 0,0134 10,0132 0,0157 0,0157 0,0159 0,0126  0,0150 0,0134

Abreviaturas: LS (Minimos quadraticos); EQM (Erro quadratico médio);
TELBS (Tabatabai, Eby, Li, Bae e Singh).

Fonte: Tabatabai et al. (2012)
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Tabela 13: Vicio e erro quadratico médio para amostras de tamanho n = 20 e
n =100, com niveis de 5%, 25% e 40% das observacdes simuladas

contaminadas nas variaveis x,, x, € y.

5% 25% 40%
Bo B B> Bo B B> Bo B B>

n =20
LS

Vicio 0,0647 0,1164 0,5577 158,0 0,0587 0,5099 328,3 0,0166 0,5061

EQM 0,5506 5,37 3,87 46225 0,8650 1,09 159787 0,3129 0,5967
M

Vicio 0,0066 0,0507 0,4944 0,5344 0,0284 0,5113 48,2 0,0161 0,5265

EQM 0,6885 2,4124 2,8125 1,4986 1,7021 1,8582 18968 0,6473 10,9399
MM

Vicio 0,0018 0,0014 0,4827 0,0364 0,0182 0,5090 0,0135 0,0108 10,4768

EQM 0,3186 0,1018 0,3426 0,3503 10,2253 0,4639 0,3509 0,2846 00,4742
TELBS

Vicio 0,0033 0,0053 0,0164 0,0139 10,0120 0,0111 0,0217 0,0058 0,0026

EQM 0,0688 0,0745 0,0758 0,0758 10,0889 0,0834 0,0914 0,1086 0,1086
n =100
LS

Vicio 30,1 0,0031 10,4799 240,4 0,0108 10,4982 391,1 0,0014 0,5022

EQM 1640 0,9444 1,32 73844 0,0782 0,3289 193012 0,0416 0,2949
M

Vicio 0,0465 0,0088 0,5183 0,4865 0,0243 0,4845 71,7 2,66 0,4951

EQM  0,3300 1,60 1,73 0,8035 10,1945 0,4367 12853 7,2 0,2693
MM

Vicio 0,0168 0,0002 0,5069 0,0018 0,0029 0,4954 0,0035 0,0014 10,4979

EQM 0,2606 0,0174 0,2755 0,2522 0,0352 0,2800 0,2711 0,0452 10,2935
TELBS

Vicio 0,0024 0,0075 0,0054 0,0033 0,0036 0,0057 0,0064 0,0001 0,0009

EQM 0,0122 0,0124 0,0119 0,1391 10,0155 10,0144 0,0157 0,0162 10,0169

Abreviaturas: LS (Minimos quadraticos); EQM (Erro quadratico médio);
TELBS (Tabatabai, Eby, Li, Bae e Singh).

Fonte: Tabatabai et al. (2012)
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