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RESUMO

A atividade seguradora, ou simplesmente seguro, surgiu como um mecanismo
criado a partir da necessidade do ser humano em buscar protegfio, para si ou para seu
patrimdnio, em relagdo ao acaso, o qual, quando implica em prejuizos econdmicos, ¢
denominado de Risco, na Ciéncia Atuarial. Assim, o seguro constitui-se em uma forma de
restabelecimento de um equilibrio que foi perturbado pela materializagdo ou concretizagio
do risco. Buscando-se estabelecer a equivaléncia entre o prémio cobrado do segurado e o
risco assumido pelo segurador surgiram diversas técnicas na area de tarifagdo de seguros,
cujos conceitos, metodologias e principios envolvidos nos calculos para tarifagdo do
prémio de seguro, se baseiam na logica elementar de que o valor cobrado deve cobrir os
custos inerentes ao risco assumido. Neste contexto, a Teoria da Credibilidade é apontada
pela literatura atuarial como uma das técnicas mais inovadoras ¢ avangadas no processo de
previsdo, tarefa essa imprescindivel para a tarifagdo de prémios de seguros. Além de sua
aplica¢do nessa area, esta técnica possui uma grande diversidade de aplicagdes, tais como,
resseguros, definigdo de reservas de sinistros e até mesmo na calibrag¢@o de instrumentos:
como tadbuas biométricas ¢ curvas de mortalidade. O objetivo deste trabalho é demonstrar a
aplicacdo dos métodos Bayesianos na Teoria da Credibilidade, através de uma aplicacéo
pratica em seguros de vida a partir de dados reais da Seguradora Previdéncia do Sul.
Visando este objetivo, apresentam-se neste trabalho as principais definigdes e conceitos
Bayesianos, assim como suas aplicagdes aos modelos de Credibilidade de Biihlmann e
Biihlmann-Straub, através da implementagdo dos métodos Bayesianos com uso da técnica
de simulag¢do Gibbs Sampling. A aplicagdo da Teoria da Credibilidade sob o enfoque
Bayesiano em dados reais de uma apoélice de seguro de vida se mostrou realmente efetiva
em seu intuito de prever o comportamento futuro de uma determinada variavel utilizada na

obtengéo do prémio de risco, podendo assim ser aplicada em diversas situagdes praticas.
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1. INTRODUCAOQO

A atividade seguradora, ou simplesmente seguro, surgiu COmo um mecanismo
criado a partir da necessidade do ser humano em buscar protegdo, para si ou para seu
patrimonio, em relacdo ao acaso. Este acaso, quando implica em prejuizos econdmicos €
classificado, na Ciéncia Atuarial, como Risco. Assim, 0 seguro se constitui como uma
forma de restabelecimento de um equilibrio que foi perturbado pela materializagdo ou

concretizagio do risco.

Sao elementos essenciais do seguro - o segurador (ou empresa seguradora), o

segurado, o prémio e o risco, os quais sao definidos a seguir.

- Seguradora: instituigdo que tem por objetivo indenizar prejuizos involuntarios verificados

no patriménio de outrem, mediante recebimento de prémios.

- Segurado: pessoa fisica ou juridica que, tendo interesse seguravel, contrata o seguro, em

seu beneficio pessoal ou de terceiros.

- Prémio: a importincia paga pelo segurado, ou estipulante, ao segurador em troca da

transferéncia do risco a que ele esta exposto.

- Risco: evento possivel, com ocorréncia e momento de ocorréncia incerta, independente da
vontade das partes contratantes e contra o qual € feito o seguro. O risco € a expectativa de
sinistro. Sem risco ndo pode haver contrato de seguro. E comum a palavra ser usada,

também, para significar a coisa ou pessoa sujeita ao risco.
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De maneira geral, pode-se dizer que a atividade seguradora consiste na
administragdo de dois fluxos de capital: o prémio pago pelo segurado ao segurador e a

indenizagdo paga pelo segurador ao segurado. O esquema abaixo mostra a relagdo entre

estes dois fluxos.
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Buscando-se estabelecer o equilibrio entre o prémio cobrado e o risco assumido
pelo segurador surgiram diversas técnicas na area de tarifagdo de seguros, cujos conceitos e
metodologias envolvidos nos calculos para precificagdo do prémio de seguro, assim como
também os principios dos célculos de prémios, se baseiam na logica elementar de que o
valor cobrado deve cobrir os custos inerentes ao risco assumido. Assim sendo, a tarifagdo
pode ter seu significado entendido como métodos de obtengdo de prémios a serem pagos
pelo segurado a seguradora, de modo que esta possa cumprir 0 compromisso de pagar

indenizagdes ao segurado, de acordo com a freqiiéncia esperada de sinistros.

Em um processo de tarifagio do custo de um seguro, uma das formas de

classifica¢iio dos prémios é dada em fung¢do da composigdo de seus custos, 0s quais podem



ser desdobrados em: prémio de risco, prémio puro, prémio comercial e prémio bruto,

conforme ilustragdo a seguir.

\
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O prémio de risco indica na sua esséncia, a esperan¢a matematica de sinistros
futuros; o prémio puro se obtém ao agregar no prémio de risco uma margem, denominada
carregamento técnico de seguranga; ja o prémio comercial é o prémio puro acrescido dos
custos administrativos, custos de corretagem e margem de lucro; Ainda ha o prémio bruto,
o qual ¢ resultante do prémio comercial acrescido dos impostos que incidem sobre o custo
da apolice. Desta forma, a obten¢do do prémio de risco pode ser considerada como uma
etapa fundamental na tarifagdo de um prémio de seguro, a exce¢do de situagdes onde o
prémio ¢ pré-determinado por entidades governamentais supervisoras da atividade
seguradora. Além disso, pode-se dizer que o prémio de risco esta diretamente ligado a uma
varidvel aleatoria que espelhe o prémio a ser taxado, ou seja, esta diretamente sofrendo

efeitos do acaso.

Os métodos de tarifagdo para a obtengdo do prémio de risco sdo praticados
basicamente sob dois enfoques distintos, sendo eles: tarifagdo por experiéncia e tarifagdo

por atributos. A tarifagdo por experiéncia se baseia em dados observados das carteiras ou



apolices estudadas, ou seja, na experiéncia observada do grupo de segurados dessas
carteiras. Enquanto a tarifagdo por atributos, se baseia em conhecimentos subjetivos do
atuario, fundamentado em sua propria experiéncia em relagio as caracteristicas do

segurado, ou em conhecimentos padrao, como por exemplo, tabuas Biométricas.

Neste contexto, aplica-se a Teoria da Credibilidade, que, sob um enfoque
Bayesiano, pode ser entendida como uma técnica de tarifagdo que pode unir estes dois tipos
de tarifagdo: tarifagdo por experiéncia e tarifagdo por atributos, ou seja, o conhecimento
subjetivo do atuario com os dados observados do grupo de segurados. Foi exatamente com
esse sentido que a palavra credibilidade se originou na Ciéncia Atuarial. A palavra
credibilidade se reportava a uma medida subjetiva atribuida pelo atuario a determinado
fator de interesse com o objetivo de mensurar ou refletir sua experiéncia pessoal neste fator
com vistas a tarifar, ou seja, definir os valores dos prémios de seguro. Essa idéia casa
perfeitamente com a Inferéncia Bayesiana, cuja principal caracteristica é permitir que se

agregue a analise informagdes alheias aos dados observados.

Atualmente a Teoria da Credibilidade é apontada pela literatura atuarial como uma
das técnicas mais inovadoras e avangadas no processo de tarifagio de seguros. Além de sua
aplicagdo nessa area, esta técnica possui uma grande diversidade de aplicages, tais como,
resseguros, defini¢do de reservas de sinistros e até mesmo na calibragdo de instrumentos:
como tabuas biométricas e curvas de mortalidade. Assim, devido a importancia destacada a
Teoria da Credibilidade na area de tarifagdo de seguros, a abordagem desta técnica neste
trabalho objetiva, principalmente, ilustrar a utilizagdo desta no ramo de seguros de vida ja
que grande parte dos trabalhos com aplicagdes da Teoria da Credibilidade existentes na
literatura se restringe a ramos de seguro ndo-vida, como seguros de automoveis, por
exemplo. Mais especificamente este trabalho tem como objetivo principal a apresentagio e

implementagio de métodos Bayesianos para a Teoria da Credibilidade.

Com este objetivo, o trabalho sera constituido e estruturado em mais quatro

capitulos, de forma a apresentar os principais conceitos e fundamentagoes Bayesianas da
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Teoria da Credibilidade, assim como uma ilustragdo pratica da técnica, com utiliza¢do de

dados reais de uma apdlice de seguro de vida da Seguradora Previdéncia do Sul.

No Capitulo 2 apresentam-se os conceitos basicos de Inferéncia Bayesiana
utilizados na Teoria da Credibilidade, bem como a descrigdo de técnicas computacionais de
simulagdo de Monte Carlo através de Cadeias de Markov, com uma breve descri¢ao dos

algoritmos de Metropolis-Hasting e Gibbs Sampling.

No Capitulo 3 apresenta-se uma introdugdo a Teoria da Credibilidade, com um
breve historico dessa técnica. Faz-se uma demonstragdo rapida da derivagdo da formula da
Teoria da Credibilidade e se apresenta os modelos de Bithimann e Bithlmann-Straub, vistos
sob o enfoque Classico e sob o enfoque Bayesiano. Neste capitulo também se apresenta um
exercicio de simulagdo, abordando a discussdo sobre o tamanho da experiéncia desejada

para que uma apolice tenha credibilidade completa dentro de uma carteira de seguros.

No Capitulo 4 desenvolve-se um exemplo de aplicagdo pratica da Teoria da
Credibilidade Bayesiana em dados de uma apolice. Para 1sso se utilizou de dados de seguro

de vida em grupo, da seguradora Previdéncia do Sul.

Por fim, no Capitulo 5 se apresentam as consideragdes finais e conclusdes sobre este

trabalho.

Além desses cinco capitulos, o trabalho possui ainda dois anexos. No anexo I se
apresenta os conceitos basicos de cadeia de Markov utilizados em simulagdes Monte Carlo.

No anexo Il se apresenta os programas realizados em software R e Winbugs utilizados

neste trabalho.



2. FUNDAMENTOS BAYESIANOS PARA A TEORIA DA CREDIBILIDADE

Atualmente, a Teoria da Credibilidade se embasa nos métodos da Inferéncia
Bayesiana, pois estes permitem que informagdes subjetivas sobre o Risco analisado sejam
incorporadas no modelo e , ainda, porque certas caracteristicas inerentes a area de Tarifagio
de seguros também podem ser mais facilmente incorporadas aos modelos. A Teoria
Bayesiana data de 1763, quando o reverendo Thomas Bayes, em seu artigo original, Bayes
(1763), explicitou a relagdo conhecida como Teorema de Bayes. Os métodos Bayesianos
consistem na fusdao de uma informagdo inicial sobre o parimetro desconhecido e que se
quer estimar, expressada mediante uma distribuicdo de probabilidade conhecida como
priori, com as observagdes estatisticas, os dados, para produzir uma informagdo final,
representada por uma distribuicdo de probabilidade conhecida como posteriori, a qual
sintetiza ambas as fontes de informagdes e € a base para obter conclusdes e tomar decisdes.

Estas sdo as idéias basicas do Teorema de Bayes.

Na Inferéncia Classica os pardmetros desconhecidos do modelo em estudo sio
considerados constantes. Ja na Inferéncia Bayesiana estes parametros sdo consideradas
quantidades aleatorias. Sendo assim € natural que, na abordagem Estatistica Bayesiana,
sejam atribuidas distribuigdes de probabilidade aos parametros. Esta é a principal diferenga
entre a Inferéncia Estatistica Classica e a Inferéncia Estatistica Bayesiana, ou seja, a
abordagem Bayesiana baseia-se em distribuigbes de probabilidade para os parametros
desconhecidos. Mais especificamente, toda a inferéncia a cerca do pardmetro desconhecido
do modelo a ser realizada sob o enfoque Bayesiano € baseada na distribui¢do a Posteriori
para este parametro, a qual € uma combinagido entre a informagdo a priori a cerca do

parametro e as informagdes dos dados amostrais.

Assim, o principal objetivo da Inferéncia Bayesiana é obter a distribuicio a
posteriori. Para a obtengdo dessas posteriores geralmente se faz necessario escolher
distribuigdes a priori que facilitem os calculos necessarios. Neste sentido surge a idéia de

utilizagdo das chamadas prioris conjugadas ao modelo em estudo. No entanto, mesmo com



a utilizagdo de prioris conjugadas, problemas mais complicados que requerem modelos
mais complexos geralmente conduzem a posterioris analiticamente intrataveis. Para
resolver estes problemas técnicas computacionais, como por exemplo, os Métodos Monte
Carlo, em especial Markov Chain Monte Carlo (MCMC), surgem como alternativa. Em
resumo, estas técnicas fornecem uma metodologia para a obtengido de amostras oriundas da

posteriori de interesse mesmo quando sua derivagdo analitica € impraticavel.

Na teoria da credibilidade, além de uma estimativa para € (parimetro de interesse,
o qual pode ser numero médio de sinistros, valor médio de indenizagdes pagas, taxas de
risco, entre outros), busca-se predizer 0 comportamento de uma realizagdo futura dessa
variavel de interesse. O objetivo de predicio enquadra-se perfeitamente nas idéias dos
métodos Bayesianos através da chamada distribui¢do de probabilidade preditiva a

posteriori.

Assim, neste capitulo, se objetiva definir e apresentar os principais elementos da
Inferéncia Bayesiana aplicados na Teoria da Credibilidade. Na Segdo 2.1 se apresenta a
defini¢do do Teorema de Bayes. Na Segdo 2.2 se apresenta a definigdo de distribui¢des a
priori e a posteriori. Ja na Se¢do 2.3 se introduz a idéia de Prioris conjugadas, sendo estas
exemplificadas através do modelo de Poisson e do modelo Normal. A Secdo 2.4 apresenta
as idéias sobre o processo inferencial, explicitando como estimativas pontuais e por
intervalo sd3o obtidas sob um enfoque Bayesiano. Na Se¢do 2.5 define-se distribuigdo
preditiva a porteriori e, por ultimo, na Segdo 2.6 se apresentam os métodos MCMC, com

uma breve descri¢ao dos algoritmos de Metropolis-Hastings e Gibbs Sampling.
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2.1. Teorema de Bayes

Seja {4.},i=1, 2, ..., n, uma parti¢do de um espago amostral (Q). Entio UA,. =Q
i=1

onde A4, pode ser interpretado como as possiveis causas de um evento B qualquer de Q.
Supondo que se conhece o evento B, se deseja a probabilidade de que este evento tenha
sido causado especificamente porA4,. Aplicando-se a definigdo de probabilidade
condicionada, (Meyer, 1983), essa probabilidade pode ser expressa como:

P(4 1B)= "P(A,)P(BIA,) ,

,Z,: P(B/4,)P(4,)

i=1,2...n (2.1)

Segundo Meyer, (1983), este resultado € conhecido como Teorema de Bayes,
também denominado como formula da probabilidade das causas ou dos antecedentes. Isso
porque, desde que os 4; constituam uma partigdo do espago amostral, um e somente um dos
eventos A; ocorrera, ou seja, um dos eventos 4, devera ocorrer ¢ somente um podera
ocorrer. Portanto, o Teorema de Bayes expressa a probabilidade de um particular A; (isto é,
uma causa) dado que o evento B tenha ocorrido. Para a aplica¢do do Teorema de Bayes se
faz necessario conhecer as probabilidades de ocorréncia dos 4,, ou seja, P(4,). Muito

frequentemente essas probabilidades sdo escolhidas de forma a expressar o conhecimento a

priori sobre a ocorréncia do evento.

2.2. Distribuicoes a Priori e a Posteriori

Na Estatistica Bayesiana a priori representa a informagdo prévia acerca do

parametro desconhecido 8 do modelo. Esta informagdo pode consistir no conhecimento de
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algum especialista no assunto ou ainda em informagdes passadas. Assim, a escolha da

Distribuig@o a Priori € de responsabilidade do analista ou pesquisador.

A posteriori € uma distribuigdo de probabilidade para o pardmetro & que indica o
conhecimento acerca do pardmetro depois de observada uma amostra x. Ela conjuga as
informagdes a priori com as informagdes dos dados de uma amostra representando o atual
conhecimento sobre o pardmetro desconhecido do modelo. Assim, uma possivel aplicagdo

do teorema de Bayes, definido na Secdo 2.1, é a que se apresenta a seguir.

Seja X,,X,,.,X, uma amostra de varidveis aleatorias independentes e
identicamente distribuidas. Considere que a fungdo de probabilidade de cada variavel X,
sera dependente de um parametro desconhecido &. No contexto Bayesiano &, por ser
desconhecido, € visto como quantidade aleatoria, sendo assim natural a notagdo f (x, / 6‘)
para a fungio de probabilidade de cada X, ou seja, a distribui¢gdo de X; € condicional ao

pardmetro €. Dado que X,,X,,...,X, sdo independentes e identicamente distribuidas, a

fungdo de probabilidade condicional conjunta das variaveis aleatoérias X, X,,.,X, ¢é

expressa por:

1(/0)=T1 /(. 16). (2.2)

Fazendo conexdo com o Teorema de Bayes, a amostra observada x € o evento € 0
parametro € a causa. Assim sendo, a idéia entdo €, dado que foi observada uma amostra x,

se deseja determinar a probabilidade de que essa amostra tenha sido causada
especificamente por um determinado valor de 6. Ou seja, P(9 =0,/ X = x), no caso de @
discreto e f (6';’ X =x), no caso de @ continuo. Para facilitar a notagdo sera utilizado

7(6/ x) para ambos os casos.



Pelo Teorema de Bayes se tem que:

/o))
= er0) o

(2.3)

Na expressdo (2.3), f &,f 0) é a fungiio de verossimilhanga dado que é a distribuigio
condicional de X' aplicada no ponto x, visto que a amostra x ja foi observada. Ela exprime
a informagdo do parametro contida na amostra x; 7:(6') ¢ a distribuigio inicial, ou priori, do
parametro, e indica o conhecimento acerca do parimetro antes de observada a amostra x;
7(6/x) é a distribuigio final, ou posteriori do parimetro @, e indica o conhecimento
acerca do parametro depois de observada a amostra x, considerando a informagdo a priori

do pardmetro. Note que I fx/ 9)5?’6' ndo depende de & podendo ser interpretada apenas

como uma constante normalizadora, necessaria para garantir que o numerador de (2.3)
venha a ser uma distribuig@o de probabilidade para €. Assim, € muito comum encontrar na
literatura a defini¢do de posteriori como sendo proporcional ao produto verossimilhanga X

Priori, ou seja:

#(0/x)x f(x/6)x(6) (2.4)

2.3. Prioris conjugadas

Em geral, a priori é representada por uma forma funcional paramétrica, cujos
pardmetros devem ser especificados de acordo com o conhecimento que se tenha sobre 6
antes da amostra ser observada. Estes parametros indexadores das distribuigdes a priori sdo

chamados de hiperparametros para distingui-lo do pardmetro de interesse 6.
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O uso de prioris conjugadas, em geral, facilita a analise, pois a obten¢do da
posteriori envolvera apenas uma mudanga nos hiperparametros. A idéia é que quando a
priori especificada € tal que, combinada com a verossimilhanga do modelo, resulte em uma
posteriori da mesma familia da priori. Quando isso ocorre se diz que a priori utilizada é

conjugada a modelo.

Como exemplo, considere Y,,Y,,...¥, uma amostra aleatéria da distribuigio de

A d

Poisson com parametro €. Sua fungdo de probabilidade conjunta é dada por:

-nfl ' v
P(yfé’):f——g—oce'"eé?“' ,0>0 (2.5)

Se atribuirmos ao pardmetro ¢ da distribuigdo de Poisson uma priori com

distribui¢do Gama de pardmetros positivos @ e S, ou seja:
7(0)c 8 'e” onde a,f>0e 6>0 (2.6)

Teremos como densidade a posteriori:

. @2.7)
atp y, -1
2ol y)co = ooy

A expressio (2.7) comresponde ao nicleo de uma densidade
Gama(a +Z P ﬂ+n]. Entdo, temos que a priori Gama € uma priori conjugada para o
i=1

parametro @ do modelo de Poisson.
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Agora, considere VY,,Y,...¥, uma amostra aleatoria de uma distribuigiio

3 1 ; ; ; o up
Norn:alcu,a“ ), onde u e 7 = — s3o desconhecidos. O seguinte conjunto de prioris para
p=-

U e o édito prioris conjugadas ao modelo normal:
M~ Nor’ma!(ﬂo,aﬁ) (2.8)
r~Gama(a,ﬁ), a,f>0, r=0"" (2.9)

Isto porque, ao considerar priori normal para , a posteriori resultante para z, ou
seja, x(p! 5) também sera da familia normal. Raciocinio analogo pode ser feito para 7.
Convém ressaltar que, parametrizar a normal em termos da precisio 7, ou seja, atribuir

priori para 7 ao invés de para ¢, é muito utilizado na literatura por facilitar as contas de

posterioris em modelos mais complexos que envolvam a normal.

2.3.1. Priori nao-informativas

Quando ndo se tem nenhum tipo de informagdo prévia ou quando a informagdo de
que se dispde sobre o pardmetro de interesse ndo € confiavel, se utiliza o que se chama de

distribuic¢do a Priori ndo informativa, ou Prior de referéncia.

Dependendo dos valores especificados para os hiperparametros, uma priori
conjugada pode ser ndo informativa. No caso da distribui¢io normal, por exemplo, pode-se
caracterizar uma priori ndo-informativa se o valor estabelecido para o hiperparametro da

variancia for muito grande.
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2.4. Resultados a Posteriori

Todas as inferéncias dos pardmetros desconhecidos do modelo podem e sdo obtidas
da distribuicdo de probabilidade a posteriori. Assim, podemos dizer que o principal

resultado da Analise Bayesiana é a derivagao dessa distribui¢do de probabilidade.

Com a determinagdo da distribui¢do de probabilidade a posteriori, a qual expressa o
atual conhecimento sobre o pardmetro analisado em termos probabilisticos, podemos obter
estatisticas descritivas dessa distribuigdo de probabilidade, como, por exemplo, a média, a
moda e a mediana, e utiliza-las como estimativas pontuais para . Um dos estimadores
pontuais para € mais utilizados € a moda da distribuigdo a posteriori, ou seja, o valor que
maximiza a posteriori, idéia analoga a utilizada na obtenc¢io de estimadores na Inferéncia
Classica, que buscam a maximizagdo da fung¢@o de verossimilhanga. A moda da

distribuigao a posteriori de & pode ser interpretada como o valor mais provavel para 6.

Além de estimadores pontuais para & se pode obter também estimativas por
intervalo para o0 mesmo, também baseado na distribuigdo a posteriori de &. Em Inferéncia
Bayesiana, o intervalo obtido para uma estimativa é denominado Intervalo de Probabilidade

a Posteriori para 8, também conhecido como Intervalo de Credibilidade.

Na literatura Bayesiana os dois tipos de intervalos de credibilidade mais citados sdo
o Intervalo de credibilidade Central e o HDR (High Density Region). A seguir se

apresentam as definigdes para estes dois tipos de intervalos de credibilidade.
Seja 7(f/x) a distribuigio a posteriori para & com. O intervalo (C,,C,) é

chamado de intervalo de credibilidade Central para 8, com probabilidade a posteriori igual

a (1 —a), se e somente se C, e C, sdo tais que:
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O Intervalo de Credibilidade HDR (High Density Region) para & com

probabilidade (1 -« ) é definido como sendo a regidio a posteriori que:

a) A densidade da posteriori em qualquer ponto pertencente a essa regido ¢ maior ou igual a

densidade da posteriori em qualquer ponto fora da regido;
b) A amplitude da regido € a menor possivel;
c¢) A probabilidade da posteriori nessa regido € igual a menos (1 - cr),

Ou seja, o HDR é o intervalo de credibilidade com probabilidade a posteriori igual a

(1—a) com menor amplitude dentre todos os intervalos possiveis.

Quando a distribui¢do a posteriori é uma distribui¢gdo unimodal e simétrica tem-se

que o Intervalo de Credibilidade HDR ¢€ igual ao Intervalo de Credibilidade Central.

O Intervalo de Credibilidade HDR, por ser a regido que contém os valores mais
provaveis para o parametro desconhecido, € tido como o estimador Bayesiano por intervalo
mais intuitivo. O Intervalo de Credibilidade HDR sé pode ser determinado quando a
posteriori € derivada analiticamente. Quando isso ndo acontece ¢ € preciso recorrer a
métodos computacionais, como simulagio MCMC, por exemplo, utilizam-se os Intervalos

de Credibilidade Central para os parametros desconhecidos do modelo.
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2.5. Distribui¢ao Preditiva a Posteriori

Considere que uma amostra aleatéoria X, X,,..., X, com fungio de probabilidade
/(x/6) tenha sido observada. Se o objetivo ¢ predizer o comportamento de uma realizagio

futura dessa fung¢do de probabilidade f (x:’ 9), ou seja, determinar, por exemplo, o valor
esperado de X,.;, deve-se conhecer a distribuigdo de X,.,. A suposi¢do basica € que

X,,X,,.,X, sdo variaveis independentes e identicamente distribuidas. Entdo, a
distribuigdo de X, é representada por f(xmi ,'9), onde @ ¢ desconhecido. Depois de ter

sido observada a amostra x nossa incerteza sobre & esta representada pela posteriori

;r(H / _Jg) Desta forma, a distribui¢do preditiva de X,,;; é determinada por:

f(x,0 /%)= if (x,.,/6)f(0/x)d6 @.11)

A expressao dada por (2.11) descreve o comportamento de X,:; dada a atual

informagéo sobre &. Essa fun¢do é chamada de Fungio Preditiva a Posteriori.

2.6. Métodos de Monte Carlo baseados em Cadeias de Markov (MCMC)

Como explicitado anteriormente, a metodologia da Estatistica Bayesiana se apdia no
teorema de Bayes. Muitos cientistas do século 19, como Laplace e Gauss, por exemplo,
demonstraram algum interesse nas técnicas Bayesianas, no entanto foram ignorados pelos
estatisticos do comego do século 20, os chamados classicos ou frequentistas, sob o
argumento que os métodos Bayesianos sO poderiam resolver problemas simples, onde a
distribuigdo a posteriori pudesse ser escrita analiticamente. Para a obtengdo dessas
posteriores geralmente se fazia necessario que a escolha das distribuigdes a priori se fizesse
de forma conveniente a facilitar a obtengdo de distribuigdes a posteriori e, por isto, nem

sempre representantes do verdadeiro pensamento do analista. Além disto, problemas mais
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complicados requerem modelos mais complexos e, assim, o calculo de integrais também

mais complicadas.

Atualmente, com a evolugdo das técnicas computacionais, a analise Bayesiana de
dados pode avangar e eliminar as restrigdes sobre prioris e modelos. Com isso, os métodos
de integracio de Monte Carlo, em especial Markov Chain Monte Carlo (MCMC),
tornaram-se populares entre os Bayesianos. Estes métodos fornecem uma metodologia para
a obtengdo de posterioris quando se possui um vetor de pardmetros desconhecidos de
dimensdo muito alta. A 1déia dos métodos MCMC ¢é obter uma amostra da distribui¢do a
posteriori através da geracdo de cadeias de Markov, os quais sdo definidos como processos
estocasticos que descrevem trajetérias onde quantidades sucessivas sdo descritas

probabilisticamente de acordo com o valor de seu predecessor imediato.

Em muitos casos, estes processos estocasticos tendem a um equilibrio e as
quantidades limites seguem uma distribuigdo probabilistica que ndo varia mais. Essa
distribuigdo € conhecida como distribuigdo estacionaria, ou distribuigdo de equilibrio, ou

ainda, distribui¢do invariante.

As técnicas MCMC possibilitam simular a distribuigdo a posteriori através da sua
incorpora¢do como distribuigdo de equilibrio em uma cadeia de Markov. A idéia entdo, é
simular esta cadeia até que ela atinja seu equilibrio. Portanto, neste estado, os valores da
cadeia de Markov podem ser vistos como uma amostra de valores (correlacionados) da
distribuigdo a posteriori conjunta dos parametros. De posse desta amostra, podem-se
calcular médias, medianas, percentis, probabilidades, enfim, qualquer caracteristica
desejada da amostra e utiliza-las como estimativas da posteriori. O algoritmo de
Metropolis-Hastings , apresentado em 1970 e o Gibbs Sampler , de 1984, sdo os métodos

mais utilizados para geragao das cadeias de Markov.

A aplicagdo de técnicas MCMC exige algumas caracteristicas especificas para a

cadeia de Markov a ser simulada. Esta cadeia deve ser homogénea, irredutivel, e
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aperiddica. Para o leitor interessado, apresentam-se no anexo I estas defini¢cdes e seus

significados.

2.6.1. Algoritmo de Metropolis-Hastings

O algoritmo Metropolis-Hastings usa uma cadeia de Markov irredutivel e aperiddica
e a partir desta constro1 uma cadeia de Markov reversivel no tempo cuja distribuigao

estacionaria seja precisamente a distribui¢do a posteriori de interesse 7.

O algoritmo de Metropolis-Hastings usa probabilidades de transigio Q =[q(i, /)]
para construir uma cadeia de Markov {X, n >0}, com matriz de transigio P = [J{.J ] que €
reversivel no tempo e que tem a distribui¢do estacionaria pretendida, no caso 7. As
probabilidades de transigio Q =[q(i,/)] sdo representadas por uma distribui¢io de

probabilidade ¢(j/i) chamada de distribuigio proposta. A distribuigio ¢(j/i) tem por
objetivo simular candidatos para o estado J da cadeia. Note que para configurar uma Cadeia

de Markov esta distribui¢do depende do passado da cadeia somente através do estado i

anterior.

A 1déia do algoritmo €, entdo, gerar um ponto candidato &, a cada tempo n, a partir
da distribuigdo proposta g(i/j) e aceitar esse ponto candidato como proximo estado da
cadeia com uma probabilidade definida «f(/, j). Essa idéia pode ser esbogada como se

segue.

Se 6, =i, gera-se um valor € da distribuigdo ¢(i/j ). Se € = j, faz-se 6,,, = j com
probabilidade (i, j) e 6,,, =icom probabilidade 1-afi, j). Se o ponto candidato néo for

aceito, a cadeia nio se move, isto €, 8, =1i.
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Deste modo, geramos uma cadeia de Markov com probabilidades de transi¢do P,
definidas por P, = q(i, ja(i, j), se j#i,eP, =q(i,i)+ qli,kX1 —a(i,k))

ki

Esta cadeia de Markov é reversivel no tempo se z(i)P, = z(j)P, para j#i,0 que é

equivalente a:

2(i)qG, ))ali, )= =(7)q(j.i)al.i). (2.12)

Essa condigio é verdadeira se fizermos

ao-,j):m(m,q @13)
yr(r)q(:, J)
Assim, podemos definir o algoritmo de Metropolis-Hastings da seguinte forma:

1. Considere uma matriz de transigdo de uma cadeia de Markov irredutivel,

2. Fagan = 0 e 6,=k. O valor k ¢ o valor inicial e pode ser escolhido

arbitrariamente.

3. Gere um valor @ da distribuigio proposta ¢(6,,). Gere também um nimero

aleatorio U, de uma distribuigdo Uniforme (0,1).

4. SeU <o:(f,j),ent50 6,., =0, caso contrario 6,,, =0, .

n
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5. Fagan=n+lef, =0, ,.

6. Volte ao passo 3, até obter convergéncia.

2.6.2. Algoritmo Gibbs Sampling

O amostrador de Gibbs pode ser definido como um caso especial do algoritmo de
Metropolis-Hastings. A principal diferenga é que no método de Gibbs a cadeia ira sempre
se mover para um novo valor, ou seja, ndo existe mecanismo de aceitagido ou rejeigio de

um valor gerado.

Seja 8 =(6,,0,.....6,) um vetor aleatério com dimensdo » e com funcio densidade
de probabilidade 7:(19). Tem-se como objetivo gerar um vetor aleatéorio com essa
distribuigdo de probabilidade. Para isso, usam-se as fungdes densidade condicionais
completas de 7:(9) com distribuigdes propostas, através do algontmo abaixo. Note que

todas as distribuigdes condicionais completas precisam ser conhecidas.

I. Fixe um valor inicial qualquer para a cadeia, 6% = (6'1[01,..., 6) )

o

Facai=1.

3. Obtenha o valor do estado através das seguintes geragdes sucessivas:
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6% ~ (6, 168,687,..,6%7)
6% ~ z(6,160,67.,...6%")

(2.14)

0¥ ~ (6, 160,69,..,69,)
4. Fagai=i+l.

5. Volte ao passo dois até obter convergéncia.

2.6.3. A amostra da Posteriori

A amostra a posteriori obtida pelo Método de Gibbs Sampling ndo é uma amostra
independente. Isso se deve ao fato de que o método de Gibbs se utiliza de Cadeias de
Markov para a obtengdo dessa amostra. Ou seja, cada valor gerado da amostra depende dos
valores gerados na interagdo anterior. Assim, uma das maneiras mais usuais apresentadas
na literatura para a obten¢do de uma amostra aproximadamente independente baseia-se no
fato que, apos a convergéncia, os valores simulados seguem a distribui¢d@o estacionaria
7(8). Assim, os b primeiros valores gerados sdo considerados como um periodo de
aquecimento do algoritmo (da expressio em inglés “burn-in”), necessario para a
convergéncia do Gibbs Sampling. Entio estes b primeiros valores sio descartados,
considerando-se apenas os n valores posteriores como a amostra da distribuigdo de
interesse. Mesmo assim, quando a dependéncia dos valores simulados € muito alta, pode-se
determinar um valor &, conhecido como “thin” em inglés, pelo fato deste procedimento
diminuir o tamanho da amostra. A idéia € que a amostra sera formada apenas pelos valores

gerados da cadeia a cada k-esima iteragdo apos o “bum-in”, ou seja,

9}54’1), 9}5-&-1’“]’ 9'[b+2k+|]y” ,
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A determinagio do periodo de “bum-in” ndo pode ser realizada analiticamente na
maioria dos casos. Nestes casos, existem alguns métodos informais para estabelecer o
tamanho deste periodo. O método mais utilizado baseia-se em graficos da trajetoria da
cadeia, para verificar a partir de qual iteragdio os dados passam a apresentar 0 mesmo

padrio de comportamento.

Considerando-se uma simulag¢do por Gibbs Sampling através do algoritmo descrito
na Subsecio 2.6.2, obtém-se uma amostra da qual se podem estimar todas as estatisticas de
interesse, como meédia, varidncia, moda e mediana, por exemplo. Também através dessa
amostra, pode-se estimar ndo-paramétricamente a distribuigdo a posteriori, a partir do

método “Kernel Smothing”.
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3. TEORIA DA CREDIBILIDADE

Em 1914, um grupo de atuarios norte-americanos criou a base para os modelos de
credibilidade utilizados até hoje, buscando solugdo para um dos maiores problemas da area
de tarifagdo de seguros: a heterogeneidade existente, tanto dentro das carteiras como entre
as carteiras. Essa idéia pode ser estendida também para casos em que se queira solucionar o
problema de heterogeneidade dentro e entre apdlices, ou dentro e entre classes de risco, e
até dentro e entre seguradoras. Assim, a teoria da credibilidade foi projetada com o objetivo
de encontrar estimadores que equilibrassem a experiéncia de uma apdlice com a
experiéncia da carteira desta apoélice. Ou ainda, estimadores que equilibrassem a
experiéncia de uma determinada classe de segurados, com o conjunto de todas as classes de

segurados, ou grupo.

Desta forma, podemos dizer que a Teoria da Credibilidade é uma técnica de
estimagdo para os pardmetros de interesse que se baseia na obten¢io de uma média
ponderada entre a experiéncia de uma determinada classe de segurados e a experiéncia da
carteira a qual essa classe pertence, considerando a heterogeneidade existente tanto dentro
das classes como entre elas. Essa ponderagido se da através de um fator, denominado como

“Z”, o qual ficou conhecido como fator de credibilidade.

Dessa forma, surgiu a chamada Teoria da Credibilidade Americana, também
denominada como Teoria da Credibilidade de Flutuagdo Limitada, cujas idéias foram
utilizadas com sucesso por cerca de 50 anos. A preocupagdo principal dessa ramificagdo da
Teoria da credibilidade era em relagdo ao tamanho da experiéncia de uma apdlice para que
o fator de credibilidade Z assumisse valor um e entdo apenas a experiéncia individual de

cada classe fosse considerada na obtengdo de estimativas de credibilidade para a apélice.

Em 1967, Bithlmann desenvolveu a fundamentagdo tedrica a partir do artigo

publicado por Bailey, de 1950, o qual havia definido um estimador linear nas observagdes
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para a obten¢do de estimativas para o prémio de credibilidade, via método de minimos
quadrados. Assim surgia uma segunda ramificagdo da Teoria da Credibilidade, denominada
como Teoria da Credibilidade de Maior Exatiddo ou Teoria da Credibilidade Européia,
(Pereira, 1998).

A partir desse periodo, se desenvolveram grande parte dos modelos classicos de
credibilidade utilizados até hoje: Modelo de Biithlmann (1967), Modelo de Biithlmann-
Straub (1970), Modelo de regressio Hachemeister (1975), Modelo Hierarquico de Jewell
(1975), entre outros.

Este trabalho tem como base a teoria da Credibilidade Européia, ou Teoria da
Credibilidade de Maior Exatiddo, cujas defini¢des basicas s3o apresentadas na Seg¢do 3.1.
Na Segdo 3.2 se introduz a discussdo do tamanho da experiéncia necessaria de uma classe
para que apenas a estimativa individual dessa classe seja considerada na obten¢do de uma
estimativa de credibilidade para a mesma. Na Seg¢do 3.3 € descrito o modelo de Biihimann,
por sua importdncia historica, e, na Segdo 3.4, é descrito o modelo de Biihimann-Straub, o
qual sera utilizado no exemplo pratico deste trabalho. Ambos os modelos sdo apresentados
sob o enfoque Classico e sob o enfoque Bayesiano Na Secdo 3.5 demonstra-se as idéias
introduzidas na Se¢do 3.2, através de um exercicio de simulagio, baseado no modelo de

Bithlmann, onde se utilizou o software estatistico R.

3.1. Teoria da Credibilidade de maior exatidio

Como dito anteriormente, praticamente todos os modelos de Credibilidade
utilizados hoje se desenvolveram a partir das idéias definidas sob a concepgdo da Teoria da
Credibilidade de maior exatiddo, ou simplesmente Teoria da Credibilidade Européia. Estes
modelos, de uma forma geral, buscam determinar um estimador de credibilidade que seja

linear em relagdo aos dados e que minimize o erro quadratico desta estimagao.
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As defini¢des basicas da Teoria da Credibilidade européia sdo apresentadas em

Pereira (1998), e reproduzidas a seguir.

Imagine uma carteira cuja j-ésima apoélice, no i-€simo tempo, tem parametro de

risco 0, para i=1,2, .., te =1, 2, .., k. De forma a simplificar os calculos se supde que os
pardmetros sejam constantes no tempo, denotando-se entdo por @, derivados de uma

mesma fungdo de probabilidade.

Define-se ¥, como a variavel de experiéncia de sinistro. Essa varidvel, como ja

mencionado acima, pode ser nimero de sinistros, taxas de risco, montante de indenizagdes

pagas, etc.
Supde-se ainda que:
- As apolices j=1, 2, ..., k s@o independentes e identicamente distribuidas;

- ;.Y Y s80 independentes e identicamente distribuidos condicionalmente a

0, , o que representa independéncia entre as apélices e homogeneidade no tempo.

Em seguida, se define o primeiro e o segundo momentos como:

M, )=Ely,/0,) (3.1)

0'; = Var(}’u. IBJ.) (3.2)
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Onde M (@, ) é o pardmetro de interesse. Definem-se ainda, para i € j quaisquer:
E(Y,)=EMI,))= u (3.3)
Varlt,)=o? +; (3.4)
Onde:

or= Varlf;'(}’,.j /6 J.) = Var[M (6? : )] ¢ a dispersao/heterogeneidade entre as apolices;

o=l [Var(YU. 16, )] =E (crg) ¢ a dispersdo/heterogeneidade dentro das apdlices.
O interesse € estimar M (9}.): LY, /0 J.) através de uma fungdo g(y). Esta

estimagdo se dara restringindo-se g(y) a um conjunto de fungdes lineares de tal forma que

se tenha

g(r)=C,+C Y, +..+CY, (3.5)

gly)=¢, +iq1ﬁ. (3.6)

Retirando-se o indice j para simplificar a notagdo, o erro quadratico médio sera

expresso por

e(g)= E|0(6)- g(»)) ] 37
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Obtém-se o erro quadratico minimo sobre g(y) definindo-se a primeira derivada em

relagdo a C, e igualando a zero, ou seja:

E]:[M(Q)— Cy— Z': (& ]:| =0 parar=0 (3.8)

i=1

f;‘[}’,(M(e)—Cq -iqnﬂzo parar=1, 2, .., t (3.9)
i=

Multiplicando (3.8) por E(}’&.) e substituindo em (3.9), para =1, 2, .., t, se tem que:

Co+u).C,=p (3.10)
i=]

2 2 L o) 3.11
C,o;+0.>.C,=0] L
i=]
Por simetria, tém-se que C, =C, =...=C, =C, logo:
C,+tCu=pu (3.12)
Col+0lIC =0 (3.13)
Entdo,
D BB (3.14)
= 2 2
o, +to,
C,=01-2)u (3.15)
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E finalmente, substituindo (3.14) e (3.15) em (3.6) e recolocando o indice j, chega-

se a famosa formula de Credibilidade:

M©,)=27, +(1-Z)u (3.16)

ondeY =X eZ=—-——
{ ol +to}

Entdo, para a obten¢do da estimativa de Credibilidade para a classe j, representada
por M (6'J.), ¢ necessario estimar u, o, e o_.. Os diversos modelos que embasaram a
teoria da Credibilidade como, por exemplo, o0 Modelo de Biihlmann e sua extensdo, o
modelo de Buhlmann-Straub, os quais serdo apresentados nas secdes seguintes, se
utilizaram do método de estimagdo apresentado acima, para a obten¢do de estimadores para

0s pardmetros u, o. € o".

3.2. Tamanho da experiéncia

Entende-se por tamanho da experiéncia a quantidade de informag¢do que se tem a

respeito da variavel Y em cada classe de risco dentro de uma apolice.

Para melhor entender as idéias que serdo aqui discutidas, considere como exemplo
uma apdlice de seguro de vida em grupo com N segurados. Dentro dessa apolice, os
segurados foram classificados em k classes de risco, de acordo com caracteristicas
individuais de cada segurado. Observe ainda que a estimativa de credibilidade para cada
classe de risco j sera uma ponderagdo entre a média de Y no grupo de todos os N segurados

pertencentes a esta apolice (representada em (3.16) por x) e a média de Y da respectiva
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classe (representada em (3.16) por Y ). Logo, se Z vale zero, diz-se que a credibilidade
individual de cada classe € nula e somente a estimativa coletiva é considerada na obtengédo
da estimativa de credibilidade. No extremo contrario, tem-se Z igual a um, situagdo na qual
esta se atribuindo total credibilidade a classe e dispensando-se as informagdes da

experiéncia do grupo

Baseado na formula da Teoria da Credibilidade, apresentada em (3.16), € natural
pensar que, a medida que mais informagdes a respeito de uma classe sdo incorporadas,
havera um aumento no fator de credibilidade Z, o qual ira tender a um. Esta idéia € a base
de todas as discussdes em torno do chamado tamanho da experiéncia necessaria para que Z
seja um e uma classe tenha credibilidade completa na obtengdo de uma estimativa de
Credibilidade para a mesma. Essa discussido teve seu inicio com uma publicagdo de um
artigo por Mowbray, no ano de 1914. (MANO, 1998). Neste artigo discutia-se o tamanho
da experiéncia necessaria para que o prémio de uma determinada carteira pudesse ser
estimado considerando-se unicamente a experiéncia da propria carteira. Segundo Mano, a
discussdo inicial proposta por Mowbray poderia ser reformulada para “quantos anos t de
observagdo sdo necessarios a fim de que a estimativa de credibilidade para uma

determinada classe de risco possa ser obtida considerando-se apenas a média de Y dessa

classe”.

A resposta para essa pergunta foi o principal objetivo da primeira ramificagdo da
Teoria da Credibilidade, conhecida como Teoria da Credibilidade Americana. Segundo
Pereira, (1998), grande parte dos estudos que procuravam encontrar uma resposta para essa
pergunta se baseava numa aproxima¢io pelo Teorema Central do Limite procurando
determinar o tamanho da experiéncia necessaria para que Z fosse igual a um, definindo

dessa forma o que ficou denominado como Credibilidade Completa.
Na Secdo 3.5 essa discussdo sera retomada, através de um exercicio de simulagdo

onde se mostrara a influéncia do tamanho da experiéncia de uma apolice na obtengio de

estimativas de credibilidade para as classes de risco formadoras desta apolice.
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3.3. Modelo de Biihimann

Foi Bithlmann, em 1967, quem deu o primeiro formato a teoria da Credibilidade

européia, apresentada na Secdo 3.1.

O Modelo de Bithlmann é um modelo simples de credibilidade linear. Sua utilizagao
pratica se restringe a apolices balanceadas, ou seja, casos onde todas as classes de risco
dentro de uma apélice possuem a mesma exposi¢ao. Entenda-se por exposig¢do como sendo,

por exemplo, o numero de segurados expostos ao risco em cada classe.

Bihlmann desenvolve seu modelo a partir da hipétese de independéncia total das
apolices, tanto dentro, supondo homogeneidade no tempo, quanto entre elas. Essas
hipoteses, assim como as definicdes basicas para constru¢io do modelo, ja foram

enunciadas inicialmente na Se¢do 3.2, e reproduzidas abaixo.

Imagine uma carteira cuja j-ésima apélice, no i-ésimo tempo, tem parimetro de
risco 6,, para i=1,2,...,tej=1, 2, ..., k. De forma a simplificar os calculos se supoe que os
pardmetros sejam constantes no tempo, denotando-se entdo por @, derivados de uma
mesma fung¢io de probabilidade.

Define-se Y, como a variavel de experiéncia de sinistro. Essa variavel, como ja

mencionado acima, pode ser nimero de sinistros, taxas de risco, montante de indenizagdes
pagas, etc.

Supde-se ainda que:

- As apolices j=1, 2, ..., k sdo independentes e identicamente distribuidas;
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1j»Ys,,.... Y, s@o independentes e identicamente distribuidos condicionalmente a

0, , 0 que representa independéncia entre as apdlices e homogeneidade no tempo.

Supde-se ainda o seguinte modelo:

Yy =0,+¢e,,i=12,.1j=12,. .k (3.17)

Onde:
8, ~ Normal(u,,o?) (3.18)
&y ~ Normal(O,Jf.) (3.19)

A partir das definigdes basicas, 0 modelo de Bihlmann se desenha sobre a seguinte
matriz de dados, apresentada na Tabela 3.1.

Parametros de risco

Tempo 91 9: 9&
1 Y Y2 Y
2 Y:] Yn ng
t Y Yo Y

Tabela 3.1 — estrutura de dados para aplicacio do Modelo de Biihimann
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3.3.1 Abordagem Claissica para o Modelo de Bithimann

Sob hipotese de normalidade dos dados os estimadores derivados por Bithimann se

reportam a um modelo extremamente difundido e muito utilizado na area da Estatistica,

conhecido como modelo de Componentes de Varidncia. Os estimadores apresentados por

o

Biihlmann, com Z definido como Z = ——~—, sd0 0s seguintes:
o, +lo

&

‘-...M
i b
ol

(3.20)

(3.21)

(3.22)

Os estimadores apresentados acima foram derivados via método de maxima

verossimilhanga. A idéia é encontrar os estimadores para os pardmetros u, o, € o. e

substitui-los na formula de Z, apresentada em (3.16)
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3.3.2 Abordagem Bayesiana para o Modelo de Biihlmann

O modelo de Componentes de Variancia apresentado anteriormente pode ser

entendido em sua estrutura hierarquica da seguinte forma:
Yil0;~ Normai(ﬁj,o'f_)

0, ~ Norma!(pg,aj)

(3.23)

(3.24)

Sob a abordagem Bayesiana a distribui¢do estabelecida para & é chamada de priori

e seus parimetros, (neste caso x, e o), de hiperpardmetros. Para especificar a construgio

de um modelo completamente Bayesiano se faz necessario a especificagio de distribuigdo a

priori para os hiperparametros. Essas prioris sdo chamadas de hiperprioris e os valores de

seus parametros devem ser escolhidos de forma a refletir o conhecimento a priori do

pesquisador sobre eles. Ou seja, € através da especificagdo das hiperprioris que informagdes

sobre os parametros desconhecidos que sao alheios aos dados sdo diretamente incorporados

na analise.

Portanto, para completar o modelo hierarquico supde-se independéncia a priori dos

hiperparametros, prioris conjugadas e parametrizagio da normal em termos de precisdo.

Mais especificamente, 0 modelo completo sera:

y; 16, ~ Normaf(f?j,o'ﬁ)
0,~ Normaf(‘ua,dg)

o~ Nonnal(ﬂn T § )

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)
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7, =1/0? ~Gamala,, B,), e, >0
z, =1lo} ~Gama(a2,ﬁ2), a, >0 (3.29)

A inferéncia sob a abordagem Bayesiana depende da derivagido da distribuigdo a

posteriori para os parametros desconhecidos do modelo. Assim, neste modelo se faz
necessario a derivagido da posteriori conjunta :r(é’, Ot OO ;"x). No entanto, esta
distribuigdo conjunta ndo € derivavel analiticamente. Porém todas as distribuigdes
condicionais completas dos parametros sdo conhecidas. Assim, pode-se utilizar o método

Gibbs Sampling para a derivagdo da posterori conjunta :rr(afi'1 soons B B s O g T /x).

As distribuigdes condicionais completas do modelo de componentes de variancia,
derivadas a partir de sua formulagdo hierarquica, com as distribui¢des a priori especificadas

anteriormente sdo as seguintes:

{3
o2y, 1,0,0° --IG[a, +%k;ﬂ1 +%z(ej —p)’J (3.30)

J=

t: ik
olly,pb.0; ”IG[“:jLé‘k’;ﬁ:*%ZZ(Vy*@j] (3.31)

=1 j=1

2 Zkg
Joﬂ“’”o'oz J 2 2

£

] 2 J=1 o-t;o-(l
#ly,0,04,0. ~N 5 —— 5 (3.32)
o, +ko; o, +ko;
to? o’ clo?
2 2 = % a
9_;' fys)u:o-gso-;; £= 2 5 2 y‘j + 2 - 2 ﬂ, 2 = 3 (3'33)
to; +o, lo.+o0, lo,+0,
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1& W
Onde y |, = ;Z Y, €1G se refere a distribuigdo Inversa-Gama.
h=1

Note que o parametro que representa a média da distribuigdo condicional completa

de 6 é exatamente a formula de Credibilidade, apresentada em (3.16)

3.4. Modelo de Biihlmann-Straub

O chamado modelo de Bithimann-Straub, desenvolvido em 1970, € uma extensdo
daquele definido por Bithiman, com objetivo de solucionar o problema de quando a carteira
tem exposi¢des diversas em cada apdlice, ou seja, o namero de segurados de cada apolice
ndo € o mesmo em todas as apolices da carteira. A Unica varia¢do que se da neste modelo
em relagdo ao modelo de Bithlmann € a inclusdo de pesos para ponderar a importancia de

cada apolice dentro de uma carteira.

3.4.1. Abordagem Classica para o Modelo de Biihimann-Straub

Definindo-se w, como os pesos de cada apélice j no tempo i, tem-se o estimador de

credibilidade definido por Bithlmann-Straub dado por:

M, =27, +(0-Zu (3.34)
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Sendo Z, = ——— ¢ os estimadores para x,0,,0., obtidos pelo método da

2 2
oW, +0,

maxima verossimilhanga, os seguintes:
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SISTEMA DE ﬂ[ElLIE]i'.r.C&S'
8IBLIGTECA SETORIAL DE MATEMATICA

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)
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3.4.2. Abordagem Bayesiana para o Modelo de Biihlmann-Straub

Em sua forma hierarquica o modelo de Bithlmann-Straub se apresenta da seguinte

forma;:

16, ~ Nanna!(l?} ,o*f_) (3:42)

w i

0,?.
6, ~ Norma{,ug,—”—J (3.43)

Assim, a unica alteragdo do modelo de Bithimann-Straub em relagdo ao modelo de

Bithlmann é sobre a varidncia, a qual passa a ser Var(}’y JGJ.): 2%  Desta forma, todas as

w i

especificacdes necessarias para completar o modelo, a saber, as prioris para o0s
hiperparametros sao definidas como na se¢do anterior. Consequentemente, os
procedimentos inferenciais sdo também obtidos através do uso de Gibbs Sampling, onde as

condicionais completas sdo analogas as ja apresentadas para o modelo de Bithlmann.

3.5. Simula¢ao aplicada ao Modelo de Biihimann

Esta se¢do tem por objetivo mostrar as idéias sobre o tamanho da experiéncia
apresentadas na Sec@o 3.2 aplicadas ao Modelo de Biihlmann, através de um exercicio de
simulagdo, ou seja, pretende-se demonstrar que, a medida que aumenta o histérico de
observagdes de cada classe, maior sera a credibilidade dessa classe na obtengdo de
estimativas de credibilidade para a mesma. Todas as simulagdes apresentadas foram

realizadas no software R e a programagao utilizada esta apresentada no Anexo 2.
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Para iniciar foram simulados conjuntos de dados que representassem o modelo de
Bithlmann apresentado na Segdo 3.3 de acordo com os seguintes valores para os
parametros: numero de classe k=5, u =100, 0'3 =25, crf =10. Definiram-se também os
seguintes tamanhos de experiéncia t = 2, 3, 5, 8 e 12 anos. Este processo foi repetido 100
vezes, ou seja, gerou-se 100 conjuntos de dados para cada tamanho de experiéncia t, de

acordo com a seguinte estrutura:

Parametros de risco

Tempo o, o, 0,
1 Yii Y2 5 Yk
) Y2 Yo Yo
t Yu Ye Y

Tabela 3.2 — Estrutura de dados para o modelo de Biithimann

Para cada conjunto de dados simulados obtiveram-se, através do método de Gibbs

Sampling, estimativas para todos os parametros do modelo.

Adotaram-se distribuigdes a priori ndo informativas para todos os pardmetros do

modelo. Assim, os valores definidos para os hiperpardmetros, parimetros das distribui¢oes
a priori, foram os seguintes: x=100, o) =10', a, =0, B, =0, a,=0, B, =0.
Simulou-se uma cadeia de tamanho m=10000 itera¢des, com um periodo de “burn-in” de

b=3000 iteragOes. Para cada cadeia gerada, desconsiderava-se o periodo de burn-in na

obtengdo das estimativas para os parametros do modelo.

Para a demonstragio objetivada neste exemplo, foram observados apenas os valores

estimados de ¢,. Entdo, tomou-se, para cada classe, o quadrado da diferenga entre a
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estimativa obtida e a média da respectiva classe, ou seja: dl =(6’J —)_’J. )1. Também se

tomou o quadrado da diferenga entre a estimativa de cada classe e a média geral de todas as
classes: d2=(0, -7 f. A medida que Z se aproxima de um, maior é o peso da média da
classe j na estimativa ,, ou seja, menor ¢ a diferenga entre a estimativa ¢, e a média da
classe j, representada por FJ Assim, na medida em que o tempo passa e mais informagodes
sdo incorporadas, a estimativa €, tende a ser a prépria média }7J e por conseqiiéncia a
diferenga (19 s }7) ) tende a zero. Consequentemente, a medida que a estimativad, se

aproxima de 171 a mesma se distancia de i Logo, a diferenga (QJ. 7 ) tende a crescer a

medida que o tempo passa e mais informagdes sdo incorporadas.

Resultados

Na Figura 3.1 estdo os graficos Box-Plot para o quadrado da diferenca entre a

estimativa 6, e a média da classe de risco I, representada por Y, e para o quadrado da

diferenca entre a estimativa @, e a média de toda a apolice, representada por Y . Pode-se
perceber através destes graficos que, quanto maior o tamanho da experiéncia da carteira
menor sera a diferenga entre a estimativa 6, e a média da classe um, significando que, com
o correr do tempo, apenas a estimativa individual da classe um pode ser considerada na
obtengdo de estimativas de credibilidade para a mesma. Por outro lado, percebe-se um

aumento da diferenga entre 6, e a média coletiva de todas as classes de risco da apolice.
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CLASSE DE RISCO 1
Media da classe Meédia Geral

E .

1400 xm

1 3 g |

-
28 &

g' : o [ : _:_
— ¢ &
P - LR L T
B q : 5 . i3 :
Elciyes A 1+ 4 =
= f - gﬁm ad b e Comaed
2 ancs J anas Saros 8 anos 12 anes : : : : ;

2 anos Iams 5 aros 8 anos 12 anas

Figura 3.1 — Box-Plot das diferencas (9, - Yl)2 e (6’, = }7)2 , por tamanho de experiéncia

Analogamente, observa-se a mesma situagdo para as demais classes de risco

assumidas neste exercicio, conforme apresentado nas figuras 3.2, 3.3, 3.4 ¢ 3.5.

CLASSE DE RISCO II

Média da classe Média Geral
;. i
© . §'
E_' -
::8:- : gﬂ s 4
gl | 9+ @ 8 -

T e . S O, e
B — 0 e /= —= el 3 ¢ I s

T T L] L i L] T L
2 anos 3 ave S ancs 8 anm 12 aros 2 anes Jamm G arvs O anes 12 anos
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Figura 3.2 — Box-Plot das diferencas (92 = )2 e (6’2 ~F )x , por tamanho de experiéncia

CLASSE DE RISCO III
Media da classe Meédia Geral
B - g s
gl T g :
8- E
R B = § - i |
81 S T
i 3 £
= — = ) =iy — Y —— ) S
2 anes 3 .1:'4:5 -] a:ns a anlws 12 anos 2 a:a: 3 8‘1-05 5 :a:s ] =:us 12 a:o:
Figura 3.3 — Box-Plot das diferencas (03 = 173)2 e (93 -y )z , por tamanho de experiéncia
CLASSE DE RISCO IV
Meédia da classe § Meédia Geral
g > 4 g - )
§ M = : -
3 : 21 5
—_ i . -
71 : T 3 e . : :
; LA 7 g . 4+ 0+
8 ] + . T = : :
gib Eomed P = Y - —
2 aros Iancs Sanos $aror 123 1.:,“ 3;:.“ suln; narlqo; 12 ;u

Figura 3.4 — Box-Plot das diferencas (6'4 - ]74)2 e (94 -7 )2 , por tamanho de experiéncia

40

UFRGS
SISTEMA DE BIBLIOTECAS

|8LI0TECA SETORIAL DE MATEMATICA



CLASSE DE RISCO V

Média da classe

gh
gl
§— .
gl ! ;

+ -
g1 § = -

hlm: ‘Jall'ns 5 anes Qa:nl 12 30

Meédia Geral
8- .
ﬁ B - !
F) L]
g - 3 e
g 1 3 i
8 T 1
= s ol :
= e ||
T T T T T
2303 Jares 53008 8 anes 12 aros

Figura 3.5 — Box-Plot das diferengas (65 =

=\
)2 e (6'5 - Y) , por tamanho de experiéncia
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4. EXEMPLO PRATICO APLICADO EM SEGUROS DE VIDA EM GRUPO

Este capitulo tem como objetivo ilustrar com um exemplo pratico a aplicagido da
Teona da Credibilidade na obtenc¢do de estimativas de credibilidade para uma apolice de
seguro de vida em grupo. Este seguro objetiva garantir uma indenizagao aos beneficiarios

do segurado, caso ocorra a morte do mesmo, independente da causa do 6bito.

Os fundamentos atuariais utilizados como base técnica para o estudo da tarifagdo de
seguros de vida podem ser resumidos nas chamadas Tabuas Biométricas, também
denominadas Tabuas de Mortalidade ou Tabuas de Sobrevivéncia, as quais representam a
experiéncia para a populagio em estudo. A partir de uma determinada tabua de
mortalidade, especifica para cada tipo ou situagdo de calculo, se obtém, por exemplo, o
namero esperado de sinistros para um periodo futuro, periodo este geralmente definido em

um ano.

As normas para adogdo de tabuas biométricas costumam indicar tabuas de
experiéncias internacionais como adequadas, de acordo com a situagdo de calculo.
Atualmente, as Tabuas de Mortalidade admitidas no Brasil para o calculo dos prémios do
Seguro Vida em Grupo, sdo: SGB-71, CSO-58 MALE, CS0O-80 MALE, SCSG-60, GKM-
70 MALE, ALLG-72 MALE E AT-83 MALE, podendo ser utilizadas outras tabuas, desde
que reconhecidas pelo Instituto Brasileiro de Atuaria (IBA).

Definida como "o instrumento destinado a medir as probabilidades de vida e de
morte", uma Tabua Biométrica consiste, na sua forma mais elementar, em uma tabela que
registra, de um grupo micial de pessoas da mesma idade, o nimero daqueles que vao
atingindo as diferentes idades, até a extingdo completa do referido grupo. A Tabua de
Mortalidade possui, na generalidade dos casos, quatro colunas com algarismos, sendo a

primeira relativa as idades (x), a segunda ao nimero de sobreviventes, (I)x, a terceira ao
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numero de mortos (d)x, e a quarta, e ltima, (q)x ao quociente da divisdo de dx por Ix, em

cada linha. Uma ilustragiio de Tabua Biométrica é apresentada na Tabela 4.1.

X I(x) d(x) q(x) |
5 1.000.000 342 0,000342 |
6 999658 318 0,000318
7 999340 302 0,000302
3 999038 294 0,000294 |
9 598745 292 0000292
10 998453 293 0.000293
I1 998160 297 0,000298

Tabela 4.1 — Exemplo de Tabua Biométrica, GAM-83

Neste exemplo de aplicagdo se propde ilustrar uma possivel forma de aplicagio da
Teoria da Credibilidade, a qual consiste em prever o niimero de sinistros de uma carteira
para um periodo futuro, atribuindo-se um conjunto de prioris ndo-informativas (Solugio I)
e um conjunto de prioris informativas (Solugdo II) para os parimetros desconhecidos do
modelo. Em seguida se fard uma comparagéo entre as previsdes de credibilidade obtidas e o
numero esperado de sinistros previsto pela tibua Biométrica AT-83, a qual ¢ utilizada de
forma mais freqiiente na tarifagdo de prémios em diversas seguradoras do Brasil. Os

resultados serdo comparados também com os valores reais observados para periodo cinco.

O objetivo desse exemplo é apenas ilustrar a aplicagdo da técnica da Teoria da
Credibilidade sob um enfoque Bayesiano. N&o ha a preocupagio em discutir as vantagens
ou desvantagens da utilizagio de métodos Bayesianos em relagdo aos métodos Classicos.
Também ndo havera preocupagdo em definir qual o melhor modelo a ser utilizado, entre os
Modelos de Credibilidade. Isso devido ao fato de que, na pratica, a escolha de um ou outro
modelo depende muito da situagdo em que se esta trabalhando e as variaveis que estio

sendo utilizadas na tarifagdo do prémio em questio. Também ndo serd considerada ou
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discutida a aceitabilidade da suposi¢do de normalidade para a variavel que sera modelada,

no caso, numero de sinistros.
4.1.Descricio do banco de dados

Objetivando aplicagdo da Teoria da Credibilidade sob um enfoque Bayesiano,
utilizaram-se dados reais da Seguradora Previdéncia do Sul. Foram utilizadas observagdes
referentes a uma apolice de seguro de vida em grupo, em um periodo de cinco anos. As
apolices foram dividas em cinco classes de acordo com a faixa etiria dos segurados,
denominadas de classes de risco. A obtengdo dessas classes nesse exemplo foi definida de
forma arbitraria, sendo irrelevante o conhecimento das mesmas. Foram utilizados na analise
apenas 0s quatro primeiros periodos para que se possa comparar a previsio para 0 quinto
periodo com o valor real observado, e também com o nimero esperado de sinistros pela

Tabua Biométrica AT-83. As seguintes notagdes serdo utilizadas neste exemplo pratico:

Y;: nimero de sinistros ocorridos na classe de risco j no ano i;

2

- varidncia dentro das classes;

Q

2. varidncia entre as classes;

q

—

Y., previsdo de Y da classe de risco j para o periodo i+ /.

A Tabela 4.2 e a Tabela 4.3 apresentam o numero de segurados e de sinistros

ocorridos para a apolice estudada:

Classes de Risco
Ano I | m | m | v | V Total
1 4272 5.403 5.132 3.398 845 19.050
2 4.098 5289 4964 3.217 781 18.349
3 3.902 5.143 4.779 3.034 699 17.557
4 3.731 4917 4557 2819 620 16.644
Total 16.003 20.752 19.432 12468 2945 | 71.600

Tabela 4.2 - Numero de segurados, por classe de risco e periodo



Classes de Risco
Ano I 11 111 IV A\’ Total
1 21 63 85 120 55 344
2 22 59 95 95 49 320
3 20 61 90 88 51 310
4 29 60 78 130 46 343
Total 92 243 348 433 201 1.317

Tabela 4.3 - Numero de sinistros, por classe de risco e periodo

4.2.Procedimentos utilizados para anilise

Como se pode observar nas tabelas anteriores, existe diferentes niveis de exposigdo
ao risco em cada classe e em cada periodo, ou seja, o nimero de segurados ndo é 0 mesmo
em todas as classes e também ndo se mantém constante ao passar do tempo. Dessa forma,
se utilizou o modelo de Bithmann-Straub, apresentado na Se¢do 3.4, o qual define pesos
para os diferentes niveis de exposicdo, solucionando o problema de exposigdes diversas em

cada classe.

As solugdes foram obtidas através do método Gibbs Sampling, com simulagdo de
cadeias com 10.000 iteragdes, com um periodo de burn-in de 3.000 iteragdes. Neste
exemplo, a andlise de convergéncia foi feita apenas através de inspecdo visual, através dos
graficos das trajetorias das cadeias. No entanto, existem técnicas mais formais de anélise de
convergéncia em simulagdes pelo Método de Gibbs. Uma leitura mais completa sobre esse

assunto pode ser encontrada em Gilks et al (1997).

O programa utilizado neste exemplo foi o software WINBUGS. Este software ¢

gratuito e pode ser obtido em: www.mrc-bsu.cam.ac.uk/bugs. A programagao utilizada esta

apresentada no Anexo 3.
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4.3. Analises e resultados

Solugio I:

A solugdo proposta neste exemplo de aplicagdo, com o objetivo principal de prever

o nimero de sinistros para o quinto ano da série, sera de acordo com os seguintes passos:

Passo 1: defini¢gdo de um conjunto de prioris ndo informativas para u, o, e o’.

Naturalmente, se utilizou de prioris conjugadas para 0 modelo normal, entdo:

H~ Norma!(O,l.OE‘f')
1/62 ~Gamma(l.0E1.0E)

1/62 ~Gamma(l.0E1.0E )

Passo 2: obter via amostrador de Gibbs a distribuigdo a posteriori e preditiva a posteriori

para os parametros desconhecidos do modelo, de onde se obtém as estimativas de interesse.

Resultados solucio I:

A Figura 4.1 apresenta as trajetérias dos valores simulados para u, 6, e Y,

desconsiderando-se o periodo de “burn-in”. Graficos similares foram observados para todos

os demais parametros do modelo, no entanto foram omitidos, apresentando-se apenas os

graficos para u, 6, e }3; Analisando estas trajetorias podemos considerar que parece haver

convergéncia na simulagdo.
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Figura 4.1 — Grifico das trajetérias da simulaciode x, 6, ¢ Y, , solugiio 1

Os graficos de densidade de Kernel apresentam estimativas ndo paramétricas das

distribui¢des a posteriori. Estes graficos podem ser observados na Figura 4.2, novamente
para u, 6, e ¥,. Estas estimativas, obtidas pelo método de Kernel, representam o niicleo

das respectivas distribuigdes a posteriori. Analisando os graficos, pode-se perceber certa
simetria nas distribui¢des a posteriori dos pardmetros. Com isso, a média a posteriori dos

parametros € uma boa estimativa para 0s mesmos.
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Figura 4.2 — Grifico dos nucleos das densidades a posteriori de 4, 6, e f’: , solugiio 1

A Tabela 4.4 apresenta os resultados descritivos a posteriori para os parametros do

modelo. Os resultados de ¥ serdo utilizados para prever o nimero de sinistros de cada

classe de risco para periodo cinco. Esta previsdo, obtida a partir de simulagdo pelo Método

Gibbs Sampling, ¢ comparada com o valor real observado e com o valor esperado pela
Tabua Biométrica AT-83.

Parimetros média Desv.Pad. 2.5% 97.5%  mediana
u 65830 19,800 26,980 105000 65970
o; 0,0001 0,0007  0,0001 0,0002  0,0008
o; 02334 00865 00977  0,4328 0,222
o, 23,900 4,776 14,800 33600 23650
0, 61,000 4,133 52,800 69,100 60,870
0; 87,000 4,259 78,300 91,200 86,710
o, 107,000 5,437 95800 117,500 107,000
O; 52,000 10,380 31,400 72,600 52,000
Y, 23,900 5,266 13,700 34500 23,700
A 61,000 4,676 51,500 70,300 61,000
Yy 87,000 4,831 77,200 96,400 87,000
A 107,000 5,831 95,000 118,200 107,000
r. 52,000 10,580 30,900 73200 52,100

Tabela 4.4 — Resultados a posteriori para os parimetros do modelo, solugiio I
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A Tabela 4.5 apresenta uma quadro comparativo entre a solu¢do apontada acima
com a estimativa obtida pela Tabua Biométrica AT-83 e o valor real observado para o

periodo cinco.

Classe Observado AT-83 Solugio I
I 220 14,0 23,9
1| 58,0 19,0 61,0
I 86.0 350 87.0
v 1060 840 1070
\% 510 41,0 520

Total 3230 1930 3309

Tabela 4.5 — Comparativo entre valores preditos, observados e esperados pela TAbua
AT-83 parao Ano §

Os resultados apresentados na Tabela 4.5 mostram que a Tabua Biométrica AT-83
fornece valores subestimados para o nimero de sinistros do ano 5, em todas as classes de
risco. Por conseqiiéncia, a previsdo para o namero total de sinistros também € subestimada.
Enquanto espera-se, pela tabua, um niimero total de 193 sinistros para o ano 5, o observado

para este periodo foi de 323 sinistros.

Por outro lado, as estimativas de credibilidade, obtidas utilizando-se prioris nio
informativas no modelo de Bithlmann-Straub apresentaram estimativas mais coerentes com
o valor observado para o nimero de sinistros do ano 5. Na Figura 4.3 pode-se observar que
os valores observados estdo todos dentro do intervalo de credibilidade e muito proximas do

valor previsto pontualmente para o namero de sinistros do ano 5.
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Figura 4.3 — Grafico comparativo entre estimativas de credibilidade e valores
observados

Solugido II:

Apenas com fins ilustrativos, se propde uma segunda solugdo utilizando o mesmo
modelo utilizado na solugdo I, apenas alterando os valores fixados para as prioris de modo a
torna-los mais informativos. Portanto, essa solugdo consiste em prever o numero de
sinistros de cada classe para o periodo cinco, combinando o niimero de sinistros esperados
a partir de uma Tabua Biométrica com a experiéncia observada dessa carteira. As
informagdes fornecidas pela Tabua Biométrica serdo incorporadas no modelo através da
atribuigdo de uma priori informativa para x. Para os parimetros o, e o.as prioris

seguirdo ndo informativas. Assim, a Solugdo 2 se deu a partir dos seguintes passos:
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Passo 1: defini¢gdo de um conjunto de prioris ndo informativas para u, o, e o

P

Naturalmente, se utilizou de prioris conjugadas para o modelo normal, entdo:

1 ~ Normal(39,10)
/o] ~ Gamma(] OE31.0E™? )
1/6? ~ Gammall.0E 1.0E)

Passo 2: obter via amostrador de Gibbs a distribuigdo a posteriori e preditiva a posteriori

para os parametros desconhecidos do modelo, de onde se obtém as estimativas de interesse.

Os valores fixados para a hiperpriori de x tém por objetivo incorporar a informagao

ndo proveniente dos dados observados no modelo. O valor 39 representa a média de &, de

acordo com a Tabua biométrica AT-83. Ja o valor 10 representa a precisio da distribui¢do

de 4. Note que, para a magnitude dos dados, este valor pode ser considerado pequeno. A

medida que se queira dar mais ponderagdo a informagao a prior1 de x# maior deve ser a
precisdo atribuida. Neste exemplo, ndo se dard importancia a questdo de como essa precisio
deve ser atribuida e tdo pouco do quanto a precisdo atribuida a distribui¢@o ira influenciar
as estimativas obtidas. No entanto, faz-se necessario destacar que em uma aplicagdo
pratica, onde se queiram incorporar informagdes alheias aos dados no modelo para obter
uma estimativa de Credibilidade, a influéncia dessas informagdes incorporadas através do
hiperparimetro nas estimativas de credibilidade vai depender do quanto se acredita que

essas informagdes sejam precisas.
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Resultados

solucgdo II:

A Figura 4.4 apresenta as trajetorias dos valores simulados para u, 6, e ¥,

enquanto na Figura 4.5 se visualiza os graficos de densidade de Kernel destes parametros.

As interpretagdes sdo analogas a solugdo 1.
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Figura 4.4 — Grifico das trajetorias da simulacio de u, 6, ¢ )7; , solu¢do I1
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Figura 4.5 — Grifico dos niicleos das densidades a posterioride 1, 0, e f’; , solugdio 11

A Tabela 4.6 apresenta os resultados descritivos a posteriori para os parametros do

modelo. Novamente os resultados de Y serdo utilizados para prever o niimero de sinistros

de cada classe de risco para periodo cinco. Esta previsdo, obtida a partir de simulagdo pelo

Método Gibbs Sampling, é comparada com o valor real observado, com o valor esperado

pela Tabua Biométrica AT-83, e com a Solugdo 1.

Parimetros media D.P. 2.5% 97.5%  mediana
7 39,10 0,310 38400 39,700 39,000
o} 00011 00008 00001 00010  0,0008
o, 02336 00866 00974 04332  0,2230
6 24,100 4,696 15,000 32,500 24,000
0, 58,800 4,151 53,300 68,800 59,100
o, 82700 4279 78900 95000 82300
o, 103,100 5453 95700 117,400 102,900
o; 47,700 10430 29000 70,000 48,000
4 24100 5,192 13,000 33,300 24,000
X 58800 4690 50,900 70,000 58500
Y. 82,700 4,851 75900 97,000 83,000
Y, 103,100 5844 95000 118,000 103,500
2 47700 10,610 29000 70,700 47,900

Tabela 4.6 — Resultados a posteriori para os parametros do modelo, solugio I1
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Na Tabela 4.7, se apresenta uma quadro comparativo entre as duas solugdes
apontadas acima, através da aplicagdo da Teoria da Credibilidade sob enfoque Bayesiano,
com a estimativa obtida pela Tabua Biométrica AT-83 e o valor real observado para o

periodo cinco.

Pode-se constatar que, apesar dos resultados apontados pela solugdo II estarem
muito proximas do valor observado para o nimero de sinistros do periodo cinco, a previsio
para o nimero total de sinistros para este periodo agora € subestimada em relagido ao valor
observado. Enquanto a previsdo aponta para um total de 316,4 sinistros no periodo, o

niimero observado foi de 323.

Classe Observado AT-83 Solugiio 1 Solugiio IT
I 22,0 14,0 239 24,1
1 58,0 19,0 61,0 58.8
11 86,0 350 870 83,7
v 106,0 84,0 107,0 103,1
A% 51,0 41,0 52,0 47,7
Total 3230 1930 3309 3164

Tabela 4.7 — Comparativo entre valores preditos, observados e esperados pela Tabua
AT-83 para o Ano 5

A subestimagdo apontada na previsdo para o nimero total de sinistros obtida pela
solugdo 2 pode ser entendida como o efeito da incorporagido de informagdes a priori no
modelo, através dos valores fixados para a hiperpriori de . Essa informagdo a priori
incorporada ao modelo tinha como previsio um nimero total de 193 sinistros para o
periodo 5. Assim sendo, € natural que ao conjugar essa informagdo com os dados
observados na amostra, a previsao tenda a diminuir. Essa diminui¢do ira depender, como ja
mencionado, da precisdo atribuida a distribuigdo de . Quanto maior for essa precisio,
mais proximo de 193 devera ser a previsdo para o periodo 5. No entanto, essa discussdo ndo

sera abordada neste trabalho, ficando como sugestéio para trabalhos futuros.
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De uma maneira geral, este exemplo ilustrativo de aplicagdo pratica da Teoria da
Credibilidade, sob um enfoque Bayesiano, procurou demonstrar a aplicabilidade da Técnica
em dados reais de uma apolice. Observou-se sua eficacia na obten¢do de previsdes
utilizando-se apenas dos dados observados, ou seja, com utilizagio de prioris ndo-
informativas no modelo, assim como também a praticidade em incorporar informagdes
subjetivas, ou alheias aos dados, a partir da atribui¢do de prioris informativas para os
parametros desconhecidos do modelo. Esse ¢, sem davida, o principal ganho na utilizagdo

de métodos Bayesianos na Teoria da Credibilidade.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo deste trabalho foi, além de apresentar os principais fundamentos da
Teoria da Credibilidade sob um enfoque Bayesiano, ilustrar a partir de um exemplo pratico
a aplicagdo da técnica em uma apolice de seguro de vida em grupo, através da

implementagao de métodos Bayesianos na Teora da Credibilidade.

Os conceitos Bayesianos foram apresentados e aplicados aos modelos de
Credibilidade de Bihlmann e Bihlmann-Straub. A partir dessa aplicagio podem-se
destacar alguns aspectos interessantes sobre a utiliza¢do dos métodos Bayesianos na Teoria
da Credibilidade. Um destes aspectos se refere aos resultados obtidos da Inferéncia
Bayesiana. As estimativas dos pardmetros desconhecidos do modelo sdo obtidas
diretamente de uma distribuigdo de probabilidade, distribui¢do a posteriori, trazendo uma
maior facilidade na interpretagdo dessas estimativas. Além disso, com uso de Gibbs
Sampling e outras técnicas MCMC, o ajuste de modelos de Credibilidade mais complexos,
quando, por exemplo, o nimero de parametros desconhecidos do modelo € muito grande,
fica facilitado. Somando-se a isso, os métodos MCMC permitem a realizagdo de inferéncias
exatas para qualquer tamanho de amostra sem restri¢gdes dos calculos assintoticos. E por
ultimo, ainda, a utilizagdo de métodos Bayesianos permite a incorporagio de informagdes a

priori que se tenha sobre os parametros do modelo.

Mais especificamente sobre o exemplo de aplicagio, deve-se reforgar a idéia de que
0 mesmo teve um intuito apenas ilustrativo, com o objetivo de demonstrar como a técnica,
com implementa¢do de métodos Bayesianos, pode ser utilizada em uma das principais
tarefas da area de tarifagdo de seguros: a previsdo. Assim, ndo houve preocupagio em
provar a eficacia desses métodos e nem compara-los com outros métodos existentes na

literatura.

Dessa forma, no exemplo pratico deste trabalho ndo foi considerado, por exemplo, o

fato de que a suposigdo de normalidade para a variavel utilizada na aplica¢do, namero de
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sinistros ocorridos em uma classe de risco, pode nao ser a mais indicada. Isso porque as
observagdes dessa variavel sdo ndo-negativas, enquanto a distribuigdo normal pode assumir
valores negativos. Além disso, pode haver também casos em que uma grande quantidade de
classes ndo possua registros de sinistro em um determinado periodo, assumindo valor zero
nestes periodos. Isso acaba definindo o ponto zero como um ponto que possui densidade
diferente de zero. Assim sendo, seria natural se pensar em uma distribuigdo discreta,

Poisson, por exemplo, para a variavel namero de sinistros de cada classe.

Como sugestdo para estudos futuros, além de desenvolver extensdes dos modelos
para variaveis sem suposi¢do de normalidade, seria interessante a abordagem da questio de
como a precisdao das informagdes a priori sobre os parimetros deve ser atribuida e o quanto

essa precisdo atribuida as informagdes ira influenciar as estimativas obtidas.

Assim, este trabalho pode ser utilizado como uma fonte basica para consulta sobre a
utilizagio de métodos Bayesianos aplicados a Teoria da Credibilidade, uma vez que foram
apresentados os principais conceitos Bayesianos aplicados a esta Teoria, com utilizagdo de

um exemplo pratico para ilustrar a implementagio de métodos de estimagdo Bayesianos na
Teoria da Credibilidade.
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Anexo 1 - Defini¢ées basicas de Cadeias de Markov

Uma cadeia de Markov ¢ um caso especial de um processo estocastico e € definida

como uma sucessdo de variaveis aleatorias X, X,,..., X, ,..., tal que a distribuigdo de X

ntl

dado X, éindependentede X, ,,X, ,,..., ouseja:
PIX, =il e X =PI X =10 X 5 )

Estamos a supor que X, designa o estado do sistema no periodo n e que em cada

periodo n, X, pode assumir N estados possiveis, X, € {1,2,..., N }

A cadeia de Markov diz-se homogénea se P[X . =il X n_,] ndo depende do periodo

n, ou seja, suas probabilidades de transi¢do de um estado para outro sdo invariantes.

Uma cadeia de Markov homogénea fica definida pelas probabilidades de transi¢ao

condensadas na chamada matriz de transigdo (matriz quadrada):

P= va 1.1'?1-3----"”
ijj = i)(Xm'l . ij" = ,)

Além disso, uma cadeia de Markov diz-se irredutivel se para qualquer par (i, j)
existe uma probabilidade positiva de um processo que esta no estado 7 atingir o estado j em
algum periodo a frente, ou seja, R}”BO, para algum n. Isso equivale a dizer que cada estado

da cadeia pode ser atingido a partir de qualquer outro estado em um numero finito de

iteragoes.
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P = P(x

t4n

=Jj/ X, =f)

Para uma cadeia de Markov irredutivel pode-se definir 7, j =1,2,., N, - propor¢do

de periodos em que o processo se encontra no estado j no longo prazo, ou seja,

quando 7 — o - como a distribui¢io estacionaria da cadeia de Markov.

Pode-se demonstrar que 7 jod =12, ,N existem e que sdo solugdes unicas para o

seguinte sistema de equagdes:

N

N
Xy =Z7T:P,;,J' =12,..,N ,onde zfﬁ- =7,
=l =

No entanto, a existéncia de uma distribui¢do estacionaria da Cadeia de Markov nio
é o suficiente para o propésito do Método MCMC. E necessario que as interagdes da cadeia
convirjam para a distribuigdo estacionaria, pois se quer usar uma cadeia de Markov que, no

limite, tenha a distribuigdo (distribuigdo estacionaria) que se pretende simular.

Demonstra-se que se pode obter essa convergéncia se for considerada uma cadeia de

Markov aperiddica.

Uma Cadeia de Markov irredutivel diz-se aperiédica se ndo possuir estados

absorventes, ou seja, se para algum » > Oe para algum j, o seguinte ocorre:

P{X, =jlX,=j}>0e

PiX, . =jlX,=j}>0

n+l

Se uma cadeia de Markov ¢é irredutivel e aperiddica, entdo se tém a seguinte relagao

entre a probabilidade de transi¢@o a n passos P,}") e a distribuicdo estacionaria 7
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limP{X, = j}==,,j=1,2,..,N.

N—pan
Assim, conclui-se que, independentemente do seu estado inicial, na medida em que
n — oo a cadeia tende a depender cada vez menos deste estado inicial e que, além disso, a

distribuigdo de probabilidade que fornece as probabilidades com que a cadeia se move de

seu estado inicial i, P,‘"), e visita qualquer outro estado do espaco de estados, em n passos,

ira convergir para a distribui¢ao estacionaria 7 .

Entdo, se o objetivo é gerar um vetor de variaveis aleatorias com distribuigdo de
probabilidade 7 e dimensdo k, pode-se utilizar uma Cadeia de Markov irredutivel e
aperiddica com distribuigio estacionaria 7. Assim sendo, inicia-se a Cadeia de Markov em
qualquer ponto inicial e deixa-se a cadeia percorrer um niimero suficiente de periodos. As
ultimas K simulagdes constituem o vetor pretendido, pois a medida que » aumenta os

pontos X, gerados a partir da matnz de transi¢do definida em (*) irdo cada vez mais se

parecer com amostras de 7.
Assim sendo, se faz necessario definir a matriz de transi¢do a ser utilizada para que

a distribuigdo estacionaria 7 seja a distribuigdo de interesse. Com esse objetivo muitas

técnicas foram desenvolvidas a partir do algoritmo de Metropolis-Hastings.
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Anexo 2 — Programacio em R para exemplo de simulagio

contador=100 # numero de repetigoes

q=c(rep(0,contador))

matriz.diferenga <- matrix(c(rep(0,(contador*5))), contador, 5)
matriz.diferenga2 <- matrix(c(rep(0,(contador*5))), contador, 5)

for (c in 1:contador)

{

n= 2 #periodos observados em anos
k= 5 #namero de classes da carteira

#parametros da simulagio
sigma2=25

tau=10

mi= 100

media=c(0,0,0,0,0)
theta=¢(0,0,0,0,0)
erro=c(0,0,0,0,0)

x=matrix(c(rep(0,(n*k))), n, k)
erro2=matrix(c(rep(0,(n*k))), n, k)
x2=matrix(c(rep(0,(n*k))), n, k)

for(j in 1:k)

{
erro[j]J= morm(1,0,tau)
theta[j]= mi + erro[j]

}
for (s in 1:n)
{
for j in 1:k)
{
erro2[s,j]= morm(1,0,sigma2)
xX[s,j]= theta[j] + erro2[s,j]
}
}

J <- n # Numero de anos
y <-x



ybarra <- ¢(rep(0,k))
for (1 in 1:k) {ybarra[i] <- mean(y[,i])}

# Parametros das prioris
mi0 <- 0

sigma20 <- 100000

al <- 0.000001

bl <- 0.000002

a2 <- 0.000001

b2 <- 0.000002

# Gibbs-sampling

m <- 10000 # Tamanho da cadeia

burn <- 3000

teta.sim <- matrix(rep(0, k*m), nrow=m, ncol=k)
sigma2e.sim <- rep(0, m)

sigma2teta.sim <- rep(0, m)

miteta.sim <- rep(0, m)

xtil <- matrix(rep(0, k*m), nrow=m, ncol=k)
sumsq <- matrix(rep(0, k*m), nrow=m, ncol=k)

#Valores Iniciais
teta.sim[1,1] <-0
teta.sim[1,2] <-0
teta.sim[1,3] <-0
teta.sim[1,4] <-0
teta.sim[1,5] <-0
miteta.sim[1] <- 5
sigma2e.sim[1] <- 0.1
sigma2teta.sim[1] <- 0.1

for (11n 1:(m-1)) {

miteta.sim[i+1] <- rnorm(1, (sigmaZ2teta.sim[i]*mi0 + sigma20*sum(teta.sim[i,]))/
(sigma2teta.sim[i]+k*sigma20), sqrt(sigma2teta.sim[i]*
sigma20/(sigma2teta.sim[i]+k*sigma20)))

sigma2teta.sim[i+1] <- 1/(rgamma(1, shape = (al+0.5%k),

rate=(bl + 0.5*sum((teta.sim[i,]-miteta.sim[i+1])"2))))
for(j in 1:k) {
teta.sim[i+1,j] <- rnorm(1,(J*sigmaZ2teta.sim[i+]1 [*ybarra[j]/
(J*sigmaZ2teta.sim[i+1 J+sigma2e.sim[i])+sigma2e.sim[i]*miteta.sim[1+1]/
(J*sigma2teta.sim[1+1 J+sigma2e.sim[i])), sqrt(sigma2teta.sim[i+1]*sigma2e.sim[1]/
(J*sigmaZ2teta.sim[i+1 ]+sigma2e.sim[i])))}

63



for(j in 1:k) xtil[i+1,j] <- morm(1 teta.sim[i+1,j],sqrt(sigmaZ2teta.sim[i+1]))
for (p in 1:k) {sumsq[i+1,p] <- sum((y[,p]-teta.sim[i+1,p])"2) }
sigma2e.sim[i+1] <- 1/(rgamma(1, shape = (a2+0.5%k*]),

rate=(b2 + 0.5*sum(sumsq[i+1,]))))}

miteta <- miteta.sim[(bum+1):m]

mean(miteta)

ybarrab<- mean(ybarra)

vybarrab <- ¢(rep(ybarrab,5))
vteta.sim <- ¢(rep(0,k))

for (i in 1:k) {vteta sim[i] <- mean(teta.sim[,i])}
diferenga <- (ybarra - vteta.sim)"2
diferenga2 <- (vybarrab - vteta.sim)"2
matriz.diferenga[c,] <- diferenga
matriz.diferenga2[c,] <- diferenga2

}

anos2a<-matriz.diferenga
anos2b<-matriz.diferenga2

anos3a<-matriz.diferenga
anos3b<-matriz.diferenga2

anosSa<-matriz.diferenca
anosSb<-matriz.diferenga2

anos8a<-matriz.diferenga
anos8b<-matriz.diferenga2

anosl 2a<-matriz.diferenga
anosl 2b<-matriz.diferenga2

boxplot(anos2a[,1],anos3a[,1],anos5a[,1],anos8a[,1],anos12a[,1],names=c("2 anos","3

anos","5 anos","8 anos","12 anos"))
title(main="Boxplot da diferen¢a média entre Theta[1] e média(Y1)")

boxplot(anos2a[,2],anos3a[,2],anos5a[,2],anos8a[,2],anos12a[,2],names=c("2 anos","3

anos","5 anos","8 anos","12 anos"))
title(main="Boxplot da diferengca média entre Theta[2] e média(Y2)")

boxplot(anos2a[,3],anos3a[,3],anos5a[,3],anos8a[,3],anos12a[,3],names=c("2 anos","3

anos","5 anos","8 anos","12 anos"))
title(main="Boxplot da diferenga média entre Theta[3] e média(Y3)")



boxplot(anos2a[,4],anos3a[,4],anos5a[,4],anos8a[,4],anos12a[,4],names=c("2 anos","3
anos","5S anos","8 anos","12 anos"))

title(main="Boxplot da diferenga média entre Theta[4] e média(Y4)")

boxplot(anos2a[,5],anos3a[,5],anos5a[,5],anos8a[,5],anos12a[,5],names=c("2 anos","3
anos","S anos","8 anos","12 anos"))
title(main="Boxplot da diferen¢a média entre Theta[5] e média(Y5)")
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Anexo 3 — Programacio em winbugs para exemplo pritico

model;

const
N=5,
T=4,

Data in “ sinistros.dat”;

model

{
mi ~ dnorm(39,10)
sigmae ~ dgamma(0.01,0.01)
sigmat ~ dgamma(0.01,0.01)

for(iin 1:N)
{ theta[i] ~ dnorm(mi,sigmae);
for(jin 1:T)
: sigcfj,i] <- sigmat*PYj,i;
}Y[j,i] ~ dnorm(thetal[i], sigclj,i)
} ytilli] ~dnorm(thetali], sigmat)
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