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1. INTRODUCAO

A inferéncia estatistica busca tirar conclusdes a respeito de um certo fendomeno
em estudo com base nos resultados observados em amostras ou realizagdes deste
fenomeno. A inferéncia estatistica fornece-nos subsidios para podermos estimar certas
caracteristicas do fendmeno conhecendo a precisdo ¢ a confianga dos resultados obtidos.

O conhecimento do comportamento do fendmeno em estudo ¢ de grande ajuda
para a escolha dos estimadores e para chegarmos a resultados precisos. Quando
conhecemos este comportamento, podemos estudar a variabilidade de um estimador
para algum pardmetro envolvido e, consequentemente, obtermos uma quantificagdo do
erro que se comete ao utiliza-lo no processo de estimagao.

Através do Calculo de Probabilidades. conhecemos diversos modelos de
distribui¢des tedricas que dependem de alguns pardmetros que as caracterizam
totalmente. Uma vez que a distribui¢do teorica do fendmeno em estudo ¢ conhecida e
realizamos um experimento, podemos estimar seus parametros a fim de buscar esta
caracterizacgdo.

A tentativa de descrevermos o fendmeno em estudo através de um certo modelo
probabilistico nem sempre € uma tarefa facil, sendo muitas vezes necessaria a utilizagio
de métodos empiricos. Quando se possui pouco ou nenhum conhecimento sobre o
fenémeno, pode ser um pouco audacioso demais fazer alirmagdes do tipo: o fendmeno
segue uma distribui¢do Poisson. Este problema € também conhecido como problema de
especificagdo (Costa Neto, 1977). Técnicas consagradas da inferéncia estatistica, como
os métodos de maxima verossimilhanga e a abordagem bayesiana. estdo fundamentadas
no conhecimento da forma da distribuigdo de probabilidade do fenomeno em questio.

A Geoestatistica, cujas fundamentagdes teoricas estdo baseadas na Teoria das
Variaveis Regionalizadas (Matheron', 1963-1971 apud Cressie, 1991), tem se utilizado
das técnicas estatisticas de estimag@o para estudos onde o fendmeno em questdo se
distribui espacialmente. Este ramo da ciéncia possui suas raizes nos cstudos de
minerag¢do e € atualmente aplicada com frequéncia por gedlogos. bidlogos. engenheiros,

matematicos e estatisticos (Cressie, 1991).

' Matheron, G. Principles of geostatistics. lsconomic Geology, 58 (8): 1246-12606, Dec 1963 ¢
Matheron, G. The theory of regionalized variables and its applications. Paris, Les Cahiers du Centre de
Morphologie Mathematique de Fontainebleu, 1971 21 1p
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Resumidamente, a Geoestatistica se caracteriza por analises de um processo

estocdstico continuo d-dimensional S(x), que se distribui dentro de uma regifo D, onde
{S(x):xe Dye De NY. Nos estudos de Geoestatistica, objetiva-se fazer predigdes dos

valores de S(x), para um dado local x ndo observado, com base nos valores observados
nos locais vizinhos. A partir disto, pode-se distinguir dois grandes enfoques para a
realizagdo de predigdes em Geoestatistica: métodos baseados em Interpolagies e
métodos baseados em Modelos de estrutura de covariancia espacial.

Os métodos baseados em interpolagdes, tais como a Triangulagdo, Inverso da
distdncia e Kernel, se preocupam apenas com os efeitos de variagdo de primeira ordem,
ou seja, em como varia a média ou valor esperado do fendmeno ao longo da regido em
estudo. Tais métodos ndo levam em considerac¢do os efeitos de segunda orde‘m: ou sgja,
ndo exploram a dependéncia espacial dos desvios em relagdo a média. Ao invés disso,
simplesmente se baseiam na realizagdo de médias simples ou ponderadas, estas em geral
ponderadas pela distdncia, dos locais observados proximos ao local que se deseja
realizar a predigdo (Bailey & Gatrell, 1995). Estes métodos ndo levam em consideragio
nenhum modelo probabilistico ¢, portanto, produzem estimativas sem quantificar o erro
envolvido. S@o procedimentos empiricos que necessitam de amostras bem
representativas a fim de possuirem alguma validade cientifica. Métodos baseados neste
enfoque ndo serdo apresentados nesta monografia.

Por outro lado, a abordagem baseada em modelos de estrutura de covaridncia
espacial supde modelos estocdsticos ¢ se baseia na estimagdo dos parametros deste
modelo. Num segundo momento, predi¢gdes sdo realizadas segundo este modelo, cujos
pardmetros foram estimados através de uma amostra. As técnicas de Krigeagem sfo
normalmente utilizadas nesta fase de predigdo do fendmeno. Consideragdes referentes a
esta discussdo sobre abordagens estatisticas baseadas em modelos e baseadas em
métodos empiricos podem ser encontradas em Hansen® et al.(1983), apud Cressie (1991).

Dentro do enfoque baseado em modelos de estrutura de covaridncia espacial, a
analise estatistica costuma se desenvolver baseada no pressuposto da existéncia de uma
dependéncia, ou correlagio espacial, que um determinado ponto da regido /) possui com

0s pontos proximos a ¢le. Esta dependéncia espacial € geralmente estimada com base

* Hansen, M_H.. W_G. Madow, and B_ J. Tepping. 1983. An evaluation of model-dependent and
probability sampling inferences in sample surveys Jowrnal of the American Statistical Association
78776760



nos valores de S(x;), onde / = 1, 2, ..., n, correspondem aos n locais observados na
amostra.

Entretanto, a historia mostra que o desenvolvimento das técnicas de
Geoestatistica ocorreu de duas formas paralelas e independentes, apesar de equivalentes.
De um lado a abordagem desenvolvida por Matheron e seus colegas pesquisadores; de
outro, os estudos de Matérn, Whittle, Bartlett.e outros pesquisadores, dentro de um
contexto referente a Estatistica Espacial (Diggle & Ribeiro, 2000). Posteriormente Brian
Ripley® (1981), apud Diggle & Ribeiro (2000) fez uma conexio explicita entre as duas
abordagens. Mais tarde, Cressie (1991) definiu a Geoestatistica como um dos trés
principais ramos da Estatistica Espacial.

Atualmente, as técnicas de estimagdo e predigdo em Geoestatistica ainda
costumam ser utilizadas segundo o contexto da mineragdo, desenvolvido i;licialmeme
por Matheron. Entre outros aspectos, esta abordagem nio faz mengao quanto a forma da
distribui¢@o de S(x), baseando-se somente na caracterizagdo do fenémeno através de um
modelo tedrico de dependéncia espacial entre os locais da regido D. Esta falta de
especificagao do modelo S(x) faz com que o uso de técnicas consagradas de inferéncia
estatistica, como os métodos de maxima verossimilhanga ¢ a abordagem bayesiana,
tenham pouco ou nenhum uso. (Diggle & Ribeiro,2000).

Diggle et.al. (1998) utilizaram a expressao Geoestatistica baseada em modelos
para descrever uma abordagem para problemas geoestatisticos baseada na aplicagido de
métodos estatisticos sob a suposi¢do de modelos estocasticos explicitos. Posteriormente,
Diggle & Ribeiro (2000) utilizaram esta abordagem para descrever as técnicas de
estimag@o e predigdo normalmente utilizadas em Geoestatistica, através da suposig¢do de
um modelo estatistico predeterminado.

Nesta monografia, apresentaremos os principais topicos de Geoestatistica sob a
visdo estatistica baseada em modelos predefinidos de uma forma simples ¢ clara,
objetivando divulgar este enfoque para estudantes e pesquisadores em geral, que
buscam iniciar estudos nesta areca. Um segundo objetivo sera mostrar algumas
desvantagens, raramente declaradas, que ocorrem quando se utilizam os métodos
tradicionais de estimagdo da estrutura de covariancia espacial, geralmente baseados em
Ajuste de Curvas, que ndo fazem mengdes quanto a forma da distribuigdo de S(x). Para
1sto. sera necessario assumir um modelo probabilistico para o processo estocastico S(x).

i Ripley, B.D (1981) Spatial Statistics. New York: Wiley



O modelo que sera utilizado supde que a distribui¢do de S(x) € Gaussiana Multivariada,
com a vantagem de ser de facil tratamento, além de ndo se constituir em uma suposi¢io
muito forte para uma boa parte de estudos em Geoestatistica. Outro importante motivo
para a utilizagdo da distribuigdo Gaussiana para S(x) esta no fato de que as principais
técnicas em Geoestatistica atualmente utilizadas estao, implicitamente, assumindo esta
SUposi¢ao.

Esta monografia terd como base a publicagio Model Based Geostatistics
(Diggle & Ribeiro, 2000). Esta obra contém as principais idéias e conceitos utilizados
no desenvolvimento desta monografia. Para a andlise e comparagdo entre o0s
procedimentos apresentados, foram gerados dados através de simulagdes e também
utilizaram-se dados fornecidos pelo projeto MAPEM. Apesar disto, ¢ importante
salientar que o objetivo maior nesta monografia ndo ¢ realizar um estudo (ie caso nas
variaveis utilizadas, mas a andlise e comparagdo das técnicas geoestatisticas quando
aplicadas a diferentes tipos de dados. Maiores esclarecimentos sobre o projeto MAPEM
sdo apresentados em anexo.

A monografia esta dividida de forma a contemplar os principais procedimentos
realizados para a estimagdo e predicdo em Geoestatistica.

No Capitulo 2 apresentaremos uma visdo geral da Geoestatistica, partindo de
suas origens, com a fundamentagdo da Teoria das Variaveis Regionalizadas, passando
pela descrigdo do modelo geoestatistico at¢ apresentarmos maneiras de realizar
predigdes através do erro quadratico médio.

O Capitulo 3 é reservado para o estudo da estrutura de covaridncia espacial de
modelos geoestatisticos. Apresentaremos as definigdes e relagdes de variograma,
covariograma e correlograma, bem como as principais fungdes de correlagdo espacial.

No Capitulo 4 apresentaremos maneiras de realizar a escolha de um modelo
adequado para a estrutura de covariancia espacial, bem como maneiras de estimar os
pardmetros envolvidos no modelo escolhido. Apresentaremos também algumas técnicas
exploratorias a fim de verificar se as suposi¢des envolvidas no modelo geoestatistico
estdo satisfeitas. Por fim, realizaremos a estimagdo da estrutura de covaridancia espacial
para processos simulados e para os dados do projeto MAPEM. Este processo sera feito
de forma comparativa entre os métodos de estimagao baseados no critério da maxima
verossimilhanga e bascados no critério de minimos quadrados.

No Capitulo 5 apresentaremos a ligagdo entre o processo de estimagdo da

estrutura de covaridncia espacial e o processo de predigdo espacial. Através das



simulagdes e dos dados fornecidos pelo projeto MAPEM, realizaremos a predigdo
supondo diferentes modelos. Os modelos utilizados para a predigdo serdo os mesmos
modelos estimados no Capitulo 4 pelos critérios da maxima verossimilhanga € minimos
quadrados.

No Capitulo 6 apresentaremos introdutoriamente o pacote computacional
GeoR, o qual foi utilizado na monografia a fim de realizar os procedimentos de analise,
comparagdes de técnicas € geragdo de dados geoestatisticos. Neste capitulo, serdo
apresentados os principaits comandos do pacote GeoR necessarios para a realizagdo de
uma analise Geoestatistica.

A contribuicdo desta monografia estd no fato de que grande parte dos livros de
Geoestatistica nao s@o direcionados aos estatisticos. Normalmente, seu publico alvo sdo
os pesquisadores dos principais fendmenos onde se aplicam a Geocstatisti‘ca, ou s¢ja,
geologos, engenheiros, bidlogos, etc. Outra dificuldade, € o fato de existirem poucos
textos em lingua portuguesa que tratam deste assunto.

Em vista disso, creio que as consideragdes desta monografia devam servir
como auxilio para o inicio dos estudos em Geoestatistica por parte de estudantes de

estatistica e pesquisadores em geral.



2. A TEORIA DAS VARIAVEIS REGIONALIZADAS E A
GEOESTATISTICA

2.1. A TEORIA DAS VARIAVEIS REGIONALIZADAS

A variabilidade espacial, principalmente no que diz respeito as caracteristicas
do solo, vem sendo uma das principais preocupagdes dos pesquisadores desde o inicio
do século. A necessidade de se criar métodos para a analise de dados que se distribuem
no espago ou no tempo surgiu do fato que estes fendmenos exibem comportamentos
demasiadamente complexos para serem analisados pelos métodos estatisticos usuais.

No inicio da década de 50, Daniel G. Krige' (1951), apud Cressie (1991).
trabalhando com dados de concentragdao de ouro, concluiu que somente a informagio
dada pela variancia seria insuficiente para explicar o fendmeno em estudo. Para tal,
seria necessario levar em consideragdo a distancia entre as observagdes. Krige foi o
pioneiro em introduzir o uso de médias moveis para evitar superestimagdo sistematica
de reservas em mineragdo (Cressie, 1991). A partir dai surgiam os fundamentos da
Geoestatistica, que leva em consideragdo a localizagdo geografica e a dependéncia
espacial entre locais amostrados no processo de predi¢do espacial.

Fundamentada por Matheron, com base nas observagdes de Krige, a Teoria das
Variaveis Regionalizadas pode ser entendida como o estudo de uma variavel distribuida
no espago ou tempo cujos valores sdo considerados como realizagdes de uma fungdo
aleatoria ou processo estocastico.

Sob uma visdo matematica, podemos definir uma variavel regionalizada da
seguinte forma: Seja x e M um local no espago euclidiano d-dimensional e seja S(x)
uma variavel que assume um valor aleatorio para um dado local x. Com x variando
= a i N d o = oG “ ' AT
sobre todo um espago D € M, teremos gerado um processo estocastico multivariado

{S(x):xe D} (2.1)

As primeiras aplicagdes desta teoria deram-se no contexto da mineragdo, onde

buscava-se predizer os valores de certas caracteristicas mincrais do solo atraves de

alguns pontos amostrados em uma arca predeterminada. Com o passar dos anos, o

* Krige, D G. (1951) 4 statistical approch to some hasic mine evalwation problems on the Witwarersrand
Johanesburg Chemistry Metallurgy Mining Society South African, 52 (6): 119-139, 1951



fundamento desta técnica foi aplicado em diversas areas do conhecimento humano, tais
como demografia, agronomia, epidemiologia, ecologia, sociologia, etc. Isto originou um
ramo aplicado da estatistica chamado de Lstatistica I'spacial.

A Estatistica Espacial considera os valores amostrais como sendo realizagdes
de fungdes aleatorias com distribuigdo no espago e, nesse caso, o valor de um ponto é
fungdo da sua posigdo na regido de estudo. Outro fator que também ¢ levado em
consideragdo na estatistica espacial ¢ a posigdo relativa dos pontos amostrados. Assim, a
similaridade entre valores amostrais € quantificada em fun¢do da distincia entre
amostras, representando tal relagdo o fundamento desse campo especial da estatistica
aplicada.

Podemos distinguir trés grandes subdivisdes de problemas em Estatistica

4

Espacial (Cressie, 1991): Geoestatistica, Dados de Area ¢ Padroes de Pontos.
Geoestatistica

A Geoestatistica, cuja estrutura teorica foi apresentada na teoria das variaveis
regionalizadas, ¢ aplicada nos casos em que Supomos um processo estocastico que
assume valores sobre fodos os locais da regido d-dimensional e N“. A Geoestatistica
se fundamenta no reconhecimento da variabilidade espacial do processo, tanto em
grande como em pequena escala. Assim, 0os modelos baseiam-se na analise da tendéncia
e/ou da correlagdo espacial. Um exemplo de problema em Geoestatistica ¢ considerar
uma amostra de medigdes do nivel de poluigdo em 30 Ioéais no centro de Porto Alegre
onde se deseja estimar como estdo os niveis de poluigdo para todo o centro de Porto
Alegre. A principal caracteristica que diferencia a Geoestatistica dos demais tipos de
problemas espaciais esta no fato de que x varia continuamente sobre toda a regido

Den’.
Dados de Area

A andlise de Dados de Area ou Laitice Data (Cressie, 1991) ¢é aplicada nos

casos em que cada local s ¢ considerado uma drea fixa contendo inameros pontos
s d ’ ¥ wide " W i

pertencentes a N“. Normalmente, cada s ¢ dividido segundo limites geograficos e

o=

politicos. tais como municiptos, ou scgundo alguma divisdio que vise algum



planejamento de experimento. Aqui se busca encontrar padrdes nos valores de S(x) em
relacio ao espaco. Diferentemente da Geoestatistica, a anilise de Dados de Area
permite dados que podem ser exaustivos do fendomeno, ou seja, os dados constituem a
populagdo ja que ndo ha amostragem. Como exemplo, podemos considerar um estudo
onde buscamos relagdes do PIB de cada um dos estados brasileiros com a localizagédo
geografica. Neste caso, a regido 1) de estudo seria o proprio espago R“, ou seja, o
territorio brasileiro. Note que a medida que possuimos os dados do PIB de todos os
estados, ndo desejamos realizar predigdes, mas sim, buscar relagdes ou padrdes dos

valores do PIB no espaco.
Padrées de Pontos

A analise de Padrdes de Pontos surge quando se deseja estudar o
comportamento no espago da ocorréncia de um certo evento ou fenémeno expresso
através de ocorréncias pontuais. Definimos um padrdo pontual como um conjunto de
dados consistindo de uma série de localizagdes pontuais que indicam a ocorréncia de
eventos de interesse dentro da area de estudo. O termo evenro € utilizado de forma geral
para referir-se a qualquer tipo de fendmeno localizado no espago que possa estar
associado a uma representagdo pontual. O objetivo de analises deste tipo de problemas é
descobrir se o fendmeno ocorre de maneira aleatoria, regular, agrupada ou temporal
em relagao ao espago. O exemplo tipico deste tipo de problema ¢ analisar incidéncia de
uma doenca numa determinada regido. Através de analises de padrdes de pontos, pode-
se verificar se a doenga esta distribuida aleatoriamente no espago-tempo, se esta
concentrada em algum local especifico, ou ainda, se estamos diante de uma epidemia
que esta se alastrando ao longo da regido.

Nesta monografia, ndo serdo abordados os problemas de anélise de Dados de
Area e Padrio de Pontos. Para um estudo destes tipos de problemas espaciais,
recomenda-se a leitura de Statistical for Spatial Data (Cressie, 1991) e Interactive

Spatial Data Analysis (Bailey & Gatrell, 1995).



2.2. GEOESTATISTICA

A Geoestatistica ¢ um topico da Estatistica Espacial que possui ampla
aplica¢do em inumeras areas do conhecimento. Seu foco central ¢ a analise de dados
originarios de processos estocasticos distribuidos de forma continua no espago, ou seja,
de variaveis regionalizadas (ver Figura 2.1).

A idéia basica da Geoestatistica — idéia que pode ser considerada como o
alicerce de praticamente todas as técnicas deste ramo da Estatistica Espacial — ¢ a de
que observagoes vizinhas no espaco tendem a possuir valores de atributo proximos e, a
medida que a distdncia entre os pontos aumenta, esta similaridade diminui
gradualmente. Como a variavel regionalizada se distribui de forma continua no espago,

.
apenas alguns pontos, obtidos através de amostragem, tém o seu valor conhecido. O
tamanho, o arranjo espacial ¢ os valores de atributo dessas amostras constituem o

suporte da inferéncia em Geoestatistica.
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Figura 2.1 - Apresentagdo grafica de uma variavel regionalizada.

Em Geoestatistica, o estudo do modelo de correlagdo expresso por um conjunto
de dados ¢ denominado Analise Estrutural. As inferéncias para locais ndo amostrados

sao realizadas por procedimentos como a krigeagem. De forma resumida, os passos em



10

um estudo empregando técnicas geoestatisticas incluem: Andlise exploratoria dos

dados, Analise da estrutura de covariancia espacial e Predigdo espacial.

O emprego destas técnicas visa resolver as seguintes questoes:

1) O entendimento, através de fungdes matematicas, das leis naturais que governam
fendmenos distribuidos no espago;

it) Predicdo de valores das varidveis regionalizadas ou estimagdo de pardmetros
associados as suas caracteristicas espaciais;

i) A avaliagdo dos erros de estimagdo, a fim de estabelecer o grau de confiabilidade
em previsdes assegurando que um erro maximo de estimacao nédo sera excedido.

Diversos métodos tém sido propostos a fim de inferir valores para locais néo
amostrados. Estes métodos podem ser classificados em dois grandes grupos:

1)  Métodos baseados nos efeitos de 1° ordem: Analisam a tendéncia, Ou‘seja, visam
avaliar como varia a média da variavel regionalizada ao longo da regido em estudo.
Estes mectodos normalmente baseiam-se na obtengdo de médias simples ou
ponderadas (geralmente ponderadas pela distancia) dos locais observados proximos
ao local que se¢ deseja realizar a predigdo. Dentre estes, podemos destacar a
Interpolagao Linear por Triangulacdo, Ponderagdo pelo Inverso da Distidncia e
Kernel;

1) Meétodos baseados nos efeitos de 29 ordem: Sao métodos que, adicionalmente,
exploram a estrutura de covariancia espacial do fendmeno. Estes métodos possuem
a vantagem de produzirem estimativas quantificando os erros envolvidos na
estimagdo. Isto ocorre devido a especificagio “de modelos probabilisticos
subjacentes aos dados. Os métodos mais conhecidos deste tipo de andlise sdo os
métodos de Krigeagem.

Os métodos que utilizam a abordagem baseada no item ii) sio conhecidos
como métodos baseados em modelos — devido a idéia de utilizagdo de métodos
estatisticos formais sob a suposi¢do modelos estocdsticos explicitos. Nos métodos de
Geoestatistica baseados em modelos, normalmente utiliza-se uma ferramenta
fundamental a fim de auxihiar no processo de captagdo da dependéncia espacial da
variavel regionalizada: o variograma. O variograma tem como principal caracteristica o
fato de medir o grau médio de dissimilaridade entre locais x que se cncontram
igualmente distantes. Nos proximos capitulos trataremos com mais detalhes o

variograma ¢ o método de predigdo conhecido como Krigeagem Simples.



2.2.1. OBJETIVOS DA ANALISE GEOESTATISTICA

Segundo Diggle & Ribeiro (2000), os objetivos da andlisc Geoestatistica
podem ser de dois tipos: estimagdo e predi¢do. A estimagdo refere-se a inferéncia de
parametros que definem o modelo estocastico gerador dos dados. Estes parametros
podem ser de interesse cientifico direto, como os que definem uma regressdo que
relaciona a varidvel resposta e alguma variavel explicativa, ou de interesse indireto,
como aqueles que definem a estrutura de covaridncia do modelo S(x). A predi¢ao
refere-se a inferéncia de realizages de S(x) em locais ndao observados. Geralmente a
predicdo objetiva estimar os valores de S(x) para todos os locais da sub-regido 1
(D eR?), fornecendo como resultado um mapa de superficie que cobre todos os locais

.

x, amostrados ou ndo, da regido estudada.
2.2.2. 0 MODELO GEOESTATISTICO

Antes de definirmos um modelo de fungdo de distribui¢do para Six),
precisamos de algumas consideragdes adicionais sobre o modelo geoestatistico.
O formato basico de dados univariados geoestatisticos ¢ da forma:
(x5 3)i=) 0 : (2.2)
onde x, identifica o local no espago ¢ y, é uma medida escalar obtida no local x,.
Normalmente x; ¢ um vetor de coordenadas no espago bidimensional. Entretanto,
exemplos de casos unidimensionais e tridimensionais também ocorrem na pratica. A

principio, a medida y, pode ocorrer em qualquer local da regido de estudo 1. Os locais
x, podem ter sido amostrados de forma deterministica — quando os x, formam uma

espécie de malha sobre a regido D — ou de forma aleatona, independente do processo

que gerou as medidas y, (ver Figura 2.2).
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Figura 2.2 - Exemplo de regiao D € R’ por onde x percorre.

Segundo Diggle & Ribeiro (2000), o modelo geoestatistico ¢ definido através
de um processo estocastico {¥(x):xe D}, considerado como uma parcial realizagdo do
processo {Y(x):xeN*}. Os Y, podem ser considerados como uma versdao ruido do

processo estocastico subjacente S(x,) que, por sua vez, € o valor do processo

{S(x): xeM*} no local x,. Este modelo basico pode ser ampliado para um modelo

mais geral composto das seguintes caracteristicas:

1) Um processo estocastico S(x);

ii) Um modelo estatistico para as medidas Y = (Y,...,Y,) condicional a {S(x): x € R?}.
2.2.3. PROCESSOS ESTACIONARIOS

Na maioria dos problemas praticos em que as técnicas de Geoestatistica se
aplicam, confrontamo-nos com uma limitacdo nos dados que exige a introdugdo de
suposi¢des adicionais no modelo geoestatistico.

A principal limitagdo com a qual nos deparamos ¢ o fato de possuirmos apenas
uma uUnica realizagdo do processo estocastico, ou seja, nossos pontos amostrados

formam "wma amostra constituida de n amostras de tamainho 1 (um)".



Por este motivo, nao podemos obter a fung¢io de distribuicio de S(x) e,
consequentemente, as distribuigdes de S7x, ). que representam as distribuigdes marginais
de S(x) nos pontos x,.

Uma forma que ¢ amplamente utilizada para resolver este problema ¢ utilizar
os dados recolhidos em toda a regido /) para estimar a fungdo de distribuigdo de S(x,),

ou seja, assumimos que o comportamento da func¢io de distribuigdo global € idéntico ao
comportamento da funcdo de distribuicdo local.

A utilizagdo desta abordagem para a resolucdo deste impasse na Geoestatistica
fazendo com que possamos realizar as inferéncias a respeito da distribuigdo do nosso
processo estocastico exige que utilizemos uma restrigiio estacionaria, semelhante em
concepgao a ergodicidade nas séries de tempo dependentes. '

Antes de prosseguir, ¢ importante definir os principais nivels de
estacionariedade em processos estocdsticos no contexto da Geoestatistica. Um processo
estocastico do tipo

{S(x):xe D} , DeR? (2.3)
possui distribui¢ao finita-dimensional normalmente definida por
By i BB ) = PSR VS up, Bl ysayd, mz |

e precisa satisfazer certas condigdes de simetria e consisténcia (Cressie, 1991). De uma
forma mais geral, a F,  (s,...,s,) precisa satisfazer as condi¢des de simetria ¢
consisténcia de Kolmogorov, ou seja, a /- precisa ser invariante quando os s, ¢ 0s X,
$30 sujeitos a permutagdo e
!".l',,...,.\"._] (.SI seres g ,UO) :F‘.rl.....xi. (Sl yrmea g ) :

Supondo que u(x)= L[S(x)] existe para todos os locais xe D — média na
qual chamaremos de tendéncia ou drift — e supondo a existéncia de Var[S(x)] para
todos xe D, podemos definir trés tipos de estacionariedade: de segunda ordem, estrita

e intrinseca.
Estacionariedade de Segunda-Ordem
Supondo que a média do processo ¢ constante para todos os locais x da regidao

12 ou seja,

ElS(x)) =4, paratodoxe D),
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e que /[ (s)= 1’{3_‘(.\*)5.@} ndo depende de s, podemos estimar preditores lineares
otimos adicionando a seguinte suposi¢ao:

Cov[S(x,),S(x,)]=C(x, —x,), paratodox,x, €D, (2.4)
onde a fungdo C(-) é chamada covariograma ou fungdo covaridncia estaciondaria. Em
outras palavras, a covaniancia do processo S(x) entre dois locais quaisquer depende
apenas da distiancia (em moédulo e diregdo) existente entre eles. Este tipo de

estacionariedade ¢ também chamado de estacionariedade fraca (Cressie, 1991).
Estacionariedade Estrita

Existe um outro tipo de estacionariedade chamada de estacionariedade forte ou
estrita, que € definida pela relagéo:

Foox (Si2000s8p) = P{S(x,) < 8p5000,8(x, ) S5, 3= P{S(x, + B) < 5,,...,8(x,, + ) < s}

onde m>1e h é um vetor mddulo e dire¢io (2 e N“). Em outras palavras, dizemos que
um processo ¢ fortemente estacionario quando sua lei de distribui¢do de probabilidade ¢
invariante com a translagdo. Este tipo de estacionariedade também implica

estacionariedade de segunda ordem quando os dois primeiros momentos da /-, (s) sdo

finitos. -
Estacionariedade Intrinseca

Podemos também impor condigdes menos restritivas quanto a estacionariedade
dos fendmenos, permitindo que haja maior tolerdncia para o uso de certas técnicas no
tratamento dos mesmos. Desta forma, para um processo estocastico definido como (2.3)
temos que a estacionariedade intrinseca € definida por:

E[S(x+ h)—S(x)]=0,
Var[ S(x + h) = S(x)] = 2y(h)
onde 4 ¢ um vetor modulo e diregio (/€M) e a quantidade 2y(/7) € conhecida como
variograma. O variograma ¢ de vital importancia ¢ se constitui a principal ferramenta
para todo o processo de estimagdo ¢ predigio na andlise de fendmenos em
Geoestatistica. No proximo capitulo definiremos o variograma mais formalmente,

apresentando suas vantagens ¢ aplicagoes.



15

A estacionariedade intrinseca basicamente impde que apenas 0S acréscimos

espaciais (/1) sejam estacionarios.
2.2.4. ISOTROPIA

Quando um processo estocastico estacionario de segunda ordem definido como

(2.3), cujo covariograma C(x, —x,) depende apenas de |[x, ~X,

, ou seja, da distancia

euclidiana entre os dois locais, o processo € dito estacionario € isofrépico. Voltaremos a

tratar de isotropia no préximo capitulo quando tratarmos de variogramas.
2.2.5. ERGODICIDADE

As restrigdes de estacionariedade tém um papel fundamental em Geoestatistica.
Isto acontece porque, na maior parte dos fenémenos estudados, dispomos de apenas
uma realizagdo do processo gerador dos dados e, consequentemente, ndo podemos
inferir sobre a forma da distribuigdo de S(x).

Por outro lado, ao assumirmos estacionariedade no nosso processo, podemos
estimar seus primeiros momentos através da propriedade ergodica. Ergodicidade ndo
serd definida formalmente aqui, mas basicamente a propriedade ergodica ocorre quando
a média e a covariancia, estimadas a partir de um conjunto restrito de valores, fornecem
estimativas ndo tendenciosas para o conjunto total de valores, requerendo para isto que
observacdes suficientemente distantes umas das outras sejam praticamente nao-
correlacionadas (ver Harvey, 1981). Uma série temporal estacionaria ¢ sempre ergddica
com respeito a sua média e com respeito a sua fungdo de autocovariancia.

A suposigdo de ergodicidade, no contexto de séries temporais, € de grande
utilidade quando dispomos de uma série infinita de dados no tempo Z(1), Z(2), ... , de
onde possuimos n observagoes (1), =(2),..., z(n). A partir disto, supondo ergodicidade,
podemos estimar de maneira consistente a let de probabilidade de varios subconjuntos
Z(t), Zt2), ..., Z(1,) (Cressie, 1991).

No contexto de séries temporais ¢ recomendado que, ao se fazer a suposig¢do de
ergodicidade, utilizemos o fato de que a média amostral 7 e a funcdo de

autocovariancia ((h) convergem em [ para px e ((h), respectivamente (uma

sequéncia de variaveis aleatorias {X,} converge para X em L, se (X, —X) —0



quando n—> ). Esta mesma recomendagdo ¢ feita aos geoestatisticos. O unico
problema que surge ao tentarmos fazer uso desta propriedade ¢ o fato de ndo estarmos
certos quanto a existéncia da ergodicidade no nosso processo (Cressie, 1991).

Tanto no contexto de séries temporais quanto no contexto de Geoestatistica, o
problema de buscar informagdes a respeito da ergodicidade do processo pode ser
minimizado se estivermos frente & um processo estocastico Gaussiano estaciondrio,

como definiremos a seguir.
2.3. 0 MODELO GAUSSIANO ESTACIONARIO

Antes de definir o modelo geoestatistico Gaussiano estacioné‘rio, vamos
realizar algumas consideragdes a respeito das vantagens de supor que S(x) ¢ Gaussiano
multivariado.

Quando lidamos com processos Gaussianos, isto €, quando o processo gerador
dos dados tem distribuigdo conjunta Gaussiana Multivariada, a estacionariedade de
segunda ordem ¢ a estacionariedade forte coincidem. Isto acontece porque um processo
Gaussiano € caracterizado por sua média e sua fungdo de covaridncia. A partir disto,
uma condicdo suficiente para assumirmos ergodicidade (Adler’, 1981 apud Cressie,
1991) ¢é que

C(h)— 0, quando [ — .

Além deste fato, quando trabalhamos com processos Gaussianos, todo o
processo de predigio, estimagdo e teoria de distribuigdes € trabalhado analiticamente de
maneira "simples". Outra vantagem € o fato de que efeitos de pequena escala que estdo
presentes nos fendmenos em estudo, acabam por ter distribui¢do aproximadamente
normal devido ao teorema central do limite (Cressie, 1991).

Para definirmos o modelo geoestatistico Gaussiano, primeiramente precisamos
realizar algumas consideragdes sobre 0 processo S(x).

Um processo estocastico S(x) € Gaussiano se a distribuigdo conjunta de S(x, ),
S(x,), ..., S(x,) ¢ Gaussiana multivariada para qualquer inteiro n ¢ qualquer conjunto

de locais x,. Assumindo estacionariedade de segunda ordem, a média de S(x) ¢ igual

para todo xe W’ e a fungio de correlagio entre S(x) e S(x') depende apenas de

* Adler, R (1981) The Geometry of Random Fields Wiley. New York
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x—x'. Caso a fungdio de correlagdo dependa apenas de |x - x|, ou seja, a distancia

euclidiana entre os locais x € x, entdo 0 processo € dito ser também isorrdpico (Diggle
& Ribeiro, 2000).

Considerando um conjunto de dados (x,,y,), i = [, ..., n , o Modelo
Geoestatistico Gaussiano Estacionario ¢ definido pelas seguintes suposigdes (Diggle &
Ribeiro, 2000):

i) {S(x): x € ®*} ¢ um processo Gaussiano com média s, varidncia o’ e fungio de
|;

ii) Os y, sdo realizagdes mutuamente independentes e identicamente distribuidas de Y,

correlagio p(h)=Corr{S(x),S(x")}, onde h=]x - x’

condicionalmente & {S(x): x € 9}, com média condicional L[Y,/S()]=S(x,)e
VarlY, !/ S()]= 7°.
O modelo Gaussiano estacionario pode ainda ser definido de forma equivalente
dada por (Diggle & Ribeiro, 2000):
Y, =S(x)+Z,, =Ll (2.5)

—_— v . . . i .y . ;. =
onde {S(x): x € M"} ¢ definido como em 1) acima e os Z, sdo variaveis aleatorias

independentes ¢ identicamente distribuidas N(0, 7).
Consideragdes adicionais devem ser feitas para tornar o medelo valido. Uma

delas ¢ a de que a fungdo de correlagdo p(/r) precisa ser ndo-negativa. Isto se faz

necessario, pois se a fungdo de correlagdo assumir valores negativos, poderemos ter
valores do variograma 2y(/1) negativos. Isto pode ser explicado devido a uma relagdo
existente entre o variograma, o covariograma e o correlograma que sera apresentada
no capitulo seguinte.

Existem uma série de familias paramétricas de fungdes de correlagdao que sao
sugeridas para aplicagdes em problemas de Geoestatistica. Algumas das principais
familias de fung¢des de correlagdo serdo apresentadas no capitulo seguinte, como a

Exponencial Poténcia, a Esférica e a Matérn.



2.4. PREDICAO SUPONDO UM MODELO GAUSSIANO
ESTACIONARIO

Se quisermos predizer o valor de uma variavel aleatérnia 7 através de um
conjunto de dados y,, que por sua vez sao uma realizagdo de um vetor aleatorio Y, entdo
o preditor de 7' sera qualquer fungdo de Y. Chamando o preditor de 7= HY);
procuramos encontrar um critério para definir qual a melhor fungdo 7(-) a ser escolhida.

Um dos critérios mais utilizados em Estatistica € o do erro quadratico médio minimo,

isto €, escolhemos o valor de ¢(-) que torne

EOM(T)= E[(T - T)*)

o minimo possivel. Vale lembrar que a esperan¢a dada na expressdo acima é com
relag@o a distribui¢do conjuntade 7’e Y.

A solucdo que minimiza a expressao ¢ encontrada a partir do seguinte teorema:
lTeorema 2.1: Seja Y = (Y,,....Y,) um conjunto de n variaveis aleatorias e
y=(¥,...,V,) seus valores observados. Seja T qualquer outra variavel aleatdria e
considere T = 1Y) qualquer fungao de Y. Entao o EOM (7: ) assume seu valor minimo
quando 7= E(T1TY).

Prova
Através do célculo de probabilidades, podemos escrever

L'Qﬁff(f'} =E[(T-T)]= E LB [(7 do D IX1L. (2.6)
A partir da relagdo /(X 7 )=Var(X)+[E(X)])’. podemos escrever o termo situado
dentro da esperanga no lado direito da equagio (2.6) como_

E; (T =T)*1Y]= Var,.[(’f' -1 IY]+{E, [CE=TNI ¥

Condicional a Y, qualquer fungdo de Y na expressdo acima ¢ considerada constante.
Como T ¢é fungdo de Y. podemos elimind-lo da expressio da variancia e ficamos com

E T =T 1Y)=Var,(T 1Y)+ {E(I'IY) =T}
Agora aplicando a esperanga em relagiio a 'Y nos dois lados da expressdo, chegamos a
seguinte expressao para o 1ZOM( f‘) ;

B T =1 Y = 8 War, (T IY)] + E [ (T 1Y) =T}

-

E((T = 1) = E War, (U I X))+ ELE(T'1Y) -T2
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Analisando a expressdo acima, vemos que o primeiro termo do lado direito ndo depende
da escolha de 7', enquanto que o segundo termo assume o valor minimo quando

T=ETTY)

Logo, se usamos 7= E(T/Y),o EQM(?") fica reduzido a
EWT -1 1=E [Var,(T1Y)).
A Var,(1'/Y)é chamada de varidncia de predi¢do. O valor da variancia de
predi¢do, para determinados valores observados y, estima o £OM (3?‘) ;

Também ¢ importante notar que em geral E[(YA” —~TY* 1< Var(I'), ocorrendo a
igualdade das duas expressdes somente quando 7" e Y sdo independentes. Ysto ocorre
porque Var(T)=EOM(T) quando 7 =FE(I'), ignorando a informagio obtida através
dos dados Y. A diferenga entre Var(T") e Var, (I'/'Y) pode ser entendida como o ganho

na predigdo de T através da utilizagdo dos dados Y.
Erro Quadrdtico Médio minimo de predicao em um processo Gaussiano

Vamos agora supor que os dados Y = (Y,,...,Y,) foram gerados pelo modelo
Gaussiano estacionario definido como (2.5). Escrevendo S ={S(x,),...,S(x,)} para os
valores do processo subjacente nos locais x,,...,x, , onde S ¢ Gaussiano multivariado
com vetor de médias u1 (sendo 1 um vetor cujos elementos sdo iguais a 1) e matriz de
varidncias o° R, onde R ¢ uma matriz n x n com elementos vy = ,o(“x,. o ”) De forma
similar, Y € Gaussiano Multivariado com vetor de médias (1 e matriz de variancias
V=0’R + 7’1, onde I ¢ a matriz identidade (Diggle & Ribeiro, 2000).

Suponha também que nosso objetivo é predizer o valor de S(x) em um local
arbitrario, ou seja, temos que 7" = S(x). Como (7.Y) ¢ também Gaussiano multivariado,
nos podemos obter o FOM (7) usando um resultado padrdo da distribui¢io Gaussiana

multivariada (Chatfield & Collins’, 1980 apud Diggle & Ribeiro, 2000).

* Chatfield, C. and Collins, A J (1980). Introduction to Multivariate Analysis. London: Chapman and
Hall



20

Teorema 2.2: Considere X = (X; , Xj) tendo distribui¢ao conjunta Gaussiana

multivariada com vetor de médias p. = (u,, it,) e matriz covariancia

:[Ell 2[2]
ZZ! }:'22

ou seja, X~ MVN@,L). Entdo a distribuicdo de X; / X; também ¢ Gaussiana

1

multivariada, isto é, X, | X, ~MVN@.,,,.L,,,) onde

Rz =ty +ZE5(X, =) 2.7)
L=, _21225;221-

Aplicando este resultado ao nosso contexto, (7, Y) ¢ Gaussiano Multivariado
L

com vetor de médias 1 e matriz de varidncias

o o’r'
2 2 2
oc’r tl+oc°R

onde r ¢ um vetor com elementos #, = p(ﬂx - X, |[) ondei=1, .., n
Substituindo no Teorema 2.2 as variaveis (X; , X;) por (7', Y), temos que o
EOQM(T") minimo para 7' = S(x) ¢
T=pu+c?r (2 1+ 0*R)7(Y - ul) - (2.8)
com variancia de predigdo
Var(TIY)=0? - o’r'(z’1+6’R) " or (2.9)
Para uma melhor visualizagdo e entendimento das expressdes (2.8) ¢ (2.9),

podemos escrevé-las da seguinte forma:
S@=p+a?pllr-x]) -~ -
I s §) p(“xl a “) o ) p("v"l — X ")

3 =1

- U 2
AT |8 % 7

f x|
0 1] |l -x) - el -x)



Var[S(x)/ Y] = o2 - o [p(ﬂx - X, ") pmx -x, H)]x
{ 0 pll 5 ) Pl Y |

1 R |

Al =)

S

Pl
pll-)

Através destas duas ultimas expressoes, podemos entender melhor o papel da

X T

)-(O'2

estrutura de covaridncia espacial no processo de predi¢ao de S(x).
E importante notar que a variancia de predi¢do nio depende de Y, ou seja, o
erro quadratico médio obtido €, consequentemente, igual a variancia predita, pois neste

caso temos

EQM(T) = Ey[Var(I'] Y)] —tedependedeY o — yr(7 [ Y).
Entretanto, este resultado € uma das muitas propriedades especiais da
distribui¢do Gaussiana multivariada ¢ ndo um resultado geral (Diggle & Ribeiro, 2000).

Na terminologia Geoestatistica convencional, a construgdo de uma superficie
S(x) para todos os locais x € D , onde D representa alguma regido qualquer pertencente

a M?, é chamada de Krigeagem Simples.

Erro Quadratico Médio minimo de predi¢do em uma fun¢io linear de um processo

Gaussiano

Suponha que ao invés de estarmos interessados na predigdo de um Gnico valor

de S(x), desejamos agora predizer uma fungdo linear de S(x) definida por

T= J’ w(x)S(x)dx
D

onde a fungdo w(x) descreve algum tipo de ponderagdo. Em virtude da esperanga ser
um operador linear temos que, para quaisquer valores de Y ,

AVNAYE j w(xX)E[S(x)/ Y ]dx (2.10)
b
que pode ser escrito como

= -[ w(x ),Q( X)edx .

3]



Este resultado nos mostra que quando desejamos predizer valores de funcgdes

lineares de S(x), € suficiente predizer os valores de S(x) para uma determinada regidao D
e avaliar as propriedades de interesse diretamente da superficie predita {S(x):xe D}.

Além disso, em virtude de estarmos tratando com um processo Gaussiano
estacionario, (7, Y) € Gaussiano multivariado e a distribuicio preditiva de 7 ¢é
Gaussiana univariada com média dada por (2.10) e variancia

Var(1'1Y) = IJur(x)w(.\")C ov{S(x), S(x") }dxdx’
DD

Cabe salientar que estes resultados nao sdo validos para fungdes nio-lineares
de S(x).



3. ESTRUTURA DE COVARIANCIA ESPACIAL

Em Estatistica elementar, a defini¢gio de covaridncia estd associada com uma
medida da extensdo da variagdo conjunta de duas varidveis, O mesmo ocorre no
contexto espacial, exceto que a covaridncia que medimos ndo € feita entre duas
variaveis, mas em relagdo a mesma variavel em dois locais diferentes. Em virtude das
idéias de dependéncia espacial, esperamos que a covariancia entre dois locais —
separados por um vetor # — seja maior para distancias curtas do que para grandes
distancias.

Estas idéias sdo importantes a fim de definirmos a estrutura de ‘covariéncia
espacial em relagdio ao modelo Gaussiano apresentado no capitulo anterior. Serdo
apresentados neste capitulo os aspectos principais da estrutura de covaridncia espacial
para modelos utilizados em Geoestatistica. Também serdo apresentados os conceitos de
variograma, covariograma e correlograma, bem como algumas familias parameétricas

de fun¢des de covariancia.

3.1. VARIOGRAMA, COVARIOGRAMA E CORRELOGRAMA

Suponha um processo Gaussiano {S(x):xe9R*}como definido no capitulo
anterior. A especificagdo completa deste processo ocorre apos identificarmos os efeitos
de 1" e 2* ordem (Diggle & Ribeiro, 2000).

Os efeitos de primeira ordem sdo aqueles relacionados com a fungao média
1(x)=E[S(x)], também chamada de tendéncia. Os efeitos de segunda ordem s@o
aqueles relacionados com a fungdo de covariancia ou  covariograma
Cov(x,x")=Cov{S(x),S(x")}. Para uma melhor compreensdo ¢ importante definir
também a variancia o (x) =Var{S(x)}.

A andlise dos efeitos de primeira ordem ndo sao o foco central do nosso estudo,
pois estamos preferivelmente tratando de processos estacionarios. Entretanto, alguns

procedimentos para tratar dos efeitos de primeira ordem serdo mencionados no capitulo

seguinte.



Um processo Gaussiano S(x) estacionario de segunda-ordem’ ¢ isotropico
possui fun¢do média constante u(x)=E[S(x)]=x e fun¢do de covariancia que
depende somente da distincia entre os locais x, ou seja, Cov(x,x")=Cov{S(x),S(x")} =
= C("x— x'“) =(C(h). A variancia de S(x) também € constante neste caso e ¢ util para
que possamos escrever a covariancia da seguinte forma

C(hy=0o’p(h), (3.1)
onde p() € a fungdo de correlagdo ou correlograma.

O variograma, o qual foi ligeiramente introduzido na se¢do anterior, ¢ definido

como
y(x = x) = f[Var{S(x) - S(x')}]. (3.2)
A quantidade y(x-—x') na verdade ¢ o semi-variograma, embora o prefixo
"semi" seja convencionalmente omitido (Diggle & Ribeiro, 2000). A partir deste ponto
nos referiremos ao variograma como y(x — x').

Devido o fato de estarmos tratando de processos estacionarios, podemos

escreveé-lo da seguinte forma:
y(x=x") = J[Var{S(x)- S(x")}]
y(x=x)=Y[o® +o® -2C(x - x")]
yx—xN=0?—Clx—x") s
e, considerando que o processo seja 1sotropico, temos
y(h)y=c®-C(h). . (3.3)
A partir da relagio C(h)=0c"p(h), temos uma forma do variograma em
fun¢ido da fungdo de correlagio:
y(h)y=0c" -a’p(h)
y(h)=a[1- p(h)]. (3.4)
A partir desta relagdo existente entre o variograma, o covariograma € o
correlograma, podemos notar que os trés fornecem informagdes similares, embora de
formas diferentes. sobre a dependéncia espacial do processo S(x).
O covartograma ¢ o correlograma possuem formas equivalentes, embora em

escalas diferentes. O covariograma ¢ uma fung@o decrescente que inicia em o~ (para

7 3 . % = f 2k - . .
Por simplicidade, a partir deste ponto chamaremos processos estacionarios em referéncia a processos
estactonarios de segunda-ordem
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h=0) e tende a zero com o aumento da distancia entre os locais (h—>w). Ja o

correlograma inicia em 1 e decai a zero com o aumento de /2 (Figura 3.1 ¢ Figura 3.2),

Covariograma

Correlograma

Figura 3.2 - Correlograma (c* =10, amplitude = 0,6)

O variograma (Figura 3.3) ¢ semelhante ao covariograma, exceto pelo fato de
ser "invertido". O variograma inicia em 0, quando /4 = 0, aumentando até estabilizar em
um maximo igual & ¢*, normalmente chamado de patamar (si//). O valor de 4 relativo

ao patamar ¢ denominado amplitude (range).

10 oo

Variograma

——Variograma ====Patamar -~ Amplitude

I'igura 3.3 - Variograma ((o~ =10, ampluude  0.6)



Em resumo, o variograma, o covariograma e o correlograma objetivam nos dar
uma idéia da relag@o existente entre 0s valores de S(x) para dois locais separados por
uma distincia 1. Com a utilizagdo destas informagdes ¢ possivel descobrir a partir de

qual distancia /1, a dependéncia espacial entre dois pontos torna-se desprezivel.

3.2. O EFEITO PEPITA

Considere 0 modelo Gaussiano definido anteriormente, dado por
¥, =8(xJ+Z, (3.5)
onde os Z, sdo assumidos como variaveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas N(0,7%) e S(x,) representa o processo Gaussiano estacionario para o
local x,. Neste caso, o termo z° é chamado de varidncia pepita, efeito pepita ou,
simplesmente, de pepita.

O efeito pepita ¢ chamado desta forma devido a sua origem nos estudos de
minerag¢do. Nos estudos da variabilidade espacial em campos de mineragao de ouro,
dois centros (locais) de coleta, mesmo que estejam muito proximos, podem gerar
resultados consideravelmente diferentes se em um destes locais houver uma pepita de
ouro e no outro ndo. Este fato contraria as idéias da dependéncia espacial, pois os locais
proximos acabam por ter valores de atributo muito diferentes. Ocasiona também
implicagdes no processo de estimagdo da estrutura de covaridncia espacial, como podera
ser notado a partir da analise dos textos subsequentes (Journel & Huijbregts, 1978).

Uma das maneiras de interpretar o efeito pepita ¢ considera-lo como uma
medida de erro. O fato dos Z, serem independentes, permite esta interpretagdo. Para
exemplificar, suponha que realizamos duas medi¢des independentes da taxa de radiagdo
Y em uma amostra de » locais x ¢ encontramos variabilidade devida aos dois diferentes
instrumentos de medigdo utilizados. Entdo a diferenga Y, — Y, terd meédia O e varidncia
277, O valor de r°sera a medida da variancia do erro.

Outra interpretagio dada ao efeito pepita € a de que ele cumpre o papel de
modelar os efeitos de varia¢do de pequena escala. Para melhor entendermos esta idéia,

vamos supor que o verdadeiro modelo gerador dos dados é



27

Y, =8(x,)+T(x,)+ Z; , (3.6)
onde 7'(x,) ¢ também um processo Gaussiano estacionario independente de Z, e de
S(x,), cuja varidncia ¢ o; e possui fun¢do de correlagdo p; (k) que decai rapidamente
a zero. Suponha que, para i > &, o valor de p,(h) seja igual a zero. Se o delinecamento
amostral utilizado para escolher os locais amostrais x, ndo selecionar pelo menos 1
(um) par de locais x, separados por um /1 <« , ndo poderemos distinguir entre 0 modelo

(3.6) e 0 modelo

Y, =S(x,)+Z, (3.7)

-

onde os Z, sdo variaveis i.i.d. N(0,7° +o;) (Diggle & Ribeiro, 2000).

i
Ao utilizarmos o modelo (3.7), estariamos superestimando 7%, pois ndo
poderiamos diferencia-lo de o , 0 que nos causaria predigdes com erros mais elevados.
Além disso, devido ao delincamento amostral utilizado, dificilmente descobririamos o

ROSSO erro.

Portanto, vimos que o efeito pepita pode ocorrer devido a erros de medigdo ou

a nao especificagdo correta do modelo, ou seja, a presenga de outras variaveis nio

percebidas pelos pesquisadores. Para minimizarmos este tipo de problema, temos as

seguintes sugestoes: #

1) Sempre que possivel, procurar utilizar delineamentos que utilizem repetigdes de
observag¢des em um mesmo local. Assim, teriamos uma boa estimativa do valor de
£ ..

ii) Podemos reservar algumas observagdes especificamente para estimarmos 7°. Isto
pode ser feito adicionando alguns locais para medigdo que possuam distancias
pequenas entre si; |

i11) Analisar na literatura se existem estudos a respeito do fendmeno desejado e utilizar
os resultados destes estudos para auxiliar na estimagio de 7°.

Para melhor explicarmos a relagdo do efeito pepita com a estrutura de

covaridncia espacial, precisamos apresentar a sua ligagdo com o variograma.
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3.3. O EFEITO PEPITA NO VARIOGRAMA

No caso cstacionario, a fungido de correlagdo p(-) depende apenas de /. ou
seja, da distincia euclidiana entre os locais x. Este fato implica que p(0)=1. pois
S(x,) ¢ perfeitamente correlacionado com ele mesmo. Entretanto, quando estudamos
um fendmeno em Geoestatistica, costumamos trabalhar com uma versao ruido de
S(x,), cujo modelo ¢ descrito por

Y, =8(x,)+ Z,
como ja mencionado anteriormente. Este modelo incorpora as medidas de erro devidas

aos erros de medigdes, ou seja, ao efeito pepita. Teoricamente, este fato pode tazer com
4

que p(0)<1l. Se nés definirmos um processo {Y(x):xeWM*|segundo o modelo
descrito em (3.5), onde x=x, . entdo ¥(x) tera varidncia o’ +7° e funcio de

|

covariancia C(#) = o’ p(h). Ou seja, a fungdo de correlagio ¢

o’ plh)
Py()=——,
& g
e, com /i— 0 temos que
3 3
o h h tendendod sero o’
Py (h)= 3p(3) s S et
g +T g +T

o que explica p(0)<1.
Por sua vez, o variograma do processo Y(x) ¢ da forma:
yy(B)= JAlVar{Y (x) =Y (x")}]
v () =Y%l(c® +1° )+ (a0’ +1°)= 20" p(h)]
vy (W)= %1207 +2c° =207 p(h)]
yy(y=0® +1° = o’ p(h)
yy(h =7 +a’[1 - p(h)]
yy(h)= r? ¢ v(h)
de onde concluimos que o efeito pepita aparcce na forma de uma constanie adicionada
ao variograma, fazendo com que ocorra uma descontinuidade na origem.
Este resultado nos mostra que a variabilidade entre dois locais, separados por
uma determinada distincia /i, ¢ composta de duas partes: uma tratando dos efeitos de
pequena escalu (r°) e outra dos efeitos de grande escala (v (h)). Entretanto. esta

divisdo em duas diferentes causas de variagio pode ser estendida para um namero maio
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de causas de variagdo. dependendo do fenomeno estudado. Quando temos mais de uma
estrutura de variabilidade agindo simultaneamente no nosso processo, elas sio
chamadas de estruturas aninhaduas (Nested Structures) (Journel & Huijbregts, 1978,

Quando lidados com estruturas aninhadas, o variegrama pode ser escrito da
seguinte forma:

}’(h):}’u(h)‘{'ﬂ(h)+}/2U})+---+;‘/r(h}

onde y,(h) representa o efeito pepita (efeitos de micro-escala), y, (/1) representa os
efeitos de pequena escala, y (/) represemta os efeitos de média escala e y (/)

representa os efeitos de grande escala. Neste caso, os patamares de cada estrutura

seriam diferentes aumentando gradualmente (ver Figura 3.4).

18 b ar 2
05 ] — P patamar 2
16 A
15 4
14 4
13 1
12 4
11 4
10 A ~——Ef. grande-escala

P patamar 1 Ef. pequens-escala |

Variograma

B pepita

O =M wWho -
1

T T

0 0,3 0e h

Figura 3.4 - Lxemplo de estrutura aninhada

3.4. AUSENCIA DE DEPENDENCIA ESPACIAL

Quando lidamos com um processo cujo variograma € da forma
y(h)=y,(hy=7> ¥h>0
temos um modelo com auséncia de dependéncia espacial, também chamado de modeio
efeito pepira puro (Journel & Huijbregts. 1978), cujo variograma esta representado na
Fieura 3.5. Um modclo com efeito pepita puro ¢ semelhante a um ruido branco. onde a
anica variabilidade existente entre dois pontos separados por uma distancia /7 ¢ causada

por efeitos de pequena ¢ micro escala, Quando lidamos com um processo que possul



este tipo de estrutura, a methor previsdo que podemos fazer para S(x, ). seja qual for o

local x,, ¢ @ médie p do processo.
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Figura 3.5 - Efeito Pepita Puro (77 =10)
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3.5. DIFERENCIABILIDADE DE PROCESSOS GAUSSIANOS

A diferenciabilidade, no contexto de Geoestatistica. nada mais ¢ do que uma
descricdo do grau de suavizagdo da superficie espacial S(x) (Diggle & Ribeiro, 2000).
Para um melhor entendimento desta propriedade, vamos expland-la para o caso
unidimensional x. Um processo S(x) € continuo em média quadratica (mean-square
contmuous) se, para todo x,

E[{S(x+h)=S(x)}"1—>0. quandoh—0. -
Similarmente, S(x) ¢ diferenciavel em média quadritica (mean-square

diferentiable) se existe um processo S’(x)tal que, para todo x,

" J.x(_m; + 1) - S(x)
( h

-
B S‘(.\')} J — 0. quando /1 — 0.

Em outras palavras, um processo N(x) € diferencravel em média quadratica se
sua derivada quadratica média S'(x) existe. O mesmo ocorre para derivadas de ordem
mais altas, ou seja, o processo € duplamente diferenciével em média quadratica se existe
um processo S"(x) que ¢ a derivada quadratica media de S'(x).

A diferenciabilidade quadratica media de S(x) esta diretamente ligada com a
diferenciabilidade da fungdo de covariancia. como nos diz o seguinte teorema (Diggle &
Ribeiro. 2000):

Teorcma 3.1: Seja Stx) wm processo Caussiano extactonario com fungao de correlagao

o he . EntGgo:



il Stx) ¢ continuo em média quadrdtica se, e somente se, p(h)é continua nas
proximidades de b 0;
i) Stx) & k vezes diferenciavel em média quadratica se, e somente se, p(h) é no

minimo 2k vezes diferencidvel em h — ().
3.6. FAMILIAS DE FUNCOES D CORRELACAO

Como vimos anteriormente na Segdo 3.3, os variogramas normalmente sdo da

forma
y(hy=7" + o £ pli)].

A fun¢lo de correlagdio p(/1) que aparece na forma do variograma necessita
obrigatoriamente ser uma fungiio definida positiva. Se essa condigio estiver satisfeita,
temos a garantia de que qualquer combinagdo linear de valores do processo Gaussiano
S(x), como definido em (3.5), tenha varidncia ndo-negativa.

Além disto, a Fum;ﬁc-s de correlagdo normalmente necessita possuir as seguintes
caracteristicas (Diggle & Ribeiro, 2000):

a) p(-) deve ser uma fung@o monoiona ndo decrescente em /. Esta restri¢do tem
origem nas 1déias fundamentais da dependéncia espacial, ou seja, que a correlagio
entre dois pontos diminui @ medida que a distancia entre eles aumenta;

b) p(h)—0 quando/ — o0, ou seja. a correlagdo entre dois pontos muito distantes ¢
nula;

¢) A fungdo p(/1) necessita possuir pelo menos um parametro que controle a "taxa de
decréscimo” no qual a correlagio tende a zero.

A fungdo de correlagio ou correlograma p(/1) normalmente possui um ou dois
parametros, enquanto que o variograma possui trés ou quatro -— os dois parametros
pertencentes ao correlograma, o valor de o’ ¢ o valor da pepita. Vamos agora analisar

algumas familias de correlagdo amplamente utilizadas.
3.6.1. FAMILIA ESFERICA

A famihia esférica de fungoes de correlacdo possul apenas um parametro e ¢

defimda por
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plh )=

:}—j/:(h;‘q‘;)-i-%(hhﬁ)' 0<h<g (3.8)

‘h=¢

onde ¢ ¢ o parametro que controla a taxa de decréscimo da fungdo de correlagéo.
(Quando trabalhamos com uma fungdo d¢ correlagio da familia esférica em
Geoestatistica, este pardmetro define a amplitude ou alcance da dependéncia espacial,
pois somos "obrigados" a aceitar que a correlagdo entre dois pontos localizados a uma
distancia h>¢ |, € nula.

A fungido de correlagdo esférica p(h.¢) representada na Figura 3.6 € continua
¢ duplamente diferenciavel na origem e. portanto, segundo o teorema 3 ela ¢ a fungdo de

correlacdo correspondente a um processo S(x) diferenciavel em média quadratica

(Diggle & Ribeiro, 2000). ‘
1 e
| | —Phi=06
| Phi = 0,4
T
E
i
E' 0,5 -
&
]
0
g -
o 0,7

Figura 3.6 - Fungdo de Correlagao Esférica para ¢ — 0.4 ¢ ¢ = 0,6

3.6.2. FAMILIA EXPONENCIAL POTENCIA

Esta familia de fungdes de correlagdo exponencial poténcia possui dois
parametros ¢ ¢ definida por

pllg.ky=expi—(h! )’} :¢g>0 ¢ 0<k<2. (3.9)

QO processo subjacente S(x) correspondenic a esta familia de fungdes de

correlagdo ¢ continuo em média quadratica se £ < 2, mas ndo ¢ diferenciavel nesta

crrcunstancia.  Entretanto, quando & = 2, o processo S(x) torna-se infinitamente

diferencravel.
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Quando o valor de % ¢ igual a 1 (um), esta fungdo se torna conhecida por
Jfungdo de correlagdo exponencial, a qual é amplamente utilizada em Geoestatistica.
Quando o valor de & ¢ igual & 2 | temos a fi.n¢do de correlacdo Gaussiana.

Diferentemente da familia esférica, esta familia de fungdes ndo possui uma
amplitude, ou seja, a correlagdo espacial ¢ maior do que zero para i > ¢. Isto faz com
que a correlagdo entre dois pontos extremamente distantes seja ndo-nula, embora
pequena.

Segundo Diggle & Ribeiro (2000), esta familia de fungdes frequentemente
fornece um ajuste razoavel para a estrutura de correlagdo espacial dos dados. Entretanto,
predi¢des baseadas nesta familia de fun¢des normalmente tendem a ndo ser robustas em
relagdo a pequenos desvios do modelo assurnido.

.

Outra desvantagem destacada, € a de que esta familia de fungdes ndo é muito
flexivel no que diz respeito a sua forma. Estas fungdes mudam repentinamente de
comportamento quando passamos de um valor de & < 2 para um valor de & = 2.
—Exponendiel (k= 1)

: | —— Gaussiano (k = 2)
| [k =15

Correlograma
o
o

Iigura 3.7 - Fungdo de Correlagdo lxponencial Poténcia
para ¢ — 0,25 e diferentes valores de k

[Em muitos livros de Geoestatistica. o pardmetro ¢ é tratado como o alcance ou
amplitude da dependéncia espacial do fendmeno em estudo. Apos analisar a Figura 3.7,
vemos claramente que este tipo de conclusido deve ser evitada. Apesar das trés fungdes
apresentarem ¢ = 0,25, vemos que a correlagcdo espacial para r = 025 ¢ p(0.25)= 036,
0 qual representa um valor demasiado alto para considerarmos como limite para a

miluéneia da dependéncia espacial entre dois pontos. Considerar o pardmetro ¢ como



uma medida do alcance ou amplitude da dependéncia espacial ¢ valido somente para

alguns modelos de fungdes de correlagdo, como € o caso da familia de fungdes esféricas.

3.6.3. FAMILIA MATERN

A familia de fungdes de correlagdo Matérn possuem dois pardmetros ¢ sao

definidas por
pld k)= 2" TUR (Wi K, (hlg): ¢>0 e k>0, (3.10)
onde K (-)denota a fungdo Bessel’ modificada de terceiro tipo de ordem k.

Esta familia de fungdes é equivalente a fungdo de correlagdo exponencial
quando temos & = 0,5 e ¢ semelhante a fun¢ao de correlagao Gaussiana quando
ko,

A famiha de fungdes Matérn (ver Figura 3.8) possui uma vantagem em relagdo
as familias apresentadas anteriormente que a torna extremamente importante. Esta
vantagem esta no fato do pardmetro £ controlar a diferenciabilidade do processo Six)
subjacente de maneira direta. 4 parte inteira de k nos da o numero de vezes gue o
processo S(x) é diferenciavel em média quadratica. Por exemplo, se o valor de 4 ¢ igual
a 1.5 , significa que o processo subjacente S(x) ¢ diferenciavel. Ja um valor de 4 igual &
0,5 , significaria que o processo ndo ¢ diferenciavel, mas apenas continuo (Diggle &
Ribeiro. 2000).

Pelo fato desta familia de fungdes ser flexivel e por possuir apenas dois
parametros, Diggle & Ribeiro (2000) a consideram como a melhor fungio de correlacio

para o uso em Geoestatistica.

¥ As fungoes Bessel sio as solugdes para a equagio diferencial de Bessel (matematico que viveu de 1784

-

5 e _3 g ooy L 2 - o o b e i o s ; ..
a 1846) dada por X~ V" + xv' + (X7 — 17 )v =0 _ A cquagio diferencial possui duas solugdes lineares
independentes conhecidas por Fungio de Bessel de primeiro upo e Fungio Bessel de segundo tipo. A
fungao Bessel de terceiro tipo ¢ uma combinacao complexa entre as duas solugdes para a equagdo
diferencial de Bessel, onde a parte real é composta pela funciio de Bessel de primeiro tipo ¢ o parte
complexa e composta pela funcio Bessel de segunde tipo (Press eial L 1986)



p(h)

o

00

distancs

Figura 3.8 - Fungdo de correlagao Matérn para diferentes valores de k (¢

0.25)



4. ESTEIMACAO DA ESTRUTURA DE COVARIANCIA
ESPACIAL

Neste capitulo apresentaremos maneiras de realizar a escolha de um modelo
adequado para a estrutura de covaridncia espacial, bem como maneiras de estimar os
pardmetros envolvidos no modelo escolhido. Apresentaremos tambem algumas téenicas
exploratorias a fim de verificar se as suposi¢des envolvidas no modelo geoestatistico
estdo satisfeitas. Por fim, realizaremos a estimag¢do da estrutura de covariancia espacial
utilizando simulacdes e os dados fornecidos pelo projeto MAPEM através da maxima
verossimithanc¢a em comparagdo com a estimagio realizada por minimos quadrados.

A fim de encontrarmos um modelo de covaridncia espacial que se ajuste ao
fendmeno que estudamos, € comum utilizarmos um estimador do variograma e. a partir
disto, escolhermos o modelo apropriade. O motive da escolha do variograma como
ferramenta basica para este processo de estimagdo esta no fato de ele possuir algumas
vantagens em relagdo ao covariograma. Entre estas vantagens destacam-se as seguintes:
a) O variograma ¢ defimdo para casos onde 0 covariograma nio existe;

b} O vicio causado quando nosso processo ¢ e¢stacionario de segunda-ordem é maior
para 0 covariograma do que para o variograma;

¢) O vartograma nao requer estimacao da meédia y do processo;

d) Nos casos em gue ndo conseguimos detectar que 0 nosso processo ndo possui media
constanie, a estimagdo do covariograma ¢ afetada numa propor¢d@o muito maior do
gue a estimagdo do variograma.

Comparagdes detalhadas entre o desempenho do  variograma e  do
covariograma no processo de estimag@ao da estrutura de covaridncia espacial sdo

encontrados em Cressie (1991).
4.1. ESTIM A(,T.—i() DO VARIOGRAMA
Supondo um processo Gaussiano Y (x). como definido no capitulo anterior,

temos que o vartograma ¢ definido por:

FLX - ‘1“] — % ”.(H'I }’f\_k‘] = }(.l'}“ "
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Adicionalmente, se assumimos que Y (x) € estacionario e 1sotropico, temos:
y(x=x")= Y {Varl¥ (x) - Y (x)]}
y(x=x")= LIEY () -Y(x") - EF(x)=Y ()]}
Yl —x)= BLEY (x) = Y(x') = e+ u)?)
y(x = x')= BUETY () - Y ()]}
y(h)y= KLY (x) =Y (x+ )5, (4.1)
onde /i representa a distancia euclidiana entre x e x'(Diggle & Ribeiro, 2000).

A partir disto, podemos definir um estimador natural para o variograma, com

base em uma amostra y,,... v, . da seguinte forma:
Py =m0 > [¥x)—¥x,)F, (4.2)
2n( h) =\ -Z~;, '

onde o somatorio ¢ com rela¢do a todos os pares de observagdes separadas por uma
distancia /1 e (/7)) é o niimero total destes pares (Baley & Gatrell, 1995). Esie estimador
¢ normalimente conhecido como estimador classico do variograma (ver Cressie. 1991).

De forma equivalente, o estunador classico do covariograma do processo Y (x)

¢ dado pela seguinte exprCSSEto:

Clh)=

14
S

Z{ [v(x,) = ¥l v(x; )= v}, (4.

l I

n'(h

onde o somaiorio € com relagdo a todos os pares de observagdes separadas por uma
distancia /7 ¢ n(/) é o nimero total destes pares (Baley & Gatrell, 1995).

Se o processo Y(x) ndo fosse isotropico, o numero de pares envolvidos nos
somatorios dados por (4.2) e (4.3) seriam restritos a dire¢do do vetor /2, ou seja, 0
variograma ¢ o covariograma teriam expressoes diferentes dependendo da diregio
considerada. Quando supomos que a variabilidade de Y (x) entre dois locais x depende
adicionalmente da dire¢do da distancia. chamamos o processo de anisotrdpico.

Normalmente. as diregdes consideradas sdo as de 07, 43° 90%¢ 1357 (ver Figura 4.1).
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Figura 4.1 - Dire¢oes normalmente consideradas em processos
anisotrépicos (indicadas pelas linha pontithadas)’.

4

Antes de prosseguirmos o assunto de estimadores para o variograma, vamos
ilustrar o processo de estimag¢do do variograma considerando a organizagdo da amostra

no €spago.
4.2. MALHA AMOSTRAL

Quando realizamos um delineamento amostral objetivando utilizar técnicas de
Geoestatistica, geralinente projetamos nossa malha amostral de duas maneiras: amostras

regularmente espagadas ¢ amostras irregularmente espagadas (ver Figura 4.5).

* Fonte: Eduardo Celso Gerbi Camargo - Anclise lospacial de Superficies por Geoestatistica — capitulo
integranie do livro on-line Analise Espacial de Dados Geograticos (Suzana Fuks, Gilberto Ciamara,
Antonio M Maonteiro). Sio José dos Campos, INPE, 2001 (Za edi¢do. revista e ampliada)

hitp Awww dpi inpe br/gilberio/ivio/analise/index himl
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Figura 4.2 - Exemplo simulado de 196 amostras regularmente espagadas em W*

Quando temos amostras regularmente espagadas, nosso passo (/ag) ou distancia

/1 entre duas amostras consecutivas € constante.

i R KRt Kt Gd L bt Ked M A A ke S A e
=1 Ji=1 fi=1 fi=1 =l fi=] Ii=1 hi=l =1 =1 h=1 Jr=1 =1 fi=1 fi=1
N S *—A—-—.‘ I - -

fi=2 hi=2 h=2 fr=2 fi=2 =2 h=2

Figura 4.3 - Pares de amostras considerados no calculo de y(h) parah — 1

. . ]
e h = 2 pura o caso de isotropia e amostras regularmenie espagadas em R

Para estimarmos o variograma através da expressao (4.2), basta somar as
diferengas ao quadrado para todos os pares separados pela distincia /1. E importante
salientar que serdo incluidos no célculo de 7(/) todos os pares separados pela distdncia

h para todas as dire¢oes conjuntamente.,
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Figura 4.4 - Variograma estimado pela expressao (4.2) a partir de amostras de wm
processo S(x) simulado na malha regular descriva pela igura (4.2), cujo modelo de

correlagdo espacial é Esféricocomt” =0,0" =1 ¢ ¢=0725.

Caso nosso processo seja anisotropico, devemos calcular o valor de (/) para
cada direc@o que julgarmos pertinente. Posieriormente. serao apresentadas maneiras de
verificar para quais diregdes € pertinente calcular #(/) ao lidarmos com um processo
anisotropico.

Quando a distancia entre duas amosiras consecutivas ¢ variavel. temos o caso
de amostras irregularmente espagadas (ver Figura 4.5). onde ndo podemos utilizar as
expressoes (4.2) e (4.3) diretamente,

Neste caso, devemos especificar roferducius para as distancias /7 ¢ para a
diregdo especificada (caso 0 processo seja anisotropico) para procedermos ao célculo do

estimador do variograma.
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Figura 4.5 - Exemplo simulado de 100 amostras irregularmente espagadas em "N°.

A tolerancia de lag pode ser melhor entendida através de um exempio:
Suponha que desejamos calcular y(/1) para =1 m. Se nossos locais x, da amostra nio
estiverem regularmente espagados, dificilmente teremos algum par separado exatamente
por um vetor distdncia /1 =1 m. Provavelmente, teremos amostras espagadas por 0.9 m ,
L1m, 1,05m, etc. Se seguissemos a forma da expressdo (4.2) "a risca", poderia
acontecer o fato de que nenhum par de pontos pudesse ser incluido ne somatorio, pois
nenhum deles iria satisfazer a exigéncia de estarem espagados exatamente /=1 m . Para
resolvermos este problema. poderiamos definir uma tolerdncia para /4. Se a tolerdncia
utilizada fosse de 0,1 m, todas os pares de amostras separados por uma distancia
0.9m <h< 1] m seriam incluidos no calculo de (/) para h=1m.

A tolerdncia para a dire¢ao ou tolerdncia angular pode ser entendida de forma
semelhante a tolerancia de /ag. Se estamos trabathando com amostras irregularmente
espagadas e supomos que © processo € anisotiopico —— possuindo variogramas
diferenciados para as diregoes de 0°, 45° ¢ 90° —, podemos definir tolerancias angulares
a fim de evitarmos que poucos (ou nenhum) pares de amostras possam ser incluidos no
calevlo de p(/r) para uma dada diregao. A Figura 4.4 mostra o funcionamento das

tolerancias de lug ¢ angulares.
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a partir de amostras irregularmente espacadas em R~ .

A largura de banda mostrada na Figura 4.6 se refere a um valor de ajuste a
partir do qual se restringe 0 numero de pares de observagdes para o calculo do

variograma.
4.3. 0 VARIOGRAMA EMPIRICO

Supondo um processo Y (x) estaciondrio e isotropico, podemos definir o
variograma empirico.
Definigao 4.1: O varicgrama empirico de um conjunto de dados (Youx): #=l...on &0
conjunto de pontos (/,.v,): 7>/, onde /i, :"x, ~X; “ e v, =4/, -Y,). Um
diagrama de dispersdo dos pontos (/4,.v,) ¢ cnamado de variograma nuvem (Diggle &
Ribetro 2000).

Este diagrama recebe este nome em virtude da enorme quantidade de pontos

que nele sdo plotados. Para uma amostra de # locais, o variograma nuwvem terd

Yon(n—1) valores de ordenadas.



Segue de (4.1) que cada v, ¢ um esumador ndo-viciado para o correspondente
y(h, ). Adicionalmente, se Y(x) ¢ Gaussiano. a distribuigdo amostral de cada ".-,-é
proporcional 2y, . Logo.
iy Nar?
v~y )2
E(vy ) =y(hy)
Lo — ’) ~ E
Var(v,)=2y(h,)

Como existe uma variabilidade muito grande ne variograma nuvem (ver Figura
4.2y, ¢ dificil identificar um modelo para y{/1). E importante notar também que a
mformagdo sobre y(7) para pequenos valores de /2 ¢ muito maior do que para grandes

L3

valores de /i

SeMivananco

I 3 =y = T i T
0o 02 04 06 (%] 10
distance

Figura 4.7 - Variograma nuvem estimado a partir de amostras de wm processo S(x)
simulado na matha irregular descrita pele Figura (4.3), cujo modelo de correlagdo

espacial é Estérico comt® =0, =1 ¢ ¢=0.25.
4.4. SUAV(ZAC.&() DO VARIOGRAMA EMPIRICO

Quando possuimos amostras regularmente espagadas, a expressdo do estimador
do variograma dada por (4.2) ¢ obtida de forma direta. Ao fazer o variograma niveni.,

obteriamos um eratico semelhanie ao mostrado na Figura 4.8,
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Figura 4.8- Variograma nuvem estimado a partir de amostras de um processo S(x),
simulado na maltha regular descrita pela Figura (4.2), cujo modelo de correlagio
espacial é Esféricocomt® =0,0” =1 ¢ ¢=0,25.

A fim de suavizar este grafico e resumir a informagio, podemos tomar a média
dos v, para cada /ag ou distincia h. Procedendo assim, obteriamos um grafico como

mostra a Figura 4.9, -
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Figura 4.9 - Variograma suavizado do processo S(x) simulado na malha recular

descrita pela Figura 4.2, cyjo modelo de correla¢do espacial ¢ lsférico
b .

comr? =0,07 =1 ¢ ¢=025.

Como podemos notar, esta suavizagdo ¢ equivalente ao estimador classico do
variograma dado pela expressao (4.2).

Entretanto, quando nossas amostras sdo irregularmente espacadas, o
variograma ruvem ¢ mais complexo. Neste ¢3so. para suaviza-lo ¢ necessario atilizar
idéias semelhantes aos conceitos de tolerancias citados anteriormente.

Definicao 4.2: O variograma amostral € o conjunto de pontos (/7,.V, ), onde

; : : ooy I ¢
hy tk=1,...,m ¢ um conjunto predeterminado de distancias, ¥, =— » v, . S, ¢ um
1

oS,
conjunto de valores de /7 mais proximos de /%, do que qualquer outro /i;.. ¢ n, ¢ 0
numero de h”. em S, (Diggle & Ribeiro, 2000).

A partir da defini¢do 4.2, segue que o estimador dado pela expressao (4.2) € o
variogrania amostral supondo amostras reguiarmente espagadas ¢ 1sotropia.

Podemos notar também que quando lidamos com amostras trregularmente

espagadas, dependendo do numere de conjuntos de distancias 4 escolhido. temos um

variograma amostral diferente. A Figura 4 10 tlusira este fato:
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Figura 4.10 - Variogramas amostrais do processo S(x) sunulado na malha irregudar
descrita  pela  Figura 4.5, cujo modele  de  correlagdo  espactal € Esférico

comt® =0,6” =1 ¢ $=0,25, calculados para 3 valores de k diferentes.

A partir do calculo do variograma amostral, resumimos a informacdo do
variograma empirico. Entretanto, precisamos que o variograma amostral seja continuo
para que possamos realizar predigdes para locais x separados por qualquer distdncia /i,

Partindo para uma segunda etapa do processo de suavizagio, podemos ajustar

uma linha aos variogramas amostrais, como mostra a Figura 4.11:

K =10 - Suavizado K = 15 - Suavizado K= 20 - Suavizado
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Figura 4.11 - Segunda etapa de suavizagdao dos variogramas
amostrais plotados na IFigura 4.10.

Outro método de suavizagdo do variograma empirico ¢ o suavizador Kernel.
Este método define o estimador do varniograma utilizando ponderagdes baseadas em
uma fungdo Kernel e uma amphitude de banda. Para maiores consideragdes ver Diggle
& Ribeiro (2000},

Apesar da utilidade da svavizagio do variograma empirico, um variograma
nuvem pode revelar distorgdes ¢ valores extremos que dominam a estimativa do

variograma amostial. IEle pode também revelar, através de uma anabise destas distorgdes
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para qualquer /lug 7, que o variograma amostral sera uma pobre estimativa da verdadeira

estrutura de covariancia espacial (Batley & Gatreli.1993).

4.5. EFEITOS DE TENDENCIA NO PROCESSO DE ESTIMACAO
DO VARIOGRAMA

Quando ndo detectamos que 0 nosso processo Y(x) ndo possul @ média
constante, a informagdo embutida no variograma empirico torna-se altamente duvidosa.
Uma maneira visual de verificar se o processo possui média constante € fazer um
erafico de superficic em 3-D ¢ buscar observar o comportamento dos valores de Y (x).

Entretanto, nos deparamos com um dilema ao analisar esta superficie: as
variagdes globais (aumentos e decréscimos) dos valores de Y(x) que observamos sdo
causadas por uma rendéncia deterministica ou sao efeitos da estrutura de covaridncia
espacial’l

De uma maneira mais formal, se nossos dados seguem o modelo

Y, =il Y+ 8(x,)+Z, vi=kwn

;
onde x(x,)¢ uma fungdo de uma ou mais variaveis explicativas espaciais (normalmente
fungdo dos eixos de coordenadas). entdo ndo podemos distinguir-entre a fun¢do
deterministica (x,) e a realizagio do processo estocastico S(x) sem realizarmos
suposi¢des paramétricas especificas. Somente poderiamos fazer esta distingdo se
pudéssemos replicar 0 processo S(x) e obter outro conjunto de dados com a mesma
funcdo g4-).

Uma solugdo usual € assumir que g(x) pode ser.descrita por um modelo de
regressdio usando as variaveis explicativas que referenciam nossos dados no espago. Em
outras palavras. nos inicialmente realizamos uma andlise de superficies de tendéncia
ajustando uma fung¢iio das coordenadas dos eixos (normalmente latitude e longitude) por
minimos quadrados ordinarios. Apos o ajuste, tomariamos os residuos deste ajuste em
lugar dos nossos dados Y, . Ou seja,

Y, =Y, - jlx,).

A partir dos residuos ¥, podemos proceder a estimagdo do variograma ¢ da
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obtemos uma superficie estimada S’ (x). basta adicionar L(x) aos valores preditos para
obtermos a superficie ﬁ(x) :

Segundo Diggle & Ribeiro (2000). o ajuste de uma funcio linear é suficiente
para remediar o problema da tendéncia. ndo sendo necessario a busca por fun¢des mais
complexas.

A fim de realizarmos uma andlise visual e analisar alguns dos efeitos da
presenga de tendéncia no variograma amostral. vamos utilizar uma das variaveis do
projeto MAPEM (ver anexos para maiores detalhes sobre o projeto).

Ao teor de Cromo nos 47 locais amostrados no estudo, vamos adicionar um
componente de tendéncia linear e calcular o variograma empirico.

Analisando as superficies estimadas para o teor de Cromo (Figura 4.12). vemos
que os dados originais ndo parecem apresentar tendéncia deterministica. enquanto que

os dados modificados parecem possuir valores mais altos para o teor de Cromo 2

nordeste da regido.
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Figura 4.12 - Superficies e grdficos de contornos ajustados para os teores de Cromo
sem tendéncia (esquerda) e com tendéncia deterministica (direita). para os dados do
projeto MAPEM.



Neste caso, a tendéncia deterministica adicionada aos dados originais ¢ uma
fungdo linear de valores padronizados das coordenadas, ou seja,
1,(x)=0,06= + 0,04 ,
onde (z,w) representam os valores das coordenadas de referéncia fornecidas pelo GPS,
subtraidas de constantes (ver Figura 4.13).
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Figura 4.13 - Coordenadas amostrais referenciadas pelo GPS (esquerdu) e
lransformadas para ajuste de tendéncia (direita).
Calculando o variograma amostral para os teores de Cromo, vemos que o
variograma correspondente aos dados com tendéncia parece mais "comportado” que o
variograma para os dados originais (Figura 4, 14). Isto acontece porque os efeitos de 1@

ordem tendem a ser responsaveis pelo maior percentual da variabitidade na regizo de
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Figura 4.14 - Variogramas amostrais parda os teores de Cromo sem tendénei
wSquerdal ¢ com tendéneia deterministicc (direntaj para os dudos do projeto MAPLA



Adicionando-se aos dados originais a tendéncia g, (x)=3,7z+ 18w,
obteriamos o variograma amostral dado pela Figura 4.15. Se julgassemos que os efeitos
de i* ordem sd@o constantes, ou seja, que w(x)= u, seriamos levados a crer que a
dependéncia espacial é ainda melhor definida. 1sto pode ser notado aumentando-se o
namero de conjuntos de distancias & no variograma amostral. Mesmo aumentando o

valor de &, o comportamento do variograma permanece quase inalterado.
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Figura 4.13 - Variograma amostral para os teores de Cromo com tendéncia
deterministica dada por p,(x), calewlado com k = 10 (esquerda) e k — 18 (direita).

Por este motivo, ¢ de vital importancia analisar a regido ) em estudo antes de
realizar as analises geoestatisticas. E preciso uma boa avaliagdo do fendmeno antes de
julgar se os dades possuem média constante ou se possuem uma tendéncia

deterministica.

4.6. EFEITOS DE VALORES ATIPICOS NO PROCESSO DE
ESTIMACAO DO VARIOGRAMA

Os outliers ou dados atipicos possuem indesejavel efeite no processo de
estimacao do variograma. Em um variograma empirtco, sabemos que n observagoes
geram Yn(n—1) ordenadas para serem plotadas ne variograma miveni. Isto quer dize

que a influéneia de apenas | (um) outlier gera efcitos em # — 1 ordenadas do vanograma

empirico.



Quando um outlier, cujo valor observado ¢ alto. se localiza proximo de locais

onde os valores observados sdo baixos, uma analise do variograma empirico pode
conduzir a conclusdes erradas sobre o efeito pepita (r°) eou a existéncia de correlacio

espacial (Diggle & Ribeiro, 2000).
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Figura 4.16 - Variogramas amostrais do processo S(x), sumlado em malha irregular
composta de 100 amostras, cuyo modelo de correlagao espacial ¢ Fsférico
comt®> =0,0" =1 ¢ $=025, sema presenga de outliers (esquerda) ¢ com a presenga
de I (um) outlier. 5

Observando a Figura 4.16 vemos a influéncia de um outlier no variograma
amostral ao modificarmos um valor de "-0.9" unidades para "8" unidades em uma
amostra de 100 locais, onde os valorcs observados do processo estdo no
intervalo-09< y <252,

Neste caso, podemos ver claramente a influéneia desta observagiio atipica nas
demais 99 observagdes. Sem a presenga do outlier, € razoavel aceitar que um modelo
esferico de correlacdo espacial € o modelo gerador dos dados, enquanto que com a
presenca do outlier, ndo pode-se distinguir nenhum modelo razoavel para a correlagio
espacial,

Com base nestas duas altimas se¢des, mflucncia da tendéncia ¢ da presenge de
outliers na estimagdo do variograma. comprovamos a importancia de uma analise
preliminar nos dados a fim de tentar deteciar qualquer sinal de falta de estacionariedade
no processo em estudo. Procedendo desta forma. estaremos nos prevenindo de vicios

que comprometam a analise geoestatistica dos dados



4.7. ESTIMADOR ROBUSTO DO VARIOGRAMA

Uma teécnica robusia ¢ aquela que permanece "estavel” mesmo quando se
depara com desvios das suposigdes assumidas no modelo. Ne nosso contexto. o0s

desvios podem ser considerados como contaminagdes no processo Gaussiano Y ().

Um estimador do variograma, proposto por Cressic ¢ Hawkins, & dado pela

seguinte expressao (Cressie, 1991):

]-I
1 12
ﬁJ J‘.-'E.\' - X )| }
| 20(h) Z; . |

(0,457 +0.494/ n( /1)) i ‘
onde o somatorio ¢ com relacdo a todos os pares de observagdes separadas por una
distancia h e n(f1) € o nimero total destes pares O denominador da expressio serve para
tornar o estimador nio-viciado.
Basicamente, este estimador utiliza a raiz quadrada do modulo das diferengas
ao invés de eleva-las ao quadrado. Isto ¢ assim realizado para tornar estas diferencas
mais proximas de uma distribuicdo Gaussiana.  Isto  decorre do  faie  de

[w(x,)— ¥(x,)[ ter distribuiciio y.\,. A raiz quarta ¢ a transformagdo poténcia que torna
estas diferengas ao quadrado Gaussianas, ou seja. Ll{s )= W%, )]' ~ (Cressie, 1991).

Este esimador #(/r)¢ robusto na presenga de outliers gue contaminam nosso

processo ¢ nos casos em que o eferto pepiia € alto. Para maiores detalhes consultar
Cressie, 1991.

As Figuras 4.17 ¢ 4.18 ilustram a distnibuigdo das ordenadas do variograma
empirico estimado pelo método cldssico em comparagio com as estimativas realizadas

pelo estimador robusto.
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Figura +4.17 - Box-plots mostrando a distribuicac das ordenadas do variograma
empirico do processo sindado S(x) (upresentado na Iigura 4.10),  estimadas pelo
mdétodo classico (a esquerdua) e estimadas pele método  robusto (G direita) sem a
presenca de outliers.
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Figura 4.18 - Box-plots mostrando a distribuicao das ordenadas do variograma
empirice do processo simdado S(x) (apresentado na Figura 4.10),  estimadas pelo
mdétodo classico (@ esquerda) ¢ estimadas pelo méiodo  robusto (a direita) com a
preseunca de 1 (um) ontlier.



4.8, ESTIMACAO PARAMETRICA DA ESTRUTURA DE
COVARIANCIA ESPACIAL

Os métodos de suavizagdo de variogramas empiricos, descritos nas secoes
anteriores, ndo nos dao subsidios para ajustarmos alguma das estruturas de covariancia
espacial conhccidas (Mutérn, Esférica. etc.}. Tais métodos sdo conhecidos como
estimadores nao-paramétricos da estrutura de covariancia espacial.

Nesta scgdo, vamos apresentar trés métodos de estimagdo paramétrica de
estruturas  de covaniancia espacial:  Minmos  Quadrados  Ordinarios, Minimos

Ouadrados Ponderados e Mdaxima Verossinulhunga.
4.8.1. MINIMOS QUADRADOS ORDINARIOS

Sabemos que as ordenadas v, do variograma empirico sdo estimadores nido-
viciados de y(h, ). Levando em conta que um modelo tedrico de variograma define uma

familia de fungdes y(h:.0). podemos obter estimadores consistentes de ¢ no modelo

parametrico y(h) = y(h.8) minimizando

MQO,(0) =" {v, — ¥(h,;0)) s (4.4)
S
ou
MQO, () = {7, —rih.:6)} (4.5)

que se baseia no variograma amostral.

A expressdo dada por (4.5) ¢ normalmente mais utilizada devido a
conveniéncias computacionais. Entretanto, quando trabalhamos com delineamentos de
amostras irregularmente espagadas, as ordenadas v, s3o somente aproximadamente
nao-viciadas para y(/1, ). Este vicia € conhecido como vicio de suavizamento (Diggle &
Ribeiro, 2000).

A Figura 4.19 mostra o variograma para os teores de areia na regiao estudada
pelo projeto MAPEM, ajustado pelo critério de MQO para duas fungdes de correlagdes

diferentes
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Figura 4.19 - Variograma para o teor de areia na regido estudada pelo projeto MAPEM
com ajuste pelo critério MOO de uma fungao de correlagdo esférica com pardmetros
estimados 0 =(c* =364 ¢=376; 1> =0) (esquerda) e com ajuste de fung¢do

2

exponencial com parametros estimados 6 = (o? =39.7; ¢=1871. 7 =0) (dircitay.

4.8.2. MINIMOS QUADRADOS PONDERADOS

Os métodos de estimagdo por AMQQO, dado por (4.4) e (4.5), possuem ainda

outra desvantagem por ndo considerarem a variabilidade ndo-constante de v, . Como
vimos anteriormente, supondo um processos Gaussiano, os v, possuem distribuigdo

,;/{3,] e variancia 2y(h,:6)’. Este fato, adicionado ao fato de que ¥, sio médias de

if 2
ordenadas do variograma empirico baseadas em n,'s diferentes, Cressie'’ (1985), apud

Diggle & Ribeiro (2000), propds o seguinte estimador por minimos quadrados

ponderados

MOP,(0) =y

k

”*‘\h - y(h:0) [ (4.6)

y(h,.0)

Normalmente ¢ recomendado incluir no somatorto apenas os v, baseados em

n, > 30 (Journel and Huijbregts, 1978). Cressie justificou esta recomendagido

" Cressie, N A C(1985) Fuang vartogram models by wiglied least squares: Journel of the International
Association of Mathematical Geology, 17, 563-86



estabelecendo a consisténcia deste procedimento assintoticamente quando os i,

tornam-se grandes.

O principal probiema que pode ser aponiado no critério dado por (4.6) ¢ o fato
de que as ponderagdes que sdo dadas baseiam-se em pardmetros desconhecidos. Assim,
se definimos um critério de minimiza¢do baseado nas ordenadas do variograma

empirico,

N
MOP(8)= 3| - TT)
J=i /(h;} e 0)

esta desvantagem seria ainda mais evidente,

Outros estudos mostraram que o0 vicio no processo de estimagio dado por (4.6)

¢ da ordem de E S (Barry et. al.'', 1998 apud Diggle & Ribeiro, 2000).

n,
O critério de MQOO dado pela expressdo (4.4) ndo apresenta este vicio.
Entretanto, este critério se constitui de um simples mas ineficiente método de estimagdo
dos parametros do variograma.
Dentro dos critérios de minimos quadrados ponderados, define-se ainda um
outro critério, baseado na expressao (4.6), que pondera considerando apenas os 7, . Sua
expressio € dada por

MOP,(0) = an (¥, —y(h..0)) . (4.8)

Este critério ¢ aproximadamente eguivalenie ao MQO. A diferenga entre 08
dois procedimentos € resultante do vicio de suavizagdo ao computar-se os v, . Este

critério ¢ chamado de minimos quadrados n-ponderados (Diggle & Ribeiro, 2000).
A Figura 4.20 mostra o variograma para os teores de areia na regido estudada
pelo projeto MAPEM, onde ajustou-se uma mesma fungio de correlag@o pelos critérios

de MQP: c MQP\

" Bary, )T Crowder. M 1. and Diggle, PV (1997 Dewrameiric esiimarion of the variogram. Lancaster
University Technical Repon
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Figura 4.20 - Variograma para o teor de arcic na regido estudada pelo projeto
MAPIEM com ajuste pelo critéric MOP > de umu jungdo de correlagdo exponencial com
parametros  estimados 6 = (6 =412 ¢=1865 1= =0) (linha continua) ¢ com
ajuste dado pelo critério MQOP; coin pardmelros estimados
0=(c?=397 ¢=1871; ©°=0) (linha pontilhada).

Grandes desvantagens dos métodos baseados em ajuste de curvas (MQO e
MQP) sfic notadas quando avaliamos a sensibilidade dos critérios quando variamos as
amplitudes /1 consideradas no processo de estimagdo. Em outras palavras, se

calculdssemos o variograma amostral somente para distancias i < 300

4]

posteriormente, refizéssemos o calculo para /7 < 350 n:. obteriamos estimativas dos

parametros significativamente diferentes. A Figura 4.21 ilustra este fato.
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metros (linha pontilhaday.

Por fim, métodos baseados em ajustes de curvas ndo garantem a legitimidade
do modelo estimado. A menos que aigumas restrigdes tenham sido utilizadas no
algeritmo computacional de minimizagdo, estes critérios podem produzir estimativas
negativas para 7°e conduzir a combinagdes de cstimativas que violam a exigéncia de
que as fungdes de covariancia cspacial devam ser ndo-negativas (Diggle & Ribeiro,

2000),

4.8.3. METODOS BASEADOS NA VEROSSIMILHANCA

Na estatistica classica, estimadores baseados "no principio da maxima
verossimithanga tem sido amplamente empregados devido ao fato de geralmente
fornecerem cstimadores consistentes. assimntoticamente eficientes e nio-viciados,
Definigan 4.3, A estimativa de miaxima verossimilthanga de ¢, isto €, (): baseada em
uma amostra aleatoria ¥, Y,.....}Y, ¢ aquele valor de @ que torna maxima a fungdo de

verossimilhanga /() ..., Y,.0)= f(},:0)7/(¥s:@)... f(},;@) (Meyer, 1983).
Apresentaremos agora o método da maxima verossimithanga para estimagdo
dos parametros da estrutura de covartancia espacial supondo o modelo Gaussiano como

gerador dos dados.
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Suponha que os dados Y =(),,....Y,) foram gerados por um modelo
Gaussiano linear,

Y, = i(x, )+ 5(x )+ 2Z, i=10.0, (4.9)

onde S(x,)¢é um processo Gaussiano estacionario com varidncia o, fungdo de

correlacio p(/ing) ¢ Z, ~ N(0,7%). O valor de u(x,) ¢ determinado por um modelo de

regressdo baseado em & fungdes de variaveis referenciadas observadas
r’ - .
wx) = filx)Bs . (4.10)
k=]

O papel da expressdo de w(.x,) ¢ representar a variabilidade que ndo ¢ devida a
dependéncia espacial entre os locais ¥, mas devido a tendéncia existente na regido 1.
R
Apenas para uma methor compreensdo da expressdo (4.10), vamos considerar
que a regressdo ¢ jungdo quadratica de duas variaveis espacialimente referenciadas
(-:w), representando latitude e longitude, respectivamente. Entdo podemos escrever

14 x)da seguinte forma:

5]
[I 5w B ) :iui“ b5
|1z owy oz ows zw, | B

M\)—]. o I
LI g W, E5 WS 20 | B

B

onde a primeira matriz do lado direito da expressio ¢ chamada de matriz de
delineamento. Para maiores detalhes sobre andlises de superficics de tendéncia. ver
Bailey & Gatrell (1995).
A partir das defini¢des dadas por (4.9) e (4.10), segue que
Y ~ MVN(IFB.G(0)),
onde
6=(t".0",0)
E3
E(Y) = F8 = |matriz de delineamento 2 x p}

!_/5,,

=
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Var(Y)=G(8) =71+ 0’ R(4) =

"] &, 10 p(u,\ \|“¢ :Oql rn”¢
2 ey eet P’-";_x;'ll;qé) :

o 1) Lnke) o sk

Segue que o logaritmo natural da fungdo de verossimilhanga para (8:¢) € dado

(¥

2

=7

por
In[2(B:9)] = (const.) x (- /)11n|G(6']|+(\ - FB)[G(@)] ' (y - F8 )} (4.11)

Para obtermos o maximo da expressdo (4.11), primeiro eliminamos 8 da
maximiza¢io numérica de In[/(:)]. Para isto, tomamos seu estimador por maxima
verossimilhanga (para 6 fixo)

BO)={FIGO)'F}FGO) "y :

¢ substituimos /}(Q)na expressdo (4.11). Isto produzird uma expressao reduzida do
logaritmo natural da fung@o de verossimilhanga para &,

In[L(O)] = In[L(3(6).0)].

Redugdes deste tipo sd@o importantes pois permitem eliminar algebricamente
pardmetros do critério a ser numericamente maximizado. Isto faz com que as rotinas de
maximizagdo sejam mais confiaveis, pois elas tendem a serem mais eficientes quando a
dimensionalidade da fungdo a ser maximizada € menor (Diggle & Ribeiro, 2000).

A Figura 4.22 mostra o variograma para os teores de areia na regido estudada

pelo projeto MAPEM., ajustado pelo critério de maxima verossimilhanga.
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Figura 4.22 - Variograma para o teor de areia na regido estudada pelo projeto
MAPEM com ajuste pelo método da maxima verossimilhanca de uma fungac de

correlagdo exponencial com parametros 0 = (=404, ¢=1566: 7° =0).

Maxima Verossimilhan¢a Restrita

Uma variagdo do método da maxima verossimilhanga, cuja origem esta no
contexto de planejamento de experimentos (Patterson & Thompson', 1971 apud Diggle
& Ribeiro, 2000), ¢ conhecida por méfodo da maxima verossimilhanca restrita

Este método consiste em transformar os dados linearmente para Y =AY,
assumindo um modelo para £(Y)=Fg, dec tal forma due a distribui¢do de Y ndo
dependa de 8 (Diggle & Ribeiro, 2000). A escolha da matriz A pode ser feita sem o
conhecimento de 8 ou ¢. Uma maneira apropriada de encontra-la € fazer

A=1-FF'F)"F".
O estimador da maxima verossimithanga restrita ¢ encontrado maximizando

In[7(8)) = (const) = (-yg){m}(;(ﬁ)[ + ln|F’[G(9]]" F{ +(y-FB)Y[GW@)] (v - 1-‘;@'1}._

onde f = f(0). Apesar desta expressdo depender de F e, consequentemente, depender

da correta especificagiio de g(x), cla ndo depende da escolha de A.

2 paterson. .1 ¢ Thompson, R (1971) Recovery of inter-block information when biock sives are
unequal Hrmetrike. 58 545-54
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Segundo Diggle & Ribeiro (2000), o método da maxima verossimilhanga
restrita produz vicios menores para amostras pequenas ¢ ¢ mais sensivel
especificagdes incorretas do modelo de  g(x) do que o método da maxima
verossimilhanga tradicional. A Figura 4.23 compara o ajusic do variograma para 0s
teores de areia na regiao estudada pelo projeto MAPEM, realizado pelos critérios de

maxima verossimilhanga ¢ maxima verossimilhanga restrita.
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Figura 4.23 - Variograma para o teor de arcia na regiao estudada pelo projeto
MAPEM com ajuste de uma fungao de correlacdo exponencial pelo método da mdxima
verossimilhanga restrita com parameiros estimados

A 2 & 2 4 ’ ;
O=(c" =47, ¢=1925 1" =0) (linha continua) em contraste com o ajuste da
mesma fungao pelo método da maxima verossimilhanga (linha pontithada).

4.9. VEROSSIMILHANCA RELATIVA (PROFILE LIKELIHOODS)

Os métodos da maxima verosimilhanca baseiam-se na obtencido do maximo da
superficie dada pela expressio (4.11). Entretanto. devido a dimensdo desta superficie,
analises de scu compertamento acabam por se tornar inviaveis.

Em wvirtude disto. ocorreu a proliferagio de procedimentos wd-hoc para
aproximagdes analiticas ou numéricas para a solug@o deste problema (Gamerman &
Migon, 1993).

Se nossa expressdo da verossimilhanga ¢ da forma L{o” . ¢.x). podemos

buscar a expressdo para a verossimithanga marginal (o :x) substutuindo o valor de ¢



na expressio da verossumilhanga por @(o™), ou seja. sew estimador da mdaxima

verossimilthanga para cada valor de o* . Esta expressao marginal da vercssimtlhanga ¢

denominada verossimilhanga relativa ou profile.
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Figura 4.24 - Fungdo de verossimilhanga relativa para os parémetros (G ¢:.7t° ) com
os respectivos intervalos de confianga ¢ 93% (linha pontithada superior) ¢ & 99%
(linha pontilkada inferior) para a variavel teor de areia,

Uma observagdio importante a ser feita sobre a estimagdo de parametros da
estrutura de covariancia espacial ¢ a de que os variogramas estimados por maxima
verossimilhanga ¢ maxima verossimithanga restrita. - podem  ser completamente
diferentes do variograma amostral. Por outro lado. os variogramas estimados por MQO
¢ MQP tendem a ser bem proximos ao variograma amostral — o que ¢ esperado. pois s¢
baseiam em ajustes de curvas ao variograma amostral.

Entretanto, a proximidade centre o variograma estimado e o variograma
amostral ndo ¢ criténo seguro para avaliar a qualidade de estimagao (Diggle & Ribeiro.
2000). Podemos destacar duas grandes desvantagens dos métodos baseados em ajustes
de curvas. bem como o0s métodos ndo-parametricos bascados na suavizacio do
variograma amostral.

A primeira grande desvantagem destes métodos de suavizagio é devida ao fato
de que. para uma amostra de 22 locais. o variograma empirico tera YA a(n —1) valores de

ordenadas v, . lIsto conduzirda a uma forte dependéncia entre os v, afetando

4
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desfavoravelmente o desempenho dos métodos tradicionais de modelos de regressao
(Diggle & Ribeiro, 2000).

Uma segunda grande desvantagem destes métodos, ja descrita pela Figura 4.10
na secdio 4.1 .4, ¢ o fato de que o variograma amostral pode variar drasticamente apenas
com a mudanca do valor de k no caleulo do variograma amostral.

Analisando a Figura 4.25, vemos os limites superiores ¢ inferiores dos valores
de 30 variogramas amostrais simulados, gerados a partir de processos Gaussianos com
o mesmos paranetros estimados pelos critérios de MQP; e maxima verossimilhanca
para o teor de arcia nos dados do MAPLEM, Estes processos sdao gerados em malhas
amostrais com o mesmo numero de locais amostrados existentes na area estudada pelo

projeta MAPEM. que ¢é de 47 pontos.
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Figura 4.23 - Limites superiores e inferiores de 30 variogramas amostrais simulados
em malhas de 47 pontos, cujo processo gerador dos dados é Gaussiano com
pardmetros de estrutura de covaridncia espucial iguais aos pardmetros estimados por
MOP; (esquerda) e estimados por mdximea verossmilhanga (direita).

Estes limites, ou envelopes (Diggle & Ribeiro, 2000), nos mostram a amplitude
de variagido dos variogramas amostrais gerados a partir de um mesmo processo gerador
dos dados. Caso nosso variograma amostral se encontre fora destes limites. devemos
realizar analises adicionais no nosso estudo, pois se o modelo de estrutira de
covarnacia espactal, e fol estimado. fosse realmente o modelo verdadero, ele

dificilmente produzivia wm variogrania ciosiral como o encontrado em nossos estudos,
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Um argumento normalmente aceito contra a utilizagdo dos métodos de maxima
verossimilthanga em favor de métodos baseados nos critérios de minimos quadrados € o
fato de ndo podermos ter certeza se 0 nosso processo € Gaussiano. Os métodos baseados
no critério de minimos quadrados funcionam de forma razoavel tanto em casos onde
idamos com processos Gaussianos quanto nos €asos €m que O processo nao ¢
Gaussiano (Cressie, 1991). Por outro lado, a utilizagdo de métodos baseados na funcdo
de verossimilhanga do processo gerador dos dados s6 apresenta bons resultados quando

esta fungdo esta corretamente especificada.

4.10. COMPARACOES ENTRE ESTIMACOES REALIZADAS
PELO CRITERIO DE MQP E PELO METODO DA MAXIMA
VEROSSIMILHANCA PARA PROCESSOS SIMULADOS

Apenas para efeito de comparagdo, vamos apresentar agora diferentes
cimulagdes de processos Gaussianos e seus respectivos variogramas estimados por
MQP- ¢ pela maxima verossimilhanga.

De modo geral, o processo de simulagdo Gaussiana busca gerar valores Y, . tal
que Y ~ MVN(0.Z). Um vetor Y com simulagdes para um conjunto de » pontos pode
ser obtido por:

V=x2Z,
onde Z ¢ um vetor com n observagdes Z, ~ N(0.) e £'%¢ tal que T=2"2(E"?)".
Eiste procedimento pode ser realizado através de téenicas de decomposicao da matriz £
Como o modelo geoestatistico Gaussiano ¢ aditivo, se desejarmos adicionar ao modelo
componentes de tendéncia ou efeito pepita, basta adicionar estas componentes aos
valores simulados (Diggle & Ribeiro, 2000).

Os processos simulados foram gerados no pacote GeoR e os parametros
estimados para os modelos que serdo apresentados a seguir se encontram no Anexo 1.

As simulacoes dos modelos que serdo apresentados a seguir foram realizadas
de forma a dispormos de duas malhas amostrars para cada modelo, uma com 350
amostras ¢ outra com 100 amostras. As coordenadas que referenciam estas malhas
amostrais estdo padronizadas ¢ variam no intervalo [0.1]. Os modelos foram estimados

pelo metodo da maxima verossimithanga ¢ pelo critério de MOQP.. Como ambos os
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métodos necessitam  de algoritmos numéricos para realizar o procedimento de
estimagdo, os valores dos parametros iniciais para interagdo foram os mesmos para
ambos ¢ seus valores foram exatamentc 3s parametros da verdadeira estrutura de
covaridncia espacial. Além disto, considerou-se que 0 modelo de familia de correlagao

espacial era conhecido em cada caso.

i) Modelo Esférico: 0 =(c” =0); ¢=0]1. " =0)

o @ o
e JEF o
Vel o j - ° o e
= B {Ir o o o
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= - - c F
T o J o o 2 o ¢
(o] © g o J | ©
= g o :
?‘r i o 2 b
o o4
(] Lom g
. C. ] [
— Verdadeiro = Veardadeiro
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00 02 04 05 08 10 12 o0 02 04 06 08 106 17
distance distance

Figura 4.26 - Ajuste de variograma para malha amostral de 50 locais (a esquerdu) e
malha de 100 locais (a direita), realizado pelo método da maxima verossimilhanca (em
vermelho) ¢ pelo critério de MQOP; (em azul), juntumente com o verdadeiro modelo de
variograma (em preto). '

Nesta simulagdo, buscou-se analisar a esimagao de parametros do variograma
nos casos onde a vartabilidade ¢ a amplitude da dependéncia espacial sdo pequenas.

Para a amostra de 50 locais, ambos os mctodos captaram apenas pequena parte
da dependéncia espacial, nos levando a acreditar que o processo nde possui esta
dependéncia. Entretanto, com a amostra de 100 locais, a dependéncia espacial foi
captada por ambos, sendo que apenas o patamar de variabilidade foi subestimado (ver

Figura 4.26).



ii) Modelo Esférico: 0= (o” =100; ¢=04. r =20)
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Figura 4.27 - Ajuste de variograma para malha amostral de 30 locais (a esquerda) ¢
malha de 100 locais (a direita), realizado pelo método da mdaxima verossimithanca (em
vermelho) e pelo critério de MOP; (e azul), juntamente com o verdadeiro modeio de
variograma (em preto).

Analisou-se no exemplo acima outro modelo esférico com variabilidade ¢
dependéncia espacial mais elevadas. Ambos os métodos obtiveram resultados
satisfatorios, entretanto o variograma ajustado pelo métode da maxima verossimilhanga
apresentou resultados muito superiores. No caso de 30 amostras, ¢ ajuste realizado peia

maxima verossimilhanga foi praticamente perfeito (ver Figura 4.27).



iti)Modelo Exponencial Poténcia k=2 (Gaussiano):

8=(c°=50; ¢$=073; 2 =0)
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Figura 4.28 - Ajusie de variograma para malhce amostral de 30 locais (a esqmerda) ¢
malha de 100 locais (a direita), realizado pelo método do maxima verossimithancea (em
vermelho) ¢ pelo critério de MQP; (em azul), juimamente com o verdadeiro modelo de
variograma (em preto).

Neste caso, onde a fungdo de correla¢do do variograma ¢ Gaussiana. os
resultados obtidos pelo método da méaxima verossimilhanga foram plenamente
satisfatorios. E importante notar que o ajuste realizado foi extremamente preciso tanto
no caso de célculo baseado em S0 amostras. quande no caso de 10C amostras. O modelo
estimado pelo critério de MQP, for desfavoravelmente influenciado pelo

comportamento do variograma amostral (ver Figura 4.28).
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iviModelo Exponencial Poténcia com k=1 (Exponencial):

0=(c* =40; ¢=1; r*=5)
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Figura 4.29 - Afjuste de variograma para matha aemostral de 50 locais (a esquerda) e
malha de 100 locais (a direita), realizado pelo método da maxima verossimilhanga (em
vermelho) e pelo critério de MOP; (em azul), juntamente com o verdadeiro modelo de
variograma (en: preto).

Nesta simulacdo, onde temos um modelo com alta variabilidad'e e amplitude de
dependéncia espacial, tanto para 50 amostras quanto para 100 amostras, os resultados
obtidos pelo critéric de MQP; foram superiores (ver Figura 4.29).

Apds esta breve analise destes modelos simulados, € importante notar que o
desempenho do método da maxima verossimilhanca foi geralmente superior para os
casos onde a amplitude da dependéncia espacial é menor. A fun¢do de correlacio
espacial do tipo exponencial € normalmente a fungdo que determina mator amplitude de
dependéncia espacial. Isto acontece porque o decréscimo desta fungdo € mais lento do
que o decréscimo de outras fungdes derivadas da familia Exponencial Poténeia, como a
fun¢do de correlacdo Gaussiana (ver Figura 3.7).

Apesar dos pequenos indicios de termos uma melhor estimagdo, por parte dos
metodos de maxima verossimilhanga para os ¢asos onde a fungdo de correlagdo espacial
tiver decréscimo mais rapido,  necessutariamos  de o mais  estudos  de o sunulagoes
VP ICANd e o COMpOrtanenio destes méiodos de estimagdo jara d]_rf;’,r'unh'.x' SHUUCoes ¢
modelos JHIQ HC POSSUINON ;-.f,fu'i}.*ru an"_g:rr COM SCLHPATSa HUNEC sentndo. ?"j il‘f‘lpﬂl‘lzmlc

sahientar que nestas simulagdes, partimos do pressuposto que:
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A fungdo de correlagdo espacial era conhecida;

A func¢do de maxima verossimilhanga estava corretamente especificada, pois
tinhamos scguranga cm afirmar que os dados foram gerados por um processo
Gaussiano.

Os valores iniciais dos parametros, que foram utilizados nos algoritmos numéricos
para 0 processo de estimagdo, eram os mais proximos possiveis dos verdadeiros
parametros do modelo (j& que scus valores eram exatamente os parametros do

modelo).
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5. PREDICAO ESPACIAL

Nos capitulos anteriores, nos preocupamos em estudar aspectos da analise
Geoestatistica que sdo importantes pre-requisitos para o principal objetivo em questdo:
a predigao espacial.

Na secdo 2.4 do Capitulo 2, vimos como fazer predi¢do espacial supondo um
modelo estatistico totalmente especificado. Entretanto, quando um pesquisador se
depara com um certo fendmeno que pode ser analisado pelas técnicas de Geoestatistica,
os parametros do modelo a ser utilizado no processo de predigdo sdo normalmente
desconhecidos. .

A partir disto, o pesquisador vé-se obrigado a estimar estes parametros
desconhecidos — normalmente pardmetros que especificam a estrutura de covaridncia
espacial — ¢ considera-los como os verdadeiros pardmetros populacionais a fim de
realizar o processo de predigdo. Infelizmente, este tipo de pratica adiciona erros nas
predicdes e nas respectivas varidncias de predigdes.

Neste Capitulo, vamos apresentar o método geral de predi¢dio em
Geoestatistica, realizando a predigdo espacial para dados obtidos do projeto MAPEM,
além de dados obtidos por processo de simulagdo, utilizando parametfos estimados por

critérios baseados em minimos quadrados € maxima verossimilhanca.
5.1. 0 PREDITOR DE S(x)

No Capitulo 2, vimos que a predigdo de 7' = S(x) para qualquerx € /) | realizada
atraves de um preditor T = J(Y), possui erro quadratico médio minimo guando
T=ET1Y).
lLogo. o preditor P = (1Y) ¢ preditor otimo de [, segundo o critério de
menor erro quadratico meédio. Entretanto. o preditor T=E7Y) nem sempre ¢ linear
em'Y.
() use de preditores lincares ¢ justificado quando possuimos informagoes

incompletas sobre a distribuig@io do fendmeno em estudo (Gamerman & Migon, 1993)
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No contexto de Geoestatistica, o calculo da média e da variancia do erro de
predigdo sO sdo possiveis se conhecemos a distribui¢do do processo S(x). Entretanto,
como possuimos nermalmente apenas uma unica realizagdo do processo S(x), ndo
podemos inferir sua distribuigdo precisamente. Por este motivo, nos restringimos a
escolha de preditores pertencentes a classe dos estimadores lineares, que sempre nos
possibilitardo calcular a média e a variancia do erro de predig¢@o a partir do variograima
ou do covariograma (Journel & Huijbregts, 1978).

A partir disto, buscamos o preditor linear dtimo em 'Y, a fim de predizer os

valores de 7= S(x). Este preditor, ¢ da forma

Y“.

S(.\') = Z w, (x)Y, .
i=]

onde os pesos w,(x) sdo derivados da média estimada e da estrutura de coxfe;l‘ié11cia dos

dados.

A grande vantagem de trabalharmos supondo um processo Gaussiano S(x) esia

no fato de que o preditor 6timo de 7" baseado em Y, ou seja T = EXT1Y), é também o

preditor /inear 6timo de 7. Considerando que L[S(x)] = g (Vxe D), vimos no Capitule

2 que este preditor € dado por:

T=pu+o’r'(c I+’ R (Y -ul)
¢ possui variancia de predigcdo
ar(T1Y)=6° -6 (' 1+ 5°RY \&r.
Além deste fato, assumir que nosso processo ¢ Gaussiano traz ainda outras

grandes vantagens (Cressic, 1991):

i) Homoscedasticidade condicional: A varidncia Var(7'/Y) ndo depende de Y,
ou seja, s6 depende da configuragio espacial dos locais x na amostra ¢ da
estrutura de covariancia espacial;

1) O erro quadratico médio de T=L11Y) é igual & varidncia de predi¢ao
Var(1'1'Y).

O método de predigio espacial que utiliza o prediter I'=E(1Y) a fim de

construir uma superficic S(x) ¢ chamado de krigeagem.



5.2. KRIGEAGEM

Krigeagem ¢ o método de predi¢do baseado na minimizagdo do erro quadratico
médio que normalmente depende das propriedades de 2° ordem do processo S(x).

Normalmente, nosso objetivo ¢ predizer o valor de S(x) ou seu valor médio em
uma determinada regido, ou seja,

Pl
141

IS (xX)dx .

B
onde IB[ ¢ a area da regido B (B e D). Pela linearidade do operador esperanga. temos

que o preditor de T ¢ dado por (Diggle & Ribeiro, 2000):

. | .
7= S(x)ds
183
Suponha que os dados Y =(},,....,Y,) foram gerados por um modelo

Gaussiano linear,

YLc=ple Y+ 8(x )+ 2,0 i= 000,
onde S(x,)é um processo Gaussiano estacionario com média zero, varancia o
fun¢ao de correlagdo p(h;¢), p(x,) determinado por um modelo de regressio baseado

em k fungoes de variaveis referenciadas observadas
;-‘ .
wxy=2 fi(x)p,
k=1

& o = N(0,7%) é um ruido branco. Entio. segue que Y tem distnibuigio Normal
Multivariada
Y ~ MVN(FB ,G(0)),
onde
e 9=(r3,03_¢)
WV

1
[
o J(Y)=Fp =|matrizde dclinemncnmux;;] : ]
|
J

e Tar(Y)=G(0)=1"1+c"R(d)=
B 0 [,,-:(H_\‘= x ko)

=pf 5 T ff+rr“|! : ,n(ll_

S -]
- ";-l.!'- r/JJ : '

|_(‘ woe (1 | ;?(!:.\‘“ =~ X rp) : ;3{”_1‘” = | n’.r“i

=

Ny =
)
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onde ,()Ql.\', - .x}ﬂ): Corr{S(x,),S(x, )} = Corr{S(x), S(x + 1)}
e Y :i=1,...,7 s3o mutuamente independentes. condicionals a S(x).
A partir deste modelo, com base na se¢do 2.4, temos que o preditor de S(x) ¢
T=x)+o v (1 +a*R) (Y - F8) (5.1)
com variancia de predi¢do

Var(TIY)=0c" -o r' (2T +c*R) " o°r (5.2)

;)Q[‘\' — X ID
Al : ) |

O processo de realizar a predicdo através da expressdo dada por (3.1),
<

onde r=

construindo um mapa de superficie para S(.x). ¢ conhecido como krigeagem simples.
A partir da expressdo (5.2). podemos construir um mapa da precisio da

predi¢ido, tomando o desvio-padrao

DP(x) = yVar{S(x)/ Y]. (5.

L5

)

Embora o preditor da krigeagem possa ser derivado como o preditor linear
otimo sem realizar referéneia explicita a um modelo Gaussiano, a predigio espacial
baseada em L(7'/Y) ¢ linear somente sob suposi¢io Gaussiana (Diggle. Moveed e
Twan, 1998).

Na krigeagem simples, normalmente substituimos os pardmetros que definem a
estrutura de covaridncia cspacial por suas esttmativas ¢ assumimos que a média ¢
conhecida a priori. Quando ndo desejamos —— ou ndo podemos — supor que a média é
conhecida, nos voliamos aos procedimente de kArigeagem ordindria ¢ krigeagem
wuversal, que podem ser considerados como casos particulares da predigdo bayesiana
(Diggle & Riberro, 2000). Nesta monografia, serd apreseniada apenas a predigio
espacial baseada nos métodos de krigeagem simples. Para referéncias a outros metodos
de krigeagem, sob a suposi¢do de modelos estatisticos explicitos, recomenda-se Diggle
& Riberro (2000). Os métodos de predigdo baseados em krigeagem simples, ordindria e
universal sdo classtlicados como métodos de brieeavem hnear Para referéneias a

métodos de kngeagem ndo-lincar, ver Diggle, Moveed ¢ Twan (1998).
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Exemplo de Krigeagem Simples

Suponha que desejamos estimar o teor de uma certa substancia existente em
um determinado local vy com base em amostras do teor desta substancia, observadas em
trés locais vizinhos x.x, e.x;.

A Figura 51 ilustra a localizagho das amostras ¢ o local onde desejamos
predizer o teor da substancia. As distancias entre os locais ¢ 08 seus respectivos valares
sdo dados por:

Tubeia 3.1 - Distancias entre os locais x,

\
LolA | TociB | Distinen
O w 1 < J 15,00 metros
Xp L X3 f 24,00 metros
| |
X6 ! Xi 10.00 metros
X ' X 39.00 metros
Xy : X3 18.02 mietros
2 | & | 26,00 metros

Tubeia 5.2 - Valores observados.

Local Valores (Y)
X7 64
X 70

i =9
~!

X3
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e

40

.\J__‘
o

7

Coord X

FFigura 3.1 - Localizagdo das amostras x,.x, € x, e do local

onde desejamos estimar o teor da substdncia.

Para realizar a predig@o, supomos que os parametros que definem a estrutura de

covaridncia espacial sao dados por

66 —
2 =10
o =110

(_\I 3 .)\_‘ ‘_'. s

Ay =

fi, l}-t'i_f'! .C%Hr,

com fungio de correlagdo espacial dada por

plh.g)

A Tab

= Lisférica(h;20)

1

as distincias consideradas neste exemplo.

A partir disto. podemos encontrar o vilor de

Tabela 3.1 - Distancias entre

l(}tdlA

|
\

_{'t — 3(h/20)+ %(hi20)
0

[ C\ 'y
W lloorn A Caflis \'l\(—\

AN

0= h<20

:h =20

o locars x.

Local B | Distancia ,e;{ i)
xr IIS 00 metros  0.0859

X2 | 24.00 metros  0.0000

v+ | 1000 metros  0.3125
X % 39,00 metros  0.0000
X2 118,02 metros 0.0140
Xy i 26.00 metros  0.0000

Stx, ) através da expressao (5.2):

cla 5.3 fornece os valores desta fungdo de correlagido espacial para todas



S(x,)= u(x)+ o r(r 1+ R) (Y - FB).

Entretanto, como u(x)= u, podemos escrever (5.2) de maneira simplificada

como o~ Molun, Ao el
$(xy)= p+ o (2 + 6T RY(Y = ). Toay
Procedendo aos calculos, temos <Nl ezl % - 5
S(xy)=p+0° [/7(”-" i ” f?m-" =4 " (I[‘ - -“1“)]>< oli... h,“.w i

1 0 © (I|‘|“'1||) (jr,—.\,i p(ll_r,—-.r_,")
0 1 0|+a?| pf

&g = “) qr"z_‘zu :"G“"z‘xan) *
00 1] |plx- -\nii) pllxs —xl) ol - x.)

I

L

K( ;:]::l‘!i : \l ‘
| 1)

b4

S(x)=60+110[0,0859 0 03125]x

M0 o“i 10 0,014'1'
«410[0 1 0f+1100 0 1 0

00 1| [0014 0 1

S(x,) =60 + [~ 3,29286]=56,70714

Logo. a nossa estimativa do teor da substdncia para o local x,, com base em
trés amostras, ¢ igual & 56,70714.

Sc desejamos obter um intervalo de confianga. devemos calcular o valor da
variancia de prediqﬁo dado por (5.2)

VarlS(x,)/ Y11= 0" = o[l - \.IU pllc=f) plle-x; \l)}x

'( 1o o] [l -xl) Al -xf) ol -xl)]
xal 2210 1 0]+a’| pllx, —\]H pllxs = x.]) ol “*“
001 plles = x ) ol —x.)

Pl - x,0) |

% PUi‘ - :|I|'[))‘

plle - =)
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Var{S(x,)/ Y]=110-110[0,0859 0 0,3125]x

{1 0 0 "1 0 0014 “‘ {0,0359}
olo 1 ol+1100 0 1 0 «1100 0
0 0 1 0014 0 1 JJ [O,BIQSJ

Var[S(x,)/ ¥]=110 ~[10,52345] = 99,47655
Logo, o desvio padrdo da predi¢@o é dado por
Var[S(x,)/ Y] = 4/99,47655 = 9,974
Com base neste resultado, obtemos um intervalo com 95% de confianca para o
teor da substancia no local xg:

1C95% — (56,707 -196x9974:56.707 + 1,96 x 9.974)
= (37,153 76,25)

5.3. APLICACAO DAS TECNICAS DE KRIGEAGEM NA ANALISE
DE DADOS DO PROJETO MAPEM

Ao longo desta monografia utilizamos dados fornecidos pelo projeto MAPEM
(ver Anexo 2) a fim de estudar as caracteristicas da estrutura de covaridncia espacial.
Como prosseguimento, vamos realizar predigdes para locais ndo amostrados utilizando
os resultados obtidos no capitulo anterior. A varidavel que sera analisada ¢ o reor de
areia dos sedimentos. As amostras foram obtidas através de uma analise de
granulometria nos 47 locais amostrados.

Como apresentado no capitulo anterior, o variograma amostral do teor de arcia

tem o seguinte formato:
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Figura 5.2 - Variograma amaosiral para o teor de areia.

Ap6s uma analise do comportamento do variograma para diferentes distancias,

como mostra a Figura 5.3, concluimos que ¢ razoavel supor isotropia nos dados.
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Figura 3.3 - Variograma amostral caleulado para as diregoes 0%, 439 90% ¢ 133°.

Quanto ao modelo de estrutura de covaridncia espacial, utilizamos a fungao de
correlagdo exponencial ¢ estimamos 0s parametros atraves de diversos critérios. Vamos
agora analisar os resultados obtidos pelos critérios de MQO., MQP; e por maxima

verossimilhanga. Os variogramas ajustados se encontram na Figura 5 4:
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Freura 3.4 - Variogramas ajustudos para a variavel teor de arewa segundo
os critérios de MOO, MOP > ¢ mdxima verossimilhanga.

Os parametros estimados por estes trés critérios sdo dados a seguir:

-

Minimos Quadrados Ordmdrios: 0= (67 =397, ¢=187) 7°=0)

1!

Minimos Quadrados Ponderados (2): 0 = (0 =412 ¢#=1865, % =0)

Maxima Verossimithanca: 0 =(c” =404, ¢

2

156,6; 7°=0)

A fim de realizar a predigdo espacial por krigeagem simples, devemos supor
que a média do teor de areia em 1oda a regido de estudo ¢ conhecida.

Quando utilizamos o critério da maxima verossimithanga, obtemos estimativas
para os parametros da estrutura de covaridncia espacial juntamente com o pardmetro (ou
pardmetros, quando temos média ndo constante na regifio) que definem a média do
processo. Assim, podemos utilizar estes resultados como estimativas da verdadeira
média. Entretanio, quando utilizamos algum criténo bascado em minimos quadrados.
ndo temos esta estiumativa,

Para evitar este tipo de problema. muitos textos recomendam o uso de técnicas
de predigao que ndo exijam o conhecimento direto dos pardmetros que definem a média,
como krigeagem ordinaria ¢ Krigeagem universal. Mas. como estamos interessados na
aplicacdo das téenicas de Krigeagem simples. vamos supor que a media amosiral dos
dados ¢ uma razoavel estimativa para a média do processo subjacente. Esta suposi¢do
encontra fundamento na medida que supomos gue nosso processo ¢ estacionario ¢

uttlizando os concentos de ereodicidade deseritos no Capitulo 2. Assim. as meédias
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utilizadas neste processo de predigdo serdo iguais a 11,62 (para MQO e MQP;) ¢ 10,62
(para maxima verossimilhanca).

A fim de obtermos uma superficie praticamente continua sobre a regido de
estudo, realizou-s¢ a predigdo com base nas 47 amostras do teor de areia para 10.000

locais x,.

Em virtude dos modelos ajustados por MQO e MQP; serem muito
semelhantes, diferengas visuais nos resultados preditos sdo praticamente imperceptiveis
(Figura 5.5). Por este motivo e também pelo fato de que o método de MQP; é um dos
critérios de ajuste de modelos mais utilizados dentro da Geoestatistica, vamos comparar
os resultados apenas deste critério em relacdo aos resultados obtidos pelo modelo

ajustado por méxima verossimilhanca.
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Figura 3.5 - Predi¢do espacial por krigeagem simples para o teor de areia
com modelos ajustados por MQO (esquerda) e MOP; (direita)

Para realizarmos uma analise mais aprofundada nos resultados. podemos
diminuir o numero de cores da imagem. Apesar disto, devemos salientar que 0 nimero
elevado de cores ¢ importante em uma analise visual dos resultados, pois nos fornece
uma impressdo maior de continuidade no mapa. Diminuindo o nimero de cores.
podemos indicar algumas diferengas entre os resultados obtidos pelos modelos ajustados

por MQP> ¢ maxima verossimilhanga (IFigura 3.6).
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Figura 5.6. Predi¢do espacial por krigeagem simples para o teor de arcia
com modelos ajustados por MOP; (esquerda) e maxima verossimilhan¢a (direita).

Analisando a Figura 5.6, podemos perceber diferengas significativas entre os
resultados. Pode-se notar que a predigdo realizada utilizando o modelo ajustado por
MQP; possui uma amplitude de dependéncia entre os dados maior do que na predi¢do
realizada pelo modelo ajustado por méxima verossimilhanga. Este fato se torna evidente
analisando as "manchas" de cores no mapa predito pelo modelo ajustado por MQP,,

principalmente nas bordas do mapa (Figura 5.7).

# ) P

* Lo @

Figura 5.7 - Comparagdo dos resultados de predi¢do espacial por krigeagem simples
para o teor de areia no sudeste da regido com modelos ajustados por MOP; (esquerda)
¢ maxima verossimilhanca (direita).

Analisando a Figura 5.7, podemos verificar que existe uma zona de influéncic
conjunta dos dois valores } nos pontos localizados entre eles apenas no caso da

predigdo realizada pelo modelo ajustado por MOP-.
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Apesar de podermos detectar diferengas entre as predi¢des realizadas pelos
dois modelos, este ndo € o foco da analise. Nosso objetive agora ¢ saber qual dos dois
modelos realizou a predigdo mais proxima da realidade.

Infelizmente, analisande a predi¢do que estes modelos realizaram para 08
locais onde possuimos valores observados nao foi satisfatoria. Isto pode ser comprovado
analisando o grafico de dispersdo entre os valores preditos e os valores observados
(Figura 5.8).
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Iigura 3.8 - Diagrama de dispersao entre valores observados do teor de areia ¢ valores
preditos pelo modelo ajustado por MOP; (esquerda) e por maxima verossimillanga
(direita).

Outra maneira de visualizar esta informagio ¢ adicionar os valores originais
dos locais amostrados ao mapa de valores preditos (Figura 5.9). Uma analise desie

grafico reforga as conclusdes anteriores.
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Figura 5.9 - Comparag¢do entre valores observados do teor de areia (circulos) e valores
preditos pelo modelo ajustado por MQOP> (esquerda) e por maxima verossimilhanga
(direita) para duas escalas de cores diferentes.

Apenas para complementar a analise, vamos supor que o modelo ajustado por
maxima verossimilhanga ¢ o verdadeiro modelo de estrutura de covariancia espacial do
teor de areia e. a partir disto, vamos calcular os valores da varidancia de predigdao. O

mapa com as variancias de predi¢do ¢ ilustrado na Figura 5.10.
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estrutura de covaridncia espacial estimado pelo método da maxima verossimilhanga é o
verdadeiro modelo de estrutura de covariancia espacial.

E importante salientar que esta discrepancia entre os dados originais e os
valores preditos ¢ normalmente causada por dois tipos de problemas: -
a) Meédia ndo constante na regido de estudo;

b) O processo gerador S(x) ndo ser Gaussiano.

Outro possivel e comum fator causador deste ti-po de discrepancia ¢ o efeito
causado por valores atipicos. Entretanto, apos algumas andlises nos dados deste
exemplo, ndo parece razoavel supor que o valor do teor de areia de algum dos 47 pontos
possa ser considerado como valor atipico. .

Como ndo sabemos ao certo se os nossos dados provém de um processo
Gaussiano multivariado, julgamos razodvel tentar uma transforma¢do nos dados. A
transformagdo utilizada sera a transformacao de Box & Cox. Segundo Diggle & Ribeiro
(2000). a transformagdo de Box & Cox ¢ recomendada para os casos onde possuimos
variaveis com distribui¢des assimétricas. Além disso. esta transformacao ¢ util para
contornar uma possivel heteroscedasticidade no processo (Bailey & Gatrell, 2000). A
partir desta transformagio. o modelo ¢ reformulado para (Diggle & Ribeiro, 2000):

i) Uma variavel V' ~ MVN(FB.G(8)) descrita conforme (4.9);
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i) Os dados v=(y,.....v,) sao gerados por uma transformagdo do modelo

Gaussiano Y =/1,'(¥"), onde:

[{y,)" -1 o
Vs (Yy=y g ®A#0
log(y,) seA=0

A partir deste modelo, podemos estimar o valor de A através da fungdo de

maxima verossimilhanga baseada nos dados originais yv=(y,,....¥,):
In(L(B.8,2)=-Y% {In\(;’(())\ +1h, ()= FBILGO) ', (v)— I8 ]}+ b3 ]n((__vl i )

Analisando a verossimilhanga relativa (Figura 5.11), vemos que o valor que

maximiza a func¢io de verossimithanga ¢ 4 =0,3655. 4
4:1
/
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Figura 5.11 - Verossimilhanga relativa para o valor do parametro de transformagao 4.

Entretanto, a melhora na predigdo ndo justifica a transformagdo. A figura 5.12
confirma que as predi¢des sio semelhantes as realizadas pelos modelos ajustados aos
dados originais. Neste caso. o modelo foi ajustado aos dados transformados por maxima

verossimilhanga. A funcio de correlagdo ajustada ¢ do tipo Gaussiana, com parametros

- S

estimados 0= (a° =1,652; ¢=14439; 7~ =0; A=03365).
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valorves preditos pelo modelo ajustado por  mdxima verossimilhan¢a considerando os

dados transformados.

Uma hipotese plausivel para estas predigdes "pobres”, do ponto de vista
estatistico, ¢ que a média deve ser ndo-constante para pequenas regides dentro da nossa
regido de estudo. Entretanto, este tipo de efeito ndo pode ser captado através de uma

analise de superficies com fungdes lineares, tampouco com fungdes quadraticas.

5.4. APLICACAO DAS TECNICAS DE KRIGEAGEM NA ANALISE
DE UM PROCESSO GAUSSIANO SIMULADO

No Capitulo 4 foram realizadas simulagdes a fim de analisar o processo de
estimagdo dos parametros da estrutura de covariancia espacial realizado por MQP; e
maxima verossimilhanga. A fim de que possamos avaliar o desempenho de um processo
de predig@o por krigeagem simples que fornega resultados otimos, sob o ponto de vista
de maior precisdo. vamos utilizar o processo Gaussiano simulado para 50 amostras dado
pelo modelo 11) da se¢do 4.10.

Analisando a Figura 4.27 do capitulo anterior, podemeos perceber que o modelo
ajustado pelo critério da maxima verossimilhanga estd muito proximo do verdaderro
modelo que gerou os dados. Isto significa, que uma predigdo por krigeagem simples a
partir deste modclo geraria resultados com a mator precisiao possivel.

A partir deste modelo, realizamos o processo de predigdo obtendo os resultados

dados pela Figura 5.13, cujas varidncias de predig@o sdo dadas pela FFigura 5.14.
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Para ilustrar a qualidade do ajuste, adicionaremos os valores observados ao
mapa dos valores preditos (Figura 5.15). A partir de uma analise visual é possivel
verificar que o modelo ajustado realizou uma boa predigdo para os locais previamente
observados.
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Figura 5.15 - Comparagéo entre valores observados do processo simulado (circulos) e
valores preditos pelo modelo ajustado por maxima verossimilhanga.

Para fins de comparagdo, a Figura 5.16 apresenta o grafico de dispersdo entre
os valores originais do processo simulado ¢ os valores preditos, utilizando o modelo
ajustado por maxima verossimilhan¢a e o modelo ajustado por MQP», cujos parametros

sdo apresentados na se¢ao 4.10 do capitulo anterior.



predicted

10

wr

-5

-10

data

/

;
L
g
b =]
?j
[eH

]

10

o

S0

90

NI, (SR SN,

ok

S -

data  *

Figura 3.16 - Diagrama de dispersao entre valores observados ¢ preditos pelo modelo
ajustado por maxima verossimilhanga (esquerda) ¢ por MOP > (direita).

Analisando a Figura 4.16, vemos que ambos os modelos podem ser

considerados satisfatorios, com minima vantagem para o modelo ajustado por maxima

verossimithanga, ja que ambos estimaram com muita precisdo os valores ja observados.

Este ultimo grafico serve apenas para mostrar que, em geral. mesmo diferengas

bastante significativas entre modelos de estrutura de covariancia espacial podem gerar

resultados visuais extremamente semelhantes.
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6. O PACOTE COMPUTACIONAL GeoR PARA ANALISE
GEOESTATISTICA

Para a realizagdo das técnicas de Geoestatistica ao longo desta monografia,
utilizou-se 0 pacote GeoR. O pacote GeoR toi desenvolvido para ser um modulo de
analise de dados geoestatisticos utilizando o programa R.

O programa R consiste de um sistema de recursos estatisticos disponivel
gratuitamente na  Internet através do site fp: cranr-projectorg . Também  s¢
encontram disponiveis na Internet intmeros pacotes de analises estatisticas,
desenvolvidos por pesquisadores das mais diversas dreas aplicadas, que‘utilizam o
programa R. Grande parte destes pacotes, inclusive o GeoR, podem ser adquiridos
eratuitamente pelo site At cran.r-project.org bin windows contrib PACKAGIS’,

Paralelamente ao GeoR, construiu-se também o pacote GeoS, que funciona no
ambiente do software S-PLUS. Ambos GeoR ¢ GeoS foram desenvolvidos por Peter J.
Diggle e Paulo 1. Ribeiro Jr. quando estes implementavam métodos geoestatisticos sob
a perspectiva baseada em modelos, conforme descrito em Diggle & Ribeiro (2000).
Maiores detalhes sobre a documentagdo e utilizagdo destes pacotes podem ser
encontrados no site htp: www.maths. luncs.ac.k ~ribeiro geoR html.

Por s¢ tratar de um programa disponivel gratuitamente, o pacote GeoR ¢ o
programa R sc constituem de importantes ferramentas de analise estatistica que se

encontram ao alcance de qualquer pesquisador.
6.1. INSTALACAO DO PACOTE GeoR

A instalagdo do pacotc GeoR ¢ extremamente simples ¢ direta. Existem duas
manciras de instald-lo:
a) Instalagiio via Intemet: Neste caso. va ao menu PACKAGES e clique na opgao
Install Package from CRAN. Assim, o programa ird se conectar com o site do CRAN
(Comprehensive R arclive network) ¢ instalara o programa desejado dentre uma lista de
todos os disponivets;
b) Instalagdo local: Para a mstalagao local. primeiro deve-se realizar o download do

pacote atraves de alguns dos sites eitados antertormente. O pacote esta disponivel em



versdo compactada (*.zip) ¢ devera ser colocado em uma pasta qualquer do computador.
Apos 1550, va ao menu PACKAGES e clique na opgdo /nstall Package from local zip
Jile. Apos especificar o caminhe até o arquivo, o programa realizard o processo de
instalagao automaticamente.

Apos realizada a instalagdo, deve-se carregar o pacote a fim de utiliza-lo. Para
carrega-lo, va ao menu PACKAGES e clique com o mouse na opgao Load Package.
Escolha o pacote GeoR ¢ clique OK. Outra forma de carregar o pacote ¢ digitar:

library(geoR). Quando o pacote ¢ carregado, o programa exibe a confirmagio:

| geoR: a package for geostatistical analvsis in R ]
I gcoR 1s now loaded ]
| - T S o o T — ]

L]

6.2. ANALISE GEOESTATISTICA

Nesta se¢do, apresentaremos alguns comandos basicos do pacote GeoR que sido

importantes a fim de analisar problemas geoestatisticos.

6.2.1. PREPARACAO DO ARQUIVO DE DADOS

Os arquivos contendo os dados devem ser do tipo texto, preferencialimente com
terminagdes TXT e DAT. O arquivo deve conter trés colunas, onde as duas primeiras
representam as coordenadas geograficas e a terceira representando os valores da
variavel em estudo. Os dados devem estar separados por caracteres de tabulagdo ou por
espagos em branco. Exemplo:

quinze.dat

x ¥ dados x oy dados
0.0 0.20 .00 | 110 0.10 21.00

0.2 .30 9.00 1.20  0.80 13.00
0.30  0.50 6,00 ' ] 1.30  0.60 14.00
.40 .60 800 | 140 0,70 16.00)
0.350 0.70 1000 | 130 0.50 19,010
0.60 020  2.00 | 0.50 1.20 800
0.70 090 500 ' '] 0.90 1.50  18.00
(080 .40 100 | (.10 0.90 18.00
| 0.90 0,20 J4.00
L,

(.ot (.40 4.00
100 (.30 3.00 | -~ 150_ i._jf,‘_ 35._0:)



Posteriormente, va ao menu FILE e clique na opg¢do Change Dir. Deve-se
especificar o caminho até o local onde se encontra o arquivo preparado. Entdo, deve-se

utilizar o comando:

| data.col=3)

Este comando colocara os dados do arquivo quinze.dut dentro de um objeto
chamado quinze. Este objeto guardara as informagoes do arquivo de dados ¢ ira dividir
o arquivo em coordenadas ¢ dados. O comando header informa s¢ nossos dados
contém, ou ndo, um cabegalho contendo o nome das variaveis. Apos a digitagdo deste
comando, podemos verificar se o arquivo foi lido ou se houve algum problema através
do comando:

{print(quinze)

6.2.2. ANALISE EXPLORATORIA DOS DADOS

Para a realizagdo de uma analise preliminar nos dados, podemos utilizar os

comandos:

plot(quinze)

i points(quinze, cex.min=1, cex.max=2.5, pt.sizes="quartiles",

r
|

| hist(quinze$data)
[

|

: col=gray(seq(1,0,1=4)))
|
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Através destes graficos, podemos verificar a presenga de tendéncia e valores

atipicos.

6.2.3. VARIOGRAMAS AMOSTRAIS

Para o calculo do variograma empirico ¢ do variograma amostral. utilizamos os

comandos:;

|

'emplrlco <- variog(quinze, option="cloud", max.dist= 1.5)

empirico.robusto <- variog(quinze, option="cloud", max.dist=1.5, {
|

estimator.type="modulus") [

S ——— |

Este ultimo comando calcula o valor do variograma empirico através do

estimador robusto. Para visualizarmos os resultados. dt.vemoq utilizar os Lom‘mdos

“plot(emplrlco, main="classico")

plot(empirico.robusto, main="robusto")
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FFigura 6.4 - Variograma empirico estimado pelo método classico (esquerda)
e pelo método robusto tdireita).

Para o calculo do variograma amostral, juntamente com o0s box-plots

caracterizando a distribuigdo do variograma empirico, devemos digitar os comandos:

variograma <- variog{quinze, uvec= seq(o 1.5 1 10), bin.cloud= T) |

variograma.robusto <- variog(quinze, uvec=seq{0,1.5,1=10),

bin.cloud=T, estimator.type="modulus")

Os resultados sao visualizados atraves dos comandos;
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plot(variograma, main="classico") l
plot(variograma.robusto, main="rcbhusto")
plot(variograma, bin.cloud=T, main="classico")

plot(variograma.robusto, bin,cloud=7, main="robusto")
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Figura 6.5 - Variograma amostral ¢ box-plots com a distribuigao do variograma
empirico estimados pelo método classico (esquerda) e pelo mérodo robusto (direira).

Para o calculo dos variogramas direcionais. devemos utilizar os comandos:

variograma.90 <- variog(quinze, uvecs =seq(0, % Sy 1= 10), dlrectlon*plfz)

|
!varlograma 4 <- varicg4(quinze, uvec=seq(0,1.5,1=10)) {
| {
| plot(variograma.90, main="Variograma 902") |

')

:plot(varlograma 4)
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Figura 6.6 - Variograma amostral calculado para a direcdo de 90° e variograma
amostral calculado para as divegoes de ()9, 459, 907 ¢ 135

Para visualizar melhor o comportamento do variograma amostral, tecomenda-

s¢ adicionar uma linha ligando os pontos através dos comandos:

lines(variograma, lty=1, lwd=2, col="red")

!legend(o.s, 20, legend="Variograma", lty=1, lwd=2, col="red")
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Figura 6.7 - Varrograma amostral sucvizado.

6.2.4. AJUSTE DE VARIOGRAMAS

Para ajustarmos um modelo de variograma aos nossos dados, devemos

primeiro especificar qual critério de ajuste serd utilizado:

Minimos Quadrados Ponderados

O ajuste pode ser fetto de trés manerras:



a) Estimando o efeito pepita:

98

Zﬁqp_«--Jériogit(ﬁéﬁidérama, iﬁE;;(80,1.5), cov.modelz“exponentiaﬁ“,

nugget=0.5, weights="cressie")

I
|
| I

b) Fixando cfeito pepita em zero:

rmq-p.f_:i‘.IO <- variofit(variogréﬁ?uini% (80,1.5),

| cov.model="exponential", fix.nugget=T, weights="cressie")

¢) Fixando o efeito pepita em algum valor arbitrario:

saiq;f;i;k <= _;;riofi.t{variograma, ini=c (_80—,'1_ ;?)__: '

weights="cressie")

onde

cov.model="exponential", fix.nugget=T, nugget=0.15,

4

e variograma : objeto que representa o variograma amostral calculado anteriormente

e ni: valores dos pardmetros ¢° ¢ ¢, respectivamente, que serdo considerados como

valores iniciais de interag@o no algoritmo numérico utilizado.

e cov.model: identifica qual a famiha de fungdes de correlagdo que sera utilizada.

Entre as opgoes estao as fungdes "Exponential”, "Matern", "Gaussian" ¢ "Spherical".

e nugget: valor inicial de interag@o no algoritmo numérico utilizado para o parametro

a
T~

e weights: ponderagdio do critério de minimos quadrados. As opgdes sdo "equal”

(MQQO), "cressie" (MQP) e "npairs" (MQP;).

Mdxima Verossimilhanca

O ajuste pode ser feito de varias maneiras:

a) Esumando o efeito pepita:

mv <- 1ikfit(quinze, ini=c(80,1.5), nug=0.5)

L — — e . . i ———

b) Fixando efeito pepita em zero:

{h&.éix.5_<-_11k¥EE}qd£Hié,_15126(5671}5),'fiiﬁnGEQét:T)

¢) Fixando o efeito pepita em algum valor arbitrario:

d) Utlizando o critério da miaxima verossimilhanga restrita:

' mv.fix <- likfit(quinze, ini=c(80,1.5), fix.nugget=T, nugget=0.15)
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¢) [Estimando o valor da transformag¢ao de Box-Cox:

| mv.lambda <- likfit(quinze, ini=c(80,1.5), nug=0.5, )
|
i fix.lambda = FALSE, lambda = 0.5) ‘

f) Estimando pardmetros de tendéncia:

rmv.tend <- likfit(quinze, ini=c(80,1.5), nug=0.5, trend="1st") l
e = ]

onde

e quinze: objeto que representa o banco de dados

o in: valores dos parametros o ¢ ¢, respectivamente, que serdo considerados como
valores niciais de intera¢do no algoritmo numérico utilizado.

e cov.model: identifica qual a familia de fungdes de correlagdo que serd utilizada.
Entre as opgdes estdo as fungdes "Exponential”, "Matern”, "Gaussian" ¢ "Spherical”.

e nug: valor inicial de interagdo no algoritmo numérico utilizado para o parametro
,‘._3

e method: caso igual a "RML". informa que serd utilizado o método da méxima
verossimilhanga restrita.

e [umbdu: valor inicial de intera¢@o no algoritmo numeérico utilizado para o parametro
de transformag@o 4.

e (rend: informa o gr‘au do polindmio que representa a média. As opgdes siao "cte"
(média constante), "Ist" (tendéncia linear) e "2st" (tendéncia quadratica).

Apos ajustado um modelo, podemos ver os pardametros estimados através de
um dos comandos:

Hmmary(mv.ten_d), Fsummzl:}(mqp), 5ummary(mv.1ama), etc.

=1
|

L I —— ]

Este comando nos fornece resultados do tipo:

[-stimation method: maximum likelihood |
Parameters of the mean component (trend): [
[
|

beta0 betal beta2
43297 7.6472 4 7808 '
Parameters of the spatial component:
correlation function: exponential
(estimated) variance parameter sigmasq (partial sill) = 343117
(estimated) cor. fet. parameter phi (range parameter) = 0 3428 !
anisotropy parameters j
{fixed) anisotropy angle — 0 ( 0 degrees )
(fixed) anisotropy ratio = 1
Parameter of the error component:
{estimated) nugget = 0
Iransformation parameter
(lixed) Box-Cox parameter - | (no transformation)
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6.2.5. VEROSSIMILHANCA RELATIVA

Para visualizarmos a fungdo de maxima verossimilhanga relativa, devemos

utilizar o comando:

ver.rel <- proflik(mv, quinze, sill.val=seq(20,150,1=11), !

range.val=seq(0.1,2.5,1=11), uni.only=TRUE)

plot(ver.rel)
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Figura 6.8 - Verossimilhanga relativa para os parametros e ¢.

onde devemos informar o intervalo (ou sequéncia) de valores para cada parametro
descjado. Caso desejarmos um grafico em duas dimensdes, devemos utilizar o

comando:

' ver.rel <- proflik(mv, quinze, sill.val=seq(20,150,1=11),
range.val=seq(0.1,2.5,1=11), sill.range.val=TRUE,
nugget.val=seq(0,10,1=11}, sillnugget.values=FALSE,
rangenugget.values=FALSE; uni.only=FALSE, bi.only=TRUE)

plot(ver.rel)
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6.2.6. ADICIONANDO O VARIOGRAMA ESTIMADO AO VARIOGRAMA
AMOSTRAL

Para adicionar o modelo de variograma estimado ao variograma amostral,

deve-se utilizar os seguintes comandos:

| plot(variograma) eSS ey

l
{ lines(mqp,lty=1,1lwd=2,col="blue")

lines(mv,lty=1,1lwd=2,col="red")
legend(1,35,legend=c("MQP","MV"),1lwd=c(2,2),col=c("blue" "red"))
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Figura 6.10 - Variogramas austados pelos criidrios de MOP s (em azul)
¢ maxima verossimillianca (e vermellio)
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6.2.7. LIMITES SUPERIORES E INFERIORES PARA O VARIOGRAMA
AMOSTRAL

Se quisermos calcular os limites (envelopes) do variograma, que servem para
nos mostrar a variagdo do variograma amostral para um dado modelo, devemos utilizar

o comando:

‘ limites <- variog.moael.en:(_q;j}ze, J); var=variograma, model%_q;,—__“
|

nsim=30)

iplot(variograma, envelope=limites)

Y A R P RN I R A S0 Sk~ L N S L R D T — |

Figura 6.11 - Limites para o variograma amostral.

onde nsim informa o namero de simulagdes realizadas. Para a obtengdo de simulagdes, o
software R necessita de uma "semente” aleatoria. Para especificar uma semente, o
programa R fornece uma enorme varicdade de métodos. Um exemplo € utilizar o

comando:

| RNGKind(“Super®)

]

|

que fornece a semente Super-Duper de Marsagha. Maiores esclarecimentos sobre os
diferentes métodos de introduzir sementes aleatorias podem ser encontrados no manual

de referéncia do software R (7he R Reference Index_versao 1.3.0, 2001)
6.2.8. PREDICAO ESPACIAL

A fim de realizar a predig@o espacial, primeiro devemos especificar a malha de
pontos que desejamos estimar. Isto € feito atraves do comando:

' grid <- expand.grid(seq(0, 1.5, 1=30), seq(0, 1.5, 1=30))

——
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onde as sequéncias representam os intervalos de coordenadas que fazem parte da malha.
O numero trinta representa o namero de pontos que serdo estimados no eixo de
coordenadas correspondente. Neste caso. temos 30 vezes 30 pontos na malha a serem
preditos.

ara a realizagdo da krigeagem simples, com parametros estimados pela
maxima verossimilhanga. devemos utilizar o comando:

| krigeagem <- krige.conv{quinze, loc=malha,

| krige=krige.control(type.krige="SK", trend.d="cte",

e o el
onde frend.d indica o grau do polindmio que representa a meédia e hera representa

1
! beta =15.14, cov.pars=mvScov.pars)) ‘
0

valor dos parametros da média. Neste caso, temos média constante com parametro
L1

[, estimado por maxima verossimilhanga e valor igual a 15.14. O valor "SK" no

comando tvpe.krige representa o tipo de knigeagem a ser realizada. As opgoes sao SK
(krigeagem simples), OK (krigeagem ordinaria) e UK (krigeagem universal).

Se desejamos realizar a krigeagem supondo que todos os parimetros ja sao

conhecidos, podemos fixar os parametros através do comando:

ikrigeagem.fixa <- krige.conv(quinze, loc=malha,

i krige=krige.control(type.krige="SK", trend.d="cte",

! beta =15.14, cov.pars=c(58,0.63), nugget=0)) '

Para visualizar o mapa da regido com os resultados da krigeagem. utilizamos o

comando:

Timage(krigeagem, loc=malha, coords=quinzeScoords,

col=heat.colors(256), x.leg=c(1.4,1.49), y.leg=c(1.3,1.55),

| cex.leg=0.7,vertical=TRUE)
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Figura 6.12 - Valores preditos por krigeagem simples.

onde x./eg e y.leg representam as coordenadas da legenda e cex./eg o tamanho da fonte .
L)

O comando col identifica a escala de cores da imagem. Entre outras, temos a escala de

cores "terrain.colors(n® de cores)", "topo.colors(n® de cores)". "em.colors(n® de cores)"

e "rainbow(n® de cores)".

Para visualizar os valores da variancia de predi¢do, deve-se utilizar o comando:
image (krigeagem, loc=malha, coords=quinze$coords,
values=krigagem$krige.var, col=heat.colors(256), x.leg=c(1.4,1.49),

y.leg=c(1.3,1.55), cex.leg=0.7, vertical=TRUE)
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Figura 6.13 - Varidancias de predi¢do.

QOutra forma de visualizar os valores preditos pela krigeagem ¢é através de

superficies. Para isto, deve-se utilizar o comando:




persp.kriging(krigeagem, loc=malha, values=krigagem$predict, theta=0,

col=heat.colors(256))

persp.kriging(krigeagem, loc=malha, values=krigagem$Spredict, theta=45,
col=heat.colors(256))

]

aonpAgEUONEIH
ey

locations$x

Figura 6.14 - Superficie com os valores preditos visualizada por angulos 6 Uiferentes.

6.2.9. VALIDACAO

Para compararmos os valores preditos com os valores observados, utilizamos o
seguinte comando:

valid <- xvalid(quinze, model=mv)

plot(valid, quinze)
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Figura 6.15 - Comparagao entre valores preditos e observados,
Juntamente com andlise dos residuos de predicao.

6.2.10. SIMULACAO GAUSSIANA

Apos a defini¢do de uma semente aleatoria. conforme descrito na segdo 6.2.7.

podemos gerar um processo Gaussiano através do seguinte comando:

sim <-

plot(sim)

points(sim)

cov.pars = c(1,

.25), nugget=0)

grf(80, grid="irreg", cov.model="spherical®,

onde 80 representa o nimero de pontos simulados ¢ gred informa o upo de malha

amostral. As opgoes de malha sao "irreg” (irregular) ¢ "

>
Ce

- o~

"

(regular).
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Figura 6.16 - Variograma amostral juntamente com o verdadeiro modelo  de
variograma (esquerda) e visualizacao dos locais  amostrados  para o processo
Gaussiano simulado (direita).
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7. CONSIDERACOES FINAIS

A Geoestatistica tem  sido amplamente utilizada por profissionais e
pesquisadores das mais variadas dreas da ciéncia. Infelizmente, por questio de

e muitas vezes desconhecimento — as téenicas de Geoestatistica tém

simplicidade
sido aplicadas sem a preocupagdo com os efeitos ¢ problemas da ndo especificacio de
um modelo apropriado ao fendmeno em questdo.

Uma das principais razdes que colaboram com esta pratica ¢ o fato de que
muitas vezes os resultados de predigdo espacial para um certo fendmeno. obtidos a
partir da utiizagdo de modelos diferentes, fornecem estimativas bastante sgmelhantes.
Este tipo de pratica nos fornece um erro adicional semelhante ao erro existente quando,
na estimag¢do da média de uma distribui¢do Normal, tratamos a variancia amostral como
o verdadeiro valor da variancia populacional. Procedendo desta forma, utilizariamos o
valor de 1,96 para construir um intervalo com 93% de corfianga para a média
populacional ao invés de utilizar o valor corresponde da distribuigdo / de Student.
Apesar dos valores serem semelhantes, para amostras pequenas as diferencas podem ser
bastante significativas. Neste caso particular, é possivel quantificar o erro existente ao
realizar tal pratica. Entretanto, na maior parte dos casos, desconhecemos a magnitude
deste erro,

Apesar deste fato, ndo podemos diminuir a importancia das técnicas de
Geoestatistica que ndo necessitam de suposi¢des a respeito da forma ou distribuigdo do
processo  gerador dos dados. Para muitos fendmenos estudados, uma simples
interpolagao de valores pode fornecer os resultados esperados de forma bastante
simples. Entretanto. a utilizagdo de téenicas de Geoestatistica —— ou de qualquer drea da
Estatistica — que s8o baseadas em um modelo especificado de forma coerente.
normalmente produzem resultados 6timos. O fato de ndo conseguirmos ajustar algum
modelo conhecido aos nossos dados deve funcionar como adicional motivagdo para
buscarmos novas i¢cnicas que possam se adequar ao nosso problema.

O avango dos recursos computacionais. Juntamente com a utilizagdo de
metodos de simulagao de Monte Carlo. tornam possivel analises baseadas em modelos
cada vez mais complexos que cobrem uma vastidio de fenomenos do conhecimento

humano. FFm Geoestatistica, estes avangos tem sido mmportanies para o estudo de
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fenomenos onde o processo gerador dos dados ndo ¢ Gaussiano e, consequentemente, €
necessario o uso de téenicas de predigdo baseadas em estimadores ndo-lineares. Obras
de referéneia nesta drea sdo Diggle, Moveed e Tawn (1998) € Diggle & Ribeiro (2000).
Além da importincia da escolha do modelo adequado, salientamos que uma
analise exploratoria antes de qualquer tentativa de ajustar modelos de covariancia
espacial ¢ de vital importancia. A detecgdo a priori de média ndo-constante, presenca de
valores atipicos ¢ anisotropia nos nossos dados poupara tempo e tornard a fase de ajuste

de modelos de covariancia espacial uma tarefa significativamente mais simples.
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ANEXO 1 - PARAMETROS ESTIMADOS PARA OS
MODELOS SIMULADOS DA SECAO 4.7

)

i) Modelo Esférico: 0= (o =0.1;
1= 50

Minimos Quadrados Ponderados (2)
variancia = 0.1001
¢ = 0.0273

pepita= 0

Maxima Verossimilhanga
Beta (média) = 0.0372
variancia = 0.05

$p= 0

pepita = 0.0483

b =100

Minimos Quadrados Ponderados (2)
varidncia = 0.0754

¢= 0.1099

pepita= 0

Maxima Verossimilhanga
Beta (média) = 0.0024
variancia = 0.0753

¢= 0.0975

pepita = 6e-04

ii) Modelo Esférico: 0= (o’ =100;

n =50

Minimos Quadrados Ponderados (2)
variancia = 140.0158

¢p= 04656

pepita= 0

Mdvima Verossimilhanga
Beta (média) = -2.398
variancia = 106.1822

¢ 03611

pepita — 99935

=01 7>=0)



n=100

Minimos Quadrados Ponderados (2)
variancia = 106.1741

¢= 0.3475

pepita= 23.8098

Maxima Verossimilhanca
Beta (média) = 0.7917
variancia = 108.8559

g= 04215

pepita = 20.6282

iii)Modelo Exponencial Poténcia k=2: 0 =(c" =30:
n =50,

Minimos Quadrados Ponderados (2)
variancia = 40.8847
¢= 0.2381

pepita= 0

Midxima Verossimilhanga
Beta (média) = -2.2341
variancia = 51.1484

é= 0.3065
pepita= 0
n=100

Minimos Quadrados Ponderados (2)
variancia = 31.2959

p= 0.2205

pepita = 0

Maxima Verossimilhainca
Beta (média) = -1.4627
variancia = 454373

¢ 0.2981

pepita = 0



iv)Modelo Exponencial Poténcia com k=1: 0 =(c" =40; =1 7’

Minimos Quadrados Ponderados (2)
varidncia = 69.5401
¢= 1.5486

pepita = 3.6085

Mdaxima Verossimillianga
Beta (média) = -0.9137
variancia = 23.6498

d= 0.2563

pepita = 1.2803

= 100

d

Minimos Quadrados Ponderados (2)
variancia = 23.0619
¢= 0.2201

pepita= 0

Mxima Verossimillianga
Beta (média) = 1.7421
varidncia = 15.8599

o= 0.3983

pepita = 3.5104
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e |2 estagcdes no circulo sobre o raio de 300m
e |2 estagdes no circulo sobre o raio de  300m
e 06 estagdes no circulo sobre o rato de 2500m (estacdes de referéncia)
Os dados utihzados nesta monografia sdo provenientes dos pontos de
amostragem de sedimentos formando um total de 47 pontos. O motivo da reducio da
amostra se deve ao fato de ndo consideramos as amostras obtidas nas cstagdes de

referéncia ¢ pelo fato da impossibilidade da coleta de material em um dos locais

amostrados.
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100m / 6 sampling
150m /12 sampling
300m /12 sampling
500m /12 sampling

2.500m { 6 sampling

Figura 7.1 - Locais de amostragem de sedimentos nao projeto MAPEAL



ANEXO 2 - O PROJETO MAPEM

O projeto de Monitoramento Ambiental em Atividades de Perfuragao Maritima
{MAPEM) ¢ um Projeto FINEP/IBP, com a coordenagdo do Instituto de Geociéncias da
UFRGS ¢ com a co-participagdo do Instituto de Matematica. Instituto de Quimica e
Instituto de Informatica da UFRGS, juntamente com o Nucleo de Estudos Maritimos
(NEMAR) da UFSC.

O projeto MAPEM ainda se encontra em andamento ¢ tem como principal
objetive avaliar os efeitos dos fluidos Nao-Aquosos (NAT) associados com o descarte
de cascalho. em dois locais de perfuragdo (um localizado em aguas superficiais e outro
localizado em aguas profundas) na Bacia de Campos, Brasil. Outro opjetivo do
programa ¢ determinar o grau de impacto ambiental ap6s a atividade de perfuragdo e o
grau de recuperacdoe do local um ano apés a perfuragdo. Este programa foi estruturado
para obter uma coleta abrangente de dados nos dois locais, que poderdo ser usados no
futuro para orientar o desenvolvimento de esiratégias de monitoramento, baseados em
dados cientificos.

Dentre os objetivos relacionados com a Geoestatistica, podemos destacar que o
projeto procura determinar se existe algum impacto resultante das operagdes de
perfuragao nos locais amostrados através de um controle da variagdo natural no local.

Esta monografia utilizou os dados obtidos na primeira fase de coleta de dados,
onde foram obtidos dados das seguintes areas:

e Biologia (macrofauna, meiofauna).
e Quimica (Hidrocarbonetos, metais).
¢ Geologia (Granulometnia, 70C)

Os dados referentes a esta primeira coleta foram obtidos antes da perfuragdo
dos pogos e, por este motivo. objetivam servir de fonte para o estudo variacio natural da
regido.

Os dados utilizados desta primeira coleta se constituem de cingicenta ¢ quatro
(54) pontos de amostragem em cada local de perfuracdo de acordo com o modelo de
amostragem (ver Figura 7.1) definido abaixo:
e (6 estagoes no circulo sobre o raio de - 50m
e (06 estagoes no circulo sobre o raio de 100m

e |2 estagoes no circuio sobre o raio de 150m





