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RESUMO

SOLUCAO ANALITICA DA EQUACAO DE TRANSPORTE DE PARTICULA NEUTRA EM
GEOMETRIAS CARTESIANA E CILINDRICA

No decurso deste trabalho, sdo apresentadas solugdes analiticas para problemas de transporte
de néutrons em geometrias cilindrica e cartesiana. Para a geometria cilindrica, usa-se a transformada
de Hankel de ordem zero juntamente com o método Sy para um problema cilindrico unidimensional,
considerando simetria azimutal e espalhamento isotropico. Este método é aqui chamado HTSy. O
problema cilindrico com espalhamento anisotropico é tratado usando o método da decomposicao,
que possibilita construir um processo recursivo em que a solucdo HTSy entra como condi¢do uma
inicial. Para a geometria cartesiana, a equacao de transporte em uma e duas dimensdes é derivada
em relacdo a variavel angular tantas vezes quantas for a ordem da expansdo do espalhamento
anisotropico. Este processo leva a um conjunto de equagfes integro-diferenciais mais a equacao
puramente diferencial que pode ser resolvida pelo método de separacédo de varidveis. Seguindo este
processo, foi possivel chegar as solugdes de Case para o problema de transporte em uma dimenséo.
Também sdo apresentadas simulacBes numéricas para um problema de transporte em geometria

cilindrica isotropico e com anisotropia quadratica.

Autor: Glénio Aguiar Gongalves
Orientador: Prof. Dr. Marco T. M. B. de Vilhena

UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL

PROGRAMA DE POS-GRADUA(;AO EM ENGENHARIA MECANCICA
Tese de Doutorado em Engenharia

Porto Alegre, Dezembro de 2003



ABSTRACT

ANALYTICAL SOLUTION FOR THE TRANSPORT EQUATION FOR NEUTRAL PARTICLES
IN CYLINDRICAL AND CARTESIAN GEOMETRY

In this work, we are reported analytical solutions for the transport equation for neutral
particles in cylindrical and cartesian geometry. For the cylindrical geometry, it is applied the Hankel
transform of order zero in the Sy approximation of the one-dimensional cylindrical transport
equation, assuming azimuthal symmetry and isotropic scattering. This procedure is coined HTSy
method. The anisotropic problem is handled using the decomposition method, generating a recursive
approach, which the HTSy solution is used as initial condition. For cartesian geometry, the one and
two dimensional transport equation is derived in the angular variable as many time as the degree of
the anisotropic scattering. This procedure leads to set of integro-differential plus one differential
equation that can be really solved by the variable separation method. Following this procedure, it
was possible to come out with the Case solution for the one-dimensional problem. Numerical
simulations are reported for the cylindrical transport problem both isotropic and anisotropic case of

quadratic degree.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

O desenvolvimento da teoria de transporte de particulas, néutrons ou fétons, é extremamente
relevante por sua aplicacdo em varias areas do conhecimento, indo desde a medicina até geracdo de
energia. Por isso, ha um especial interesse na implementacdo de métodos numéricos e analiticos
eficientes na simulacéo de solucdes.

A solucdo do problema de transporte de particulas segue fundamentalmente duas linhas de
abordagem: uma abordagem probabilistica e outra deterministica. No trato probabilistico, 0 método
de Monte Carlo [Bell e Glasstone, 1970], especificamente, baseia-se na esséncia fisica do problema,
descrevendo os historicos das particulas, que sdo tomadas individualmente, gerados pelas sucessivas
colisbes durante sua trajetdria. Este historico é construido de forma estocastica a partir da definicao
das secOes de choque. O método de Monte Carlo é bastante util em situacdes especiais, tal como
geometrias complexas. Por outro lado, os métodos deterministicos buscam solucGes para a equacgao
integro-diferencial, ou integral, de transporte de Boltzmann. Neste contexto, assumem papéis de
destaque os métodos de elementos finitos e os métodos cujos procedimentos fundamentam-se na
aproximacdo do fluxo angular por harménicos esféricos, métodos Py, ou por quadratura de Gauss,
métodos Sy.

Dentre 0os métodos deterministicos aplicados a equagdo de transporte de Boltzmann em
geometria cilindrica, Mitsis [Mitsis, 1963] trabalhou um problema com simetria azimutal, num
cilindro de altura infinita e espalhamento isotropico. A solucdo para o fluxo escalar é expressa como
uma expansdo em termos das autofuncdes determinadas por Case [Case e zweifel, 1967] para o
problema em geometria de placa plana. Siewert [Siewert e Thomas, 1984] complementou este

trabalho ao incluir termo de fonte externa isotrdpica mais uma condicgdo de fluxo incidente constante



no contorno. Alain Kavenoky [Kavenoky, 1978] aplicou o método Cy para um problema isotropico.
Por seu turno, J. K. Fletcher [Fletcher, 1982] desenvolveu uma solucdo semianalitica para um
problema anisotrépico, fazendo a expansdo do fluxo angular em harménicos esféricos. Altag [Altac
e Spinrad, 1990] desenvolveu o método SKy que, basicamente, aproxima o kernel da integral de
transporte por uma soma de kernels andlogos aos da equacdo da difusdo, gerando um conjunto de
equac0es diferenciais acopladas. As equacdes resultantes do processo SKy assemelham-se bastante
as desenvolvidas por Mitsis. As dificuldades de tratar problemas de transporte com espalhamento
anisotropico fazem com que a maioria dos métodos desenvolvidos restrinja-se a problemas com
espalhamento isotropico.

Para a equacdo de transporte em geometria cartesiana, a abordagem deterministica engloba
uma gama de formulacbes bem estabelecidas. Case [Case e Zweifel, 1967] trabalhou um problema
unidimensional determinando uma base de solugGes singulares exatas. Estas solugdes determinaram
um marco na teoria de transporte porque tornou possivel fazer uma anélise dos resultados do ponto
de vista fisico e matematico. Mais recentemente, um conjunto de métodos foi desenvolvido para
tratar problemas multidimensionais. Dentre estes, podem ser citados os métodos espectros-nodais,
particularmente, SGF-CN (Spectral Green’s Function Constant Nodal Method) [Barros, 1990;
Barros e Larsen, 1992], no qual o termo de fuga transversal foi aproximando por uma constante, e
SGF-ExpN (Spectral Green’s Function Exponential Nodal Method) [Barros e Larsen, 1991]. No
ultimo, o termo de fuga transversal foi aproximado heuristicamente por uma exponencial tomando a
secdo de choque macroscépica como a constante de decaimento. Com estes métodos espectros-
nodais é possivel a obtencdo de resultados precisos sem a necessidade da utilizacdo de malhas finas
na discretizacdo do dominio. Também merece ser citado a extensdo do método LTSy para abordar
problemas multidimensionais [Zabadal, 1994]. Neste procedimento, 0 método LTSy é aplicado as
equacdes unidimensionais resultantes da integracdo nas variaveis espaciais, para tomar os valores
médios, das equacdes Sy multidimensionais. Deste processo resultam solugdes analiticas para 0s
fluxos angulares médios e para os fluxos angulares transversos na fronteira do dominio.

Como objetivo, este trabalho propde-se a tratar a equagdo de transporte de Boltzmann nas
geometrias cilindrica e cartesiana. Especificamente, o segundo e terceiro capitulos tratam a equagao
de transporte em geometria cilindrica. No quarto e quinto capitulos, respectivamente, sdo abordados
0s problemas em geometria cartesiana unidimensional e bidimensional. A motivacdo para este
desenvolvimento reside na importancia de serem obtidas solu¢Bes ou exatas ou solu¢Bes numéricas

com precisdo desejada em ambas as geometrias. Sabidamente, problemas em geometria cilindrica
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apresentam tanta dificuldade em seu tratamento quanto relevancia na préatica da engenharia nuclear.
Por sua vez, a solucdo da equacdo de transporte em geometria cartesiana bidimensional de forma
exata mostra-se relevante também por indicar uma base de autofuncfes adequada para desenvolver
solucBes aproximadas por métodos de aplicagdo menos complexa. A seguir seré feita uma descricéo
breve do contetdo de cada capitulo.

O segundo capitulo deste trabalho apresenta uma solucdo da equacéo integro-diferencial que
foi obtida como resultado de uma transformacéo integral desenvolvida pela sequéncia dos trabalhos
de Mitsis e Siewert-Thomas. A solugdo desta equacdo integro-diferencial foi interpretada como um
pseudofluxo angular porque, a partir de uma integral especifica envolvendo essa solucdo, chega-se
ao fluxo escalar. Como ja foi referido, Mitsis resolveu a equacéo através do método de separacao de
variaveis, chegando a uma solucdo em termos das autofuncdes definidas por Case. Neste trabalho,
para a solucdo desta equacdo integro-diferencial, usa-se a transformada de Hankel de ordem zero
[Sneddon, 1972] conjuntamente com o método Sy (método de ordenadas discretas). O procedimento
assim proposto foi denominado método HTSy. A escolha dessa transformada integral decorre do
fato de que as solugdes que compBdem sua base envolvem as fungdes de Bessel de primeira classe de
ordem zero. Isto a torna apropriada para resolver o operador laplaciano em coordenadas cilindricas
que aparece na equacdo integro-diferencial. Por outro lado, ha uma vantagem particular vinda da
estreita relacdo de procedimentos entre 0 método HTSy e 0 método LTSy [Vilhena et al., 1998a].
Isto permite que todo o conhecimento acumulado no desenvolvimento desse Gltimo seja usado para
a implementacdo do método HTSy. Por ultimo, ao final do capitulo, sdo apresentados resultados
numéricos para problemas com fonte delta de Dirac e fonte constante, dos quais os Ultimos sdo
comparados com solucdes apresentadas na literatura.

No terceiro capitulo, propde-se 0 uso do método da decomposicdo [Adomian, G., 1988],
juntamente com o método HTSy, para resolver problemas de transporte em um cilindro infinito com
espalhamento anisotrépico. O método da decomposi¢do é usado como um procedimento efetivo para
resolver uma ampla classe de problemas lineares e nao lineares, tanto de equac@es diferenciais como
integro-diferenciais. A aplicacdo conjunta dos dois métodos se d& de maneira que, pelo método da
decomposic¢do, o operador da equacdo de transporte € desmembrado num componente diferencial,
facilmente inversivel, e num componente puramente integral que é composto pela integral de
espalhamento. Isto possibilita construir uma forma recursiva de aplicacdo do inverso do operador
diferencial, onde a solucdo HTSy é usada como condicdo inicial para o problema anisotrépico.

Como ilustragdo, ao final do capitulo €é resolvido um problema-teste com anisotropia quadrética.



Por sua vez, no quarto capitulo € apresentado o metodo da derivacdo angular. Este método
tem como procedimento basico a derivacdo da equacao integro-diferencial de Boltzmann em relacéo
a variavel angular até a ordem de derivacdo que torne essa equagdo puramente diferencial. Como
seqliéncia, esta equacdo diferencial € resolvida e sua solugdo é imposta também como solucdo, de
forma retroativa, do conjunto de equacges integro-diferenciais resultantes das sucessivas derivagdes
e por ultimo da equacdo de Boltzmann. Este procedimento origina um conjunto de solugdes basicas
singulares para a equacdo de Boltzmann essencialmente idénticas as solugcdes obtidas por Case, sem,
contudo, a necessidade de normalizacdo da integral de espalhamento. Para marcar o procedimento
do meétodo, sdo resolvidos exemplos de problemas unidimensionais com anisotropia, nos regimes
estacionario e transiente, e estabelecidas comparacdes entre resultados obtidos neste trabalho e os de
Case [Case e Zweifel, 1967].

Finalmente, no quinto capitulo, s&o trabalhados problemas de transporte bidimensionais,
também nos regimes estacionario e transiente, através do método da derivacao angular desenvolvido
no capitulo quatro. As solucdes obtidas sdo exatas, compondo uma base de autofungées singulares
para a equacdo de Boltzmann, similar ao caso unidimensional. No decurso do capitulo, sdo feitas
andlises das autofungdes e dos autovalores associados definindo o espectro admissivel & que estes
estdo restritos. Na apreciacdo das autofungdes, com intuito de mostrar sua consisténcia, sdo feitas
analises qualitativas, buscando a identificacdo destas autofuncdes para situacdes especiais, onde séo
tomados os limites para recair no caso unidimensional que tem a forma de solugdo singular

conhecida e tratada no quarto capitulo.



Capitulo 2

SOLUCAO DA EQUACAO DE TRANSPORTE EM GEOMETRIA CILINDRICA PARA
UM PROBLEMA COM ESPALHAMENTO ISOTROPICO USANDO TRANSFORMADA
DE HANKEL DE ORDEM ZERO — METODO HTSy

2.1) Introducéo:

Neste capitulo propbe-se a aplicacdo da transformada de Hankel de ordem zero [Sneddon,
1972] para o célculo do fluxo escalar de néutrons com espalhamento isotropico, em um cilindro de
altura infinita, considerando simetria azimutal do fluxo. Este processo € aqui denominado método
HTSn. Tal desenvolvimento toma como referéncia o trabalho realizado por Mitsis [Mitsis, 1963] e
posteriormente ampliado por Siewert e Thomas [Siewert e Thomas, 1984] para a inclusdo do termo
de fonte externa isotropica e incidéncia de néutrons constante em relacdo as varidveis angulares, no
contorno do cilindro. Na base, 0 método HTSy emprega conjuntamente a transformada de Hankel e
0 método de ordenadas discretas, Sy.

A aplicacdo de uma transformada integral, no caso a transformada de Hankel, ao problema
de transporte em geometria cilindrica mostra, a priori, a vantagem de ser usado em sua construcéo
todo o conhecimento tedrico e computacional acumulado no desenvolvimento do método LTSy para
problemas em geometria cartesiana [Vilhena et al.,1998]. Neste contexto esta incluida a inversdo
analitica da matriz simbolica, que resulta da transformacao integral, e a possibilidade do uso de altas
ordens para quadratura gaussiana.

Para ilustrar sua validacdo, o método HTSy é implementado computacionalmente e entdo, ao
final do capitulo, sdo apresentados resultados numéricos e, por efeito, estes sao comparados com 0s
de problemas divulgados por Siewert e Thomas.



2.2) Equacdo Desenvolvida por Mitsis para o Problema em Geometria Cilindrica:

A seguir sdo apresentados, em descri¢do breve, o desenvolvimento feito por Mitsis [Mitsis,
1963]" e a ja referida implementacéo realizada por Siewert e Thomas [Siewert e Thomas, 1984]°.
Para um problema em um cilindro infinito com espalhamento isotrdpico, a equacao integral

pode ser deduzida da forma geral
W(r,Q)zijw(r—SQ)e"sds (2.1)
4m 5

na qual a constante ¢ € o numero médio de néutrons surgidos apds uma colisdo. Como sequéncia da
deducéo, substitui-se a forma geral do fluxo angular, w (r, £), por w (r, 6, @), na qual a variavel r é a
coordenada radial, & e ¢ sdo os angulos polares que a definem direcdo de propagacdo do fluxo e
considera-se que o fluxo escalar, w(r), depende somente da projecdo de r no plano perpendicular ao
eixo do cilindro. Desta forma, a equacdo integral de transporte, com espalhamento isotropico para

um cilindro de altura infinita, toma a forma

so(r.0.0)
'/'(r’e’(”):f J. 1//(\/1”2 +s° sen’ O — 2srsen000s¢)e_s ds (2.2)
z

0

onde o limite superior da integral é dado por

rcos@ ++ R’ —r’ sen’ ¢ 2.3)

sen@

$y(r,0,9) =

na qual R é o raio do cilindro. Em seu processo, integrando a equagéo (2.2) em relacdo as variaveis

angulares @ e ¢, Mitsis chega a seguinte expressdo para o fluxo escalar

“ As demais citaces a Mitsis devem-se a esta referéncia.
$ Também, as demais citacdes a Siewert, ou a Siewert e Thomas, devem-se a esta referéncia.



w(r)=cldy| [K,(rv)I,(tv) ty(t)dt + [ K,(ty),(ry) ty(t)dt (2.4)

onde /) e Ky sdo as funcdes de Bessel de segunda classe [Abramowitz e Stegun, 1964]. Seguindo,

faz a seguinte mudanca de variavel
y=— (2.5)
para entdo reescrever o fluxo escalar, a expresséo (2.4), na nova forma
1 d,u r R
w(r)=c| P [ [Ko(r/wly(tf ) ty(t)dt + [K (4] s)1,(r/ 1) wmdr} (2.6)
0 0 ”
Neste ponto, é definida a fun¢do angular @(r, 1z ), denominada pseudofluxo angular, de modo que
r R
O(r.u)=c [ [Ko(rfa)L,(tlu) ty(t)dt + [ K, (1] )l (r] 1) twr)dt} (2.7)
0 r
ou seja, pela (2.6), o fluxo escalar é dado pela seguinte integracdo na variavel angular
1 du
w(r)=[®(r.p) 3 (28)
0 H
A expressao (2.7), ainda seguindo Mitsis, é solugdo da equacdo integro-diferencial
o’ 10 1

[ar—ﬁ;g—?]cb(r,y) = —cy(r) (2.9)

a qual, usando a igualdade (2.8), é reescrita como



d
[—+————)@(r,,u): —c.[@(r,,u)—’l; (2.10)
7 7
e esta sujeita a condicdo de contorno

oP(r.p)| 0 (2.11)
or '

K (RIu)®(R.pu)+ uK,(R/ )

Siewert e Thomas generalizam o trabalho de Mitsis para contemplar problemas com fonte
externa isotropica e incidéncia de néutrons constante no contorno do cilindro. Com isto, a equagéo

(2.10) toma a seguinte forma

o’ ror 4

( A i}@(w) - —f @(r,u)% ~(1-c)lorr)~F] (212)

em que Q(r) é a fonte externa isotropica e F € o fluxo constante de néutrons incidindo no contorno,

definido como

F
i

nos dominios: i €[-1, I] e ¢ e[72,-7/2]. A equacdo integro-diferencial (2.12) também esté sujeita a

condicdo de contorno (2.11). Nesta formulagdo, o fluxo escalar é dado por
w(r)=1(r)+F (2.14)

onde

10r) = [ @(r.u) % (2.15)



Portanto, resolvendo-se a equacéo integro-diferencial (2.12), o fluxo escalar de néutrons pode ser

determinado a partir da substituicdo da (2.15) na (2.14).

2.3) Aplicacdo da Transformada de Hankel de Ordem Zero — HTSy:

O objetivo desse capitulo, como ja referido na introducéo, é a aplicacdo da transformada de
Hankel de ordem zero [Sneddon, 1972] na equacéo integro-diferencial (2.12) para assim determinar
o fluxo escalar. Para tal, primeiramente emprega-se 0 método Sy na equacdo (2.12), fazendo o uso
da formula da quadratura gaussiana como aproximacao da integral e, entdo, a partir disto, utiliza-se
0 método da colocacdo, tomando-se as N/2 raizes positivas do polindmio de Legendre de ordem N

como pontos de colocagdo. Com este procedimento, a equagéo fica

0" 1o 1 ¥ ¢(r)
[ar2+?§_ﬂ_J¢() ‘CZ ~(1-c)[S(r)] (2.16)

na qual z; e w; s80 as raizes positivas do polinémio de Legendre de ordem N e 0s pesos gerados pela
férmula de quadratura Gauss-Legendre, respectivamente. Para simplificacdo, realizou-se a mudanca

S(r)=Q(r)—F. Ao se aplicar a transformada de Hankel de ordem zero na equagéo (2.16), obtém-se

N/2 "
(—5 - ng () = —czw% (1) [52)] (2.17)

1

gue pode ser reescrita como

N2 _
{ +(i ]}¢ (§)- czw% = (1-0)[se)] (2.18)



onde 5_7(5 ) € atransformada de Hankel de ¢,(r). Para um tratamento mais claro, a equagao (2.18)

é escrita numa notacdo matricial,

&1+ a)wce)=(1-c)sce)] (2.19)

em que I é a matriz identidade e os elementos da matriz 4 (de ordem N/2 x N/2) séo

cw, o
-— = se J#I
H;
a;, = (I—cw ) (2.20)
— se j=i
H;
Se a matriz A for diagonalizada na forma
A=UDU™’ (2.21)

onde U é a matriz dos autovetores e D é uma matriz diagonal cujos elementos sdo os autovalores da

matriz 4, entdo, a equacéo (2.19) pode ser colocada como
U(E T+ D)U " d(E) = (1-c)|s¢¢)] (2.22)
cuja solucdo formal é dada por
o&) =U(e1+ D) U (1-c)[sc¢)] (2.23)

Ao se tomar U=V, para simplificar a notacéo, tem-se que o0 j-ésimo elemento do vetor @ sera

i Tee )] (2.24)

4)=U-%

10



onde u j € v &0 0s elementos das matrizes U e V, respectivamente, e 0s 4;’s sdo os autovalores
da matriz A. Aplicando-se a inversa da transformada de Hankel de ordem zero, Ho‘], na equacao

(2.24), obtém-se

D S(¢)

106, ()=,0) = 1= w6 7 Jo(f’cf)df} .29

na qual, tomando-se o termo do interior do colchete e usando-se a relacdo de Parseval [Sneddon,
1972],

T Jo(ré)_ _OO ’ -1 JO(ré:) ’ ’
£§§2 > S(E)dE = !r H, {52 > }S(r )dr (2.26)
onde
) I (rE) | T J(rE) ,
H, { S }— J Eoiyy, Jolre)ds (2.27)

e, por sua vez [Bartman, 1954],

I,(a,r")K,(a,vr) = para 0<r'<r

Jy(ré)dé = (2.28)

I(a,r)K,(a,r' )= para r<r'<ow

[ 2Jo(ré)
e,

sendo /, e Ky as funcdes de Bessel e «, a raiz quadrada positiva de /.

Também, deve-se introduzir a condigdo

S(r) = {S(r) = para r<R (2.29)

0 = para R<r<owo

em que R é o raio do cilindro.

11



Desta forma, usando a igualdade (2.28) na (2.27) e esta na (2.26) e fazendo a substituicao,

juntamente com a condicdo (2.29), na equacao (2.25), obtém-se

N/2

P(r)= (]—C)Zujk vki{Ko(akr)jr’lo(akr’)S(r’)dr’+Io(akr)fr'Ko(akr’)S(r’)dr’}

(2.30)

que constitui a solucdo particular da equacdo (2.16).

Definido o componente particular, a seguir sera desenvolvida a determinacéo do componente
homogéneo da solugéo.

A determinacédo da solucdo homogénea é feita através do desacoplamento da equacéo (2.16).
A diagonalizacdo da matriz 4, seguida de uma mudanca da variavel dependente, possibilita que o
sistema de equacdes exprimido na (2.16) seja tratado como um conjunto desacoplado de equacdes
diferenciais. Como no processo anterior, 0 componente homogéneo da solugédo pode ser encontrado

partindo-se da forma matricial da equacéo (2.16)

(8—1+12J¢(r) — AD(r) =0 (2.31)
or ror

com a matriz A (os elementos desta matriz sdo dados pela (2.20)) diagonalizada

[5—2+12)¢(r) - UDU &) =0 (2.32)
r

r or

A equacdo (2.32), quando pré-multiplicada” por U, fica

S

U™’ (i+liJ¢(r) —- DU @) = (2.33)

or’ ror

“ Significa multiplicacio a esquerda da equagio matricial.

12



Lembrando que U’ é uma matriz cujos elementos sdo constantes, entdo, conforme o apéndice A, a

equacdo diferencial (2.33) pode ser reescrita como
2
(a—+££JU"¢(r) -DU'®(r)=0 (2.34)

na qual, fazendo-se a seguinte mudanca da variavel dependente,
H=U"o® (2.35)

torna possivel o desacoplamento da solucéo; ja que D é uma matriz diagonal dos autovalores. Assim

0’ 10
ou, de outra forma,
2
(;—2 ‘ é% _ DjH(r) 0 (2.37)

A solucdo da equacdo diferencial (2.37) é escrita como

H(r)=BI,(ar)+CK,(ar) (2.38)

na qual B e C sdo matrizes diagonais dos coeficientes, Iy(ar) € Ky(c r) S0 vetores composto por

funcdes de Bessel na forma

Iy(a,r) Ky(a,r)
I,(ar)= ["(sz N Kar) - K"@ r) (2.39)
Io(aN/z r) KO(aN/2 r)

13



em que « € a raiz quadrada positiva do autovalor 4. Entretanto, a solucdo da equacéo de Bessel,
dada pela (2.38), deve se resumir a parte fisicamente aceitavel por permanecer finita na origem. Ou

seja
H(r)=BlI,(or) (2.40)

Por conseguinte, através da (2.40), e retornando com o acoplamento pela relagdo (2.35), encontra-se

a solucdo homogénea
Dr)=UBI,(ar) (2.41)

Logo, o j-ésimo elemento do vetor da solu¢cdo homogénea € representado por

N/2

¢, = zujk Iy(a,r)By, (2.42)

A solucdo geral da equacédo (2.16), em termos do j-ésimo elemento, é dada pelas equagdes (2.30) e
(2.42):

N/2
9, = Zujkll)(akr)Bkk +
k

N/2

+(I=c)Du, vk[{Ko(akr )jr'[o(akr' )S(r' )dr' +1,(a,r )fr'Ko(akr' )S(r! )dr'}

(2.43)

sujeita a condicdo de contorno

o¢;(r)

K/ (Rlu; )¢, (R)+u K,(Rju;) o

=0 (2.44)

r=R

14



Desta maneira, usando a condicao de contorno (2.44) na solucdo geral (2.43), constitui-se o

sistema de equacdes algebricas

N/2

Zujk[lujakK()(R//uj)I](akR) +K](R//uj)10(akR)]Bkk =
k=1

= (- I)NZ”ujk v{ |10 Ko(R/ 1, )K (0, R) =K (R/ 1, )K (e, R) | | r'lo(akr')S(r')dr'}

0

(2.45)

que possibilita a definicdo dos coeficientes By, €, por consequéncia, permite que a solucdo dada pela
(2.43), para o pseudofluxo angular, seja completamente determinada.

Portanto, resumindo o processo do método HTSy, uma vez definido o pseudofluxo angular
pela igualdade (2.43), determina-se a funcao /(' » ) através da integral (2.15) e entdo, finalmente, o

fluxo escalar sera dado pela igualdade (2.14).

2.4)  Resultados Numéricos:

Nesta se¢do sdo apresentados resultados numéricos e alguns destes sdo comparados com 0s
de problemas existentes na literatura. O método estd implementado computacionalmente em Fortran
90: para a diagonalizacdo da matriz A4, utiliza-se a sub-rotina DEVCRG para determinar a matriz dos
autovalores e autovetores e, por sua vez, a inversa da matriz dos autovetores é feita pela sub-rotina
DLINCG. No calculo das funcdes de Bessel modificada de segunda classe, Ky e K;, sdo usadas as
DBSKO e DBSK1. Todas as sub-rotinas sdo da biblioteca IMSL.

2.4.1) Problema 1:

Neste primeiro problema de transporte, considera-se um cilindro infinito, simetria azimutal e
uma fonte externa constante dada por O =1/(1-c). Com a finalidade de se fazer uma comparacao
direta com os resultados numéricos mostrados por Siewert e Thomas pelo método Fy, calcula-se a
funcdo F(r) a qual é definida como F(r) = 1- y(r)/ Q. Os resultados estdo dispostos na tabela 2.1

para o raio R = 1cm e na tabela 2.2 para R = 10cm.
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C |7/R HTSn | Fwn c HTSn Fn
0.0| 0.3644051| 0.364405 0.5966074 | 0.596607
0.2| 0.3721565| 0.372157 0.6027657 | 0.602766

0.3/0.4| 0.3966218| 0.396622|0.7| 0.6218517| 0.621852
0.6| 0.4422055| 0.442206 0.6560771| 0.656077
0.8| 0.5205972| 0.520597 0.7112902| 0.711290
1.0 0.6943689| 0.694369 0.8194699 | 0.819470
0.0| 0.4570654| 0.457065 0.8246774 | 0.824677
0.2| 0.4644492| 0.464449 0.8277036| 0.827704

0.5/0.4| 0.4875522| 0.487552|0.9| 0.8369856| 0.836986
0.6| 0.5298164| 0.529816 0.8532714| 0.853271
0.8| 0.6003064 | 0.600306 0.8786069 | 0.878607
1.0] 0.7475377| 0.747538 0.9249285| 0.924929

Tabela 2.1: Comparacao entre os resultados dos métodos Fn e HTSy para R = 1cm.

c |¥/R HTSn Fy c HTSy Fn

0.0| 0.4608825(-4)?
0.1| 0.5953250(-4)
0.2| 0.1121211(-4)
0.3| 0.2535790(-3)
0.4| 0.6253004(-3)
0.3]0.5| 0.1622502(-2)
0.6| 0.4378799(-2)
0.7| 0.1228865(-1)

0.460882(-4)
0.595325(-4)
0.112121(-4)
0.253579(-3)
0.625301(-3)
0.162250(-2) | 0.7
0.437880(-2)
0.122887(-1)

0.8018285(-3)
0.9462926(-3)
0.1458973(-2)
0.2626846(-2)
0.5124942(-2)
0.1045203(-1)
0.2193596(-1)
0.4710081(-1)

0.801829(-3)
0.946293(-3)
0.145897(-2)
0.262685(-2)
0.512494(-2)
0.104520(-1)
0.219360(-1)
0.471009(-1)

0.8| 0.3625612(-1) | 0.362559(-1) 0.1036163 0.103616
0.9| 0.1167493 0.116748 0.2371388 0.237138
1.0| 0.5583602 0.558361 0.6633299 0.663331

0.0| 0.1388587(-3)
0.1| 0.1736797(-3)
0.2| 0.3050852(-3)
0.3| 0.6377433(-3)
0.4| 0.1448808(-2)

0.138859(-3)
0.173680(-3)
0.305085(-3)
0.637744(-3)
0.144881(-2)

0.2018980(-1)
0.2160787(-1)
0.2616236(-1)
0.3482524(-1)
0.4947204(-1)

0.201898(-1)
0.216079(-1)
0.261624(-1)
0.348252(-1)
0.494721(-1)

05(0.5| 0.3448841(-2) | 0.344884(-2)|0.9| 0.7333580(-1)| 0.733358(-1)
0.6| 0.8487042(-2) | 0.848704(-2) 0.1118111 0.111811
0.7| 0.2152832(-1) | 0.215284(-1) 0.1738717 0.173872
0.8| 0.5664461(-1) | 0.566444(-1) 0.2747619 0.274762
0.9| 0.1587639 0.158763 0.4426649 0.442664
1.0| 0.6009958 0.600996 0.7812426 0.781243

2 Leia-se como: 0.4608825x10™

Tabela 2.2: Comparacdo entre os resultados dos métodos Fy e HTSy para R = 10cm.



2.4.2) Problema 2:

O problema 2 engloba dois problemas distintos. O primeiro refere-se a um cilindro infinito

de raio R =10cm, com fonte delta de Dirac situada em quatro posi¢des diferentes e secdo de choque

de espalhamento ¢ =0,85cm™. Os resultados estdo apresentados no grafico 2.1. O segundo problema

considerado, também com raio R =10cm, foi implementado para uma condic¢do de contorno F = 1/4n

e secdo de choque de espalhamento dada por ¢ =0,80cm™. Seus resultados estdo dispostos na tabela

2.3. Os dois problemas foram resolvidos com ordem de quadratura N = 100.

5.0 ] Posicéo da fonte
4,5 » delta de Dirac
1 —o—r0=0.01
4,07 —+—r0=0.1
3,5 —x—r0=3.0
1 —*—r0=7.0
T 304 x
— ] *
S L.l /7 /
1) 2,5 / J
L 1o X / X
# \
9o 204 \ .
3 1 \ e
LL 1,5 xxx-x- XX \\\‘
K
1,0 =19 x X \x\*
E ,X’)( \\\\\
. x XK Ko Ko
oe _*\' ;\;\* ¥ */x/x%%’*’*/*/*—*—* * o x
Pk T T ey XX
0,0 "o ofo—o;gz:3?8?&&8i&czcé:ow:o:mo-o—o—o—o—o—o-o—oo—o—<rovz—:g—:—éziééié%iéiéié%:é
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Coordenada Radial

Gréfico 2.1: Fluxos escalares para quatro fontes delta de Dirac colocadas em posig¢des distintas.

2 Leia-se: 3,0049x10°°

r (cm) | Fluxo Escalar | » (cm) | Fluxo Escalar
0 | 3,00049%-3) | 6 4,30052(-2)
1 | 3,33918(-3) | 7 | 811578(-2)
2 | 472020(-3) | 8 | 1,56144(-1)
3 7,51809(-3) 9 3,09166(-1)
4 | 1,29340(-2) | 10 | 7,09788(-1)
5 | 2,32585(-2)

Tabela 2.3: Fluxo escalar para um cilindro de raio R =10cm e ¢=0,80cm™.
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Capitulo 3

SOLUCAO DA EQUACAO DE TRANSPORTE DE BOLTZMANN EM GEOMETRIA
CILINDRICA APLICANDO O METODO HTSy E O METODO DA DECOMPOSICAO

3.1) Introducéo:

Este capitulo esta voltado a aplicagdo do método HTSy em conjunto com o método da
decomposicdo para resolver a equacao de transporte de Boltzmann anisotropica, em um cilindro
infinito, com simetria azimutal.

O método da decomposicdo € aplicado a solucdo de equacgdes lineares e ndo lineares, tanto
algébricas, diferenciais como integro-diferenciais, e estd baseado na decomposic¢do dos operadores
gue constituem a equacdo [Adomian, G., 1988]. Esta decomposicdo € feita de tal maneira que um
dos operadores resultantes do desmembramento seja facilmente inversivel. Simultaneamente a isso,
propde-se que a solucdo venha dada por uma série de funcgdes a serem determinadas; funcdes ¢ .
Esta solucdo é continua e analitica, bem como todas as suas derivadas podem ser obtidas. Toda a
fundamentacdo tedrica do método de decomposicédo, especificamente sobre a convergéncia, e suas
aplicacdes ja foram objetos de um conjunto de publica¢es [Adomian, G. 1984a, 1984b].

Para 0 presente caso, usa-se a solucdo do fluxo escalar para o caso isotrdpico obtida através
da transformada de Hankel para o problema desenvolvido por Mitsis, HTSy, como solucdo ¢.
Assim, num primeiro passo, deve-se converter o fluxo escalar em fluxo angular por meio da
colocacdo da solucdo HTSy como a integral de espalhamento do problema isotropico (isotropic
scattering source). E, no passo seguinte, aplica-se 0 método da decomposicdo para se obter a

solucdo para problemas anisotrépicos.
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A seguir sera feita uma descricdo geral do método da decomposicdo e posteriormente sdo
estabelecidas as bases para aplicacdo no caso do problema de transporte de Boltzmann anisotropico,

com simetria azimutal em geometria cilindrica.

3.2) Descricdo do Método de Decomposicao:

Dada uma equacdo genérica

Fu(t)=0(t) (3.1)

onde F representa um operador integro-diferencial e Q é um termo de fonte externa. Este operador é
entdo decomposto em L+R, no qual L € facilmente inversivel. Assim a equacdo pode ser reescrita

como

Lu+ Ru =Q (3.2)

ou equivalentemente

Lu=0 - Ru (3.3)

Sendo o operador L inversivel, a solugdo é formalmente expressa como

L'Lu=L"Q0—-L'Ru (3.4)

para a qual L é um operador integral. Com isto, a aplicacéo do operador inverso resulta em

L'Lu=u-h (3.5)

onde 2= h('t) envolve condic¢Ges de contorno ou de valor inicial. Assim, a equacéo (3.4) fica
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u=h+L'Q-L'Ru (3.6)

Neste ponto, a fungdo « € decomposta como
u= Zun (3.7)
n=0

e neste processo, u, pode ser arbitrariamente identificada como % + L. Esta identificacdo é feita

de modo a agrupar termos previamente conhecidos em u,. Entdo a expressado (3.6) torna-se

0

Zu” =u, — L’IRiun (3.8)
n=0

n=0
e consequientemente é estabelecido 0 processo recursivo

u,=—L'Ru,, u,=—L"'Ru,,..., u,, =—L"Ru (3.9)

n+vl T n

E caso se defina K = LR, a expressdo (3.8) pode ser reescrita como

u :i(—l)”K”uo (3.10)

n=0

dando uma visédo concisa da dependéncia da solucdo em relagdo a uy.
3.3) Formulacdo Matematica Voltada a Equacao de Transporte em Geometria Cilindrica:

A equacdo de transporte de Boltzmann, com simetria azimutal, para um cilindro de altura

infinita consiste em
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Iy(r,ue)=

’]_ 2
or r op

(3.11)

127

] !/ ! ! !
= [Jow.wyirp g )diwdy + O(r.ip)
=10

na qual » é a coordenada radial, x=cos6, com @e ¢ sendo os angulos polares que definem a direcdo
de propagacéo do fluxo, oy é a secdo de choque de espalhamento e O € uma fonte externa. Também

foi considerado espalhamento isotropico na variavel angular ¢.
A equacdo de Boltzmann (3.11) pode ser reescrita usando a nomenclatura de operadores. Ou

seja:
Ly(r,u,0)=Ry(r,ue) (3.12)

Onde se fez as seguintes identidades

[]_ 2
Ly=|\l-u’ cos(¢)§— a sen(@)i+1 W (3.13)
r

r op

:L
V= ux

N'—’\‘

j (KL )yl )dp do! (3.14)
0

Assim, tomando a equacio (3.12) e aplicando o operador inverso L, tem-se

L'Ly(r,u,p)=L"Ry(r,u,p) (3.15)

Como L é um operador integral, tendo-se em vista que L é essencialmente um operador diferencial,

na equacdo (3.15) aparecerd a fungédo que corresponde & condi¢do de contorno ou de valor inicial, ou

w(r,ume)=h(r,ue)+ L' Ry(r,up) (3.16)
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Agora, seguindo o desenvolvimento do método da decomposicdo, o fluxo angular é desmembrado

na série
w(rme) =Y, 8,(r. i) (3.17)
n=0

E quando esta expressao € substituida na equacdo para o fluxo angular (3.16), obtém-se

S b (ranp) = h(rnp) + L'RY 4.(r u,0) (3.18)

n=0 n=0

Com a finalidade de montar as identidades entre os membros da igualdade (3.18), a secéo de

choque de espalhamento é expandida em termos de polindbmios de Legendre

20+ 1 ,
o (1, u)=Y, oy P(u)P(u') (3.19)
= 4r
e reescreve-se a (3.18) na forma explicita
& 20+1 i , S
Gt b+ ot ot = LS Z R () [[ou B gy (ro 0 )y do' +
=0 01

= 20+ 1 e
+ 2T RO [[ou B ) (ro i 0 ) dg' +
01

1=0

= 20+ 1 T
+ 2T R [[ouB () (rp g )dp o’ +
01

= 20+ 1 T
+ 2 R [[ouB (1 )ps(rop 0 )l + .+ Q}

=0 01

1=0

Por fim, os membros da igualdade anterior sdo repostos de maneira a evidenciar o termo isotrépico

do componente ¢, para entdo incorpora-lo ao termo 4 da expressao (3.18). Assim, reescreve-se
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by+ (¢ +9:+¢s+..) = L {} [] asoqﬁo(r,ﬂ',(p')dy'dco} +
4 0 -1

L2041 T , o
+L’{Z Pu) [[o P )gy(r. 9" )dp dg' +
=1 47[ 01
2rl

221+ 1
+ 25 R [[ouB(u )y (r. i 0 )y do' +
01

1=0

=20+ 1 i
+ 2 ) [[ouB(u g (r it g du d +
01

=0

= 20+ 1 i
DI Pz(ﬂ)”%PI(ﬂ')@(h/l',(/?')dﬂ'dfﬁ'+---+Q}
01

=0

(3.21)

Nesta forma, torna-se clara a possibilidade de se organizar as seguintes correspondéncias entre 0s
membros da igualdade e estabelecer o processo recursivo

T g
4 =L {47[ Hasm(r,u @' )du dg' + Q(r)}

1 o 2l+1 i ' ' ’ ’ [

4 =L {Z " P,(u)ﬂas,am (9 )du dco}

b, = 02 ) o ot s )
’ & 4n ST AR (3.22)

4, =L {Z” L] %PI(ﬂ')¢z(r,ﬂ',(ﬁ')dﬂ'd(0'}

L"{Z [ %PI(u’)¢n(r,u’,¢')du’d¢’}

0 01

onde foi feita a aproximacao da secdo de choque de espalhamento pelo truncamento no termo N da
série e, também, considerou-se uma fonte externa isotropica. Como ja foi referido, os termos foram
organizados de forma que ¢ possa ser incorporada ao termo 4 da equagéo (3.18).

Por sua vez, o operador inverso L™ aplicado a uma funco arbitréria resulta em
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JE sy
—rcos @ . W
_ 1l e
L F(ru) = e I [P
\/1—,u \/5 —r°sen” @

dg

na qual pode ser feita a mudanca de variavel

v =& —r’sen’ @

e consequentemente

E=\JV +r’sen’ @

dé = Ldv

Substituindo as relagdes (3.25) e (3.26) na expresséo (3.23), obtém-se

—rcos @

11—[1,[2 rcos @ V7
L' 'F(r,u)= ¢ '[ F(«/v2+r2sen2(o,,u)e‘]_”' dv

NV

3.4) Aplicacdo Conjunta dos Métodos da Decomposicéo e HTSy :

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

Na secdo anterior, foram estabelecidas as bases para a aplicacdo do método da decomposi¢do

na equacdo de transporte de Boltzmann em geometria cilindrica. As correspondéncias (3.22) foram

arranjadas de modo que a primeira expressao no processo recursivo, a qual determina ¢, seja a

equacdo integro-diferencial para o problema isotrépico,
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4= L' {} Haso%(lﬁﬂ'w')dﬂ'd(o} +0(r) (3.28)
T 0 -1

que pode ser convertida na equagdo apresentada por Mitsis e, por seu turno, resolvida pelo método
HTSn. Tendo-se em conta que a solucdo obtida neste desenvolvimento é o fluxo escalar, conforme
descrito no capitulo anterior, entdo, ¢ deve ser necessariamente convertida no fluxo angular por ser
esta a forma exigida para 0 passo seguinte, ou seja, a determinacéo de ¢,, e a subseqliente obtencéo
dos demais termos. Como sera mostrada nos paragrafos seguintes, essa conversao do fluxo escalar
em fluxo angular € feita pela colocacdo da solucdo de Hankel como a integral de espalhamento do
problema isotropico.

Para ser realizada a conversdo do fluxo escalar em fluxo angular, a solugéo escalar resultante

do método HTSy é aproximada pela forma polinomial
M
D(r) = ZCm P (3.29)
m=0

e esta solucdo aproximada € posta em substituicdo ao termo integral de espalhamento na equacéo de

transporte isotropica,

M
Lo,(r.up)=0,)c,r™" (3.30)

m=0

Feito isso, aplica-se o operador inverso L™, conforme (3.27), na equacdo (3.30). Ou seja:

~rcos 2

> M rcos @ om I-u
bo(r pp)=eV'™* USZC,H .[ (\/v2+r2 sen2¢) £ av (3.31)
m=0 I—p?

Esta expressdo € entdo simplificada pela elimina¢do da raiz quadrada
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14

—rcos @

— M
¢0(r,,u,§0):e fou O-szcm
m=0

”i’[w(vz +7r? sen’ go)m —ﬂ;dv (3.32)
Yz

eVl
[] —
na qual pode ser feita a expansao binomial

m m - 2
(V2 +7° sen’ (o) = v+ { ]v”m D(rsenp) +

+ {mjvz('”_z)(rsen o) + - + (rseng)™ (3.33)

para recair diretamente na integral conhecida [Spiegel, 1973]

a a 612 a

ax n—1 _ n—2 1))
Jx”e‘”dx = ¢ [x”— LA an=I)x _( ])n nJ (3.34)

ou, explicitamente,

14

Iv”eﬁdv = meﬁ [v”— W nv" !+
+(ﬁ]—luz)Zn(n—])v"_2 —--~+(1/1—,uzy(—l)"n/}

(3.35)

v=rcos(@)

Observando o resultado da integral (3.35) como uma férmula geral de solugdo para qualquer
m da integral (3.32), nota-se que o fluxo angular isotropico ¢ também é expresso em polinémios na
variavel radial », com os coeficientes agora dependendo das variaveis angulares. Desta forma,
determina-se o fluxo angular a partir do fluxo escalar do problema isotropico. Para determinagédo dos
demais componentes ¢ ,’s da solucdo, basta utilizar o procedimento recursivo determinado pela
(3.22). Tomando este processo em maior detalhe, o resultado da aplicacdo do operador integral R,

particularmente em relagéo a variavel ¢, sobre termos que contenham v elevado a poténcia impar, €
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zero. Isto pode ser depreendido pelo fato de que de cada termo da expansdo binomial (3.33), onde
todas as poténcias sdo pares, quando integrado resulta em uma série de termos em v, de poténcias
pares e impares, na qual o limite de integracdo é v =r cos¢, conforme a (3.35). E estes, por sua vez,
estdo multiplicados por termos r sen¢g elevados a poténcias pares, advindos da (3.33). Isto implica

em funcgdes de ¢ do tipo

sen* (@ )cos’ () { K par (3.36)

q impar
resultante de vna poténcia impar na expresséao (3.35) e

k par

sen* (¢ )cos?(¢p) { (3.37)
q par

resultante de v na poténcia par na expressao (3.35). A funcédo (3.36) pode ser exprimida em termos
da soma de co-senos elevados a poténcias impares e a (3.37), na soma de co-senos em poténcias

pares. Ou seja, as do tipo expressa em (3.36) anulam-se quando se faz a integracao

2r
jcos"((p )dp =0, paran impar (3.38)

0

Fazendo com que novamente o fluxo seja expresso como um polindmio de poténcias pares em r,
com coeficientes expressos como funcBes de co-senos elevados a poténcias pares. Isto é um reflexo
da simetria azimutal do problema considerado.

Do que foi exposto, é importante ressaltar resumidamente que a partir da solucdo HTSy, que
gera um fluxo escalar isotrépico, é possivel gerar o fluxo angular e deste, do qual dependem
exclusivamente todas as demais ¢,’s, como pode ser visto pelas relacdes (3.22), obter-se os fluxos
anisotrépicos continuos nas variaveis angulares. E ainda mais, deve ser evidenciado o fato de que o
uso de interpoladores polinomiais de poténcias pares faz com que a solucdo escalar sempre recaia
em polindbmios da mesma forma. Isto é, ndo hd uma elevacdo da ordem dos polinémios, evitando

que a cada iteragédo tenha-se aumentada a complexidade da solugéo.
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3.5) Implementacdo Numérica de Solugdes:

Para validar o processo do método da decomposicao, serd implementado um problema-teste
de transporte. Conjuntamente, também serdo usados principios de convergéncia para ilustrar que a
sequéncia de termos, gerada a partir da definicdo de uma norma usando as relacdes (3.22), e a série
composta pela soma desses termos convergem.

Como ja foi explicitado na secdo precedente, toma-se a solucdo HTSy e se faz a interpolacédo
desta solucao por polinémios de poténcias pares. Entretanto, deve-se levar em conta o erro que esta

aproximacdo acarreta. Assim, a relacdo (3.29) pode ser reescrita como uma igualdade

D(r)= icm "+ E(r) (3.39)

m=0

em que a funcdo E( r) representa o erro devido & aproximacéo. Esta funcéo erro é determinada pela
diferenca entre a solucdo aproximada e a solugdo gerada a partir da substituicdo da integral de
espalhamento isotropica pela forma aproximada do fluxo escalar. Na implementacdo da solucéo, a

funcao erro pode ser posta como uma fonte na equacéo de transporte.

3.5.1) Problema-teste:

Como problema-teste, considera-se o problema de transporte em um cilindro infinito com
simetria azimutal, raio R igual & 10cm, fluxo de néutrons incidentes dado por F=1/4n e condicdo de
contorno imposta pela relagdo (2.10). A secdo de choque de espalhamento apresenta isotropia na
coordenada azimutal ¢ e anisotropia quadratica em gz, com os coeficientes da expansdo em
polindmios de Legendre sendo dados por oy = 0,8cm™, o;; = 0,6cm™ e o, = 0,4cm™. Para a
implementacédo, usa-se um polindbmio de poténcias pares de ordem dez e séo calculados cem termos
recursivos. Os resultados para os fluxos escalar e angulares sdo mostrados na tabela e gréficos

abaixo.
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Grafico 3.1: Fluxo escalar obtido para o problema-teste.

A grafico anterior esta representado na seguinte tabela para alguns pontos especificos:

r (cm) | Fluxo Escalar | r (cm) | Fluxo Escalar

0 |398259(-3*| 6 | 531172(-2)
4,48961(-3) | 7 | 9,74657(-2)
6,17667(-3) | 8 | 1,84727(-1)
9,68658(-3) | 9 | 3,70012(-1)
1,64906(-2) | 10 | 7,85198(-1)
2,93410(-2)

g1l B~ W N -

3L eia-se como: 3,98259x107

Tabela 3.1: Fluxo Escalar determinado para o problema-teste.

No gréfico abaixo, representam-se os fluxos angulares obtidos do problema-teste para duas situaces
distintas: a curva mostrada pela linha continua refere-se ao fluxo angular com coordenadas polares u

=0,8 e ¢=0,2n e a curva mostrada pelos pontos, ao fluxo angular com #=0,1e ¢ =0,27.
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Coordenada Radial

Gréafico 3.2: Fluxo angular obtido para o problema-teste nas situacgdes:

Linha: #=0,8e ¢=0,2x; Pontos: #=0,1e ¢=0,2m.

E a seguir, mostra-se o grafico do fluxo angular obtido para outras duas situagdes. A primeira curva,
representada pela linha continua, refere-se ao fluxo angular com coordenadas polares #=0,3 e ¢ =

0,7w e a segunda, representada pelos pontos, refere-se ao fluxo angular com coordenadas polares =
0,3e ¢=0,3m.

% 1.3
& 12
2 1.1
+ 1
# 0.9
* 0.9

0.7
Fluxo Angul
. uxo Angu arma

> 05

. 0.4
% 03
0z
o 0.1

nm a8 6 4 2 24 BB
Coordenada Radial

Gréafico 3.3: Fluxo angular obtido para o problema-teste nas situacgdes:
Linha: #=0,3e ¢=0,7x; Pontos: #=0,3e ¢=0,3m.
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Como foi referido na introducdo deste capitulo, ha um conjunto de publica¢bes analisando,
com rigor matematico, a convergéncia do método da decomposicéao e, particularmente, do método
da decomposicdo de Adomian que é uma forma mais geral por envolver, além do componente
linear, um componente ndo linear no operador. A seguir, sera feita uma ilustracdo da convergéncia
do método da decomposicdo baseada nos resultados do problema-teste.

A avaliacdo da convergéncia pode ser introduzida através de uma seqiéncia

z\=4{z,2,2,, .} (3.40)
gerada pela norma
] R I 2n
=S [ [0rmp)drdu dp (3.41)
0 -10

onde as ¢,’s sdo as rela¢bes dadas por (3.22), e também pela defini¢cdo de que uma seqiiéncia infinita

converge para um limite Z [Butkov, 1968], se
|Z,-Z|<¢ (3.42)

para valores suficientemente grandes de i; sendo & um numero positivo arbitrariamente pequeno.

O grafico 3.4 mostra que a seqiiéncia dos resultados do problema-teste gerada pela norma
(3.41) converge para o limite finito Z = 0, segundo a (3.42).

No passo seguinte, para atingir o objetivo da ilustracdo, considera-se a convergéncia da série
infinita” formada pela soma dos termos da seqiiéncia dados pela (3.41). Pode se mostrar que esta
série infinita € convergente através do teste da razdo, o qual estabelece que se

|Z.,,]Z, | <& (3.43)

“ Que pela definicdo desta norma em particular, esta série corresponde fisicamente ao fluxo total de néutrons na seco
transversal do cilindro.
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para um i suficientemente grande e x <1, a série converge absolutamente [Butkov, 1968]. Isto esta

representado no grafico 3.5.

&
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Gréfico 3.4: Mostra a convergéncia da seqiiéncia dos resultados do problema-teste

- a parte superior direita € a ampliacdo do intervalo 40-50 da sequéncia.

0.9
0.891
0.85 "
0.57 ¢,
Lot /2 e
0.567 o,
0.857 oy

0.54
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Grafico 3.5: Mostra a convergéncia da série via teste da razdo.

32



Capitulo 4

SOLUCOES ANALITICAS DA EQUACAO DE TRANSPORTE DE BOLTZMANN
EM GEOMETRIA CARTESIANA UNIDIMENSIONAL

4.1) Introducéo:

Neste capitulo sera aplicado um novo método para solucdo da equacdo integro-diferencial de
Boltzmann. Fundamentalmente, este método consiste em tomar derivadas em relacdo a variavel
angular da equacdao de transporte de Boltzmann até a ordem que permita eliminar o termo integral da
equacdo. Para que isso seja possivel, no caso anisotropico, assume-se que a secdao de choque de
espalhamento (2’2 é aproximada por uma soma finita de polindbmios de Legendre. As equacdes
integro-diferenciais obtidas pelas sucessivas derivac@es sdo resolvidas retroativamente, partindo-se
da equacdo puramente diferencial (Ultima a ser obtida). Isto, em Ultima analise, significa que esta
sendo considerada a seguinte igualdade

" L o"P, L
ain (ﬂal//(ai’ﬂ) +w(x,ﬂ)j = ;21;1( l(ﬂ))_jlmzﬂ(ﬂ')w(x,ﬂ')dﬂ' (4.1)

até a ordem de derivacao que resulte na equacdo puramente diferencial

aL+] a X,
( PRZEY

o™ o + l//(X,,U)j =0 (4.2)
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As solucdes estabelecidas por esse sistema de equacgdes integro-diferenciais compdem uma
base de autofuncdes singulares para equacdo de transporte, na qual o espectro de autovalores
associados fica expresso quando se impde, por simples substituicdo, que a autofuncao seja também
solugéo da equacdo de Boltzmann.

As autofuncgdes e os autovalores determinados por este metodo da derivacdo angular sdo
essencialmente idénticos aos encontrados pelo método de Case [Case e Zweifel, 1967]°, a menos da
normalizacdo imposta por este ultimo.

No decurso do capitulo, como ilustragdo do procedimento para aplicacdo do método da
derivagdo angular, sdo desenvolvidos quatro exemplos. Especificamente, os trés primeiros tratam
dos problemas em geometria cartesiana unidimensional isotrépico, linearmente anisotropico e com
anisotropia quadratica, respectivamente. O quarto exemplo trata do problema transiente isotropico.
Os quatro exemplos encontram solugfes correspondentes pelo método de Case e, por conseguinte,

séo feitas comparagdes entre solugdes.

4.2)  Solucéo da Equacédo de Boltzmann Isotrépica Unidimensional:

A equacdo de Boltzmann isotropica, unidimensional em geometria cartesiana € dada por:

/
Dy xp) = [o.ytnut s (4.3)
na qual x é a varidvel espacial, o; € a secdo de choque de espalhamento isotrépico e y é a variével
angular que indica a direcdo de propagacdo do fluxo; = cosé, sendo 6 o angulo polar zenital em
geometria esférica.

Em sintese, 0 método da derivacdo angular consiste em derivar equacao de transporte, em
relacdo a variavel angular, com o propésito de eliminar o termo integral. E, em seguida, resolver a
equacgdo puramente diferencial parcial, propondo esta também como solucdo bésica da equacdo de

Boltzmann. Assim, a equacdo (4.3) quando derivada em relacéo a variavel angular z, toma a forma

“ A denominagéo de autofungdes e autovalores é em analogia com a terminologia ordinéria. Ja que, pelo rigor formal,
ndo se trata de autofunges e autovalores.
$ Todas as demais citacdes a Case que se seguem devem-se a esta referéncia.
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dy(x,u) W@W(x,u) L ovom)
ox Ox O ou

(4.4)

A soluco da equacdo diferencial parcial (4.4)", é expressa por v, (x,1)=X,(x)¢, (u)%, onde as

funcdes sdo dadas pelas seguintes equacdes diferenciais ordinarias

X)Ly
dx 1%
du  vl-plv+ 1)
das quais resultam as solucgoes:
_x v
X(x)=e’ e hlw=s—

A solucdo da equacdo diferencial (4.4) é entdo dada por

X
1% =
e v

W, (x,u)=A(v)

V-

em que o coeficiente 4(v) é uma funcdo arbitraria dependente do autovalor v.

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

Quando se propde que a solucdo (4.8) também seja solucdo da equacgédo de Boltzmann (4.3),

surge uma relacdo a qual os autovalores v's tém que obedecer para que a autofuncdo se concretize

como tal solucéo da equacéo de transporte. Desta proposicao resulta que

“ Todas as solugdes de equagdes diferenciais parciais apresentadas neste capitulo foram obtidas através do software

matematico Maple V, usando o pacote PDEtools.
$ Esta notagéo que coloca o autovalor como um indice subscrito é a mesma usada por Case.
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IMV)E§GJW{i+{l—]=0 (4.9)

onde A(v) é a chamada funcdo dispersdo. Portanto, os autovalores admissiveis, que permitem
que a autofuncdo (4.8) também seja solucdo da equacdo de Boltzmann, sdo as raizes da funcéo
disperséo.

4.2.1) Analise das autofuncdes e dos autovalores associados:

Na analise da solucdo, deve-se estar atento ao exame dos autovalores admissiveis, levando-se
em conta que a autofuncéo (4.8) é uma funcéo singular. Ha duas situacdes a serem consideradas: a)
quando |v|>1 e b) quando v pertencer ao intervalo [-1,1].

Para v maior em modulo do que a unidade, |v| >1, onde ndo sdo verificadas singularidades,
existem somente dois autovalores discretos, anti-simétricos, que satisfazem a equacéo (4.9), v=tw,.
Estes autovalores estdo associados as autofuncfes chamadas de solucBes assint6ticas ou fluxos

assintoticos por prevalecerem em regides distantes da fonte ou do contorno [Bell e Glasstone, 1970],

i V() tv,
Vo (X, p) = Ay — ¢ (4.10)
tv, - u
onde %, sdo as duas raizes da funcdo disperséo (4.9):
1
Loy Yot oy (4.11)
2 v,—1
Como forma alternativa, conhecida a relagéo
iln Ttl]_ arctgh(w) (4.12)
2 \o-1
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em que a funcdo inversa da tangente hiperbdlica, arctgh(w ), tem valores reais para @ < 1, enquanto
para @ > 1, a fungdo é dada por arctgh(w ) = arctgh(l/@ ) + w2 i S a expressdo (4.11) pode ser

reescrita como

oV, arctgh[iJ -1=0 (4.13)
Vo

Entretanto, deve estar bem visivel que tanto a equacdo (4.11) quanto a (4.13) tém como definicdo
bésica a integral

[8,(1)du (4.14)

que constitui o nucleo do termo de espalhamento da equacdo de Boltzmann. E por isso, as formas
alternativas de representacdo devem estar coerentes com a (4.14).
Prosseguindo a anélise, para o caso de autovalores contidos no intervalo [-1,1], é importante

a adicdo, a autofuncéo (4.8), da funcgéo arbitraria
Av)S(v—pu) (4.15)

onde 6¢ a delta de Dirac. Isto €, a autofuncdo (4.8) para este caso, fica

¢, (1) = +A(V)S(v—p) (4.16)

V-

Esta autofuncdo (4.16) continua sendo solucdo da equacéo diferencial que determina o componente
angular, equacéo (4.6): claramente, fazendo a simples substituicdo da (4.16) na equacéo diferencial

(4.6), resulta em

S A inversa da tangente hiperbdlica é plurivoca no eixo imaginério. Assim, essa equacio deve ser interpretada como o
ramo principal.
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do(v—p)

ﬂ(V)((V—ﬂ) »

—5(1/—;1)]:0 (4.17)
e esta igualdade ¢ satisfeita pela relacdo de identidade

(v—y)W—a(v—ﬂ)zo (4.18)
7

(demonstrada no apéndice B), confirmando que é solucao.

Entdo a autofuncéo € expressa por

X

Y av)S(v—u)|e v (4.19)

v, (x.u) = A(v){P

onde o valor principal de Cauchy’, designado por P, e a delta de Dirac sé tém significados quando
dentro da integral.
Fazendo novamente a substituicdo, agora da autofuncdo (4.19), na equacdo de Boltzmann,

tira-se a equacéo que determina a fungéo A(v),

1
z(v)=i—Pj Y _du (4.20)
K] —IV - lu
que pode ser representada por
z(v)zi—vzn(”vj (4.21)
o, I-v

ou ainda,usando a fungéo arctgh’,

“ Onde o simbolo P denota que a integral da funcéo singular sera avaliada segundo o valor principal de Cauchy.
¥ No restante do capitulo ser4 usada a funcéo logaritmo em vez da fungéo arctgh para representar a integral mostrada na
equacéo (4.20).
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Av) = Ji — 2varctgh(v) (4.22)

N

A diferenga apresentada entre a expressao (4.20) e a sua equivalente deduzida por Case deve-se a 0
fator constante o;/2, que na expressdo (4.8), foi incorporado a constante arbitréria da autofuncéo.

Quando se faz a anélise da equacdo (4.11), é pertinente observar que quando o;=1, 0S UNicos
autovalores possiveis que satisfazem a equacdo sdo v, — «. Também, quando o< 1, verifica-se que
as raizes sdo reais, enquanto que para oy > 1 as duas raizes estdo no eixo imaginario.

As autofuncBes (4.10) e (4.19), a equacdo geradora dos autovalores associados, (4.11), e a
que determina a funcdo A(v ), (4.21), definidas pelo método da derivacdo angular, sdo idénticas as
encontradas por Case, sem, contudo, ser imposta a normalizagdo (4.23) do componente angular da

autofuncdo para determina-los
1
[8,(1)du=1 (4.23)
-1

Assim, do que foi exposto, a solucdo da equacao integro-diferencial de Boltzmann para o

fluxo angular é dada por

V(xp) = (u)e "+ (n)e" + [4.(ue " dv (424)
ou seja,
(X, 1) = o (X 10) + v, (x00) + [y, (x,1)dv (4.25)

onde y,, séo as solugdes assintoticas.

Nas proximas secOes serdo determinados as autofuncdes e os autovalores associados para 0s

casos linearmente anisotropicos e com anisotropia quadratica.

39



4.3) Solucéo da Equacédo de Boltzmann com Anisotropia Linear:

Para a equacdo de Boltzmann com anisotropia linear também sera aplicado o mesmo
procedimento da derivacdo da equacéo integro-diferencial em relacdo a variavel angular 4 Como a
idéia central do método ¢ a derivagdo da equacdo integro-diferencial até que esta se torne puramente
diferencial, entdo a equacdo de transporte linearmente anisotropica serd derivada duas vezes em
relacdo a variavel angular.

Tomando a equacdo integro-diferencial de Boltzmann com anisotropia linear

8 )
p w(x,p)
ox

] 0 ! ! 3 0 ! ! !
sy )= [oplow Jdu + 5 ufouyxu)dul (4.26)
.y -1
onde oy € oy; sdo os coeficientes da expansao da secdo de choque de espalhamento em termos
de polindmios de Legendre.

Seguindo o método proposto, deriva-se a primeira vez em relacdo a variavel angular

1

p(x,p)  y(xp)  Oy(xu) 3
+ + =—\|o,u JU)du! 4.27
o U oxou o 2_]%# w(x,u')du (4.27)

1

e, derivando pela segunda vez, chega-se a equacdo puramente diferencial

3 2 2
o V/(x’fl) L 0w(x ) 0 l//(x;ﬂ) _0 (4.28)
ox O Ox O O

A solugdo desta equacéo diferencial parcial € dada por X, (x )¢, (1), onde

dX,(x)

+1Xv(x) =0 (4.29)
dx 1%
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o) 2 dp(u) _

' vuvel) da (0
resultando na solucdo do componente espacial
X, (x)= o (4.31)
e na do componente angular
b (1) = A(v)(B(v) ' V_Vﬂj (4.32)
Assim, a solucgdo da equacdo diferencial parcial (4.28) €
v (xu) = A(v)(B(v) + Vf/Je’: (4.33)

A substituicdo da solucédo (4.33) na equacdo integro-diferencial (4.27) permite tirar a relacdo para o

coeficiente B(v). Ou seja:

B(v)= —% o, vz[vzn(v”j - 2} (4.34)

v—1

E substituindo a determinacao do coeficiente B(v) na solucéo v, (x, ), em (4.33), obtém-se

‘//V(X,ﬂ)=A(V){—%O'uv{vln[v*_lj—Z}+ 4 }e_i (4.35)

v—1
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Finalmente, para a determinacdo dos autovalores, introduz-se a solucéo (4.35) na equacgéo
integro-diferencial de Boltzmann (4.26). Desta maneira, resulta que os autovalores admissiveis sao

aqueles determinados pelas raizes da funcéo dispersao

”g —6(1-0,, )o. v’ —2=0(4.36)

A(v) = [3(1—0'S0 )O'SIVZ + 0o, ]vln(

Um modo equivalente para determinagdo dos autovalores € a substituicdo da solucao (4.35)

na forma alternativa da equagéo de Boltzmann

ow(x,
ﬂt//( i)

2
£ oy(x ) OV u) ﬁw(x,u)J
X

11
+y(x,u)=—\o x, i )du +
w(x,u) 2_[/ wW(x,p1')du ,U[ ™ ox i ou

(4.37)

onde foi usada a igualdade expressa pela equagéo (4.27).
A autofuncéo (4.35), a equacdo geradora dos autovalores, (4.36), sdo analogas as obtidas por

Case a menos da normalizacdo .

4.3.1) Analise das autofunc@es e dos autovalores associados:

Analogamente ao caso isotropico, ha duas situacdes a serem avaliadas. O caso em que v esta
fora do eixo real [-1,1], autovalores discretos, e os autovalores continuos em que v pertence a esse
intervalo.

Para autovalores discretos a solugéo basica para o fluxo angular € dada pela igualdade (4.35)
com a correspondente equacdo (4.36) como funcdo dispersdo. Tomando como exemplo a situagdo
especifica de interesse da fisica de transporte, para a qual oy <1 e oy, < oy, a funcdo dispersdo
apresenta duas raizes reais, discretas e anti-simétricas que sdo os autovalores v = +v,. Noutra

situacdo, quando a seguinte relacdo é satisfeita

(1-0,)0, +0,=1 (4.38)

O estabelecimento da identidade entre as solucdes obtidas pelo método de Case e pelo método da derivacdo, via
normalizagdo, esta feito no apéndice C.
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0s Unicos autovalores possiveis sdo v =+, E essa relacdo sé é satisfeita quando se considera oyy=1,
para qualquer oy;, ou oy; =1 para qualquer oy.
Por sua vez, para v continuo no intervalo [-1,1], a solucdo angular (4.32) deve ser acrescida

da funcdo arbitréria

AV)S(v—p) (4.39)

sendo reescrita na forma

|4

¢, (1) = A(V)[B(V) + + /1(1/)5(‘/—/1)] (4.40)

V—u

a qual continua sendo solucdo da equacédo diferencial parcial (4.30): pode ser visto que a simples

substituicdo da (4.40) na equacao diferencial (4.30) resulta em

l(v)((v— ) t) 2"5(;!‘”)} o (4.41)

que ¢ satisfeita pela relacdo de identidade

(v—y)d25(‘”2—”) _pdotv=r) (4.42)

du du
conforme apéndice B.
Assim, a solucdo para a autofungdo que abrange o espectro de autovalores continuos é dada

por

14

wo(x,u) = A(v ){ B(v)+ P + AV)S(V—11) }ei (4.43)

V-
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E esta solucdo quando substituida na equacdo diferencial parcial (4.27), origina a seguinte relacao

para B(v)

B(v)= —%asl vzﬂvzn(”vj - 2} + /”t(v)} (4.44)

Neste ponto, é oportuno comentar que o fato da autofungéo obtida pelo método da derivacdo angular
néo ser normalizada faz com que o coeficiente B(v) mostre uma dependéncia da funcdo A(v), para v
no intervalo [-1,1], como esta claro na (4.44); a normalizacdo desaparece com essa dependéncia.

Assim, usando a expressao que determina B(v), a forma explicita para a autofuncao é

X

+ Av)S(v-u) }e_v

1+v

NCTIE A(v){ 2o, v {v ln[ 1

-V

j—2+/1(v)} + P

(4.45)

Como sequéncia, quando a expressao (4.45) é posta como solugdo na equacdo de transporte

de Boltzmann, a relagdo que determina A(v) é entdo dada por

[3(1_03'0)03'1 V2 + O-SO ]V ln(j-‘rv

j - 6(]_050)051 VZ _2 =

S [3(1—0-”))0'“ vi+ o, ]/I(V)

(4.46)

A autofuncdo (4.45) e a equacdo que determina A(v), (4.46), sdo essencialmente idénticas as
obtidas por Case a menos da normalizacao.

Desta forma, a solugdo da equacdo de transporte com anisotropia linear € escrita como
_x x _x
W(x,p) =y (1)e " + gy (n)e” + [§,(u)e v dv (4.47)
-1
ou seja,
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(X, 1) = o (X 1) + v, (x,00) + [y, (x,1)dv (4.48)

onde y,, séo as solugdes assintoticas.

4.4)  Solucéo da Equacéo de Boltzmann com Anisotropia Quadratica:

A equacao de transporte de Boltzmann com anisotropia quadréatica é descrita por

ow(x,
#l//( i)

1t 3 7
+ w(x, = —|\o x, ' )du + —ulo pdwi(x,u)du +
o w(x,u) 2_f1 oW(x,u')du 2#_]} gy (x, 1 )du

1 (4.49)
+ %(3;12 ~1)[ o, Bur=1) yx, )y
-1

onde 0s o;’s sdo os coeficientes da expansdo da secdo de choque em polinémios de Legendre.
Seguindo os passos do método apresentado, deriva-se esta equacdo integro-diferencial em

relacdo & variavel angular por trés vezes. Derivando a primeira vez, obtém-se

0 o’ o 3¢ 15 ¢
(5 + U + —jt//(x,ﬂ) = EIGHﬂ’t//(x,ﬂ’)dﬂ' + 7#[%(3#'2—1) w(x,u')du
.y -1

oxOu  Ou
(4.50)
derivando novamente,
o’ o’ 0’ 15 ¢ 5
2 + + : = = 3u -1 i )du' 451
( o ﬂaxaﬂz aﬂz}//(x “) y _j}%( M )l//(xu) % (4.51)

E a terceira derivacdo torna a equacao puramente diferencial
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o’ o’ o’
3 + + X, =0 4.52
( P ﬂaxaﬂj a/f]t//( M) (4.52)

A solugdo desta equagéo diferencial parcial é dada pelo produto X, (x)¢, () cujas fungdes séo as

solucgdes das equacdes diferenciais ordinarias

X Ty ) =0 (4.53)
dx 1%
dp(un) 3 de(u)
dy’ vicuiv+ 1) d’ ’ (459

e, conseqlientemente, resolvidas estas equacdes diferenciais ordinérias, resulta que a solucdo da

equacdo diferencial (4.52) é

X

~ B(v )g + C(v )J e (4.55)

v, (x,u) = A(V)(

O coeficiente B(v) é definido pela substituicdo da solugdo (4.55) na equagdo integro-diferencial

(4.51). Disto se obtém que

B(v) = %0'321/{(31/2 —1)11{”1 j - 6v} (4.56)

v—1

E, para a determinacéo de C(v), substitui-se 0 B(v) na (4.55), e insere-se esta solu¢do na equagao

integro-diferencial (4.50). Assim

C(V) = %Vz {|:20-52 (O-SI _1)(3‘/2 _1) - o-sl} Vln[v—i- ]j - §0s2 Vz(o-sl _1) + 205‘1}

(4.57)

46



Concluindo completamente a solucédo (4.55). Ou seja, a autofuncéo € expressa como

ERVE { oo, 1)(31/2 —1)— 031} vln(V—Hj - %asz vi(e,, —1)+ 2051}} e
v

(4.58)

Seguindo o processo, assume-se que esta é também solucdo da equacdo de Boltzmann (4.49)

e, que para isto se concretize, os autovalores 1’s devem ser as raizes da funcao dispersdo

A(V) = {%asi (O-SI _1)(O-S0 _])V4 + {_ |:%(O-s1 _I)O-SZ + 20_51:|0-50 + %(O-sl _2)0-52 + 20_51}‘/2

(2 5 j (vuj
+| -0, +—0, | vin -
3 6 v—1

—I5(c.,-No.,— o, v +|4oc.,-1)o., + 50 Vz_i:()
( sl )( s0 ) s2 [( s0 ) s SZ] 3

(4.59)

As autofungOes dadas pela (4.58) e a funcéo dispersdo dada pela (4.59) sé@o idénticas as de

Case a menos da normalizacéo, conforme mostrado no apéndice C.

4.4.1) Andlise das autofungdes e dos autovalores associados:

Para autovalores discretos a autofungdo para o fluxo angular, a chamada solugéo assintdtica,
é dada pela igualdade (4.58) com a correspondente (4.59) como funcéao dispersdo. Como seqiiéncia,
para incorporar 0s autovalores continuos pertencentes ao intervalo [-1,1], o procedimento € similar
ao que foi descrito para os problemas isotropico e linearmente anisotropico. Ou seja, a0 componente

angular da autofuncéo (4.55) deve ser acrescida a funcdo arbitraria (4.39), sendo reescrita como

14

¢ (1) = A(V)( - B(V)% +C(v) + /1(1/)5(‘/—/1)] (4.60)

V-
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que, da mesma forma pela qual foi mostrada para os casos anteriores, continua sendo solucdo da

equacdo diferencial (4.54). Assim, naturalmente a autofuncéo (4.55) é dada por

X

Y vt v cv)+ /1(v)5(v—y)J e (4.61)
1%

v, (x.u) = A(v)(

Esta autofuncdo quando assumida como solucdo da equacdo integro-diferencial (4.51), resulta no

seguinte coeficiente B(v)

1-v

B(v)= %5%%[(3% ~1) {vln(” VJ + /1(1/)} - 61/2} (4.62)

que por sua vez, quando substituido na autofuncéo (4.61) e esta, finalmente, posta como solugao

da equacdo integro-diferencial (4.50), resulta na determinacao do coeficiente C(v)

C(v) = %VZ {Basz(asl ~)3v-1)- 0”} [Vln(j+ Vj + /I(v)}

- (4.63)

- ]75652 VZ(GS

L —1)+ 20'3,}
Novamente, deve ser enfatizado que a ndo normalizacdo da autofungédo obtida pelo método
da derivacdo angular faz com que os coeficientes B(v) e C(v) mostrem uma dependéncia da fungéo
A(v), para vno intervalo [-1,1]; a normalizacdo faz desaparecer essa dependéncia.
Com o estabelecimento dos coeficientes, a autofuncéo fica definida a menos da determinacéo
da funcéo dispersdo. Com efeito, basta substituir a autofuncdo, com os coeficientes B(v) e C(v) ja
calculados, na equacédo de transporte de Boltzmann (4.49) e encontrar a funcdo dispersao e, como

consequéncia, definir a relacdo que determina A(v). Feito isso, resulta que A(v) é dada por
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(4.64)

Entdo, o fluxo angular sera expresso por

W 1) =Y. (x5 1) + v, (xp) + [w,(x,1)dv (4.65)

com as autofuncgdes e espectro de autovalores associados ja definidos.

4.5) Solucéo da Equacéao de Boltzmann Transiente:

O tratamento dedicado ao problema de transporte de Boltzmann transiente seré breve ja que
o desenvolvimento formal é similar ao empregado para o problema estacionario. E € por essa mesma
razdo que serd usada a equacao de transporte transiente isotrépica para tal procedimento.

Tomando a equacéo integro-diferencial de Boltzmann transiente para uma velocidade:

0 t,x, 0 t,x, 1 h ' ’
VILLI) | VXA 1) = 2 oyt ) dg (4.66)
ot ox 27

Como nos demais casos anteriores, deriva-se esta equacao com respeito a variavel angular
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2 2
0 wa(ttéx,ﬂ) N ﬂﬁ l/(;(t,ax,ﬂ) N W(gx,ﬂ) N 8!//(2,&#) _0 (4.67)
“ x O X %

A solucdo da equacéo diferencial parcial (4.67) € dada por

Vi (13041) = T (X ()8, (1) (4.68)

cujas funcdes sdo determinadas pelas equages diferenciais ordinarias

A ) =0 (4.69)
Xal¥) Ly (x)=0 (4.70)
dx a
dg, (1) ; .
T A =0 (4.71)

Resolvidas essas equacdes diferenciais parciais, entdo a solucao € expressa como

e e z
W (t.x, i) = A(a,A) (

na qual fazendo as mudancas de variavel® s=(1-1), v = as e uma manipulacdo algébrica, a solucio
(4.72) fica

W, (Lx.u) = Ala,A) ~ (4.73)
S

$ Essas mudangas de variaveis s6 s30 necessarias para estabelecer uma correspondéncia direta com a solugo de Case.
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Esta solucdo, ao ser substituida na equacdo de Boltzmann transiente, determina a funcdo dispersao

cujas raizes definem os autovalores aceitaveis

Av) = =2 h{"”} —1=0 (4.74)

1
2 s v—1

Para autovalores v pertencentes ao intervalo [-1,1] o procedimento € analogo ao mostrado
para o caso estacionario.

As expressdes (4.73) e (4.74) sdo essencialmente idénticas as encontradas por Case. Todavia,
Case chegou a essa solucdo aplicando a transformada de Laplace na variavel temporal para assim
recair numa equacao cuja forma € analoga a do problema estacionario. E é nesta forma estacionaria

que ¢ aplicada a solucéo.
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Capitulo 5

SOLUCOES EXATAS DA EQUACAO DE TRANSPORTE DE BOLTZMANN
EM GEOMETIRA CARTESIANA BIDIMENSIONAL

5.1) Introdugéo:

No capitulo anterior foi resolvida uma série de quatro problemas ilustrativos com o propdésito
de demonstrar o procedimento e a consisténcia do método da derivacdo angular para a equacdo de
transporte de néutrons em uma dimensdo. Ademais, tais exemplos foram comparados a problemas
disponiveis na literatura, especificamente a solucdes obtidas por Case. Fundamentado nisto, no atual
capitulo tal método sera levado a resolver a equagdo de Boltzmann bidimensional cartesiana, nos
regimes estaciondrio e transiente.

O método da derivacdo angular quando aplicado a equacao de transporte de Boltzmann
bidimensional segue, essencialmente, um desenvolvimento similar ao do caso unidimensional. A
saber: a equacgdo de transporte integro-diferencial € derivada em relacdo a uma das variaveis angular
até a ordem de derivacdo que permita alcancar a equacdo puramente diferencial. Entdo, esta equacéao
diferencial é resolvida e assume-se tal solugdo também como uma base de autofuncdes da equagéo
integro-diferencial de Boltzmann. Entretanto, isto s6 € concretizado para um espectro de autovalores
determinado pelas raizes de uma relacdo algébrica resultante da imposicdo. De modo analogo ao
caso unidimensional, as solucGes basicas bidimensionais obtidas sdo exatas.

No decurso do capitulo, também sera realizada uma anélise das autofuncdes e dos espectros
de autovalores associados e neste contexto, a fim de ficar estabelecida a consisténcia da solucéo, o0s

resultados sdo levados a situacao limite para recair no caso unidimensional.

5.2) Solucéo da Equagdo de Boltzmann Bidimensional Estacionéria:
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Dada a equacdo de transporte de Boltzmann bidimensional isotrépica

1 27

0.

-1 0

a a ] ’ ! [ !
p— + 1=’ cosp— + 1 ly(xy. ) = — [ [ow(xyu. ¢ )du dp
X oy 4

(5.1)

Entdo, derivando essa equacdo na variavel angular ¢, com o propoésito de eliminar o termo integral,

tem-se

+
ox. oyop  Op

A equacéo diferencial parcial (5.2) apresenta a seguinte forma de solucéo:
Yo (X, u,0) =X, (x)Y,(¥)§,.(1,0)
onde X (x)e Y,(y) sdo solucdes das equacdes diferenciais ordinarias

dX (x) I

+—-X =0
iy > ,(x)
dy,(y) 1
—r 2+ Y =0
dy 1 ()

eafuncio 4,, (o) é

boi(1.0) = A
e At +val =1’ cosp —vA

Resolvidas as equagdes diferenciais ordinarias, resulta que a solucédo é dada por

82 8 82 a
[,U = - J]-luz sen(pa + w/]—,uz cos @ —Jl//(x’y:ﬂiﬂ) =0

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)
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vA e_[%%]

W, (XY, 1.0)=A(v,A) (5.7)
’ — A —vall— 1’ cosp +VvA

Quando se assume que a solucédo (5.7) também é uma autofuncdo da equacdo de transporte
de Boltzmann bidimensional, fica estabelecido a que espectro os autovalores estdo sujeitos para que
satisfaca tal equacdo. Entéo, fazendo a substituicdo da autofung@o na equacdo de transporte de
Boltzmann (5.1), determina-se que o espectro de autovalores admissiveis é constituido pelas raizes

da funcéo disperséo

A(v,l)zl—%asvﬂuj‘]{[ !

10 = Au—vall— i’ cosp+va

dudp = 0 (5.8)

Realizando as integrais nos angulos polares, a expressao anterior toma a seguinte forma

A(v,A)=1 -

JAZ n V=X -Av-Av+INV + X |
2+ X v+ A

h Ve = v=Av—INV + A iy
v+ A

(5.9)

Esta expressdo ainda pode ser bastante simplificada” e, ademais, posta em termos da funcéo arcigh,

reduzindo-se a

=0 (5.10)

Assim, os autovalores aceitaveis sdo as raizes desta funcdo A(v, 4). Entretanto, deve ficar claro que
o termo envolvendo logaritmos na equacdo (5.9), ou a inversa da funcdo tangente hiperbdlica na

(5.10), tem como definicdo bésica a integral da expresséo (5.8).

“ Este desenvolvimento est4 mostrado no apéndice D.
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5.2.1) Analise das Autofungdes e Autovalores Associados:
Para efeito de andlise, é conveniente tomar os /im_,., da autofuncdo (5.7) e entdo verificar a

consisténcia de seu comportamento. Quando é tomado o /im,_,., da solucgéo (5.7),

VA e_(%%) :
lim, = e’ (5.11)

—Apu—va1— i’ cosp+va vV - u

verifica-se que esta recai na solucéo (4.8) do problema unidimensional. Da mesma forma, quando o

lim,., . € feito, a solucdo (5.7), torna-se

-(i%] y

v A

lim, VA e = 4 e (5.12)
—Ap—val— 1’ cosp+va A —+l1— i’ cosp

Esta autofuncdo resultante do limite v— o, a (5.12), é solucdo da equacdo de Boltzmann em uma

dimensdo escrita na forma

ow( v, i, 17 o
NI-u’ cowwy—m +y(y.up) = —f Iasw(y,ﬂ @' )du' do (5.13)
oy 472y

que é equivalente & equacéo unidimensional (4.3)", e, portanto, passivel de ser convertida, e reescrita

como

ow(y, I g
n YO yiyn) = Loy san (5.14)
oy 27

onde 7 € o co-seno diretor em relagdo a varidvel espacial y.

“ Esta equivaléncia esta demonstrada no apéndice E.
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Por sua vez, na relacdo que determina os autovalores, especificamente na (5.10) que permite
melhor visualizacdo, ha que ser destacados alguns pontos importantes que refletem propriedades do

problema. A saber:

a) H& uma simetria entre os autovalores, ou seja, se forem feitas as trocas v=>1¢e I=>va
equacdo permanece invariante. O mesmo acontece caso os sinais dos autovalores forem
mudados;

b) A observacao anterior tem como consequéncia direta que as raizes ocorrem nas seguintes
combinac@es: se o par (v, A1) é raiz, entdo (A,v), (—-v,—1), (-v, 1) & (v,—A) também sdo
raizes;

c) Se for tomado o limite para A— < (ou equivalentemente, para v— ), a funcdo disperséao
que determina os autovalores para o caso bidimensional recai na funcgéo disperséo para o

unidimensional (equagéo (4.13)). Explicitamente:

ﬂ, [, 2 2
lim, , | 1— Larctgh NV A =1- asvarctgh(ij (5.15)
W+ vA 4

Prosseguindo a analise, quando na equacdo (5.10) a seguinte condicdo for satisfeita

v+ A7

VAl

<1 (5.16)

(vé-se de imediato que esta inequacdo soO é satisfeita para determinados valores de v e A, desde
que estes sejam maiores do que a unidade), a autofuncdo (5.7) néo possui singularidades. Isto

enseja uma mudanca de variavel na funcao dispersdo (5.10) tal como

vA

v+ A7

v, = (5.17)

a qual foi propositalmente chamada de ;. Deste modo, a fungéo disperséo é reescrita na forma
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A(v,A)=1- o, arctgh(ij (5.18)
Vo

que possui a forma idéntica a funcdo dispersdo do problema unidimensional. E, portanto, uma vez

calculado v, que serd o mesmo autovalor assintotico unidimensional, pode-se entdo estabelecer uma

vinculacdo, a partir da equacdo (5.17), que possibilita relacionar um autovalor em fun¢do do outro

tendo 1y como parametro. Ou seja,

vy,

2 2
vV =V,

A=Av,v)= (5.19)

Esta relacdo permite fazer alguns comentarios:

a)

b)

d)

O autovalor A esta posto no eixo dos reais para v maiores do que o autovalor assintético
unidimensional (valendo a mesma afirmativa para v);

Quando se faz |v| crescer, |1 | decresce continuamente a tal ponto que ao ser tomado o
limite |v|— o, a equagdo (5.19) leva o autovalor |4 | a |w |. Isto significa que o valor
minimo, em modulo, para A é o proprio autovalor assintético unidimensional;

Por sua vez, quando |v| decresce, 0 autovalor |4 | cresce continuamente, como ilustrado
no gréfico 5.1, fazendo com que para o limite v— 1y, 0 autovalor |1 | tenda ao infinito;
Como ve A sdo simétricos, conforme ja mencionado, conclui-se das observacdes que 0s
autovalores bidimensionais tém um espectro real e continuo, limitado, em médulo, pelo
autovalor assintético unidimensional num extremo e pelo «no outro: v < |v|, |[1]| < «;
Para um dado |y |, h& quatro combinagfes possiveis de raizes cujas diferencas residem no
sinal: (v, A1), (vi,—2A1), (—Vvi, A1), (—vi,—A; ), cOmo esta esquematicamente mostrado na

figura 5.1.
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Grafico 5.1: Comportamento das raizes da equacéo (5.10), dadas para um o; = 0.8.

A
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Figura 5.1: Representacdo esquematica dos autovalores possiveis para um dado | vy |.

Neste trabalho, em analogia ao unidimensional, esses autovalores continuos maiores que a
unidade serdo denominados por autovalores assintéticos do problema de transporte de Boltzmann
bidimensional e, como conseqiiéncia, as autofun¢des associadas serdo denominadas autofuncdes
assintoticas do caso bidimensional.

Por outro lado, quando a inequacdo (5.16) nao for satisfeita, ou seja,

‘\/VZ + 17

1 2
|vﬂ,| > (5.20)
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a autofuncdo (5.6) apresenta singularidades. Para esta situacdo, como no caso unidimensional, ao

componente angular da autofuncéo (5.6) deve ser adicionada a fungéo arbitraria

BV, A)S(VA— A — vl — 1’ cos o) (5.21)
Assim, o componente angular da autofungéo é reescrito como

-vi
b, (1.0)= ; + BV, A)S(VA=Apr = vyl — i’ cosp) (5.22)
Ap +vall—p” cosp —vA

gue continua sendo solucédo da equacao (5.6). Basta escrever a (5.6) na forma

(—ﬂ,u —vy1— 1’ coso +V/1)¢M(,u,(p)= VA (5.23)
e usar a relacdo de identidade
x0(x)=0 (5.24)

para mostrar a afirmativa que a fungéo (5.22) ainda € solucéo.
Para a determinacdo do espectro de autovalores desta solucdo que contempla a singularidade,
toma-se o inverso do argumento da funcéo arctgh na equacéo (5.10) para que esta figue em acordo

com a integral mostrada na (5.8), ou seja,

ovA arctgh[L] (5.25)

NV + A NV + A
entdo se faz a seguinte mudanca de variavel

vA

Nvi+ A

(5.26)
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e desta maneira, a funcédo dispersédo (5.10) sera reescrita como
B(v,A) =1~ o0 arctgh(o) (5.27)

recaindo na forma idéntica a da funcgdo dispersdo unidimensional para autovalores continuos; onde
@ assume o papel do autovalor v continuo unidimensional, contido no intervalo [-1,1], mostrado no

capitulo anterior . Por efeito, os autovalores admissiveis estardo vinculados pela equacgéo

Vo
A=Mov)=——n (5.28)
V-’
que relaciona um autovalor em funcéo do outro tendo como parametro o autovalor continuo do caso

unidimensional isotropico, . Da equacao (5.28), merece ser comentado que:

a) Neste espectro, A varia continuamente e, ademais, é real para v maior que o autovalor we
imaginario em outra situacédo, valendo a mesma sentenca para v,

b) Quando se toma o limite v— o, 0 autovalor A tende ao we, pela simetria dos autovalores,
quando se toma o limite v—, 0 autovalor A tende ao c. Em outras palavras, quando um
dos autovalores tender ao infinito, o outro recai no espectro dos autovalores continuos do
problema unidimensional;

C) Para v —0, A também tende a zero para qualquer v desde que este ndo esteja no c. Para
v No oo ha uma indeterminacao;

d) Como na situagéo anterior, para um dado |w|, ha quatro combinag6es possiveis de raizes:
(vi,21), (Vvi,=21), (—=vi, A1), (-vi,—A; ), também refletindo a simetria de translacdo, como

esta representado na figura 5.2.
Destas constataces, tira-se um outro espectro continuo de autovalores, ve A, cujo dominio,

em modulo, estd limitado num dos extremos pelo autovalor continuo unidimensional e no outro,

pelo infinito, [w, ).
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Figura 5.2: Representacdo esquematica dos autovalores possiveis para um dado |@]|.

Finalmente, baseado nessa exposi¢cdo, conclui-se que os autovalores admissiveis pertencem a

espectros que se sobrepdem; um deles contido, em mddulo, no dominio [y, <], e 0 outro contido em

[@,0]. Portanto, na intersecg@o desses dominios, ou seja, em [y, o], um dado autovalor v=v; leva a

dois autovalores, |4, e |12], vindos das inequacdes (5.16) e (5.20), valendo 0 mesmo para v=—v,,

como pode ser visto na figura 5.3.

A
Yoo A Vo
e 7 !
ﬂ.‘l‘¢ ________________ g ___________ + m
‘Vji ] EVJ
T g T Voo
! -1 :
&R s s e e .
¥y -4 -V,

Figura 5.3:

Os autovalores A’s correspondentes a um dado v=+v,.

61



Assim, a solugéo formal para o problema bidimensional pode ser posta como

-V

v(xy.u0)= [ A(v.2) b (mp)e " ay s

—0

+ TA(V’/U ¢vl(ﬂ’¢)e(i+;Ja’V +
) ! Xy (5.29)
+ J- J-A(V’ﬂ’) P, (1,9) 37(77} dvdw +

-1 —0

[ Tav 2 gstmer e avao

-1l o

onde é necessario estar atento que, nas duas primeiras integrais desta solucdo, o autovalor A é
uma funcéo, A=A(*w, v), dada pela equacdo (5.19), enquanto que nas duas Ultimas integrais, 4 é

a funcdo A1=A(w, v), dada pela equacéo (5.28).

5.3) Solucéo da Equacéo de Boltzmann Bidimensional Transiente:

A abordagem do problema transiente sera breve ja que a base do procedimento é similar ao
aplicado ao problema estacionario.
A equacdo de transporte bidimensional isotropica e transiente para uma velocidade é escrita

na forma:

1 27

d 0 0 1 C g
—+pu— +I-pcosop— + 1 |y(t,x,y,11,0) = —f Iasl//(t,x,y,ﬂ @' )du' dp
ot ox oy 7y

(5.30)
Com vistas a aplicacdo do método da derivacao angular, primeiramente deriva-se a equacado integro-

diferencial em relacdo a variavel angular, ¢, até ser alcancada a equacdo puramente diferencial. Ou

seja,
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o° o° ? o°
+ — 1=’ senp— + \/1—u’ cos
[atago oy #osene s K s op | Bp

A solucéo desta equacdo diferencial parcial é dada por

Vap, (XY, 061) = T (1) X 5(X)Y (V)P (1,0)

0
+ —]w(t,x,y,ﬂ,qo) =0

(5.31)

(5.32)

onde 7,(t),X ,(x)eY, (y) sao funcdes definidas pelo conjunto de equagdes diferenciais parciais

dr,(t)

+al,(t) =0
5 tal.t)

dX
ﬂ(X)+iXﬁ(x):0
dx p

dY

ﬁ_,_iyy(y)zg
dy Y

eafungdo ¢, (u ¢) € expressa por

i
Doy, (HP)=
’ I—a—u/p-1-i cosp [y

Disto, resulta que a solucéo é

_(Lz]
e e By

Wap, (L.X,y,1,0)=A(a,B,y)
I—a—y/ﬂ—\/l—,uz cosgo/;/

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)
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Fazendo as mudancgas de variavel, ja propostas no capitulo 4, s=(1-«), v=[s e A= ys, a solugdo

torna-se

,(ﬂ+2j
Vﬂ/ e—(]—s)t e v A

Vo (LX Y, 19) = A(s,v,A)—
l S —pA—vil—u’ cosp+va

(5.38)

Seguindo a sequéncia do método, quando esta fungdo € posta como solucdo do problema transporte
de Boltzmann transiente, define-se a equacdo algébrica que determina o espectro de autovalores

aceitaveis. Assim, os autovalores sdo as raizes da funcdo dispersdo A(v, 1),

1 owvi Vv2+ 27
A(v,A) =1 - ————=arctgh) —— (5.39)
SNV + A Av

Nota-se que as formas da solucdo (5.38) e da equacdo (5.39) sdo similares as encontradas,
guardadas as diferencas relativas as dimensdes, para o problema unidimensional apresentada no
quarto capitulo. Naturalmente, conforme a (5.15), a expressdo para os autovalores (5.39) e também a
autofuncéo (5.38) recaem nas do problema unidimensional transiente quando v, ou A, forem levados

ao limite do co.
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Capitulo 6

CONCLUSAO

Neste trabalho foi abordado um conjunto de problemas que tém fundamental importancia no
tratamento da teoria de transporte de particulas. Ha dois propdsitos na linha da abordagem. O
primeiro € de fazer um tratamento teérico e numérico, definindo completamente a solugdo, como
nos capitulos dois e trés. O segundo é abordar sob o ponto de vista puramente tedrico, indicando um
rumo para futuras analises e implementacgéo de solugdo, como nos capitulos quatro e cinco.

A utilizacdo da transformada de Hankel no problema em geometria cilindrica construido por
Mitsis, denominado método HTSy, desenvolvido no segundo capitulo, mostrou-se bastante eficiente.
Seus resultados sdo validados pela comparagdo que se fez com simulagGes numéricas apresentadas
na literatura, como foi visto através dos problemas-teste implementados. Além disso, a similaridade
com o procedimento bem estabelecido do método LTSy permite que todo o instrumental teérico e
computacional acumulado para o desenvolvimento deste Gltimo seja incorporado ao método HTSy.
Isto tem como consequéncia direta a possibilidade do uso de altas ordens de quadratura.

No terceiro capitulo, a aplicacdo em conjunto dos métodos da decomposicdo e 0 HTSy, para
problemas em geometria cilindrica com espalhamento anisotropico, apresenta uma forma simples
para a solucéo do fluxo. Isto se deve basicamente ao uso de interpoladores polinomiais de poténcias
pares, que faz, a cada recursdo, com que a forma da solugdo ndo se altere e, além disto, possibilita
um grande nimero de termos recursivos. Ademais, o procedimento permite, a partir do fluxo escalar
isotrépico definido pelo HTSy, chegar-se ao fluxo angular anisotrépico com dependéncia continua
nas variaveis angulares. A relevancia desta solucao é firmada pela sabida importancia da solucao de
problemas em geometria cilindrica especialmente na area de engenharia nuclear.

Na série de quatro exemplos desenvolvida no capitulo quatro, mostrou-se que os resultados
determinados pelo método construido por Case e 0 método da derivacao angular, desenvolvido neste

mesmo capitulo, sdo essencialmente idénticos para os problemas de transporte unidimensional. E a
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aparente diferenca entre as solugdes, principalmente em problemas com espalhamento anisotropico,
deve-se a normalizacdo da integral de espalhamento, relacdo (B.2), imposta previamente por Case
para que se permitisse a obtencdo do componente angular das solugdes, como foi demonstrada no
apéndice C. Outro resultado significativo € a solugdo do problema transiente porque a equacao de
transporte Boltzmann neste regime tem, a menos do co-seno diretor, uma forma similar ao problema
bidimensional isotrépico abordado no quinto capitulo.

Com efeito, o desenvolvimento apresentado no capitulo 4 para problemas unidimensionais,
com solugdes analogas disponiveis na literatura, serve para demonstrar a consisténcia do método da
derivacdo angular e, com isto, sua conseqliente aplicacdo em problemas bidimensionais, no capitulo
cinco. As solugdes exatas e a funcdo dispersdo para definir o espectro de autovalores admissiveis,
determinadas pelo método proposto para problemas em duas dimensdes, tanto estacionario quanto
transiente, tém propriedades que merecem ser destacadas porque refletem o comportamento fisico
esperado de tais solu¢Ges. Um desses destaques é a consisténcia da solucdo evidenciada pelo fato da
autofuncéo (5.7) recair no problema unidimensional quando um dos autovalores tender ao infinito e,
além disso, a funcao dispersdo, cujas raizes definem os autovalores permitidos, também se reduzir a
sua equivalente unidimensional. Estas redugfes ndo sdo triviais, especialmente no caso da equagao
dos autovalores (5.10), porque a forma como tradicionalmente é escrita a equacdo de Boltzmann
bidimensional, exprimindo o angulo sélido em coordenadas polares esféricas, ndo confere, de modo
explicito, uma simetria em relacdo aos co-senos diretores a equacdo de transporte. Assim, em outras
palavras, ndo ha uma equivaléncia expressa claramente entre os autovalores v e A na equacdo de
transporte, apesar de que fisicamente essa equivaléncia seja esperada. Também precisa ser ressaltada
a importancia da possibilidade de se reescrever, mediante mudanca de variavel, a funcdo dispersao
de maneira idéntica ao do problema unidimensional. Esta importancia se da porque basta calcular os
autovalores unidimensionais, ja familiares, e entdo estabelecer uma relacdo de dependéncia simples
entre os autovalores bidimensionais, tomando os autovalores unidimensionais como parametros.
Esta possibilidade também permite observar diretamente como as propriedades unidimensionais se
refletem no caso bidimensional. Entretanto, solu¢cdo composta por autofuncgdes singulares, embora
parecam ser simples, pode apresentar algumas dificuldades.

Finalmente, pode-se concluir que os processos desenvolvidos ndo se esgotam neste trabalho.
Nesta sentenca estdo incluidos particularmente 0 método da decomposicdo aplicado ao problema
cilindrico e 0 método da derivacdo angular levado ao problema bidimensional que merecem, do

ponto de vista do autor, uma continuidade em projetos futuros. No primeiro caso, ha a necessidade
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de serem feitas comparacdes efetivas com solugdes existentes na literatura e ainda, implementados
outras configuracbes de problemas. Por sua vez, para 0 método da derivacdo angular para a equacéo
bidimensional de Boltzmann, em que pese andlise realizada, é importante uma apreciacdo mais
aprofundada tanto das autofuncdes quanto dos espectros continuos de autovalores que compdem a

solugéo do problema bidimensional.
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Apéndice A

Identidade Entre Operacgdes de Matrizes:

A igualdade

UG(U'v) =Gw

(A.1)

onde U é uma matriz arbitraria inversivel, pode ser mostrada, sem perda de generalidade, a partir da

matriz de operadores diferenciais

= 0
_ X
G = d
0 _
dx
e da matriz U e sua inversa
U,

(A.2)

—Up

U, U, —uU,,u
11722 12721 (AS)

Uy

Desta forma,

Uj Uy —UpUy,
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e, entdo,

vG(u'vy)

ou seja,

UG (U'w)=

uu[

U'y =

dy,

UpW, —uUp¥,

Uj Uy —UpUy,

Uy, tu, Y,
UjUy —UpUy,

dy,

(A.4)

dy dy
Uy, W —Up dxzj tu, (_ Uy dxl +uy,

dx

J

dy dy dy
”21(”22 7}61_”12 d;j"’”zz(_”m de tuy,

UjUy —UpUy,

dy,

(A.5)

dx

)

(”11”12 —Up ”21)
dx

Uj Uy —UpUy,

v

U, +u, u11)

dy,

(”21 Uyy — Uy ”21)

UjUy —UpU,,

v

Uyl TU,iu,)

que, por sua vez, € idéntica a

confirmando a igualdade (A.1).

UjUy —UplUy,

0 |[Yi —d Vi
_| dx

d dy,
dx )\V> dx

(A7)
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Apéndice B
Identidades Entre Deltas de Dirac:

B.1) Provada Primeira Identidade entre Deltas:

A equacéo diferencial (4.6) pode ser reescrita como
d
(=)L g () =0 (B.1)
u

que quando ¢ feita a substituicdo da funcao

P(1)= +A(v)S(v—u) (B.2)
v—u
resulta na expressio
(=)= sy =0 (B.3)
du

E é esta igualdade que deve ser provada a seguir.

Pela definicdo familiar da delta de Dirac [Butkov, 1968], tem-se
[ocx—u)f(x)dx = f(u) (B.4)

Por outro lado, pode-se estabelecer o seguinte desenvolvimento a partir da integracdo por partes
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[9OC=1) o yax = S(x-whg(xau)” ~ [50x-u) B e (B15)
dx R dx

—00

Na qual o primeiro membro da direita da igualdade, nos limites da integracéo, é

S(x-u)g(xu)l. =0 (B.6)

e assim a relagdo (B.5) resume-se a

= gtrras = -as-u) Bt ®7)

—0

Agora, tomando uma fun¢do g em particular escrita como
g(xu) = (x—u)f(x) (B.8)

a expressao (B.7) é recolocada como
[ )d§(x “) fix)dy = — J'5(x u) f(x)dx - J'5(x w)(v—u) P X) f(x) (B.9)

na qual, o segundo membro da direita da igualdade € nulo ja que satisfaz a identidade
(x—u)5(x—u)50 (B.10)

Desta forma, a expresséo (B.9) fica
[Gr-u )d5(x “) fix)dx = j5(x u) f(x)dx (B.11)
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Os limites +co podem ser substituidos por limites arbitrarios +¢, desde que u esteja contido nesse

intervalo,

P

—&

=) e = - ja(x w) f(x)dx

(B.12)

e como esses limites sdo arbitrarios, a igualdade (B.12) é satisfeita pela igualdade dos

integrandos

(x_ )d5(x l/l)

ou seja, a relacdo (B.13) é escrita como
(x—u)M +0(x-u)=0
ox

provando o que foi proposto.

B.2) Prova da Segunda Identidade entre Deltas:

A equacdo diferencial (4.30) pode ser reescrita como

N () de(u)
(v—p) i 2 » 0

que quando ¢ feita a substituicdo da funcao

¢, (1) = A(V)[B(V) +

resulta na expressao

f(x)==0(x~u)f(x)

+ A(v)o(v— ,u)j
- U

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)
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(v—y)dz‘g(v;”) _pdotv=r) (B.17)
du du

E é esta igualdade que deve ser provada a seguir.
A relagéo (B.7) pode ser levada mais adiante, dando origem a derivadas de ordem superior
[Butkov, 1968]:

ng(x,u)dx— (- j&(x u)dmg(" ) iy (B.18)
dx™

—0o0

Para o presente caso, toma-se m = 2 e a funcdo g € novamente escrita na forma particular como em

(B.8). Disto resulta que a expressdo(B.18) fica

o s L

—00

O segundo membro do lado direito da igualdade,
Ié‘(x u) X — u) f(x) (B.20)

é nulo pela identidade mostrada em (B.10). Portanto, a (B.19) resume-se a

]Ed25(x—u)(x_

5 u de (B.21)
dx dx

u)f(x)dx = T25(x— )

—0

Usando-se a relagédo (B.7), a igualdade a cima pode ser recolocada na forma

_[d o(x— u)(

d§(x u)
dx’ T

—u)f(x)dx = —j TR fix)dx (B.22)

—00
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Pelo mesmo argumento usando anteriormente, os limites oo podem ser substituidos por limites
arbitrarios +& sem alterar a igualdade, indicando que os integrandos da expressdo (B.22) devem

satisfazer a igualdade, ou seja,

2 — —
(x—u)? 5(’“2 u) , ,do0xzu) _, (B.23)
dx dx

provando a relagdo proposta.
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Apéndice C

Equivaléncia das Autofuncdes e Autovalores com Case:

A identificacdo da equivaléncia entre as expressoes, tanto da autofuncdo quanto da funcéo
dispersdo que gera os autovalores, obtidas por Case e as obtidas pelo método da derivacdo angular é
feita, a seguir, usando a normalizacao.

Case chega a seguinte componente angular da autofungdo para o caso anisotropico

- 2L+ 1)fi b 1) (C.1)

cv 1
¢v(ﬂ)_7

onde foi estabelecida a notacédo: ¢ = oy € f; = o5,/ oy. E também foram definidas as normalizacdes

=1, ¢ = v(1-c), 2 = 312 (1-f;)(1-c)-1/2, ..., onde

[Pw)g,(wdu = ¢, (C.2)

C.1) Normalizacédo das Autofuncdes para Anisotropia Linear:
Substituindo as relac6es dadas por (C.2) e feitas as mudancas de notacdo de f; e ¢, a equagao
(C.1), para anisotropia linear (N=1), fica

P, (1) = i%ﬂ[ﬁw + 3as1v(1_aso )ﬂ] (C.3)

2v

Para se determinar a funcao dispersdo, cujas raizes definem os autovalores, usa-se a condicéo

de normalizacdo da autofuncao
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[8,(1)du =1 (C4)
Ou seja

1 1
vl o,
[ (wrdu = {ﬁdu - 3a.g,v(1—os0)ﬁ }du = (C.5)
-1 -1

Assim, levando a integracao, a expressao fica

g{ o, ln(VJr]] + 30'S]V2(1—aso)ln(v+1j — 60'S0V(1—0'50)} = (C.6)

v—1 v—1

que pode ser reorganizada na forma

{[30'“ vz(]—as(,)] +0, }vln(v+1j - 60, VZ(]—O'SO) =2 (C.7)

v—1

Portanto, as expressoes (C.3) e (C.7) sdo o componente angular da autofuncéo e a funcao disperséo,
respectivamente, gerados pelo método de Case.
Pode-se agora estabelecer a normalizacdo da componente angular da solucédo (4.35) para

leva-la a correspondéncia com Case. Por conseguinte

.[¢V(ﬂ)dﬂ = J-A(V){—gasl v {Vln(v—'_]j _ 2} n

- }du =1 (C.8)

que, feita a integracéo, resulta em

—3asjv2[vzn(v”j—2}= ! —vln(v+]jv (C.9)
v—1 A(v) v—1
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De outra parte, a relacédo (C.2) estabelece

Iummu:juA(v){—ias,vz[vln[v”j—z}+ - }du=¢v,(c.10)
! e 2 v—1 vV—u

que quando realizadas a integracdo e a substituicdo de ¢,; = v(1-oy), fica

vzln(VJrlj ~w=-"(1-5,) (C.11)

a qual também pode ser posta como

vzn[v”j B S S 2 (C.12)
v—1 A(v) A(v)

ou ainda

! —vln(v+]] = 9w _, (C.13)
A(v) v—1 A(v)

A substituicao das relagdes (C.12) e (C.13) na expressao (C.9), origina a relacéo

~30 v - )= _) C.14
TV iU = 0 (C14)
que permite determinar A(v),
3 5 1
A(v)=30'S,V (1—0‘Y0)+30'30 (C.15)
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A partir dessas relagdes resultantes da normalizacdo, demonstra-se a equivaléncia entre as solugdes.
Deste modo, quando o componente angular da autofuncédo (4.32) é posto na mesma forma de Case

fica escrito como

(1) = T2 B B (C.16)

e o coeficiente B(v) dado pela (4.34), pode ser reescrito, usando a (C.12), como

B(v )——ﬁgcf”v (1-0,) (C.17)

que também, usando a relacéo (C.14), pode ainda ser colocado na forma

I o,

Assim, substituindo a (C.17) e (C.18) na (C.16), obtém-se

A(v) 2 A(v) 2

@, (1 )—A(V){(+ ! O-S()—]jl/—|: L 56 v (1—%)}1} (C.19)
u

que finalmente, feitas as simplificacdes, € reescrito como
1 v
¢V(;Ll) = _—[O-SO + 303‘1‘/(1_050)/’[] (CZO)
2v—u

que € idéntico ao componente angular determinado por Case, (C.3). Isto demonstra que a solucdo de
Case corresponde a forma normalizada das autofungdes obtidas pelo método da derivacdo angular.

Por sua vez, as fungdes dispersdo dadas pelo metodo da derivacdo angular, (4.36), e pelo de
Case, (C.7), mostram-se imediatamente idénticas.
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C.2) Normalizacdo das AutofuncGes para Anisotropia Quadratica:
Usando a relacdo (C.1), determina-se que a autofuncdo normalizada de Case para o problema

de transporte com anisotropia quadratica, (N=2), é dada por

b, (1) = — {

& + iGSIV(] - GS() )/’l + iO_SZ [31/2 (] - GS] )(] - O-S() )_ ]](3/12 - ])} (C21)
V—u 2 8

2

Agora, realizando as normalizaces, através da (C.2), do componente angular da autofuncéo

dada pelo método da derivacdo angular, (4.58), tem-se

By = A(v){ {g(asl —1)0S2v5 + {—%(as, —I)GSZ - 3as,}/2 + V}ln[‘/“j _

v—1

— 4—25(0S1 o, v' + 60S1v2} =1
(C.22)
que € reescrita como
3v? i0§,2(3v2 —IXJS, —])— o, |vin vl —1—5(0‘“ —])GSZVZ + 20, ¢+
4 v—1 2 :
(C.23)
(v+lj 1
+vin =
v—1) A(v)
Seguindo as normalizagdes,
é,, = A(v) —]—50'S2v4 + [2052 +]jV2 Zn(VJr]j + Easzlﬁ ~2vy =v(l-0,,)
4 4 v—1 2
(C.24)

e, por ultimo,
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d, —A(v){ (3v7 = 1)y Zn[v+]j—3vz} =%VZ(]—GS,)(]—0'30)—§(C.25)

v—1

Através de ¢, tira-se a seguinte relagédo

v (-c,)-0,)-1] (C.26)

VvV —

(31/2 —])vln(erjj =6v° +

A(v)

E esta pode ser substituida na (C.24), gerando outra igualdade,

5[31/ I-o,)I-0,)-1]+2 (C.27)

vln(v+lj 1 (1-0,)+

v—1 A(v) A(v) 4

Estabelecidas essas relagoes, percebe-se que a (C.26) permite escrever o coeficiente B(v), dado pela
(4.56), como

B(v) = ﬁ%aszvz [31/2(1 - JS,)(I - JS(,)— ]] (C.28)

e a (C.23), usando a (C.27), permite escrever o coeficiente C(v), dado pela (4.57), na forma

I 1
C(v)——E{TV)4 o v i-0,)-0, 1]— am+2} (C.29)

Neste ponto, a expressdo para 0 componente angular da autofuncéo, dada pelo método da derivacao

angular, (4.55), é reescrita na forma de Case, ou seja,

Atv) {(v £ Cv))v = (B(v)+C(v))u + B ;ﬁ} (C.30)
—u v

b (1)==

na qual, substituindo os coeficientes dados pela (C.28) e (C.29), fica
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o, (u )_— (V){ ! o,V — [31/ -0, 1 O, ]]—

A(v) A(v)4
I 5, 2
_ {A(V)Z(sv )3 (-0,)-0,)-1]+ T z}y + (C.31)

ﬁiauv&/ (I-0, )(]—O'S())—]]/JZ}

Agora, usando as relagdes (C.27) na (C.26), tira-se a nova relagao

]5§2(

7 1° (1-c,)1-3v’c,)- 1]+ 2

~1)3 (-0, -0, 1]—7)

(C.32)

Esta relacdo permite determinar 4(v), ou seja,

A(V) = 47:63'2 (] - O-SI )(] - O-SO )V4 + {|:%(] - O-sl )0_52 _2O-S1 :|O-s0 - %O-AQ (2 - O-S]) + 20_5‘1}1/2 +

Entretanto, basta a substituicdo da (C.32) no componente angular (C.31) para resultar em
1 v 5 5 5
¢v (/J) =L GS() + 30—.?]1/(] - O-S() )/’l + _O-SZ [3V (] - O-SI )(] - O-S() )_ ]](3/’l - 1)
2v—u 4
(C.34)
que é justamente o componente angular normalizado obtido por Case, a (C.21).

A funcdo disperséo de Case, advinda da normalizacdo (C.4), é idéntica a obtida pelo método

da derivacdo angular (4.59).
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Apéndice D

Desenvolvimento da Fungédo Dispersdo Bidimensional:

A funcdo dispersdo dada pela expresséao (5.9) é

2+ X W+
_ln[v2+lz—22v—ﬂ,(v—] v+ A }

v+ A7

292 g2, 5 3
Avia)— 1 L0V {m[ VB - iy i(v+]m]_

(D.1)

Para simplificar, toma-se somente o termo que envolve os logaritmos e, usando a propriedade da

soma de logaritmos, este pode ser posto como

V== A+ INV + A
In (D.2)
Ve = v = Av—INV: + A7

O quociente pode sofrer uma série de rearranjos de modo que, primeiramente se faz

2 2 2 2 2 2 2
In —/Iv—(v +/1)—/1V\/v + A —/1\/1/ +A (D.3)
—/121/+(v2 +/12)—/1V\/v2 A2 A+ A
e em seqliéncia se reorganiza como
. N YY) BN el Ny (0.4)
—/11/(\/1/2 + +/1)+ Ny (\/vz + 7 +/1)
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ou seja,

n Av+Avi+ A7
Av —Avi+ 27

Isto permite cair na igualdade

L‘F ]
v+ A7 3 NV + 2
In| ————— | = 2arctgh) ——
Av _ Av

v+ A7

e finalmente, a funcdo dispersao pode ser escrita na forma

(D.5)

(D.6)

(D.7)
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Apéndice E

Equivaléncia entre Equag0es de Transporte Unidimensionais:

Apresentada a equacao para o caso unidimensional na forma

1 2x

a ’ ’ 1 ! ! ! !
V1= cosp AL 1y ypp) = ] [ouwtr.nt ol de €D
-1 0

onde, conhecidamente, /7 — u° =sen®, sendo @ o angulo polar zenital.

Agora, propde-se a seguinte igualdade

cosa =senf cos @ (E.2)
na qual cosa € 0 co-seno diretor em relacdo ao eixo y. Por conseqiiéncia, segue a relacao diferencial

senq = —cos@cosgpﬁ + Senesen(pa—(o (E.3)
o oa

Levando-se em conta que a equacdo de transporte unidimensional apresenta simetria azimutal, e,

sem perda de generalidade, que o angulo polar azimutal é zero, a igualdade (E.3) se reduz a

sena = —cos@d—e (E.4)
da

Esta expressdo (E.4) significa que « e 6sdo angulos complementares no plano. Ou seja:
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1
] , ) (E.5)
,ﬁ%ﬁm Fylyn) = E_flasl//(y,n Jdn
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