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RESUMO

Neste trabalho é realizado um equacionamento analitico da antena monoconica de tamanho
finito. As equacdes de Maxwell sdo resolvidas em um sistema de coordenadas esféricas, onde
0 cone da antena coincide com a superficie conica do sistema de coordenadas esféricas e impde
condicgdes de contorno de condutor elétrico perfeito. O tamanho finito também cria uma zona
de transi¢do de impedancia, na qual os campos elétricos e magnéticos da regido da antena e da
regido externa devem ser continuos. Os campos elétricos e magneéticos sdo descritos por um
somatdrio infinito de produtos de fun¢des de Legendre associadas e de fungbes de Bessel. A
descricdo dos campos obtida permite a construcdo de diagramas de irradiacdo para diferentes
comprimentos elétricos da antena e diversos angulos de abertura. A impedancia de entrada e 0
ganho relativo sdo calculados para diversos comprimentos elétricos. E realizada uma discusso
acerca da tecnologia de banda ultra larga e a possibilidade do uso desta antena para esta
tecnologia. Também € realizada uma discussdo acerca da reciprocidade dos diagramas de
radiacdo de recepgdo e transmissdo nos dominios do tempo e da frequéncia, e da importancia
desta na tecnologia de banda ultra larga.

Palavras-chaves: Engenharia Elétrica. Eletromagnetismo. Banda Ultra Larga. Antenas.



ABSTRACT

In this work an analytical mathematical development of a finite length monocone antenna is
achieved. Maxwell’s equations are solved in the spherical coordinate system, where the
antenna cone is coincident with the conical surface present in this coordinate system and
imposes perfect electrical conductor boundary conditions. The finite length creates an
impedance transition zone at the end of the antenna, in which the electrical and magnetic fields
must be continuous. These fields are described by an infinite sum of products of Bessel and
Legendre associated functions. Radiation patterns for four electrical lengths and two aperture
angles are calculated based on this description. The input impedance and the antenna gain are
calculated for several electrical lengths. A discussion about ultra wide band technology and the
possible uses of the antenna on this tecnology is done. A discussion about the time and
frequency domain reciprocity of the receive and transmission patterns and their importance in
ultra wide band technology is also done.

Keywords: Electrical Engineering. Electromagnetism. Ultra wideband. Antennas.
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1 INTRODUCAO

1.1 ANTENAS DE BANDA ULTRA LARGA

O dispositivo fundamental nos sistemas sem fio é a antena, definida como o componente
responsavel pela irradiacdo e recepcdo de ondas eletromagnéticas (IEEE, 2013). Largura de
banda, por sua vez (IEEE, 2013), é definida como a faixa de frequéncia em que certa
caracteristica da antena apresenta uma resposta que atende a uma determinada especificacéo.

UWB ¢ a sigla em inglés para Ultra Wideband, ou banda ultra larga, referindo-se,
segundo a norma FCC 02-048 (FCC, 2002) — para os Estados Unidos —, a ocupacdo e utilizacdo
do espectro eletromagnético por dispositivos que possuem larguras de banda fracionaria
(fractional bandwidth) superior a 0,2 ou canal com largura de banda utilizada contiguamente
superior a 500 MHz. A largura de banda fraciondria BW; é definida por (1). (FCC, 2002)

fy — 1,
fy + i,

BW; 2 2 (1)

Onde fy e f;, sdo, respectivamente, as frequéncias superior e inferior de operacao,

definidas como aquelas que apresentam uma poténcia emitida de —10 dB abaixo do pico de

. . . iy +f
emissdo. A frequéncia central é f, = 2=,

Os usos possiveis para esta tecnologia de banda larga também foram destacados e
regulados no ambito dos Estados Unidos por (FCC, 2002): sistemas de imagem (georadar, visao
através de paredes, cercas virtuais e sistemas médicos), radar automotivo e sistemas de
comunicacado de baixo alcance (indoor) e modveis de baixa poténcia (handheld).

Antenas de banda estreita sdo projetadas e analisadas através de métodos que levam em
conta considerages praticas acerca da independéncia de diversos pard@metros com a frequéncia.

Para as antenas de banda ultra larga, essas consideragdes passam a ser insuficientes e, a0 mesmo
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tempo, é necesséria atencdo a propriedades normalmente negligenciadas, como as que a antena
apresenta no dominio do tempo.

Uma das possiveis estruturas para antenas de banda ultra larga é a estrutura conica, nas
suas derivadas bicbnica, monoconica e discone, apresentadas na Figura 1. A antena
monocoénica utiliza um plano de terra e a teoria das imagens para criar um cone virtual, tornando
a solucdo da antena monoconica muito semelhante a antena biconica. A antena discone é uma
antena monoc6nica com um plano de terra pequeno, de forma que os campos sao afetados pelos

efeitos de borda.

Figura 1 — Antenas conicas: (a) Antena discone, (b) antena monocone, (c) antena bicénica

(a) (b) ()

FONTE: ANTENNA MAGUS 5.5.0

1.2 HISTORICO DAS ANTENAS CONICAS

As antenas conicas foram inicialmente relatadas em uma patente registrada por Oliver
Lodge em 1898, numa descrigdo sobre “areas capacitivas” (SCHANTZ, 2003). A patente de
Lodge tratava de sintonia, uma aplicacdo de banda estreita, de forma que os aspectos de banda
larga ndo foram analisados.

A redescoberta se deu por (CARTER, 1937), numa época a partir da qual o interesse
por antenas de banda larga se tornou perene na literatura, segundo (ALLEN, DOHLER, et al.,
2007) (pg. 3), dado que a antena patenteada por Carter era proposta para a transmissdo de sinais

de televiséao.
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Os esforgos para a anélise tedrica das estruturas cénicas como irradiadores sdo iniciados
por (SCHELKUNOFF, 1938), em um artigo no qual a teoria de transmissdo de ondas esféricas
é apresentada.

A antena biconica, e também o guia de onda conico, aparecem em (SCHELKUNOFF,
1941), como bases de estudo para antenas de forma arbitréria, ja que ao variar o angulo dos
cones é possivel aproximar-se de um dipolo ou de uma esfera, cujo centro coincide com a
origem do sistema de coordenadas. Independente do angulo utilizado, os cones acabam por
delimitar uma esfera de descontinuidade de raio igual ao comprimento destes, separando o
espaco em duas regides: uma interna a antena — com distancia a origem inferior ao comprimento
dos cones — e outra externa a antena, que se estende ao infinito. A fronteira entre estas duas
regides, em que deve haver continuidade dos campos elétrico e magnético apesar da alteracdo
geométrica ¢ o foco do estudo e entendida como uma impedéancia terminal que deve ser
determinada.

A natureza das ondas em cada regido € investigada em (SCHELKUNOFF, 1946), onde
distingue-se entre a onda TEM esférica, chamada principal, e ondas TE e TM, chamadas
complementares. A onda TEM s6 existe na regido interior e sua reflexdo na esfera de
descontinuidade acaba por produzir as ondas complementares internas e externas.

Os resultados de Schelkunoff possuem maior aplicacdo para antenas conicas de angulo
pequeno. O dipolo conico com angulos maiores foi analisado por (SMITH, 1948).

Os trabalhos de Smith e Schelkunoff sdo criticados por (TAI, 1948) devido a nao
inclusdo das infinitas ondas complementares das antenas: ambos consideraram apenas a onda
principal e uma ou duas ondas complementares nas regifes interna e externa. O artigo de Tai
refaz os trabalhos anteriores considerando as infinitas ondas complementares presentes.

(PAPAS e KING, 1951) foram os primeiros a apresentar o diagrama de radiagéo da

antena monocénica alimentada por cabo coaxial, embora considerando apenas a onda principal
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na regido interior, devido ao grande angulo da antena.

(HAFNER, 1968) tratou do uso de um material com perdas dielétricas sobre a estrutura
da antena, obtendo como resultado a diminuigdo do comprimento de onda principal da antena.

(GRIMES, 1982) trata a antena biconica como receptor ao analisar a incidéncia de uma
onda plana nesta, obtendo campos e correntes a partir de uma solugdo completas.

O trabalho de (MAKURIN e CHUBINSKII, 2007) serviu de base para parte deste
trabalho, ao permanecer empregando a continuidade de campos eletromagnéticos na fronteira,
considerando todas as ondas complementares e obtendo o diagrama de radiacdo e a impedancia

de entrada.

1.3 RECIPROCIDADE NO TEMPO E NA FREQUENCIA

A reciprocidade de um radioenlace (ou enlace) € definida por (IEEE, 2000) como a
propriedade que permite intercambiar as posi¢cdes das antenas transmissora e receptora do
enlace preservando as amplitudes dos sinais recebidos. Pode ser entendida em dois dominios:
o0 da frequéncia e o do tempo.

A reciprocidade na frequéncia é garantida para todos os enlaces de antenas (DYAB,
SARKAR, et al., 2013), enquanto que a reciprocidade do enlace no dominio do tempo, em
geral, ndo o €, podendo ocorrer para enlaces constituidos de duas antenas distintas ou em um
enlace constituido por um Unico tipo de antena, mas que apresenta propriedades especificas
(TYO, 2008).

Os enlaces reciprocos no tempo sdo essenciais para a construcao dos sistemas de banda
ultra larga, ja que estes ultimos utilizam pulsos que ndo devem ser distorcidos pela resposta das
antenas, isto €, as antenas ndo podem constituir um meio dispersivo. Um uso critico, por
exemplo, é o radar aéreo de banda ultra larga: a capacidade de identificar a distancia dos alvos

é depende do comprimento dos pulsos e quantos mais curtos estes forem, melhor é a precisdo
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da posicéo e velocidade do alvo.

1.4 OBJETIVOS E LIMITACOES

Este trabalho realiza uma expansao detalhada das expressoes obtidas por (MAKURIN
e CHUBINSKII, 2007) para uma antena bicénica no dominio da frequéncia e as modifica para
0 caso da antena monocénica. Obtém-se, entdo, o diagrama de radiacdo da antena e a sua
impedancia em funcao da frequéncia. Topicos adicionais sdo a reciprocidade de um enlace de
antenas no dominio do tempo e antenas que satisfazem essa condicao.

Limitagbes na exatiddo das expressdes obtidas ocorrem ao realizar ao ignorar
irradiagdes que ocorrem em secOes da antena que ndo sdo analisadas, assim como
simplificacGes utilizadas na regido de alimentacdo, que é considerada infinitamente pequena.
Uma construgdo com condutores reais, que apresentam perdas, deve possuir diferencas no
campo. Para o uso de teoria das imagens, o plano de terra é considerado infinito. Para a
construcdo de uma antena real, o plano de terra utilizado devera possuir dimensGes muito
maiores que a antena para que os campos irradiados ndo sejam afetados pelos efeitos de borda,

como no caso da antena discone.

1.5 ESTRUTURA DESTE TRABALHO

Este trabalho foi estruturado da seguinte forma:

O capitulo 1 apresenta a proposta, 0s objetivos, as justificativas, os métodos e as
limitacOes deste trabalho.

O capitulo 2 apresenta uma revisdo acerca da tecnologia de ultra banda larga.

O capitulo 3 deriva os campos elétricos e magnéticos que atendem as equagdes de
Maxwell no sistema de coordenas esféricas.

O capitulo 4 introduz a antena monoc6nica como problema de valor de contorno, e
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particulariza os campos eletromagnéticos em coordenadas esféricas para que atendam a esses
valores de contorno. Em seguida séo obtidos dois parametros de interesse da antena: o diagrama
de radiacdo e impedancia de entrada, a partir dos quais outros podem ser obtidos.

O capitulo 5 investiga as caracteristicas da antena monoconica: diagrama de radiac&o,
impedancia de entrada e ganho em funcéo da frequéncia.

O capitulo 6 realiza uma discussao acerca da reciprocidade de enlaces de antenas.

O capitulo 7 apresenta as conclusdes e melhorias acerca deste trabalho.

O Apéndice 1 destaca os problemas de Sturm-Liouville e a importancia da
ortogonalidade nas solugfes obtidas.

O Apéndice 2 realiza uma revisao acerca das funcdes de Bessel.

O Apéndice 3 faz uma revisdo sobre as funcGes de Legendre, e prova algumas
propriedades desta fungéo que sdo de importancia para o texto.

O Apéndice 4 serve como referéncia rapida para o sistema de coordenadas esféricas.
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2 TECNOLOGIA UWB

2.1 UsO DO ESPECTRO ELETROMAGNETICO NA TECNOLOGIA UWB

A mascara para densidade de poténcia permitida por (FCC, 2002) para as aplicagdes

UWSB ¢ dada na Figura 2 — Figura 2.

Figura 2 — Méscara de densidade de poténcia permitida pela norma UWB da FCC
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As densidades de poténcia permitidas em (FCC, 2002) foram determinadas de forma a
preservar 0s usos de banda estreita do espectro eletromagnético, que se concentram nas faixas
de 1 a 3 GHz. A baixa densidade de poténcia (-41,3 dBm/MHz) nas outras bandas do espectro

implicam em curto alcance, condizente com as aplicac¢Oes pretendidas, de forma que 0 uso néo
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necessita de licenga prévia. A baixa densidade de poténcia também leva os eventuais sistemas

de banda estreita operantes a interpretarem os sinais de banda larga como ruido.

2.2 ANTENAS DE BANDA ULTRA LARGA

No capitulo 1, a banda de uma antena foi definida de acordo com a literatura, que é vaga
em afirmar qual das caracteristicas da antena, impedancia de entrada, diretividade, ganho, por
exemplo, define se a antena é de banda larga ou ndo. Essa ambiguidade abre espaco para afirmar
que uma antena pode ser tida como de banda ultra larga segundo alguma caracteristica, mas que
isso ndo implica necessariamente que outra caracteristica também o seja.

Segundo (WIESBECK, ADAMIUK e STURM, 2009), as antenas de banda ultra larga

podem ser classificadas em cinco tipos de acordo com o principio de irradiacédo utilizado:

e Estruturas de onda viajante;

e Antenas de angulos constantes;

e Antenas auto complementares;

e Antenas de multiplas ressonancias;

e Antenas eletricamente curtas.

A maioria das antenas utiliza mais de um desses principios simultaneamente.
As estruturas de onda viajante oferecem uma adaptagdo suave entre a impedancia da
linha de transmissdo conectada na entrada da antena (feed line) e a impedancia do espaco livre.

Antenas representantes desse tipo sao:

e guias de onda afilados (tapered waveguide): antenas Vivaldi e corneta;
e guias de onda ranhurados (slotted waveguide);

e antena com haste dielétrica (dieletric rod antenna).

As antenas de angulo constante sdo aquelas cujas dimensdes fisicas sdo descritas através

de angulos, o que torna a antena imune a escalabilidade das suas dimensdes fisicas. A regido de
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emissdo (ativa), entre o feed e o fim do comprimento fisico da antena (ja que é necessario algum
tipo de truncamento) é definida pela frequéncia de operacdo imposta. As antenas classificadas
nesta categoria sdo a antena gravata-borboleta (bowtie), além das antenas logaritmo-periddicas
e espirais.

Antenas auto complementares apresentam uma metalizagdo tal que a substituicdo de
metal por dielétrico e vice-versa ndo afeta sua impedancia de entrada, que acaba, também, sendo
independente de frequéncia. Exemplos séo: a antena gravata-borboleta 90°, a antena sinuosa
(sinuous antenna), a antena logaritmo-espiral e algumas antenas fractais.

Antenas de multiplas ressonancias empregam multiplos irradiadores de banda estreita,
cada um construido de forma a cobrir uma se¢édo distinta, mas ligeiramente sobreposta as suas
vizinhas, do espectro eletromagnético. Exemplos séo a antena logaritmo-periddica e as antenas
fractais.

As antenas eletricamente curtas sao aquelas cuja dimenséo caracteristica € muito menor
gue o comprimento de onda correspondente as frequéncias transmitidas, de sorte que as
ressonancias nao afetam as caracteristicas de transmissdo/recepcdo. Exemplos sdo as antenas
ponto (dot antenna), as antenas monopolo curto e dipolo curto, assim como suas variantes
planares.

As antenas coénicas tém sua classificacdo dada por trés fendmenos de irradiacdo
diferentes: sdo dispositivos de angulos constante, podem ser classificados como estruturas de
onda viajante ao constituirem um guia de onda afilado e/ou possuirem uma cobertura dielétrica,

e ainda, dada a frequéncia de excitacdo adequada, se tratarem de antenas eletricamente curtas.

2.3 APLICACOES DE BANDA ULTRA LARGA

A escolha do tipo de antena adequado é dependente do propdsito: sistemas de imagem

necessitam de diretividade, enquanto aplicacbes de comunicacdo requerem imunidade a
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perturbacdes, por exemplo.

Segundo (LICUL, 2004) os sistemas de comunicacdo baseados em banda ultra larga
possuem duas estratégias de modulacdo majoritariamente utilizadas: a baseada em pulsos,
também conhecida como Impulse Radio, e a baseada em multiplas portadoras.

Para estratégias baseadas em multiplas portadoras, (WIESBECK, ADAMIUK e
STURM, 2009) recomendam o uso de antenas de multiplas ressonancias, ja que o sistema de
banda larga pode ser tido como o agregado de multiplos canais de banda estreita, e as técnicas
de projeto podem ser aquelas associadas a antenas de banda estreita.

Para estratégias baseadas em pulsos, em que toda a banda € utilizada em um Gnico canal,
o conhecimento e a manipulacdo da resposta da antena no dominio do tempo é essencial para o
projeto do dispositivo de banda ultra larga.

Sistemas de comunicacdo podem utilizar utilizam um enlace transmisséo-recepcao
formado por duas antenas, separadas por uma grande distancia. As distancias de interesse para
sistemas de imagem (georadar etc) sdo muito menores, e hd duas possibilidades para a
construcdo do enlace transmissdo-recepcao: duas antenas, entre as quais 0 meio de interesse
fica interposto, constituindo assim os métodos de analise por transmissdao; ou uma antena, ao
lado da qual é colocado o0 meio de interesse, efetuando a antena tanto a transmissdo quanto a
recepcdo dos sinais refletidos, constituindo assim os métodos de analise por refletometria.

A excitacdo utilizada nos métodos de refletometria para caracterizacdo de meios é,
classicamente, a harmdnica monocromatica (SEVERO, 2003), cujos métodos de andlise das
respostas obtidas acabam por constituir a refletometria no dominio da frequéncia (FDR). Ja a
excitacdo baseada em pulsos implica na refletometria no dominio do tempo (TDR), que
apresenta um custo menor e a possibilidade de analise em muitas frequéncias simultaneas,
devido a grande largura de banda inerente aos pulsos (CATALDO, BENEDETTO e

CANNAZZA, 2011).
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3 EQUACOES DE MAXWELL EM COORDENADAS ESFERICAS

3.1 EQUACOES DE MAXWELL EM COORDENADAS ESFERICAS

Assumindo uma dependéncia harménica (e/“t) com o tempo, homogeneidade e
isotropia das caracteristicas do meio, aléem de auséncia de desequilibrios de cargas, as leis de

Faraday-Lenz e Ampere-Maxwell na forma diferencial no dominio da frequéncia sdo dadas por
(2)e(3).
rotE = —jopuH (2)
rotH = jweﬁ (3)
Onde € é a permissividade elétrica do meio, p é a permeabilidade magnética do meio,

w é a frequéncia angular da excitacdo harmonica, HeE sdo o0s campos magnético e elétrico,
respectivamente e rot denota a operacao vetorial rotacional, definida para coordenadas esféricas
no Anexo 3.

A assumpcdo da dependéncia harmdnica com o tempo obriga a notar que quaisquer
campos H e E estudados tem suas funcdes no dominio do tempo (sinais) atendendo as condi¢Bes

de Dirichlet:

e Num periodo T qualquer, o sinal que representa 0 campo deve ser

absolutamente integravel, isto é:
flx(t)|dt<+oo (4)
T

Onde x = {H, E}.

Vale lembrar que um sinal absolutamente integravel também é absolutamente integravel
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ao quadrado — a reciproca ndo é verdadeira.

A quantidade de maximos e minimos durante um periodo do sinal € finita.

A quantidade de descontinuidades é finita em qualquer periodo considerado e
suas duracdes também o devem ser.

Garantidas estas condigdes para o sinal a ser representado, as quais todos os sinais de

interesse em Engenharia atendem, a representacdo de Fourier (harmonica) das equacdes de

Maxwell é valida.

A equacdo vetorial ( 2 ) pode entdo ser escrita como trés equacdes escalares (5)-( 7).

d(sen BEy)  d(Ee)

5 i - —jour sen 6 Hy (5)
d(rE dE
sene%—Td;:jwurseneHe (6)
d(rBy) dE,
& e - OonrHe )

Da mesma forma, a equacdo ( 3 ) pode ser reescrita para obter as equacdes escalares ( 8

)-(10).

d(sen BHy)  d(He)

i n = jwer sen 0 E; (8)
d(rH dH,
sene%—£=—jwersen9Ee (9)
d(rHg) dH,
T dBr = joer Ey (10)

3.2 ONDAS EM COORDENADAS ESFERICAS: TE, TM E TEM

Resolver as equactes de Maxwell para uma determinada configuracdo de condicdes de

contorno resulta em trés modos de solucao para ondas propagantes: 0 modo transversal-elétrico
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(TE), o modo transversal magnético (TM) e o modo transversal eletromagnético (TEM), além
de modos hibridos, combinagdes de modos TE e TM.
A diferenca entre os trés modos de solucao esta na presenca ou ndao de um dos campos

(elétrico ou magnético) na direcao de propagacdo, conforme exposto na Tabela 1.

Tabela 1 — Tipos de ondas em propagacao

Tipo Campo transversal a direcéo Campo na direcdo de
de propagacao propagacéo
TEM Ambos Nenhum
TE Elétrico Magnético
™ Magnético Elétrico
Hibrido Ambos Ambos

No sistema de coordenadas esféricos, onde a dire¢do de propagacéo é a radial, os modos
que se propagam no espaco livre sdo os TE, TM e hibridos, enquanto que o modo TEM somente

se propaga na presenca de condutores conicos (SCHELKUNOFF, 1938).

3.3ONDASTEETM
3.3.1 Consideragdes preliminares

Em um sistema de coordenadas esférico, a estrutura de guiamento é geralmente uma
antena, e a direcdo de propagacdo preferencial é a radial. Assim, as ondas TE e TM a serem
consideradas séo aquelas resultantes da assercdo de que H. = 0 (para TM) e E,. = 0 (para TE).

A antena em estudo, como se vera no capitulo 4, possui uma simetria azimutal, isto é,

as condicOes de contorno impostas pela estrutura da antena ndo possuem dependéncia com a
. . ~ dX ;
coordenada ¢, o que implica na assercéo d—qf = 0, onde Xk é qualquer uma das componentes

dos campos elétrico ou magnético.
O meétodo mais simples de resolucdo de equacgdes diferenciais parciais como

apresentadas em ( 5 )-( 10 ) é o de separacdo de variaveis, em que uma funcdo qualquer
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Xy (1,8, d) é expressa como um produto de subfungdes Xy, (r) Xyg(0) Xiq ().

Como se procura modelar um sistema fisico real, & necessario que todos 0s campos

apresentem valor finito.
3.3.2 Equactes de Maxwell simplificadas para ondas TM

A partir das consideracdes realizadas na secdo 3.3 é possivel simplificar as equacdes de
Maxwell dadas em ( 5)-( 10).

Assumindo simetria azimutal e considerando apenas a onda TM, a equacao ( 5) fica
reduzido a equagdo ( 11).

d(Ege cos 0) _ 0

16 (11)

Cuja solucéo é dada por ( 12).

E Ky
)

(12)

Os valores de ( 12 ) tendem ao infinito em 6 = ? para n inteiro. Assim, qualquer
solugdo com K, # 0 ndo € fisicamente realista, e € adequado tomar E4g = 0. Devido ao uso do
metodo de separacdo de variaveis, segue que E4 = 0.

Substituindo H, = 0 (definicdo de onda TM) e E4 = 0 (solucdo da equagdo ( 12 )) na

equacdo ( 10 ), tem-se a equacdo ( 13 ), cuja solucdo € (14).

d(rHGr) _
= 0 (13)
Hop = 2 (14)

r

Hg, em ( 14 ) tende ao infinito em r = 0, sendo adequado, entéo, tomar K, = 0, o que

implicaem Hg = 0.
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As equacles ( 8 ) e (9) passam a ter as formas descritas por ( 15) e ( 16 ) devido a

simetria azimutal.

d(sen 6H

u: jwer sen 6 E,. (15)
de
d(rH ) )
T¢ = —jwerEg (16)

Reproduz-se em ( 17 ), por conveniéncia, a equagdo ( 7 ), que ndo é modificada por

nenhuma das consideragdes realizadas nesta secao.

d(rEg) dE,
— T 17
i o jwur Hy, (17)

As equagdes ( 15 )-( 17 ) constituem as equagdes de Maxwell para onda TM em

coordenadas esféricas.

3.3.3 Equactes de Maxwell simplificadas para ondas TE

Para a obtencédo das equacdes para ondas TE, aproveita-se a semelhanca das equacdes (
2)e(3), emque é possivel escrever uma a partir da outra realizando as substitui¢des presentes

em (/18 ), como realizado por (MAKURIN e CHUBINSKII, 2007).

[Hl S [E] [-p] S [€] (18)

Assim, as equagdes para ondas TM dadas em ( 15 )-( 17 ) podem ser convertidas nas

equacOes para ondas TE presentes em (19 )-(21).

d(rHg) dH,
— = j E 19
T o = JwerEg (19)
d(sen 6E
M = —jwursen 0 H, (20)

de
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Mz jou rHg (21)

3.3.4 Separacao de variaveis para os casos TM

E necessario agora obter as fungdes para 0s campos EeH que satisfazem as equacoes (
15)-(17)e(19)-(21). A solucdo para ondas TE pode ser obtida pela simetria da secdo 3.3.3.
As equacdes (15 )-( 17) sdo interdependentes, mas podem ser desacopladas inserindo-

se simultaneamente ( 15) e (16 ) em (/17 ), resultando em ( 22).

dZ(rH¢)+1d 1 d( 6 (Hy)) | = —pe(rH (22)
aZ T 12ao\sengag o0 (tHy)) | = —w ne(rHy)

Tomando rH4, como fungdo incognita e escrevendo-a como um produto:

rHgy = R(r)0(6) (23)

A equacéo ( 22 ) fica entdo:

1dZR+ 2 2+1 d ! d( 80)|=0 (24)
r wpe T ® do\sen6do sen -

Como a primeira parcela de ( 24 ) depende unicamente de r enquanto a segunda parcela
depende apenas de 8, é razoavel supor que cada parcela é igual a uma constante +a?,

produzindo as equacdes (25) e (26).

d?R
r2F+(w2uer2—a2)R:0 (25)

d d( 00) |+a?0=0 (26)
do \ sen 6d0O sen Y=
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3.3.4.1 Resolucao das equactes separadas

A equacdo ( 25) pode ser modificada para a equacgéo presente em ( 27 ), com constantes

dadas por ( 28).

d

1
p=i’z+a2 k? = w?pe (28)

A equacdo ( 27 ) é uma equacdo de Bessel modificada, de propriedades indicadas no

d’R 1
r2?+<k2r2—(p2——>>R=0 (27)

apéndice 2 e solucéo geral dada por ( 29).
R(r) = C3\/E]V+%(kr) + C4Vkr ]—(v+%)(kr) (29)

A funcéo || %(kr) apresenta valor finito para todo r, enquanto a fungéo J (v (kr) ndo

apresenta valor finito parar = 0. Assim, ( 29 ) deve ser modificado para ( 30 ).
R(D) = Cyvkr ], (k) (30)

A equacdo ( 26 ) pode ser expandida para a equacéo ( 31).

2

doe
sen26W+senecoseﬁ+(azsenze—1)G)=0 (31)

Que é uma equacdo de Legendre associada de ordem 1 e grau n dado por ( 32).

+ a2 (32)

=

Il

|
N =
H
e

Propriedades da funcao de Legendre associada podem ser consultadas no apéndice 3.

Comparando ( 28) e (32) verifica-se que o grau da equacédo de Legendre e a ordem da

~ . 1 . . . g ~ . . , .
equacdo de Bessel diferem por —>» 0 que permite uma simplificacdo, inserindo um dnico
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parametro v definido em ( 33).

1
v=n=p- (33)

A determinacgéo do valor de a e, por consequéncia, de v, determina o formato da fungéo
incognita rHg, 0 que leva, atraves de ( 15)-( 17 ), ao completo conhecimento dos campos TM
presentes. O caso mais geral € de que a, v € n ndo sejam inteiros, 0 que leva a equacéo de

Legendre em ( 31 ) a possuir a funcéo resposta dada por ( 34 ).

0(8) = C;P}(cosB) — C,PL(—cosB) (34)

Onde o sinal negativo na frente de C, ocorre para que ( 34 ) coincida com a notacao de
(MAKURIN e CHUBINSKII, 2007).

Assim, a resposta completa para a funcdo incognita rHg, em ( 23 ) € dada por ( 35).
rHy, = C3\/E]V+l(kr) [C;PL(cosB) — C,Pl(—cosB)] (35)
2

Onde os produtos C5C, e C5C, sdo dados em ampeéres. A ordem v é adimensional, assim

como o valor das fungdes de Bessel e Legendre.

3.3.4.2 Obtencédo dos campos elétricos das ondas TM por derivacao

Para obter os campos elétricos E,. e E, as equacdes ( 15) e ( 16 ) podem ser modificadas

para tomar as formas presentes em (37 ) e ( 36).

i d(rH
Eo = —— d(rHy) (36)
WET dr
j d
- _ el 37
E, erZsend do [senGqu,] ( )

Para obter o campo Ejg, substitui-se a equacéo ( 23 ) na equacéo ( 36 ), obtendo a equacao

(38).
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® dR
En = i 38
0 ]werdr (38)

R tem sua forma dada pela equacéo ( 30 ) e sua derivada j—l: é dada por ( 39).

dR d d
T = G [ (RO, 100 4 VRE L (1, 2000 )] (39)

A partir da férmula para derivada de funcéo de Bessel, presente no apéndice 2, € possivel

escrever (39) como (40).

dR 1
T kCs [\/E]V_%(kr) — Evlw%(kr)] (40)

Substituindo (40 ) em (38 ) tem-se (41).

Ee—]—® 1(kr

C; [kvkr vk
r ]V_E \/_ Vi

1(kr)l (41)

O que leva a forma final dada em ( 42).

Eg = jnkC; 1( r) —

1<kr>] [CiPI(cos ) = C,PM(—cos8)]  (42)

L/_ h- ,/(kr)3l V3

Onde n é a impedancia do espaco livre, dada por n = \/%

Para o campo E, substitui-se ( 23 ) em ( 37 ), obtendo (43 ).

R d [sen 6 0] (43)

E = —j—
r = ) oerZsen0do

Expandindo ( 43) obtém-se ( 44 ).

S . 60 + sin 0 (44)
r = ) erZsend | sin de

Com 0 dado por ( 34), a equacéo ( 44 ) pode ser modificada para a equacao ( 45 ) apés

diversas substituicdes, detalhadas no apéndice 3.
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R

Er = -] @ Er ( 45 )

Onde E, é dado por (46 ), repetido de ( 224 ), no Apéndice 3.
E. = —()(v+ 1)[C;P(cos8) + C,P2(— cos 0)] (46)

Assim, a forma final para E, é dada por (47).
1

e 0 0(_

E. = jC3n T M+ 1)]V+%(kr) [C,P)(cos0) + C,P)(—cos 0)] (47)

3.4 ONDAS TEM

A partir das equacOes de Maxwell em coordenadas esféricas — equacgdes (5)-(10) —a
descricdo das ondas TEM € obtida tornando as componentes E,. = Eq, = H, = Hg = 0, isto &,
forcando as componentes que ndo sdo ortogonais a direcdo de propagacao radial a serem nulas.
Também é possivel construir a onda TEM fazendo a = 0 nas equacBes ( 25 ) e ( 26 ).
Assumindo que as solu¢bes podem ser escritas como produto de fungdes de uma variavel e que
néo existe dependéncia do angulo azimutal ¢ (as mesmas condic¢des usadas para ondas TE e

TM), da equacdo ( 9) segue que:

= 48
rEe —jwe Or (48)

Inserindo a equacéo ( 48 ) na equacdo ( 7 ) tem-se a equacao (49).

62 (qu))
or?

+ w?pe(rHy) = 0 (49)
Cuja solucéo é dada por ( 50).

I‘H¢ = Cllejkr + Clze_jkr ( 50 )
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Onde C,; e C,, sdo constantes livres, com a dimensdo de amperes.
Sob as mesmas condi¢Ges de campos elétricos e magneticos (E, = E4 = H, = Hg = 0),

a equacdo ( 8) se reduz a equacao ( 51).

JoH
cos O H¢+sin66—e¢=0 (51)

Cuja solucéo é dada por ( 52).

C13
H, = 52
¢~ sin0 (52)

Combinando as solucdes para 6 e r 0 campo magnético da onda TEM é dada por ( 53 ).

jkr —jkr
e e (53)

qu’ = Cu sin® Ciz sin O

Onde o sinal negativo a frente de C,, é utilizado por conveniéncia.

O campo elétrico associado ¢ obtido diretamente através de (48 ), produzindo ( 54 ).

n . s
Ee = rsine [Clle]kr + Clze ]kr] ( 54 )

A solucio e X" representa uma onda que se propaga na direcio +a, (progressiva),
enquanto a solucio e/X representa uma onda que se propaga na direcio —a, (regressiva). Se a
causa da onda regressiva for uma reflexdo da onda progressiva, faz sentido definir um

coeficiente de reflex&o I' na interface dado por ( 55).

C
r=—— (55)
C12
O campo elétrico pode entdo ser reescrito como dado por ( 56 ).
Ee = n C12 [e_jkr + Fejkr] ( 56 )
rsin 0

E o campo magnético é dado por ( 57).



Hg

C12

rsin 0

[e—jkr _ Fejkr]

(57)
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4 ANTENA MONOCONICA COMO PROBLEMA ELETROMAGNETICO

4.1 UsO DA TEORIA DAS IMAGENS

A antena sob estudo pode ser classificada como conica com plano terra ou monocénica.
A Figura 3 mostra a vista frontal desta antena, que possui raio a, angulo de abertura 6, € €

alimentada por um cabo coaxial de diametro d.

Figura 3 — Vista frontal da antena monocénica

[FZ

O plano de terra (hachurado), construido em metal, que pode ser considerado um
condutor perfeito, ao qual a malha do cabo coaxial de alimentacdo € conectada. A estrutura
conica também € construida em metal condutor perfeito, e sua fixacdo mecanica é efetuada
apoiando-se o cone no pino formado pelo nucleo do cabo coaxial e, também, num suporte
fabricado com um dielétrico eletricamente fino (ndo mostrado) e de permissividade préxima a

do ar nas frequéncias de interesse (por exemplo, poliuretano expandido — isopor).
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A presenca do plano de terra, conectado & malha da alimentacdo, implica na criacéo de
uma imagem virtual da antena (um cone virtual), que opera em contrafase com a antena real,
dada a necessidade de satisfazer a condi¢do de contorno de campo elétrico tangencial nulo na
superficie metélica (BALANIS, 2005). Cabe a observacgdo de que os campos obtidos sdo validos
apenas para a regido que contém a antena real, j& que no interior do plano metélico os campos
devem ser nulos.

A Figura 4 demonstra a situacdo que seré analisada eletromagneticamente. Como 0
cone inferior é tomado como a referéncia de terra, uma tensdo V/, imposta entre o plano de terra
e o cone real é equivalente a uma tensdo +V,, imposta ao cone real e uma tenséo de —V/, imposta

ao cone imagem, produzindo uma tenséo de 2V.

Figura 4 — Antena bicbnica que apresenta 0s mesmos campos da antena monoconica
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4.2 CONDIGOES DE CONTORNO PARA OS CAMPOS ELETROMAGNETICOS

A antena biconica da Figura 4 é formada por duas regides, denominadas | e |1, separadas
por uma fronteira esférica de raio a que engloba as bases dos cones.

No interior da regido I, a condicdo de contorno a ser observada é a formada pela
superficie de 6 constante que constitui o cone, na qual o campo elétrico tangencial, constituido
pela componente E, no caso das ondas TM, deve ser nulo, como expressado em ( 58 ).

Er(rl 90) = 0)

E.(r,m— 0,) = 0, 0<r<a (58)

Na regido 1l, os campos devem obedecer as condi¢des impostas pelas superficies que

constituem as bases conicas, de r constante e igual a a, como dado em ( 59 ).

Ex(a,0) =0, 0<0<0,

E(2,08)=0, m-0<0<m <Y (59)

Na interface livre (aquela que ndo possui uma superficie metalica) entre as regides | e
I1, os campos eletromagnéticos deverdo possuir continuidade, ja que a divisdo entre as regides

I e 11 é virtual e 0 meio material é 0 mesmo, o que impde a condicdo presente em ( 60 ).

E)I(al e:(b) = E)Il(a; e; ¢) eO < e <T— eO

H H 60
Hi(a, 6,¢) = Hy(a, 6, d) 0<¢$p<2m (60)

Onde os subscritos | e Il se referem as regides | e 11, respectivamente.

Dentro dos cones metalicos, os campos elétricos e magnéticos sdo identicamente nulos

E=H

0).
A separacdo em duas regifes também permite intuir sobre a natureza das ondas
eletromagnéticas encontradas em cada regido. A descontinuidade que separa as regides | e 1l €

um obstaculo para as ondas eletromagnéticas, provocando reflexdes para o interior da regido da
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onda incidente (regido | para um sinal sendo transmitido pela antena, regido Il para um sinal
sendo recebido). Como a regido Il € infinita (por definicdo, ao tratar-se de todo o universo
externo a antena), para um sinal sendo recebido, as ondas refletidas na interface ndo formam
um padréo estacionario, e 0s campos presentes na regido Il constituem ondas viajantes. J& para
um sinal sendo transmitido, as reflex6es na interface formam um padrdo estacionario, e 0s
campos na regido | constituem ondas estacionérias.

Estendendo a condicdo de campo elétrico tangencial nulo na interface metal-dielétrico
ao plano terra que converte a antena biconica em monoconica, vé-se que o modo TM € o
preferencial, pois o campo elétrico distante é naturalmente normal ao plano terra (Eg), enquanto

que 0 modo TE implica em um campo elétrico distante tangencial ao plano terra (E,) que, para

observar as condigdes de contorno, deve ser nulo na interface.

4.3 SINGULARIDADES DAS FUNCOES DE BESSEL E LEGENDRE

A secdo 3.3.4 discutiu a solucdo para ondas TM e apresentou 0s campos elétrico e
magnético como sendo constituidos pelo produto de duas fun¢des: uma combinacéo linear de
fungdes de Bessel cujo argumento € o raio, € uma combinacdo linear de fungdes de Legendre
cujo argumento € o angulo de elevacéo 6.

A combinacdo linear de funcdes de Bessel é inicialmente apresentada na expressao ( 29

), repetida aqui em ( 61).

R() = Cyvkr], 1 (k) + Covhr]_g, 1y (k) (61)

1
+2
Embora a secdo 3.3.4 objetive ser tdo genérica quanto possivel, ocorre uma
particularizagdo para os campos da regido interna, e a fungédo ]_(V+1)(kr) ¢ prontamente
2

eliminada usando o argumento fisico da auséncia do valor finito parar = 0.
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O apéndice 2 apresenta as fun¢Ges de Neumann e de Hankel, que também resolvem a
equacdo de Bessel para ordens ndo inteiras. De acordo com (ARFKEN e WEBER, 2005) (pag.
730), as formulas assintéticas das fungbes de Bessel e Neumann permitem afirmar que estas
fungdes sdo mais apropriadas para a representacdo de ondas estacionarias, enquanto que as
férmulas assintéticas para as fungdes de Hankel a demonstram mais apropriada para a
representacdo de ondas viajantes. A fungdo de Hankel ndo apresenta um valor finito parar =
0, mas este ponto ndo esta na regiao I1.

Assim, é correto o uso da funcdo de Bessel para a representacdo da dependéncia radial

dos campos na regido |. Para a regido I, dado o argumento apresentado na secdo 4.2, as funcdes

de Hankel s&o mais adequadas, sendo a fungéo de Hankel do segundo tipo, Hﬁz)(kr), adequada
as ondas viajantes que se propagam em direcdo a r — +oo.
A combinacéo linear de fungdes de Legendre é apresentada em ( 34 ), repetida aqui em

(62).

0(8) = C;P!(cosB) — C,PL(—cosB) (62)

A funcéo Pl (& cos 0) apresenta valor ndo finito para 8 = {0, } para v ndo inteiro.

Para a regido I, os pontos que apresentam 6 = {0, t} estdo sempre contidos no interior
da estrutura metalica, onde ( 62 ) ndo € utilizada. Assim, esta funcdo pode ser considerada
apropriada para representar os campos desta regido.

Para a regido I1, a funcdo P} (— cos 0) deve ser descartada, ja que P1(—1) deve possuir
um valor finito. E v deve ser um nimero inteiro, ja que P!(cos8) ou P}(— cos 0) divergem

para 8 = {0, 7} para v ndo inteiro.

4.4 ADAPTACOES DAS FUNGCOES PARA A REPRESENTACAO DOS CAMPOS NA REGIAO |1

Para a regido Il, a solucdes obtidas na secdo 3.3.4 precisam ser reavaliadas de acordo
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com o presente na se¢do 4.3, ou seja, a formacgdo de padrdes estacionarios e o valor ndo finito
de algumas funcdes precisam ser observados. As equacdes de Maxwell sdo as mesmas para as
duas regides, de forma que a derivacdo é virtualmente idéntica aquela apresentada na secéo
3.3.4.

Para a regido externa a antena (I1), o campo magnético do modo TM ¢é dado por ( 63).
rHe = Ry (r)0y(6) (63)

Onde Ry; e Oy séo dados por (64 ) e ( 65 ), respectivamente.

Ry(r) = c7\/EH%(kr) (64)
O11(6) = CgP; (cos 6) (65)

Onde Héz)(kr) é a funcdo de Hankel e & substitui v como autovalor a ser descoberto.
A equacao ( 64 ) é obtida da mesma forma que a equacédo ( 30 ); enquanto a equacao (
65 ) foi derivada da mesma forma que a equacdo ( 34 ). O descarte de Pg(— cos ) é explicado

na secdo 414.5.2.

Assim, a equacdo ( 63 ) fica dada por ( 66 ).
rHon = ng/EHéi)%(kr)Pg(cos 0) (66)

Onde Cy = C,Cg, tendo dimensao de amperes.
O campo elétrico associado a Hyy; continua a ser dado através da sua derivada, como

em (67), copia de ( 38).

O dRy
Eay = j — —— 67
ol ]ooer dr (67)

As funcdes de Bessel, independente do tipo, obedecem as mesmas regras de derivacao.

Assim, a derivada % em (67 ) tem a mesma forma que a derivada da funcdo de Bessel em (
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40) e a funcdo Egy; passa a ser dada por ( 68 ).

Egn = jnkCy iH(Z)( kr) — 5 H®, (kr) P (cos B) (68)

Vkr &3 rsz

4.5 APLICACAO DAS CONDICOES DE CONTORNO

4.5.1 Regido |

Ap0s a determinacdo das condi¢des de fronteira na superficie do cone, dadas por ( 58 )

é necessario aplica-las na equacao de interesse, dada por (47) e repetida em ( 69 ).

Er = jC3n (v + 1)IV+%(1<F) [C,P)(cos 8) + C2P)(— cos 6)] (69)

1
rvkr
A Unica solucao ndo trivial é a que considera somente a combinacdo linear de fun¢des

de Legendre, o que gera ( 70).

C,P%(cosB) + C,P2(—cosB) =0

70
C,P2(cos(mt — 8;)) + C,PO(—cos(m—8,)) =0 (70)
A solucdo simultanea das equacdes em ( 70 ) produz o sistema e a sua solugao:
2 _ (2 —
C2-C2=0 (71)
C, = (4

A escolha do sinal adequado se da mediante a excitacdo da antena biconica equivalente
e pode ser entendida a partir do campo Eg associado, dado por (42 ), e cujo termo de interesse

é dado em (72 ), apds a aplicacdo de ( 71).

0(8) = C;(P}(cos6) + CsP}(—cos®)) (72)
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Ao substituir o argumento 6 = g — 8, afuncdo ( 72) fica referida ao plano 6, = g que

é a posicao do plano terra na antena monocénica. A funcédo ©(6) é provada par em relagdo a
variavel 6 se Cs = 1 e impar se Cs = —1 no apéndice 3.

O sinal negativo (C; = —1) corresponde a excitacao simétrica, isto é, a excitacdo da
antena biconica em modo par (correntes induzidas nos cones se encontram em fase), enquanto
0 sinal positivo de Cs corresponde a excitacdo em modo impar (correntes induzidas se
encontram em contrafase). Como a antena fisica é excitada em referéncia a terra, com a indugéo
de campos em contrafase pela teoria das imagens, a Unica excitacdo possivel para as condi¢Ges
em ( 71) é a correspondente a excitacdo nao simétrica, o sinal negativo e, portanto Cs = 1.

Os valores de v que satisfazem as equagdes em ( 70 ) devem ser calculados a partir de
um procedimento iterativo, detalhado no Apéndice 2. Os resultados demonstram que os valores
de v adequados constituem um conjunto discreto, isto &, valores especificos de v, e ndo uma
funcdo continua. De qualquer forma, de posse dos valores de v adequados, 0s campos
eletromagnéticos da secdo 3.3.4 ficam determinados, a ndo ser pelas constantes livres C; e Cs,

que determinam a amplitude dos campos.

4.5.2 Regiao Il

Na regido externa (I1), os campos elétrico Egq e magnético Hg, possuem as formulagGes
adaptadas em ( 66 ) e ( 68 ), respectivamente, e ndo precisam atender a condi¢des de contorno.
O autovalor ¢ das fungdes externas tem seu conjunto de valores possiveis determinados
por duas condigdes: i) valor finito nos pontos 6 = e 6 = —m, a qual € atendida para ¢ um
namero inteiro e ii) os campos magnéticos (Hy,), que circulam os cones, deverao induzir nestes

uma distribuicdo de corrente coerente com o modo de excitagdo adotado.
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A secdo 4.5.1 e 0 uso da teoria das imagens particularizaram as equacGes obtidas para
0S campos na regido | para o caso da excitacdo assimétrica. Para essa excitagdo, um gerador de
sinais conectado aos veértices dos cones deve induzir uma corrente que deve apresentar um Unico
sentido em relagdo aos eixos, isto €, num dos cones deverd se afastar do vértice e no outro,
convergir a ele.
A densidade de corrente induzida sobre um condutor elétrico perfeito € dada pela relacéo

de fronteira presente em ( 73 ).

Onde 71 é um vetor unitario na direcdo normal a superficie condutora, H, é o campo

magnético total no meio livre (ndo condutor) e K é a densidade decorrente induzida (em %) na
superficie pelo campo ﬁz.

O campo magnético da antena monocdnica possui apenas componente na direcdo
azimutal (H) e a superficie metalica apresenta um vetor normal na diregéo de +34, dependendo

do cone (real ou virtual). As distribui¢des de corrente sdo dadas por ( 74 ) e por ( 75 ) para 0s

cones real e virtual, respectivamente.

K(80) = Hy(8)a; (74)

R)(1T —0) = —H¢(1T —0p)a, (75)
A diferenca de sinal entre (74 ) e ( 75) e a simetria forcada pela presenca do plano terra
sugere que 0 campo magnético Hg precisa apresentar simetria entre os cones para que as
distribuicbes de corrente sejam as mesmas para uma mesma distancia radial. Para tanto, a
funcdo que representa o campo Hg, deve ser impar em relagdo a 6 = g 0 que € provado no

apéndice 3, onde a condicdo para paridade par € mostrada como dada por ( 76 ).
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E=2m+1 (76)

Onde v sdo os autovalores da funcdo de Legendre e m = {0, 1,2, ... }.

Ou seja, os autovalores das fungdes de Legendre devem pertencer ao conjunto dos
numeros naturais impares. Os nimeros naturais pares correspondem a excitacdo simétrica.

A argumentacdo utilizada para obter os autovalores na regido Il é baseada num
fendmeno que ocorre na regido I, mas o argumento permanece valido se for intuido que a regido
| fica efetivamente cada vez menor — sendo substituida pela regido Il — conforme o angulo 6,
se aproxima de zero, devido a perda de influéncia da superficie metalica. Este argumento foi o

utilizado por (SCHELKUNOFF, 1941).

4.6 CAMPOS ELETROMAGNETICOS NA FRONTEIRA ENTRE AS REGIOES | E 1

Os campos eletromagnéticos do problema, obtidos ao resolver as equactes de Maxwell
separadamente para as regides I e I, devem possuir os mesmos valores na interface entre estas
duas regibes, como exposto em ( 60 ).

Para fins de brevidade, os campos elétricos e magnéticos parciais (por autovalor) serdo

expressos como o produto de duas fungdes, como dados nas equacdes ( 77 )-( 80).

Eqr = (nkC3)TR™O (77)
Hyr = C3"R™O (78)
Eorr = (NkCo) 1R (79)
Hyn = CoRTO (80)

As funcdes de uma Unica variavel sdo dadas por (81 )-(86).

"0 = PJ.(cos ) — Py.(— cos B) (81)
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eR‘](\/—Vl__( )—mwg( )) (82)
= gvk—alvi%(ka) (83)

110 = Pyp41(cos ) (84)

i —1<\/— 2n+1( a) — \2/(1%)13 ;+§( )> (85)
MR = gx/EH;)%(ka) (86)

4.6.1 Campo elétrico Ee

O campo elétrico total na regido | na regido da interface é dado pela soma da onda TEM
progressiva e sua reflexdo — equacdo ( 56 ) — e da soma das infinitas ondas TM (ondas
complementares), —equacdo ( 77 ) —, resultando na expressdo presente em ( 87 ).

e—jka
kasin 6 +r ka sin 6 + z Avi? vi(@) n}evi
i=1

Egi(@) = knCy, (87)

O produto knC,, tem dimensdo de V- m™?! e o coeficiente A,; é a constante livre de
cada modo das ondas complementares na Regido I, sendo adimensional.
O valor dos coeficientes T' e A,; pode ser obtido em funcdo de Eg;(a) a partir da

ortogonalidade das funcdes de Legendre de autovalores diferentes.

4.6.1.1 Coeficiente Avi: constante livre das ondas complementares da regido |

Normalizando a equacéo ( 87 ) por knC;, e multiplicando toda a equagédo por "0,

que difere de "0, apenas pelo indice — tem-se ( 88 ).
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+ o0

kaEg,"0,; sin @ = e7*aM@,; 4+ [elamo,; + (Z A vi(a)n}@vi) "1Oykasin®  (88)
=1

Onde Ey; = Eﬂ‘c(l)

Integrando a equacdo ( 88 ) entre 6, e m— 0, e utilizando a propriedade da

ortogonalidade das funcdes de Legendre de autovalores diferentes, tem-se ( 89 ).

11—80 . . 1'[—90 1'r—90
kaf Eg, "0, sin 6 = [e71*a@ 4 Telkd] f "10,;d0 + kaA,;Ry;(a) "10,;"0,; sin 6 d® (89)
8 ]

0 0 8

A primeira e a terceira integrais de ( 89 ) possuem a forma do produto interno dada no

apéndice 1 por ( 166 ), com funcdo-peso w = sen 6. A segunda integral de (89 ) é a de uma

funcéo impar (como provado no apéndice 3) sobre um intervalo simétrico, resultando em um

valor zero. Utilizando a notagéo de ( 166 ) para o produto interno de duas fungdes, o coeficiente
A,; fica dado por ( 90).

(EIGII n} Vj)

S - > (90)
“Ry;(a) | 0, |

vji =

4.6.1.2 Coeficiente de reflexdo I

Seguindo o mesmo procedimento da secdo 4.6.1.1, o coeficiente de reflexdo fica dado
por (91 ) segundo (MAKURIN e CHUBINSKII, 2007).

ka(Eq;, m0O
I' = exp(—jka) (Eer, 'i6) — exp(—jka) (91)

21In | cotg (%) |

4.6.1.3 Coeficiente Bn: constante livre das ondas complementares da regido |1

O campo elétrico total na regido Il € dado pela soma dos modos das ondas TM nessa
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regido, resultando na expresséo ( 92 ).

+00
Bon(®) = knCyz ) By fRn(1)R0, (92)
n=0

Onde o coeficiente B,, é adimensional e € a constante livre de cada modo das ondas
complementares na Regido 1, sendo adimensional.
Normalizando a equagdo ( 92 ) por knCi,, aplicando-a na fronteira r =a e

multiplicando toda a equag&o por 10, sin 8 tem-se ( 93 ).

+ 00
EIBIIrII}@n sin6 = (Z BnIeI n(a) rIr;®r1> IIr;@n sin 6 ( 93 )
n=0

r _ Een(@)
Onde Egy = nCsy

Integrando a equacdo ( 93 ) entre 6, e m— 0, e utilizando a propriedade da

ortogonalidade das funcdes de Legendre de autovalores diferentes, tem-se ( 94 ).

1'[—90 Tt—eo
f Eg; 11O, sin0d6 = B, jR,(a) 10,TO,sin6 do (94)
0

0 e0

Utilizando a notagéo de produto interno dada por ( 166 ) com a fungdo-peso w = sin 6,

os coeficientes B, ficam dados por ( 95).

(Eéll' rlr; n)

" fRu(a) [ MO, |2

(95)

4.6.2 Campo magnético He

O campo magnético total na regido | é obtido da mesma forma que o elétrico, ao somar

a expressao ( 57 ) com a expressao ( 78 ), produzindo ( 96 ).
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(96)
sin® sm 0

C12 e —jka e]ka
H¢I(a)—_[ ZAVII vi I

Onde o sinal negativo da terceira parcela é para obter um fluxo de poténcia que se
propaga no sentido —a,.
O campo magnético na regido Il € dado pela soma dos modos das ondas TM nessa

regido, resultando na expresséo ( 97).

+0o0
Cy2
Hyp(a) = ry B, TiRn(a)'1;® (97)
n=0

4.6.3 Campo elétrico Er

O campo elétrico radial, existente na regido | e que deve continuar na regido I1, apresenta

a forma geral dada por (45 ) e repetida em ( 98).

E.= —j—E.(0) (98)

wer?

Ja o campo magnético associado é dado por ( 23) e repetido em ( 99).

1
Hy = ;R(r)@(e) (99)

Comparando as equacdes ( 98 ) e ( 99 ) é possivel perceber que o campo E, atinge
valores insignificantes muito mais rapidamente que o campo Hg. Assim, pode-se considerar

que ErII = 0

4.7 CONTINUIDADE DOS CAMPOS ELETROMAGNETICOS NA FRONTEIRA ENTRE AS REGIOES | E 1

Ao aplicar as expressdes para 0 campo elétrico interno — equacgéo ( 87 ) — e externo —
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equacdo ( 92 ) — na equacdo de continuidade presente em ( 60 ), tem-se ( 100 ).

e—jka e]ka

kash16 kasnle

400
v Z AuSR(@)0u = ) BufiRa(@) T, (100)
n=0

Aplicando as expressdes para 0 campo magnético interno — equacéo ( 96 ) — e externo —

equacéo ( 97 ) — na equacao de continuidade presente em ( 60 ), tem-se ( 101).

e—jka e]ka

sin® mne

+ o0
ZAVI Ryi(@) "By = z B, TiRn () 11O (101)
n=0

Substituindo os coeficientes A,; — equagéo (90 ) —, I' —equacdo ( 91 ) —e B,, — equagao

(95) — na equacdo de continuidade de campo magnético na fronteira — equacéao ( 101 ) —, tem-

se (1102).
L0 laGEnTe) N Ewtew o N G e
sine_ ] 0 _Z ] |m .|21vi_ | |2 en (102)
2sin01n | cotg (70) | & Du(@) "0y = 1Dn(@) | 1Oy
Onde ;Dy;(a) e ;D,(a) sdo dados por (103 ).
eR i(a
IDVi(a) = n11 @)
IRvi(a)
e (103)
HRn(a)
HDn(a) = m
HRn(a)

4.8 CAMPOS INTERNOS E EXTERNOS DADOS POR UM UNICO CONJUNTO DE AUTOFUNCOES

Admitindo que o campo Eg;;(a) = Eg;(a) pode ser descrito pelas autofuncdes na regido

I, como dado por (104 ).

Bo(@) = Egu(@) = ) M",, (104)
j=0
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Substituindo-se ( 104 ) na equagdo ( 102 ) tem-se ( 105 ).

5 eJka  ka (Z] oM Vi i 0) Z (2 K "0y m

10,

sinf 2sinB1n | cotg i=1 1Dv1(a) | O | 2 "
(21':0 j I@vl ’ II@n) m

= 1%

IIDn(a) | Iﬁl@n | 2

(105)

n=0
Por se tratar de uma operac&o linear, o produto interno de um somatoério por uma outra

funcgdo é igual ao somatdrio dos produtos internos de cada parcela da série pela outra funcéao e

( 105) pode ser reescrito como ( 106 ).

e_jka kaMol I@o z
sin® 2sinB1n |cotg =1 IDVI( )
+ 00
oM (mgvi' 10n) 1

IID (a)l @ |2 1iEn

(106)

n=0

As constantes presentes na segunda parcela do lado esquerdo da equacédo ( 106 ) podem

ser aglutinadas numa definigdo ad hoc de M,,, dada por ( 107 ).

kaM, | 109 | 2
21In |cotg (%) |

r_
.

(107)

Multiplicando-se a equacdo ( 106 ) por ";0,,, — que difere de "}0,; apenas pelo indice —

e incluindo ( 107 ) tem-se ( 108 ).

+o00
. M,
[2e—lka—Mg]“;@Vp—2—‘ 10,;"0,, sin 6
i=0 IDVI( )

oo (108)
YoM (MOy;, 0n) |

105 10yp sin @
IIDn(a) | rII}Gn | z

n=0
Integrando ( 108 ) no intervalo 6, a m — 6, e utilizando a notacdo de produto interno

dada por ( 166 ) com a funcgdo-peso w = sin 6, esta expressao passa a ser dada por ( 109 ).
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+ oo +00
Mi(n}gvir I’I}@vp) Zj:O Mj (n;@\)j' rIr}@n) m
+ m 2 IIG)n' I vp) P (109)
i=0 1Dyi(a) oy 11Dn(3)| 11@n|
Onde P, é dado por (110).
T[—GO
P, = [2e7%@ — My f "0,,do (110)
8o

Substituindo o indice i por m na primeira parcela do lado esquerdo da equacéo ( 109 )
e colocando os termos presentes no somatorio externo da segunda parcela do lado esquerdo

desta equacdo para o interior do somatério interno desta mesma parcela tem-se ( 111).

=P, (111)

z m( 1Oym, Ievp) z IM (n}gvj' rlr;@n)(rlr; n Ir;@vp)

IDVm(a) IIDn(a) | IIri@n | 2

m=0

Intercambiando os somatorios da segunda parcela do lado esquerdo da equacdo ( 111)

e substituindo o indice j por m, tem-se (112 ).

m( Igvmr Ievp) { I( I(':)vm' 11 n)(m@vpf IIG )“
=P 112
z Dym(a) Z 11Dn (a)| 110n |2 ’ ( )

m=0

Executando o somatério da primeira parcela de ( 112 ), tem-se ( 113 ).

(113)

Z m(mevm: I vp) _ |n}®vm|2M

m=0 I vm (a) IDVm (a) "

Para que o lado esquerdo de ( 112 ) continue sendo dado por um somatério, o resultado

em (113 ) sera reescrito como um somatorio, na forma dada por (114 ).

ovm 2 _ N [0 |2

vim

— M, = E —— MpSpm (114)
IDvm(a) m=0 IDvp(a)

Onde 6,,,, € a notacdo delta de Kronecker, definida segundo ( 115).
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(115)

Substituindo o somatério modificado presente em ( 114 ) na equacdo original em ( 112

), e agrupando os dois somatorios tem-se ( 116 ).

+00

X {' 10| Zl( 1Oum, 100) (1005, 1) }zp (116)
m pm 5 m

m=0 I vp(a) IID (a)| @ |

Um sistema linear € definido através de ( 117).

[A]m[x]m = [b]m (117)

Onde [A],, € uma matriz quadrada com m? elementos e [x],, € [b],, S&0 vetores coluna

com m linhas. Os elementos de [A], [x] e [b] devem obedecer a ( 118).

Z(aiixi) =b; (118)
i=1

Onde aj;, b; e c; séo os elementos de [A], [x] e [b], respectivamente.
Por inspecdo é possivel perceber que a equacdo ( 116 ) representa um sistema composto
de infinitas equacdes lineares, enumeradas pelo indice m. A matriz [A] tem seus elementos

dados por ( 119).

— M [(mgvm' 100) ("iOvp, i0n) (119)

a =
PR Dy () Opm + D@ ]| me, |2

Os vetores coluna [M] (no lugar de [x] em (117)) e [P] (no lugar de [b]) sdo dados por

(120).
(120)

Onde [ ]T é a operacdo de transposicdo do vetor/matriz.
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4.9 RESOLUGAO DO SISTEMA DE EQUACOES

O sistema de infinitas equacges lineares obtido na se¢do 4.8 deve ser resolvido, isto é,
os coeficientes M;, primeiro definidos em ( 104 ) devem ser obtidos.

Se o sistema fosse finito, sua resolucao utilizaria de métodos diretos, como a inversao
da matriz [A] ou, quando em busca de rapidez de computacdo, métodos numéricos. Como este
sistema € infinito, sua resolucédo serd dada pelo método da reducéo.

O método da reducdo consiste em realizar um truncamento no sistema linear infinito,
tornando-o finito, e entdo resolver através de um método adequado. Assim como nas series
infinitas, a exatiddo do resultado aumenta quanto mais termos forem considerados antes do
truncamento.

Segundo (SHIVAKUMAR e WONG, 1973) o método da reducédo pode ser aplicado se
a matriz [A] do sistema da equacdo ( 117 ) puder ser classificada como estritamente diagonal

dominante, o que significa:

e Os elementos da diagonal principal devem respeitar ( 121 ).

(0.0)
Z 1
Fpry |aii|

e Os demais elementos das linha devem satisfazer a relagdo dada por (122 ).

< o (121)

0i|aii|=2|aij|SM, OSO'i<1, i=1,2.., M < oo (122)
=

J#i
e Os elementos do vetor coluna [b] apresentam limites (bounded sequence).

Sob essas condigdes o erro causado pelo n-ésimo truncamento é proporcional a soma

dos inversos dos elementos da diagonal principal.
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4.10 IMPEDANCIA DE ENTRADA
4.10.1 Tensao entre dois cones

A tensdo Vg entre dois pontos A e B do espaco é calculada através de ( 123 ).
B—> -
VABz—fE-dl (123)
A

Onde dI é o caminho de integracao.

A tensdo de interesse € aquela existente entre os dois cones, medida entre dois pontos A
e B presentes num meridiano de uma esfera de raio r, infinitesimal que engloba r = 0. Os
pontos A e B estdo contidos na superficie metalica dos cones da antena, de forma que a tensdo

de entrada é dada por (124 ).

T[—eo
V(kr) = —f Egro,do (124)
B0

O campo elétrico Eg na regido | foi estabelecido em (87 ), sendo repetido em ( 125).

e_jkrO ejkro e
Bor(ro) = KnCp [l 4 Tt Zl AR ()"0 (125)
i=
A aplicacdo de (125 ) em (124 ) resulta em ( 126).
. ) T80 1 m-0,
V(kr) = —Cy, {[e—]kro + l"e]kro]f —d6 + krA,; {R,i(ro) “}@vide} (126)
o, Sind 8

Fazendo o raio ry infinitesimal, a tens&o entre dois cones fica dada por:

V(kr) = 2nC;2[1 4+ T]ln |cotg (%) | (127)
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4.10.2 Corrente no cone

A corrente de entrada é definida através da lei de Ampére, sendo dada por (128).
D—)
Iinsz-dl (128)
c

Onde o caminho de integracéo dl deve englobar a superficie metélica do cone de forma

a somar as contribuicdes do campo causado pela corrente sobre a superficie do cone. Assim, dl
é dado por uma translacéo azimutal na esfera infinitesimal de raio r, e os pontos C e D formam

um caminho fechado. A corrente em ( 128 ) é entdo dada por ( 129).

2T

i, = lim Hyro sin 0 dé (129)

r—0 0

Hg, na regido | € dado por (96 ) e repetido em ( 130 ).

ro | sin o sm 0

C12 e—jkro e]kro
H(bl(ro) == ZA\)I 1Rvi I (130)

Assim, a corrente de entrada é dada entdo por ( 131).

T[ 09
Iiy = 2mCy, {e jkro _ pelkro — Z [ it < m@,,; sin O dG)l} (131)

A funcdo de Bessel, quando v — oo, pode ser aproximada através de ( 132 ). (NIST,

2014) (féormula 10.37.1).

_ 1 sez\v 5
Mo = =(3,) (132)

Assim, a funcéo R € aproximada por ( 133).
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v+s

RO~ ey

(kr)¥ (133)

Como v — oo para representar as ondas TM complementares a funcéo "{R(r) — 0.

Assim, o somatério em ( 131 ) tende a zero e a corrente em um cone fica dada por ( 134

Iil’l = 21TC12{1 - F} ( 134 )

4.10.3 Impedéancia de entrada

A impedancia de entrada de uma antena é definida através de ( 135).

7 — 1 V(kr)
in = 100 T(kr)

(135)

Onde V(kr) é a tensdo entre os cones e I(kr), a corrente no cone, assumindo uma
excitacdo harmdnica.
Substituindo os resultados obtidos em ( 127 ) e em ( 134 ), a equacéo ( 135 ) passa a ser

dada por ( 136 ).

0
2nCy,[1 + I'ln | cotg (2
Z = lim Nt12 | g<2)|

136
kr—-0 21TC12{1 - F} ( )

Avaliando o limite em (136 ), tem-se ( 137).

= (o (21 (1)

Se a antena biconica possuisse um tamanho infinito (a — o), ndo ocorreriam reflexdes

e I' = 0. A impedancia de entrada da antena biconica infinita seria entdo dada por ( 138).
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0
Zip = gln | cotg (7()) | (138)

4.10.4 Escalamento dos resultados

Os resultados obtidos neste trabalho permanecem com uma constante livre C;, que, para
uma tensao imposta V;,, nos terminais de entrada é determinada através da aplicacéo direta de (
127 ), obtendo ( 139) ao fazer kr — 0.

Vi
Ci2 = ) | (139)

2n(1+DIn | cotg (%

4.11 ALGORITMO DE RESOLUGCAO NUMERICA

A impedéancia de entrada e o diagrama de radiacdo da antena monoconica podem ser

calculados a partir destes passos:

1) Definir as propriedades do meio: permissividade elétrica e, permeabilidade
magnética p.

2) Especificar o angulo de abertura da antena 6,, 0 comprimento do cone a, a
frequéncia de trabalho f e a tenséo de alimentacgéo V;,.

3) Calcular as quantidades derivadas da primeira: o nimero de onda k, a frequéncia
angular w e a impedéancia do espaco 7.

4) Definir a quantidade N de autovalores a serem utilizados e o0 raio maximo de
analise 7,4, (campo distante).

5) Obter os zeros da funcdo "O(v) = P2(cos8,) + PP (—cos 8,), construindo a
lista de autovalores internos v;. Procurar uma quantidade N de autovalores.

6) Construir a lista de autovalores externos através da regra v,, = 2m + 1, onde
m={0,1,...,N}.

7) Construir tabelas de valores das fungdes:
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a. MO(v,0) = P} (cos ) + P (—cosB) ,0, <O <m—6; v; ={vy,Vy, ..., vy}
b. 90(v,8) = P2 (cosB) + PP (—cosB) ,0, <O <m—0y v;={vy,Vy,..., U}
(1
. Ry = (Gl 20k = 7], 2 00) ) 0 S 1S g i = (03,2 )
1
d. "R(v,r) = ;\/E]Vi%(kr) , 0<r<rpa, Vi =1V, Vo -, N}
e. MO(n,0) =Pl(cosB) ,0<0<m n={1,3,..,2N+1}
£ SR, =] (%Hiz_)l(kr) % (Z)I(kr) ) 0<r<rma,n=1{L3..2N+1}

g. ™R(n,r) = 1\/_H(2)1(kr) 0 <1 < Iy Vi = {1, 3, .,.2N + 1}

8) Calcular os campos utilizando as expressoes:

a. Eg = (nkCS)EI!Rvin} vi
b.  Hgr = C3MR,;i"Oy;
C. Egn= (T]kc9)leanrlri@n

d- Hd)II = CQIHRnrHG)n

9) Calcular as razdes das fungdes radiais interna e externa

e
. _ IRVi(a) -
a. IDVI(a) _ n%Rvi(a), Vi = {V1'V2' ""VN}

— 1iRn(a) _
b. Dy(a) = MRe(@) n={13..28+1}

10) Calcular o mddulo das funcdes de 6:
a. | MOyp |2 = f“_eo(“}@\,p)z sin0d6, v, = {v4,V,, ..., N}
b. |me,|?= NS 90(“’G)n)zsmed@ n={1,3,..2N+1}
11) Calcular o produto interno das funcdes de 6:
a  (MOym MO, = f;‘e" mQum MO, sin0d, vy, = {v1,Vy, .., vn} n = {1,3,....2N + 1}
b, (MOyp TO,) = fg;‘e‘) MOy, MOy Sin8dB, v, = (v, v, ., vx} 0 = {1,3,... 2N + 1}
12) Utilizando os resultados dos itens 9, 10 e 11, construir a matriz de solugédo
[A],xm do problema através do termo geral dado por:
BECNE l(m@ m 100) (M0yp, T0,)
- 1Dvp(a) %m ¥ nDn(a) | T1On |2

onde &, implica que esta parcela sO é incluida quando o elemento pertence a

dpm

diagonal principal.
13) Calcular o termo Mj.
_ kaM, | 100 | 2
- 21ln |cotg (%) |

14) Construir o vetor coluna de solugéo [P],x4, cujo termo geral € dado por:
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1'[—90
Pp = [Ze‘jka - Mé] f ”}G)\,pde, v, = {vl,vz, ...,\)N}
8o

15) Resolver o sistema linear utilizando quaisquer métodos numéricos:
[A][M] = [P]
16) Escrever o campo elétrico na fronteira como fungdo dos coeficientes M;

derivados
Egi(a) = Z M;"0,,
j=0

17) Calcular os coeficientes para 0os campos internos, externos e o coeficiente de
reflexéo:

(EéIJn%@vj)

a Ay =-—or vl
VI eRyi(a) | Moy |2

b. B. = (Eor Ti€n)
" I?Rn(a) | Iﬁen | 2

ka(Eq;,"100)

. T = exp(—jka) [——2- 0
¢ exp( ] a) 21n|cotg(92—°)|

- eXp(—jka)l
18) Calcular a constante C;, a partir da tensao de entrada:

Vi
2n(1+DIn | cotg (%) |

19) Expressar 0s campos internos e externos com os coeficientes calculados em 17:

e—jkr ejkr +oo e m
8. Egi(r) = KnCuz [foers + T ooes + 27 A SRy ()10,

krsin 0 krsin©

Ciz =

b, Hyy(r) = Z2[E _p2 _ g p ep m
: ¢1(1‘)—7 ine  Lsmp — Zi=1 Avi1Rvi 10y

. Egn(r) = knCyy X325 Bu iR (1) 1i0n

C o
d. Hq)n(a) == I-!l-=0 BnIII}Rn(a)rII}@n

a

20) Calcular a impedancia de entrada a partir do coeficiente de reflexao:

= (g leote (5)1) (77)
Z”‘_(nl“|C°tg(2 )=t
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5 CARACTERISTICAS DA ANTENA MONOCONICA

5.1 DIAGRAMA DE IRRADIACAO

O diagrama de irradiacdo de uma antena é definido por (IEEE, 2013) como o grafico ou

férmula que expressa a distribuicdo espacial de uma quantidade eletromagnética gerada pela

antena, geralmente proporcional aos campos ou a poténcia. Um diagrama de fase também pode

ser realizado.

O diagrama de radiacdo é usualmente obtido para a regido de campo distante da antena,

definido por (IEEE, 2013) como a regido na qual a distribuicdo angular do campo é

independente da distancia da antena. Para antenas eletricamente longas, onde a maior dimenséo

da antena d é muito maior que o comprimento de onda A sendo emitido, a regido de campo

) e . e A . d?
distante se inicia a uma distancia 2 T da antena.

A Tabela 2 mostra os diagramas de irradiacdo para a antena em diferentes angulos de

abertura: 8, = 1° e 6, = 60°.

Tabela 2 — Valores de parametros para obter o diagrama de irradiagéo

Tipo Parametro 1 Parametro 2 Figura utilizada
ka =1 Figura 5
B, =1° ka = 4 Figura 6
. ka =6 Figura 7
Dlﬁgg;?%ge ka = 60 Figura 8
¢ ka=1 Figura 9
— no ka =4 Figura 10
9o = 60 ka=6 Figura 11
ka = 60 Figura 12




Figura 5 — Diagrama de irradiagdo: 6, = 1°eka =1
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Figura 6 — Diagrama de irradiacdo: 6, = 1°eka = 4
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Figura 7 — Diagrama de irradiacdo: 6, = 1°eka =6
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Figura 8 — Diagrama de irradiacdo: 8, = 1° e ka = 60
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O diagrama de irradiagdo presenta na Figura 5, feito para uma antena com angulo de
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abertura 6, = 1° e comprimento elétrico ka = 1, mostra que a antena bicénica tem um
diagrama de radiacdo idéntico ao de um dipolo curto, o0 que é esperado, j& que o angulo de
abertura é muito pequeno e o monocone se confunde com um monopolo. Conforme o
comprimento elétrico da antena aumenta (a frequéncia de excitagdo aumenta), o diagrama de
radiacdo se deforma, apresentando lI6bulos e mudando a diregdo de méxima irradiacdo, que se
distancia do plano terra, como pode ser visto na sequéncia formada pelas Figura 6, Figura 7 e

Figura 8.

Figura 9 — Diagrama de irradiacdo: 6, = 60° eka =1
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Figura 10 — Diagrama de irradiacdo: 6, = 60° e ka = 4
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Figura 11 — Diagrama de irradiagdo: 6, = 60° eka = 6
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Figura 12 — Diagrama de irradiagéo: 6, = 60° e ka = 60
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O diagrama de irradiacéo da Figura 9, para uma antena de angulo de abertura 6, = 60°
e comprimento elétrico ka = 1 é idéntico aquele presente na Figura 5. Conforme aumenta o
ccomprimento elétrico, o diagrama se deforma com o aparecimento de lébulos e aumento do
angulo que aponta na direcad de maior irradiacdo, como pode ser visto nas Figura 10 e Figura
11. Entretanto, para o comprimento elétrico ka = 60 na Figura 12, a dire¢cdo de maior

irradiacdo é mais proxima ao plano terra do que para os comprimentos elétricos menores.
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6 RECIPROCIDADE DE ANTENAS

6.1 RECIPROCIDADE DOS DIAGRAMAS DE RECEPCAO E TRANSMISSAO DE UMA ANTENA NO

DOMINIO DA FREQUENCIA

Dados dois conjuntos distintos de densidades de corrente elétricas: Ta e Tb; e magnéticas:

—

Jm e JM e 0s campos produzidos por essas correntes, E,, Hy, Ey, € Hy, no interior de uma regi&o
de volume v, limitada por uma superficie S, o teorema da reciprocidade pode ser enunciado na

forma dada por ( 140 ). (ESTEVES, 1980)

-,

Ea-Jo—Ha -Jp' =Ep-Ja—Hp - J3 (140)
Que acaba por indicar que se uma densidade de corrente Ta produz um campo Ea entdo

um campo E,, = E, deve produzir uma densidade de corrente J,, = J,.
Para avaliar se um enlace de antenas constituido por duas antenas de um mesmo tipo é
reciproco, considera-se o enlace da Figura 13, onde as antenas sdo separadas por uma distancia

r.

Figura 13 — Enlace de antenas

W1 W2

< >

A cada uma das antenas pode ser atribuido um ganho de transmissdo G, definido por

(IEEE, 2013) como a razéo entre a intensidade de radiagdo em uma determinada direcdo e a
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intensidade de radiacdo resultante se toda a poténcia que entra na antena se fosse irradiada por
um radiador isotropico.

A intensidade de radiacédo é a densidade de poténcia por esterradiano — 1 sr sendo a area
na superficie de uma esfera de raio r numericamente igual a area de quadrado de lado r — de
forma que é possivel definir o ganho como uma razéo de densidades de poténcia, como expresso

por (141 ), sem prejuizo de generalidade.

NG
GO, ) = (ptq)) (141)

4md?

Onde S € a densidade de poténcia irradiada, P; é a poténcia total que entra na antena e
d, o raio da esfera formada pela frente de onda irradiada.

Como caracteristica de recep¢éo, a area efetiva da antena A, é definida por (IEEE, 2013)
como a razdo entre a poténcia disponivel nos terminais da antena e a densidade de poténcia de
uma onda plana incidente na antena a partir de uma dada direcdo e com correta polarizacao,

como expresso em ( 142).

A, = (142)

Onde P. é a poténcia recebida pela antena e S;,,., a densidade de poténcia incidente.

Tomando a distancia r entre as antenas como o raio da esfera d presente em ( 141 ) e
substituindo a expressdo em ( 142 ), pode-se escrever a poténcia recebida pela antena receptora
como dado em (143).

GeP

S (143)

P.=A

Considerando o enlace reciproco e bidirecional, isto €, as antenas 1 e 2 podem ser

transmissora e receptora, respectivamente ou vice-versa, ( 143 ) permite escrever duas
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expressoes:
P Gy
=P 144
L G, (145)
P, 127 "l4mr2

Onde ( 144 ) coloca a antena 2 como receptora e ( 145 ) coloca 2 como transmissora.
A aplicacdo do teorema da reciprocidade no sistema constituido obriga que P,; = P,
0 que leva entdo a identidade presente em ( 146 ).

Ay A
.-G K (146)

Ou seja, a area efetiva de recepcao e o ganho de transmissdo estao relacionadas atraveés
de uma constante x que, devido a forma geral com que foi derivada, é indepente da antena
utilizada.

Para determinar o valor desta constante, um dipolo curto, cujos campos distantes sdo

dados por ( 147 ) pode ser utilizado.

I[(8Dk .
e=]'n4(-1_[r) e_lkrsine ﬁe

a0k (147)
o =7 e 'sin0 3

Onde I ¢ a corrente que circula no dipolo curto, n é a impedancia do espaco livre, k =
27“ e 61 é o comprimento total do dipolo.
A densidade de poténcia irradiada é dada entdo por ( 148).
1 - . 1 (18Dk\
S=§Re{E xH*}=§n<H> sin® 0 (148)

A densidade de poténcia maxima é obtida quando 6 = g

A poténcia total irradiada, que para uma antena sem perdas, € igual a poténcia de entrada
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total, é dada por ( 149).

P = 1r T](I(Sl)k) fznf o Iil)z (149)

O ganho méximo do dipolo curto é entdo dado por ( 150 ).

Gmix = —p— =3 (150)

41r?

A Figura 14 mostra um modelo de circuito da antena receptora.

Figura 14 — (a) Modelo de circuito do dipolo curto (b) Dipolo curto

(b)

A poténcia recebida disponivel nos terminais da antena (os pontos Al e A2 da Figura
14) presente na equacdo ( 142 ) (P.) € méaxima quando a antena se encontra casada com o
receptor, isto é, a impedancia do receptor (Z, = R, + jX,) € o0 conjugado da impedéancia da
antena (Z, = R, + jX,). Cumprindo esta condi¢éo, a poténcia P, entregue é dada por ( 151 ).

Vi

151
R (151)

P, =

A resisténcia de entrada R, é dada pela resisténcia de irradiacao, definida por (IEEE,
2013) como a razdo entre a poténcia irradiada pela antena e o quadrado da corrente RMS

admitida pela antena, sendo dada por ( 152 ).
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21 (81)2
. — Zmn(@8Dh

R (152)

Como a area de recepcdo é definida em relacdo a uma densidade de poténcia de uma
onda plana, a tensdo nos terminais do dipolo curto receptor é V, = E(6]), e a poténcia recebida

em (151 ) fica dada por ( 153).

L (153)
TT8m

2
A densidade de poténcia para uma onda plana incidente é S = % A area efetiva fica

entdo dada por ( 154 ).

%
= (154)
" 8m
A constante k fica entdo dada por ( 155 ) através de (150 ) e (154 ).
A, A A
k=—2=211_2_ (155)
G, G; 4m

Observadas as condicdes de derivacdo, k é valida para qualquer antena.

A equacdo ( 155 ) permite observar que, no dominio da frequéncia, os ganhos de
recepcao e transmisséo diferem por uma relagdo multiplicativa que pouco afeta o desempenho
em banda estreita, ja que a frequéncia de operagdo varia pouco, e por consequéncia, também o

comprimento de onda A.

6.2 RECIPROCIDADE DOS DIAGRAMAS DE RECEPCAO E TRANSMISSAO DE UMA ANTENA NO

DOMINIO DO TEMPO

A relacdo dos ganhos de recepcdo e transmissdo dada em ( 155 ) € dependente da

frequéncia de operacdo, uma vez que A = 5, onde c é a velocidade da luz e f, a frequéncia. Dessa
£
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forma, essa relacdo pode ser reescrita como ( 156 ).

K=—: (156)

Substituindo (156 ) em ( 146 ), tem-se ( 157 ).

2
Ar(0,0) = — (8, ) (157)

Onde os subscritos r e t indicam recepcdo e transmissao, respectivamente.

Como a éarea efetiva e 0 ganho sdo definidos como razdes de poténcias, realizar a raiz
guadrada de ambos os lados da equacdo ( 157 ) significa obter uma relacdo entre as tensdes de
recepcdo (vinculadas a A, e denotadas por AY) e as tensdes de transmissdo (vinculadas a G, e

denotadas por Gy), sendo dado por ( 158).

&Y (@,0,4) = ——AY(, 6, ) 158
— (158)

Realizando uma transformada inversa de Fourier da equacdo ( 158 ) para obter sua
versdo no dominio do tempo, tem-se ( 159).

d

1
ﬁ dt ar(t, 0, (I)) ( 159 )

8t (t, e' q)) =

Onde g, e a, sdo os chamados de ganhos de transmisséo e recep¢do no dominio do
tempo.

A equagéo ( 159 ) permite observar que a resposta ao impulso vinculada ao diagrama de
transmissdo de uma antena de um tipo especifico é proporcional a derivada temporal da resposta
ao impulso vinculada ao diagrama de recepg¢ao de uma antena do mesmo tipo.

Dessa forma, num enlace constituido de antenas idénticas, um sinal de tenséo V na
entrada da antena transmissora é derivado quando é convertido em campo elétrico. O campo

elétrico derivado que chega a antena receptora nao é integrado, e o sinal recebido é proporcional
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. av . ,
a—- a0 inves de V.

6.3 RECIPROCIDADE DE UM ENLACE CONSTITUIDO POR DUAS ANTENAS DE TIPOS DISTINTOS

Se forem usadas antenas de tipos diferentes na transmissao e recepcao, o problema do
enlace reciproco no dominio do tempo pode ser contornado. A antena receptora deve possuir
uma resposta ao impulso do diagrama de recepcdo proporcional a integral do ganho de
transmissdo da outra antena.

E o caso do par monocone-corneta TEM, mostrado na Figura 15, utilizado pelo NIST,
6rgdo para normalizacdo e metrologia no ambito dos Estados Unidos, para emissdo e medicao
de campos impulsivos (LAWTON e ONDREJKA, 1979). O monocone irradia um campo
elétrico proporcional & derivada da tensdo de alimentacéo. A corneta TEM possui uma tensdo
de saida proporcional & integral do campo elétrico recebido. Assim, os sinais transmitido e

recebido sdo iguais, como mostrado na Figura 16.

Figura 15 — Exemplo de enlace reciproco no tempo constituido por duas antenas distintas:
monocone e corneta
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Fonte: (LAWTON e ONDREJKA, 1979)
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Figura 16 — Sinais presentes no enlace reciproco no tempo: (a) Sinal a ser transmitido (cone);
(b) Sinal sendo recebido (corneta)
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Fonte: (LAWTON e ONDREJKA, 1979)

6.4 ANTENA AUTO-COMPENSADA

Na secdo 6.3 foi apresentado um enlace reciproco no tempo constituido de duas antenas
de tipos distintos. Para construir um enlace composto de apenas um tipo de antena, (TYO, 2008)
e (TYO e RODRIGUEZ-HERRERA, 2013) propdem uma antena cujas respostas ao impulso
dos diagramas de transmissao e recepcao compensam a derivada temporal.

A equacdo ( 160 ), modificada de ( 158 ), apresenta a relacdo esperada entre os ganhos

de recepcéo e transmissdo de uma mesma antena.

GY (,8,¢)

AY(®,0,d) (160)
Jw
A fungdo de transferéncia total de um enlace H(w) é dada pela equacéo ( 161 ).
Vix(w)
H(w) = 725 = GY(0) X Hen(@) X AY(@) (161)

Onde Vi, (w) e Vi, (w) sio as tensdes a transmitir e sendo recebida; GY (w) e AY (w) séo
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0s ganhos de transmissao e recepcao das antenas; H., (w) € a fungédo de transferéncia do canal
que, no espaco livre, pode ser considerada como igual a 1 e X é a operacdo de mutiplicacao.

Inserindo a equacdo (160 ) em ( 161 ) tem-se:

GV
H(w) = GY(w) x 1 X t_((‘)) (162)
Jw
Para que o enlace seja reciproco H(w) = 1, de forma que:
1
G (@) = (jw)2 (163)

A antena proposta por (TYO, 2008) deve implementar o ganho de transmissdo dado por
(163). O expoente fracionario de jw implica que, no dominio do tempo, 0 ganho de transmissao
sera proporcional a meia-derivada temporal do ganho de recep¢do. A antena que implementa
tal funcdo de transferéncia € uma linha de corrente infinita pulsada simultaneamente, irradiando
frentes de onda cilindricas, mas que é fisicamente irrealizavel.

Em (ARMANIOUS e TYO, 2009), uma antena monocénica com lente dielétrica (MCA-
L) é simulada para demonstrar o principio. A Figura 17 apresenta a antena simulada, sendo
possivel perceber que a lente dielétrica possui formato elipsoidal — com focos na regido de
alimentacédo da antena (r = 0) e na regido de fronteira (r = a), de forma que os raios incidentes
na superficie do elipséide sdo refratados numa direcdo paralela ao plano de terra e os campos

eletromagnéticos irradiados possuem uma frente de onda cilindrica.
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Figura 17 — Antena monoc6nica com lente dielétrica elipsoidal (MCA-L)
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Fonte: (ARMANIOUS e TYO, 2009)
A Figura 18 realiza uma compara¢do do ganho do canal em funcdo da frequéncia
(comprimento elétrico da antena) entre trés antenas: a antena auto-compensada (MCA-L), a
antena monocone (MCA) e uma Impulse Radiating Antenna (IRA) baseada em refletor. E

possivel observar que o ganho da antena MCA-L ¢ plano, enquanto o da antena MCA ¢é

. . - 1
proporcional a e o da antena IRA ¢ proporcional a —.

Figura 18 — Resultados de simulacdo comparando as larguras de banda das antenas
monoconica com lente (MCA-L), monoconica (MCA) e Impulse Radiating Antenna (IRA). A
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Fonte: (ARMANIOUS e TYO, 2009)



75

7 CONCLUSAO

Examinou-se neste trabalho os campos eletromagnéticos de uma antena monoconica,
calculados a partir da aplicacdo das equacbes de Maxwell em coordenadas esféricas na
vizinhanca de um cone metalico e de um plano de terra. Como o0 cone apresenta um tamanho
finito, o espaco de solucéo fica dividido em duas regides, uma interna, de formato esférico, com
raio determinado pelo comprimento do cone, e outra externa, que representa o espaco livre.

Na regido interna, os campos elétrico e magnético ficam dados pela soma de uma onda
TEM e sua reflex@o na casca esférica e de um conjunto infinito de ondas TM. Estas ondas TM
apresentam dependéncia da coordenada 6 dada por fungdes de Legendre associadas e
dependéncia da coordenada r dada por funcdes de Bessel. As ordens destas funcdes (Bessel e
Legendre) sdo determinadas pela necessidade de obedecer a condicdo de contorno de campo
elétrico tangencial nulo na superficie do cone.

Na regido externa, se propagam ondas TM semelhantes as presentes na regido interna.
Entretanto, as ordens das funcdes de Legendre associadas sdo exclusivamente nimeros impares
e as funcBes de Bessel sdo substituidas por fungdes de Hankel, que apresentam um
comportamento assintotico de onda viajante, oposto a onda estacionaria de Bessel na regido
interior. De maior importancia é que os campos elétrico e magnético sejam continuos na
interface entre as regides.

Diversas melhorias podem ser realizadas no desenvolvimento destas equac6es. Néao foi
possivel seguir os passos de (MAKURIN e CHUBINSKII, 2007) relacionados ao coeficiente
de reflexéo T', o que dificulta a obtencéo correta da impedancia de entrada.

Tambem foi realizada uma discusséo sobre a tecnologia UWB e outras antenas capazes
de irradiar sinais com uma largura de banda muito ampla. A reciprocidade no dominio do tempo
de um enlace de duas certas antenas distintas foi discutida, assim como a possibilidade da

construcdo de um enlace reciproco no tempo constituido por duas antenas idénticas. O
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equacionamento analitico desta antena constitui uma possivel continuacgdo deste trabalho.
Outras continuacdes deste trabalho podem ampliar o estudo da antena, transformando a
descri¢do dos campos eletromagnéticos do dominio da frequéncia para o dominio do tempo e

buscando caracterizar a antena neste dominio.
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APENDICE 1 PROBLEMAS DE STURM-LIOUVILLE

Uma equacdo diferencial é classificada como um problema de Sturm-Liouville (S-L)

quando possui a forma dada por ( 164 ). (ARFKEN e WEBER, 2005).

y dpdy

p(x )—+dxd +q(x)y = —w(x)y (164 )

Onde y(x) é a funcdo incdgnita e p(x), q(x) e w(x) sdo conhecidos, e w(x) € chamado
de funcéo peso; A € um ndmero arbitrario, conhecido como autovalor da funcéo.

Para um dado 1 especificado, pode ou ndo existir uma solucdo y(x) que atenda a um
conjunto de condicdes de contorno determinado. Se y(x) existir, ¢ chamado de autofuncdo da
equacao diferencial.

A possibilidade ou ndo da existéncia de uma solucdo faz com que o conjunto de
autovalores para os quais existe solucdo seja, em geral, discreto (ARFKEN e WEBER, 2005)
(pag. 624). Esses autovalores sdo também, obrigatoriamente, nimeros reais.

Se y;(x) e y;(x) sdo duas autofuncdes distintas de um problema S-L, elas apresentam a

propriedade da ortogonalidade, dada por ( 165 ).

b
(39) = | ¥ @WEIWEIdx =0 (165)

Onde i # j, w(x) € afuncdo peso de ( 164 ), [a, b] é o intervalo de interesse da variavel

Xe (yi,y]-) € a notacdo para o produto interno, definido genericamente por ( 166 ).

b
(M, N) =f M ()N (x)w(x)dx (166)

Onde M e N séo duas func¢des quaisquer continuas no intervalo [a, b] e w(x) € a funcéo-

peso.
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O produto interno de uma funcao por ela mesma (M, M) é conhecido como o mddulo
(ou norma) dessa funcao, sendo dado por ( 167).

b
(M,M) = f ME)ME)w(x)dx = |M | 2 (167)

a

Onde a notagéo |M | 2 pode ser utilizada se a funcdo peso utilizada for conhecida
através do contexto.

O conjunto de autofuncdes ortogonais Y = {y;(x),y,(x), ...,yn(x)} que resolve um
problema S-L apresenta a propriedade da completude, isto €, uma funcdo f(x) que atende as

condicdes de Dirichlet, apresentadas na secdo 3.1, pode ser aproximada atraves de uma série:

+00

£(x) = z 2,0 (%) (168)

n=0

Multiplicando ( 168 ) por g, (x)w(x), integrando no intervalo [a, b] e utilizando a

ortogonalidade entre autofuncdes distintas, os coeficientes a,, ficam dados por:

b
an = j £ OW(E)dx (169)

O coeficiente a, em (169 ) também é chamado de coeficiente de Fourier generalizado.
O erro de aproximacdo causado pelo truncamento da série no m-ésimo termo é dado

pela energia do erro em ( 170 ) (ARFKEN e WEBER, 2005) (pag. 649):

2

b m
E= f [f(X) - Z anYn(X)] w(x)dx =0 (170)

n=0

Onde a igualdade é atingida no limite m — co.

Expandindo o termo quadréatico tem-se ( 171).
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b b m b m 2
F2Ow(x)dx —2 | f(x) ( anyn(x)> w(x)dx + ( anyn(x)> w(x)dx =0 (171)
J [0l i»

Reorganizando a segunda parcela da soma em ( 171 ) obtém-se (172).

2

b m b b m
f F20w(x)dx — 2 Z a, f FOOY, COW(x)dx + f (Z anyn(x)> wi)dx =0  (172)
a n=0

a a n=0

Aplicando a férmula para o coeficiente a,,, equacdo ( 169 ), em (172):

b m b m 2
f2wx)dx —2 ) (ay)* + ( anyn(x)> w(x)dx =0 (173)
/ 20 2

O somatdrio na terceira parcela da soma em ( 173 ) pode ser expandido como:

2

(z anyn<x)> = > @@ +2 ) (¥ (174)

n=1 m<n

Como as fungdes y,, (x) e y,, (x) sdo ortogonais, a segunda parcela da soma em ( 174 )

é igual a zero e ( 173 ) fica dado por:

b m
F2Ow)dx = ) (ay)? (175)
J )

Ou seja, a energia contida pela funcéo f(x) que se queria representar €, no limite, igual
aquela contida em cada coeficiente de sua representacdo por soma infinita. ( 175 ) também é
conhecida como relagédo de Parseval.

A convergéncia da serie sendo dada em funcdo da energia do erro em ( 170 ) permite
afirmar que as séries formadas por autofungdes sdo absolutamente convergentes.

Os campos elétricos e magnéticos presentes no capitulo 3 foram obtidos com base na
suposicdo de que estes sdo compostos por fungdes separaveis por variavel. Assim, 0 campo

elétrico ou magnético total sendo descrito possui a forma dada por ( 176 ).
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(0]

FG,0)= D far,6) = D anfa(1)0a(6) (176)

n=0
Onde J, (r) e 0, sdo as autofuncdes.

A validade da representacdo em ( 176 ) depende da convergéncia do somatorio. Para

demonstrar que este converge, partimos do produto de Cauchy de duas séries:

(21) (Z en) (S sy (177)
n=0 n=0 p=0 \ g=0

O produto de Cauchy de duas séries é convergente se pelo menos uma das séries possuir
convergéncia absoluta. Ambas as séries de autofuncdes utilizadas neste trabalho apresentam
convergéncia absoluta, por se tratarem de problemas S-L.

Se uma série apresenta convergéncia absoluta, seus termos podem ser livremente
reorganizados, sem que isto afete a convergéncia. Assim, € possivel separar do duplo somatorio
do lado direito de ( 177 ) os produtos J,0,_, quando g = p — q e coloca-los num somatério

proprio, como em ( 178).

(i ]”) (i ®“> ) i i Ja®-q |+ Zofm@m (178)

p=0 \q=0;q9#p—q

Como o lado direito da igualdade converge e a primeira parcela do lado direito também,
sO resta a conclusdo de que o somatdrio dos termos /,,0,, também converge e, entdo, a
representacdo dada por (176 ) € possivel.

Resta provar entdo que as equacdes obtidas neste trabalho séo problemas S-L, o que é
realizado em duas etapas: prova-se que a fungédo canonica é um problema S-L para, em seguida,

demonstrar, por substitui¢do, que a equacao obtida € uma forma modificada da fungéo candnica.
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APENDICE 2 EQUACAO DE BESSEL

FORMA CANONICA E PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE

A forma candnica da equacdo diferencial de Bessel de ordem p, com variavel
independente z e variavel dependente w, é dada pela equacdo ( 179 ) (ARFKEN e WEBER,

2005).

d?w dw
2 2 2 — 179
Z dZ2+ZdZ+(Z p)w =0 ( )

Ao dividir (179 ) por z tem-se:

d’w dw p?
z—+—+|z——|w=0 (180)

De onde, por inspegéo e semelhanga com ( 164 ) tem-se:

p(z) =z
dp_l (181)
=

Ou seja, a equacao de Bessel € um problema de Sturm-Liouville.

SUBSTITUICAO DE VARIAVEIS

A equacéo de Bessel presente em ( 179 ) pode ser modificada para possuir a mesma
forma que uma equacao presente nos problemas eletromagnéticos que se objetiva resolver, que,
neste trabalho, é a equagdo ( 25 ), reproduzida em ( 182 ), com variaveis diferentes, para

referéncia.
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2

d’y
XZ@ + (w?pex? —a?)y =0 (182)

Para demonstracdo da redutibilidade de (182)a (179 ), (BRIETZKE, 2012) recomenda

assumir ( 183 ) como funcdo resposta.

y = Xaw(kxb) (183)

Onde w é uma funcdo que satisfaz a equacéo de Bessel presente em ( 179).
Transforma-se entdo ( 179 ) para uma expressdo de variaveis y(x), fazendo z = kxP e

w = x~?y, conseguindo entdo ( 184 ).

<2 @ +(1- Za)Xﬂ + (az — p2b? + bzkzxzb)y =0 (184)
dx?2 dx

Para que a equacdo ( 184 ) apresente semelhanca com ( 182), os valores de a e b devem,

por inspecao, ser escolhidos de acordo com ( 185 ).

1

a= b=1 (185)

Tem-se entdo ( 186 ) para a equacdo correspondente.

2

d 1
xzd—x}zl+<k2x2+ Z—pz)y=0 (186)

Ao comparar ( 182 ) e (186), k e p ficam determinados em ( 187 ).

p== |-+a? k? = w?ue (187)

SOLUCOES DA EQUACAO DE BESSEL

O formato da fungéo solucdo w da equacdo ( 179 ) é dependente da ordem p.
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Para p ndo inteiro a solucdo é dada por ( 188 ) (SCHELKUNOFF, 1943).

w(z) = CiJp(2) + C]_p(2) (188)

Onde C, e C, sdo constantes arbitrarias para combinacdo linear e J,(z) e J_,(z) séo

definidas por ( 189 ) (SCHELKUNOFF, 1943).

B o D00 i
Jp(2) = HZO m! (m + p)! (2)2m+p

(~Dm @ o

Pt m! (m — p)! (2)?m-p

]—p(Z) =

Onde o fatorial é dado pela sua generalizacéo, a fun¢cdo Gama, como em ( 190 ).

p!l=T(p+1) (190)

Para um argumento z > 0 a funcdo J,(z) retorna um valor real e finito. Ja ]_,(z) ndo
apresenta um valor finito para z = 0. A funcdo J,(z) € conhecida como fungédo de Bessel do
primeiro tipo.

Se p for um namero inteiro positivo n, J_,(z) = (—=1)"J,(z), uma combinacéo linear e
(188 ) nao pode ser dita a solugdo completa da equacéo de Bessel. Uma segunda solucdo, ainda

para uma ordem p nao inteira é definida em ( 191 ) (SCHELKUNOFF, 1943).

_ Jp(2) cos(pm) — ]_p(2)

: (191)
sin(pm)

Np(2)

Se a ordem p for um nGmero inteiro positivo n, a solu¢do N, (z) passa a ser dada por (

192 ) (SCHELKUNOFF, 1943).

o _1]0]p n%
Nn(z) = glir%l Np(z) - E % - (_1) ap (192)

Que para p ndo inteiro, apresenta 0 mesmo resultado de ( 191 ). As funcbes presentes
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em (1191 ) ou ( 192 ) s&o conhecidas como fungbes de Neumann, ou fungfes de Bessel do
segundo tipo.

A solucdo mais geral € entdo aquela dada por ( 193 ):
w(z) = C4Jp(2) + C2Ny(2) (193)

E possivel realizar uma combinacéo de coeficientes complexos das fungoes Jp € Np(2),
originando as func@es de Hankel, ou funcdes de Bessel do terceiro tipo, que sdo dadas em ( 194

) (SCHELKUNOFF, 1943).

H{"(2) = J,(2) +jN,(2)

) . (194)
Hy " (z) = Jp(2) — jNy(2)

A derivada de qualquer funcdo de Bessel em funcéo de seu argumento € dada por ( 195

), sendo derivada a partir de (NIST, 2014), formula 10.6.6.

d[s, 200)
B e

~ 1@ = (v )] @ (195)
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APENDICE 3 EQUACAO DE LEGENDRE ASSOCIADA

EQUACAO DE LEGENDRE ASSOCIADA E PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE

A equacdo canonica de Legendre associada de ordem m e grau n € dada por ( 196 ).

2 2

d“y dy m
(1—x2)w—2xa+ n(n+1)—1_xzy=0 (196)
Por inspecdo e comparagdo com ( 164 ).
p(x) =1-x
dp (197)
—=—2x
dx

Ou seja, a equacdo de Legendre associada é um problema de Sturm-Liouville.
Modificando a equacdo de Legendre associada para provar que esta é a resolucdo do

problema do angulo 8. Para a equacdo ( 196 ), assume-se a substituicdo:

x = cosf

1
0 = acosx (198)

As derivadas de (196 ) devem ser substituidas segundo a regra da cadeia, em ( 199).

dy_dyd@_dy( 1 >

dx  dBdx dO\ 1— 2
d?y  dy (d@)z LAy o _ d2y< 1 ) L4 X (199)
dx?  d62\dx dodx?  dez\1—x2)  db (1-— xz)%
Substituindo (198 ) e (199 ) em (/196 ) tem-se ( 200 )
d’y dy
in2 g2 i i inZ @ — m2 = (200)
sin 9d92+c05951n9d0+[n(n+1)sm 0 —m*ly=0

Que é aequacdo ( 31 ), que pode ser dita, entdo, um problema S-L.
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SOLUCOES DA EQUACAO DE LEGENDRE ASSOCIADA

Para m = 0, a solucdo fica simplificada para a expressdo dada por ( 201 )

(SCHELKUNOFF, 1943) (pag 54).

DSt L8

Pn (COS 9) = m Sin >
s=0

(201)

Onde n! = T'(n + 1).

Para um m inteiro qualquer, a solugéo é dada por ( 202 ) (SCHELKUNOFF, 1943) (pg.

68).
d™P,(cos 0)
m — (—1)m mg_ O 7/ 202
PM™(cosB) = (—1)™sen™ 0O d(cosB)™ ( )
Param = 1, 0 caso que aparece neste trabalho, (202 ) € escrita simplificadamente como
(203).
dP,(cos 0)
1 _ _ n\-> 203
P, (cos0) sen® d(cos 0) ( )

A funcdo solugdo para m nao inteiro é dada em (SCHELKUNOFF, 1943) (pag 53) e
ndo é utilizada aqui.
Uma observacdo, realizada por (SCHELKUNOFF, 1943) (pag 68) é o possivel uso de (

204 ) como substituto de ( 202 ).

T (cos0) = (—1)™Pi"(cos 0) (204)

PRIMEIRA DERIVADA DAS FUNCOES DE LEGENDRE

A equacdo ( 31 ), um caso de ( 200 ), é satisfeita pela funcdo resposta presente na
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equacdo ( 205 ) — repetida de ( 34).
0(8) = C;Pl(cosB) — C,Pl(—cosB) (205)

O interesse desta secdo é obter as derivadas da funcdo em ( 205 ) para avangar o

desenvolvimento de ( 44 ), abreviado em ( 206 ).

E. = - 00O + si @de (206)
r= sen 0 COS Sin a0

Para facilitar o desenvolvimento das expressdes, a substituicdo em ( 207 ) sera realizada,

a devida generalizagéo sendo realizada posteriormente.

0 - 0'(8) = Pl(cos0) (207)

A expressao (206 ) fica entdo dada por ( 208 ) apds o uso da regra da cadeia.

- 1 dP{ (cos ©)
E'} P} —sin? 0 —— 208
e cos O P, (cosB) —sin“ O d(cos 0) ( )

Para a reducdo do comprimento da expressao em ( 208 ) ¢ interessante substituir segundo

(209).
cosB =x
1 (209)
sin® = (1 — x?)2

A expressdo em ( 208 ) se torna entdo a presente em ( 210 ).

= 1 dPl(x)

Ef = ——= [ -0 -xH)—F (210)

(1-x2)2

A derivada dpj}fx) é dada por (211), ou, alternativamente, por (212), a partir de (NIST,

2014) (férmula 14.10.4 e 14.10.5, respectivamente).

dPy(x) _ (=v)Pi1 () + (v + DxP (%)

dx 1 —x2 (211)
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dRI(x) _ (v+ DL, (9 = vxPL ()

(212)
dx 1—x2
Somando (211) e (212), tem-se ( 213).
dRI(9) _ ~VPL, (0 + xPI(0 + (v + DR, (0 (213)

dx 2(1 —x3?)

Uma relagdo de recorréncia entre P, , (x), P, ; (%) e P (x), onde A apresenta as mesmas

propriedades de v, é estabelecida em (214 ). (NIST, 2014) (férmula 14.10.3).
A+ DPL, () — A+ 3)xPL, () + A+ 2)PI(x) =0 (214)
Que, utilizando a substituicdo v = A + 1, se torna a expresséo presente em ( 215).
(v+DP;(x0) = —VPi (%) — (2v + DxPy (%) (215)

Substituindo (215) em ( 213 ) tem-se ( 216 ).

dP/(x) VP () + (v + DxPI (%)

dx (1-x2) (216)

A propriedade dada em ( 217 ), presente em (NIST, 2014) (férmula 14.10.2), permite

expressar a funcdo de Legendre associada de ordem p (P}'(x)) como uma fungdo de Legendre

de ordem p — 1 (P (x)).

(1- xz)%P\le(x) =+ DPL )+ v+p+ DxPH(x) =0 (217)

Substituindo pn = 0, (217 ) se torna ( 218).

1
Py(x) = (";)1 [Py, 1(x) — xPP (x)] (218)
(1-x2)2

Substituindo a expressao (218 ) em ( 216 ), tem-se ( 219).
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3 dP1(x)
(1 —XZ)ZT (219)
= —v(v + 2)[P,(x) — xP2, 1 (O] + (v + 1)*x[PRy 1 () — xP) (%]

O uso da propriedade presente em ( 214 ) na expressao ( 219 ) resulta em ( 220 ).

(1- xz)%% =W+ DEPL, ) +P2X)[v—x2(v+ 1)]} (220)
Aplicando (218) e (220 ) em ( 210 ) tem-se ( 221).
Ef= —(v)(v+ 1P(x) (221)
P} (—x) pode ser escrita como dado em ( 222 ) (ABRAMOWITZ e STEGUN, 1965)
(férmula 8.2.3).

RE(—x) = ¢RI (x) — = Q1Y) (222)

A funcdo Q1 (x) apresenta as mesmas propriedades utilizadas nesta definicdo
Como as mesmas propriedades utilizadas para converter P!(x) em P2 (x) aplicam-se a

Qi(x), aequacdo (223) ¢ a derivada de @'(0) = P! (— cos 0):

ET =W+ DR(—x) (223)

O campo E, é entdo dado pela soma de ( 221) e ( 223 ), como presente em ( 224 ).

E; = —-(M)(v + D[C; P (x) + C,P2(—x)] (224)

IMPLEMENTACAO NUMERICA DAS FUNCOES DE LEGENDRE

As funcgdes de Legendre associadas ndo possuem uma implementacdo adequada no
Mathworks® MATLAB®. Assim, foi necessaria a implementacdo de algumas funcdes para o

calculo dos valores das fungdes.



94
A funcdo de Legendre associada de ordem p inteira é dada por ( 225 ). (NIST, 2014)

(férmula 14.3.4)

PO+ p+ D - x2)2

PVH(X) = (_1)!»1 zul"(v - U + 1)F(|-l + 1)

1—x
2Fl(v+p+1,u—v,u+1, > ) (225)

2F1(ab,c,d)

Onde a funcgéo D)

é a funcdo de hipergeométrica de Olver.

Para os casos especiaisde u = 0 e u = 1, a equacdo ( 225 ) é adaptada para (226) e (

227 ), respectivamente

1—x
Po(x) = ,F,; (V+1,—V,1, > ) (226)

1 viv+1) |1—x 1-x (227)
Py(x) = — > 1+x2F1(V+2'1_V'2' 5 )

A implementacdo numeérica da funcdo hipergeométrica foi realizada a partir do codigo

presente em (HORCHLER, 2013).

OBTENCAO DOS AUTOVALORES DA FUNCAO DE LEGENDRE

As equacbes em ( 70 ) podem ser resumidas na equacdo ( 228 ) através da funcéo

objetivo f(v), para a qual é necessario encontrar os zeros, também chamados de autovalores.

f(v) = P2(x) + CsP(—x) (228)

Onde Cg é uma constante real arbitraria, que no contexto deste trabalho apresenta valor
igual a +1, como dado por ( 71) e onde P2(x) ¢ dado por ( 226 ).
Para a obtencdo dos autovalores foi utilizado o algoritmo de Newton-Raphson, um

método iterativo, que aproxima o zero v através da formula dada em ( 229).
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f
Vk+1=Vk—f,((VTkk)) (229)

Onde vy representa o valor aproximado de v ap6s a k-ésima iteracdo, f(vy) é o valor
numérico da funcdo f(v) segundo ( 228 ) e f'(vy) é a derivada da fungdo f(v) em funcdo da
variavel v nas vizinhangas de vy, que é calculada numericamente através de ( 230 ), uma
aproximacao progressiva da derivada;

fvier) — f(vi)

™ (230)

f'(vi) =

Onde f(vy) € o valor da funcéo f(v) calculado para vy, que € um valor de v proximo a
Vi, do qual a diferenca é dada por Av = vy, — vy, que é arbitrado como igual a tolerancia
especificada para o método de Newton-Raphson.

O algoritmo de Newton-Raphson é implementado como uma funcdo do MATLAB, que
é chamada por uma funcdo que varre um intervalo de v especificado pelo usuério e elimina

valores iterados que ndo atingiram a convergéncia.

APROXIMACAO ASSINTOTICA DA FUNCAO DE LEGENDRE

P}'(x) possui aproximagdes assintOticas, como a dada por ( 231 ), presente em

(BATEMAN e ERDELY!I, 1953) (formula 3.9 (2)).

P! (cos ) = vt+utl) cos [( !

T T
v+—)9——+u—]+0(v‘1)
3\ |mT . 4 2
F(v+7) fsmH

2 (231)
Onde 0(v~1) indica que o erro da aproximagcao é inversamente proporcional a v.

PARIDADE DA SOMA E SUBTRACAO DE FUNCOES DE LEGENDRE
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A aproximagdo presente em ( 231 ) permite determinar se a soma das funcdes de
Legendre dada em (205 ) possui paridade. Se uma funcéo for par, f(x) = f(—x). Se uma funcédo
for impar f(x) = —f(—x). Resumindo (231 ) para seus termos de interesse, cria-se a forma P}’

em (232).

= 1 i1 T
P; (cos B,) o« cos [(v + E) 0o — Z + ’ME] (232)

1
\/sin B,

Usando a substituicdo 6, = g— & tem-se (233).

(&) o

s Bormleslo( D esnEomlmfo(ee D) )

Substituindo & por - 6, obtém-se ( 234 ).

/P\vu(_é‘) X

s Bomenlo (D] -on oo+ ) o0

Somando as equacdes (233 ) e (234) —o que equivaleaC; = —C, e Cs = 1 na equacao

(72)—tem-se (235).

,ljvpl (8) + pvu (_ 8)
2

1
f(6) = & cos E v+ ,u)] cos [5 (v + E)] (235)
Ao substituir § por - § tem-se ( 236 ).

PY(=5) + PX(5)
2

f(—=8) = & cos [g v+ ,u)] cos [5 (v + %)] (236)

Ou seja, a soma P} (8) + P} (—48) é uma funcéo par de §5.
Subtraindo a equacdo ( 234 ) de ( 233), tem-se ( 237).

PI(8) — PY(-9)

f(5) = >

 sin [g (v+ ,u)] sin [6 (v + %)] (237)

Ao substituir § por - 6 tem-se ( 238).
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f(=6) = — R® _Zﬁvu(_S) & —sin [g v+ y)] sin [6 (v + %)] (238)

Ou seja, a subtracdo P}'(6) — P} (—6) — Cs = —1 na equacio ( 72 ) — é uma fungéo

impar de §.

APROXIMAGOES ASSINTOTICAS PARA OS AUTOVALORES

A partir da aproximagao assintotica em ( 231 ), equagdes do tipo P}'(8) + P} (=8) = 0,
por exemplo, (228 ), podem ter seus autovalores aproximados encontrados ao procurar 0S zeros
ndo triviais de (235) (Cs = 1) ou ( 237) (Cs = —1), 0 que produz as condicBes apresentadas

em (239) e (240 ), respectivamente.

cos [g(vm +u)] =0 \/ cos [6 (vn +%)] =0 (239)

sin [% (v + ,u)] =0 \/ sin [6 (vn + %)] =0 (240)

Para o caso em (228 ) (com u = 0), no qual as condicdes apresentadas sdo aquelas que

aparecem em ( 240 ), a solucdo para a condicdo dependente de § é dada por ( 241).

Vn = —3 (241)

Onden €{0,1,2,--- }.
A formula v,, obtida em ( 241) coincide com a obtida por (MAKURIN e CHUBINSKII,

2007).

PARIDADE DE FUNCOES DE LEGENDRE

Se uma fungdo f(6) é par, segue que f(5) —f(—8) = 0. A condicdo de autovalor
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presente na expressdo ( 240 ) permite verificar a paridade da fungdo de Legendre Pg (cos d).

Adaptando 4 = 1 na condic¢éo independente de 6 de ( 240 ) obtém-se ( 242)

Vp =2m+1 (242)

Ondem ={0,1,2,...}.

T

Ou seja, as funcbes de Legendre de grau impar séo pares em relacdoa § = >
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APENDICE 4 SISTEMAS DE COORDENADAS ESFERICAS

DEFINICAO

O sistema de coordenadas esféricas especifica a posicdo de um ponto no espaco a partir
de uma distancia radial r, um angulo polar medido a partir do zénite 6 e um angulo azimutal ¢.

A Figura 19 relaciona o sistema de coordenadas esférico com o sistema cartesiano.

Figura 19 — Orientacdo de vetores em coordenadas esféricas

z
4

Y
o

FONTE: (SADIKU, 2004)

Os valores das coordenadas do sistema esférico devem respeitar os dominios dados por
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(243).

0<r<+4ow
0<6<m (243)
0<¢p<?im

As expressdes em ( 244 ) mostram as relagfes entre as coordenadas do sistema

cartesiano e aquelas do sistema esférico.

X =rsenBcos ¢
y =rsen0Osend (244)
Z=r-cos0

Um vetor qualquer A é definido pela expressao ( 245 ).

A=A, + Agdg + Al (245)

Os diferenciais de comprimento sdo dados em ( 246 ). (SADIKU, 2004)

di-a, =dr
dl - 4¢ = rd® (246)

dl-34 =rsin6dé
O rotacional do vetor A é dado pela expressdo presente em ( 247 ). (SADIKU, 2004)

ar ray (rsenB)a,

g1 [d4 d d
PO = 2 seng|dr  de do

A TtAg (rsenB)Ay

(247)



