
UNIVERSIDADE FEDERAL DO RI O GRANDE DO SUL 

PROGRAMA DE PúS-GRADUAÇXO EM ENGENHARIA MECÂNICA 

ESTUDO DE CRITICALIDADE DA PLACA PLANA POR MÉTODOS ANALíTICOS 

DE SOLUÇÃO DAS APROXIMAÇõES PN E SN DA EQUAÇÃO DO TRANSPORTE 

Trabalho ~inal apresen~ado por 

LU!S EDSON SARAIVA 

para ob~enção do ~i~ulo de Mes~re em Engenharia 

Por~o Alegre, maio de 1992. 



Para Adriana. 



AGRADECIMENTOS 

Ao orien~ador Marco Túllio de Vilhena. a quem devo o exemplo 

de dedicação ao ~rabalho e a valiosa experiência;às colegas Elaine 

S~reck e Liliane Barichello. sempre pres~a~ivas; 

Mes~rado cuja camaradagem lembrarei sempre. 

aos colegas de 



RESUMO 

Nes~e ~rabalho é ~ei~o um es~udo compara~ivo en~re di~eren­

~es mé~odos de solução da equação do ~ranspor~e de nêu~rons apli­

cados ao problema de cri~icalidade da placa plana. São comparados 

os valores ob~idos pelo mé~odo de Case e pelo mé~odo PN àqueles 

ob~idos pelos recen~emen~e desenvolvidos mé~odos LTPN e LTSN, cujo 

cálculo é ~ei~o pela primeira vez. 



ABSTRACT 

This work is a compara~ive s~udy abou~ difieren~ me~hods oi 

solu~ion oi ~he Neu~ron Transpor~ Equa~ion applied ~o ~he cri~ical 

slab problem. Resul~s ob~eined a~ ~he Iirs~ ~ime by ~he recen~ly 

developed LTPN and LTSN Me~hods ~o ~he cri~ical slab problem are 

compared ~o ~hose ob~eined by Case's Me~hod and PN Me~hod. 
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INTRODUÇÃO 

A Teoria do Transpor~e é o ramo da Física que es~uda a dis­

~ribuição de par~ículas em um meio e foi in~roduzida por Bol~zmann 

(1872),[121, na Teoria Ciné~ica. As equações de Bol~zmann cons~i­

~uem um sis~ema de equações in~egro-diferenciais. Assumindo-se,po-

rém, que: i) não haja colisão de par~iculas semelhan~es; ii) ape-

nas um ~ipo de par~iculas es~eja sendo ~ranspor~ada; iii) as par­

~iculas sejam clássicas; iv) a ordem de magni~ude da densidade das 

par~iculas seja menor que a densidade do meio, [7,8,12], faz-se 

possível a redução do sis~ema a uma única equação in~egro-diferen­

cial linear. As hipó~eses ado~adas para linearizar as equações de 

Bol~zmann são adequadas à descrição do compor~amen~o de par~iculas 

não carregadas ele~ricamen~e. como os nêu~rons. A equação lineari­

zada de Bol~zmann é, por~an~o.a equação básica na ~eoria de ~rans­

por~e de nêu~rons em meios mul~iplicadores. 

A equação linear de Bol~zmann, doravan~e denominada equação 

de ~ranspor~e de nêu~rons, pode ser derivada por meio de um sim­

ples balanço dos mecanismos pelos quais par~iculas aparecem e de-
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saparecem em um elemen~o de volume no espaço de rase CL,O,E), Cver 

apêndice A), ou seja, 

[~axa de variação da densidade com o ~empo] = [variação da densi-

dade devido às par~iculas que cruzam a !ron~eira do elemen~o de 

volume] + [variação devido às par~iculas que so!rem colisão e que 

ingressam ou abandonam o espaço de rase] + [variação devido à pre-

sença de !on~es]. 

Es~e balanço é represen~ado ma~ema~icamen~e como 

00 

+ I o dE' I.ur dO' oCL· E' )!CL; e·. E· -+e. E)VJCL· e·. E'.~). 

(1) 

onde VJCL,O,E.~) é o !luxo angular; aCL,E.~) é a secção de choque 

macroscópica ~o~al, oCL,E')!CL;e·.E·.,.e.E) é a secção de choque di-

!erencial de ~rans!erência, que descreve a probabilidade que ~em 

uma par~icula com energia inicial E' e direção o• de so!rer uma 

colisão em L no ~empo ~. resul~ando na mudança de direção e ener-

Além da reação de espalhamen~o de nêu~rons com os núcleos do 

meio, resul~am ~ambém néu~rons emi~idos na fissão,Cno caso de meio 

mul~iplicador), mo~ivo pelo qual o núcleo do ~ermo in~egral na e-



quação (1) inclui o ~ermo 

00 

X C E) f dE ' f dO' · ·" E ' ) "'" C E ' ... ) ",r O' E ' ... ) 4rr J o 4Tr UJ\.. '-f !:_, ' '-' 'f''- !:..• -' • ._. (2) 

onde XCE) é a dis~ribuição de nêu~rons de xissão, Cespec~ro);wCE') 

é o número médio de nêu~rons emergen~es por !issão e ~f(!:_,E'.~) é 

a secção de choque macroscópica, assumida como iso~rópica. 

Soluções exa~as para a equação do ~ranspor~e de nêu~rons são 

ob~idas apenas para modelos !isicos al~amen~e idealizados,pelo mé-

~odo de expansão na au~o!unção singular, Cmé~odo de Case), ou pe-

lo mé~odo da ~ransxormada de Fourier, [7,8]. 

Para problemas mais complexos,a solução da equação do ~rans-

por~e é conseguida por mé~odos numéricos. Exis~em inúmeros mé~odos 

desenvolvidos mas ~odos eles baseiam-se em algumas poucas ~écnicas 

de aproximação ~ais como di!erenças !ini~as para operadores di!e-

renciais, xórmulas de quadra~ura para operadores in~egrais ou mé-

~odos de expansão. En~re os vários mé~odos os mais usados são: o 

mé~odo de ex~ansão em harmônicos es!éricos, CAPN e DPN); ordenadas 

discre~as,CSN);mé~odo dos elemen~os !ini~os;mé~odo dos carac~eris-

~icos; mé~odo do ~ranspor~e in~egral, (probabilidade de colisão; 

~rans!ormação in~egral); mé~odo da in~er!ace ou super!icie in~e-

gral, CCN, FN; lei~o invarian~e); e mé~odo da malha nodal,[12,14J. 

Nes~e ~rabalho encon~ramos soluções anali~icas para as apro-

ximações PN e SN da equação do ~ranspor~e de nêu~rons unidimensio-

nal aplicadas ao problema de cri~icalidade da placa plana . Es~as 

soluções anali~icas aproximadas são comparadas aos valores exa~os 

ob~idos por Case, [8). A impor~ância da solução anali~ica reside 

no !a~o de que as mesmas servem como ~es~e para os esquemas numé-
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ricos que são aplicados em problemas reais de !isica de rea~ores, 

~ranspor~e de par~iculas, e~c. 

Ou~rossim, analisamos pela primeira vez o problema de cri~i­

calidade em uma placa plana pelos recen~emen~e desenvolvidos mé~o-

dos LTSN, [3,4.5,6,181, e LTPN. [15.16,171. O mé~odo LTSN con-

sis~e de uma solução anali~ica para o problema de ordenada discre­

~a CSN) em um meio homogêneo, em geome~ria plana, usando ~ransfor­

mada de Laplace. Do mesmo modo, o mé~odo LTPN conjuga, para a e­

quação do ~ranspor~e de nêu~rons em geome~ria plana, o uso da for­

mulação PN com o uso da ~rans!ormada de Laplace. 

O presen~e ~rabalho é dividido em qua~ro capi~ulos -um capi­

~ulo para cada mé~odo es~udado- e dois apêndices. No capi~ulo I é 

apresen~ado o Mé~odo de Case de solução da equação do ~ranspor~e, 

bem como a solução do problema da cri~icalidade para uma placa, 

a~ravés desse mé~odo. O Mé~odo dos Harmônicos Esféricos CPN) é a­

presen~ado no capi~ulo II. O capi~ulo III ~ra~a do mé~odo LTSN e 

são mos~rados, com algum de~alhamen~o, os passos seguidos para a 

ob~enção dos valores cri~icos do problema de cri~icalidade da pla­

ca plana. Ado~a-se igual procedimen~o no capi~ulo IV, onde é apre­

sen~ado o mé~odo LTPN. In!ormações suplemen~ares sobre a ob~enção 

dos valores cri~icos pelos mé~odos PN, LTSN e LTPN são !ornecidas 

no apêndice 8. No apêndice A é demons~rada a dedução da equação do 

~ranspor~e de nêu~rons, assim como as simpli!icações admi~idas pa­

ra se chegar à !arma na qual ela é ~rabalhada na presen~e disser­

~ação. 

4 



MÉTODO DE CASE 

1.0 Introdução 

Case [8] sugere, para a solução da equação do transpor-

te, em sua forma homogênea, para um grupo em energia com espalha-

mento isotrópico, independente do tempo e em geometria plana, Cver 

apêndice 1:0 , 

(1.1) 

que o !luxo ~x.~) seja expandido na forma: 

(1. 2) 

onde, em termos usuais, ~v seriam as autolunções e v os correspon-

dentes autovalores. 

Substituindo na equação C1.1) o !luxo dado pela expres-



são (1.2), chega-se à equação 

dada em ~ermos das au~oxunções e au~ovalores. 

Por conveniência ado~a-se a normalização 

I 1 ~ c~·)d~· = 1, 
-1 v 

(1. 3) 

(1. 4) 

uma vez que se ~ra~a da solução de uma equação linear homogênea. 

Assim a equação (1.3) pode ser escri~a como 

(1. 6) 

Se, inicialmen~e xor assumido que v ~ ~ para qualquer 

valor de~ no in~ervalo [-1,1], da equação (1.6) ob~ém-se a se-

gui n~e solução par a ~ C~) : 
v 

c v 
~ (~) = 

v 2 v ~ 
(1. 6) 

que in~roduzida na equação de normalização C1.4) e exe~uada a in-

~egração resul~a em 

1 = cv ~anh- 1 c!.) = 
v 

c 1 (v + 1) 
2v n v 1· C1. 7) 

A equação C1.7) ~em como raizes± v que serão reais se 
o 

c<1 ou complexas no caso de c>1. Exis~em, por~an~o. dois au~ovalo-

res discre~os +v
0 

e -v
0 

que sa~isxazem a equação (1.3), se ~~v, 
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cujas au~ofunções são fornecidas pela equação (1.6) e que são 

+ c 
if; c !J) = .;..c2 v /(v - !J)) 

o o o 

c 
= ~ v /(v + !J)) 

c o o 

Cl. 8. a) 

Cl. 8. b) 

Des~e modo, equacão C1.1) ~em duas soluções para o caso 

de v ;w! 1-1: 

+ 
VI Cx,J .. D 

o 
= exp(-x/v ) tj;+(l-i) 

o o 

= expC x/v ) if; C !J) . 
o o 

C1.9.a) 

C1.9.b) 

Exis~e. como se verá, ou~ra solução para a equação C1.1) 

mas as soluções dadas pelas equações C1.9) dominam longe de fontes 

ou fron~eira. São denominadas soluções assintóticas e, por isso, 

VJ
0 

é chamado de fluxo assin~ó~ico. 

Para calcular o valor de v procede-se, inicialmente, a 
o 

expansão em série de Taylor da função ~angen~e hiperbólica inversa 

que aparece na equação (1.7), o que resul~a 

1 = c v [C 1 /v ) +C 1 /3v ) +C 1 /5v ) + · · -] , 
o o o o 

(1. 10) 

que após algumas manipulações algébricas resul~a na seguin~e ex-

pressão para v : 
o 

v = o 
1 2 

[1 + ~ C 1 -c) + · · ·] • (1.11) 
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que é válida para c próximo da unidade. Aproximações para out.ros 

valores de c são encont.rados em [8]. 

A raiz v é chamada de compriment.o assint.6t.ico de rela­
o 

xação ou compriment.o assint.6t.ico de di~usão desde que de~ermina a 

~axa de decaimen~o do ~luxo assint.6t.ico com a dist.ância. 

Observa-se que no in~ervalo O<c<1. os valores de 

são maiores que a unidade e que para c>1 são valores imaginários. 

Is~o indica. port.ant.o, que v 
o 

não se encont.ra no int.ervalo real 

-1~v ~1 e que por isso é permit.ido dividir a equação C1.5) por 
o 

Cv -~) para se ob~er solução~(~) dada pela equação (1.6). 
o o 

Quando v=~ a solução é divergen~e Csingular).Além dis-

so. não sat.is~az a condição de normalização dada por (1.4) por que 

dest.a condição deriva a equação C1.7), cujas raizes 

inscrevem no int.ervalo [-1,1]. 

± v não se 
o 

Com o obje~ivo de de~erminar uma in~egral de normaliza-

ção que inclua a solução singular Cv =~),generaliza-se C1.6) pela 

adição de um 'Lermo, de modo que 

c v = ~ + 1\.(v)óC~-v), 
.::::; V-J-1 

(1. 12) 

onde 1\.Cv) é uma ~unção arbi~rária. Est.a é a expressão para a solu-

ção da equação C1.5) para v e [-1,1]. 

Pode-se agora det.erminar a ~unção 1\.Cv) de modo a sat.is-

~azer a condição de normalização dada em C1.4). An~es, porém, de-

ve-se indicar de que modo lidar com a singularidade quando se e~e-

~ua a in~egração do primeiro ~ermo da equação C1.12).Es~e problema 

é solucionado pela escolha do valor principal de Cauchy, uma vez 
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que 

onde o simbolo P deno~a o valor principal. 

Escri~a em sua forma final, a equação para~ C~) fica 
v 

(1. 13) 

A função arbi~rária Ã(v) pode agora ser de~erminada de 

modo a sa~isfazer a condição de normalização. Assim, 

Ã(v) = 1 - cv ~anh -~(v) C1. 14) 

Exis~e um continuum de au~ovalores Ce au~ofunções) cor-

responden~es a ~odos v en~re -1 e 1, além dos dois valores discre-

~os que sa~isfazem a equação C1.7). A solução da equação (1.1) pa-

ra -1~v~1 é represen~ada, en~ão, por 

(1.15) 

sendo Ã(v) a função indicada em (1.16). 

Na próxima seção são mos~radas algumas propriedades impor-

~an~es das soluções elemen~ares. Essencial para a compreensão do 

problema de cri~icalidade da placa plana, o concei~o de dis~ância 

e~rapolada, (vinculada ao Problema de Milne), é desenvolvido na 

seção 3.0. Por úl~imo, o problema da cri~icalidade para uma placa 

g 



plana é explici~ado na seção 4.0 e sua solução é mos~rada na seção 

4.1 des~e capí~ulo. 

2.0 Comple~icidade e Or~ogonalidade das Soluções Elemen~ares 

Case [7,8] demons~ra que as soluções ob~idas acima são 

comple~as, ou seja, uma solução geral para a equação C1.1) 

ser escri~a como 

+ = a Y' Cx,!-J) + o+ o a Y' Cx,!-J) + J :tACv)YJ Cx,!-J)dv 
o- o -:1 v 

pode 

C1. 16. a) 

ou 

+ = a ~ (1-J)expC-x/v ) + a ~ (1-J)exp(x/v ) + o+ o o o- o o 

+ J :1 ACv)~ (1-J)expC-x/v)dv, 
-:1 v 

C1. 16. b) 

onde a e a são cons~an~es e ACv) é ~unção de v, a serem de~er-o+ o-

minadas. 

Do mesmo modo, relações de or~ogonalidade ~ambém são ob-

~idas para as au~o~unções. Es~as relações são u~ilizadas na de~er-

minação dos coe~icien~es de expansão das equações (1.16) em pro-

blemas de con~orno. Para ~an~o. ~ornando-se a equação C1.3) para 

~ (1-J) e mul~iplicando-a por ~ ,(1-J), ob~ém-se 
v v 
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semelhan~emen~e.~omando a mesma equação em ~ermos de ~ .C~) e mul­
v 

~iplicando-a por ~ (~), 
v 

sub~raindo, por !im, uma da ou~ra e in~egrando em~. resul~a que 

(1. 17) 

Se v·~ v. a seguin~e relação de or~ogonalidade !ica es-

~abelecida: 

(1. 19) 

sendo os valores de v e v' escolhidos ~an~o en~re ± v • como en~re 
o 

os valores do continuum, ou seja v E [-1,11. 

Res~a o cálculo das in~egrais de normalização.Para v'=v= 

=v
0

, Case [7,9] ob~eve a seguin~e expressão: 

que, valendo-se das relações explici~as acima calculadas, !ica 

+~ 3 [ -z vo 2 
v 

o 

c (1.19) 
1 

No modo con~inuo,Cv E [-1,1]) é encon~rada a 16rmula 
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onde 

(1. 20) 

3.0 O Problema de Milne e a Dis~ância Extrapolada 

A formulação do Problema de Milne deveu-se, originalmen-

~e,à necessidade de de~erminação da dis~ribuição angular da radia-

ção emi~ida por uma es~rela. Sob o pon~o de vis~a do ~ranspor~e de 

nêu~rons, ~ra~a-se da de~erminação da dis~ribuição de nêu~rons em 

um meio semi-infini~o com fluxo inciden~e nulo e uma fon~e no in-

fini~o da qual os nêu~rons são emi~idos. Espera-se que,dis~an~e da 

fon~e. porém suficien~emen~e dis~an~e do limi~e da região semi-in-

fini~a Cx=O), a solução decaia exponencialmen~e com o comprimen~o 

assin~ó~ico de relaxação v . Por~an~o. a solução "eleva-se" expo­
o 

nencialmen~e em direção à fon~e Clonge da fron~eira).Devido a es~e 

compor~amen~o. pode-se esperar que, se a solução for designada por 

'I' Cx,J .. D. [8]. 
o 

par a x -+ co. 

C1. 21) 
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Em x=O é razoáv~l esperar-se que os nêu~rons que abando-

nam a placa semi-in~ini~a não re~ornem. Por~an~o. 

(1.22) 

Tendo em vis~a a discussão an~erior, a solução para o 
\ 

Problema de Milne pode ser formulada como a combinação das solu-

ções elemen~ares que se anulam no infini~o mais ~ . En~ão, 
o 

IJI Cx./-l)=a ~+Cx,l-l)+~ Cx./-l)+ f
0
i. ACv)~ Cx,l-l)dv, o o+ o o J, v 

C1. 23) 

sendo que o coeficien~e de ~o Cx,l-l) foi fei~o igual à unidade para 

efei~os de normalização. 

Aplicando-se a condição de con~orno C1.22) na equação 

(1.23) ~em-se, dire~amen~e. 

(1. 24) 

Aplicando relações de or~ogonalidade desenvolvidas para 

o in~ervalo 0~1-l~l. Cha~j-ranee), 

pron~amen~e encon~rados (7,8]. 

os coeficien~es a e o+ 
ACv) são 

Relacionado ao Problema de Milne, um impor~an~e concei~o 

aparece. Tra~a-se do concei~o de dis~ância e~rapolada, ou seja, a 

dis~ância da in~erface Cx=O) para a qual o componen~e assin~6~ico 

da densidade, 

2nJ1 [a w+Cx,n) + Cx,u)Jd,, pas= -t o+ro ~ ~o ~ ~ (1.25) 
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se anula. 

Se p se anula na dis~ância x=-z , Cpor~an~o à esquer-
as o 

da da placa semi-in!ini~a) e considerando que 

e 

resul~a que 

+ 
VJ-(X,I-i) 

o 

:l + 
f </>-(1-i)d~-i = 1, 

-:l o 

a = expC-2z /v) = expCC-2z /v )+in), 
o+ o o o o 

ou 

v z = ~[-ln a +in] 
o co o+ 

C1.26.a) 

C1. 26. b) 

C1. 27. a) 

(1. 27. b) 

sendo que a pode ser calculado com as relações de or~ogonalidade o+ 

mencionadas acima. 

mula: 

A expressão explici~a para z é dada pela seguin~e !ór­
o 

2 
c 1-l 

2 
1-1-i ] 

-:l 1-l 
v ~anh C---)d~-i . 

o v 
o 

(1. 28) 

Es~a expressão pode ser simpli!icada e reescri~a para 

di!eren~es valores de c, descri~os a seguir: 

cz (c) = 1 - c ln 2 
o 2 c 

c<<1; 

cz (c) = 0,710446 (1 - 0,0199C1-c) 2 + · · ·J, 
o 

C1. 29. a) 

C1.29.b) 

14 



para. lc-1 1<<1; 

cz Cc) = 3/4, 
o 

C'+ 00 C1.29.c) 

4.0 O Problema da Cri~icalidade para uma Placa Plana 

Considere-se uma placa plana de espessura 2a, cujo cen-

~ro coincide com a origem, con~orme a ~igura 1. 

~igura 1 

-a o a 

No in~erior da placa o transporte de nêutrons é descri~o 

pela equação 

sujeita à condição de simetria 

(1. 30) 

(1. 31) 
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e cuja condição de con~orno é designada por 

lp( -a, J .. D = O. f-l?:.O. (1. 32) 

A solução é dada em ~ermos da combinação linear das so-

luções elemen~ares 

+ 
lp( x, f.J) =a V' C x, f.J) +a V' o+ o o- o 

Da condição de sime~ria decorre que 

a = a o+ o-

e 

AC v) = AC -v) 

Assim, a equação C1.33) pode ser escri~a como 

admi~indo a normalização a =1. o+ 

(1. 33) 

C1. 34. a) 

C1.34.b) 

(1. 36) 

Aplicando a condição de con~orno (1.32), chega-se a 

(1. 36) 

cuja solução não é conhecida. Pode-se, porém, mudar-lhe a ~orma de 
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modo a encon~rar uma solução i~era~iva. Fazendo 

BCv) = ACv)expCa/v), (1. 37) 

equação (1.36) ~orna-se 

f'- BCv)q, CJ .. Ddv = -q, CJ .. DexpCa/v ) - q, CJ.1)expC-a/v) -
Jo v o o o 

- f'- BCv)q, C-J.1)expC-2a/v)dv. 
Jo v 

(1. 38) 

A equação acima pode ser reescri~a em ~ermos das funções 

XCz) propos~as por Case,(8], na forma 

v XCv )exp(a/v ) - v XC-v )expC-a/v ) -
o o o o o o 

- J~ vBCv)XC-v)expC-2a/v)dv = O (1.39) 

cujos valores de XCv) são calculados pela expressão 

XCz) 

(1.40) 

A equação C1.39) é chamada de equação cri~ica. Tabelas 

com valores numéricos da função XCz) para diferen~es valores de z 

e c aparecem desenvolvidas na li~era~ura [8). 

A equação (1.38), novamen~e manipulada, fornece uma so-

lução em ~ermos de 8(J.1), cujo valor é inserido na equação cri~ica 

C1.39) a fim de de~erminar se os valores de c e a conduzem a uma 



configuração cri~ica. Tal expressão ~orna a forma 

,uBC ,u) [-

4. 1 Sol uções Apr oxi madas 

v XCv ) 
o o 

,LI - 1.) 

o 
expCa/v ) + 

o 

c 1. 41) 

Não há sen~ido fisico em buscar solução para o problema 

de cri~icalidade para c<1, pois es~a si~uação ocorre somen~e para 

c>1. Em aplicações prá~icas, porém, não são encon~rados casos em 

que c seja mui~o maior que a unidade. Por ou~ro lado,demons~ra-se, 

[8], que se Cc-1) é pequeno,o valor da espessura cri~ica é grande. 

Es~as observações, aliadas ao fa~o de que a equação cri~ica (1.39) 

possui no ~ermo in~egral a função exponencial com argumen~o nega-

~ivo, C-2a/v), levam a considerar razoável, como uma primeira a-

proximação, que esse mesmo ~ermo possa ser negligenciado.Por~an~o. 

C1.39) reduz-se a 

XCv )expCa/v) - XC-v )expC-a/v) =O C1.42) 
o o o o 

Considere-se o seguin~e resul~ado decorren~e da solução 

18 



do Problema de Milne: 

XC-v )/XCv ) = -expC-2z /v ) 
o o o o 

(1. 43) 

Es~a expressão in~roduzida na equação C1.42J irá reduzi-

la a 

cos[(a +z J/lv IJ = O. o o o 
Cl. 44) 

onde é o valor absolu~o de v e a o valor da espessura 
o o 

cri-

~ica para es~a primeira aproximação. 

ou 

Por~an~o. 

Ca +z J/lv I = rr/2 o o o 

a 
o 

z 
o 

Cumpre ressal~ar que a espessura cri~ica acima 

C1. 45. a) 

C1.45.bJ 

ob~ida 

decorre da aproximação assin~ó~ica no sen~ido que somen~e as au~o-

funções discre~as foram consideradas na equação cri~ica (1.39). 
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1.0 Introdução 

O método PN, [1,2,7,8,10,11,14,19], de solução da equação do 

transporte para um grupo de nêutrons é, na verdade, a aplicação de 

um método genericamente denominado dos harmônicos esxéricos, res-

'Lri'La às geometrias plana e esxérica. Nestas geometrias as !unções 

dos harmônicos esxéricos reduzem-se aos polinômios de Legendre. O 

procedimento geral deste método consiste na expansão da dependên-

cia angular do !luxo em uma série de polinômios de Legendre, com 

vistas a eliminar o 'Lermo integral da equação do transporte, a'Lra-

vés da aplicação das relações de ortogonalidade destes polinômios. 

Esta série inxini'La é, então, truncada no N-ésimo 'Lermo. 

Em geometria plana, o !luxo depende somente de x e ~.por'Lan-

'Lo pode ser expandido na xorma: 

(2.1) 



onde PC~) são os polinômios de Legendre e ~Cx) !unções da variá-
l l 

vel espacial a serem de~erminadas. As !unções q:> (x) são, para +~an­
l 

~o. expandidas na forma, [2,19]: 

(2. 2) 

que apresen~a semelhança ao processo de separação de variáveis 

propos~o por Case, sendo v,,Cj=1,2, ... ,N+1),as raizes do polinômio 
J 

T (v),como se verá a seguir. Deve-se, an~es, observar que os po­
N+~ 

linómios TlCv) obedecem à fórmula de recorrência: 

C 2t+1) v T L C v) = Ct+1) T Cv) + l T (v) 
l+~ l-~ 

+ v 6 
o' l 

c, 

(2. 3) 

semelhan~e a dos polinômios de Legendre, exce~o pelo úl~imo ~ermo. 

6 é definido como o del~a de Kronecker e c o número médio de 
o. l 

nêu~rons secundários emi~idos por colisão. 

Os valores v. provém dos procedimentos que serão descri~os a 
J 

seguir. A expressão C2.1), escri~a em ~ermos da equação C2.2), a-

parece na forma 

N N+~ 

l =o j = ~ 

(2. 4) 

sendo A. ,j=0,1, ...• N. coeficientes arbi~rários a serem de~ermina­
J 

dos conforme as condições de contorno prescri~as para o problema 
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em ques~ão.Se a equação C2.4) for in~roduzida na equação de ~rans-

port.e, 

1-l ~X. 1-l) + VÁ- X. 1-l) = ~ I ~ X. 1-l • ) d!-l > • 

-i. 

(2. 5) 

após manipulações algébricas, a seguin~e relação será ob~ida: 

P C!-l) T C v ) 
N N+i. J 

P C!-l)T Cv.) =O, 
N+i. N J 

(2. 6) 

a qual, mul~iplicada por P~C!-l) e in~egrada na variável ~no in~er­

valo (-1,1], para ~=0,1, ... ,N, reduz-se a: 

T Cv ) = O. (2. 7) 
N+i. J 

Des~e modo, para a aproximação de grau N, exis~em N+1 raizes 

v .. Se N for um número impar, haverá um número par de raizes simé­
J 

~ricas. Es~e fa~o decorre da carac~eris~ica de paridade apresen~a-

da pelo polinômio T C v), para N impar. 
N 

Se for levada em consideração a sime~ria das raizes, equa-

ção C2.4) assume a seguin~e forma: 

N <N+i.>/2 

' ' 2l +1 l VJ(x.~)= L. L. ~ TlCvj) expC-x/vj) PlC!-l)[Aj + C-1) Bj], 

l=O j=i. 

(2. 9) 

sendo 8. ~ambém um coeficien~e arbi~rário a ser de~erminado e j= 
J 

0, ... CN+1)/2). A expressão C2.9) é ob~ida usando-se a seguin~e 

propriedade dos polinômios Tl(v): 
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C2. Q) 

2.0 Aplicação do Mé~odo PN na solução do problema de cri~icalida-

de para uma placa plana 

Considere-se a equação do ~ranspor~e independen~e do ~empo, 

homogênea, com espalhamen~o iso~rópico e um grupo de energia para 

uma placa plana de espessura 2a, (ver ~igura 1): 

J-l ~X,J-l) + -yi(X,J-l) = ~I ~X,J-l')dJ-l', 
-t. 

C2. 5) 

simé~rica, 

VJ(x,J-l) = -yl(-x,-J-l), (2. 10) 

e com a seguin~e condição de con~orno: 

(2.11) 

Da condição de sime~ria C2.10) resul~a que A.= B .. Por~an~o. 
J J 

N <N+t.>/2 

.. .r ) ~ ~ A J. 
2

2
t +1 T C ) P C ) [ C r~X,J-l = L L t vj t J-l exp -x/vj) + 

l=O j=t. 

C2. 12) 

l + C -1 ) expC x/v . ) ] . 
J 



Não é possível sat..isf'azer a condição de cont..orno C2.11) para 

a aproximação P . A razão reside no fat.o de que a condição de con­
N 

torno é válida para 0~~~1, enquanto na expansão ~x.~) em lermos 

de TLCv) o parâmet.ro v assume valores para -1Sv~1. Por isso,a con-

dição de cont.orno C2.11) será subst.it.uida por condições de cont.or-

no apropriadas que serão discut.idas a seguir. 

Uma dest.as condições, denominada condição de cont.orno de 

Mark,[7J,equivale, fisicament.e,a subst.it.uir o vácuo no ext.erior da 

placa por um meio purament.e absorvedor, i.e., os nêut.rons que a-

bandonam a placa não mais ret.ornam, ou seja, 

C2. 13) 

sendo k=1,2,3, ... ,CN+1)/2, CN impar). Est.a condição é válida para 

um número finit.o de valores ~k' que são as raizes posit.ivas de 

p (~) = o. 
N+:t 

A out.ra condição de cont.orno consist.e em considerar os mo-

ment.os impares do fluxo na variável~. no int.ervalo [0,1], iguais 

a zero. Assim, para a aproximação P com N impar,t.em-se N+1 condi­
N 

ções de cont.orno, ou seja, 

(2.14) 

sendo k=1,3,5, ... ,N, com N impar. 

Est.as são conhecidas como as condições de Marshak,[7].0bser-

va-se que para k=1, a condição resulta na inexist.ência de corrente 

ent.rando do ext.erior para a placa, familiar em t.eoria da difusão: 
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C2. 15) 

Veriíica-se que as condições de con~orno de Marshak propici-

am resul~ados melhores que aqueles advindos da aplicação da condi-

ção de Mark [7,111. Ambas, porém. são bas~an~e u~ilizadas. 

A íim de exempliíicar o cálculo da meia-espessura cri~ica da 

placa plana. ado~ar-se-ão as condições de con~orno de Marshak. Por 

esse mo~ivo, a expressão C2.12). escri~a para x=a e -p deve ser 

mul~iplicada por PkC-p), k=1.3 •...• N. CN impar), in~egrada no in­

~ervalo [0,1] e igualada a zero: 

(2.16) 

resul~ando um sis~ema de CN+1)/2 equações lineares. que permi~em 

de~ermi nar as C N+1) /2 i ncógni ~as A .. 
J 

Assim. para a aproximação P a seguin~e equação ma~ricial é 
9 

ob~ida de C2.16): 

onde 

[

RC v~) 

SCv ) 
~ 

RC v 2 )] • [ A~] = O • 
SCv ) A 

2 ~ 

(2.17) 

RCv .)= 1/2 T Cv .) + 6/9 T Cv _)coshCa/v _) + T Cv _)senhCa/v .) e 
J o J 2 J J ~ J J 

SCv )= -1/9 T Cv) + 6/8 T Cv.)cosh(a/v.) + T Cv.)senhCa/v,), com 
j o j 2 J J 9 J J 

j =1. 2. 

Uma vez que T Cv.). Cl=1,2.3). e v. são conhecidos. 
l J J 

res~am 
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como incógni~as os coeficien~es cons~an~es A e A e a meia espes-
~ 2 

sura cri~ica a. 

Para a de~erminação de a,que é o obje~ivo do cálculo de cri-

~icalidade, considera-se o fa~o de que, para que o sis~ema acima 

~enha solução não nula, o de~erminan~e da ma~riz deve ser nulo. O 

problema consis~e. por~an~o, em de~erminar o valor de a que anula 

o de~erminan~e em C2.17). Para ~an~o. no presen~e ~rabalho u~ili-

zou-se o mé~odo da bissecção. 

Na ~abela abaixo são comparados os resul~ados exa~os ob~idos 

por Case, [8], àqueles ob~idos pelas aproximações Pt, P3 e P~. u-

~ilizando condições de con~orno de Marshak. São ~ambém apresen~a-

dos os erros percen~uais en~re os valores exa~os e os das aproxi-

mações. 



c Case P:t Erro Pa Erro p~ Erro 

1.1 4.2266 4.4573 5.46 4.2427 0.38 4.2318 0.12 

1.2 2.5796 2.8250 9.51 2.6040 0.95 2.5852 0.22 

1.3 1. 8776 2.1226 13.05 1.9099 1. 72 1. 8840 0.34 

1.4 1. 4768 1. 7162 16.21 1. 5153 2. 61 1.4844 0.51 

1.5 1. 2152 1.4470 19.07 1.2583 3.55 1. 2243 0.75 

1.6 1.0303 1.2538 21.69 1.0768 4.51 1.0409 1. 03 

1.7 0.8928 1.1078 24.08 0.9414 5.44 0.9047 1. 33 

1.8 0.7963 0.9931 24.71 0.8364 5.04 0.7995 0.40 

1.9 0.7016 0.9006 28.36 0.7526 7.27 0.7158 2.02 

2.0 0.6527 0.8241 26.26 o. 6841 4. 81 0.6477 0.77 

TABELA 1 

Comparação das espessuras cri~icas calculadas pelos mé~odos 

PN e Case 
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MÉTODO LTSN 

1.0 In~rodução 

O mé~odo LTSN (3,4,5,6,18J,consis~e de uma ~ormulação anali­

~ica para o problema de ordenada discre~a da equação de ~ranspor~e 

de nêu~rons em geome~ria plana para um grupo de energia e espalha­

men~o aniso~rópico linear. Es~a ~ormulação anali~ica é ob~ida pela 

aplicação da ~rans~ormada de Laplace na equação de ordenada dis-

cre~a, (equação SN), com o dominio extendido adequadamen~e Resul~a 

des~e procedimen~o um sis~ema de equações lineares que deve resol-

vido em ~ermos do ~luxo angular ~rans~ormado. O ~luxo angular é 

ob~ido por inversão do ~luxo angular ~rans~ormado, a qual se dá 

~ambém anali~icamen~e. pelo mé~odo de inversão por expansão de 

Heaviside. Para a solução do sis~ema de equações em ~ermos do ~lu-

xo ~rans~ormado, deve-se de~erminar a condição inicial 

desconhecida para ~<O, o que é conseguido a par~ir da aplicação da 

condição de con~orno em x=a para ~<O. 



2.0 A formulação anali~ica LTSN 

Seja 

f.1 d VJ Cx) + et VJ Cx) 
m- m T m 

dx 

1 = =;; [c 
c eo 

(3. 1) 
N 

+ 3f.1metet k~t f..lkVJkCx)wkl + Q(x), m=1, ... ,N, N par e O~~a 

a equação de ordenada discre~a CSN), para o caso de espalhamen~o 

aniso~rópico linear, sujei~a às condições de con~orno 

VJ C 0) = 1 , f.1 >O 
m m m 

(3.1. a) 

e 

VJ C a) = g , f.1 < O • 
m m m 

(3. 1. b) 

onde 1 e g são os !luxos que en~ram na !ron~eira do 
m m 

dominio; 

VJ Cx)= VJ(x,f.1 ) é o !luxo angular de par~iculas na direção f.1 • et é 
m m m' T 

a seção de choque ~o~al; et e et são as componen~es de ordem ze-so et 

ro e de primeira ordem da seção de choque di!erencial de espalha-

men~o. respec~ivamen~e; Q(x) é o ~ermo de !on~e; f.1 são as raizes 
m 

do polinômio de Legendre de N-ésimo grau e wk são os 

pesos da quadra~ura de Gauss. 

respec-tivos 

Aplicando-se a ~rans!ormada de Laplace à equação C3.1), sem 

o termo de !ante, obtém-se o seguinte sistema linear. a ser resol-

vi do: 
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ANCs) ;;ics) = F. (3. 2) 

onde ANCs) é a ma~riz cujos elemen~os são: 

A = s + 
i. ' j 

O'T 

1-lj 
3 2 O'ei.Wj/-lj, (3. 3. a) 

par a i = j , i , j = 1 , . . . , N ; 

A = (3. 3. b) 
~ ' J 

para i~j. i,j = 1, ... ,N; e ;<s) e F são os ve~ores: - -
Vi (s) f 

i. i. 

V' Cs)= Vi Cs) F = f 
2 2 (3. 4) - -

Vi Cs) f 
N N 

sendo que Vi Cs) represen~a a ~ransformada de Laplace de V' (x). 
m m 

Para a solução do sis~ema (3.2), são apresen~adas expressões 

anali~icas para a de~erminação dos cofa~ores e do de~erminan~e da 

ma~riz ANCs), ob~idas por Barichello [4). Assim, 

N N N 

de~ANCs)= Tf Cs+~ ) - L {[ 
k= i. 1-lk k= i. 

O'sOWk 

2!-lk 
3 

+ 2 O'e1Wk/-lk J TT (S+~ )}+ 
l=1 1-ll 

3 
+ :;rcsoO'st L 

k=t 

N N 

L { WkWl/-ll c - 1
- - -

1-:> 
1-lk 1-ll l=i. 

l~k 

l~k 

(3. 5) 

N 

TI Cs + O'T)}· 

m=i. 
1-lm , 
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os co!a~ores de ANCs) para i=j são dire~amen~e ob~idos a~ravés da 

seguin~e fórmula: 

B 
i. ' j 

N 

=TI 
k=~ 

)c ;o! i. 

+ 
3 

N 

Cs + O'T ) - ~ {[ 
1-lk 

k=~ 

)c ;o! i 

N N 
:;raso os~ ~ ~ { WkWl/-ll 

k=~ l=~ 

)c ;o! i l;o!k,i 

(_1 _ 
1-lk 

para i;o!j, os co!a~ores são dados por: 

-

B 
\. , j 

O'eOWi. = [ 
3 N 

+ os~wi.ui.] TI Cs+~ )-2 ,... )c 
k=~ 1-l 
k;o!i., j 

_ 1_) 
1-ll 

N 

N 

TI 
m=~ 

N 

TI 
l=~ 

l;Ji!k 
l;JI!i 

Cs 

m;lli!k,l,i. 

+ O'T)}· 
1-lm • 

3 
- :;raso O's1 - 1-l~JTI 

1-l l=1 

Cs + O'T)}. 
1-ll 

Jc;o!i., j k l~i.,j,k 

3.0 O mé~odo LTSN aplicado ao problema de cri~icalidade 

(3. 6) 

(3. 7) 

Considere-se a equação de ordenada discre~a (equação (3.1)), 

escri~a sem ~ermo de !on~e e com espalhamen~o iso~rópico: 

31 



1 
1-1m d V' Cx) + a V' Cx) = 2 dx m T m 

Cl 
so 

N 

L V' Cx)w , 
k=t k k 

sujei~a às mesmas condições de con~orno C3.1.a) e C3.1.b). 

(3. 8) 

Se se 1izer c 
C/SO 

= o:r-' equação C3.8),escri~a em ~ermos da dis-

-1 
~ãncia óp~ica Cx --;, a x). t-orna-se: 

1-1m d V' C X) 
dx m 

1 
+ V' Cx) = c 

m 2 
N 

L V' Cx)w 
k=t k k 

(3. 9) 

Tal formulação é convenien~e pois vincula a espessura cri~i-

caCa) a um único parãme~ro Cc), que é o número de nêut-rons que a-

parecem por colisão. 

À equação C3.9) aplica-se a ~ransformada de Laplace. resul-

~ando um sist-ema de equações algébricas em "Lermos do parãme~ro 

complexos. Tal sist,ema pode ser vist-o na forma ma~ricial. como na 

equação (3.2): 

ANCs) tpcs) = F. (3. 2) - -
Considerando-se a isot,ropia e que a equação de ordenada dis-

cre~a é escrit-a em t,ermos do parãme~ro c- (equação C3.9)),as ex-

pressões para o det,erminan~e de ANCs) e para os elemen~os da ma-

~riz de cofa~ores simplif'icam-se consideravelmen~e. Dest,a forma, 

N 
1 

N 

det,ANC s) = 1T C s+-) - L { 
1-lk k=1 

N 1 1T Cs+- )) ; 
l=t 
l;;o!k 

1-ll 

a expressão que dá os cof'at,ores para i=j t,orna-se: 

(3.10) 
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N 

!......) 
N N 

1 TT l: { 
c w.k 

TT c 3. 11) B = Cs + - Cs+-)} • 
i. ' j .k=t J...lk k=t 2J...lk 

l=i. J...ll 

k~i. k~i. l~k 

l~i. 

e para i~j ~em-se que 

B = 
;_ ' j 

N 1 TT Cs+- ). 
J...lk 

C3. 12) 
k=t 
k~i.' j 

Para a solução do sis~ema C3.2) para o !luxo ~rans!ormado. 

~s) (3.13) -
considere-se que a ma~riz de co!a~ores é dada por 

~<N]. 
BNN 

(3.14) 

Observa-se. pois. que 

';jj C s) 811 8N1 ! 1 1 

';jj C s) 
1 

812 BN2 ! 
2 2 (3. 15) = -r 

';jj C s) 81N BNN ! 
N N 

sendo â o de~erminan~e da ma~riz ANCs). 

Pode-se escrever uma expressão para o !luxo ~rans!ormado. em 

~ermos do sis~ema acima do seguin~e modo: 



lfm(s) = ~ [B~m Í~ + B2m Í2 + ••• + BNm ÍN] (3. 16) 

O fluxo angular é ob~ido por inversão do fluxo ~ransformado, 

por meio da ~écnica de inversão de Heaviside, ou seja, 

VJ(x) 
m 

(3.17) 

onde sk são as raizes do polinômio carac~eris~ico da ma~riz ANCs), 

~· é a derivada do mesmo polinômio carac~eris~ico e 

ljj Cs) = CX::s)/~Cs) 
m 

(3.18) 

Assim, após alguma manipulação algébrica, a seguin~e expres-

são aparece: 

VJ m ( x) = f~ [ ~ ~: expC s :1 x) + ~ ~! expC s 2 x) + ... + B:t~ exp(s x)] + 
N 

(3. 19) 

+ ... + í [ BN~expCs x) 
N ~ :1 

+ BN~expC s x) + ... 
~ 2 

N + BNmexpCs x)] 
~ N 

k 

Os indices k, k = 1, ... ,N, em Bnm e ~'k indicam que es~es ~ermos 

são calculados para sk. 

Surge, en~ão, um sis~ema com N equações que, conforme a ex-

pressão (3.19), pode ser vis~o como 

VJ Cx) = ECx) F (3. 20) 
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sendo ~ Cx) o ve~or dos fluxos angulares, ECx) a ma~riz envolven-

do os ~ermos exponenciais e F o ve~or das condições iniciais. 

Para o cálculo do valor da espessura cri~ica, aplicam-se as 

condições de Mark 

VJ( O , 1-1 ) = O par a 1-1 .> O 
J J 

C3. 21. a) 

e 

VJ( a , 1-1) = O par a 1-1 .< O 
J J 

(3. 21. b) 

ao sis~ema acima. Equação (3.20) ~orna-se 

ECa) F = O (3. 22) -
Como os ~ermos ! para 1-1<0 não são nulos, 

m 
o ve~or F ~ambém -

não o é. A única maneira, por~an~o. de !azer com que a equação 

(3.22) ~enha solução não ~rivial é impor que o de~erminan~e de 

ECa) seja nulo. Usando mé~odos i~era~ivos adequados é possivel !a-

zer com que o de~erminan~e se anule para um de~erminado valor de 

a, o qual será o valor da espessura cri~ica. Nes~e ~rabalho o mé-

~odo i~era~ivo u~ilizado !oi o mé~odo da bissecção, pela sua sim-

plicidade e bons resul~ados. Cabe ressal~ar que não exis~e um úni-

co valor numérico que anula o de~erminan~e da ma~riz ECa), mo~ivo 

pelo qual a~enção deve ser dada na escolha do in~ervalo inicial 

para ob~enção da espessura cri~ica. Maiores de~alhamen~os sobre os 

procedimen~os ado~ados são encon~rados no apêndice B. 

São apresen~ados na ~abela abaixo os valores ob~idos pelas 
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aproximações LTSz. LTS4 e LTS6. comparados aos resultados exatos 

encon~rados por Case. (9]. Também são tabelados os valores percen­

tuais dos erros em relação aos valores exatos. 
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c 

1.1 

1.2 

1.3 

1. 4 

1.!3 

1.6 

1.7 

1.8 

1.9 

2.0 

Case LTS2 Erro LTS• Erro LTSó Erro 

4.2266 4.6174 9.25 4.2707 1. 04 4.2420 0.36 

2.5796 2.9700 15.13 2.6372 2.23 2.5972 0.68 

1.8776 2.2!3!31 20.10 1.9467 3.68 1.8980 1. 09 

1.4768 1.8383 24.48 1.!3!347 !3.27 1.!3003 1. 59 

1. 21!32 1. !3600 28.37 1. 2990 6.90 1.2418 2.19 

1. 0303 1. 3591 31.91 1.1180 8. 51 1. 0!398 2.86 

0.8928 1.2064 3!3.13 0.9828 10.08 0.9247 3.57 

0.7963 1.08!38 36.36 0.977!3 10.20 0.9203 3.01 

0.7016 0.9990 40.82 0.7932 13.06 0.7372 !3.07 

0.6!327 0.9069 39.9!3 0.7240 10.92 0.669!3 2.!37 

TABELA 2 

Comparação das espessuras cri~icas ob~idas pelos mé~odos 

LTSN e Case 
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MÉTODO LTPN 

1.0 Introdução 

O método LTPN, [15,16,17], consiste basicamente de uma solu­

ção analitica para a aproximação PN da equação de transporte de 

nêutrons em geometria plana,considerando um grupo de nêutrons e a­

nisotropia de ordem L.A caracteristica principal deste método con­

siste na aplicação da trans~ormada de Laplace para resolver o sis­

tema de equações di~erenciais oriundas da aplicação da aproximação 

PN sobre a equação do transporte. O sistema linear resultante para 

o ~luxo angular trans~ormado é resolvido para a aproximação de or­

dem N. O ~luxo angular é obtido procedendo-se a inversão do fluxo 

angular transformado pela técnica de expansão de Heaviside. 



2.0 A formulação LTPN 

Seja 

C4.1) 

L:$N 

= ~ 
l=o 

2l +1 
2 

p c J-1) C1 Ii. p c 1-l' ) VÁ X, 1-l • ) dJ-1' • 
l sl l 

-i. 

a equação do ~ranspor~e de nêu~rons a um grupo de energias com es-

palhamen~o aniso~rópico de ordem L, sujei~a às condições de con-

~orno 

C4. 1. a) 

e 

(4.1. b) 

sendo !CJ-I) e g(J-I) os !luxos inciden~es nas fron~eiras do dominio; 

VÁX,J-1) o !luxo angular de par~iculas na direção J-I; o a secção de 
T 

choque ~o~al e o
9

l a 1-ésima componen~e da secção de choque di!e-

rencial de espalhamen~o de ordem L:$N. 

O !luxo angular é aproximado pela expansão PN 

N 

VÁ X' J-1) = l 
t=O 

2l+1 
-2-- ,pl c x) p l c J-1)' N impar. C4. 2) 

Subs~i~uindo a equação C4.2) na equação C4.1), resul~a o se-

guin~e sis~ema: 
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N 

l 
t=O 

2l+1 
-2-- p l c J.-1) [ r/> l • c x) + O' 

T 

C4. 3) 
N 

l 2l +1 
-2-- p l C J.-1) O' s l r/> l C x) • t=O ,1 • ... • N • 

t=O 

com rpl• C x) represen'lando a derivada de tj;Jt C x). 

Para a eliminação da dependência angular na equação C4.3), 

mul'liplica-se a mesma por Pk ,Ck=O, ... ,N), e in'legra-se a equação 

resul'lan'le na variável J.-1 no in'lervalo [-1,1]. Advém des'le procedi-

men'lo um sis'lema de equações di~erenciais ordinárias em rplCx), no 

qual é aplicada a 'lrans~ormada de Laplace, considerando o dominio 

adequadamen'le ex'lendido. O sis'lema algébrico advindo des'le proce-

dimen'lo é escri'lo como: 

ACs) ~s) = l/1(0) C4. 4) 

onde ~s) represen'la a 'lrans~ormada de Laplace do ve'lor l/J(x); r/>(0) 

é o ve'lor r/>(x) calculado em x=O e ACs) a seguin'le ma'lriz, (14]: 
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s a o a o a 1 
~, 2 t_j ~, N+ 1 

a s o o o o 
2 ' ~ 

o o s a o a 
ACs) = i. , j i., N+ ~ 

a. o a. 
1.. + ~, ~ l..+~,j-~ 

o o o 

a O 
N+~,~ 

a . 
N+ t, J- ~ 

s 

o 

o 

o 

s 

a 
N+t,N 

o 

a 
N,N+~ 

s 

C4. 4. a) 

Os elemen~os a de ACs) !ora da diagonal principal. 
i.,j 

para 

j~ i-1. são dados por: 

O; i impar e j par ou i e j impares 

a = 2j-1 
Co - O' . ) ; j=i-1 

i. , j -J-.- T S,J-:l 

2j-1 <i.-j-9>/2 C i -2Jc-2) 
-:r Co - O' ) TI ;i 

T s,j-t (i -2lc-1) 
k=O 

e. par a j ~ i +1 : 

a .. = 
1.. , J 

O; i par e j impar ou i e j pares 

Zj - 1 c O' - ) • i 1 
j -1 T O' . ; J = + s, J- t 

C4. 4. b) 

par, j impar ,j<i-1 

C4. 4. c) 

2j-1 <j-i.-s>/Z Ci+21c+1) . 
- C o - o ) TI ; 1 i mpar • j par • j >i +1 
j -1 T s,j-t C i +2k) 

k=o 

Ao se encon~rar a ma~riz inversa de ACs). o sis~ema es~ará 

resolvido para ~s). Res~ará o cálculo de qKx). que poderá ser en-

con~rado por expansão de Heaviside. A de~erminação de qKx) es~ará. 

assim, sujei~a ao conhecimen~o das condições iniciais qKO). Tais 
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condições são de~erminadas calculando-se os seguin~es momen~os 

(4. 6. a) 

(4. 6. b) 

com k = 0, ... ,N-1. Um sis~ema linear é gerado a~ravés des~e proce-

dimen~o, permi~indo a de~erminação de ~0). Uma vez de~erminado o 

ve~or ~x), o fluxo angular es~ará de~erminado pela equação C4.2). 

3.0 O mé~odo LTPN e o problema de cri~icalidade para uma placa 

Para o es~udo da cri~icalidade de uma placa plana considera-

se a equação (4.1) com espalhamen~o iso~rópico, ou seja, 

f.1 mpC X, f-l) + O' '1/Á. X, f-l) = 1 
iJx T Z 

O' 
so I ~ x, f-l' ) df-l • • O::S>e;a. 

-i 

(4. 6) 

sujei~a às mesmas condições de con~orno C4.1.a) e C4.1.b). 

A equação C4.6) pode ser reescri~a. de forma mais convenien-

~e em ~ermos da dis~ância óp~ica • ou seja, x é subs~i~uido por 

-i 
O' x: 
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f-i ~X, f..i) + ?jl( X. f-i) = ~I i. ?jl( X. f-i • ) df-i • • 

-~ 

C4. 7) 

observando que nes~e caso, c=qso/OT. 

A ~im de exempli~icar o uso do mé~odo LTPN na solução do 

problema de cri~icalidade, a seguir serão desenvolvidos os prece-

dimen~os rela~i vos à aproximação LTP9. 

Subs~i~uindo-se a expansão PN escri~a para N=3, 

9 

2m+1 
-2-- <P Cx)P Cf-i). 

m m 
(4. 8) 

m=O 

na equação do ~ranspor~e C4.7), e ~ornando-se os qua~ro primeiros 

momen~os, ob~ém-se o sis~ema de equações di~erenciais abaixo: 

<P' c x) + C1-c)<P C x) =O 
~ o 

<P' c x) + 2<P' Cx) + 3<P = o 
o 2 ~ 

2<P' (x) + 3<P' Cx) + 5<P (x) = o 
~ 9 2 

3<P' Cx) + 7<P Cx) = O, 
2 9 

sendo <P'Cx), m=1,2,3, as derivadas das ~unções <P (x). 
m m 

Aplicando-se ao sis~ema acima a ~rans~ormada de Laplace, ob-

~ém-se o sis~ema linear, 

s 3 o -14/3 (/) C s) <P CO) o o 

1-c s o o ';f, C s) <P (0) 
t t = 

o o s 7/3 ';f, C s) <P CO) 
z z 

-2/3(1-c) o 6/3 s (/) C s) <P (0) 
3 a 

C4. 9. a) 



escri~o na forma ma~ricial: 

ACs) ;pcs) = </J(O). (4. 9. b) 

A equação C4.9.a) pode ser ob~ida dire~amen~e das equações C4.4). 

uma vez realizadas as simplificações adequadas. Co = 0). 
st. 

Resolvendo o sis~ema C4.9) ob~ém-se 

;pcs) 
-:l = A Cs)</J(O). 

"' "' 
ou 

~s) 
1 8T(s) </J(O) • = -r .... "' 

C4. 10. a) 

(4. 10. b) 

sendo 8T a ~ranspos~a da ma~riz de cofa~ores e ~ o de~erminan~e de 

ACs). 

Definindo a ma~riz de cofa~ores como: 

8 = [8 ~ :t . . . ~ :t 4] 
. . . 

84:t 844 

en~ão C4.10) pode ser reescri~a como 

';j) Cs) 8:t:t 8z:t 8s:t 84:l rp (0) 
o o 

';j) Cs) 
1 

8:tz 822 8sz 842 rp CO) 
:l :l 

';j) Cs) 
=-r 

8:t a 8za 8aa 849 rp (0) 
2 2 

';j) Cs) 8:t4 8z4 834 844 rp CO) 
3 9 

Resolvendo-se C4.12) para rp Cs). ob~ém-se a expressão 
m 

(4.11) 

C4.HD 
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l ?)mCs)= ~ CB1,m+1 rp
0

CO) + B2,m+1 tp
1
C0) + 

+ 83,mH </> C 0) + B4,mH rp C 0)] . (4.13) 
2 9 

onde m=0,1, ... ,3. 

Por expansão de Heaviside encon~ra-se uma expressão para 

<f> (x), em ~ermos da equação C4.13), 
m 

<f>Cx) 
m 

(4.14) 

onde sk são as raizes do polinômio carac~eris~ico da ma~riz ACs), 

à'Cs) é a derivada do mesmo polinômio carac~eris~ico e 

~m(s) = DCs)/à(s) (4.19) 

Assim, após alguma manipulação algébrica, a seguin~e solução 

para <f> Cx) aparece: 
m 

</>m Cx) = <I> o CO) [ 1 expCs x) 81, m+1 
à'1 1 

4 expCs x)] + ... +B1, m+1 + 
à' 4 4 

(4. 16) 

+ . . . + 4>4 CO) [ 1 
84,m+1 expCs x) + ... 4 +BN, m+t expCs x)]. 
à' 1 1 à' 4 4 

k 

Os indicas k ,k=1, ... ,4, em Bnm e à'k indicam que es~es elemen~os 

são calculados para a raiz sk. 

Achada a expressão para 4> (x), o fluxo angular é dado 
m 

equação C4.8), 

pela 
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3 

~X,J .. D= l 2m+1 
-

2
-- </> Cx)P CJ .. D, 

m m 

m=o 

ou, vis~o de ou~ra !orma, 

1 3 = 
2
- P Ct .. D</> Cx) + -

2 
P Cf .. D</> Cx) + 

o o • • 

5 7 
+ 2 p 2 c IJ) </> 2 c x) + 2 p 3 c IJ) </> 3 c x) . 

(4. 8) 

C4. 1 7) 

Aplicando-se as condições de Marshak à equação C4.17), 

I. p CIJ) ~ o . J..l) dJ..l = o. C4. 18. a) 
o k 

e 

I: p k c -IJ) ~a, -J..l) dJ..l = o. (4. 18. b) 

sendo k=1,3, resul~a um sis~ema de qua~ro equações algébricas: 

4</> c 0) + 8</> CO) + 5</> CO) = o 
o i 2 

4</> C a) - 84> C a) + 5</> (a) = o o • 2 

-q, CO) + 5</> (0) + 8</> CO) = o 
o 2 3 

-q, Ca) + 5</> (a) - 8</> C a) = o 
o 2 3 

Lembrando que as !unções </> Cx) são dadas pela 
m 

C4.16), o sis~ema acima pode ser vis~o como: 

ECa) </>(0) = o. 

C4.19) 

equação 

(4. 20) 
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sendo ECa) a ma~riz resul~an~e quando abs~raimos do sis~ema as 

condições iniciais ~CO). 
m 

Uma vez que o ve~or ~0) da equação C4.19) não é nulo, o de-

~erminan~e da ma~riz ECa) deve se anular. O valor de a que anula o 

de~erminan~e é o valor da espessura cri~ica. Pode-se chegar !acil-

men~e ao valor de a u~ilizando-se mé~odos i~era~ivos adequados. No 

presen~e ~rabalho roi u~ilizado o mé~odo da bissecção. Maiores de-

~alhamen~os são encon~rados no apêndice B. 

Na ~abela abaixo são comparados os valores da espessura cri-

~ica, Cem !unção de c), ob~idos pelas aproximações, LTPN aos valo-

res exa~os ob~idos por Case, [8]. Convém observar que os valores 

ob~idos pelas aproximações LTPN coincidem exa~amen~e com aqueles 

ob~idos pelas aproximações PN de igual ordem. São ~ambém apresen-

~ados os erros rela~ivos percen~uais em relação aos valores de Ca-

se. 
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c Case LTP1. Erro LTPa Erro LTP~ Erro 

1.1 4.2266 4.4573 5.46 4.2427 0.38 4.2318 0.12 

1.2 2.5796 2.8250 9.51 2.6040 0.96 2.6862 0.22 

1.3 1. 8776 2.1226 13.06 1.9099 1. 72 1.8840 0.34 

1.4 1.4768 1.7162 16.21 1. 6163 2. 61 1.4844 0.61 

1.5 1. 2162 1.4470 19.07 1. 2683 3.66 1.2243 0.76 

1.6 1. 0303 1. 2638 21.69 1.0768 4.61 1.0409 1. 03 

1.7 0.8928 1.1078 24.08 0.9414 6.44 0.9047 1. 33 

1.8 0.7963 0.9931 24.71 0.8364 6.04 0.7995 0.40 

1.9 0.7016 0.9006 28.36 0.7626 7.27 0.7158 2.02 

2.0 0.6527 0.8241 26.26 0.6841 4.81 0.6477 0.77 

TABELA 3 

Comparação en~re as espessuras cri~icas ob~idas pelos mé~odos 

LTPN e Case 
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CONCLUSOES 

Procuramos, no presen~e ~rabalho. realizar um es~udo do pro­

blema de cri~icalidade da placa plana por dois novos mé~odos apro­

ximados de solução da equação do ~ranspor~e unidimensional, a sa­

ber, mé~odo LTSN e mé~odo LTPN. 

Veriíicamos que, por ambos os mé~odos. são gerados valores 

para a espessura cri~ica que convergem para os valores exa~os de 

Case. (8], à medida que aproximações de ordens mais elevadas vão 

sendo consideradas. Geramos valores para as ~rês primeiras aproxi­

mações de cada mé~odo. 

Para as aproximações de primeira ordem,ou seja. LTS2 e LTP~. 

chegou-se a erros, em relação aos valores exatos, de no máximo 41% 

e 28%, respec~ivamen~e. Com as aproximações de segunda ordem. LTS4 

e LTP3, os erros máximos diminuíram para. respec~ivamente, 13% e 

7%. Das aproximações de terceira ordem, LTSd e LTP5, resultaram 

valores com erros máximos de 6% e 2% . Convém salientar que os er-

ros, para aproximações de ordens equivalentes, f·oram invariavel-

men~e menores usando o mé~odo LTPN. Não obstante, as ~abelas 2 e 3 



mostram que, para todos os valores calculados, o erro diminui mais 

rapidamente entre duas aproximações sucessivas LTSN. Isto indica 

que os valores obtidos pelas primeiras aproximações LTPN são mais 

próximos dos valores exatos, mas sua convergência numérica para e­

les é mais lenta que a das aproximações LTSN. 

Acreditamos ter chegado a resultados bastante razoáveis, já 

para a terceira aproximação,Cerros de 5% para LTS6 e 2% para LTP5), 

uma vez que Larsen, [11], considera que resultados exatos são ob­

tidos somente para a aproximação S4a. 

OrrUtimos deste trabalho considerações a respeito do problema 

de criticalidade para uma esfera porque, por meio de transforma-

ções adequadas, é possivel converter o problema de criticalidade 

para uma esfera em um problema similar em geometria plana, (13]. 

Sugerimos, para a continuidade deste trabalho, a extensão do 

uso das técnicas ora desenvolvidas à multiregião, bastando para 

tanto que se leve em consideração condições de continuidade nas 

interfaces. Do mesmo modo, acreditamos que a extensão da solução 

para o problema de multigrupo poderia ser obtida de forma computa­

cionalmente simples devido à analiticidade inerente aos dois méto­

dos estudados. 
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APt:NDICE A 

A EQUAÇÃO DO TRANSPORTE 

1.0 Int.rodução 

Alguns conceit.os necessários à dedução da Equação do Trans-

port.e são primeirament.e apresent.ados abaixo. 

• Densidade Angular: 

É o número provável de nêut.rons na posição ~· com direção n 

e energia E no inst.ant.e t., por unidade de volume, por unidade de 

ângulo sólido, por unidade de energia. 

Densidade Angular = NC~.g.E,t.) C A. i) 

Assim, NC~.g.E,t.)dVdgdE é o número provável de nêut.rons no 

volume dV em ~· t.endo direções dent.ro do ângulo sólido dO em t.orno 

de O e energias no int.ervalo dE em E, no t.empo t.. 

• Densidade: 
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De!ine-se densidade como: 

CA. 2) 

sendo que o simbolo 4n represen~a in~egração em ~odas as direções. 

A quan~idade nC~,E.~) represen~a o número provável de nêu-

~rons em ~· com energia E, no ~empo ~. por unidade de volume, por 

unidade de energia. 

• Corren~e Angular ou Fluxo Ve~orial: 

A corren~e angular é de!inida como o produ~o do ve~or velo-

cidade pela densidade angular. 

Corren~e Angular = y.NC~,Q,E.~) CA. 3) 

• Fluxo Angular ou Fluxo Escalar: 

Ê o produ~o da magni~ude da velocidade pela densidade angu-

lar, designado por ~~.Q.E.~). 

CA. 4) 

• Fluxo To~al : 

O !luxo ~o~al é de!inido como a in~egral do !luxo angular 

sob ~odas as direções, sendo deno~ado por ~~.E.~). 

CA. 5) 

• Corren~e: 



• 
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Seja ~ um ve~or uni~ário normal a um elemen~o de superfície 

dA, ~al que ~.dA é o ve~or normal a um elemen~o de superfície de 

área dA. En~ão, ~dA·~NC~.Q.E.~) é o número de nêu~rons a~ravessan-

do o elemen~o de superficie por unidade de ângulo sólido, por uni-

dade de energia, por unidade de ~empo. 

A in~egração sob ~odas as direções fornece o número liquido 

de nêu~rons por unidade de energia e ~empo cruzando dA. Assim, o 

número liquido de nêu~rons a~ravessando dA é igual a 

NdA·f ~NC~.Q.E.~)dQ. - crr 

A in~egral na expressão é chamada de corren~e e é represen~ada por 

CA.6) 

• Fon~es: 

Nêu~rons que aparecem por razões ou~ras que não colisões, 

Cpor exemplo, fissões espon~âneas, ação de raios cósmicos), são 

represen~ados pela quan~idade Q(~,Q.E.~). que é definida como a 

probabilidade por unidade de ~empo que um nêu~ron de energia E a-

pareça em ~ por unidade de volume por unidade de ângulo sólido por 

unidade de energia. 

• Seções de Choque 

A quan~idade o<~,E), denominada seção de choque macroscópica 

~o~al, é definida como a probabilidade de reação de um nêu~ron por 

unidade de comprimen~o de ~raje~ória. 



A seção de choque macroscópica ~o~al é a soma das seções de 

choque parciais para ~odos os ~ipos de colisões nêu~ron - núcleo, 

sendo que cada seção de choque parcial represen~a a probabilidade 

de que um ~ipo par~icular de par~icula emerja da colisão. Assim, 

o Cr,E) e o Cr,E) represen~am as seções de choque de espalhamento 
n - n' -

elástico e inelás~ico, respectivamente, o Cr,E) a seção de 
y -

de captura radioativa e o Cr,E) a seção de choque de fissão. 
f -

choque 

Define-se seção de choque di!erencial como a probabilidade 

de que, havendo colisão de um dado ~ipo, C espalhamen~o. !issão, 

etc.), os nêu~rons resultan~es tenham de~erminadas direções e e-

nergias. A seção de choque diferencial pode então ser representada 

por: 

o Cr,E').! Cr;O',E' ~ O,E), 
X - X - -

sendo o Cr,E') a seção de choque para uma reação do ~ipo x para 
X -

nêutrons de energia E' e !xC~;Q',E' ~ g,E)dgdE a probabilidade de 

que um nêutron com direção g• e energia E', tenha uma reação do 

~ipo x, emergindo da colisão um nêutron no intervalo dO em torno 

de O com energia dE em E. 

Uma boa aproximação para colisão com fissão é considerar que 

os nêutrons resultantes são emitidos isotropicamente. Desta !orma 

é possivel escrever: 

onde vC~;E' ~ E)dE é a probabilidade de que uma !issão causada 

por um nêutron em ~ com energia E' resultará em um nêutron no in-
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~ervalo dE em E. Além disso, vC~;E' ~ E) é normalizado ~al que 

1 
4n JJ -+ E)dOdE = J -+ E)dE = V(!:_,E'), 

onde vC!:.,E') é o número médio de nêu~rons produzidos por uma fis-

são em !:.• causada por um nêu~ron com energia E'. 

Para reações de espalhamen~o. um nêu~ron resul~a de cada 

nêu~ron que colide; as probabilidades de ~ransferência podem, con-

sequen~emen~e ser normalizadas. Assim, 

f f f C!:.; Q', E' -+ Q. E)dQdE = 1. 
n,n' 

Se aC!:.,E') é a seção de choque ~o~al, a probabilidade por u-

nidade de dis~ãncia em !:. de que resul~e um nêu~ron com direção O e 

energia E da colisão en~re um nêu~ron com direção Q' e energia E' 

e um núcleo, considerando ~odos os possiveis ~ipos de colisão, po-

de ser escri~a como: 

A quan~idade acima pode ser escri~a como 

oC!:.,E').fC!:.;Q'.E' -+ Q,E) = 2 oxC!:.,E').fxC!:.;Q',E' -+ Q,E) 
X 

In~egrando-se para ~odas as direções e ~odas as energias e 

considerando as normalizações, encon~ra-se: 
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f JrC':"_;Q' ,E' -+ O,E)dOdE = - -

CA. 7) 

a C r , E ' ) +a C r , E ' ) +a C r , E ' ) v( r , E ' ) +. . . 
n - n' - f - -

---------::,....---::o:-:--:::----------------=;cC r , E) , aCr,E') 

onde os índices n, n' e r ref'erem-se a espalhamen~o elás~ico, es-

palhamen~o inelás~ico e f'issão, respec~ivamen~e. 

A quant.idade c( r:_, E) represen~a. por~an~o. o número médio de 

nêu~rons emergindo por colisão em r, devido a nêu~rons que colidem 

com energia E'. 

• Taxas de In~eração 

Dos concei~os apresen~ados acima encon~ram-se, f'acilmen~e. 

algumas quan~idades ú~eis na dedução da Equação do Transpor~e: 

o vo : probabilidade de que um nêu~ron sof'ra uma colisão do ~ipo x 
X 

por unidade de ~empo; 

o VO' N 
X 

~axa de in~eração do ~ipo ~ ou o número de in~eraç8es do 

~ipo x por unidade de volume, energia e ângulo sólido na posição ':"_ 

e ~empo ~ devido a nêu~rons com energia E e direção 0, na unidade 

de ~empo; 

o vo n : número de in~eraç8s do ~ipo x por unidade de volume e de 
X 

energia na posição r e ~empo ~ devido a nêu~rons com energia E, na 

unidade de ~empo; 

o NCr:_.Q',E'.~)dQ'dE':número de nêu~rons por unidade de volume ~en-

do direç8es no in~erior de dO' em ~orno de O' e energias dE' em 

E' . • 

~axa, em nêu-
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~rons por unidade de volume e de ~empo, na posição ~ e ~empo ~. na 

qual a quan~idade NC~,g',E',~)d9'dE' é ~ransferida, a~ravés de in­

~erações do ~ipo x, para direções em dO em ~orno de O e energias 

em dE em E. 

2.0 Derivação da Equação do Transpor~e 

Sendo NC~,Q,E.~)dVdQdE o número provável de nêu~rons no ele­

men~o de volume dV, ~endo energias em dE em ~orno de E, com dire­

ções no in~erior do ângulo sólido dQ em ~orno de Q. no ins~an~e ~. 

a equação do ~ranspor~e é a equação que expressa a variação des~e 

número quando ~ranscorre um in~ervalo de ~empo ~~. Em ou~ras pala­

vras, é a equação que expressa um balanço en~re os nêu~rons que 

ingressam ou abandonam o grupo NC~,Q.E.~)dVdQdE duran~e o in~erva­

lo ~~. 

A dis~ãncia percorrida por um nêu~ron no in~ervalo ~~ é v~~. 

A probabilidade de que o nêutron saíra uma colisão nes~e ~empo é, 

pois, o<~,E)v~~. Assim sendo, a probabilidade de que os nêu~rons 

do grupo NC~,Q.E.~)dVdQdE o abandonem, no in~ervalo ~~. é 

Por ou~ro lado, a probabilidade de que os nêu~rons permaneçam no 

grupo é: 
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[1 - oCr,E)v~~JdVdOdE - -

Como resul~ado de colisões o número de nêu~rons en~rando no 

grupo é: 

o número de nêu~rons ingressando no grupo a~ravés de xon~es 

é: 

A densidade angular na posição ~ + Qvh~ e ~empo ~ + h~ é da-

do pelo balanço en~re os nêu~rons que en~ram e os que saem do gru-

po. Eliminando dVdOdE de cada ~ermo ob~ém-se: 

NCr + Qvh~.Q.E.~ + h~) = NC~,Q,E,~) [1 - oC~,E)vh~J + 

CA.8) 

Dividindo ambos os lados da equação por Ã~ e ~amando o limi-

~e quando Â~ ~ O, a equação acima ~orna-se: 



lim [CNCr + Qv~~.Q.E.~ + ~~) - NC~.Q,E.~))/~~] + 
~t-+0 

-+ O,E)v'NCr,O',E',~)dO'dE'J - - -

CA. 9) 

O primeiro ~ermo da equação acima é a derivada ~o~al com 

respei~o ao ~empo da densidade angular e pode ser deno~ado por 

dN/d~. onde N represen~a NC~,Q.E.~). 

Se o ~ermo NC~.Q.E.~+~~) ~or adicionado e sub~raido ao nume-

radar do ~ermo en~re parên~eses, duas expressões são pron~amen~e 

ob~idas: 

e 

lim [CNC~.Q,E.~ + ~~) - NC~.Q,E.~))/~~J 

~l-+0 

DN 
=~ 

lim [CNCr + Qv~~.Q.E.~ + ~~) - NCr,O,E.~+~~))/~~J = 
~t-+0 

CA.10) 

CA.11) 

Es~e úl~imo ~ermo represen~a a derivada direcional de N na 

direção Q. 

Fazendo-se os arranjos necessários a equação CA.9) ~orna-se: 

8N f ~ + v0·7N + ovN = f o'~v'N'dO'dE' + Q CA.12) 
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A equação acima é a forma básica da Equação do TransporLe de 

NêuLrons, que escriLa em Lermos do fluxo angular Lorna-se: 

1 a... f v ~ + Q-~~ + o~ = f o'f~'dQ.dE• + Q CA.13) 

2.1 Equação do TransporLe para um Grupo de NêuLrons 

A equação do LransporLe de nêuLrons em Lermos do fluxo angu-

lar independenLe do Lempo pode ser visLa abaixo: 

CA.14) 

ExisLem siLuações em que as seções de choque podem ser Lra-

Ladas como independenLes da energia Cpor exemplo, nêuLrons Lérmi-

cos). IsLo leva a uma forma de equação do LransporLe na qual as e-

nergias dos nêuLrons não aparecem, o que equivale a dizer que Lo-

dos os nêuLrons Lêm a mesma energia. A esLa aproximação dá-se o 

nome de Leoria do LransporLe para uma velocidade. 

Sendo a seção de choque função apenas da posição: 



o< r , E) = o< r , E • ) = aC r) 

A dis~ribuição angular dos nêu~rons emergindo da colisão, 

f ~C~;9',E' ~ O,E)dE 

deve ser independen~e da energia E'. Por~an~o. es~a quan~idade po-

de ser escri~a como: 

onde a ~unção ~C~;Q'~ r.ü é normalizada para a unidade: 

f ~C~; 9' ~ O) dO = 1 CA.16) 

En~ão, c(~) é o número médio de nêu~rons emergindo de uma 

colisão em r. 

De~inindo: 

f lp'( ~ , Q. E) dE ::: lp'( ~ , Q) , 

f lp'( ~ • 9 • • E • ) dE ::: lp'( ~ • 9, ) • 

f QC ~. 9, E) dE _ QC ~. Q) • 

a equação CA.14), após in~egrada com respei~o à energia, pode ser 

vis~a como: 

ESCOLA DE ENGENHARIA 
BIBLIOTECA 
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C A. 16) 

A equação acima é a !orma geral da Equação do Transpor~e in-

dependen~e do ~empo para uma velocidade. 

Em geome~ria plana para meio in!ini~o. o movimen~o dos nêu-

~rons depende da coordenada z e do ângulo 8, con!orme a !igura 2 

sendo ds o ve~or que represen~a a direção des~e movimen~o. 

d~ ~· 

~ dz 
z 

!igura 2 

Por~an~o. o ~ermo Q·~~ em geome~ria plana é escri~o na !orma 

= d~ = 
ds 

itljl dz = 
iJz ds 

itljl az cos e 

sendo ~ = cos 8. Nessa geome~ria é convenien~e !azer 

A equação CA.16) em geometria plana, portan~o. pode ser es-

cri~a como: 

iJ".rz • ••) J ~ ..,..~ ,... + oCz)VJ(z.~) = o(z)c !CO'-+ Q)VJ(z.~·)dQ• + QC z ,iJ) 

CA.17) 
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onde c e f foram fei~os independen~es de posição. 

Em ~eoria do ~ranspor~e é convenien~e expressar 

em ~ermos de livres caminhos médios, por~an~o 

e, en~ão: 

z 
X - f o( Z ' ) dz ' - Jo 

a 8 
iJz = oC z) iJx 

dis~âncias 

Além disso, suponhamos que os nêu~rons emergindo de colisões 

~enham dis~ribuição iso~rópica; en~ão, em vis~a da condição de 

normalização dada pela equação CA.15), segue que: 

fCO'-+ O) = 1 
4rr 

Por~an~o. se dQ' é reescri~o em ~ermos dos ângulos azimu~al 

e polar, i.e., dQ'-+ ªrr d~'. a equação CA.17) dividida por O'Cz) re-

sul~ará na equação abaixo: 

CA.18) 

onde lp( x, ~) 1 
- õ('Z") Q [ zCx) '~J. 
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APJ::NDICE B 

NOTA SOBRE OS PROCEDIMENTOS ADOTADOS PARA ENCONTRAR 

OS VALORES DAS ESPESSURAS CR! TI CAS 

Neste trabalho, ~oram desenvolvidos procedimentos analíticos 

e computacionais para o cálculo das espessuras criticas da placa 

plana em ~unção do parâmetro c, pelos métodos PN, LTPN, E LTSN, os 

quais ~oram cotejados com os valores obtidos por Case, [8]. 

Na parte computacional ~oram desenvolvidos pequenos progra­

mas para cada aproximação dos três métodos mencionados acima. A­

creditamos que, com maior tempo de desenvolvimento, seja possível 

a elaboração de um programa apenas para cada método. 

Os programas ~oram desenvolvidos na linguagem própria do 

software MATLAB. versão 1.3, pois, logo no início do trabalho,mos­

trou-se atraente a possibilidade de utilização de algumas ~unções 

embutidas nesse software que economizariam tempo por eliminar a 

necessidade de elaboração de subprogramas extensos para etapas es­

peci~icas do programa. Como exemplo, pode-se citar a ~unção ROOTS, 

que calcula as raizes de um polinômio de grau N, bastando a entra­

da de um vetor com os coe~icientes do polinômio, ou a ~unção DET 



que calcula o de~erminan~e de uma ma~riz qualquer. Além disso, es-

~ão disponiveis várias ~unções que auxiliam na avaliação dos re-

sul~ados quando se opera com ma~rizes, (número de condicionamen-

~o. e~c). 

Ficou claro, porém, que, se por um lado o uso da linguagem 

desse software para escrever os programas ~rouxe van~agens, por 

ou~ro res~ringiu a possibilidade de generalização dos mesmos, uma 

vez que o !a~or limi~an~e para essa generalização passou a ser o 

número de linhas disponiveis para programas mui~o reduzido. 

Em seguida serão mos~rados, sucin~amen~e. os passos dados a-

~é a ob~enção dos valores de espessura cri~ica mos~rados nas ~abe-

las 1. 2, 3. 

• Mé~odo PN: 

Procedimen~os Anali~icos: 

1) De~erminação dos polinômios TlCv), 1 = 1, ... ,N+1, a~ravés da 

!6rmula de recorrência (2.3), Csendo T Cv) = 1). 
o 

2) Ob~enção das CN+1)/2 expressões dadas pelo uso da 

(2. 14). 

Procedimen~os Compu~acionais: 

1) Cálculo das raizes posi~ivas 

mio T Cv). 
N+t 

v .• 
J 

j = 1 , ... , C N+1) /2. do 

!órmula 

poli nó-

2) Cálculo dos valores TlCv?, sendo 1 =1, ... ,N e j=1, ... ,CN+1)/2. 

3) Com os dois procedimen~os an~eriores associados às N+l expres-

sões ob~idas pelo uso da !6rmula C2.14), !icam de~erminados os e-

lemen~os da ma~riz da equação (2.17), Cou similar para um N dize-
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ren~e), sendo que os mesmos agora são funções apenas da meia es­

pessura cri~ica a. A~ravés do uso do mé~odo da bissacção, 1ica de­

~erminado o valor de a que anula o de~erminan~e da ma~riz em 

(2. 1 7). 

• Mé~odo LTSN 

Procedimen~os Anali~icos: 

1) Oe~erminação do polinômio carac~eris~ico dado pela equação 

(3.10), Cde~erminan~e da ma~riz ~ransformada ANCs), Ceq.C3.2)). 

2) Oe~erminação dos polinômios dados pelas equações (3.11) 

(3.12), Celemen~os da ma~riz de cofa~ores C3.14)). 

e 

3) Oe~erminação do polinômio dado pela derivação da equação carac-

~eris~ica (3.10). 

Procedimen~os Compu~acionais: 

1) Cálculo das N raizes do polinômio carac~eris~ico. 

2) Cálculo dos valores que se ob~ém inserindo cada uma das N rai­

zes do polinômio resul~an~e da derivação do polinômio carac~eris­

~ico. 

3) Cálculo dos valores que se ob~ém inserindo cada uma das N raí­

zes nos polinômios que represen~am os elemen~os da ma~riz de cofa­

~ores. 

4) Cálculo, a~ravés do mé~odo da bissecção, do valor de a que anu-

la o de~erminan~e da ma~riz ECa) da equação C3.22), considerando 

os procedimen~os descri~os na seção 3.0 do capi~ulo 3. 

• Mé~odo LTPN 
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Procedimen~os Anali~icos: 

1) De~erminação da ma~riz ACs) a~ravés das equações C4.4). 

2) De~erminação do polinômio carac~eris~ico da ma~riz ACs). 

3) De~erminação dos polinômios que represen~am os elemen~os da ma­

~riz de co~a~ores. 

4) De~erminação do sis~ema resul~an~e das equações C4.18). 

Procedimen~os Compu~acionais: 

1) Cálculo das raizes do polinômio carac~eris~ico. 

2) Cálculo dos valores que se ob~ém inserindo cada uma das N rai­

zes do polinômio carac~eris~ico no polinômio resul~an~e da deriva­

ção daquele polinômio. 

3) Cálculo dos valores que se ob~ém inserindo cada uma das N rai­

zes nos polinômios que represen~am os elemen~os da ma~riz de co~a­

~ores. 

4) Cálculo do valor de a que anula o de~erminan~e da ma~riz EC a) 

da equação (4.19), a~ravés do mé~odo da bissecção, considerando os 

procedimen~os descri~os na seção 3.0 do capi~ulo 4. 
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