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RESUMO

Neste trabalho & feito um estudo comparativo entre diferen-
tes métodos de solugio da equaglo do transporte de néutrons apli-
cados ao problema de criticalidade da placa plana. S3o comparados
os valores obtidos pelo método de Case e pelo método PN aqueles
obtidos pelos recentemente desenvol vidos métodos LTPN e LTSN, cujo

calculo & feito pela primeira vez.



ABSTRACT

This work is a comparative study about different methods of
solution of the Neutron Transport Equation applied to the critical
slab problem. Results obteined at the first time by the recently
developed LTPN and LTSN Methods to the critical slab problem are

compared to those obteined by Case’s Method and PN Method.
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INTRODUGXO

A Teoria do Transporte ¢ o ramo da Fisica que estuda a dis-
tribuig8oc de particulas em um meio e foi introduzida por Boltzmann
c1872>,[12]1, na Teoria Cinética. As equagdes de Boltzmann consti-
tuem um sistema de equagdes integro-diferenciais. Assumindo-se, po-
rém, que: i> n8oc haja colisdo de particulas semelhantes; iiD ape-
nas um tipc de particulas esteja sendo transportada; 1iiid as par-—
ticulas sejam classicas; iv) a ordem de magnitude da densidade das
particulas seja menor que a densidade do meio, [7,8,121, faz-se
possivel a redug3o do sistema a uma unica equag3oc integro-diferen-
cial linear. As hipéteses adotadas para linearizar as equagdes de
Boltzmann s3oc adequadas a descrig3o do comportamento de particulas
n3o carregadas eletricamente, como os néutrons. A equagdc lineari-
zada de Boltzmann &, portanto,a equag3oc basica na teoria de trans-—
porte de néutrons em meios multiplicadores.

A equagio linear de Boltzmann, doravante denominada equago
de transporte de néutrons, pode ser derivada por meioc de um sim-

ples balango dos mecanismos pelos quais particulas aparecem e de-



saparecem em um elemento de volume no espago de fase (r,Q,ED, (ver

apéndice A), ou seja,

(taxa de variag8o da densidade com o tempol] = [variag8c da densi-
dade devido as particulas que cruzam a fronteira do elemento de
volumel + [variag8o devido as particulas que sofrem colis3o e que
ingressam ou abandonam © espago de fasel + [variag3o devido A pre-

senga de fontes].

Este balango & representado matematicamente como
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¥
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-V yC(r,0,E,t) - oCr,E,td (r,0,E, td> +
Lo o]
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onde w(gﬁg,E.t) ¢ o fluxo angular; oCr,E,t) & a secgio de choque
macroscédpica total, aCL,E’)fCL;Q’.E’+9,E) ¢ a secgdo de choque di-
ferencial de transferéncia, que descreve a probabilidade que tem
uma particula com energia inicial E’ e direg&o 9’ de sofrer uma
colis3o em r no tempo t, resultando na mudanga de diregio e ener-
gia; CKEJQ,E,t) é& o termo de fonte.

Além da reacio de espalhamento de néutrons com os nucleos do
meio, resultam também néutrons emitidos na fiss3o,(no caso de meio

multiplicador), motivo pelo qual o nicleo do termo integral na e-

r



quagdo (1) inclui o termo

¢ o]
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onde XCE> é a distribui¢io de néutrons de fissfo, Cespectrod;w(E’D
€& o numero médio de néutrons emergentes por fissSo e ZfCL.E’,t) &
a secgdo de choque macroscdpica, assumida como isotrdpica.

Solugdes exatas para a equagio do transporte de néutrons sio
obtidas apenas para modelos fisicos altamente idealizados,pelo mé-
todo de expansioc na autofun¢io singular, (método de Cased, ou pe-
lo método da transformada de Fourier, [7,8].

Para problemas mais complexos,a solugio da equagfo do trans-
porte & conseguida por métodos numéricos. Existem inumeros métodos
desenvolvidos mas todos eles baseiam-se em algumas poucas técnicas
de aproximag3o tais como diferengas finitas para operadores dife-
renciais, férmulas de quadratura para operadores integrais ou m&-
todos de expans3o. Entre os varios m&todos os mais usados s3o: o
método de expansdo em harménicos esféricos, (APN e DPND; ordenadas
discretas,(SND ;método dos elementos finitos;método dos caracteris-
ticos; método do transporte integral, (probabilidade de colis3o;
transformagio integrald; método da interface ou superficie inte-
gral, (Cn, FN; leito invariante); e método da malha nodal,[12,141].

Neste trabalho encontramos solu¢gdes analiticas para as apro-
Ximagdes PN e SN da equag8o do transporte de néutrons unidimensio-
nal aplicadas ao problema de criticalidade da placa plana . Estas
solu¢®es analiticas aproximadas s3o comparadas aos valores exatos
obtidos por Case, [8]. A importéncia da solug8c analitica reside

no fato de que as mesmas servem como teste para os esquemas numé-—
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ricos que sfo aplicados em problemas reais de fisica de reatores,
transporte de particulas, etc.

Outrossim, analisamos pela primeira vez o problema de criti-
calidade em uma placa plana pelos recentemente desenvolvidos méto-
dos LTSN, [3,4,5,6,18], e LTPN, [15,16,17]. O método LTSN con-
siste de uma solugdo analitica para o problema de ordenada discre-—
ta (SN em um meio homogéneo, em geometria plana, usando transfor-
mada de Laplace. Do mesmo modo, o método LTPN conjuga, para a e-
quagio do transporte de néutrons em geometria plana, © uso da for-
mulagio PN com o uso da transformada de Laplace.

O presente trabalho & dividido em quatro capitulos —-um capi-
tulo para cada método estudado—- e dois apéndices. No capitule I ¢
apresentado o Método de Case de solugdo da equagioc do transporte,
bem como a solug8c do problema da criticalidade para uma placa,
através desse método. O Método dos Harménicos Esféricos (PN) & a-
presentado no capitulo II. O capitulo III trata do método LTSN e
s80 mostrados, com algum detalhamento, os passos seguidos para a
obten¢8o dos valores criticos do problema de criticalidade da pla-
ca plana. Adota-se igual procedimento no capitulo IV, onde & apre-
sentado o método LTPN. Informag®es suplementares sobre a obten¢io
dos valores criticos pelos métodos PN, LTSN e LTPN s83c fornecidas
no apéndice B. No apéndice A é demonstrada a dedugfo da equag¢fo do
transporte de néutrons, assim como as simplificagBes admitidas pa-
ra se chegar a forma na qual ela & trabalhada na presente disser-

tag&o.



METODO DE CASE

1.0 Introdugido

Case [8] sugere, para a solugio da equagio do transpor-
te, em sua forma homogénea, para um grupc em energia com espalha-
mento isotrdépico, independente do tempo e em geometria plana, Cver

apéndice AD,

1
M awa,p)+w(x,uD=cI wCx, ' ddu’, c1.1>
ax =

1

que o fluxo ywWx,u) seja expandido na forma:

vax,uD=¢vaDexpC—x/v), c1.a>

onde, em termos usuais, ¢v seriam as autofungdes e v os correspon-
dentes autovalores.

Substituinde na equagfo (1.1) o fluxo dado pela expres-



sfo (1.2), chega-se a equagdo

1
& =(.:. * ’
c1-53¢ o aj_i ¢, Crddu, 1.3

dada em termos das autofung@es e autovalores.

Por conveniéncia adota-se a normalizagio
1 ? 1 4 P B
f_i ¢, Crddu 1, C1l. 4D

uma vez gque se trata da solugfo de uma equagio linear homogénea.

Assim a equagio (1.3) pode ser escrita como
Co—dg Cud = = v C1.8d
HIP LM 5 v .

Se, inicialmente for assumido que v # u para qualquer
valor de u no intervalo [~-1,11, da equagfo (1.5) obtém-se a se-
guinte solugio para ¢vaD:

=< :
¢vaD 5 T ==& C1.6D
que introduzida na equag3o de normalizagfo (1.4> e efetuada a in-

tegragio resulta em

1 = cv tanh™* ¢ = So 1n 221y, 1.7
v o v -1

A equagdo (1.7 tem como raizes * v, que ser3o reais se
c<{1 ou complexas no caso de c>1. Existem, portanto, dois autovalo-

res discretos +vo e -v_ que satisfazem a equag8o (1.30, se p = v,



cujas autofungdes s3o fornecidas pela equagido (1.6) e que s3o

+ C .
¢0Cy) §(vo/Cvo - MDD 1.8.ad

P _Crd = Zv_sCu_ + 10D €1.8.bd

Deste modo, equacdo (1.1) tem duas solugdes para o caso

de v = wu:

+ . ‘ + .
woCx,p) expC X/vo) ¢0Lp) Cl1.9.ad>

z,u;C 3, 1) = expC v D ¢;c w . €1.9.bD
Existe, como se vera, outra solugioc para a equagido (1.1D
mas as solugdes dadas pelas equagdes (1.89) dominam longe de fontes
ou fronteira. S5o denominadas solug®es assintéticas e, por isso,
v, ¢ chamado de fluxo assintético.
Para calcular o valor de vo procede—se, inicialmente, a
expansdoc em série de Taylor da fung8oc tangente hiperbdélica inversa

que aparece na equagdo (1.7>, o que resulta
1 = cv [C1l/v D+C1/3v D+C1/By d+---1, €1.102
o o o o

que apés algumas manipulag¢@es algébricas resulta na seguinte ex-—

pressioc para Vg

V T e [1 +25c1—c) + ---] c1.11>



que ¢ valida para ¢ préximo da unidade. Aproximag¢gdes para outros
valores de ¢ sZo encontrados em [8].

A raiz v, € chamada de comprimento assintético de rela-
xagdo ou comprimento assintético de difusfo desde que determina a
taxa de decaimento do fluxo assintdtico com a disténcia.

Observa-se que no intervale 0<{c<1, os valores de lvol
s3c maiores que a unidade e que para c>1 s3o valores imaginarios.
Isto indica, portanto, que Vg nfo se encontra no intervalo real
—15v051 e que por isso € permitido dividir a equagdo (1.5 por
Cvo—u) para se obter solug¢io ¢0Cy) dada pela equagdao C1.6).

Quando v = u a solug3io ¢ divergente (singular). Além dis-—
so, nio satisfaz a condiglo de normalizag8o dada por (1.4) por gue
desta condig8o deriva a equagio (1.73, cujas raizes = vy nio se
inscrevem no intervalo [(-1,11].

Com o objetivo de determinar uma integral de normaliza-

¢80 que inclua a solugfo singular Cv = p,generaliza-se (1.6) pela

adigdo de um termo, de modo que

P (L0 = % v’_’_# + ACVISCu-vd, c1.12>
onde ACvD &€ uma fungfo arbitraria. Esta & a expressio para a solu-
¢80 da equag8o (1.5) para v e [-1,11.

Pode-se agora determinar a fungfo ACv> de modo a satis-—-
fazer a condigfo de normalizagio dada em (1.4, Antes, porém, de-
‘ve-se indicar de que modo lidar com a singularidade quando se efe-

tua a integragfo do primeiro termo da equag3o (1.12).Este problema

¢ solucionado pela escolha do valor principal de Cauchy, uma vez



que

v-& 1
J\_____..dy’—']_lm __2_;.du’+ _.v__Tdy'],
5 v v
s0lJ-4 v+S

onde ¢ simbolo P denota o valor principal.
Escrita em sua forma final, a equagio para ¢vCu) fica

C v

A fung3o arbitraria ACv) pode agora ser determinada de

modo a satisfazer a condig3o de normalizagfo. Assim,

ACv) = 1 - ev tanh ¢ C1.14)

Existe um continuum de autovalores (e autofungdes) cor-
respondentes a todos v entre -1 e 1, além dos dois valores discre-
tos que satisfazem a equag8o (1.7). A solugio da equagio (1.1D pa-

ra -1<v<i é representada, entfo, por

¥, (%D = [ = P;:E + AW EC =] JexpC—x V), €1.1%

sendo ACv) a fungl3o indicada em (1.16).

Na préxima segfo s8o mostradas algumas propriedades impor —
tantes das solu¢gdes elementares. Essencial para a compreens3o do
problema de criticalidade da placa plana, o conceito de disténcia
extrapolada, (vinculada ao Problema de Milned, é desenvolvido na

seglo 3.0. Por dltimo, o problema da criticalidade para uma placa



plana & explicitado na segdo 4.0 e sua solugdo ¢ mostrada na segio

4.1 deste capitulo.

2.0 Completicidade e Ortogonalidade das Solugdes Elementares

Case [(7,8] demonstra que as solugdes obtidas acima s3o
completas, ou seja, uma solugfo geral para a equagdo C1.1D pode

ser escrita como

+ - 1
WO, 1) = a_ w Cx,ud) +a_ y Ox,ud + JliACv)vax,y)dv

C1.16. ad

ou

+ P
wylx, i = ao+¢on)expC—x/vo) + a0_¢on)expr/vo) +
+ f_: ACI ¢ (D expC-x vddv, €1.16.bd

onde a, e a__ s80 constantes e ACvV) é fung3io de v, a serem deter-
minadas.

Do mesmo modo, relagd®es de ortogonalidade também sio ob-
tidas para as autofungdes. Estas relagdes s3o utilizadas na deter-—
minag8o dos coeficientes de expans3io das equagdes (1.16) em pro-—

blemas de contorno. Para tanto, tomando-se a equag¢3o (1.3 para

¢UCyD e multiplicando—-a por ¢U,Cy), obtém-se

10



1-B5g Cp = c C o Curodur;
1 UD¢UCMJ¢U,CyD 5 ¢U,Cy)f_1 ¢vCp ddpe’;

semel hantemente, tomando a mesma equagdo em termos de ¢U,Cp) e mul -

tiplicando—a por ¢vaD,

- = 1 , ,.
C1-5,2¢,,C10¢, Cd b, (e [1, b, Cuddp’;

)

subtraindo, por fim, uma da ocutra e integrando em u, resulta que

1 1.1 _
c;).,—;D_l'_1 sy, Cdy, ,Cuddu = O. C1.17d

Se v’'# v, a seguinte relagio de ortogonalidade fica es-

tabelecida:
1
_]‘_1 sy, (O, Cpddu=0, €1.18d
sendo os valores de v e v’ escolhidos tanto entre % vo, como entre
os valores do continuum, ou seja v € [-1,1].

Resta o calculo das integrais de normalizagio.Para v’=v=

=vo, Case [7,8)] obteve a seguinte expressio:

NT = ! gt nd
o= Jl, re cwe Cpddy,

que, valendo-se das relagdes explicitas acima calculadas, fica

S ? [ < -2 ] €1.19>
o 2 o 2 2
v -1 v

No modo continuo,Cv € [-1,11) é encontrada a férmula

11



1 »
I_t ,u¢vC D ¢U,C,u) duy = Nvéc v-v’J,
onde

v 1.200

3.0 O Problema de Milne e a Distincia Extrapolada

A formulag8o do Problema de Milne deveu-se, originalmen-
te,a necessidade de determinag8o da distribui¢io angular da radia-
¢3o emitida por uma estrela. Sob o ponto de vista do transporte de
néutrons, trata-se da determinagio da distribui¢8oc de néutrons em
um meioc semi-infinito com fluxo incidente nulo e uma fonte no in-
finito da qual os néutrons sio emitidos. Espera-se que,distante da
fonte, porém suficientemente distante do limite da regifio semi-in-
finita (x=0), a solugdo decaia exponencialmente com o comprimento
assintético de relaxagio v, Portanto, a solugfo "eleva-se" expo-
nencialmente em direg8o a4 fonte C(longe da fronteirad.Devido a este
comportamento, pode~se esperar que, se a solug3oc for designada por

WOCx,p).[SJ,
WOCx,p) — wax,p), c1.215

para X - .

iz



Em x=0 ¢ razoavel esperar-se que os néutrons que abando-

nam a placa semi—-infinita n3o retornem. Portanto,
WOCO,HD = 0, p>0. ci1.z22d

Tendo em vista a discuss8oc anterior, a solugio para o
|
Problema de Milne pode ser formulada como a combinag8o das solu-

¢Oes elementares que se anulam no infinito mais w;. Entio,
+ - 1
®_Cx,pd=a_ w O, i +y_ Ox, 10+ j; ACWy, (x,pddy, C1.23)

sendo que o coeficiente de w; (x,u> foi feito igual a unidade para
efeitos de normalizagio.
Aplicando-se a condig3doc de contorno (1.22) na equagio

1.23) tem—-se, diretamente,
- = >
¢0Cp) ao+¢0Cp3+J; ACv)¢vCp)dv, uz0. Cl1.24D>

Aplicando relagdes de ortogonalidade desenvolvidas para
o intervalo O<u<1, Chalf-ranged), os coeficientes a ., © ACv) s3o
prontamente eﬁcontrados {7,81].

Relacionado aoc Problema de Milne, um importante conceito
aparece. Trata-se do conceito de distancia extrapolada, ou seja, a
distAncia da interface (x=0) para a qual o componente assintdético

da densidade,

1 + -
P = 2nf_1£a0+woCx,y3 + y_ Cx, 0 1dp, C1.2%

13



se anula.
Se Pae S€ anula na distancia X==Z . C(portanto & esquer-

da da placa semi-infinitad e considerando que

+ +
“Cx, = ¢ %4 . .
wOCx 7y ¢0Cy3expC+x vo) C1.26. ad
e
1 *
f ¢ Cuddu = 1, C1.26.bd
-1 7o
resulta que
a_ L~ exp(—azo/vo) = expCC—azo/vo)+in), c1.27.ad
ou
v .
Z = =ol-ln a  + in] C1.27.bd
e} 2 o+

sendo que a pode ser calculado com as rela¢g@es de ortogonalidade

o+

mencionadas acima.

A expressio explicita para z, ¢ dada pela seguinte fér-

mul a:

1 2
. u c u -1 u

Esta expressio pode ser simplificada e reescrita para

diferentes valores de c, descritos a seguir:

cz Cecd =1 - ln § » c<<1; C1.29. ad
o c

o

czoCc) = 0,710446 [1 - 0,0199C1—c)2 + ---1, (1.289.bD

14



15
para |e-1|<<1;

czoCc) = 34, C» ® C1.29.c)

4.0 O Problema da Criticalidade para uma Placa Plana

Considere—se uma placa plana de espessura 2£a, cujo cen-—

tro coincide com a origem, conforme a figura 1.

l figura 1

-a O a

No interior da placa o transporte de néutrons é descrito

pela equagio

1
OO, Lo+ylx, 10 = ¢ J W, p* odu’ C1.30>
ax

Ay

1

sujeita 3 condig8o de simetria

yix, ud = pyl-x,~d, C1.31D
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e cuja condig3o de contorno ¢ designada por
yC—a,pud = 0, u20. c1.32>

A solug3o € dada em termos da combinagio linear das so-

lugdes elementares
w(x,y)=ao+w;Cx,p)+ao_w; Cx, pO+ JﬁiACvavi,p)dv. ¢1.33
Da condig3o de simetria decorre que
a = a C1.34.a>
ACvd = AC-vd C1.34.bD
Assim, a equagldo (1.33) pode ser escrita como

+ - 1
WX, 0 = wOCx,p) + ¥y Cx, 1D + J; ACv)[vax,p) + w_vi,p)]dv,

c1.3%>

admitindo a normalizagdo ao+=1.

Aplicando a condig8oc de contorno (1.32), chega-se a

+ - 1
- —_ —_ - = >
‘WOC a,ud + v C-a,uw + I; A(v)[wvc a,ud + w_vC a, ) ldv O, p20

¢1.36>

cuja solugfo n8o ¢ conhecida. Pode-se, porém, mudar-lhe a forma de

16



modo a encontrar uma solugdo iterativa. Fazendo
BCvd = ACviexplCarvwd, C1.37D
equagio (1.36> torna-se
Jz BCUD¢vCdev = —¢0Cy3expCa/vo) - ¢0Cu3expc—a/v3 -
- j; BCwI ¢ C—pdexpl —2a vddv. C1. 38>

A equagio acima pode ser reescrita em termos das fungdes
XCz> propostas por Case,[(8], na forma

-

— — — /' —
voXCvo)expCa/vo) vOXC voDexpC a vo)
- jz VBCVIXC —vdexpl —-2a vddv = O Ci.39

cujos valores de XCv) s3o calculados pela expressio

1, . 2
= S E S ' - ,
XCzd> exp[ = J_ NCy’)[ 1 + 1_y’2] In Cu*—-zodu ].
o

C1.40D

A equag8o (1.39) & chamada de equagio critica. Tabelas
com valores numéricos da fungio X(2z) para diferentes valores de =
e ¢ aparecem desenvolvidas na literatura [8].

A equagido (1.38), novamente manipulada, fornece uma so-
lug8o em termos de BCud, cujo valor & inserido na equagido critica

€1.39) a fim de determinar se os valores de ¢ e a conduzem a uma



configuragio critica. Tal expressdc toma a forma

1 1 1 voXCUOD
uBCd = Eni[ - - — ] [— — expCasv > +
X Cud X o o
voxc—vo) t uBCW
+  ——— exp( —asv_ D+ ———XpC ~2a-v) XC-vddu
Mot vo o J; MoV ]

C1.41>

4.1 Solu¢gdes Aproximadas

NSoc ha sentido fisico em buscar solugio para o problema
de criticalidade para c<1, pois esta situag3o ocorre somente para
c>1l. Em aplicag®es praticas, porém, n3o s3o encontrados casos em
que ¢ seja muito maior que a unidade. Por outro lado,demonstra-se,
{8], que se (c—-1) & pequeno,o valor da espessura critica ¢ grande.
Estas observa¢@es, aliadas ao fato de que a equagdo critica (1.39
possui no termo integral a fung3o exponencial com argumento nega-
tivo, (-2a-v), levam a considerar razoavel, como uma primeira a—
proximagio, que esse mesmo termo possa ser negligenciado.Portanto,

C1.39) reduz-se a

XCvO)expCa/vOD - XC—UODexpC—a/vOD = 0 C1.42>

Considere—-se o seguinte resultado decorrente da solugdo

i8



19

do Problema de Milne:

la

XC-v D2 XCv D = —expl-2z -v D C1.43
o o o o

Esta expressio introduzida na equag3io (1.42) ird reduzi-

cos{Ca +z )/lv |] = Q, Cl1.44>
o “o o

onde Ivol ¢ o valor absoluto de v_ e a_ o valor da espessura cri-

tica para esta primeira aproximagio.

ou

Portanto,
Ca +z D/|v | = n2 C1.4%. a2
o o o
a =nalv |2 -z C1.45.bD
o o o
Cumpre ressaltar que a espessura critica acima obtida

decorre da aproximagio assintdtica no sentido que somente as auto-

fungdes discretas foram consideradas na equag3o critica C1.39).



METODO Pn

1.0 Introdugio

O método Pwn, (1,2,7,8,10,11,14,191, de soluglso da equagio do
transporte para um grupo de néutrons ¢, na verdade, a aplicagdo de
um método genericamente denominado dos harménicos esféricos, res-
trita as geometrias plana e esférica. Nestas geometrias as fungdes
dos harménicos esféricos reduzem—-se aos polindmios de Legendre. O
procedimento geral deste método consiste na expans8o da dependén-
cia angular do fluxo em uma série de polindmios de Legendre, com
vistas a eliminar o termo integral da equa¢io do transporte, atra-
vés da aplicag8o das relag¢gdes de ortogonalidade destes polindmios.
Esta série infinita &, entfo, truncada no N-¢ésimo termo.

Em geometria plana, o fluxo depende somente de x e u,portan-
to pode ser expandido na forma:

N

Y3y LD =2 3;"1 ¢, CGOP (o, €2.1>

L=0
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onde PLC;..D s8o0 os polindmios de Legendre e ¢LCXD fungdes da wvariid-
vel espacial a serem determinadas. As fungdes ¢1CX) s3o, para tan-

to, expandidas na forma, (2,19]:
¢LCX) = exp(-x/v D TLCvj), ca.ad
J

que apresenta semelhanga ao processo de separag8o de variaveis

proposto por Case, sendo v»,(j=1,2,...,N+l1),as rafzes do polindmio
J

TNHCv),como se vera a seguir. Deve-se, antes, observar que os po-

lindémios TleD obedecem a férmula de recorréncia:

Cv) + v & c.,
1 o,l

C21+1D » T Cwd = Ci+1D> T Cvd) + L T
L L+1 L

2.3

semelhante a dos polindmios de Legendre, exceto pelo dltimo termo.
60,1 ¢ definido como o delta de Kronecker e ¢ o nUmero médio de
néutrons secundarios emitidos por colisZo.

Os valores 13 provém dos procedimentos que ser3do descritos a

seguir. A express3o (2.1), escrita em termos da equagdo (2.2, a-

parece na forma

N+ 1

N
PCx, 1) = z z ZLH A T v ) expl-xv ) P Cwd
z i v J L T
L=0 j=1
c2. 4>

sendo A, , j=0,1,...,N, coeficientes arbitrarios a serem determina-
J

dos conforme as condi¢®es de contorno prescritas para o problema

ESCOLA DE ENGENHARIA
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z2e

em quest3o. Se a equagio (2.4) for introduzida na equag8o de trans-

porte,

LV Nel

1
poOwCx, D + ylx,ud = I wls, '’ >du’, 2. %>
ax

1

apds manipul agdes algébricas, a seguinte relagfo sera obtida:
P CwOT Cv > - P CwdIT Cv D> = 0, cz.ed
N N+ 1 R} N+1 N )

a qual, multiplicada por P (1D e integrada na wvariavel u no inter-—

3

valo {-1,1], para 3=0,1,...,N, reduz-se a:

TN+1Cvj) = 0. c2.7>

Deste modo, para a aproximag8o de grau N, existem N+1 rajizes
vj. Se N for um numero impar, haverd um numero par de rajizes simé-—
tricas. Este fato decorre da caracteristica de paridade apresenta-
da pelo polindémio TNCv), para N impar.

Se for levada em considerag3o a simetria das raizes, equa-

¢3o (2.4) assume a seguinte forma:

(N+1)>-2

N
WC3¢, D = 2 2 gL+t T Cv D expl-xv > P COlA + c-1>" B,

2
L=0o i=1

2.8

sendo Bjtambém um coeficiente arbitrario a ser determinade e j=
O,...CN+1D>2). A expressio (2.8) & obtida usando-se a seguinte

propriedade dos polinémios Tl(v):



TC-w) = c—13‘T§zo cz. o

2.0 Aplicag3c do Método PN na solug3oc do problema de criticalida-

de para uma placa plana

Considere—se a equagio do transporte independente do tempo,
homogénea, com espalhamento isotrdpico e um grupo de energia para

uma placa plana de espessura 2a, C(ver figura 1J:

HOQpCx, () + ylx, D =
I

0o 0

1
J'w(x,p’)dy’, 2.5

1

simétrica,

wlx, 1D = pl—x,—ud, c2.10
© com a seguinte condi¢8o de contorno:

yC—a,ud = pla,—ud = O, uz0. c2.115

.

Da condigi3o de simetria (2.10) resulta que Aj= BfPortanto.

N (N+1>/2

. +

PO, ) = 2 2 A a; 1 T Cv> PG [explv D +
lL=0 j=1

c2.12a>

+ C—l)lexpr/ij].
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Ndo é possivel satisfazer a condig3o de contorno (2.115 para
a aproximagdo PN. A raz3do reside no fato de que a condigio de con-
torno ¢ valida para O0<u<l, enquanto na expansio yx,u) em termos
de Tle) o paradmetro v assume valores para -1=<v<i. Por isso,a con-
digdo de contorno (2.11) serd substituida por condig¢®es de contor-—
no apropriadas que serl3o discutidas a seguir.

Uma destas condig8es, denominada condi¢gio de contorno de
Mark,ﬁ?],equivale, fisicamente,a substituir o vacuo no exterior da
placa por um meio puramente absorvedor, i.e., os néutrons que a-—

bandonam a placa n3o mais retornam, ou seja,

w(—a,yk) = w(a,—yk) = Q, 2.13>
sendo k=1,2,3,...,(N+12.2, CN impar). Esta condig8c & valida para
um nUmero finito de valores H, > que s8o as raizes positivas de

PNﬂCyD = 0.
A outra condigioc de contorno consiste em considerar os mo-—
mentos impares do fluxo na variavel u, no intervalo {0,111, iguais

a zero. Assim, para a aproximagdo PN com N impar,tem-se N+1 condi-

¢8es de contorno, ou seja,
1 1
I; PkaD yC—a,pldp = f; PkC—yD yla,—udduy = O, C2.14D

sendo k=1,3,5,...,N, com N impar.
Estas s8o conhecidas como as condig¢des de Marshak, {7]. Obser-
va-se que para k=1, a condigfo resulta na inexisténcia de corrente

entrando do exterior para a placa, familiar em tecria da difusZo:
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1 1
J; o wC—a,uddu = J; o wCa, —puddpy = O. c2.15>

Verifica—-se que as condig¢8es de contorno de Marshak propici-
am resultados melhores que aqueles advindos da aplicag¢io da condi-
¢330 de Mark [7,11]. Ambas, porém, s3oc bastante utilizadas.

A fim de exemplificar o cilculo da meia-espessura critica da
placa plana, adotar-—-se—-3o as condi¢®es de contorno de Marshak. Por
esse motivo, a express3o (2.12), escrita para x=a e -u deve ser
multiplicada por PkC—yD. k=1,3,...,N, CN impard>, integrada no in-

tervalo {0,111 e igualada a zero:
1
I; Pkc—y) yla, —uddu = O, a2.16>

resultando um sistema de (N+12./2 equagdes lineares, que permitem
determinar as (N+12.2 incdégnitas Af
Assim, para a aproximagio Pg a seguinte equa¢io matricial e

obtida de (2.16)>:

RCv» D RCv_D A
* 1 = o, C2.17>

SCv D SCv_ D A
1 2

onde

RCvo 2= 12 T (v 2> + 58 T Cv dcoshCarv D + T Cv dsenhCar v . 2 e
J o J 2 ] J 1 J J

SCU,)= -1.8 T Cv ) + 888 T Cv JdcoshCarv > + T Cv IdsenhCarsv 2, com
J o J 2 J J 3 J J

Jj=1,2.

Uma vez que Tle,), i=1,2,3>, e vj s30 conhecidos, restam
J
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como incégnitas os coeficientes constantes A1 e A2 e a meia espes-
sura critica a.

Para a determinag3o de a,que & o objetivo do calculo de cri-
ticalidade, considera-se o fato de que, para que o sistema acima
tenha solug3o n3o nula, o determinante da matriz deve ser nulo. O
problema consiste, portanto, em determinar o valor de a que anula
© determinante em (2.17). Para tanto, no presente trabalho wutili-
zou—-se o método da bissecgdo.

Na tabela abaixo s3oc comparados os resultados exatos obtidos
por Case, [8], aqueles obtidos pelas aproximag®es Pi1, Pa e Ps, u-
tilizando condig¢g®es de contorno de Marshak. S3o também apresenta-
dos os erros percentuals entre os valores exatos e os das aproxi-

magdes.



Case P Erro Pa Erro Ps Erro
.1 4. 2266 . 4573 5. 46 . 2427 0. 38 .2318 O0.12
.2 2.5796 . 8250 9.51 . 8040 0.95 . 5852 0. 22
.3 1.8776 .1226 13.05 . 9099 1.72 . 8840 0.34
.4 1.4768 .r162 16.21 . 9153 2. 61 . 4844 0.51
.8 1.2152 . 4470 19.07 . 2583 3.55 . 2243 0.795
.6 1.0303 . 2538 21.69 . 0768 4.951 . 0409 1.03
7 0. 8928 .1078 24.08 .9414 S. 44 . 9047 1.33
.8 0. 7963 . 9931 24.71 . 8364 5.04 . 7995 0. 40
.9 0.7016 . 9006 28. 36 . 7526 7.27 . 7158 2. 02
.0 0. 86527 . 8241 26. 26 . 6841 4.81 . 6477 0.77

TABELA 1

Comparag8o das espessuras criticas calculadas pelos métodos

PN e Case



METODO LTSw

1.0 Introdugao

O método LTSN (3,4,5,6,18],consiste de uma formulagio anali-
tica para o problema de ordenada discreta da equag3oc de transporte
de néutrons em geometria plana para um grupo de energia € espalha-
mento anisotrdpico linear. Esta formulag8o analitica € obtida pela
aplicagio da transformada de Laplace na equa¢fc de ordenada dis-
creta, Cequag3do SND, com o dominio extendido adequadamente Resulta

deste procedimento um sistema de equag@es lineares que deve resol-

vido em termos do fluxo angular transformado. O fluxo angular é
obtido por inversio do fluxo angular transformado, a qual se da
também analiticamente, pelo método de inversio por expansio de

Heaviside. Para a solugfo do sistema de equag@es em termos do flu—
xo transformado, deve-se determinar a condi¢g3o inicial CyCO, 0,
desconhecida para u<0, o que é conseguido a partir da aplicagfo da

condi¢3o de contorno em x=a para u<O0.



2.0 A formulag8oc analitica LTSN

Seja
1 N
‘um d—meXD * OTmex) = 2 [oso k§1 zchxjwk *
dx
¢3.1D
N
= <
+ 3pmo'91 k§1 pkwkaDwk] + X%, m=1,...,N, N par e O0<x=a
a equagfo de ordenada discreta (Sn), para o caso de espal hamento
anisotrdépico linear, sujeita as condi¢®es de contorno
w COO =f , u>0 ¢3.1.ad
m m m
e
mea) =g > pm<0, C3.1.bd
onde fm e g s8o os fluxos que entram na fronteira do dominlio;

mexD= w(x,pm) ¢ o fluxo angular de particulas na diregio Mooy é
a segio de choque total; 69, sio as componentes de ordem ze-
ro e de primeira ordem da seg8o de choque diferencial de espalha-
mento, respectivamente; XxD & o termo de fonte; B s8o as raizes
do polinédmio de Legendre de N—ésimo grau e W, s8o os respecti vos
pesos da quadratura de Gauss.

Aplicando—-se a transformada de Laplace & equagdo (3.13, sem

o termo de fonte, obtém-se o seguinte sistema linear, a ser resol-

vido:
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ANCS) w(sdD = F, C3.2

~

onde AN(SD € a matriz cujos elementos sao:

- oT osowj 3 o
Ai,j s + o3 _——-c?.uj = osLWjLL], C3.3.ad
para i=j, i,j = 1,...,N;
A = - 2200 _ 3 i ¢3.3.bd
5 T T TEp T oE o -3
para i#j, i,j =1,...,N; e ¥(s) e F s8c os vetores:
KX [ £ ]
1 1
¥ Csd= $ZCS> F=l f
~ , ~ , C3.4>
i wNCs) J i fN )

sendo que $mCs) representa a transformada de Laplace de mex).

Para a solug3o do sistema (3.2), s3o apresentadas expressdes

analiticas para a determinagio dos cofatores e do determinante da
matriz ANCsD, obtidas por Barichello [4]. Assim,
N oT N osowk 3 il oT
detanCsd= T Csemge D - T 4L “mm= + z cstwkpk] T Csem 33+
k=1 k=1 L=1
L#k
C3.5>
N N N
+ 2090051 = Z { wkwiul C—l— - --1—) Tr (s + -O—T-)};
4 Hk i Mm
k=1 t=1 m=4
L #k m*k , L

ESCOLA DE ENGENHARIA
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os cofatores de AN(s) para i=j s8o diretamente obtidos através da

seguinte férmula:

N N N
oT osowk 3 oT
B =] <¢s + =2 - T U —D—— + 5 ostwkuk]l [ Cs+—= d>+
v k=1 k=1 Epk E l=1 HL
k#i k™ L&k
L&
(3.6>
N N N
+ %o;oaes z T { wkwln C—Eﬁ: - —lTJ (s + 213};
k=1 =1 H H m=4 Hm
k#L L*k, L m&Ek , L, 1
para i»j, os cofatores s3o dados por:
osowi 3 N oT
B. = - = ostwipti] (s+— D -
i, aHJ + 3 S Hr H1 +Hk
k® i, j
3.7
3 N 1 i al oT
- —'s0C's1 Z { wiwkpk [e—— - &]Tr (S + D3,
4 Lk 2 i
k=1 Mo l=1
k>, L#®i, 5,k

3.0 O método LTSN aplicado aoc problema de criticalidade

Considere-se a equagioc de ordenada discreta Cequagioc (3.13D,

escrita sem termo de fonte e com espalhamento isotrdépico:
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N

z CxD , .
o wk < wk 3.8

1
Cy) + -
JLfm E\l—wm x O'Ty/mCx) 2 s0 k=1

dx

sujeita as mesmas condi¢gdes de contorno (3.1.2a3 e C3.1.bD.

Se se fizer c = g%g, equagio (3.8),escrita em termos da dis-

tancia Sptica (x — ddx), torna-se:

N
1
M g;mex) + mex) ==sc 51 wka)m 3.2

Tal formulag3io & conveniente pois vincula a espessura criti-
ca (ad a um uUnico parametro (cd, que € o numero de néutrons que a-
parecem por colis3o.

A equacio (3.9) aplica-se a transformada de Laplace, resul-
tando um sistema de equagdes algébricas em termos do parametro
complexo s. Tal sistema pode ser visto ma forma matricial, como na

equagio (3.23:

ANCS) wCsd = F. 3.2

~

Considerando-se a isotropia e que a equagfo de ordenada dis-
creta & escrita em termos do paréimetro ¢, (equagfo (3.93D,as ex—
pressdes para o determinante de ANCs) e para os elementos da ma-
triz de cofatores simplificam—-se consideravelmente. Desta forma,

1 - c wk oy . _ 1
det ANCsD = H1CS+LT‘-) -kfic - T Csefp ¥ C3.10

L=1
L=k

a expressfo que d& os cofatores para i=j torna-se:
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il 1 N C Wk oy 1
B. =1 s+ =2 - £ —=—— T[ ¢s+==22, (3.11D

ved k=1 Hi k=1 EHk l=1 HL

k™ kL L&k

L

e para i#j tem—se que
Cc W N 1
B = —=—— Cse=— D. €3.12>
L, ey 111 ik
k®i, j

Para a solugdo do sistema (3.2) para o fluxo transformado,

wWsd = A;‘cS> F, €3.13

~ “~

considere—-se que a matriz de cofatores & dada por

B11 ... BinN
B=1: ; €3.14)
Bng ... BN
Obser va-se, pois, que
[ % CsD> 7 B11 ... Bnve 1T €007
1 1
¥ CsD Biz BNz f
2 _ 1 2
= = - . ) . C3.15>
i wNCsD i _?1N BnN 1 L fN J

sendo A o determinante da matriz AnCs).

Pode—-se escrever uma express3o para o fluxo transformado, em

termos do sistema acima do seguinte modo:
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y (sD =—-i—[BAm fa + Bam f2 + ... + Bym fnN] (3.16D
m

O fluxo angular ¢ obtido por invers8o do fluxo transformado;

por meio da técnica de invers3o de Heaviside, ou seja,

N Xs O
meX) =k2 K,—-c——s—;T expCskx), C3.17D

onde s, s8o as raizes do polinémioc caracteristico da matriz AnNCsD,

A’ & a derivada do mesmo polinémio caracteristico e

amcSD = DXsD/ACSD (3.18)

Assim, apds alguma manipulagdo algébrica, a seguinte expres-

s8o aparece:

py (xO =1 I Bim exp(s x> + Bia exp(s ¥ + ... + Bim explCs xD1 +
m 1 1 - 2 — N
At A2 A'N
(3.19
+ ... + I BuéexpCs x> + BNéexpCs x> + ... + BNﬁexpCs *x2 1
N o 1 - 2 - N
A’N AN AN
k
Os indices k, k = 1,...,N, em Bnm e A’k indicam que estes termos

s8o calculados para S,-
Surge, ent8c, um sistema com N equagdes que, conforme a ex—

‘pressio (3.19), pode ser visto como

ECx> F C3.202

it

p (0



sendo p (X0 o vetor dos fluxos angulares, E(x) a matriz envolven-—

~

do os termos exponenciais e F o vetor das condig8es iniciais.

~

Para o calculo do valor da espessura critica, aplicam-se as

condi¢gdes de Mark

WCO»FSD O para pﬁ)O (3.21. 20

w(a,p&) O para ;ﬁ<0 (3.21.b>

ao sistema acima. Equagl3o (3.20) torna-se

ECad F = O 3. 22
Como os termos fm para u<O ndo s8o nulos, o© vetor F também
ndc o €. A Unica maneira, portanto, de fazer com que a equag3io
(3.22> tenha scolug8o nfo trivial é impor que o determinante de

ECad seja nulo. Usando métodos iterativos adequados € possivel fa-—
zer com que o determinante se anule para um determinado valor de
a, o qual serad o valor da espessura critica. Neste trabalhoc © mé-
todo iterativo utilizado foi o método da bissecgdo, pela sua sim-
plicidade e bons resultados. Cabe ressaltar que n3o existe um uni-
co valor numérico que anula o determinante da matriz ECal, motiveo
pelo qual atengioc deve ser dada na escolha do intervalo inicial
‘para cbtengfo da espessura critica. Maiores detalhamentos scbre os
procedi mentos adotados sfHo encontrados no apéndice B.

S8oc apresentados na tabela abaixo os valores obtidos pelas



aproximagdes LTSz, LTS4 e LTSs, comparados aos resultados exatos
encontrados por Case, [8]. Também s8oc tabelados os valores percen-—

tuais dos erros em relagio aos valores exatos.
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Comparagfo das espessuras criticas

LLTSN e Case

Case LTSz Erro LTS« Erro LTSs Erro
4. 2266 4.6174 g.25 4.2707 1.04 4. 2420 0. 36
2. 5796 2.9700 15.13 2.86372 2.23 2. 5972 0.68
1.8776 2. 2551 20.10 1.9467 3.68 1.8980 1.09
1.4768 1.8383 24.48 1.5547 5.27 1.5003 1.59
i.2182 1.5600 28. 37 1.2990 6. 90 1.2418 2.19
1.0303 1.3891 31.91 1.1180 8.51 1.0598 2. 86
0. 8928 1.2064 35.13 0. 9828 10.08 0.9247 3.87
0. 7963 1.0858 36. 36 0. 8775 10.20 0. 8203 3.01
0.7016 0. 9880 40. 82 0. 7932 13.06 0.7372 5.07
0. 6527 0.9069 | 38.95 0. 7240 10.92 0. 6695 2. 57

TABELA 2

obtidas pelos métodos

ESCOLA DE ENGENHARIA

BIBLICTECA
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METODO LTPwN

1.0 Introdugio

O método LTPN, [15,16,17]1, consiste basicamente de uma solu-
G8o analitica para a aproximag8c PN da equag3o de transporte de
néutrons em geometria plana,considerando um grupo de néutrons e a-
nisotropia de ordem L. A caracteristica principal deste método con-
siste na aplicagdo da transformada de Laplace para resolver o sis-
tema de equagdies diferenciais oriundas da aplicagfio da aproximagZo
PN sobre a equag3o do transporte. O sistema linear resultante para
o fluxo angular transformado ¢ resolvido para a aproximagio de or-
dem N. O fluxo angular é obtido procedendo-se a inversfo do fluxo

angular transformado pela técnica de expansioc de Heaviside.



2.0 A formulagio LTPN

Seja

i

B_GYCx, 1+ o Ylx, 1O
ax

C4.1>

2

M A

<]

N 21+ t
S— P o J PCu> Cx,u*ddu’, Oxta

—

1

a equagio do transporte de néutrons a um grupo de energias com es-—
palhamento anisotrdépico de ordem L, sujeita Aas condigdes de con-

torno

WO, > = £Cud, w0 C4.1.ad

wla, ud glud, KO, C4.1.bD
sendo fCud e glud) os fluxos incidentes nas fronteiras do dominio;
Yylx, D o fluxo angular de particulas na diregio u; o, 2 secglo de
choque total e o, 2 l -ésima componente da secgio de choque dife-
rencial de espalhamento de ordem L=<N.

O fluxo angular ¢ aproximado pela expans8o Pn

N

W3, D= 2 8;1 ¢ GOP (>, N fmpar.  C4.2D

L=

Substituindo a equagio (4.2) na equagdo (4.13, resulta o se-

guinte sistema:



N
21+1 R =
2 5= P GO[ 0,700 + o ¢ GO ] =
1L=0
4.3
N
2L +1
z =— P (D o_ ¢/, 1=0,1,...,N,
1=0
com ¢>L’Cx3 representando a derivada de ¢>LCxD.
Para a eliminagioc da dependéncia angular na equagio 4.3,
multiplica-se a mesma por Pk »Ck=0,...,N), e integra-se a equagioc

resultante na variavel u no intervalo {(-1,1]. Advém deste procedi-

mento um sistema de equagdes diferenciais ordinarias em ¢§>O, no
qual ¢ aplicada a transformada de Laplace, considerando o dominio
adequadamente extendido. O sistema algébrico advindo deste proce-

dimento & escrito como:

ACS) @s) = ¢COd C4.4D

~

onde (s representa a transformada de Laplace do vetor #Cx>; #COD

~ “~ ~

¢ o vetor ¢(xD calculado em x=0 e AC(s) a seguinte matriz, [(14]:

~
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[ s a ... O a . O a
1,2 1, 1,N+1
a s o O O O
2,1
0] &) s a, ... O a,
ACs) = vl L,N+1
a, o ... a, . o 0
1L+1,1 1L+14, j—1
o) o) O 0] s a
N,N+1
a o P a . o R a s
- N+41,1 N+1, j-1 N+1,N 4
C4.4.ad
Os elementos aij de ACs) fora da diagonal principal, para
J<€ i-1, s3o dados por:
O; 1 impar e j par ou i e j impares
a =18l o -0 3; y=i-t C4.4.bD
1, ] j T 8, }—-1
. (i-j-8y-2
2j-1 ci-gk-2> | . N
i 3 CaT O;J—f) I]; T ERois i pars J impar, j<i-1
e, para j2 i+1:
r
O; 1 par e j impar ou 1 e j pares
_ ) ain - o
at,j = 4 T CaT os,j—1)' j=i+nl C4.4.0d
. (j-it-8rr2
2j-1 Ci+2k+1D |
- e —— -+
71 CaT a&r1) TT TTaEes impar, § par,j>i+l

Ao se encontrar a matriz inversa de ACs), o sistema estara

resolvido para ¢(s). Restara o calculo de x>, que poderid ser en-—

~ ~

contrado por expansf3oc de Heaviside. A determinag3o de ¢(x> estara,

a4

assim, sujeita ao conhecimento das condig&es iniciais ¢CO0D.

Tais

ESCOLA DE ERGENTARIA
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condi¢des sdo determinadas calculando-se os seguintes momentos

~1 r1
1 o, du = | 4F rew du, x=0 e wo C4.5. 2>
Jo Jo
© k P k
o o ywa,ud du = # glu duy, x=a e KO, C4.5.b>
J—i J-a
com k = O0,...,N-1. Un sistema linear & gerado através deste proce-

dimento, permitindo a determinagfo de @¢C0). Uma vez determinado o

vetor ¢(x), o fluxo angular estarid determinado pela equagfo C4.2).

~

2.0 O método LTPN e o problema de criticalidade para uma placa

Para o estudo da criticalidade de uma placa plana considera-

se a equagdo (4.1) com espalhamento isotrdépico, ou seja,

HOOYCx, )+ o YCx, ) =

4
1o J wCx, *ddp’, O<x<a. C4.6D
ax 2

E

sujeita as mesmas condig®es de contorno C(4.1.ad e (4.1.0bD.
A equaglio (4.68) pode ser reescrita, de forma mais convenien-—
te em termos da disténcia dptica , ou seja, x € substituido por

bt
o X

42



43

1
HOoawlx, ) + wpwlx,ud = cj wlx, > 2du?’, Cc4.7>
Ix

obser vando que neste caso, c=oso/0T.

A fim de exemplificar o uso do método LTIPN na solug3oc do
problema de criticalidade, a seguir serfoc desenvolvidos os proce-
dimentos relativos & aproximag8o LTPs.

Substituindo-se a expans3o PN escrita para N=3,

WO, 1) = z Zmtl 4 COP Cw, C4.8
=] m m
m=0
na equa¢3oc do transporte (4.7), e tomando-se os quatro primeiros

momentos, obtém-se o sistema de equagdes diferenciais abai xo:

@00 + (1-cdg (x> =0
@00 + 2¢2CxD + 3¢ = O
2¢7Cx0 + 3¢90 + By (O = 0

3¢;Cx) + 7¢3Cx) = 0,

sendo ¢;Cx3, m=1,2,3, as derivadas das fungdes ¢mCxD.
Aplicando-se ao sistema acima a transformada de Laplace, ob-

tém-se o sistema linear,

[ s 3 o) -14.3 1 [ aocSJ ) F¢°co> T
1-¢ s o} o} $1c53 ¢,CO>
0 o} s 7/3 $zc53 ¢,C00

|-2-3C1 -¢D o} 5.3 s J L2 ] | ¢,C0> |

C4.9.ad
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escrito na forma matricial:

ACs) sd = ¢CO0d. C4.9.bD

“r

A equagSo (4.9.a) pode ser obtida diretamente das equagdes (4, 4D,
uma vez realizadas as simplificagdes adequadas, Coa.= 0>.

Resolvendo o sistema (4.9 obtém—-se

s> = A 'Csagod, C4.10.ad
ou
- 1 T
Fsd = —— BTCsd @0, C4.10.bD

sendo B' a transposta da matriz de cofatores e A o determinante de
ACsD.

Definindo a matriz de cofatores como:

B11 ... Biae
B=1: : . C4.11>
Besr ... Baa
entio (4.10) pode ser reescrita como
[ $,Csd [ Bia B21 Bsi1  Bas ( ¢,C0d
@ CsD 1 Bi1i2z B22 Bsz Baz ¢, COD
1 = C4.12d
$2CSD B1a B2s Bas Bas ¢,C0D
i 3;(33 J i Bi4 B24 Bss4 Bas 11 ¢aCO) ]

Resol vendo-se (4.12) para ¢mCs), obtém-se a expressio



- 1
F (D= —— [Bimest ¢ CO> + Bzmes ¢ COD +

+ Ba,m+1 ¢2CO) + Ba,m+2 ¢9CO)]. C4.13

onde m=0,1,...,3.

Por expans3o de Heaviside encontra-se wuma express3o para

¢mCxJ, em termos da equagioc (4.13D,

N DCs D

_ k
¢>mCx3 —kz’. Z—,TS—:)— expCstD. C4.14D

onde s, s3o as raizes do polinédmio caracteristico da matriz ACsD,
A’CsD €& a derivada do mesmo polindmio caracteristico e
$mcS> = DCsD/ACSD C4.1%

Assim, apds alguma manipulagfo algeébrica,

para ¢mCxJ aparece:

a seguinte solugfo

@ CxD = ¢ COOIL B1fm+1 exp(s x> + ... +B1?m+1 exp(s x31 +
m o e 1 o A 4
A’ s A4
(4.16D
+ + @ COX[ Ba'ms1 expCs > + ... +BNim+1 expCs 01,
4 —_— 1 L, 4
A’ A’ a
k
Os indices k ,k=1,...,4,

em Bnm e A’k indicam que estes elementos

s8o calculados para a raiz s

Achada a expressio para ¢mCxD, o fluxoc angular & dado

equag8o (4.8),

pela
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3

O, (D= 2 ag” ¢ GOP (1, 4.8

m=0C

ou, visto de outra forma,

1 3
yix, 1D = = PoCy)¢oCx) + = P1Cy3¢1Cx) +
C4.17D

-
P C@ 0O + 5 P 00O,

+
a1

Aplicando-se as condig¢8es de Marshak a equaglo (4.17D,

1
J; Pka) y(O,wddu = 0, C4.18. ad

1
J-o P (= yCa,~ddu = O, C4.18.bD

sendo k=1,3, resulta um sistema de quatro equagdes algébricas:

4¢ CO> + Bp CO> + 5 (0> =0

4¢°Ca3 - 8¢1Ca) + 5¢2Ca) =0

C4.195
—¢°CO) + 5¢ECOD + 8¢3CO) =0
—¢°Ca) + 5¢2Ca) - 8¢3Ca) = 0
Lembrando que as fungdes ¢mCxD s8o dadas pela equagio

C4.16>, o sistema acima pode ser visto como:

ECad> ¢CO> = O, C4.200



sendo ECad a matriz resultante quando abstraimos do sistema as

condigdes iniciais ¢mCOD.

Una vez que o vetor @¢C0) da equagio (4.19) n3o € nulo, o de-

~

terminante da matriz ECa) deve se anular. O valor de a que anula o
determinante € o valor da espessura critica. Pode—-se chegar facil-
mente ao valor de a utilizando—se métodos iterativos adequados. No
presente trabalho foi utilizado o método da bissecg8o. Maiores de-
talhamentos s3c encontrados no apéndice B.

Na tabela abaixo s8o comparados os valores da espessura cri-
tica, (em fungdo de cd, obtidos pelas aproxima¢®es, LTPN aos valo-
res exatos obtidos por Case, [8]. Convém observar que os valores
obtidos pelas aproxima¢gdes LTPN coincidem exatamente com aqueles
obtidos pelas aproximag&es PN de igual ordem. S350 também apresen-—
tados os erros relativos percentuais em relagdo aos valores de Ca-

se.



c Case LTPa Erro LTPa Erro LTPs Erro
.1 4. 2266 4.48573 5. 46 4. 24287 0.38 4.2318 O0.12
.2 2. 5796 2. 8250 9. 51 2.6040 0.95 2. 5852 O.z22
.3 1.8776 2.1226 13.08 1.9089 1.72 1.8840 0.34
.4 1.4768 1.7162 16.21 1.85183 2. 61 1.4844 0.851
.8 1.2152 1.4470 19.07 1.2583 3.855 1.2243 0.785
.6 1.0303 1.2838 21.69 1.0768 4.51 1.0409 1.03
.7 0. 8928 1.1078 24.08 0.9414 5. 44 0.98047 1.33
.8 0. 7963 0.9931 24.71 0.8364 5.04 0. 7995 0.40
.9 0.70186 0. 8006 28. 36 0. 7526 7.287 0.7158 2.0a2
.0 0. 6527 0. 8241 26. 26 0. 6841 4.81 0.6477 0.77
TABELA 3

Comparagfoc entre as espessuras criticas obtidas pelos métodos

LTPN e Case
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CONCLUSSES

Procuramos, no presente trabalho, realizar um estudo do pro-
blema de criticalidade da placa plana por dois novos métodos apro-
ximados de solug3oc da equagdo do transporte unidimensional, a sa-

ber, método LTSN e método LTPN.

Verificamos que, por ambos os métodos, s8o gerados valores
para a espessura critica que convergem para os valores exatos de
Case, [8]1, 4 medida que aproximagdes de ordens mais elevadas vao

sendo consideradas. Geramos valores para as trés primeiras aproxi-
magfes de cada método.

Para as aproximag®es de primeira ordem,ocu seja, LTSz e LTPs,
chegou-se a erros, em relag3o aos valores exatos, de no maximo 41%
e 28%, respectivamente. Com as aproximag@es de segunda ordem, LTSs
e LTPa3, os erros maximos diminuiram para, respectivamente, 13% e
7%. Das aproximag®es de terceira ordem, LTSs e LTPs, resultaram
valores com erros maximos de 5% e 2% . Convém salientar que os er-
ros, para aproxima¢des de ordens equivalentes, foram invariavel -

mente menores usando o método LTPN. N3c obstante, as tabelas 2 e 3



mostram que, para todos os valores calculados, © erro diminui mais
rapidamente entre duas aproximagdes sucessivas LTSN. Isto indica
que os valores obtidos pelas primeiras aproximagdes LTPN s30 mais
préximos dos valores exatos, mas sua convergéncia numérica para e-—
les € mais lenta que a das aproximagdes LTSN.

Acreditamos ter chegado a resultados bastante razoaveis, ja
para a terceira aproximag3o,(erros de 5% para LTSs e 2% para LTPs),
uma vez que Larsen, [11], considera que resultados exatos s3o ob-
tidos somente para a aproximag3o Sas.

Omitimos deste trabalho consideragdes a respeito do problema
de criticalidade para uma esfera porque, por meio de transforma-
¢Bes adequadas, &€ possivel converter o problema de criticalidade
para uma esfera em um problema similar em geometria plana, [13].

Sugerimos, para a continuidade deste trabalho, a extensio do
uso das técnicas ora desenvolvidas a4 multiregido, bastando para
tanto que se leve em consideragio condig@es de continuidade nas
interfaces. Do mesmo modo, acreditamos que a extensio da solug3o
para © problema de multigrupo poderia ser obtida de forma computa-
cionalmente simples devido a analiticidade inerente aos dois méto-

dos estudados.

0|
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APENDICE A

A EQUAGCAC DO TRANSPORTE

1.0 Introdugiaoc

Alguns conceitos necessarios a dedug3o da Equagfic do Trans-

porte sio primeiramente apresentados abaixo.

m Densidade Angular:
E © numero provavel de néutrons na posigdo r, com diregdo
e energia E no instante t, por unidade de volume, por unidade de

dngulo sdélido, por unidade de energia.
Densidade Angular = NCE,Q,E,t) CA. 1D
Assim, NC(r,Q,E,t2dVd(QdE ¢ o nuimero provavel de néutrons no
volume dV em r, tendo direg&es dentro do &ngulo sdélido dQ em torno

de 0 e energias no intervalo dE em E, no tempo t.

® Densidade:

ESCOLA DE ENGENHARIA
BIBLIOTECA



Define—-se densidade como:
nCr,E,t>) = f NCr ,Q,E, tOdQ2, CA. 3D
r e r,i 14

sendo que o simbolo 4[] representa integragio em todas as diregdes.
A quantidade n(r,E,t) representa o numero provavel de néu-
trons em r, com energia E, no tempo t, por unidade de volume, por

unidade de energia.

s Corrente Angular ou Fluxo Vetorial:
A corrente angular € definida como o produtoc do vetor velo-

cidade pela densidade angular.
Corrente Angular = v.N(r,Q,E, 1D CA.3

@ Fluxo Angular ou Fluxo Escalar:
E o produto da magnitude da velocidade pela densidade angu-

lar, designado por yw(r,Q,E,tD.
wr,0,E, LD = v.NCr,,E, LD CA. 4D

® Fluxo Total:
O fluxo total é definido como a integral do fluxo angular

sob todas as dire¢@es, sendo denotade por ¥r,E,tD.

Wr,E,t> = [ ¥(r,Q,E,t2dQ = v.n(r,E, 2 CA.BD

m Corrente:
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Seja N um vetor unitario normal a um elemento de superficie
dA, tal que N.dA é o vetor normal a um elemento de superficie de
drea dA. Entdo, NdA-VvNCr,Q,E,tD ¢ o numero de néutrons atravessan-
do o elemento de superficie por unidade de 4ngulo sélido, por uni-
dade de energia, por unidade de tempo.

A integrag¢gfo sob todas as direg8es fornece o nuimero liquido
de néutrons por unidade de energia e tempo cruzando dA. Assim, o]

numero ligquido de néutrons atravessando dA € igual a
ndA- [ vNCr,Q,E, tddQ.
N ap S -Dade e

A integral na expressio ¢ chamada de corrente e € representada por

JCr,E, D
JCr,E,t> = I vNCr ,QQ,E,tDd(Q = vl ONCr , (3, E, £Od0. CA. 6D
arr ~ ~ =Y ke ap —Sonleds bl

m Fontes:

Néutrons que aparecem por raz8es outras que ndo colis®es,
(por exemplo, fissdes espontéineas, agfo de raios césmicosd, s3o
representados pela quantidade Xr,Q,E,t>, que &€ definida como a
probabilidade por unidade de tempo que um néutron de energia E a-
parega em r por unidade de volume por unidade de &ngulo sdélido por

unidade de energia.

|8 Se¢des de Choque
A quantidade o(r,EY, denominada segfo de choque macroscdpica
total, & definida como a probabilidade de reag3oc de um néutron por

unidade de comprimento de trajetdria.
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A seg8o de choque macroscdpica total €& a soma das segdes de
choque parciais para todos os tipos de colises néutron — nucleo,
sendo que cada se¢8oc de choque parcial representa a probabilidade
de que um tipo particular de particula emerja da colis&o. Assim,
o“CE,ED e on,CE,E) representam as se¢des de choque de espalhamento
elastico e inelastico, respectivamente, ong,E) a se¢lo de choque
de captura radiocativa e ofC[,E) a segio de choque de fissio.

Define—-se se¢3o de choque diferencial como a probabilidade
de que, havendo colis8o de um dado tipo, ( espalhamento, fiss3o,
etc,D, os néutrons resultantes tenham determinadas diregdes e e-
nergias. A segfio de choque diferencial pode ent8o ser representada
por:

oxC:,E’D.fxCE;Q’.E’ + Q,ED,
sendo OXCE,E’) a se¢io de choque para uma reag3o do tipo X para
néutrons de energia E’ e fxCE;Q’,E’ + Q,BEDdQOdE a probabilidade de
que um néutron com diregdo 2’ e energia E’, tenha uma reaglo do
tipo x, emergindo da colisSo um néutron no intervalo d2 em torno
de Q com energia dE em E.

Uma boa aproximag¢ic para colis3oc com fissioc ¢ considerar que
os néutrons resultantes s8So emitidos isotropicamente. Desta forma
¢ possivel escrever:

fCr; Q" ,E" » Q,EDdOdE = Z%—vCE;E’ + EDdQdE,
onde v(r;E’ 9 EDdE ¢ a probabilidade de que uma fiss3o causada

por um néutron em r com energia E’ resultard em um néutron no in-
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tervalo dE em E. Além disso, v(r;E’ + E) €& normalizado tal que
Z%‘ J J v(riE' » EdAOdE = [ »Cr;E’ » EDHE = u(r,E'D,

onde ;CE,E’) ¢ o numero médio de néutrons produzidos por uma fis-
s8o em r, causada por um néutron com energia E’.

Para reag8es de espalhamento, um néutron resulta de cada
néutron que colide; as probabilidades de transferéncia podem, con-

sequentemente ser normalizadas. Assim,

Se o(r,E’) ¢ a seg8o de choque total, a probabilidade por u-
nidade de distancia em r de que resulte um néutron com direg3o Q e
energia E da colisfSo entre um néutron com diregdo ' e energia E’
e um nicleo, considerando todos os possiveis tipos de colisio, po-

de ser escrita como:
olCr,E’D.fCr;Q°,E’ » Q,ED
A quantidade acima pode ser escrita como

oCr,E’).fCr;Q’ ,E’ » Q,E) = 2 o Cr,E’D.f Cri@’,E’ » Q,BD
X

Integrando—-se para todas as dire¢des e todas as energias e

considerando as normalizag®es, encontra-se:
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f ff(x;;g’,rz’ + Q,EDd(dE =

CA. 7D
o Cr,E’d+0 Cr,E’Y+o Cr,E’DuCr,E’D +...
= - A - ~ =cCr, ED
olr,E’D o=
onde os indices n, n’ e f referem—-se a espalhamento elastico, es-—

palhamento inelastico e fiss3o, respectivamente.
A quantidade <(r,E2 representa, portanto, o nimero médio de
néutrons emergindo por colis8oc em r, devido a néutrons que colidem

com energia E’.

@ Taxas de Interagio
Dos conceitos apresentados acima encontram-se, facilmente,

algumas quantidades dteis na dedugﬁo da Equag8o do Transporte:

° Vo : probabilidade de que um néutron sofra uma colisfo do tipo x
por unidade de tempo;

° voxN : taxa de interagdo do tipo x ou © ndmero de interag@es do
tipo x por unidade de volume, energia e &ngulo sdélido na posigio r
e tempo t devido a néutrons com energia E e diregdo (2, na unidade
de tempo;

° vo n : nimero de interagds do tipo x por unidade de volume e de
energia na posig8o r e tempo t devido a néutrons com energia E, na
unidade de tempo;

o NCr,Q2’,E’,t3dQ’dE’ : nimero de néutrons por unidade de volume ten-
do diregdes no interior de d’ em torno de (I’ e energias dE’ em
E’;

ev’o Cr,E’>f Cr;@’,E’ + Q,EDNCr,@,E’,tD>d0’dE’dOdE : taxa, em néu-



trons por unidade de volume e de tempo, na posigdo r e tempo t, na
qual a quantidade NCr,0’,E’,t3d’dE’ & transferida, através de in-—
teragfes do tipo x, para dire¢des em d em torno de e energias

em dE em E.

2.0 Derivagdo da Equa¢g3oc do Transporte

Sendo NCr,Q,E,t)dVdQdE © ndimero provavel de néutrons no ele-
mento de volume dV, tendo energias em dE em torno de E, com dire-
¢Ses no interior do Angulo sdélido dQ? em torno de Q, no instante t,
a equagdo do transporte ¢ a equagio que expressa a variagfo deste
numero quando transcorre um intervalo de tempo At. Em outras pala-
vras, & a equag3o que expressa um balango entre os néutrons que
ingressam ou abandonam o grupo N(Cr,Q,E,t)dVAQME durante o interva-
lo At.

A distincia percorrida por um néutron no intervalo At & vAt.
A probabilidade de que o néutron sofra uma colisZo neste tempo é,
peis, oLr,EdvAt. Assim sendo, a probabilidade de que os néutrons

do grupo NCr,Q,E,t2dVd(dE o abandonem, no intervalo At, é

oCr,EDVAtNCr, 0, E, tDdVdAQdE.

Por outro lado, a probabilidade de que os néutrons permanegam no

grupo é:



NCr,Q,E,td [1 — oCr,EdvAtldVdQdE

Como resultado de colis®es ¢ numero de néutrons entrando no

grupoc &:

tf [ oCr.,E’>fCr;Q’,E’ » Q,EDv’NCr,Q’,E’,tdd0’ dE’ 1dVd(dE.

O numero de néutrons ingressando no grupo através de fontes

Xr,Q,E, t2dVAQdEAL.

A densidade angular na posigdo r + QvAt e tempo t + At & da-
do pelo balango entre os néutrons que entram e os que saem do gru-
po. Eliminando dVAdQdE de cada termo obtém-se:

NCr + QvAt,Q,E,t + AtD = NCr,Q,E,tD [1 - o(r,EDvAt] +

tf [ oCr,E’>fCr;" ,E’ » Q,EDv’NCr, Q' ,E’,tDdQ’dE’ JAL +

Xr.0,E,tdAt

CA. 80

Dividindo ambos os lados da equagfoc por At e tomando o limi-

te quando At 4 O, a equagdo acima torna-se:
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lim [CNCr + QvAt,Q,E,t + AtD - NCr,Q,E,tDD /A1 +
At =20

+ olr ,EDVvNCr ,Q,E, L3 =

= (f [ oCr,E°2fCr;Q°,E° » Q,EDv'NCr,Q’,E’,t>d0’' dE’ ]

CA. 9D
O primeiro termo da equac3c acima €& a derivada total com
respeito ao tempo da densidade angular e pode ser denotado por

dN-dt, onde N representa N(r,(Q,E,tD.

Se o termo NCr,Q,E,t+AtD for adicionado e subtrafide ac nume-

rador do termoc entre parénteses, duas expressdes s3o prontamente
obtidas:
. N
lim [CNCr,Q,E,t + AtD - NCr,Q,E,tDD /ALY = 3 CA. 10D
Atao0
e

lim [CNCr + QvAL,Q,E,t + AtD - NCr,Q,E,t+AtDD /ALY =
Avs0

= v{2-VNCr,2,E,tD. CA. 11D

Este dltimo termo representa a derivada direcional de N na
diregio Q.

Fazendo-se os arranjos necessarios a equagio C(A.9) torna-se:

STt VRUN + owN = [ [ o’fV'N'dQ'dE’ + Q CA. 12D
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onde N = NCr,0,E,td> e N’ = NCr,Q’ ,E’,tD.

A equagio acima € a forma basica da Equagfo do Transporte de

Néutrons, que escrita em termos do fluxo angular torna-se:

13‘!’ . — ? > » [
St * QW +ow = [ [ofydadE’ + Q CA. 13D

2.1 Equag3o do Transporte para um Grupo de Néutrons

A equagio do transporte de néutrons em termos do fluxo angu-

lar independente do tempo pode ser vista abaixo:

Q-VyCr,0,E> + olr,EDyCr,Q,BE> =
CA. 14D

= [ J oCr,E’>fCr; Q" ,E” 4 Q,EdyCr,Q’,E’>dQ"dE’ + Xr,Q,ED

Existem situag®es em que as se¢des de choque podem ser tra-—
tadas como independentes da energia (por exemplo, néutrons térmi-
cos). Isto leva a uma forma de equagio do transporte na qual as e-
nergias dos néutrons n8o aparecem, © que equivale a dizer que to-
dos os néutrons tém a mesma energia. A esta aproximag¢do da-se o
nome de teoria do transporte para uma velocidade.

Sendo a segfo de choque fungio apenas da posigio:



A distribuig¢8c angular dos néutrons emergindo da colisdo,

J fCr;Q°,E’ 5 Q,EdGE

deve ser independente da energia E’. Portanto, esta gquantidade po-

de ser escrita como:

J f<r; 07 ,E” 5 Q,EDAE = cCrdfCr;Q’s

onde a fung8o fCr;{’> (U ¢ normalizada para a unidade:

J ;009 Dda =1 CA. 15D

Ent8o, c(r> €& o numero médio de néutrons emergindo de uma
colis8o em r.
Defini ndo:

J wr.Q,EddE = w(r,®,

—

¥Cr,Q’ ,E'DdE = C(r,Q’),

J &r.Q,B>dE = &Xr,.®,

a equag8o CA. 145, apds integrada com respeito a energia, pode ser

vista como:

ESCOLA DE ENGENHARIA
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Q-VyCr, D + olroylr, D =
CA. 16D

= oCrdelr) [flr; Q"+ @WyCr,Q’>dQ’ + Kr,®»

A equagdo acima €& a forma geral da Equag3o do Transporte in-—
dependente do tempo para uma velocidade.

Em geometria plana para meio infinito, o movimento dos néu-
trons depende da coordenada z e do Angulo 8, conforme a figura 2

sendo ds o vetor que representa a diregiio deste movimento.

figura 2

Portanto, o termo Q-Vy em geometria plana ¢ escrito na forma

_dy _ dywy dz _ dy _ vy
OW S " TZF T EZ T
sendo ¢ = cos 8. Nessa geometria € conveniente fazer yCr,Qd =

wCz, 0.
A equagdo (A. 1860 em geometria plana, portanto, pode ser es-

crita como:

Az, )
#WC#

== + oCzIyCz, D = olzde [ £CQ s Dplz,u’ddR” + Lz,

CA. 17D
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onde ¢ e f foram feitos independentes de posigio.

Em teoria do transporte ¢ conveniente expressar disténcias

em termos de livres caminhos médios, portanto
-1
x = J; oCz?’)dz

e, ent3o:

Além disso, suponhamos que os néutrons emergindo de colisdes
tenham distribuig8io isotrépica; ent&o, em vista da condig&o de

normalizag3o dada pela equaglio CA.18), segue que:

, = 1

Portanto, se d’ ¢ reescrito em termos dos &ngulos azimutal

e polar, i.e., dQ’+ 2n du’, a equaglo (A.17) dividida por oCzd re-

sultara na equagio abaixo:

y aw(x,}_l) + WCX.H) = %J‘fi "’Cx’y’)dy’ <+ mx,y), CA.18>

onde y(x,pud =y [(z2C0,u] e QUx, w0 = i Q [zCxD,ul.
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APENDICE B

NOTA SOBRE OS PROCEDIMENTOS ADOTADOS PARA ENCONTRAR

OS VALORES DAS ESPESSURAS CRITICAS

Neste trabalho, foram desenvolvidos procedimentos analiticos
e computacionais para o calculo das espessuras criticas da placa
plana em fungfo do paré&metro c, pelos métodos Pn, LTPN, E LTSN, os
quais foram cotejados com os valores obtidos por Case, ([(8]).

Na parte computacional foram desenvolvidos pequenos progra-=
mas para cada aproximag8oc dos trés métodos mencionados acima. A-
credi tamos que, com maior tempo de desenvolvimento, seja possivel
a elaborag3o de um programa apenas para cada método.

Os programas foram desenvolvidos na linguagem prdépria do
software MATLAB, vers3o 1.3, pois, logo no inicio do trabalho,mos-
trou-se atraente a possibilidade de utilizag3o de algumas fungdes
embutidas nesse software que economizariam tempo por eliminar a
necessidade de elaboragSoc de subprogramas extensos para etapas es-
pecificas do programa. Como exemplo, pode-se citar a fungdo ROOTS,
que calcula as raizes de um polinémio de grau N, bastando a entra-

da de um vetor com os coeficientes do polindmio, ou a fung8o DET



que calcula o determinante de uma matriz qualquer. Além disso, es-

t8c disponiveis varias fungdes que auxiliam na avaliag¢8oc dos re-—
sultados quando se opera com matrizes, (numeroc de condicionamen-
to, etcd.

Ficou claro, porém, que, se por um lado o uso da linguagem
desse software para escrever os programas trouxe vantagens, por
outro restringiu a possibilidade de generalizagfo dos mesmos, uma
vez que o fator limitante para essa generalizagfo passou a ser o]

numero de linhas disponiveis para programas muito reduzido.
Em seguida ser3o mostrados, sucintamente, os passos dados a-
té a obtengdo dos valores de espessura critica mostrados nas tabe-

las 1, 2, 3.
| Método P

Procedimentos Analiticos:

15 Determinagio dos polinémios'ﬁﬁv), l =1,...,N+1, através da
férmula de recorréncia (2.32, (sendo TOCvD = 1D.

2) Obtengio das (N+1).2 expressdes dadas pelo uso da férmul a
C2.14>.

Procedi mentos Computacionais:
1> Calculo das raizes positivas v, j =1,...,(N+1>2, do polinséd-
3
mio T Cwvd.
N+1
2) Calculo dos valores Tfhﬁb’ sendo 1 =1,...,N e j=1,...,(N+1D>. 2.
3 Com os dois procedimentos anteriores associados as N+1 expres-

s&es obtidas pelo uso da férmula C2.14), ficam determinados os e-

lementos da matriz da equagio €2.17>, Cou similar para um N dife-
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rente), sendo que os mesmos agora sio fungdes apenas da meia es—
pessura critica a. Através do uso do método da bissecgdo, fica de-—
terminado o valor de a que anula o determinante da matriz em

C2.17>.

m Método LTSN

Procedimentos Analiticos:

1> Determinag¢3o do polinémio caracteristico dado pela equagio
(3.10>, (determinante da matriz transformada AnCsD, (eq.(3.2D3D.

20 Determinag3o dos polinémios dados pelas equagSes (3.11D e
(3.12), Celementos da matriz de cofatores (3.14D).

3D Determinag3o do polinémio dado pela derivagdo da equaglo carac-

teristica (3.10D.

Procedimentos Computacionais:

1) Calculo das N raizes do polinémio caracteristico.

2) Calculo dos valores que se obtém inserindo cada uma das N raf-
zes do polindmio resultante da derivagio do polinémico caracteris-
tico.

3D Calculo dos valores que se obtém inserindo cada uma das N  rai-
zes nos polinémios que representam os elementos da matriz de cofa-
tores.

4> CAlculo, através do método da bissecgio, do valor de a que anu-
la o determinante da matriz ECad da equagfo (3.22D, considerando

os procedimentos descritos na segfo 3.0 do capitulo 3.

m Método LTPN
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Procedimentos Analiticos:

1) Determinagio da matriz ACsD através das equagdes (4.4D.

2) Determinagio do polindmio caracteristico da matriz ACs).

3) Determinag8oc dos polindmios que representam os elementos da ma-
triz de cofatores.

4> Determinag3o do sistema resultante das equag8es (4.18).

Procedimentos Computacionais:

1) Calculo das raizes do polindédmio caracteristico.

22 Calculo dos valores que se obtém inserindo cada uma das N raf-
zes do polindmio caracteristico no polindmio resultante da deriva-
¢80 daquele polindmio.

3] Calculo dos valores que se obtém inserindo cada uma das N rai-
zes nos polindmios que representam os elementos da matriz de cofa-
tores.

4> Calculo do valor de a que anula o determinante da matriz ECad
da equag8o (4.19>, através do método da bissecgfo, considerando os

procedimentos descritos na seg3oc 3.0 do capitulo 4.
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