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DIAS MOREIRA, J.B. Analise dos efeitos da supressao da condicdo de nao desliza-
mento na solugido de escoamentos bidimensionais. 2015. 22 folhas. Monografia (Tra-
balho de concluséo do curso em Engenharia Mecénica) — Departamento de Engenharia
Mecanica, Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto Alegre, 2015.

RESUMO

Este trabalho investiga os efeitos da ndo consideracao da condicio de contorno classica da
mecanica dos fluidos, especificamente, a condi¢cdo de ndo deslizamento no escoamento de
um fluido em contato com uma superficie sélida. Considera-se o escoamento incompres-
sivel bidimensional de um fluido newtoniano a baixos nimeros de Reynolds. Assumindo
a condicao de nao deslizamento, é deduzida uma contradicao com relacdo aos efeitos
previstos pela equagao bidimensional de Navier Stokes. Sem assumir a condi¢gdo de ndo
deslizamento, é avaliada a possibilidade de modelar um escoamento de forma a gerar
fendmenos caracteristicos como descolamento da camada limite e formacgao de vértices.
O modelamento é feito utilizando o software Maple 2015" e consiste em obter o campo de
velocidades através de uma formulagdo em termos da fungao corrente. Por fim, através
de uma analise de simetrias admitidas pela equacéo diferencial que rege o problema, é
discutida a possibilidade de introducdo de uma novo tipo de condicdo de contorno. Os
resultados indicam que a imposi¢ao de nao deslizamento do fluido junto a superficie nao
€ uma condicao necessaria para simular escoamentos com caracteristicas tipicas como
descolamento da camada limite e formacao de vortices, embora a solugcdo obtida ndo
fornega padrdes realistas de escoamento para os niumerso de Reynolds considerados.

PALAVRAS-CHAVE: Condi¢ao de nao deslizamento. solucdo analitica. equacao de Helmholtz.
fungéo corrente.
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ABSTRACT

This work investigates the effects of not taking into account fluid mechanics’ classical boun-
dary condition, more specifically, the no-slip condition imposed on the interface between
a flowing fluid and a solid surface. The flow condition is assumed to be incompressible,
bidimensional, at a low Reynolds number and the fluid is treated as a newtonian one. Under
the assumption of the no-slip condition, a contradiction is deducted with respect to the
properties expected from a viscous flow. It is investigated the possibility of modeling typical
phenomena such as boundary layer separation and vortex generation without using the

no-slip condition. The model is produced using the software Maple 2015, and it consists of
a method to obtain the velocity field formulating the governing differential equation in terms
of the stream function. Furthermore, based on an analysis of the symmetries admitted by
the governing differential equation, it is discussed the possibility of introducing a new type of
boundary condition. The calculations showed that the imposal of no-slip is not a necessary
condition in order to model structures characteristics of certain flows such as boundary layer
separation and vortex generation, although the solution obtained does not yeld realistic flows
for the Reynolds numbers considered.

KEYWORDS: No-slip condition. analytical solution. Helmholtz equation. stream function.
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1 INTRODUCAO

Em geral, fendbmenos fisicos sdo descritos em termos de sistemas de equagdes diferen-
ciais parciais. Para modelar um sistema fisico realisticamente, € necessario escolher condi¢cdes
de contorno que restrinjam o espago de solugdes a respostas coerentes com a realidade. Assim,
o estudo das condigdes de contorno de um problema se justifica quando a obtengdo de uma
formulacao diferente aceita novas metodologias para abordar ou resolver o problema e, em
dltima instancia, permite que a comparagao entre modelos leve a um melhor entendimento do
fenbmeno estudado.

Neste trabalho em particular, a condicdo de contorno de néo deslizamento nao foi
assumida, i. e., ndo necessariamente as trés componentes da velocidade do fluido sobre uma
superficie sélida sao iguais as trés componentes da velocidade da prépria superficie.

Dessa forma, é investigada a possibilidade de modelar um escoamento que reproduza
as principais propriedades de um escoamento laminar viscoso, tais como formagéo e separacéo
da camada limite e aparecimento de zonas de recirculacdo, como é possivel observar na
fotografia da Figura 1.1.

Figura 1.1 — Escoamento laminar sobre cilindro circular, Re = 26. Fonte:(DYKE, 1982)

2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 Consideragoes historicas a respeito da condicao de nao deslizamento

Uma revisao histérica do debate sobre a condicao de contato entre um fluido em
movimento e um sélido pode ser encontrada em (GOLDSTEIN, 1938, pag. 676-680). Em seus
experimentos, Daniell Bernoulli ja reconhecia que as velocidade medidas nas regides proximas
a superficies sélidas diferiam de seus calculos utilizando a hipétese de fluido perfeito. Trés
hipoteses eram mais recorrentes entre os cientistas durante o século XIX: de acordo com
Goldstein (1938) Girard propbs que ha uma camada de fluido que adere a superficie sélida,
e sobre essa camada o fluido desliza, sugerindo que o fluido se comporta diferentemente de
acordo com sua posicao em relacdo a parede. Navier sugeriu que a velocidade de deslizamento
€ proporcional a taxa de cisalhamento do fluido junto a parede: sendo u a velocidade de
deslizamento do fluido e n a dire¢do normal a superficie:

= A—. 2.1
U /\8n (2.1)



Essa é a formulacao mais usual de deslizamento ainda hoje de acordo com Lauga
et al.(2007). Coulomb também havia proposto que o fluido junto a uma superficie sélida
adere a essa, embora diferentemente de Girard ndo assuma que haja uma camada de fluido
estatica cujo comportamento difere do fluido em movimento, mas sim que a velocidade varia
de forma continua em todo o espaco ocupado pelo fluido. Coube a George Stokes, porém,
o papel de defender mais habilmente a hipétese de Coulomb, de forma que ao longo da
ultima metade do século XIX a condi¢cao de nao deslizamento fosse predominantemente aceita
entre mecanicistas de fluidos. Ainda de acordo com Goldstein (1938), James Clerk Maxwell
analisou a questao do nao deslizamento a luz da teoria cinética de gases a pedido de um
arbitro da Royal Society e chegou a conclusado de que, se diferengas de temperatura nao
sao consideradas, ha deslizamento e ele ocorre de acordo com a expressao dada por Navier
(2.1). Além disso, deduziu também que o comprimento A deve ser um multiplo do percurso
livre médio percorrido pelas moléculas de gas L tal que A ~ 2L. Lauga et al.(2007) compila e
analisa numerosos trabalhos experimentais realizados no século XXI medindo o deslizamento
de fluidos newtonianos, com ) variando entre aproximadamente Inm e 1pum, 0 que corrobora
os resultados de Maxwell.

2.2 Formulagao analitica de problemas da mecéanica dos fluidos

A resolugéo analitica de problemas da mecénica dos fluidos € um problema histori-
camente dificil devido principalmente a n&o linearidade das equagdes fundamentais. Mesmo
problemas relativamente simples como o escoamento bidimensional tranversal a um cilindro s6
possuem solugdes analiticas para casos limites como a a solugéo encontrada por Lamb para
as equacodes de Oseen(BATCHELOR, 2000, pag.245-246), cujo modelo lineariza os termos
advectivos u - Vu como U(%), U a velocidade a que o campo de velocidades tende assin-
toticamente(KUNDU; COHEN, 2008) quando a distancia para o objeto submerso vai para o
infinito.

Até o o fim do século XIX, a inabilidade da teoria de escoamentos potenciais de prever
resultados coerentes com experimentos combinado a dificuldade em resolver as equacgoes
de Navier-Stokes langava duvida sobre a capacidade da teoria da mecanica dos fluidos em
obter descricdes realistas de escoamentos de interesse pratico. Entretanto, durante o terceiro
congresso internacional de matematica sediado na cidade de Heidelberg no ano de 1904,
L. Prandtl apresentou sua teoria da camada limite(SCHLICHTING, 1979, pag.127-149). Esta
consiste em estudar a influéncia da viscosidade em escoamentos com alto nimero de Reynolds.
Prandtl mostrou que é possivel simplificar a equagao de Navier-Stokes junto a parede onde
o gradiente de velocidade é muito alto e a influéncia de forgas viscosas é grande, enquanto
na regiao mais distante da parede, escoamento potencial € uma solucao razoavel devido a
predominancia dos efeitos inerciais, de forma que para resolver todo o campo de velocidades
basta impor continuidade entre as solu¢cdes de ambas regides.

Durante a ultima metade do século XX, a maior acessibilidade a computadores popu-
larizou as técnicas de simulagao numérica do comportamento de fluidos(Computational Fluid
Dynamics-CFD). As primeiras simulagdes foram realizadas ja nos anos 40 utilizando métodos
de diferengas finitas descritos por Richardson nos anos 20(RICHARDSON, 1922). Desde entéo,
tanto a capacidade de processamento de dados por maquinas quanto a diversidade de métodos
computacionais cresceu exponencialmente(MALISKA, 1994), e area de simulagao numérica
em mecanica dos fluidos se tornou um campo de estudo préprio.

Resultados relativamente recentes foram obtidos na area de métodos analiticos para
a resolucéo de equacgdes diferenciais parciais baseados em suas simetrias, tais como sime-
trias de Lie, transformagdes de Backlund(BLUMAN; KUMEI, 2013; ROGERS; SCHIEF, 2002;
SPEROTTO, 2007). Tais técnicas de analise sdo uma continuac¢do dos estudos de métodos de
grupos iniciado por Lie no final do século XIX, complementado por Backlund na mesma época
e por Ovsianikov no século XX(IBRAGIMQV, 2004). Tal metodologia permite o desenvolvimento
de abordagens alternativas a problemas classicos de mecanica dos fluidos. Beck (2005) e



Fernandez (2007), por exemplo, utilizam métodos analiticos para obter solu¢des da equacao
de Helmzholtz bidimensional transiente e da equagao da conveccgao difusdo bidimensional
transiente, respectivamente.

3 OBJETIVOS

A luz do uso histérico da condicao de contorno discutida, e também do desenvolvimen-
tos de procedimentos que tornam operacional a analise de sistemas de equagdes diferenciais,
a proposta deste trabalho € verificar se fenébmenos caracteristicos de escoamentos viscosos
laminares, tais como separagao da camada limite e geracao de vortices, necessitam da im-
posi¢do da condi¢do de nao deslizamento sobre superficies solidas ou se tais caracteristicas
possam estar presentes na solugdo ainda que o deslizamento sobre superficies sélidas seja
restrito.

4 FUNDAMENTAGAO TEORICA

4.1 Simetrias de Lie

A seguir é dado um exemplo ilustrativo do uso de simetrais na simplificagédo de uma
equacao diferencial parcial. O exemplo escolhido é a equacéo da difusdo unidimensional com
fonte:

dc  O%c

5 = g2 T Q. (4.1)

Analisa-se uma solugao particular de (4.1), digamos, ¢(z,t). Suponha agora que exista
uma transformacgao de variaveis ¢ = C(e, ¢, 2,t), t' = T(e,c,2,t) € 2/ = Z(e, ¢, z,t) tal que
d(7',t) também seja solugdo para (4.1) para qualquer valor real de e. Nesse caso, é dito que
(4.1) é invariante com relagéo as transformacdes C,T e Z com parametro real e. Considere as
transformagbes dadas por:

d=c,
t'=t+e, —00 < € < 00 (4.2)
z':z—i—ae,

onde « € uma constante real. Pode-se verificar que:

ocd  dc

o (43)
0% 0%

9212~ 922 (4.4)

o que implica que ¢/ (2, ¢') também satisfaz (4.1). Isso significa que (4.1) é invariante em relagéo
a acao do grupo (4.2), ou similarmente, que (4.2) € uma simetria admitida por (4.1).
A transformagéo com parametro ¢ leva de uma solugao c para outra solugédo ¢’. Um outro

valor real ¢’ leva ¢ para outra solugéo ¢”, ¢’ possivelmente diferente de ¢’. Caso seja imposto
que (4.2) leve de uma solugéo da equacao da difusdo para a mesma solucao, tem-se que

c(Z ) = c(z,1), (4.5)

ou equivalentemente:
c(z+ ae, t+e€) =c(z,1). (4.6)



Derivando essa ultima expressdo em relagao a e obtém-se a equacéao diferencial:

dc  Odc

az+ 5 =0, (4.7)

E possivel resolver (4.7) pelo método das caracteristicas(ZWILLINGER, 1998, pag.
325), resultando que a solugdo mais geral é dada como:

c=y(z — at), (4.8)

y uma funcdo ainda indeterminada. Definindo x = z — ot e substituindo ¢ = y(z) a equagao
(4.1) fica:

§+ay+Q(y) = 0. (4.9)

E possivel mostrar que essa equacio diferencial ordinaria também possui uma simetria,
explicitamente, (4.9) é invariante com relagao a translagées no eixo z:

/_
vy=u (4.10)
r=x+u, —oo < < 00
sendo p 0 parametro do grupo. Essa simetria permite obter nova redugao de ordem(DRESNER,
1998). Definindo u = 7, tem-se que:

a+a+QfLy):o. (4.11)

Nao é possivel avangar mais nesse problema utilizando simetrias de Lie sem especificar
a funcéo que define a fonte Q(y). Entretanto, a utilizagao de simetrias simplificou o problema
original de uma equacao diferencial parcial de 22 ordem em t e z para uma equacao diferencial
ordinaria auxiliar.

4.2 Obtencéao da forma fatorada da equacao de Helmholtz

Desprezando forgas de campo, a equacao de Navier-Stokes bidimensional que descreve
0 escoamento de um fluido incompressivel é dada por:

ou ou Ou  10p ou?  ou?

v v dv _ 10p ov?  ow?

Nessas equagbes, u(x,y,t) e v(z,y,t) sdo as velocidades nas direcoes x € y de um
sistema de coordenadas cartesiano, p(x,y,t) € a pressao e v € a viscosidade cinematica.

Derivando (1.1) em relacédo a y e subtraindo de (1.2) derivada em relacdo a x, obtém-se:

V-u=0
000 ou 00 0 0 0v ou 0v 0w Du ou)
ot 0x Oy Oxr 0x Oy Oy dxr Oy or Oy’ "‘0x 0Oy (4.14)

P o ou B o ou
0x2 0x Oy’ Oy?‘oxr Oy’

=



Identificando w = % — ?TZ como a vorticidade, chega-se a equagao de Helmholtz:

ow ow ow Pw  w

Percebendo que 8(58‘) = wg—(‘; + ug—g e usando a definicao de w, € possivel reescrever a
ltima expressao como:
g(@ _ @) + [a(wu) _ wé)u} 4 P(m’) _ w@v} — V((‘)in T 827“’)
ot dx Oy Ox Ox oy oyl oz 0y’
0 (4.16)
0 ,0v 0 0u,  Owu) I wv) ou 0, 0w 0, Ow
_Gac(at) 8y(8t)+ Ox + Oy o Gy)_aaz(uax>+8y(7/8y)'
Agrupando a expressao (4.16) em termos de derivadas em x € em y:
0 0v Ow 0, OJu Ow
%(5 —i—wu—z/a—x)—ka—y(—E%—wv—ua—y)—O. (4.17)
Definindo as componentes a e b de um certo campo vetorial F = (a, b) como:

v Ow
a=a(t,z,y,u(t,z,y),v(t,z,y),w(t,x,y)) = T + wu — g (4.18a)
b=>b(t,z,y,u(t,z,y),v(t,z,y),w(t, z,y)) = _Ou 4+ wv — Va—w, (4.18b)

ot y
é possivel identificar das equagbes (4.17) e (4.18) que:
V-F =0, (4.19)

0 que significa que a = g—q eb= —g—;{ sempre satisfaz (4.19). Assim, € obtida a seguinte redugéao

Y
de grau:

@-f—uw—ya—w-#-@
ot ox 0Oy’ (4.20)
—£+Uw—ya—w—@ -
ot Ty Oz

Essa expressdo é a forma fatorada da equacao de Helmholtz bidimensional, e sua
utilidade nesse trabalho sera explorar algumas consequéncias da condi¢cao de contorno de ndo
deslizamento, além de ser um passo intermediario na resolucéo de (1.1), (1.2).

4.3 Consideracoes

Nessa secao sao feitas consideracdes sobre implicacdes logicas da condi¢cao de nao
deslizamento de forma a motivar a investigacdo de uma formulagéo alternativa.



4.3.1 Consideracao qualitativa

A condicao de nao deslizamento supde que a velocidade € nula na fronteira da regiao
que define o fluido, i. e., um fluido que escoa sobre uma superficie sélida em repouso tem
velocidade zero na interface fluido-estrutura entre os dois materiais. Isso significa que as
particulas de fluido mais préximas aderem totalmente a superficie sélida, ou seja, existem
forgas de interacao eletromagnética que os mantém unidos. Nesse caso, diferentes materiais
devem exercer diferentes forcas de atracdo sobre um mesmo fluido, significando que deve
haver diferengas perceptiveis no escoamento de um dado fluido nas mesmas condi¢des, sobre
superficies de mesma rugosidade mas de materiais diferentes. Entretanto, resultados empiricos
como o diagrama de Moody fornecem fortes indicios que para a mesma rugosidade a diferenca
entre materias nao é preponderante na configuragcao das caracteristicas do escoamento.

4.3.2 Consideragao quantitativa

Considere agora o escoamento perpendicular ao eixo principal de um corpo prismatico
de secao transversal arbitraria. Assumindo a hipétese de nao deslizamento, as velocidades
sobre a superficie solida na diregao tanto normal quanto tangencial sdo zero, ou seja, nessa
regido u = 0. Aplicando essa condicdo em (4.20), temos que:

Oow 0Oq

— 4+ — = 4.21
Vor T oy 0, (4.21)

ow Jq

1. 4.22
VBy Oox 0 ( )

Subtraindo a derivada de (4.21) em relacédo a y da derivada de (4.22) em relacéo a =,
se percebe que V?¢ = 0. Repetindo essa operagdo em (4.20)(derivada da segunda equagéo
em z menos derivada da primeira em y) se obtém:

V-u=0
—_—— 0
0 Ou Ov ov  Ou Ow ou N
_ 9 ou, Ovy, Ov_Ou w2t 2y 4.2
oilor T ) T G "9 e ey TV e (4.23)
—_————

w

Assim, u = 0 em (4.23) significa que w? = w = 0 em toda a superficie sélida. Vorticidade
igual a zero e continuidade implicam:

v _Ou =0 na fronteira fluido-superficie (4.24)
dr Oy
ou Ov
T em todo o escoamento (4.25)
ox 0Oy

Derivando (4.24) em relagéo a z, (4.25) em relagcdo a y e somando, obtemos V?v = 0.
Uma operacgéo analoga mostra que VZu = 0. Mas se o laplaciano das velocidades é zero, as
equagodes (1.1) e (1.2) se resumem a formulagao de fluido inviscido, e efeitos viscosos nao
sdo sentidos na superficie sélida. Assim, assumir que ndo ha deslizamento contradiz nossa
hip6tese da viscosidade influenciar as solu¢des de (1.1) e (1.2), o que é absurdo.

5 METODOLOGIA

O campo de velocidades é obtido aplicando uma formulagéo de variavel complexa ao
sistema (4.20). Nesse caso, o0 modelo descrito em termos de u, v € w pode ser reduzido a uma



Unica equacao e a uma Unica variavel dependente. Considera-se que o regime € permanente e
que a variagdo da pressao p(z,y) € igual a variagcdo da energia cinética por unidade de massa
do fluido. E possivel mostrar’ que nessas condi¢des (4.20) se torna:

uw uaw
T

Uw_yaﬁ (5.1)
=g

Considere agora a relagao entre o plano real e o plano complexo:

z =+ 1y, (5.2)

zZ=x—1y.

Pela regra da cadeia, 7% = (5 + %), 55 = (& — 4%)- Definindo f = u + iv, tem-se que:

_Ov_u_ Of Of
“= o Ty % T as) (5:3)

_Ou Ov_0f of (5.4)

Vous Ty T o e

A relacéo % = —?,—5 obtida da equacgéo da continuidade (5.4) permite expressar w como

w(f) = —21’%. Aplicando essa relagao em (5.1) obtém-se:

Cof O O

- 2zu£ = —211/(@ + %), (5.5)
_of ., O*f Of

— 221)% = 2y(—az2 - —azg). (5.6)

Basta entédo diminuir (5.6) de (5.5) multiplicada por ¢ para chegar a equacao diferencial
unicamente em termos de f:

of . 0*f
5 = 4V(922' (5.7)

2f

Notando que 2f% = %f) € possivel reduzir de ordem a equacao (5.7):

d of
%(f2 - 4l/£) =0,
of (5.8)
2 - 41/% +¢(2) =0,

onde se assume ¢(z) = 0 sem perda de generalidade( somente uma fungéo arbitraria
€ necessaria para aplicar a condigao de contorno de nao penetragao). E possivel separar as
variaveis da expressao (5.8) e entdo integrar para obter explicitamente:

Fo vy

 dva(z) -z’

(5.9)

' Ver Apéndice 1



A fungéo a(z) é determinada ao impor a condi¢cao de contorno que determina a ge-
ometria do corpo submerso, e seu papel fisico é unicamente expressar a condicao de nao
penetracdo do fluido sobre a superficie sélida. E possivel formular essa condicéo introduzindo a
identidade da mecéanica dos fluidos u = %’, v= —g—ﬁ, sendo ¥ uma funcédo real denominada

funcéo corrente(KUNDU; COHEN, 2008). Lembrando que o gradiente de uma fungéo € sempre
perpendicular as suas isolinhas, Vi - u = (g—’f;, g—f) - (u,v) = —uv + uv = 0 significa que as
isolinhas de v sdo sempre paralelas ao escoamento. Assim, se a superficie do sélido é descrita
por uma certa curva g(x,y) = 0, para estabelecer a condigdo de ndo penetragcdo Vg-u =0
basta impor que a curva que define 1y, uma isolinha de v, coincida com a curva que satisfaz

— 0. E possivel expressar f em termos de v utilizando suas definigdes:

0 0 0 0 0 0
f=U+iU=éT¢— 8%/:} (@‘&W (@ 5)@5——%%,
(5.10)
op 1,
oz 27
Assim, de (5.10) e (5.9) se obtém:
1. _ L
1 = Re {QZ/de + b(z)} = Re{vIn(4va(z) — 2) + iUz} . (5.11)

A funcéo b(z) é dada por b = iUz e esta associada a velocidade de corrente livre
w(x,y)|z,y—o00 = U, conforme pode ser verificado utilizando a relagdo (5.10).

Para aplicar a condi¢cao de contorno, por simplicidade define-se iy, = 0. A expressao
(5.11) pode entéo ser representada pela relagéo funcional:

= F(z,z,a(2)),
o = F(z,2z,a(2)) = 0. (5.12)

Ao restringir v a isolinha 1, a relagao g = 0 que define a fronteira do sélido também
deve ser respeitada. Como = = z(z,2) e y = y(z, 2), g(z,y) = 0 implica que j(z,z) = 0 para

~

uma certa §, relagdo que resolvida para z fornece z = h(z) para uma certa h. Utilizando essas
relacoes em (5.12) € possivel resolver F' em termos de a(z):

(5.13)

Feito isso, 1 fica resolvida como ¢ = F(z,z) ou v = G(x,y), e o perfil de velocidades
esté totalmente determinado para a geometria proposta.

6 RESULTADOS E DISCUSSAO

6.1 Anadlise da condigdo de ndo deslizamento e deslizamento irrestrito

A metodologia descrita na secéo 5 foi implementada através do sistema algébrico

computacional Maple 2015 . As especificagdes principais do computador utilizado sao as
seguintes:

e Processador Intel(R) Core(TM) i5-3230M CPU @ 2.60Ghz



e 8 GB de memoéria RAM

A geometria escolhida foi um cilindro com se¢éo transversal circular de raio R conforme
mostram as Figuras 6.1,6.2. Nessas circunstancias, a fungéo g imposta fica g(z,z) = zz— R = 0.
A aplicacao dessa condicao de contorno a equacao (5.9) fornece a expressao explicita para :

Y = —2varctan(B(z,y), A(z,y)) + Uy,

1ve . 1Uy
— ¢35 31n(§7)(x2+y2)+x2y+y3—R2y, (6.1)
1U
= e cos(52) (e +y?) — 2t — ay? + R
1%

Essa expressao foi obtida a partir de um cédigo que resolve a equacao diferencial (5.8)
e plota as linhas de corrente, e recebe como entrada a fungao g = 0 que define a geometria
do corpo submerso. Para os resultados a seguir, processamento e pds processamento de
cada caso levam em média 20 segundos para completar a execucao do cédigo. A Figura
(6.1) apresenta as linhas de fluxo obtidas plotando 5.11 utilizando viscosidade cinematica
v = 0.0065m?/s, R = Im e U = 0.01m/s. E possivel notar a bem definida formagao do duplo
vértice a jusante do cilindro e a separacao das linhas de fluxo que envolvem a esteira formada.
A Figura (6.2) mostra o que ocorre quando do aumento da viscosidade: a regiao de influéncia do
nao deslizamento se torna mais extensa, e com isso aumenta também o tamanho dos vértices
gerados a jusante.

1I

Figura 6.1 — Linhas de corrente para v = 0.0065m?/s, R = 1m, U = 0.0lm/s e Rep = 3,07.
Existe duplo vértice ainda que deslizamento entre fluido e sélido esteja presente.

A comparacao direta da Figura 1.1 com as Figuras 6.1, 6.2 indica que, embora as
principais caracteristicas do escoamento tenham sido reproduzidas com sucesso, o tamanho
dos vortices a jusante obtido nas simulagdes parece exagerado em relagéo ao tamanho do corpo
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Figura 6.2 — Linhas de corrente para v = 0.009, R = 1m, U = 0.0lm/s € Rep = 2,22. Depen-
déncia do tamanho dos vértices em relacao a viscosidade. A alta viscosidade
combinada a existéncia de deslizamento gera um padrao de recirculagao irrealista
a montante do cilindro.

submerso. E natural questionar se a aparente incongruéncia é fruto da hipétese fundamental
do trabalho de modelar um escoamento sem a imposicao da condicdo de nao deslizamento.
Para investigar se é isso que ocorre, a equagao diferencial foi resolvida novamente aplicando a
condicao u = 0 na interface sélido-fluido. O resultado pode ser visto na Figura 6.3: ainda existe
o efeito de expulsdo das linhas de corrente suficiente para descola-las do corpo submerso
em um certo ponto, entretanto, este nao é capaz de gerar as estruturas vorticiais a jusante.
Fisicamente, pode-se interpretar que nessa solugédo a corrente de retorno que se opde ao
escoamento principal ndo é capaz de produzir os vértices responsaveis pelo adiantamento do
ponto de separagdo da camada limite. A existéncia de uma parcela do campo ) que represente
essa corrente de retorno é justamente o que gera o duplo vértice a jusante. Tais resultados
sao indicio de que tanto a condicdo de nao deslizamento quanto a auséncia de restricdes
representam situagoes limite da condicao fisica mais fiel a natureza.

6.2 Anélise de simetrias de escala

Os resultados obtidos na secao 6.1 ndo se mostraram satisfatérios a despeito da
condicédo de contorno utilizada. E possivel, entretanto, estudar uma variedade maior de solugées
além das obtidas anteriormente. E descrito a seguir um processo que acrescenta uma variavel
arbitraria a solugao (6.1) sem violar a equagao diferencial (5.8). A analise consiste em utilizar
uma simetria de (5.8) . Caso os resultados obtidos representem escoamentos fisicamente
realistas, é possivel que fornecam indicios de qual a condicao de contorno mais adequada a
resolugcdo do problema.
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Figura 6.3 — Linhas de corrente para v = 0.0065m?/s, R = 1m, U = 0.0lm/s € Rep = 3,07. A
imposigcao da condi¢cao de ndo deslizamento inibe a existéncia do duplo vértice a
jusante. As linhas de corrente parecem divergir a justante, o que depde contra a
fisibilidade da solugéo.

Considera-se a transformacao de variaveis:

1

kf ’ (6.2)

= kz,

f/

sendo k£ uma constante. Observe que a definicao de f implica que f « U, e analogamente
z < R. Considerando uma definicao usual de numero de Reynolds para escoamento sobre
cilindros, Re = @, percebe-se que a transformacao nao altera Re, portanto qualquer mudanga
nas solucdes € fruto de novas restrigdes a equacao diferencial, e ndo consequéncia da variagao
em escoamentos com diferentes nimeros de Reynolds. A transformacéo (6.2) aplicada sobre
(5.8) resulta:

of gia L0
2! !
Poavgd = - ) = 17 - L

= 0. (6.3)

De acordo com o que foi visto na se¢éo 4.1, isso significa que (6.2) € uma simetria
admitida pela equacéo diferencial e que leva uma certa solugao f para uma outra solugéo f’. De
fato, cada k corresponde a uma diferente solug¢édo v (k) de uma familia de solugdes de (6.3), e
esse novo parametro corresponde a reincorporagao de um dos graus de liberdade descartados
quando da solugao de (5.8), especificamente, de ¢(z). A transformagao (6.2) foi aplicada sobre
(6.1), e 0 escoamento resultante para k = 0.78 pode ser visto na Figura 6.4. A formagao dos
vortices ainda esta presente, entretanto, o tamanho destes é mais razoavel em comparagao
aos resultados apresentados nas Figuras 6.1, 6.2. Ainda sim, a area de recirculacao ainda
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€ exagerada em relagdo ao padrao mais realista observavel na Figura 1.1, além do niamero
de Reynolds ser muito baixo para apresentar vortices tdo grandes em relagao ao tamanho do
cilindro.

Dado que o emprego do parametro k permite situar o comportamento da solucao entre
os extremos tanto do travamento total quanto deslizamento total, € razoavel indagar se a
condi¢do mais realista ndo seja a que prescreve o grau de escorregamento do fluido, ou seja,
que relacione o valor da funcao corrente com sua derivada na fronteira:

oY
c——.

7 (6.4)

» =

Aqui ¢ é uma constante e n € uma coordenada curvilinea cuja orientagao é sempre
perpendicular a parede do corpo submerso. A expressao (2.1), por exemplo, € usual em casos
tipicos de escorregamento como escoamento de gases cujo percurso livre médio das moléculas
€ da ordem de alguma das dimensdes caracteristicas do modelo (LAUGA et al., 2007) e
representa uma condicdo de contorno abarcada por (6.4)°.

Figura 6.4 — Linhas de corrente para v = 0.0065m?/s, R = 1.13m, U = 0.0lm/s, k = 0.78 e
Rep = 3,48. Deslizamento parcial.

Quanto as restricdées do modelo, um olhar mais atento para a equacgao (6.1) permite
identificar a presencga de arctan(B, A), inversa de uma fung¢éo periédica. Essa fungao retorna o
argumento Arg(Z) do numero complexo Z = A + ¢ B, ou seja, 0 angulo definido por Z no plano
complexo em relag@o ao eixo x(sentido anti-horéario), e tem contradominio definido em (—=, 7).
Isso significa que Arg(Z) apresenta uma descontinuidade cada vez que a trajetéria de Z passa
sobre 0 eixo x negativo, 0 que representa uma limitagcdo da formulacao obtida. A discretizacdo
do dominio permite corrigir essa distor¢cao, embora restricdes de tempo ndo tenham permitido
que tal solucéo fosse aplicada nesse trabalho. A Figura 6.5 permite ver as descontinuidades
presentes na solugao.

2 Como u = V x 1, basta aplicar o rotacional sobre (6.4) para retomar a expressdo mostrada na pagina 1.
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= 0 2 & b % 12

Figura 6.5 — Descontinuidades devido a multivaloracdo da fung¢do arcotangente.

7 CONCLUSOES E SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho foi utilizada a forma fatorada da equacao de Helmholtz para obter a
solucao analitica do escoamento bidimensional incompressivel em regime permanente e a
baixo numero de Reynolds de um fluido viscoso sobre um cilindro de segéo transversal circular.
A solucéao reproduz caracteristicas tipicas de escoamentos viscosos sem utilizar a condi¢ao
de nao deslizamento sobre a superficie sélida, e foi obtida a partir da integragéo da funcao
corrente em termos de uma variavel complexa.

Os resultados indicam que € possivel obter solu¢des analiticas capazes de reproduzir
as principais caracteristicas apresentadas por escoamentos viscosos sem assumir a condicao
de ndo deslizamento, entretanto, estas ndo concordam com escoamentos reais para um mesmo
numero de Reynolds em uma série de parametros:

Localizacao do ponto de descolamento da camada limite.

Tamanho do duplo vértice a justante do cilindro.

Extensao total da esteira a jusante do cilindro no caso em que nao se forma duplo vortice.

Area de recirculacdo excessivamente avancada em diregcao & montante do cilindro.

De forma a obter um entendimento mais profundo da relagdo do modelo utilizado com
suas hipdteses simplificativas, sugere-se que trabalhos futuros investiguem:

e Forma mais eficiente de lidar com descontinuidades do dominio, preferencialmente um
método que evite sua discretizagao.

e Extensado da analise do método sem assumir qual a relacao entre campo de pressao e
velocidades, de forma a determinar se esse € o fator que gera as discrepancias fisicas do
resultado.
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APENDICES
1 RELAGAO DA HIPOTESE SIMPLIFICATIVA COM A VARIACAO DO CAMPO DE PRESSAO

A equacao de Helmholtz é uma equacéo diferencial de ordem superior as equagdes
de Navier-Stokes, ja que resulta de uma operagao de derivagao sobre essa ultima. Em termos
mais simples, a derivada de ordem mais alta em Navier-Stokes € de segunda ordem, enquanto
na equacao de Helmholtz existem derivadas de terceira ordem. As equacdes de Navier-Stokes
para escoamento incompressivel em duas dimensdes sao dadas por:

aﬁ+u@+vaﬁ:_l@+y(%+%)
ot Ox oy p Oz 2x  9%y”’
ov ov ov 10p o Ov?

o oz Ty T ooy Ve T oy

(1.1)

(1.2)

Ja a equacgao de Helmholtz:

at " ox Uay V022 oy’ Toxd oyd Oxy Oy Oz’ '

Logo, fazer uma reducado de ordem na equacao de Helmholtz( de 3? para 2* ordem)
significa retomar as equagdes de Navier-Stokes caso o objetivo seja continuar trabalhando com
0 mesmo espaco de solugdes de (1.1),(1.2). Conforme desenvolvido na se¢ao 4.2, a forma
fatorada da equacao de Helmholtz é dada pela expressao:

ov Oow 0Oq
— =y— 1.4
ot T T Yo T oy (1.4)
ou ow 0Oq

2= -y 1 1.
BN + vw l/ay 9 (1.5)

Assim, a igualdade entre as solugdes de (1.1), (1.2) e (1.4), (1.5) é imposta igualando
(1.1) a(1.4) e (1.2) a (1.5). Dessa forma, € possivel identificar, por exemplo, qual a forma de
g—g(t, x,y) que associa a expressao (1.4) a lei de conservagao da quantidade de movimento na
direcao y conforme dado por (1.2):

@—i—uw—ya—w—i—@
ot 0z oy’
—_0Ov
dy
~~
oo v ou_ov 9 Be o o
ot Ox dy oz Oy Oz oy’
_ 19
—u-Vo —*5@(1“1)
(1.6)
@—Fu@(—i-v@ —v@)—u%—V%—i—@
ot Ox oy Oy oy oy’
ov . lop 9 dqg 10 1 dp
875—i—u Vo =] payH—V v+ay+2ay(u u)+[pay],
0
v __1op oo (‘9(1 190 p)
(%—I-u Vv = p6y+VU—|— 8+ 7 u—l—pay.

Na segunda linha foram usadas a definicdo de w e a equacao da continuidade, na terceira linha
incorporou-se vg—z de forma a identificar a aceleracdo advectiva e a derivada da energia cinética
por unidade de volume, na quarta linha incorporou-se o termo da pressao e na ultima linha foi
identificada a exigéncia que torna as expressoes (1.2) e (1.4) idénticas. O procedimento para
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a quantidade de movimento na direcao x € analogo e resulta que o gradiente de ¢ pode ser

identificado como:
D

1
Vq = —V(; +ou u). (1.7)
Portanto, a hipétese de que a variagdo da pressédo obedece a uma expressao do tipo
equacgao de Bernoulli implica que % = g—g = 0, justificando assim o0 emprego das equacodes
apresentadas na secao 5 para regime permanente:

uw Vaiw
gi (1.8)
vw = V—
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