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RESUMO

Neste trabalho € apresentada uma solugdo analitica para o
problema de ordenada discreta unidimensional e multigrupoc de
transporte de neutrons em simetria planar. A idéia basica da
formulagdo proposta consiste na aplicagd3o da +transformada de
Laplace na equagido de ordenada discreta. Para a solug3o do sistema
linear resultante, uma solug8o explicita para a matriz inversaAé
estabelecida. Dessa forma, o fluxe angular ¢ obtido, por inversao
analitica, em termos do fluxo angular em x=0. Essa feormulag3o &
aplicada a problemas de dominio finito e semi-infinito. No
primeiro caso, os valores de fluxo angular desconhecidos na
fronteira em x=0, s3o determinados a partir dos valores conhecidos
do fluxo angular em Xx=a; no segundo caso € usada a condigio de que
© fluxo angular ¢ limitado no infinito. Foram tratados problemas
homogéneos e heterogénecs , para a placa plana com um grupo de
neutrons e multigrupo. O problema inverso, gque consiste na
determinagdo do fluxo incidente na fronteira a partir de wvalores
do fluxo escalar no interior do dominio, também foi resolvido. Os
resultados obtidos para os problemas acima descritos, apresentaram

uma boa comparagfico com os resultados disponiveis na literatura.

iii



ABSTRACT

In this work, an analytical solution to the multigrour

slab-geometry discrete ordinate equation is presented. The main

feature of this method consists in the application of the Laplace
transform to the discrete ordinate equation which yields to a
linear system to be sclved. This system is analvtically sclved and
the inversion is per {f or med using the Heaviside expansion
technique. The general formulation, achieved by f1his preccedure,
is then applied to the one-group and multigroup, homogenecus and

heterogenecus, slab geometries problems. Numerical comparisons

with available results are presented.
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1. INTRODUCZAO

A principal caracteristica dos problemas de ordenada
discreta de transporte de neutrons, consiste na discretizagdo da
variavel angular. Esse tipe de abordagem foi inicialmente
desenvol vida para o estudo de problemas relacionados com
atmosferas estelares [73. Desde entdo, o método tem sido
extensivamente usado em varios outros problemas, como : problemas
de blindagem, onde a penetrag8o de radiagio pode ser profunda;
em andlise de reatores, para geragioc de parametros para modelos de
projetos; em problemas de transporte de particulas carregadas, em
problemas de transporte de fétons-elétrons acoplados e nas mais
diversas Areas nas quais a equag3o de transporte €& aplicavel [3]

O tratamentoc para um problema desse tipo, nos cdéddigos de
ordenada discreta mais comumente usados, é baseado na
discretizagido do termo integral na eguag8o de +transporte por
férmulas de quadratura (Gauss), a energia € tratada pelo modelo de
multigrupo e as varidveis espaciais s8o aproximadas por esguemas
de diferengas finitas. Nos Udltimos anos, a analise matem&tica
desses esquemas de diferengas para variivel espacial, em problemas
de ordepada discreta, tem recebido especial atengdo [16].
Aperfeigoamentos nos esquemas numéricos associados tem sido
buscados [2, 20, 12]; os resultados das modificag@es vém sendo
comparados [17,18), buscando aprimorar e ampliar a capacidade dos

cédigos desenvolvidos. Nesse sentido, um método numérico livre de

{ ESCOLA DE ENGENHARIA
BIBLIOTECA



erro de truncamentoc espacial, denotado por SGF '[ 937, foi
recentemente proposto para solugSo do problema de ordenada
discreta unidimensional (Sy).

Neste trabalho apresentamos uma sol ugdo analitica para o
problema unidimensional de ordenada discreta. Esse problema pode
ser entendido a partir de formulagfo variacional. Para tal
definimos o© operador L associado & equagdco unidimensional de

transporte de neutrons como:

1
L [wXx, 0] = [t g;{- + Cp - IGSCH’ —> 0. Ddp] Yx, D C1.1D>
-1

onde y(X,ud & o fluxo angular de neutrons na diregdo u; G & a
segdo de choque total; o, (u’ — 1D & a segdo de chogque diferencial
de espalhamento. O método Sy € entd3o descrito como segue. Na

equag8o de transporte de neutrons escrita na forma operacional:
Ly = QD C1.2>
© aplicado o método da Colocag8o na varidvel u, ou seja:

1
rVLV{dH= v Q du ) 1.3
-1 -1



onde a fungfo teste v & escolhida como a fung3o generalizada delta
de Dirac e os pontos de colocagio u, s8o as raizes do Polindmio de

Legendre de N-ésimo grau. Nessa situagidoc obtemos:

1
d
Mm = Yl X2 + O ywlx> - IC%Cu’—» Mp2 WO, 0?0 due’ = QCxD

-1

C1.4>

Aplicando a quadratura de Gauss no termo integral da equag3oc (1.4
e considerando a seguinte aproximag3o para a seg3c de choque

diferencial:

GéCu’—+ MO = —%— COgp + 3 Ogy4 M M'D €1.5>

obtemos a seguinte equag%c de ordenada discreta (SN para o caso

de espalhamento anisotrépico linear

N

d 1
MHm a‘; V’mCXD + Oy V’mcx} = '_2_ [Gso ZWkCXD Wy
) k=1
N
¥ 3 Mm Osqr LMk wikCxXD wyp + 2 QO]
k=1

m =1, ...,N ¢1.6>



A 1déia basica da formulag3o proposta neste trabalho,
consiste na aplicag3oc da transformada de Laplace na equagio Sy
(1.8, na variavel espacial, e invers3oc analitica da solugdo
transformada do sistema algébrico resultante, resultando uma
expressdoc para o fluxo angular em termos dos valores na fronteira
x = O do dominio.

No capitule 2 a formulagiic & detalhada. A apresentagio de
uma fdrmula de invers8o para a matriz do sistema algébrico gerado
(que ¢ dependente do parametro complexo s) & feita também nesse
capitule, na seg8o 2.2. Nio se dispondo dessa férmula de inversic
da matriz ,faz-se necessario um tratamento numérico de invers3o na
transformada de Laplace conforme o apéndice Al.

A aplicagio dessa formulag3o a problemas em meio finito e
semi-infinito & tratada no capitule 3. No caso do problema da
placa (meio finito), uma vez conhecido o fluxo angular gue entra
na fronteira do dominic, os dados iniciais Cfluxo angular na
fronteira x = 0D que n3c s%c conhecidos, s30 recontituidos a
partir da aplicag8o da condig8c conhecida na fronteira x = a. Os
resultados s3o comparados aos resultados obtidos por Barros [9].
Para meio semi-infinito, a condigdo imposta ao fluxo angular no
infinito & que ser& aplicada para determinag3o das incédgnitas em
x = O usadas para o cilculo do fluxo angular. Particularmente o

\
problema de Albedo foi resolvido e os resultados foram compar ados
aos obtidos pelo método Fy [22, 111. Ainda no capitule 3 s3o
apresentadas as solug®es obtidas na resolugio do problema inverso:
obteng&o dos valores do fluxo angular nas fronteiras do dominio a
partir de valores conhecidos do fluxo escalar no interior deste.

O tratamento para a equag%c de transporte na forma de



multigrupo € apresentada no capitulo 4. Assim como no caso de um
grupe, a invers3c da matriz do sistema algébrico gerado pela
aplicagd8c da transformada de Laplace, resulta numa express3o
apresentada na secioc 4.2. A formulag8c para multigrupo & aplicada
a um problema de dois meios, no capitulo B, e comparada com os
resultados obtidos pelo método de Case [13].

Todos o©s problemas apresentados neste trabalho foram
resolvidos para dois, quatro e oito pontos de quadratura em um
PC-286.

Finalmente cumpre ressaltar que a transformada de Laplace
tem sido aplicada a equag3oc de transporte nas variaveis energia
[4], tempo [15, 14, 8] e espacial [10]. Todavia n3c temos
conhecimento que esse procedimento tenha sido aplicado a
problemas de ordenadas discretas, motivo pelo qual denotamos essa

formulaggo como método LTS,.



2. O METODO LTS, PARA UM GRUPO

2.1 Introduc3o

Consideremos o seguinte problema de ordenada discreta

numa placa homogénea com espalhamento linearmente anisotrdépico

N

d 1
Hm gx ¥mlX0 + Op yp(xd = ——[ 00 L w20 wy
k=1
N
+ 3 MmGg1 L Mr¥wi(xXQw, + QUxD] 2.1.1>
k=1
m =1, » N, N par, 0 £ x £ a
YmCO2 = fr0 y M > O 2.1.12a>
e
Ymla) = gy » M, < O (2.1.1bD

.onde f, e g, s3o os fluxos que entram na fronteira do dominio;
YmCxD = y(x, 2 € o fluxo angular de particulas na direg8o u,; Or

€ a segdoc de choque total; G,o © O,y s80 os componentes de ordem



onde a notag3o k’ no somatério em C2.1.5) & usada para indicar que
k n3o assume o valor m. Por outro lado Ym(sd e gm(sSD representam a
transformada de Laplace na variavel x de y,(xD 2  gnlx>
respectivamente, considerando-se que glx2 seja uma fung3o cuja
transformada de Laplace esteja definida.

A equagic (2.1.3 representa um sistema de N equagBes

lineares da forma

ANCS) y(sd = & z2.1.6>

onde a matriz Ay(sD & dada por

's+9kﬁcéo®; _30g 1 Wy py OsoWz _3Ggywapy ... _Ssown _30g 4wty
My 2py 2 ey e - Sty =
_Osow1 3054 wqpy 5421 _Cs oWz _30gqwaiiy _BsoWn 3054 Wy
Sz a - Mz  Spg a o Sz =
_Sso®Wi 3054wy _BaoWz 30 4Wamy s+271 _CsoWn 3054 Wakn
Sy 2 . Sty = MN Sy =
c2.1.7>
e ainda
wy (SO
y(sd= : cz2.1.8
D



F =F +Q = . + . a.1.
i gnisD

sendo gque os wvalores de f,, = y,(0), m=1,...,N, ainda n3c sSio

conhecidos para m = NA2+1, ... ,N

Unma vez conhecida a matriz inversa da matriz AyCsd, que

denotaremos A;IiCs), por (2.1.6> %-CS) seré

¥Csd = A1CsD 7 (2.1.102

e entd3o aplicando-se a +transformada inversa de Laplace em

(2.1.102, resulta na seguinte express3o para o fluxo angular

RO = E7H{ AICSD F b+ QOO % 271 ATACSD M} c2.1.11>

onde o©o segunde termo do lado direito da equagdo (2.1.112
representa a convolugio de QCxD com a transformada inversa
Cdenotada por £-1) do produto da matriz A;1CSD e do vetor M ,
definido como M = [1/2u,, ..., 1/2u4]T.

Sendo assim a principal dificuldade que se origina na
aplicagdo dessa formulag3o é que para a solugSo do sistema C2.1.6D

devemos determinar a matriz inversa da matriz An(s), qgue €



dependente do parametro complexo s. Para N = 2 o éroblema =)
resolvido diretamente via método de Cramer, de forma simples [261];
© problema surge para aproximag®es de maior ordem CN > 2.

A primeira opg3o que pode ser apresentada para o
tratamentc desse problema ¢ a de inverter-se numericamente a
transformada de Laplace, como ¢ mostrade no apéndice Al. No
entanto a estrutura da matriz AnCsd, dada em ¢2.1.7D, permite a
determinag¢ioc de uma formulag3o explicita para © calculo de sua

s

inversa como apresentamos a seguir.

2.2 Invers3o da matriz An(sd

A matriz A(sY em C2.1.7) pode ser decomposta, segundo

sSuas colunas, comoe segue

AnCsDd = (B, +C,+D, ,. .., E; +C, +D; , ..., Ey+Cu+D ca.2.1>
N 1 1 1 )] J i) N N N

Pnde Ej, D; e Cj» J=1,...,N, s3o definidas como ‘"sub-colunas”

dadas por

E; = col (O, O, ..., s+pf , » 0), J =1, » N
3
—Og oW; —Cg oW;
C =col( 22, ., 298y =1, .» N. 2.z.2>
) ¢ Ctq Sun 2>
D; = col(-3-2 Coa Wik, ..., —3/2 CaqWjM;), j =1, ..., N.

i0



O determinante da matriz Ay(sd

det AnCs) = det(E, +C, +D, , E,+C,+D,, s En+Cu*Drd cez.2.3

ser& calculado a partir da soma de determinantes de matrizes
menores, ja gque segundo a decomposigdo (2.2.10 a matriz Ay(sd pode
ser escrita como uma soma de matrizes. Porém o calculeo desse

determinante fica reduzido 3 soma dos termos

det ANCsD = det(E;, E;, ..., EY) + det(C,, E,, ..., Ey) +

+ det(Ey, Ep, ..., G + det(Dy, Ez, ..., E +

+ det(E;, Ep, ..., Dy + det(Cy, Dy, Eg, ..., Ey) +

+ det(C1 > Ez > e oa s DN) + ... + det(D1 > Ez > « s ey CN)+

+ det(Ei > Ez » « ey DN-1 > CN) 2. 8. 4D
Jja que
det(Ey, ..., C , ..., Cj» -+ Eny) =0, i*j cz2.2.8ad
det(E,, ..., Di, ..., Dj, ..., Eg) =0, i*j 2. 2.5b>
sendo

11



Dessa forma apds alguns calculos obtemos

N N N
a. G oW 3 G
det AnCso = W(S+'—_f) DR e 5 Gsawri ] [T (s+ ;u:")}
1=1
1%k

= St opo 1% cz.2. 6

3 o 1 1 o
* 7 G%0%1 & LA wkwLM(T - T) T7T (s~ HT)}
k=1 1=1 k L m=1 ™
1"k m*k, 1
cz.a2.7>
Os cofatores de AyCsD, quando i=j, s3o obtidos
diretamente a partir de (2.2.7>
N
Ay =TT Sowk * s
k=1 k=1 St = 1=1
k*i k*i 1%,k
N N
3 G
* 7 %001 L LA wkwLHL(——— - )'TT( + T
k=1 lI=1 m=1
k*i 174,k m"i,k,l
cz.2.8>

Por outro lado, gquando i*j os cofatores sf%o obtidos

algumas trocas de colunas de forma a se manter o parémetro

diagonal principal e eliminar a dependéncia do sinal

ia

apds

b

na

nos



cofatores, resultando

N
Co oW 3 a.
A . = IS0 4+ 2 G4 W M II s+——1T
(A [ =Ivy = Cs1 LM ] k:1C “k)
x*i, ]
3 - K M M T G
k i 1 T
- = G, w; w + - -1 ” s+
4 s O sikg:{ v WYk [ Hj [ ’Jj ] 1 ( 1 )}
=1 1=1
k% i, 14,5,k

(z2.2.8

Ent3c, baseado no calculo de matriz adjunta, a matriz

inversa Ay(s) pode ser escrita como

-1 _sN-1py_, + sN-2P,_, + ...+sP; + P4
Ay Csd = JST ALCSD 2.2.10
onde as matrizes P; (i =0, ..., N-12 s3do tais que
Pnu-g = Iy 2.2.112

Iy € a identidade de ordem N e os elementos da matriz Pnu-k-1

Ck =1, ..., N-1> s8o dados por

i3



’ k N N
(N-k—
Pi j =T 1] (= )+EHL S + (1 - SKk) T L UnTk
- Nm _ - _
m= 1 1=1 1=1 m=1
m* i 1% 11 m™i,1

2.2.12>

para i=j; &5 € o delta de Kroenecker: S, e T, s3o definidas como:

j 1 quando k=1

k= o {(z.2.12a>
| £ T2 R
j 1 quando k=2

T, = o z2.2.12bd

T

| = TS e SO

Os parametros H| e U ,, s%o dados por

H = 9_;% + g- G4 W My cz2.2.128cd
3 1 1

Ulm = Z Gsoc'siw“wmum[_;ll_ - —m] c2.2.12dd

k
A notagZo T TT indica o somatdério de todos os produtos de k termos

de tipo (Cp / M. O numero de termos desse somatério serd dado
pela combinagio de n elementos k a kX, com n = 1, .» N-1. Por

exemplo, para os elementos da matriz Py.3Ck = 2), © primeiro termo

do ladeo direito de (2.2.12) serid a soma de todos os produtos de

14



dois termos Ck termos) do tipo €Oy ~ 4D x COp ~ M) onde os Mo s
(m =1, ..., N> devem assumir valores diferentes de ., ou seja m
assume N-1 valores (n = N-1). Assim o numero de elementos deste
somatdério seréd dado pelo numero de combinag@es de N-1 elementc.

a k.

Usando as definig¢@es acima ainda se pode dizer que

det ANCsD = sN + dy_, sN-1 + | 4+ dy s + dg 2.2.13

onde

N N N
D) - . H S, + (1 - 611:) r L U Ty a2.2.14>

1=1 I=4 m=1

Oy

incluindo, nesse casc, os termos Hm = Mi nas definigles de S e Ty

dadas respectivamente em (2.2.123) e (2.2.12bd.

Para i”j os elementos das matrizes Pnu-k-g4 ¢k =1,...,N-1D
s8o escritos como
(N-k-1) N
Pij = Vi Yy - LR L 2 c2.2.1%

1=1
124, j

Onde Y, e Z; s3o definidos como

18



1 quando k=1

Y, = 3 k-1 C2.2.152)
T
r T1¢ o

1,3

1 guando k=&

Zy = P C2.2.18bd

| = T, -

irjrl

Ainda os parametros Vi; e R{ jm s8o dados por

Cg oW; 3
Vij = Eat Y 3 Ceawiny ca.2.15e>
3 . .
Ri.jm o 8 00s 1 W) Wy [ Z:n i+ ZJ - ﬁ_‘ 1 . (2.2.15d>
m L

ficando assim perfeitamente determinada a matriz A;‘CSD.
Cabe ainda salientar que matrizes gque possam ser
decompostas na forma (s A + A;) sendo A e A; matrizes numéricas,

como € o caso da matriz ALCs), o algoritmo computacional de Trazka

[24]) também pode ser usado para a inversSo.

2.3 A formulag3o LTSy

Como foi observado na seg3o 2.1, a prihcipal dificuldade
que surge na aplicagio do método proposto € a solug8o do sistema

(2.1.80 uma vez que os elementos da matriz s%o dependentes do

16



parametro complexoc s. Sendo assim, uma vez obtida a ‘expressio

(2.2.103 para a matriz inversa A;1CSD, a solug8o de (2.1.6) pode

ser escrita como

~ _ SN Py, + sN-2Zp, .+ -..+sP;, + Pg
¥es2 = det AnCsD z ce.3.10
onde F & dada em (2.1.9); as matrizes P, (i = 0, ., N-12 e o

det AyC(sD estic definidas na segdo 2.2. Agora, sendo gks) escrita
em termos de quocientes de polindmios a inversZo da transformada
pode ser feita usando-se a técnica de expans3c de Heaviside e a

formulag8c LTSy para o problema (2.1.1) ¢ entZ%o dada por

N
OO = T oo e kT 4+ o0 % g1 g AS1CSD M} c2.3.2>
k=1
onde
N-1
+
& = S Pynog - F 5P, + Py F =9 F 2.3, 3

d
gl det AWCs)] o=s,

€ uma matriz da ordem CN x 1D © s, s3o as raizes do
determinante de A Cs). As raizes calculadas por este polindmio

coincidem com as rafizes calculadas pela fungfo de dispersio

17



discretizada, apresentada por Barros [9].

Podemos reescrever (2.3.2) como

x> = B F + QCxD % B M {2.3.4>

onde os elementos da matriz B de ordem ¢N x N) s3o do tipo

prCi, j> &k C2. 2.5

o

)

&

i
Mz

sendo ppCi, j2 os elementos da matriz P, e o segundo termo da
direita de (2.3.4) representa a convolugdo de Q(xD, o termo de
fonte, com o produto da matriz B com o vetor M={1/Su,...,1/82u]T.
QG wvetor [l uko angular (x> n8o pode ser determinado
diretamente de (2.3.2) ja& que somente as primeiras N/2 componentes
do vetor F s&o conhecidas. No entanto, aplicando-se as condigles
de contorno em x=a dadas por (2.1.1b), a solugdo de um sistema
linear C(N/2 x N/2) forneceri os valores das incdgnitas em x=0, ou
seja os valores de y,(0>, m = N/2+1, .» N.
No caso do problema homogéneo CQ = 0O) o sistema a ser

resol vido sera

is



bN/2+1.N/2+1---bN/z+1,N ¥noz+1 COD

by, Nozea <. by~ wnNCOD
YNz 41 (2D Pnsze1,1 -+ bPnozes, Nz ¥ COD
ynCad by, 1 .- by, noz ¥ 2C0D
(2.3.62
Cabe aqui ressaltar, que no caso do problema n3o
homogéneo Ccom fonted), a determinag8c das incégnitas em x = O
envolve a solugfo de um sistema obtido fazendo-se x = a em

(2.3.40 para u < O.

Dessa forma ent3o, com a determinag8oc dos valores de
YmCO) para p, < O, uma solug8o analitica, gue denominamos LTSy, &

obtida para o problema (2.1.1> dada por (2.3.2D.

ig



3. APLICACUDES A PROBLEMAS DE UM GRUPO

3.1 O Método LTSy para problemas homogéneos

Yamos considerar a solug8o do problema (2.1.1>., sem o

termo de fonte CQ = 0>, para uma placa homogénea de espessura a =

100 cm, com os parémetros de seg8o de choque definidos na segio

2.1.1 dados por : Or = 1.0 Cem %>, g,, = 0.99 Cem™12, o6,, = 0.80

Cem™1). Considerando ainda que as condig8es de contorno (2.1.1a) e
(2.1.1b> sejam tais que y, (0> = 1.0 para Hm > O e y, (100 = 0O para
Mm < O esse problema foi resoclvido usando o método LTS, para 2, 4

e 8 pontos de quadratura.

Calculamos o fluxo escalar

r 1 N

PxD = = J wix, 1D du = = L WX oy ¢3.1.1>
-1 k=1

nos pontos x = 0, 50 e 100 cm. Os resultados obtidos para as

aproximages LTS,, LTSy, LTSg, s3o apresentados nas tabelas 3.1,

3.2 e 3.3 respectivamente, bem como a comparagdo desses resultados
com os resultados obtidos por Barros [8] para a solugfo do mesmo

problema.

20



Tabela 3.1.1 : Placa homogénea : comparagio

numérica dos métodos SGF S, e LTS,

SGF S, LTS,

x [eml}] KD [em™2.s5"1] PO [ecm2.s-1]

O 0.81726 x 10° 0.81726 x 10°

50 0.16991 x 101 0.18991 x 10-1

100 0.128918 x 10-9 0.12918 x 103
Tabela 2.1.2 : Placa homogénea : comparagdo

numérica dos métodos SGF S, e LTS,

SGF S, LTS,

x feml]] x> [cm2.5"1)] PCxD [em2.s-%]

O 0.82228 x 10° 0.82226 x 10°

30 0.16538 x 10-1 0.16538 x 10-%

100 0.12353 x 10-3 0.18353 x 10-83
Tabela 3.1.3 : Placa homogénea : comparagao

numérica dos métodos SCGF Sg e LTSy

SGF Sg LTS

x [eml| ¢ [em2.s5"1] | - ¢CxD [cm?.s5"1)

O 0.82284 x 10° 0.82284 x 10°

S0 0.16470 x 10-1 0.16471 x 101

100 0.12250 x 10-3 0.12251 x 10-3
21
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. 3.2 Método L'I'SN para problemas heterogéneos

Consideremos a seguir o seguinte problema de ordenada

discretas para M regides

N

d 1
Mm gx ¥imC3X2 + Orj ¥jml30 = —— [O0; L %ji(3 wy
k=1
N
+ 3 g Cg1j IR I/JJ‘kCXD w, + QD] 3.2.1>
k=1
onde y; (x> = Y; (X, up? € o fluxo angular de particulas na diregi3o
Mm Cm =1, ..., ND em cada regii3o Xj-q < x < x5 Cj =1, ..., M;
Xo = O; Xy = a; com as seguintes condigdes de contornoc
YimCO2 = F , > O 3.28.1ad
PMmCa2 = gy » My <O (3.2.1bd
Nesse caso , como no problema (2.1.1), M, s3o as raizes do

Polindmio de Legendre de N-ésimo grau e estSc ordenadas como em
(2.1.23; w, sZo os respectivos pesos nas diregBes ), ; para cada

regido xj._4 < x < Xj» 3 =1, ..., M s8o conhecidas OCr; : segdo

de choque total, Os 0j e Gg1j : segdes de choque diferenciais
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de espalhamento de ordem zero e um respectivamente . (fig. . 3.1D

Cry Oy j Crm
Ss o1 Os 0j 8s oM
Os11 Tt j Ostum
Xo5=0 Xy X g X XM~ 14 Xpy=a
Figura 3.1 : Problema heterogénec : Placa de espessura

a dividida em M regides.

Podemos aplicar a formulagfio analitica do fluxo angular
(£.3.2>, obtida pelo método LTSy para o problema da plac

(2.1.1)0, para cada regifc e assim obtemos:

N
Yimlx2 = ¢ g‘ki’ exp[spj(x - x;.4)] + x> % B M 3.2.2>
=1
para xj_4 < x < x;, onde
S:“i PN—1 + e + SkJ P1 +Po
i = T F; €3.2.3
d—S— [det ANCS)]S=SkJ'
sendo as matrizes Py ¢i = O, ..., N-1) definidas como na segio

2.1; o termo da direité. de (3.2.8) representa a cohvolu:;éo da

fungdo X xD, que representa o termo de fonte, e do produto
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matricial de B pelo vetor M definido na segdo 2.1.  Apenas os
valores de Sr; Sdo agora as raizes do polind®mio determinante de

AnCsY para cada regifo C Xj-1 ¢ x < x;0. O vetor F; ¢j =1,.

; ., MD

contém os valores do fluxo angular para cada regido na fronteira

correspondente a x = O:
Y4 COD
F; = . C3.2. 4>
Comc no caso do problema homogéneo, somente os N2

primeiros componentes do vetor F; s3o conhecidos. Para que o vetor

fluxo angular fique perfeitamente determinado devemos considerar

além da condig3o de contorno em x = a as condig8es de continuidade
do»fluxo angular nas interfaces de cada regifo, ou seja em x = X;
¢j =1, ..., M-1D.

Como em (2.3.8), no caso de se considerar Q = O, o
sistema gerado serd de ordem igual ac (M «x N) - N2 cnde M €& o

numero de regides em que a placa esta subdividida.

A solugdo deste sistema permite com que os coeficientes
de (3.2.2) fiquem bem determinados e consequentemente uma solugHo
analitica para o problema de multiregiBes (3.2.1) seja obtido.Cabe
considerar que esse tipo de procedimento foi © mesme usado para
solugdo do problema homogéneo para PJ‘= 4 e 8 para contornar o
problema de espessuras maiores como foi citado na segio 3.1.

Resol vemos numericamente o problema C3.2.1)vpara © caso

de que Q = O e considerando uma placa de espessura a = 100 cm
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dividida em trés regides (M = 3) caracterizadas pelos parametros e

espessura apresentados na tabela 3.2.1

Tabela 3.2.1 : Problema heterogéneo : espessura

e parametros de cada regido

Regi 3o j|espessura [cmllopy {em™1) |6 o [cm~ 11|04 [cm—1]

1 0O < x < 20 1.0 C. 8 0.8
re 20 < x < 70O 0.6 0. 4 C. 3
3 70 < x < 100 1.0 0.9 0.8

Esse problema foi resolvido usando-se 2, 4 e 8 pontos de
quadratura. Como anteriormente, devido & espessura da placa, a
mesma foi dividida em um nUmero maior de regides, de forma gque no
caso da aproximagdo LTS, , o© sistema a ser resolvido para a
determinagdoc das incdgnitas em x = O €& de ordem (i1 x 112, na
aproximag8o LTS, & de ordem (38 x 38) e para LTSy temos um sistema

(186 x 156>. Os resultados s%o apresentados nas tabelas 3.2.2,

3.2.3 e 3.2.4 respectivamente. Uma comparag3o com os resultados do

método SGF [8] também & apresentada.
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Tabela 3.2.2 : Problema heterogéneo : comparagdo

numérica das aproximagdes SGF S, e LTS,

SGF S, LTS,
x [eml}] HKxD [cm2.s51] x> [em2.s-1]
O 0.58378 x 10¢9 0.88578 x 10°
20 0.40531 x 10-2 0.40531 x 102
70 0.26614 x 10-11 0.17281 x 10-°
100 0.14180 x 10-14 0.14190 x 10-14
Tabela 2.2.3 : Problema heterogéneo : comparagio

numérica das aproximagdes SGF S; e LTS,

SGF S, LTS,

x [eml} ¢xD [cm2.s5-1] x> [ecm2.s°1)

0] 0.60819 x 10° 0.60819 x 10°
20 0.414868 x 10-% 0.41468 x 10-2
70 0.31817 x 1019 0.31816 x 10-1©°
100 0.24196 x 1013 0.2841986 x 10-13
Tabela 3.2.4 : Problema heterogéneo : comparagfo

numérica das aproximagdes SGF Sg e LTSy

SGF S LTSg

x [em]l} ¢xD [cm 2, .s5-1] @(xD [cm 2% . s-1]

O 0.81112 x 10° 0.61112 x 10°
20 0.41033 x 10-% 0.41033 x 10-%
70 0.32316 x 10-1©° 0.32316 x 10-1¢©

100 0.24323 x 10-13 0.24323 x 10-18
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Pela anadlise das tabelas anteriores, pode-se observar que para o
caso do problema homogéneo, (tabelas da segdo 3.1D0, usando-se ate
8 pontos de quadratura Ja4 se obtém resultados com dois algarismos
significativos coincidentes Caté trés algarismos para © fluxo em
x = 0, o que indica a convergéncia numérica do método. Para o
caso do problema heterogéneoc Ctabelas da segio 3.22 a

convergéncia numérica ainda n3o fica bem evidenciada para os

valores de N = 2, 4 e 9.

3.3 O Problema do Al bedo

Seja © problema C2.1.1) para o caso de espalhamento

isotrépico, sem fonte Q@ =03, ¢c <1 Cc = Os070r) em um meioc semi-

—-infinito

N

d

Hm o5 PmlXD + Op y,(x> = —%— [ 6o & ¥ (O wy ] €3.3.1>
k=1

m=1, ..., N, N par, x> O, e com as seguintes condig¢gdes

PmCO> = £, > O (3.3.120

¥m — O quando x — o (3.3.1b>
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onde f,, representa o fluxo que entra na fronteira x = O; yw, (x> =
wix, 13 €& o fluxo angular de particulas na direg3o p,; Sy &€& a
seg3o de choque total; G, € a componente de ordem zero da segado
de choque diferencial de espal hamento; My, S30 as raizes do
Polinbnio de Legendre de N-ésimo grau, ordenados como em {z2.1.22,
e W, sS3o os respectivos pesos da quadratura de Gauss. Esse
problema caracteriza-se come problema de Albedo.

Todo © procedimento aplicado ao problema (2.1.1)> & aqui

repetideo. Ou seja, a solugfo de (3.3.1) & da forma
N
pex0 = ¥ oy e ¢3.3.2>

como em (2.2.8), considerando-se Q = 0. Além disso

O(=[sf:—113',~,_1+...+skPi+PQ}F
k d

€3.3.3

também como em (2.3.3). O vetor F & definido como em (2.1.9) no

entanto deve-se observar que os elementos da matriz AyCs) diferem

de (2.1.7>, bem como as matrizes P;Ci = O, ..» N-1D diferem das

definig@es da segl3o 2.2, porque para espalhamento isotrdépico, temos
b§1 = 0. Isso na verdade simplifica muito todos os calculos

envelvidos na solugSo do problema, especialmente no calculo do

determinante da matriz Au(s) e cofatores.
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Por outro lado, se ateé aquli repetimos o© procedimento
usado para solugfo do problema da placa, a determinacio das
componentes do vetor F que nic s3o conhecidas Cy 0D, py, < O) deve

ser feita de forma diversa. Ou seja, para gue o vetor fluxo

angul ar ¥ix> fique perfeitamente determinado, devemos wusar a
condigdo (3.3.1b) para obtengdo dos valores de YmC 0D, wu, < C. Isso

resulta que um sistema (N2 x N2 deve ser resol vido

PuCm,NA2 + 13 fiy p04 + ... + ppCm, N £y =

PkCm, 13 £5 + ... + pCm,Ns2) o, C3.3.4D

para k assumindc N2 valores que correspondem as raizes positivas
Sk ® para m assumindo qualquer valor entre 1 e N ; ainda ppCi, jd
s8o os elementos da matriz FPr definida em (2.3.3). Ou seja,
estamos considerande nulos os coeficientes das exponenciais de

argumento positivo na express3oc de fluxo angular para satisfazer a
condig8o de que y,, — O quando X — .

Com a obtengZo dos valores de ¥YC0d para p, < 0O, os
coeficientes em (3.3.2) ficam bem determinados e obtemos assim uma
solug8o analitica para o problema €(3.3.1). Com isso podemos
também calcular o coeficiente de Albedo, que indica a razfo entre

a corrente que sai e a corrente que entra na fronteira x = 0, dada

por
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1 1 N
A* = 2 f wCO, — > u du = I wCO, =A> X dX = T w0, A\ D A, wy
o -1 k=1

€3.3.85>

onde A, = Cup + 12-2, k = 1, .» Ne f, = 1.0 para y,, > 0. No
entanﬂo, os valores de w(O,-2.2, k =1, ..., N, devem ser obtidos
por meio de uma interpolag8o a partir dos valores de YaCOD,
m=1, ..., N.

Os valores do Albedo foram calcul ados para ¢© = GOgo - Op
variando de 0.1 a 0.9 para comparagic com os resultados obtidos
pelo mé&todo Fu [1113. Por razdes de simplicidade, mas
pring}palmentee para se obter uma padronizag8o do procedimento,
usamos sempre uma interpcolag8c linear para déterminarmos os
valores (0O,-A\2, com k = 1,..., N. No entantco, & medida que
trabalhamos com aproximag®es de maior ordem , dispomos de maior
numero de pontos para o calculo dessa aproximagdo, ou seja, quando
N = 2 os valores w(0,-A.D, k =1, 2 s30 obtidos a partir de uma
interpolag8o linear determinada por wCO,uy) & wCO,u0. Quando N=4,
os valores O,=X2\, >, k = 1, .» 4 s3o obtides a partir de uma
interpoclagdo linear determinada por wyO,pi2, 1 =1, ..., 4 gque
foi calculada pelo métodé dos minimos quadrados. E analogamente
para N = 8. Os resultados obtidos, bem como os resultados obtidos
pelo método Fy [11],s3c mostrados nas tabelas 3.3.1, 3.3.2 e 3.3.3
e comparados com a solugfo exata. Cabe ainda lembrar gue para

diferentes valores de ¢ obtemos diferentes valores para yCO, ry 0,

k =N2 +1, ..., N e para as raizes Sk .
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Tabela 3.3.1

Problema do Albedo

comparagac numérica

entre as aproximag@es F,, LTS,

e solugio

exata

c exata Fo erro(d LTS, erroC?d
0.1 0.02170 0. 01876 c2. 8 —0. 04898 228.7
0.2 0. 04626 0. 03694 20. 1 -0.01731 137. 4
0.3 0. 07445 0. 06160 17.3 0. 01846 75. 2
O. 4 0.1073 0. 09203 14.2 0. 08849 44.95
0.8 0.1465 0. 1299 11.3 0.1078 17.1
0.6 O. 1847 0.1778 8.7 0. 18652 18.1
0.7 Q. 2566 0. 2406 6.2 0.2378 7.5
0.8 0.3419 0. 3284 4.0 0.3342 2.3
0.9 0. 4780 0. 4691 1.9 0. 4823 0.3

Tabela 3.3.2

Problema do Albedo

comparagdo numérica

entre as aproximagdes F,, LTS,

e solugio

exata

c exata F, errol¥) LTS, errol%d
0.1 0. 02170 0. 02378 9.4 O. 02322 7.0
O.a2 0. 04626 0. 04986 7.8 0. 04931 6.6
0.3 0. 07445 0. 07800 6.1 0. 07901 6.1
0.4 0.1073 0.11e3 4.7 0.1134 5.7
0.5 0. 1465 0.1514 3.3 0. 1840 5.1
0.6 0.1947 0.1990 2.2 0. 2034 4.5
0.7 C. 2566 0. 2600 1.3 0. 2663 3.8
0.8 0.3419 0. 3442 0.7 0. 3521 3.0
0.9 0. 4780 0. 4791 0.2 0. 4878 2.0
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Tabela 3.3.3 : Problema do Albedo : comparagio numérica

entre as aproximagdes F,;, LTSy e soluglo

exata

c exata Fg errol %D LTSy errol®d
0.1 0.02170 0. 02186 0.7 0. 02269 4.6
o.2 0. 04628 0. 04651 0.5 0. 04825 4.3
0.3 0. 07445 0.07474 C. 4 0. 07738 3.9
0.4 0.1073 0.1076 0.3 0.1112 3.6
0.5 0.14685 0.1468 0.2 0.1812 3.2
0.5 O.1847 0.1980 0.1 0. 2001 2.8
0.7 0. 2566 0. 2568 0.1 0. 2628 2.3
0.8 0.3419 0. 3420 0. 03 0.3479 1.7
0.8 0. 4780 0.4781 0.0z 0. 4833 1.1

Observamos anteriormente que uma interpolag3o linear
seria adotada, para determinagfo dos valores <O, A,k = 1,..,N,
principalmente no sentido de padronizagfc do procedimento. Isso
porque na verdade o que acontece ¢ que os resultados s3o muito
sensiveis ao tipo de interpolag3o usada. Para caracterizarmos esse
fato, mostramos a seguir, na tabela 3.3.4 os resultados obtidos
para o© calculo do albedo usando combinag8c de interpol agBes
quadratica e linear (conforme a disposi¢8o dos pontos) no caso
LTSy, onde se pode observar que embora os resultados melhorem

bastante para alguns valores de c Cc

0.6), por outro lado o erro

i

aumenta muito para ocutros valores (c 0.12.
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Tabela 3.3.4 : Albedo-LTS, : resultados obtidos com

interpolag8o linear e guadratica

c exata LTS © errol %2 LTS, ® erroCs
O.1 0.02170 O. 02322 7.0 0. 04258 80. 4
O.a 0. 04628 0. 04931 6.6 0. 03277 =8. 2
0.3 0. 074458 0. 07801 6.1 O. 08800 12.7
0.4 0.1073 C.11324 8.7 0.10e20 4.9
0.8 . 1488 C.1540 5.1 0.1484 .8
0.8 G.1847 0.2034 4.5 C.1877 1.5
O.7 O. 283686 O. 2663 3.8 0. 2634 2.7
G.8 0. 3419 0. 3521 3.0 0. 3520 c. 9
C.8 0. 4780 0. 4878 2.0 O. 4893 2.4

caso o : albedo oblido por interpolacaolinear
caso b : interpolacao linear e quadratica

Un outro recurso bastante simples também foi testado. A integral
(3.3.8) foi calculada apenas para valores positivos discretos de
Mm - Ou seja, para a aproximag8o LTS, sZ%o usados N2 pontos para o
calculo de (3.3.8). Esse tipo de procedimento apresenta a vantagem
de corrigir bastante os valores obtidos na aproximag3o LTS, para
menores valores de c e ao mesmo tempo na aproximag3o LTSg os erros
s83o de mesma ordem daqueles obtidos a partir da interpolagio
linear, além de se tornar operacionalmente bastaﬁte simples. Os
resultados obtidos a partir desse procedimento s%o mostrados nas

tabelas (3.3.85), (3.3.80 e (3.3.7) respectivamente para as

aproximagdes LTS,, LTS, e LTS,.
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Tabela 3.3.58 . Comparag3c numérica entre duas formas de

calculo do albedo na aproximagdo LTS,

c exata LTS, @ errod %) LTS, ® errod %D
Q.1 0.02170 ~0. 04808 3I=28. 7 O. 026323 21.3
0.2 0.046826 |-0.01731 137. 4 0. 08573 20.8
0.3 0. 07445 0. 01848 78. 2 0. 08893 18. 4
0.4 0.1073 0. 0585 44.6 0.1270 18. 4
0.3 0.148658 0.1075 A SIRC 0.17158 17.1
0.6 0.1947 0.1652 15.1 0. 22881 15.6
0.7 0. 2566 0.2373 7.4 0. 2822 13.38
0.8 0.3419 0.3342 c.3 0. 3820 11.7
o.Q 0. 4780 0. 4823 0.9 0.5195 8.7

€aso a ! albedo obtido por aproximacaoc 1inmear

caso b : aproximacdo para valores Positivos Lg,.

Tabela 3.3.6 : Comparagfoc numérica entre duas formas de
cdlculo do albedo na aproximag8oc LTS,

c exata LTS @ erroC% LTS, ® errod %
0.1 0.02170 0. 02322 7.0 0. 0z481 14.3
0.2 0. 046286 0.04931 6.6 0. 05266 13.8
0.3 0. 07445 0. 07801 6.1 0. 08431 13.2
0.4 0.1073 0.1134 5.7 0.1208 i1e.6
0.5 0. 1465 0.1540 5.1 0.1640 11.9
0.6 0.1847 0. 2034 4.9 0.2163 11.1
0.7 0. 2566 0. 2663 3.8 0. 2827 10.2
0.8 0.2419 0. 3821 3.0 0. 3728 8.1
O.é 0. 4780 0. 4823 2.0 0.5144 7.6

casc a : albedo obtido por aproximacao linear
caso b : aproximacdo para valores positivos [YN.
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Tabela 3.3.7 : Comparag3o numérica entre duas formas de

cdlculo do albedo na aproximag3o LTS,

c exata LTSg® errol %D LTSg® errol %)
0.1 0.02170 0. 02e63 4.6 0. Ooz=267 4.5
0.z 0. 048626 0. 04825 4.3 0. 04828 4.3
0.3 0. 07448 0. 07738 3.9 0. 07747 4.1
0. 4 0.1073 O.1112 3.6 0.1114 3.9
0.8 0. 1465 O0.1812 3.2 o.1518 3.6
0.8 0.1947 ©. 2001 2.8 0.2011 3.3
O.7 O. 2566 0. 2628 2.3 0. 2641 c. 3
0.8 0.3418 0. 3473 1.7 0. 3508 2.6
0.8 0. 4780 0. 4823 1.1 0. 48832 2.1

caso a : albedo obtido por aproximacao 1inear
€aso b : aproximacao para valores positivos [T

Os resultados obtidos para o albedo a partir de valores
interpolados O, -0, k=1,...,N, apresentados nas tabelas 3.3.1 a
2.3.7, mostram a necessidade de trabalharmos com aproximag8es LTS,
de maior ordem ¢ N > 8 ) para obtermos resultados mais precisos,

independentemente do valor' de c.

No entanto outra forma de determina¢3o dos valores

wCO,-A2, k =1, ..., N foi usada, gue ni¥o a de interpolacgio a
partir dos wvalores de wWOo,ud, m = 1, -+ N, para calculo do
albedo. Na verdade, os valores wO, - 2, k¥ =1, ..., N foram
calculados a partir do resultado obtido por Chandrasekhar {73

segundo o gqual

1
YCO, ~pd = —o— HOO I HCx) x —9X

’ 3.3.6
=S o <+ & M > 0 C
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onde H(w) satisfaz

1
[ dx
= 4+ a— J ————————— . .h
HC 2 1 = M HCLD o HCxD R C3.3.7,
avaliando (3.3.6) nos valores Ay desejados. A fung3oc H foi
calculada usando-se 80 pontos de gquadratura, segundo [25], sem

ocasionar acréscimo significativo de tempo computacicnal Ccerca de
o.2 mind. Com isso obtivemos nio sé um procedimento
padronizado para o calculo do albedo, como também uma diferenga
significativa no sentido da diminuig8o dos erros obtidos. Isso

pode ser observado nas tabelas (3.3.8), (3.3.9) e (3.3.100 a

seguir

Tabela 3.3.8 : Problema do albedo : comparagdo numérica

3
entre as aproximag@es Fy, LTS, e solucio

exata.

c exata Fg errol% LTS? erroCo
0.1 0. 02170 0. 02186 0.7 0. 02187 0.8
o.2 0. 04626 0. 04651 0.5 0. 04661 0.8
0.3 0. 07445 0.07474 0. 4 0. 07496 0.7
0. 4 0.1073 0.1076 0.3 0.1080 0.6
0.8 0.14638 0.1468 0.2 0.1473 0.5
0.6 0.1947 0.1850 0.1 0.1956 0.3
0.7 0. 2566 0. 2568 0. 08 0. 2575 0.3
0.8 0.3419 C. 3420 0.03 0. 3427 0.2
0.9 0. 4780 0. 4781 0.02 0. 4787 0.1

* obtido a partir do resultado (3.3.6) de Chandrasekhar
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Tabela 3.3.9 : Problema do albedo : comparagao numérica

%
entre as aproximagdes Fy, LTS, e solug3o

exata.

c exata Fy erroCd LTS: errol D
0.1 0.02170 0.02177 0.3 0. 02166 o.2
O.2 0. 048626 0. 04639 0.3 0. 04618 0.1
0.3 0. 07448 0.07461 0.2 0.07433 o.2
0.4 0.1073 0.1078 0.2 0.107v2 0.1
0.8 0. 1465 0.1487 0.1 0.1463 0.1
0.8 0.1947 0.184¢ 0.1 0.1944 0.1
0.7 0. 2566 0. 2867 0. 04 0. 2561 .2
o.8 0. 3419 0. 3420 0. 03 0.3413 o.2
0.8 0. 4780 0.4781 0. 02 0.4771 O.e2

* obtido o partir do resultado 3. 3. o) de chandrasekhar
Tabela 3.3.10 : Problema do albedo : comparagdoc numérica

*
entre as aproximag&es Fg, LTSy e solugdo

exata.

c exata Fg errol) LTS? erroCd
0.1 0. 02170 0.0z2172 0. 09 0.02170 0. 00
0.2 0. 04626 0. 04630 0. 08 C. 04627 0.01
0.3 0. 07448 0.07449 0. 05 0. 07445 0. 00
0.4 0.1073 0.1074 0. 09 0.1073 0. 00
0.8 0.1468 0.1466 0. 07 0.1465 0. 00
0.6 0.1847 0.1948 0. 08 0.1947 0. 00
0.7 0. 2566 0. 2566 0.00 0. 2566 0. 00
0.8 0.3419 0.3419 0. 00 0.34189 0. 00
0.9 0.4780 0. 4780 0. 00 0. 4780 0. 00

* obtido a partir do resultado (3.3. 6 de Chandrasekhar -
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3.4 O Problema Inverso

Consideremos o problema de determinagio do flunmc
incidente num dominio a partir do conhecimento do fluxo escalar em
pontos interiores desse dominic. Esse problema ¢ caracterizado
como um preoblema inverso. A solug8o desse tipo de problema tem
importé&ncia e aplicagio no planejamento de doses em radioterapia
[S].

A solug3oc de um problema desse tipo & viabilizada na
medida em que usande a formulag3o LTS, determinamos uma solugfo
analitica para o problema (2.1.1), em uma placa homogénea de

espessura a, dada por (2.3.2>

N

¥CxO = Doy ek + 0 % B M cz.3.2d>
k=1

onde vimos que o coeficiente &, k= 1, ..., N depende dos

valores do fluxo angular p,(x>, m = 1, ..., N no ponto x = O.

Ainda, na solug8o do problema (2.1.1) de “forma direta" os valores
do fluxo incidente nas fronteiras da placa s%o conhecidos. Supondo
agora que ndc conhecemos os valores do fluxe que enira nas
fronteiras mas conhecemos o valor do fluxo escalar em N pontos b

interiores do dominio, a solug3o linear do sistema (N x N> dada

por

39



N .
PCx D = —%_z weCx D w,, i =1, ..., N C3.4.1D

permite que os valores YrlOD, m = 1, ..., N sejam determinados e

possamos com isso calcular os valores de welad, m = 1, .» N

usando (Z.3.2), estabelecendo-se assim uma solugio para o problema

inverso.

Aplicamos essa formulagfo para o problema com os mesmos
dados usados em ¢3.1.1) Para a placa homogénea de espessura
a = 100cm. Os valores de fluxo escalar em pontos do interior da
placa, usados na solug8o do problema inverso, foram obtidos na

resolugdo do problema direto (2.1.1>. Como o problema considerado

foi um problema homogéneo (Q = 0), descrito por (2.3.4), entio:

%(xl = B F

(3.4.2>
onde a matriz B, definida em (2.3.89) tem elementos bij = by;{xD,
i, j =1, ..., N e o vetor F, dado em (2.1.9 ¢ o vetor dos
valores do fluxo angular em x = O, Assim, o sistema de equagdes
(3.4.1> ¢ do tipo:

Hx D = —%— b1 (xJw, + by (o, + ... + b Oxg dwp] w, COD +
€3.4.3
para i =1, » N
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Para a inicialmente

aproximagdo LTS, , resol vemos o

problema inverso a partir de valores do fluxo escalar em pontos

proximos a fronteira (x = 5 e x = 10 Cem)).Os resultados relativos

ac fluxo angular que entra nas fronteiras s3o apresentados na

tabela 3.4.1.

Tabela 3.4.1 Resultados do problema inverso - LTS,

considerando fluxc escalar conhecido

nos pontos x = 5, 10 Ccmd.
P. inversol P. Direto
w4y COD 1. 00000 1. 00000
W, (100D 0. 00013 0. 00000

Na tabela 3.4.2 s8o mostrados os resultados obtidos na solugdo do

problema inverso, ainda para a aproximagio LTS,, a partir de
valores do fluxo escalar nos pontos x = 80 e x = 70 Cemd
Tabela 3.4.2 Resultados do problema inverso - LTS,

considerando fluxo escalar conhecido

nos pontos x = 50, 70 Ccmd.

P. inverso]| P. Direto
W, COD 0. 88998 1.00000
@gCIOO) 0. 00013 0. C0000
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Pelas tabelas ac;ma pode—se observar gque além de obtermos
resultados satisfatérios em relagd8o ao problema direto, os
resultados obtidos praticamente nﬁa diferem segundo a localizagdo
dos pontos de fluxo escalar conhecido. Na verdade, o© valor de
p (100D apresentado nas duas tabelas sé apresenta diferenga a
partir oitavo algarismo significativo.

O mesmo problema foi resolvido usando a aproximagdo LTS,.
Os valores do fluxo que entra nas fronteiras x = O e x = 100 da
placa, obtidos na solug3c do problema inverso, s8o mostrados na
tabela 3.4.3. Nesse caso, o problema inverso fol solucionado a

partir dos valores conhecidos do fluxo escalar nos pontos x=0, B,

8 2 10 Ccmd) . Considerando-se que a placa foi dividida em dez
regides para a solugdo do problema direto, como foi citado na
seg3o 3.1, esse pontos correspondem & primeira regisdo.

Tabela 3.4.3 : Resultados do problema inverso — LTS54
considerando fluxo escalar conhecido

nos pontos x =2, 4, 6, 8 Ccm.

P. inverso P. Direto

e COD 0. 89999 1. 00000
wo COD 1.00000 1. 00000
wa (100D 7.86x10°12 0. 00000
w1002 4.67x10-12 0. 00000

Para valores do fluxo escalar em x = 12, 14, 16 e 18Ccm),

(correspondentes 3 segunda regifo) obtivemos os seguintes valores -
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para o fluxo que entra nas fronteiras da placa Ctabela 3. 4.4

Tabela 3.4.4 : Resultados do problema inverso - LTS,
considerando fluxo escalar conhecido

rnos pontos x = 1z, 14, 16, 18 Ccmd.

P. inverso P. Direto
Wy OO 0.93785 1. 00000
w, COD 1.004860 1. 00000
wa C1 000 2.08x10-12 0. 00000
WeC100D 1.64x10-12 0. 00000

Uma outra alternativa testada foi a solugic do problema

inverso a partir de valores do fluxo escalar em pontos préximos as

duas fronteiras, no caso x = 2, 4 C(cmde x = 9B, @8 Ccmd,

resultando nos valores apresentados na tabela 3.4.5

Tabela 3.4.58 Resultados do problema inverso - LTS,

considerando fluxo escalar conhecido

nos pontos x = 2, 4, 96 e 98 Comd.

P. inverso P. Direto
wy COD 1. 00000 1. 00000
Y, COD 0. 98939 1.00000
w53 C1 00D 5.71x10-11 0. 00000
WaC100D 2.82x10-11 0. 00000
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Para pontos mais distantes da fronteira x = C, Jja a
partir da terceira regifo da placa Ca partir de x = 20 CcmdD,os
resultados comegam a apresentar maior diferenga em relag3o aos
resultados do problema direto, caracterizando a influéncia da

localizagio dos pontos na solugfo do problema inverso.Na verdade

1)

na resolugd3o do problema inverso a placa também deve ser dividida
em regides menores (pelo mesmo motivo do problema direto) e ent3o
pode-se observar claramente que partindo do interior da placa para

a fronteira x = O, a cada regido a diferenga (perda de algarismos

significativos) em relacgfo aos valores obtidos pelo problema

direto ¢ nos mesmos pontos ) cresce rapidamente , podendo alterar

profundamente o resultado final. Ent8o, resolvemos o© problema

fazendo em cada etapa, isto &, em cada regido, wuma correcio ,

baseada nos resultados do problema direto .0Os resultados da tabela

3.4.6 foram assim obtidos » conhecendo - se o fluxo escalar em

xX= 22, 24, 86 e 28 Coemd.

Tabela 2. 4.6 : Resultados do problema inverso - LTS,
considerando fluxo escalar conhecido

nos pontos x = 22, 24, 26 e 28 Ccmd.

P. inverso P. Direto
w, COD 0. 989671 1. 00000
w,COD 1.00700 1.00000
Y3 C100D 6. 75x10-13 0. 00000
W (100D 9.98x10-13 0. 00000
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Também para a aproxi magdo LTSy o© problema i nvver so foi
resclvido a partir de wvalores do fl UXo escalar calculados em
pontos de diferentes regies da placa. Na tabela 3.4.7 s3o
apresentados resultados dos fluxos angulares gque entram na
fronteira, a partir de +valores conhecidos do fluxo escalar em

x =1, 1.8 2, 2.5, 3, 3.5, 4, 4.5 Ccmd, correspondentes a

primeira regifo da placa

Tabela 3.4.7 : Resultados do problema inverso - LTS
considerando fluxo escal ar conhecido em

x=1,1.5, 2, 2.5, 3, 3.5, 4 e 4.5 Ccm

P. Inverso P. Direto
Wy COD 1.000008 1. 000000
s COD 0. 899994 1. 000000
Wa COD 1.000003 1.000000
waCOD 0. 999997 1.000000
s (100D 0. 000000 0. 000000
YsC100D 0. 000000 0. 000000
W, (100D 0. 000000 0. 000000
| ¥8 (100> 1.4885x10-11 0. 000000

A tabela 3.4.8 a Seguir apresenta os resultados obti dos
para o problema inverso quando consider amos conhecidos valores do
fluxo escalar em pontos préximos as duas fronteir as, no exemplo

escolhemos x =1, 2, 3, 4 e x = 86, 97, 98, 99 Ccmd.
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Tabela 3.4.8 : Resultados do problema inverso -

considerande fluxo escalar

LTS,

conhecido em

x =1, 2, 3, 4, 96, 97, 98 e 99 C(cmd

P. Inverso Direto

w, COD 1.0838036 1. 000000

W, COD 0.8333817 1. 000000

waCOd 1.088388 1. 000000

W COD 0. 736279 1. 000000

wsC1 002 3.492x10-10 0. 000000

WesC100D 4.365x10-114 0. 000000

w-»C100D 1.451x10-11 0. 000000

| ¥a C1002 0. 000000 0. 000000
Considerando os valores do fluxo escalar em x = 6, 6.5,
7, 7.5, 8, 85, 9, 9.8 (cmd), os valores de y, (0, u, > O e
¥mC100D, uy, < O, que correspondem aos fluxos angulares que entram

nas fronteiras,

mostrados na tabela 3.4.9
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Tabela 3.4.9 : Resultados do problema inverseo - LTSy
considerando fluxo escalar conhecido em

x =6, 6.5, 7, 7.5, 8, 8.5, 8 e 8.5 Ccmd

P. Inverso P. Direto
y, COD 1.007847 1. 000000
Yo COD 1.010184 1. 000000
wa COD 1.018850 1. 000000
W CO2 0. 858342 1. 000000
ws (100D 0. 000000 G. Q00000
Y100 1.456x10-11 0. 000000
w, (100D 0. 000000 0. 000000
| ¥ €100 £.183x10-11 0. 000000

Os resultados mostrados na tabela (3.4.9), para pontos
mais distantes da fronteira (no caso a segunda regi3o> também
foram obtidos mediante o processo de corregio citado
anteriormente. Com isso também, fica claro a dependéncia da

localizag8c dos pontos , bem como da espessura da placa, na

solug8o do problema inverso.
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4. O METODO LTS, PARA MULTIGRUPO

4.1 Introduc3o

A equagdo de transporte de neutrons, considerando-se
espalhamento isotrépico, para ©o caso de multigrupo, pode ser

escrita como

1
MowD Wk, 1D ¢ T TCax, D = TC 3¢, 1 dpt C4.1.1>
ax ~ -~ -~ )

-1

num dominico x € {0, L] e onde o vetor W x, 2 tem as componentes

Y, Cx, 2, .., Palx,u0; a matriz ¥ = diag {8, G, ...., Og} tem
como elementos as segdes de choque total por grupo;, a matriz de
transferéncia J, tem como elementos G, j72; x representa a variavel

espacial. Procuramos uma solug3o para (4.1.1) sujeita as condig¢gBes

de contorno

O, o

FCud, m > O C4.1.1ad

WL, > = 6GCd, < O C4.1.1bD
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onde F(u) e GLud sHo fungBes conhecidas da variavel u. Para cada

grupo g =1, ..., G a equag8o seria de forma
3 ; © 1
H B2 Yglx, o + Gy yalx,ud = = Lz Ggj I Yy Cx, 0 dpt c4.1.2>

j=1 -1

e ainda se pode dizer que

¥gCO, 1O Fglpd, > O (4.1.2ad>

pglL, D = GqCud, u < O C4.1.2b2

onde Fgqlud e G4Cpd s8o os g-ésimos componentes dos vetores F(ud e
GCd respectivamente.
Finalmente considerando cada uma das G equag®es (4.1.2D

escritas na forma ordenadas discretas resulta, num sistema linear

CGN x GND

2 o + S GO = o GO‘~[N'Cx)w] C4.1.3D

dx ¥Ygm M ¥Ygm é"m ? g ? ¥ik k L
j=1 k=1

g=1,..., G, m=1,..., N; N par; com as condi¢Bes de contorno
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WomCOD = FgCumd, fy > O ©C4.1.3ad

YgmCLD = GgCupmd, pm < O C4.1.3F°

onde Ygml =0 = Yglx, ) representa o fluxo angular de neutrons do
grupo g na diregdo g, M;m S30 as raizes do Polindmio de Legendre

de N-ésimo grau, ordenados como em (2.1.23; w, s%c os respectivos

pesos da quadratura de Gauss e os demais parametros come definidos

em (4.1.13.
Aplicando a transformada de Laplace em C4.1.3D, para
g=1,..., G, e m=1,..., N obtemos um sistema linear CGN x GND

como em C2.1.62

AgnCsD (=D = F C4.1.4D

onde a matriz do sistema, que agora chamamos AgnCsD, € da forma
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[ w44 COD]

Wy <O

C4.1.7>
Y1 COD

YanC 0D

Como no casco de um grupo, descrito no capitulo 2, uma vez
conhecida a matriz inversa da matriz Agy(s?, que denotaremos por

A;;CS), por (4.1.40 %(S) sera

PCSD) = AgnCsd F C4.1.8d

e ent3o aplicando-se a transformada inversa de Laplace (denotada

por £71) em (4.1.8) resulta na sequinte expressio (6]

p(xO = £-1{ AgnCsd F } C4.1.8

que difere do caso de um grupo pelo fato de estarmos aqui
trabalhando com a matriz A;;Cs). Ou seja, todo o© procedimento
para o caso de um grupe € repetido e o fluxo angular apresenta uma

formulag3o idéntica, com a diferenga que o sistema linear nesse
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caso & de ordem CGN x GND. Cabe ainda ressaltar que o problema ndo
homogéneo, isto &, com fonte, & de maneira andloga obtido pela
convolugfo do fluxo angular homogéneo com O produto [ Agn 1(sOM ],
motivo pelo qual n3o foi aqui considerado.

A matriz Agn(sd, como podemos observar em C4.1.90
apresenta a mesma estrutura da matriz para o caso de um grupo,
dada em <(2.1.7D. No entanto, algumas modificagBes devem ser
consideradas no calculo da inversa, em relagio ao problema de um
grupo. Ou seja, além de outros recursos ja citados em 2.1 para
invers3Zc da matriz Agn(sd, cujos elementos dependem do parametro
s, uma formulag3oc prépria da sua inversa sera apresentada. Essa
formulag3o parte do mesmo principic usado para o calculo de
A;1Cs), matriz para © caso de um grupo, diferindo apenas por

alguns termos que devem ser considerados. A determinag3o de A;;Cs)

sera tratada na seg3oc a seguir.

4.2 Invers3o da matriz Agy(s)

A estrutura da matriz Agn(s> dada em C4.1.85) & analoga a
da matriz AN(s2 que caracteriza os problemas de um grupo, dada em
C2.1.7), ressaltando-se gque agora estamos trabalhando com o <aso
isotrépico, que corresponderia a considerarmos Ogq4 = O em 2.1.7>.

Para tal consideramos a decomposig8o segundo as colunas,que segue:

AgnCs> = (Ey + Dg» ..., Ej + Dj» .-.» Ean * Dand c4.2.10

53



Como no caso da matriz Ay(s), referente a problemas de um
grupo, o determinante de Agy(s) sera calculado a partir da soma de

determinantes de matrizes menores, ressaltando-se apenas que agora

os termos deo tipo

det( Ey, -...Di» Dy, ..., En c4.2.2>

s& ser3o nulos guando i-j < N. Ou seja, em cada conjunto de N
colunas persiste a proporcicnalidade entre elas, o que anula
determinantes como em (4.2.2), mas entre conjuntos de N colunas
essa proporcinalidade n8c ¢ mantida. Assim, quande i-j > N os
termos C4.2.2) devem ser acrescentados a formulagdo (2.2.7) para
calculo do determinante de Agn(sY. Nisso reside a diferenca entre
a formulag3oc obtida para a inversa da matriz Ay(sd, associada a
problemas de um grupo, e a matriz Agn(s2d, associada a problemas de

multigrupo segundo o método LTSy. Sendo assim resulta que

GN o aN GN G.
det AgnCsd = T G + =B - L He T G + =%
k=14 Hik k=1 1=1 Hy
1%k
N-2 (p+1)>N GN GN o.
+ ( T r [HH - a2l T ¢+ L—T-
p=0 k=pN+1 l=¢(p+1 I)N+1 m=1 m
m*k,1

4.2.3
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onde se observa que apenas o© Udltimo termoc da direita difere da
formulag8o obtida para o caso de um grupo dada em (2.2.7) se
considerarmos o caso isotrdpico. Aqui, a;; , i,j) = 1, ...;GN. s3o

os préoprios elementos da matriz AgnC(sd) e o parametro Hy € agora

definido como

Diretamente de (4.2.3) obtém-se os cofatores de Agnylsd guando i=j:

o GN o ON GN o
AL =TT GG+ 2D - B TG+ ZF
k=1 k k=1 i=1 l
k* i k*i 1%,
N-2 I (p+1)N GN OGN o 1
T
+ L z T [He H - aix axtl Tl ¢ + p—)J
p=0 k=zpN+1 I=(p+1 >N+1 m=1 m
k*i 1% i m* ik,
C4.2.5>
Quando i * j os cofatores s8c dados por
G OGN o OGN GN a.
Ai.j":ai.jTr(S‘*"“—T)’ai.jzHLT[(S"‘“—T)
k=1 k 1=1 m=4 m
k*i,] 1i,3 wmi,i,1
anN ON o
T
+ B aiL ayj Tl’(s+;— C4.2.6
1=1 m=1 m

1%d, m*i,i,!
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considerando-se ainda o fato que os Ultimos dois termos da direita

direita de (4.2.86> se anulam gquando i—j < N.

Finalmente a matriz inversa da matriz Agy(s>? € escrita

coOmo
ALtcsy = S277° Poneg * SZ:;ZA?,E’; e s P v Po C4.2.7
onde as matrizes P; (i = 0, ..., GN - 12 s8oc tais que

c4.2.8

Pan-1 = Ian

Ign € 2 matriz identidade de ordem GN e os elementos da matriz

Pagn-k-4 ¢k =1, ..., GN — 10 s3o dados por
GN o GN
pLoN-k- =L T C £ 0 - T H S+
m= 4 ™ 1=14
m* i 1%
N-2 (p+1) >N GN
+ (@ -4%x) T L Y [He Hi - atk aki] T )
p=0 k=pN+1 I=(p+1 I)N+1
k*i 1% i

C4.2.90

para i = j; & € o delta de Kroenecker; S, e Ty s38o definidos
come em (2.2.12a), com Gy = Ogg- Para i * j os elementos das
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matrizes Pgy-k-4 Ck =1, ...,N-1> s3o

p:?N—k—1)= a;; Y, - ;N [ai; H - a0 a1 Z C4.2.100
=1
174,
onde Y, e Z; sdo definidos como em (2.2.18ad, com Gy = Ogg. E
preciso ressaltar que para cada valor de g = 1, ., & devemos
variar 1 de 1 até N. Cu seja, para LTS, o parametro
Hs = 0,5, wy 7 My - Resumidamente, podemos considerar gue os
elementos da diagonal principal de AgnCsD s3o da forma
(s + (Op/uy2 — H,, D, sendo que para cada N linhas, o valor de OTI

¢ referente a apenas um grupc € © +valor de m varia de 1 até N.
Em resumo, a formulagﬁo LTSy aplicada a problemas de multigrupo
gera um sistema linear no gqual a inversa da matriz do sistema &
calculada a partir da matriz gerada para © caso de um grupo com

modificagBes gue foram apresentadas nessa secfo, decorrentes do

acréscimo de termos do tipo (4.2.2).

4.3 A formulag3o LTS, para multigrupo

Como no capitulo 2, referente & aplicagfio da formulacgio
LTSy a problemas de um grupo, a partir da determinag3c de A;;CSD

Capresentada em 4.2, podemos dizer que
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(s> = Agn(sd F | 4,310

ou entdo

GN < x
x> = Loy e - c4.3.2>
k=1
onde
GN-1
+ ..
o = Sk ZGN‘1 - * sk Py * Po F = Pgx F (4.3.3
’ 3; [det AGNCS)]S-_—Sk
& uma matriz de ordem GN x 1 , as matrizes Py (i = O, .., GN-1D
foram definidas na seg8c 4.2 , o vetor F €& dado em C4.1.70) e sy

s8oc as raizes do determinante de Agn(sY>. Ainda se pode dizer que

i

2(x)

B F (4.3.4>

onde os elementos da matriz B de ordem (GN x GND s8o do tipo

anN
(00O = L pgrCi, j> ek~ C4.3.5
k=1
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‘exatamente como no caso dos problemas de um grupo.

Em relag3o aoc wvetor F temos que as componentes YgmC O,
g=1, ..., G, m = N2 + 1, ..., N s3o desconhecidas, ou seja, em
cada grupo somente as N2 primeiras componentes do fluxo angular
sdo conhecidas. As condigBes (4.1.3b), correspondentes aos valores
do fluxo angular em x = L para cada grupo, ser3c usadas para
determinagdo desses valores desconhecidos. O sistema de ordem

CGN/2 x GN 22 a ser resolvido seréa

FbNZ.Né ... byz,n » ---> byz,gnz - - Puz,on | [ w2 COD
by, N2 ... ban » --.» by, gNz ... by, on WNC6)
benz, N2 - -+ Panz, n» - s DPgnz, enz - - - Ponz, on WGN%CO)
|Pon, N2 -+ Pen,n s -- -5 ban,oNz - bGN,GN_ | WGN&O)

Y2 CLO ]

- WN&L) _
Yoz (L
i WGN&LD
[bnz, g - - - bnz, ns25 -+ Pnz, 61 --- Dbz, onoz [ w4 COD
b§.1 o bz 0 s bn, 61 ... bN,GN/Z W1N;2COD
bonz, 1 - Panz,n » - - bgnz, 61 - - - Ponz, onoz Wq1&03
|bon, 1 -+ ben,n 5 .- PN, - ch,cN/z_ ] WGN;ZCQ?_
(4.3.62
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onde N2 = N2 + 1 e GNa = GNs2 + 1.

Ent3o , uma solugSo analitica, que denotamos por LTSy
dada por (4.3.2) & obtida para © problema (4.1.13, sendo que a
determinag8c dos valores de wngOD, g=1, .., G, m = N2 + 1,..,n
é dada pela solugfo do sistema (4.3.63.

Cabe salientar gue o tratamento de problemas aniotroépicos
podera ser feito segundo © mMESmo procedimento apresentado nesse

capitulo, considerando-se apenas, coOmo no caso de um grupo, as

devidas alteracg®es na matriz.
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5. APLICACAO A PROBLEMAS DE DOIS GRUPOS DE ENERGIA

5.1 Procedimento

Vamos considerar a equagi3o de transporte de neutrons

C4.1.10 escrita como :

1
¥ g_x y(x, M2 + 3 ylx, M) = ¥4 I ylx, M’2 dpd’ (5.1.12
-1

para o caso de dois grupos de energia onde a variavel espacial x &
medida em termos de livre caminho médio relativo ao grupo rapido.
Nés assumimos gue a matriz espalhamento §, nf3io ¢ diagonal nem

triangular e que ¥, & uma matriz n3o singular. Introduzimos uma

matriz Q definida como :

(Tez1 / Ls12)*7% o
Q = (5.1.2>

onde Y.i; = G; / 20, s8o os elementos da matriz Y. Entdc a

solugdo de (5.1.10 ¢ dada por
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pylx, ) = Q-1 ICx, M2 - (05.1.3D>

onde I(x, D & a solugdo de

1
M -g—)—z ICx, 0 + ¥ ICx, (2 = C I Idx, MO dp’ (S.1.4>
-1
com a matriz de espalhamento, que foi simetrizada, ¢ dada por
C=Q% e os elementos de Y sendo Y4 = O = 847Gz

Thz = Xza = 0O e Jaz =1.

A equac3oc de transporte descrita pela equagdo (8.1.1> foi
resolvida por Ishiguro e Garcia [12] usando o© método de Case.
Nesta segfo resolvemos esse mesmo problema aplicando a formul ag3o
LTSy para multigrupo, apresentada na segdo anterior. Para tal, a

equagdo (5.1.4) ¢é discretizada como:

N N
d
= Ty O b +,;3 I, Coo ) = AL P I Cx,mdw + AE T Ip0 m ey

m f‘Jm k 1 me k 1
d 1 c N c N
S IO ) = IO ) = 2R T IO e+ SRR T T 0 o
dx M Mm -

k=1 Hm

onde I4(x, pp?; g = 1, 2, m =1, ., N representa o fluxo angular
no grupo g na diregfoc py,. A aplicagdo do método LTS, nesse caso,

gera um sistema de 2N equagles, cuja solugdo transformada ¢ cbtida
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como (4.3.10 e o vetor fluxo angular como em C4.3.4D:

[T, Cox, 14y D by 4 CxD Coe by o (O] [I4C0,042]
i . i T1C0, ki) (5.1.6
T,Cx, 0y . . I,CO0, 0y 2
-IZCX,;JN)J ub(2N>C>{) . . . b( ZN)(ZN)CXD- LIZCO’HN)J
Os elementos b (x) s8o definidos em (4.3.8). No vetor F as
incédgnitas a serem determinadas serSo I45C0, u2 para g =1, 2 e
i =N2 +1, ..., N. A determinag3c das incdgnitas em (5.1.6) sera

feita a partir da aplicagZo da condigSc de contorno ainda nfo
utilizada.

Nds consideramos o problema de uma placa de espessura o ,
considerada como meioc 1 (0 = x £ a,) adjacente a outra de
espessura a,, considerada como meio 2. (ay < x = p, ¥ = a4 + ax)
irradiada na superficie x = 0 por um fluxo de neutrons fCud

O < < 1, sujeita as condig¢8es

1,CO, w0 =P, £Cd, wm > O (5.1.7
I,Cy, D = 0,, u ; o (5.1.8
e

I,Ca,, (2 = 6 I,Ca,, >, pme C-1, 1D (5.1.9
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devidamente ajustadas para o caso de ordenadas discretas.
Consideramos a; = a, = 1 e assumimos que os grupos sdo ordenados
da mesma forma para ambos os meios & que a matriz G € uma matriz
diagonal dada por G = Q;l, sendo a matriz @ referida ac meio i
(i =1, 2. Chamando os elementos da matriz G de g;;, o sistema

das condic®es de contorno a ser resolvido serd formado a partir

das equagdes

IlCay, Myd = Qea I2Cay, pd> m =1, ..., N

I5Cay, ppd = I2Ca,, HMmd» m=1, , N

€5.1.10D
12¢y, ppd=0, m=N2 +1, ..., N
I2¢y, > =0, m=N2+1, ..., N

sendo Ié(x, Mp? © fluxo angular do grupo g (g = 1, 2> na direg3o
My € m=1, ..., ND no meio j Cj = 1, ). Esse sistema resulta da
aplicaéﬁo das condigﬁés de contorno e de (5.1.9) na interface. Em
cada meio o fluxo angular & dado por (5.1.63. Na verdade teremos
GN/2 incédgnitas na fronteira x = O e GN incédgnitas na interface

X = a4.
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5.2 Resultados

Nés consideramos dois casos pPara o fluxo incidente.

TyCpy? = O, py > O
1° caso

P —

(5. 2.1
fo2Cln? =2, p, = 0
I FaQupd = 0, pyy > O
2° caso l (S.2.28>
F2Cmpd = 3By, im > O
com fg, g =1, 2 representando o fluxo incidente para o grupo g.
O fluxo escalar em cada grupo foi calculado como
N
By 030 IR SN
k=1 (5.2.3
= N
By €3O L %21k (O wy
k=1
Lembrande que ¥Ygk» 9§ = 1, 8, k =1, ..., N estad relacionada com
Igk» 9 = 1,2 , k = 1, ..., N, por (5.1.3. Os valores dos

parametros utilizados na resolug8o desse problema, para ambos os

meios s3o apresentados na tabela S.2.1 a seguir:
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Tabela S5.2.1 : Prcoblema de dois meios a dols grupos

segBes de chogue em cada meio

Meio 1 Meio 2
Gy 2. 9865 2. 9664
(e 0. 88738 0. 88731
Gy q 2. 8676 2. 8876
Sy 2 0.04749 0. 04588
Gy y 0. 000336 0. 00106
Ty 2 0. 83975 0.83812

Para efeito de comparagdo com os resultados apresentados
na referéncia [13), o fluxo escalar do grupoc 1 foi calculado para
os dois casos de fluxo incidente (B8.2.12 e (S.2.2>. Em cada caso
foram considerados dois procedimentos, ou seja, © problema foi
resolvido considerando-se primeiramente o conjunto de dados do
meio 1 e depois do meio 2 , para o caso 1. Depois o mesmo problema
foi resolvido invertendo-se a ordem do conjunto de dados. Também o
caso 2 foi assim tratado.

Na tabela (5.2.2) s3o apresentados os resultados obtidos
para o fluxo escalar do grupoe 1 segundo a aproximagdo LTS; na
solug3o do problema (5.1.12 com fluxo incidente (5.2.10, ou seja,

o casc 1. Os resultados s3o comparados com os obtidos pelo méltodo

de Case [(131.
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Tabela S5.2.2

Problema de duas placas

do grupo 1 aproximagdo LTS, - caso
LTS, Exato LTS, Exato
x Py (D Py (XD @y (xD® Py CO°
0.0 0. 16623 0.16816 0.14524 0.145485
0.2 0. 32876 0. 36402 0. 28609 C. 31225
0.4 0. 43423 0. 46469 0. 37847 0. 38837
0.6 0. 48983 0.51386 0. 432477 Q. 44804
0.8 0. 50199 0. B2003 O. 485870 C. 46878
1.0 0.47643 0. 48805 0. 46087 0. 47039
1.2 0. 425486 0. 43299 0. 438587 C. 44800
1.4 0. 35930 0.36714 0. 38295 0. 39637
1.6 0. 28031 0.28374 0. 30688 0. 32156
i.8 0.18025 0. 20071 0.21178 0. 22618
2.0 0. 08031 0. 08688 0.10073 0. 09781
Py x1¢ dados 1 - dados 2
Py (x> ® dados z - dados 1

Ainda segundo a aproximag3o LTS,

agora para o

caso do

fluxo incidente

fluxo escalar

1

A

os resultados obtidos

(s.2.22, caso

mostrados na tabela 5.2.3 e comparados com [13)
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Tabela S.2.3 Problema de duas placas fluxo escalar
do grupo 1 aproximag8o LTS, - caso 2
LTS, Exato LTS, Exato
x Py (O @y C(x0 ¢ Py CxO° Py (xD°
0.0 0. 14386 0. 16266 0.12878 0.14084
o.2 0.28471 C. 35678 0.24776 0.30612
0.4 0. 37608 0. 46118 0. 32863 0. 39702
0.6 0. 42421 0.81434 0. 37652 O. 44981
0.8 0.43473 O.82444 0.39812 0. 47433
1.0 0. 41260 0. 49482 0. 38887 0. 47875
i.2 0. 36846 0. 44108 0. 37730 0. 45801
1.4 0.31116 0. 37541 0.33164 0. 40663
1.6 0. 24276 0.29716 0. 268576 0. 33078
1.8 0.16476 0. 20633 0.18321 0.283313
2.0 0. Orsel 0. 08939 0. 08724 0.10089
Py (x2S dados 1 - dados 2
Py (x>® dados 2z - dados 1
As tabelas B.2.4 e 5B.2.8 a seguir apresentam

os

resultados obtidos com a aproximagdo LTS, para o© problema (5.1.10

considerando-se os casos (5.2.1) e 5.2.2> para o fluxo incidente,

respectivamente
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Tabela 5.2.4

Problema de duas placas

fluxo escalar

do grupo 1 aproximagio LTS, - caso 1
LTS, Exato LTS, Exato
x Py (xDe Py (xDC Py (OP Py CxOP
0.0 0. 16822 0.16816 O.14643 0.14545
C.2 0. 32400 0. 36402 0.30813 0. 31225
0.4 O. 46538 0. 465469 0. 40043 0. 38837
0.6 0. 51539 0. 51356 0. 44979 0. 44804
0.8 0. 52129 0. 82003 0. 47027 0. 46878
1.0 0. 48883 Q. 48805 0. 47076 0. 47039
i.2 0. 43308 0. 43299 0.44713 0. 44800
1.4 0. 36607 0.36714 0.38471 0. 38637
1.6 0. 28780 0. 28974 0.31876 O. 32156
1.8 0.19760 0. 20071 0. 22135 0.22618
2.0 C. 08686 0. 08688 0. 09766 0. 09781
Py (x> < dodos 1 - dados 2z
Py (x>°® dados 2 - dados 1
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Tabela 5.2.5 Problema de duas placas : fluxo escalar
do grupo 1 aproximag8o LTS, - casc 2
LTS, Exato LTS, Exato
% @y (XD Py (D Py (xD® Py CxDP
.0 0.15604 O. 16268 0. 13497 O0.14054
O.2 0.335%e1 0. 38678 0. 28802 0.308612
0. 4 0. 43935 0.46118 O. 37862 0. 39702
0.6 0.49185 0.51434 0. 43084 0. 44931
o.8 0. 50231 0. 52444 0. 45519 0. 47433
1.0 0. 47475 O. 49492 0. 45848 0. 47875
1.2 0. 42340 0.44108 0. 43931 0. 48801
1.4 0. 35887 0. 37541 0. 38981 0. 40663
1.6 0. 283389 0.29716 0. 31606 0. 33078
1.8 0.19484 0. 20633 0.22011 0.23313
2.0 0.08617 0. 08939 0. 09723 0. 10089
@y (x> dados 1 - dados 2z
Py (x>° dados 2z - dados 1
Os resultados obtidos pela aproximagdo LIS, para

casos (5.2.10 e (8.2.20 de fluxo incidente,

respectivamente,

oS

sdo

comparados com os resultados de Ishiguro e Garcia [13] nas tabelas

5.2.6 e 5.2.7 a seguir
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Tabela S5.2.6

Problema de duas placas

fluxo escalar

do grupo 1 aproximagdo LTSg — casoc 1
LTSy Exato LTSg Exato
x Py (D gy (D@ Py CxO® Py (D0
6.0 0.16849 0.16816 0.14576 0.145485
0.2 0. 36424 0. 36402 0.312383 0. 31225
0. 4 0. 46484 0. 46489 0. 38858 0. 38837
0.8 ©. 513388 0. 51356 0. 44805 0. 44804
o.8 0. 851982 0. 82003 O. 46868 0. 46878
1.0 0. 48791 0. 48805 0. 47013 0. 47039
1.2 G. 43272 O. 43200 O. 44768 0. 44200
i.4 0. 36676 0.36714 0. 38587 0. 38637
1.8 0. 28923 0. 283974 0. 32091 0. 32156
i.8 0. 20008 0. 20071 0. 22541 0.22618
2.0 0. 08678 0. 08688 0. 08767 0. 08781
Pq (x2S dados 1 - dados 2z
Pg x> ® dados 2z - dados 1
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Tabela 5.2.7 : Problema de duas placas : fluxo escalar

do grupo 1 aproximagdo LTS — caso 2
LTS Exato LTSg Exato
x Dy (X0 P Cx22 Py COP® Py CxD°
0.0 0.168101 0. 16266 O0.13812 O. 14845
O.2 Q. 35283 0.35678 | 0.30280 0.31225
0. 4 0. 45704 0.486118 0. 39386 0. 39837
0.6 0.51034 0.51434 0. 44654 0. 44804
0.8 0. 52076 0.52444 0. 47109 0. 46878
1.0 0. 49158 0. 42482 0. 47562 0. 47038
1.2 0O. 43808 0. 44108 0. 45501 0. 44800
1.4 0. 37277 0. 37541 0. 40381 0. 38637
1.8 0. 28480 0. 29716 0. 328206 0. 32156
1.8 0.20448 0. 20633 0.23104 0. 22618
2.0 0. 08876 0. 08939 0.10019 0. 09781
@1 (x>% . dados 1 - dados 2
$1 ¢x3® : dados 2z - dados 1

A anidlise das tabelas anteriores mostra muito bons
resultados para o problema de multigrupo resclvido, para os dois
casos considerados. Quando o© fluxo incidente considerado é
constante obtemos resultados melhores, incluindo a aproximagio
LTS, , quando comparados com o caso de fluxo incidente variavel com
M. No entanto, mesmo nesse caso, verificamos uma redug8oc do erro

de 20% da formulag3o LTS, para 1% devido & LTSg.
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6. CONCLUSZO

Os resultados obtidos pela aplicagi3o da formulagio

analitica LTSy, proposta nesse trabalho, a problemas de ordenadas

discretas unidimensionais, apresentaram uma boa comparag3c aos

disponiveis na literatura. Problemas em dominios finitos

apresentaram melhores resultados, tanto para um grupo de neutrons

como multigrupo, que os de dominio semi-infinito, para as

aproximagdes N = 2, 4 e 8. A raz3o disso, reside no fato que o

coeficiente de albedo & descrito em forma integral, o que

necessita uma aproximagioc de maior ordem do método para obtencio

de melhores resultados. Além disso, a possibilidade de solugdo

do problema do tipo inverso, comoc aqui foi caracterizado,
estabelece opgdes de novas aplicag8es do método. Ainda, a parte
numérica da formulag8oc podemos dizer que se concentra nos

aspectos de solugfo de sistemas lineares e determinag3o de raizes
de polinfémios, que vem sendo cada vez mais estudados e novos
recursos apresentados. Devemos salientar que a formulagZo n3o
apresenta aspectos matemdticos complicados e nem requer um esforgo
computacional muito grande, visto que, como Ja& foi dito na
introdug8o, todo o trabalho foi executado em um microcomputador do
tipo 386. Além disso o tempo computacicnal sé comega a ser
significativo para probiemas correspondentes a aproximag@es de

ordem 16. A redug8c no tempo e principalmente na capacidade

computacional exigidos, parece bastante relacionada ac fato do
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calculo da matriz inversa do sistema gerado pela aplicagico da
transformada de Laplace ser feito analiticamente. Cabe ainda
salientar que também na solugio do problema de criticalidade esse
método apresentou bons resultados [2113.

Apesar dos problemas aqui apresentados serem restritos i
anisotropia 1linear, a generalizag83c desse procedimento para
problemas com anisotropia de grau L estid sendo el aborada.

Problemas bidimensionais também ji4 est3c sende estudados.
Un problema Sy bidimensional & tratado comc um sistema de duas
equagdes Sy unidimensionais (18], sendo gue cada uma dessas
equagBes & resolvida usando-se a formulag3o LTS, unidimensional.

Finalmente, acreditamos que problemas n3o lineares possam
ser abordados , por essa formula¢8o, usando © método proposto por
Adoﬁian {11, uma vez que a idéia desse método consiste no fato que
uma solug8c em forma fechada para problemas n8o lineares pode ser
encontrada gquando uma forma explicita € conhecida para a inversSo
da parte linear do operador.

Assim sendo, face a simplicidade do métode proposto,
proveniente de sua caracteristica analitica e a possibilidade de
generalizagdes acima discutidas, vislumbramos qué esse

procedimento poderid ter uma aplicag8o abrangente em problemas de

transporte de neutrons e radiacgio.
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Al. LTSy COM INVERSAO NUMERICA

Como foi ressaltado no capitule 2 & no capitulio 4, a

aplicagdo da formulagfio LTS, gera um sistema linear cuja matriz &

dependente do parémetro complexce s. Para o caso de um grupoc e

também para multigrupo, viabilizamos a soclugdo analitica desse

Sistema através de formulagZo para a invers3c dessa matriz. No

entanto um outreo recurso pode ser apresentado inverter-se

numéricamente © sistema, também através de quadratura de Gauss

(23], para determina¢8o de y,, (>

YD =

Akcp;)amcp’;(),m=1,...,m CAL.1D

n M2

onde p, e A, Ck =1, ..., M) s8o pardmetros tabelados [23].

Podemos observar que para determinagfo de y,(x> em CA1.1D
precisamos dos valores w,(pr-x). Assim sendo, para os pontos x que
desejarmos determinar o fluxo angular, o valor p, x € o valor
assumido por s no sistema (2.1.6). Posteriormente procedemos da
mesma forma ja& descrita para obtengfio de y,(0>, u, < O usando a
condigdo de fronteira em x = a.

O problema descrito na seg3o 3.1 foi resolvido segundo a
invers3o numérica somente para N = 2. Ou seja usamos novamente uma

placa homogénea finita de espessura a = 100 cm, com os parametros
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Gr = 1.0 Ccm™*2, O, = 0.99 Ccm 12, Ggqy = 0.8 (Ccm 1>, Para a

solugdo do problema homogéneo (Q = 0O) as condig@es dadas foram
YCOD = 1.0, u, > 0O e YrC100> = O, py,, < C. Para a invers3o
numérica consideramos Ml = 2, 4, 8 (pontos de quadratural e

observamos que Ml = 8 produz bons resultados come mostra a

comparagadc com os resultados do método SGF S; (91 na tabela 8.1

para o fluxo escalar em x = 0, 50 e 100 cmn.

Tabela Al.1 : LTS, com invers3o numérica

comparagdo com SGF S5,

SGF S, LTS,

Xleml | (x> [cm 2 s-11) &%) [cm2 s-1]

O 0.81726 x 10° 0.81727 x 10°
S0 0.16991 x 10-1 0.16991 x 10-1
100 0.12918 x 10-3 0.13605 x 10-3
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