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1 Introducao
1.1 Breve historico

Estudos empiricos da distribuicao de renda de trabalhadores, empresas e
paises foram apresentados cerca de cem anos atras pelo economista italiano
Vilfredo Pareto. Essencialmente, ele tentou mostrar que a distribuicao de
renda segue uma mesma expressao matematica, uma lei de poténcias na
regidao de alta renda, dada por P(w) o w9 sendo a o expoente de
Pareto. Cerca de duas décadas atrés, esse assunto passou a ser abordado por
fisicos que se voltaram para questoes da economia sob uma nova abordagem,
na qual principios de mecénica estatistica sao aplicados a sistemas econémicos

12].

1.2 Abordagem

O uso de modelos simples de agentes econémicos interagentes sao comuns no
estudo da distribuicao da riqueza em sociedades artificiais. Em geral, cada
agente é caracterizado por uma conjunto de varidveis e parametros, como
riqueza e fator de aversao ao risco. Trocas sucessivas de riqueza entre agentes
vao conduzir o sistema a uma eventual configuragao de equilibrio, sendo
possivel entao analisar a distribuigao de riqueza. A idéia aqui nao é investigar
a expressao matemaética da distribuicao de riqueza, tampouco de analisar o
expoente de Pareto associado!, mas sim de apresentar as correlacoes entre os
parametros que caracterizam o modelo quando a regra de troca é a chamada
regra do minimo, que sera explicada em 2.4. Procura-se entao entender essas
correlagoes e relacioné-las com possiveis eventos de uma economia real.

1.3 Modelos, métodos e regras

Os modelos que simulam a dindmica de um sistema de agentes podem ser
usualmente caracterizados pela regra que rege a troca de riqueza entre os
agentes do sistema. As vezes, é necessario definir alguns parametros adi-
cionais para garantir que a regra seja aplicavel, mas essencialmente o que é
feito é promover um nimero suficientemente grande de encontros entre um
ntmero suficientemente grande de agentes para que a distribuigao de riqueza
inicial seja modificada. Eventualmente, a distribuicao de riqueza atingira um
estado de equilibrio, e entao sera possivel buscar relagoes entre a regra de

'Um estudo mais voltado nesse sentido pode ser consultado na ref. [5].



troca e os demais parametros que caracterizam o modelo. Pode-se buscar,
por exemplo, a relacao entre a condicao econdmica inicial dos agentes com a
sua situacao final, o que verificaré se a regra favorece ou nao a melhora da
situagao econdmica dos agentes mais pobres.

A forma como os agentes estao distribuidos no sistema também gera uma
multiplicidade de modelos possiveis. Por exemplo, os agentes podem estar
organizados em uma rede quadrada ou hexagonal, podendo trocar riqueza
apenas com seus primeiros vizinhos. Mas também ¢é possivel arranjar os
agentes em uma rede do tipo mundo-pequeno, na qual os agentes nao neces-
sariamente sao vizinhos geograficos uns dos outros, mas mesmo assim podem
trocar riqueza com agentes distantes, desde que exista uma conexao entre eles
[8]. Nesse tipo de arranjo, agentes com muitas conexoes tém mais chance de
participar de trocas de riqueza do que outros?. Por fim, os agentes podem
simplesmente nao estar organizados de forma alguma, e os encontros entre
eles sao feitos unicamente por sorteio uniforme, tratando-se entao do método
de Monte Carlo.

As diferentes regras de troca de riqueza contribuem ainda mais para a
variedade de modelos possiveis de se estudar. Em principio, existe uma
infinidade de regras de troca, e nao raro recebem apelidos oportunos como,
por exemplo, a regra do casamento-e-divdrcio [2], a regra do minimo e a regra
do perdedor. Na primeira das trés, dois agentes selecionados primeiro unem
suas riquezas para, em seguida, repartir o todo entre si®. Na regra do minimo
(que é a regra empregada nesse trabalho, ver 2.4), dois agentes arriscam uma
quantidade definida de suas riquezas individuais, e o vencedor da transacao
recebe do perdedor uma quantia igual & menor das apostas. Na regra do
perdedor, uma variante sutil da regra do minimo, o vencedor da transacao
recebe do perdedor tudo o que o este arriscou.

Por fim, o desafio maior nesse tipo de estudo ¢é o de interpretar o possivel
significado dos parametros do modelo, bem como os seus resultados [2|. O
proprio contexto em que se trabalha pode reduzir muito o niimero de modelos
passiveis de estudo. Em um contexto econoémico, a regra do perdedor nao

20s sites de relacionamento como Orkut e MySpace sdo exemplos de redes mundo-
pequeno, visto que usuarios que nao se conhecem estao usualmente ligados entre si por
um ntmero muito pequeno de conexdes. Ver a ref. [4], que estuda um modelo com esse
tipo de rede.

3Tanto na regra do casamento-e-divércio como em outras regras, a analogia com um
sistema gasoso é bastante imediata: agentes se encontram e trocam riqueza assim como
moléculas colidem e trocam energia. Ver, por exemplo, a ref. [6].



tem muito interesse visto que o agente que arrisca menos esta nitidamente
mais favorecido do que os agentes radicais, o que nem sempre é condizente
com a experiéncia cotidiana. Na préxima se¢ao, sera apresentado em detalhe
o modelo, o método e a regra de troca estudados nesse trabalho.

2 Modelo investigado
2.1 Sistema econdmico

O sistema que contém os agentes econdmicos é um sistema fechado, no sentido
de que a riqueza dentro do sistema é uma quantidade conservada. A riqueza,
por seu turno, é representada apenas por uma variavel real w, nao existindo
formas de riqueza distintas. Com isso, define-se w; como sendo a riqueza do
1-ésimo agente.

2.2 Dinamica

As trocas de riqueza ocorrem sempre entre dois agentes, o i- € 0 j-ésimo,
selecionados ao acaso no sistema. Isso significa que a dindmica se da pelo
algoritmo de Monte Carlo. Uma vez sorteados, os dois agentes serao sujeitos
a regra de troca (ver 2.4), e a probabilidade de o agente mais pobre vencer
a transacdo, seja ele o i- ou o j-ésimo, ¢é calculada (ver 2.5).

Como ocorrera um ntmero muito grande de transagoes, por conveniéncia,
define-se o passo Monte Carlo (ou passo de sistema) da forma usual: um
passo Monte Carlo é igual a um ntimero de encontros entre pares de agentes
igual ao tamanho do sistema (dado simplesmente pelo nimero de agentes
nele contido).

2.3 Aversao ao risco

Por motivos que ficarao claros em 2.4, a cada agente econémico é atribuido
um fator de aversao ao risco § € [0, 1], que é mantido constante em cada
simulagao. Para o ¢-ésimo agente, 3; é o seu fator de aversao ao risco, e o
complementar (1 — 3;) vem a ser simplesmente o seu risco. Logo, quando o
1-ésimo agente for sorteado, a fracao disponivel de sua riqueza para troca é
apenas (1 — (;)w;, os restantes B;w; sendo conservados. Essas defini¢oes per-
mitem que os agentes sejam classificados genericamente como conservadores
(8 proximo de 1) e radicais (8 proximo de 0). Essas defini¢bes também
sao necessarias para que a regra de troca empregada aqui, que é a regra do



minimo (ver 2.4), tenha algum sentido. O fator de aversao ao risco, como de-
scrito aqui, vem a ser uma primeira aproximagao para representar diferentes
tipos de estratégia economica.

2.4 Regra de troca

A regra de troca empregada nessa simulacao é a regra do minimo. Quando
dois agentes sao selecionados para trocar riqueza, o montante Aw que seré
transferido do perdedor ao vencedor é definido como sendo a menor das
quantidades arriscadas, ou seja,

Aw =min [(1 = 3;)w;; (1 = B;)w] (1)

Vé-se de (1) que a regra do minimo parece uma regra de troca justa, visto que
se o agente que arriscou menos vencer, ele nao receberda do perdedor tudo
0 que este arriscou, mas apenas uma parte menor, igual & que o primeiro
arriscou?.

2.5 Vitéria x derrota e protegao

Em principio, a probabilidade de o i- ou de o j-ésimo agente ser o vencedor de
uma transagao deveria ser 1/2 para ambos, ja que é aparentemente a forma
mais justa de decidir quem vence. Entretanto, o resultado de uma simulagao
com tal simetria na definicdo da probabilidade de vencer é conhecido [2]:
toda a riqueza do sistema condensa em um tnico agente. Esse resultado é
bastante impressionante pois contradiz totalmente a idéia de que a igualdade
nas chances de melhorar uma situacao econdémica conduziria a uma maior
igualdade economica. Verifica-se, opostamente, uma catastrofe econémical
Por esse motivo, emprega-se uma féormula de probabilidade 7] que favorece
o agente mais pobre dada por

w; — Wy
+f’ J’

1
Iz j ) a 2
p(w;, wj, f) 5 Wi + w; (2)

4Agora é clara a razao pela qual a regra do perdedor néo é tio interessante nesse sentido,
conforme comentado em 1.3. Nessa regra, Aw = (1 — Bperdedor)Wperdedor, de modo que
os agentes conservadores tém incontestavel vantagem sobre os agentes radicais: se um
conservador perder para um radical, a quantidade recebida pelo radical serda pequena, mas
se ocorrer o contrario, serd o conservador que recebera uma grande fragao da riqueza do
radical, o que aumenta o potencial de ganho de todos os agentes que formam a classes
conservadora.



em que se vé um termo a mais, que depende da diferenca de riqueza entre os
agentes, modulado por um parametro adicional f € [0,1/2]. Tal parametro é
denominado aqui de pardmetro de protecao, e assim como no caso da aversao
ao risco, € uma primeira aproximacao para representar a agao de um mecan-
ismo externo de ajuda aos agentes mais pobres como, por exemplo, o efeito
geral de um plano governamental que visa a diminuicao da desigualdade
econémica®. Como casos-limite de (2), vé-se que

1 1
wl,.li?ujp: 3 wg%jp: 5T/ (3,4)
De (3), vé-se que se o i- e 0 j-ésimo agentes tiverem riquezas muito proximas,
eles sdo indistinguiveis quanto as chances de vencer a transagao. Ja, em (4),
fica claro que se a disparidade econdémica entre os agentes for grande, as
chances de o agente mais pobre vencer sdo maximas. Vé-se também de (2)
que
fimp = o)
joo?l T2
que representa o caso em que a ajuda externa é inexistente. Nessa situagao,
a riqueza do sistema condensa em um tnico agente, como sera discutido em
4, podendo ainda ser averiguado consultando o anexo B.

2.6 Medidas de desigualdade

Para fins de estimar o estado do sistema quanto & sua proximidade do estado
de equilibrio, ¢ medida a desgualdade na riqueza do sistema a intervalos
convenientes de passos Monte Carlo. A varidncia sobre a riqueza é calculada
da forma usual

o® = (w?) — (w)? (6)
Também é calculado o chamado indice Gini, de uso comum em economia
para estimar a desigualdade de renda em um sistema, ao traduzir essa in-
formagao em apenas um nimero entre 0 e 1. Quando todos os agentes de
um sistema tém exatamente a mesma riqueza, o indice Gini assume valor 0.
Opostamente, quando um agente concentra toda a riqueza de um sistema e

SExistem outras formas de implementar o favorecimento do agente mais pobre que
nao pela defini¢do de probabilidade. Ver, por exemplo, a ref. [3], na qual a dindmica de
otimizacao de extremos é empregada. Nessa dindmica, um dos dois agentes selecionados
para troca de riqueza sempre é o agente na pior situagao econdémica do sistema.



todos os demais possuem nada, seu valor é 1. E usada aqui uma defini¢ao
operacional para o indice Gini,

1 N-1 N
G = |w; — w| (7)
(N —1) Z]kvzl Wk 121: j;l ’

sendo N o nimero de agentes do sistema. Essencialmente, o que (7) apresenta
¢ uma média normalizada sobre a diferenga de riqueza entre todos os pares

possiveis de agentes do sistema. Pelo acompanhamento dos valores de o2 e

de G, estima-se a estabilidade da distribuicao da riquezaS.

2.7 Condigoes iniciais e classes de agentes

Tendo em vista a longa discussao feita até entao, é oportuno fazer uma
breve recapitulacao de tudo o que foi apresentado. O sistema estudado nesse
modelo ¢ um sistema fechado contendo N agentes econémicos (2.1). Pares
de agentes sdo selecionados de acordo com o algoritmo de Monte Carlo (2.2).
Os agentes sao caracterizados por sua riqueza w e por seu fator de aversao
ao risco 3 (2.3), e trocam riqueza de acordo com a regra do minimo (2.4). A
probabilidade de o agente mais pobre vencer é entao calculada levando-se em
conta a riqueza de ambos os agentes, bem como algum parametro de protecao
f €10,1/2] escolhido previamente (2.5). Por fim, calcula-se a variancia e o
indice Gini para fins de estimativa do estado da distribuigao de riqueza (2.6).

Como configuracao inicial, o sistema contém N = 10? agentes econdmicos,
e a riqueza inicial de cada agente é escolhida a partir de uma distribuicao
uniforme entre 0 e 1, assim como o fator de aversao ao risco. Os agentes
econoémicos nao alteram o seu fator de aversao ao risco ao longo de uma
simulacao. O valor de f é escolhido previamente, e também é mantido fixo
ao longo da simulacao”.

Antes de investigar os resultados, é conveniente definir-se o que é uma
classe de agentes para melhor compreensao das distribui¢oes apresentadas
em 3. Pode-se classificar os agentes tanto de acordo com o seu risco bem
como com a sua condigao inicial de riqueza (ou simplesmente origem). Nesse
sentido existe, por exemplo, a classe dos agentes ultra-radicais, com fatores de

6Graficos desses parametros sao apresentados no anexo A.

"Descobriu-se posteriormente, através de variacoes de f ao longo de uma mesma sim-
ulagao, que a distribuigao de riqueza caminha para um estado que nao pode ser revertido
apenas reatribuindo antigos valores de f. Ver anexo C.



aversao ao risco entre 0 e 0.1 (correspondendo a cerca de N/10 dos agentes).
Ja, do ponto de vista da riqueza inicial tem-se, por exemplo, a classe dos
agentes que iniciam a simula¢do com riqueza entre 0.3 e 0.4 (também cerca
de N/10 agentes), ou seja, é a classe dos agentes que iniciam com riqueza entre
30% e 40% do méaximo permitido inicialmente. A idéia de classes de agentes
¢ importante porque permite averiguar o estado final dos agentes que vém de
classes mais ou menos favorecidas no inicio, bem como o desempenho de suas
estratégias econdmicas, que sao classificadas segundo o fator de aversao ao
risco. Finalmente, para diminuir ruido, sao feitas médias de ensemble sobre
um total de 10* simulacoes®.

3 Correlacoes encontradas e discussao

No estado de equilibrio (ou muito proximo deste, ver anexo A), as dis-
tribuigoes de riqueza sao obtidas. Com o fim de discutir a influéncia do risco
e da protecao na riqueza, procurou-se as distribuicoes que apresentassem
correlagoes entre tais parametros ao invés da distribui¢ao de riqueza usual
(que mostram apenas o ntiimero de agentes como fungao de sua riqueza®). As
distribuicoes apresentadas nas figuras 1 e 2 contemplam como a riqueza final
de determinadas classes de agentes esta distribuida. A riqueza apresentada
é normalizada, ou seja, ela aparece nas distribui¢bes como uma fracao da
riqueza total do sistema.

Das figuras de (a) a (e), é notavel que, para f € [0.1;0.5], a condigao
inicial de riqueza dos agentes ¢ irrelevante para determinar a sua situagao
econdmica final. Ao invés disso, percebe-se que o estado final depende tinica
e exclusivamente da estratégia economica do agente, existindo um maximo
distinto na distribui¢ao para cada valor de f. Para uma dada classe de risco,
todas as barras coincidem no mesmo valor de riqueza. No caso extremo
f = 0.5, o fato de que a riqueza continua existindo em todas as classes de
risco sugere que ha um rodizio constante de riqueza nas maos dos agentes,
o que faz sentido, visto que a ajuda externa é maxima, e nenhum agente
permanece absolutamente pobre por muito tempo. Vé-se que o maximo da
distribuicao se desloca para classes mais conservadoras na medida em que f

8Uma média de ensemble sobre simulacoes implica sortear novamente, antes de iniciar
cada simulagao, todos os valores de riqueza inicial e aversao ao risco dos agentes. En-
tretanto, dentro de uma simulacdo especifica, os fatores de aversao ao risco sao mantidos
fixos.

9Essas distribuicdes estdo mostradas na ref. [5]



0.5 T T T T 0.5 T T T T
a b
0.4 | @ - 0.4 | ®) -
03 | - 03 | -
2 2
0.2 | - 0.2 | -
0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
risk risk
0.5 T T T T 0.5 T T T T
C d
0.4 | © - 0.4 | @ -
03 | - 03 | -
2 2
0.2 | - 0.2 | -
0.1} - 0.1} -
0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
risk risk

Figura 1: Distribuigoes normalizadas de riqueza (w) para diferentes classes de
risco e riqueza inicial. Cada grafico corresponde a um parametro de protegao

diferente. (a) f =0.5; (b) f =0.4; (¢) f=0.3; (d) f=0.2

é diminuido. Para f = 0.2, os agentes mais radicais terminam extremamente
pobres'®. Nesse caso, a riqueza que outrora fora deles passa agora a circular
apenas entre as classes mais conservadoras do que as suas. Para f = 0.1, vé-se
um méaximo de riqueza pronunciado: a classe de risco (1 — ) € [0.2;0.3] (que
contém cerca de N/10, ou 10% dos agentes do sistema) concentra pouco mais
de 35% da riqueza do sistema. Praticamente 60% dos agentes, quais sejam,
aqueles com (1 — ) > 0.4, ndo possuem mais riqueza para realizar trocas,
estando efetivamente marginalizados da dindmica econémica do sistema.

A medida que a influéncia externa diminui ainda mais, a origem econémica
dos agentes passa a ter relevancia, o que pode ser visto nas distribuigoes de
(f) a (j) da figura 2. Nessas distribui¢oes, f < 0.1 e vé-se que os agentes de
uma dada classe de risco que iniciam pobres em comparacao com os demais

10A riqueza associada a esses agentes é nula na pratica, e tudo se passa como se eles
tivessem sido eliminados do sistema.
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tipo/cor de barra representa o estado final de riqueza de uma certa classe
de riqueza inicial. Na legenda, de cima para baixo, os tipos/cores de barra
representam respectivamente estas classes: 90—100%, 60—70%, 30—40% e
0—10%. Os parametros de protegdo sao: (e) f = 0.1; (f) f = 0.08; (g)
f=0.06; (h) f=0.04 (i) f=0.02;(j) f=0
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agentes dessa mesma classe de risco continuam pobres no final, quando com-
parados com os mesmos outros agentes da mesma classe de risco. Percebe-se
que essa hierarquia se repete para todas as classes de risco (indicado pelo
tipo/cor das barras), o que sugere uma estratificacio da sociedade!!. Entre-
tanto, nao parece 6bvia a razao de todos aqueles agentes com (1 — 3) > 0.4
outrora marginalizados em um sistema com f = 0.1 agora apresentarem
alguma riqueza, ainda que muito pequena. As distribui¢des continuam mis-
teriosas de se compreender quando diminui-se ainda mais f. A seguir, é
apresentada uma andlise do caso extremo f = 0. Uma vez entendido esse
caso, acredita-se ser mais simples entender o que se passa nas distribuicoes
com 0 < f <0.1.

No caso extremo f = 0, a distribuicao sugere & primeira vista que a
riqueza esta uniformemente distribuida entre os agentes de mesma origem
econdmica, independentemente da sua classe de risco. Entretanto, isso é
contraditério com o resultado de que a riqueza, em um sistema sem influén-
cia externa, precisa condensar em um unico agente (como ja discutido em
2.5 e referido em [2]). Essa aparente contradi¢ao pode ser solucionada ao
lembrar-se que essas distribui¢oes sao obtidas fazendo-se uma média de en-
semble sobre 10% simulacoes independentes. Portanto, se a média aritmética
de 10* simulagoes (as quais correspondem 10* distribui¢oes) produz uma dis-
tribui¢ao uniforme como em (j), isso significa simplesmente que o agente que
termina por deter toda a riqueza do sistema pode ser qualquer agente, inde-
pendentemente da sua classe de risco'2. Por outro lado, a origem econémica
de um agente influencia na probabilidade de este se tornar o agente dom-
inante. Por motivos ainda desconhecidos, a distribui¢ao (j) sugere que a
probabilidade de um agente acumular toda a riqueza do sistema seja propor-
cional & sua riqueza de origem!3.

Para as distribuigoes de (f) a (i), com 0 < f < 0.1, um efeito misto entre
a andlise feita para f > 0.1 e f = 0 deve ocorrer. O que na verdade acontece

"Na ref. [2], o autor faz um estudo similar a este, revelando que é necessario um nimero
muito grande de passos para que um agente consiga ultrapassar o proximo agente com mais
riqueza.

12Para as distribuicoes de (a) a (d), vé-se que os agentes que concentram a maior parte
da riqueza ndo sao agentes quaisquer, mas sim aqueles que pertencem a alguma classe de
risco "otima'"!

131sso pode nao ser imediato de observar em (j), mas uma inspegio mais cuidadosa da
figura indica que, em qualquer classe de risco, a altura das barras é proporcional & classe
de riqueza de origem, confirmando a suspeita de que a probabilidade de se tornar o mais
rico também seja proporcional & classe de riqueza de origem.

11



para essa faixa de f é que, de um lado, a distribuicao se aproxima de um
estado de condensagao extrema da riqueza, mas como f > 0, a condensagao
nunca é total, sempre havendo um fragao diminuta de agentes com alguma
riqueza transferivel. De outro lado, as classes de risco passam a ser cada vez
menos relevantes para determinar qual serd o agente condensador a medida
que f — 0, o que ¢é verificado pela progressiva uniformizacao da distribuicao.
Esses dois efeitos — condensagao da riqueza se intensificando e crescente
indistinguibilidade quanto ao risco — é que geram esse tipo de distribuicao
transitoria.

4 Conclusoes

A facilidade em criar um modelo artificial de economia ¢ usualmente com-
pensada com a dificuldade em interpretar os seus resultados, bem como em
obter correlagoes que facam sentido com elementos concretos de economia.
O presente estudo revela que um modelo simples, com o emprego de poucos
parametros para caracterizar uma economia mais complexa, conduz a resul-
tados interessantes, no sentido de que é possivel identificar conseqiiéncias
razoaveis dos efeitos de um fator de protecao externo em uma economia
composta de agentes com diferentes niveis de aversao ao risco. Além disso,
o fato de empregar uma regra de troca aparentemente justa nao conduz a
distribuigoes de riqueza mais igualitarias, mas eventualmente o contrario.
Entende-se que, com esses resultados, uma sociedade mais justa nao passa
unicamente por igualdade de oportunidades, como sugere a regra do minimo,
mas que também é necessario uma ajuda consideravel aos agentes menos fa-
vorecidos por parte de algum mecanismo externo. Nao obstante, o fato de a
dindmica poder apresentar uma espécie de entropia (ver anexo C), impedindo
que distribuigoes de riqueza mais igualitarias sejam revisitadas pelo sistema
caso este for submetido a regimes de baixos f, sugere que em casos extremos
de desigualdade, a ajuda externa torna-se insuficiente, nao podendo apenas
ser baseada em atitudes que repercutam como uma simples perturbacao na
probabilidade de vitéria do agente mais pobre. Por fim, vale lembrar que em-
bora o sistema aqui estudado seja conservativo, em oposi¢ao ao que se vé na
realidade, pode-se especular que o fato de um sistema ser nao-conservativo,
com riqueza que aumenta no tempo, nao pode mudar muito a situacao dos
agentes mais pobres, visto que os principais responsaveis pela extracao de
riquezas adicionais do sistema sao usualmente os agentes mais ricos.

12



Anexos
A Indice Gini, variancia e equilibrio

A figura 3 apresenta os valores calculados para o indice Gini e para a var-
iancia, conforme visto em 2.6. Todas as distribuicoes referentes a cada valor
de f foram obtidas apds o ultimo passo Monte Carlo. Note-se que, efetiva-
mente, G — 1 para f = 0, o que indica que o sistema caminha para o estado
de maxima desigualdade na distribuicao, que é justamente a condensacao da
riqueza em um agente. A varidncia para o caso f = 0 foi tracada em um
grafico & parte, e pode-se observar uma lenta convergéncia para um valor
limite. Esse valor pode ser facilmente calculado por meio da defini¢ao

o 1 = 2
o —N;(@Ui—@@)

Com apenas um agente concentrando toda a riqueza do sistema, pode-se
retirar da soma o termo correspondente a esse agente, de modo que

s 1 al 2 2
ot = ;(0—@”» + (w; = (w))

Usando o fato de que (w) = 1/2 e que a riqueza do sistema é em média N (w)
obtém-se, para N = 1000,

2 N1 250
0" = —=
4
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Figura 3: A esquerda, valor do indice Gini para diversos parametros de
protecao. A direita, idem para a variancia. No centro, a varidncia para
f=0.
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B Verificagao da condensagao

Para verificar que a riqueza de um sistema condensa efetivamente em um
uinico agente, foram feitas trés simulagoes em um sistema pequeno com
N =100 apenas. Da figura 4, vé-se que a riqueza concentrada no agente
¢ proxima de N(w) = 100 x 1/2 = 50, como esperado.

60 T T T
sim. 1

50 k sim. 2 ey

Slm. 3 ------- ",cvllI"‘ll'F'ﬁantg
40 — .'.",.l 4 .‘:" —

= 30

20

10

MC steps

Figura 4: Trés simulagoes (f = 0) nas quais acompanha-se o agente que
acaba por acumular toda a riqueza do sistema.
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C Irreversibilidade

Descobriu-se apenas posteriormente que, ao investigar a invariancia das dis-
tribuigoes finais em funcao da distribuicao inicial, a irreversibilidade pode
aparecer no sistema. Isso esta evidenciado na figura 5, na qual permite-
se que o valor de f seja mudado periodicamente. Nesse teste, parte-se de
f = 0.5 e, a cada 5000 passos Monte Carlo, muda-se abruptamente o valor
de f. A seqiiéncia de valores varridos é

f=1{0.5;0.4;0.3;0.2;0.1;0.2;0.3; 0.4; 0.5}

O fato de tanto o indice Gini como a variancia nao retornarem a valores
assumidos anterioremente implica que deve existir algum limite no valor de
f além ou aquém do qual o(s) agente(s) mais ricos ndo podem ser mais ultra-
passados. Esse regime, por enquanto desconhecido, possivelmente marcaria o
inicio da decadéncia da economia do sistema, congelando os agentes economi-
cos em camadas sociais bem definidas. Infelizmente, essa é uma curiosidade
motivadora, mas cuja investigagao tera que ser considerada em outra ocasiao.

=
=
o

1 1 1
0 10000 20000 30000 40000 0 10000 20000 30000 40000
MC steps MC steps

2
o
OFRP N WHMOUION OO
T

0 Il Il Il Il

Figura 5: Irreversibilidade revelada pelo indice Gini e pela variancia & medida
que f € variado a cada 5000 passos Monte Carlo. Os valores de f sao, na
ordem: f = (0.5;0.4;0.3;0.2;0.1;0.2;0.3;0.4;0.5)
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