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RESUMO

AGUIAR, C. B. Abordagem Micromecianica da Propagacio de Fraturas em Meios
Elasticos e Viscoelasticos. 2016. 180 f. Dissertacao (Mestrado em Engenharia) — Programa de
Pos-Graduagdo em Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre.

Fraturas sdo descontinuidades fisicas, presentes em diversos materiais utilizados na engenharia,
e sdo responsaveis pela reducdo da resisténcia e da rigidez global dos materiais. Tratando-se de
fraturas de pequena dimensdo, ¢ possivel definir a existéncia de duas escalas: a escala
microscopica, onde as fraturas sao visiveis, e a escala macroscopica, onde o material fraturado
¢ homogéneo. Maghous et al. (2010) utilizaram a micromecanica para expor o tensor de rigidez
homogeneizado para materiais elasticos fraturados, fazendo a ressalva de que fraturas
transmitem esfor¢os por suas faces. Utilizando os conceitos formulados por Maghous, Lorenci
(2013) ampliou sua aplicacao, estendendo a distribuigdo aleatdria das fraturas. Utilizando o
mesmo procedimento realizado por Lorenci, determinou-se os tensores de rigidez
homogeneizados para materiais eldsticos fraturados, os quais foram empregados para formular
as condicdes de propagacao de fraturas para materiais elasticos. Conceitualmente, a condi¢do
de propagacdo de fraturas em meios elasticos ¢ formulada com base em conceitos classicos da
termodinamica, baseados na dissipa¢do de energia. Tratando-se de meios viscoelasticos, a
dissipacdo de energia adquire um novo termo denominado de dissipagdo viscosa. Nguyen
(2010) estabeleceu uma condicdo de propagacdo de fissuras em meios viscoeldsticos,
entretanto, as fissuras admitidas por Nguyen ndo sdo responsaveis pela transferéncia de
esforcos. Para estender a analise de Nguyen ao caso de fraturas, foi necessario determinar os
tensores de relaxacdo do material viscoeldstico fraturado, estes tensores foram obtidos
combinando-se os tensores elasticos homogeneizados com os conceitos da transformada de
Carson-Laplace, admitindo que as fraturas ndo se propagam ao longo do tempo. Com base no
tensor de relaxacdo isdtropo homogeneizado, determinou-se um modelo reoldgico equivalente
que represente o material viscoelastico fraturado assumindo diferentes modelos reoldgicos para
a matriz e para fraturas. Por fim, analisou-se as condi¢des de propagagao de fraturas em meios
viscoelasticos de duas formas: de forma aproximada (apurando os estudos realizados por
Nguyen) e de forma homogeneizada (admitindo que a propagacao de fraturas se da na escala

macroscopica).

Palavras-chave: fraturas, propagagdo; viscoelasticidade, micromecdnica.



ABSTRACT

AGUIAR, C. B. Abordagem Micromecianica da Propagacio de Fraturas em Meios
Elasticos e Viscoelasticos. 2016. 180 f. Dissertacao (Mestrado em Engenharia) — Programa de
Pos-Graduagdo em Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre.

Fractures are physical discontinuities, present in many materials used in engineering, and are
responsible for reducing the overall strength and stiffness of the material. In the case of small
fractures, is possible set two scales: a microscopic scale, where fractures are visible, and the
macroscopic scale, where the fractured material is homogeneous. Maghous et al. (2010) used
the micromechanics to expose the homogenized stiffness tensor for fractured elastic materials,
making the observation that fractures transmit efforts by their faces. Using the concepts
formulated by Maghous, Lorenci (2013) expanded its application, extending to a random
distribution of fractures. Using the same procedure performed by Lorenci, the homogenized
stiffness tensor was determined for fractured elastic materials, which were employed to
formulate the fracture propagation conditions for elastic materials. Conceptually, the fracture
propagation conditions for elastic means is made based on classical concepts of
thermodynamics, based on the energy dissipation. In the case of viscoelastic means, the energy
dissipation acquires a new term called viscous dissipation. Nguyen (2010) established a
condition of crack propagation in viscoelastic means, however, the Nguyen’s cracks are not
responsible for the transfer of efforts. To extend Nguyen analysis to the case of fractures, was
necessary to determine the relaxation tensor for viscoelastic fractured materials, these tensors
are obtained by combining the homogenized elastic tensor to the concepts of the Carson-
Laplace transform, assuming that the fractures are not propagate over time. Based on the
isotropic homogenized relaxation tensors, was determined an equivalent rheological model
representing the fractured viscoelastic material assuming different rheological models for
matrix and fractures. Finally, was analyzed the fracture propagation conditions in viscoelastic
means in two ways: in an approximate way (improving the studies conducted by Nguyen) and

homogenized form (assuming that the propagation of fractures occurs at the macroscopic scale).

Key-words: fractures, propagation, viscoelasticity; micromechanics.
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1 INTRODUCAO

Como resultado de pesquisas, cada vez mais tem-se desenvolvido modelos matematicos para
descrever o comportamento de materiais mais complexos. Compdsitos desenvolvidos
industrialmente frequentemente sdo tema destas pesquisas, pois muitas vezes os modelos
existentes ndo descrevem toda a complexibilidade destes materiais, seja termomecanica ou
outras propriedades. Contudo, nem sempre estas pesquisas tém como alvo um material novo,
muitas vezes materiais ja existentes, os quais ja possuem modelos estabelecidos, recebem
modelos revisados, visando obter ora um comportamento mais completo ora um fendmeno

especifico ndo observado nos modelos ja existentes.

Neste ambito, analises mais complexas no campo da mecanica da fratura e na caracterizagdo
reologica tem sido desenvolvidas com a finalidade de obter uma descricdo mais completa de
diversos materiais. No entanto, pesquisas que abordam ambos os temas simultaneamente —
mecanica da fratura aplicada em materiais com reologia viscoeldstica — comegaram a ser
apresentados, em maior nimero, recentemente. Tais pesquisas, em geral realizadas visando
geomateriais, obtém um comportamento diferente dos atuais modelos existentes, os quais

geralmente consideram estes fendmenos isoladamente.

Embora a propagacao de fraturas em meios viscoelasticos ja tenha sido estudada, possibilitando
ajustes nas teorias conhecidas, os modelos adotados por Nguyen (2010) desconsideram a
interagdo existente entre as faces das fissuras, as quais sdo responsaveis por transmitir esfor¢os.
Estender os estudos a uma abordagem que admita a transmissdo de esforgos torna-se um

objetivo importante para melhor representar a propagagao de fraturas nestes meios.

Neste trabalho foram abordados materiais eldstico lineares e viscoeldstico lineares ndo
envelhescentes com microfraturas, admitindo a transmissdo de esforcos provenientes da
iteracdo entre as faces destas fraturas. Tal modelo foi elaborado através da teoria da
homogeneizacao, com finalidade de simplificar a aplicagdo do modelo. Os modelos aqui
apresentados sdo retratados de forma genérica, sendo aplicaveis a quaisquer materiais que se
enquadrem nas restrigoes estabelecidas, desta forma somente as aplicagdes sdo desenvolvidas

com énfase em solos rochosos.

Cassio Barros de Aguiar (cassio.barros.aguiar@gmail.com) Dissertacdo de Mestrado. PPGEC/UFRGS. 2016.
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1.1 OBJETIVOS

Uma vez que solos rochosos apresentam um comportamento com grande variacdo de
quantidade, posi¢ao e dimensao de fraturas a analise utilizando a mecanica do continuo torna-
se uma ferramenta ineficiente quando aplicada sob tais condi¢des de descontinuidades. Para
manter esta ferramenta operacional, necessita-se utilizar algum processo que englobe as fraturas
nas propriedades mecanicas do material. A teoria da homogeneizagao adequa-se perfeitamente
ao processo mencionado, desenvolvendo-se como uma ferramenta essencial na analise de
materiais descontinuos. Sob esta Otica e admitindo que o material em questdo apresenta um
comportamento viscoeldstico ao longo de um periodo suficientemente longo, admite-se os

seguintes objetivos para este trabalho:

a) Utilizar as ferramentas da micromecanica para determinar a rigidez efetiva do
material elastico fraturado e comparar com os resultados obtidos por Lorenci

(2013);

b) Utilizar as ferramentas da mecanica da fratura para determinar as condi¢des de

propagacao em um material fragil elastico fraturado;

c¢) Obter expressdes capazes de representar o material viscoeldstico fraturado sob
um modelo reologico especifico, expandindo os estudos ja conhecidos para

materiais descontinuos com transmissao de esfor¢os entre faces de fraturas;

d) Utilizar as ferramentas da micromecanica e da viscoelasticidade sem
envelhecimento para determinar as propriedades viscoelasticas homogeneizadas

para o material fraturado;

e) Utilizar as ferramentas da mecanica da fratura e da viscoelasticidade para

formular condigdes de propagacao para o material fragil viscoelastico fraturado.

1.2 DELINEAMENTO

Uma vez que o presente trabalho ¢ dedicado a geomateriais rochosos, tais materiais € seu
comportamento tipico sdo temas do capitulo 2. Embora algumas bibliografias apresentadas ao
longo deste trabalho sejam baseadas no concreto, o modelo reologico aplicado pode ser
estendido a rochas sem perda de qualidade no resultado. No entanto, a considera¢do de

viscosidade em solos rochosos torna-se complicada visto que, grande parte das vezes, o tempo

Abordagem Micromecanica da Propagacao de Fraturas em Meios Elasticos e Viscoelasticos
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caracteristico destes fendmenos tem ordem muito maior do que o periodo de observagdo
humano. Por este motivo, para estudar estes materiais ¢ necessario observar depositos do
mesmo material, com caracteristicas fisicas semelhantes, formados em épocas diferentes,

efetuando-se ensaios de descompressao.

O capitulo 3 aborda a micromecanica e homogeneizagdo, explicando os conceitos, leis de
determinagdo das propriedades e o lema de Hill para corpos com descontinuidades. Também
neste capitulo € apresentado o tensor de rigidez elastico fraturado homogeneizado. Este modelo

sera utilizado, posteriormente, para elaborar o modelo viscoeléstico fraturado homogeneizado.

O capitulo 4 apresenta algumas aplica¢cdes admitindo materiais elasticos. Neste capitulo sdo
apresentados os tensores de rigidez admitindo distribui¢@o de fraturas aleatorio e paralelo, cujos
resultados sao comparados com aqueles obtidos por Lorenci (2013), bem como a teoria da

propagacao de fraturas e condigdes de propagagao de fraturas para algumas aplicagdes.

No capitulo 5 estdo descritos os fundamentos basicos da viscoelasticidade. Tais fundamentos
sdo essenciais para a adequada compreensdo deste trabalho visto que estdo presentes conceitos
de fluéncia e relaxacdo, modelos reologicos, definigdo do espago de Carson-Laplace e as
expressoes incrementais de viscoelasticidade. Além disso, consta neste capitulo o critério de

propagac¢ao de fraturas para estes materiais.

No capitulo 6 apresentam-se algumas aplicacdes, as quais sdo responsaveis por determinar os
tensores de relaxacdo e de fluéncia para diferentes reologias para a matriz e para as fraturas.
Além disso, este capitulo apresenta o modelo reologico resultante no processo de

homogeneizacao e condigdes de propagagao de farturas.

Finalmente, no capitulo 7, sdo apresentadas as consideracdes finais deste trabalho, juntamente

com propostas para estudos posteriores que visem a complementagao deste trabalho.

Cassio Barros de Aguiar (cassio.barros.aguiar@gmail.com) Dissertacdo de Mestrado. PPGEC/UFRGS. 2016.
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2 MEIOS ROCHOSOS

O presente capitulo foi escrito sob o ambito da caracterizagdo mecanica e geométrica de
macicos rochosos e seus constituintes: a matriz rochosa e as fraturas ou descontinuidades no

geral.

2.1 MACICOS ROCHOSOS

Os macicos rochosos sao meios heterogéneos formados por um conjunto justaposto de blocos
de rochas sas, separados por descontinuidades fisicas. As descontinuidades existentes podem
apresentar grande varia¢ao nas dimensdes, fazendo com que os blocos de rochas sas apresentem

dimensdes que vao da ordem de centimetros até dezena de metros.

Figura 2.1: Macigo rochoso composto por blocos e descontinuidades.

Jeager et alli (2007) explicam que zonas rochosas sao formadas por grandes macicos e que as
descontinuidades sdo, em geral, caracterizadas por fraturas, poros, falhas e demais tipos de

defeitos, os quais podem ficar preenchidos — ou nao — por fluidos pressurizados.

Atta (2004) afirma que a diferenca de escalas de descontinuidades ¢ uma caracteristica

importante das rochas. Neste contexto, as descontinuidades sdo quaisquer tipos de interrupgao

Abordagem Micromecanica da Propagagdo de Fraturas em Meios Elasticos e Viscoelasticos
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ou modificagdo abrupta nas propriedades fisico mecanicas da matriz rochosa. Geralmente as
descontinuidades sdo classificadas em familias, as quais sdo definidas conforme a dimensao,

orientagdo e comportamento mecanico.

Pode-se admitir que as menores heterogeneidades que podem ser estudadas — de forma a manter
as propriedades das rochas — sdo os cristais, os quais apresentam em geral dimensdes muito
pequenas. A interface existente entre dois cristais justapostos €, por si s6, uma descontinuidade
e, portanto, um ponto de fragilidade do material. Atta (2004), no entanto, observa que a menor
escala utilizada na engenharia corresponde as fraturas e, portanto, estas passam a ser admitidas
como as Unicas heterogeneidades existentes dentro da chamada escala do engenheiro. E nesta
escala que a modelagem experimental ¢ realizada, admitindo-se que todas as demais

heterogeneidades de escalas menores passaram por um processo prévio de homogeneizagao.

2.1.1 Comportamento Mecanico dos Maci¢os Rochosos

As propriedades mecanicas do macico rochoso sao de dificil determinagdo devido a anisotropia
e descontinuidade apresentada nestas estruturas. Para se obter estas propriedades, examina-se
experimentalmente blocos de rocha com dimensdes significativas. Utilizando este
procedimento, a resisténcia dos macigos ¢ superestimada enquanto a deformabilidade ¢
subestimada (POUYA; GHOREYCHI, 2001). Tratando-se das fraturas, embora estejam
presentes em propor¢ao reduzida, sdo regides com baixa resisténcia e alta deformabilidade,

sendo possivel que interfiram significativamente na resisténcia do macigo como um todo.

Quando submetidas a um estado de tensdo ou pressdo de fluidos, as juntas podem interromper
a continuidade dos deslocamentos no maci¢o. Em casos onde estas perturbagdes sdo pequenas
em relacdo as dimensdes do macico, o meio pode ainda ser tratado como continuo, mesmo que
algumas propriedades do meio se modifiquem. Por outro lado, quando tais perturbagdes tém
dimensdes significativas, elas devem ser tratadas como parte da estrutura ou como um limite

(JAEGER et al., 2007).

A determinagdo das propriedades mecanicas dos macigos rochosos ¢ de grande complexidade,
sendo necessaria a utilizagdo de diferentes abordagens, dependendo do tipo de macico e dos
objetivos da analise. Por outro lado, o acimulo de experiéncias permitiu a elaboracdo dos
sistemas empiricos para a classificagdo dos macigos rochosos, permitindo uma caracterizagao

dos parametros mecanicos.

Cassio Barros de Aguiar (cassio.barros.aguiar@gmail.com) Dissertacdo de Mestrado. PPGEC/UFRGS. 2016.
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Usualmente a caracteriza¢ao de macigos rochosos ¢ feita com base em indices de classificacao.
O objetivo destes indices ¢ indicar valores aproximados para as propriedades da matriz rochosa
para que seja possivel realizar uma tomada de decisdo racional em projetos de engenharia. Os
indices mais conhecidos sao: RQD, RMR, Q e GSI, os quais estdo apresentados nas secoes

seguintes.

2.1.1.1 indice RQD

O indice RQD foi proposto por Deere em 1964 e ¢ baseado na quantidade de fraturas e na
alteracdo da rocha. Estes elementos sdo obtidos com base em testemunhos de sondagem. O
calculo do indice consiste em somar os comprimentos de fragmentos com mais de 10
centimetros e dividir esta soma pelo comprimento total da amostra. O resultado ¢ dado em

percentagem:

XL

T

RQD = * 100 2.1
Onde L; ¢ o comprimento dos fragmentos maiores de 10 centimetros e Ly ¢ o comprimento
total da amostra. Baseado no indice RQD, foi proposta a classificagdo de macicos rochosos, a

qual varia desde a classificacdo muito ruim, até excelente.

2.1.1.2 indice RMR

Desenvolvido por Bieniawski (1976), o calculo do indice RMR ¢ um método de classificagao
superior a0 RQD. Esta melhoria de desempenho, no entanto, requer a utilizacdo de seis
parametros: resisténcia da rocha intacta, indice RQD, propriedades hidraulicas, espacamento

das juntas, orientacdo das juntas e caracteristicas das juntas.

A resisténcia da rocha intacta € caracterizada pela resisténcia a compressao uniaxial da rocha
intacta ¢ ¢ determinada com base em testes de carga pontual, mas pode-se determina-la,
também, com base em ensaios de laboratérios em um corpo de prova obtido por meio de

sondagem previamente preparada.

As propriedades hidraulicas também podem interferir no comportamento do macigo rochoso.
Para avaliar este parametro ¢ necessario um tunel piloto ou uma escavacao a fim de efetuar a

mensurac¢ao do fluxo de 4gua ou da pressao intersticial das falhas.
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O espacamento das juntas deve ser obtido com base em sondagens. Para a determinagdo da
orientacdo das juntas em func¢do das solicitacdes da escavagdo, Bieniawski recomenda o ajuste
da soma dos cinco outros parametros com base na orientacao favoravel ou desfavoravel das

descontinuidades.

2.1.1.3 Indice Q

Proposto originalmente por Barton, Lien e Lunde (1974), este indice utiliza seis parametros

com ac¢ao multiplicativa, formando-se trés fatores racionais que se multiplicam. Cada um destes

. - RQD
fatores expressa um determinado comportamento ou caracteristica: (]L) representa a
n

Ir

probabilidade de formacdo de blocos instaveis; (] ) define a resisténcia ao cisalhamento da

a

interface entre blocos; (SJTWF) representa tensdes ativas.

_RQDJ; Jy
" Ju Ja SRF

(2.2)

O valor de Q pode variar de 103 para uma rocha excelente, quase sem descontinuidades, até
1073 para uma rocha com qualidade muito ruim. Dentro da expressio (2.2), J,, representa o
numero de familias de juntas e seu valor ¢ crescente segundo o aumento da degradagao da rocha,
variando entre 0,5 — para uma rocha quase intacta — até 20 para uma rocha branda. J, refere-se
arugosidade da descontinuidades e ], ao grau de alteragdo destas. J,,, € o fator de reducao devido
a preseng¢a de agua nas juntas, valendo 1 para uma rocha seca. Para rochas com grandes fluxos
de agua, J,, assume um valor muito baixo. Por fim, SRF representa o fator de reducdo de
tensdes. Este parametro deve ser avaliado quando ha argila presente no macico rochoso e leva

em consideracdo o nivel de tensdo atuando no macigo estudado.

2.1.1.3 indice GSI

Diferentemente dos indices Q e RMR, que foram desenvolvidos para dimensionar o suporte de
uma escavacao, o indice GSI — proposto por Hoek em 1995 — tem como objetivo adequar o
critério empirico de Hoek e Brown para macigos fraturados e servir de base para projetos de
escavagdes subterraneas em rochas. O indice GSI pode ser expresso com base no indice Q ou

RMR.

(2.3a)
GSI = 9.logQ’ + 44

Cassio Barros de Aguiar (cassio.barros.aguiar@gmail.com) Dissertacdo de Mestrado. PPGEC/UFRGS. 2016.
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, _RQDJ,
comQ' = Jn Ja
ou
GSI = RMR (2.3b)

2.1.2 Reologia de Macigos Rochosos

Do ponto de vista mecanico, a deformabilidade dos macicos ¢ um dos parametros mais
importantes com relagdo a seu comportamento (VALLEJO et al., 2002), ela representa a
alteracdo das formas geométricas da rocha com base na agdo de esfor¢os ao corpo. Dependendo
da intensidade destes carregamentos e das caracteristicas mecanicas da rocha, a deformagdo

sera permanente ou temporaria.

Geralmente, rochas apresentam comportamento ndo linear entre tensdes aplicadas e
deformacgdes correspondentes. Farmer (1968) assume que ¢ possivel a distingdo deste

comportamento em trés grupos:

a) comportamento quase eldstico: Apresentam um comportamento quase linear
entre tensdes aplicadas e deformagdes correspondentes até proximo ao ponto de
ruptura. Este comportamento ¢ mais comum em rochas maci¢as compactas com

graos finos;

b) comportamento semi-elastico: Uma vez incrementada a tensdo, apresentam um
decréscimo das inclinagdes na curva tensdo-deformagdo. Este ¢ um
comportamento tipico de rochas igneas de grdos grossos e sedimentares

compactas de graos finos com porosidade baixa e coesdo razoavel;

c) comportamento nao elastico: Uma vez aplicado um carregamento, a rocha
passa por um estagio de compactagdo e fechamento de poros e fraturas antes de
iniciar as deformagoes lineares. Tal mecanismo ¢ comum em rochas pouco

coesivas e com alto teor de poros.

Generalizando o comportamento em tensao-deformacao das rochas pode ser dado na forma de
uma curva semelhante a figura 2.3, composta por um trecho aproximadamente linear com uma
inclinagdo maxima e quase constante, o segundo trecho ¢ plastico ndo linear onde se situa a

resisténcia maxima de pico e em um ultimo trecho fragil, onde a rocha rompera.

Abordagem Micromecanica da Propagacao de Fraturas em Meios Elasticos e Viscoelasticos
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Figura 2.2: Curva Tensdo-Deformacao de uma rocha genérica

O modulo de elasticidade E ¢ definido como a constante de proporcionalidade entre tensdes e
deformacdes na regido elastica linear, onde as relagdes entre tensdes e deformagdes podem ser
aproximadas como lineares. Uma vez que as deformagdes permanecam nesta regiao, o material
pode retornar a sua configuragdo inicial com a retirada das tensdes. Ao ingressar no regime
plastico, a curvatura ja ndo pode ser aproximada de forma linear, excluindo-se a no¢do de
proporcionalidade linear entre tensdes e deformagdes. Nesta regido a rocha ndo retorna a sua

configuragdo inicial mesmo apds o descarregamento.

A temperatura e os efeitos devidos a vibragdes de agdes sismicas também podem afetar o
modulo de elasticidade dos macigos. A 4dgua também ¢é considerada fator condicionante no
comportamento mecéanico. Farmer (1968) afirma que a dgua diminui significativamente o
modulo de elasticidade, principalmente nas rochas porosas. Esta diminui¢do pode chegar em
até 40% do valor em estado seco no caso de arenitos e calcarios. De forma resumida, pode-se
dizer que a presenga da 4gua no interior dos poros afeta a estrutura coesiva da rocha,
enfraquecendo-a. Como a deformacgdo, a formagdo das falhas ¢ fortemente influenciada pela
coesdo, tal reducao torna-se, entdo, compreensivel. As tabelas 2.3 e 2.4 visam apresentar alguns

parametros comuns para macicos rochosos na regido elastica.
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27

2.1.3 Critérios de Ruptura de Macicos Rochosos

A descricdo da capacidade de resisténcia do macico rochoso fraturado depende das
aproximacoes consideradas para a analise de sua estabilidade. Pode-se, entdo, realizar uma

modelagem continua ou discreta das fraturas, as quais sdo apresentadas aqui.

2.1.3.1 Modelagem Descontinua ou Discreta

Nos casos onde o material rochoso é examinado na escala das fraturas, a analise de estabilidade
do macico ¢ realizada distinguindo geometricamente as descontinuidades e a matriz rochosa.
Esta ¢ a abordagem média descontinua, considera-se em cada ponto do macigo o critério de
ruptura da descontinuidade ou da rocha, de acordo se o ponto geométrico pertence a matriz ou
as fraturas. Estes critérios sao apresentados nas secoes seguintes. Este tipo de abordagem ¢
eficiente ainda que a rede de fraturas seja muito pouco densa, mas fica mais complexa e

dispendiosa computacionalmente a medida que a rede se densifica.

2.1.3.1 Modelagem Continua

Esta abordagem ¢ melhor adaptada ao estudo de macigos fortemente fraturados pois ela consiste
em observar o material em uma escala onde nao se distinguem mais as descontinuidades da
matriz rochosa. Observa-se entdo que o modelo do material rochoso fraturado ¢ admitido como
um material homogéneo. O critério de ruptura ndo depende mais, entdo, do ponto considerado.
O critério de ruptura mais conhecido para este tipo de abordagem foi proposto por Hoek et

Brown (1980) e se expressa da seguinte forma:

1
0, = 03 + (m 030, + s 62)2 (2.4)

Onde m ¢ uma constante determinada empiricamente a partir das propriedades da rocha sa e da
estimativa de resisténcia de compressdao da mesma. 6; € 03 representam respectivamente as
tensdes principais maximas € minimas € o, ¢ a compressao uniaxial. Este critério € isétropo e
¢ especialmente pertinente quando a distribui¢do das descontinuidades ¢ perfeitamente

aleatoria.

2.2 MATRIZ ROCHOSA

A matriz rochosa ¢ definida como a por¢do ndo fraturada da rocha, situada entre as

descontinuidades do macigo rochoso. Seu comportamento geralmente € elasto-plastico isdtropo
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e homogéneo. Dentro do ambito da homogeneizagdo as matrizes sdo elementos essenciais para
obtengdo de parametros mecéanicos. A tabela 2.5 apresenta alguns exemplos de parametros para

rochas intactas durante a fase elastico-linear de carregamento:

o, (MPa) a, (MPa) E. (GPa) Vv
Norto 300 Ilﬂ | 100 0,24
Gramifo 166 12 45 0.23
Quartzito 250 25 Q0 0.16
Pedra de Grés 100 & ] 0.24
Dolerito 280 20 70 0.20
Calcario 102 14 48 0.25

Tabela 2.1: Propriedades mecénicas rochas intactas
(BIENIAWSKI, 1974)

Geralmente as caracteristicas pos-elasticas se reduzem a valores da resisténcia a compressao o,
e a tragdo o;. Tabela-se na figura 2.5 que a resisténcia a compressao ¢ cerca de uma ordem de

grandeza superior a resisténcia a tragao.

Na pratica nao existe um valor unico para a resisténcia destes materiais, diversos autores
propdem critérios de rupturas que contemplam compressao e tragdo combinados em diregdes
diferentes. Os principais critérios utilizados para a matriz rochosa sao: Mohr-Coulomb e os
critérios propostos por Murrell (1965) e Hoek (1968). Independentemente do critério admitido,
deve-se saber que sdo critérios empiricos baseados em resultados experimentais, os quais se
adaptam melhor a determinados tipos de rochas. Uma vez que a natureza dos critérios ¢ muito
semelhante, geralmente escolhe-se o critério que pode ser mais facilmente utilizado no
problema estudado. Estes critérios permitem descrever a resisténcia de um grande grupo de

rochas, tal como argilitos, noritos, quartzitos, arenitos, entre outros.

2.2.1 Critério de Ruptura de Murrell (1965)

Este critério descreve a resisténcia para a rocha sa por meio da seguinte expressao:

A
il Y (5) +1 (2.5)
O-C

Oc
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Onde o0, e o3 designam respectivamente as tensdes principais maximas € minimas € o,
representa a resisténcia a compressdo uniaxial. A e k sd3o duas costantes determinadas
experimentalmente. Diversas experiéncias foram realizadas sobre cinco tipos de rochas com a
finalidade de identificar estes valores (BIENIAWSKI, 1974). Junto aos pontos experimentais
apresenta-se uma curva obtida através de uma correlagdo com os pontos. Esta curva ¢
responsavel por definir os valores de A e k. Nota-se que k ¢ um valor que altera a inclinagao
da curva de forma constante a passo que A (o qual varia muito pouco para as rochas) altera a

inclinacao segundo o acréscimo das tensoes.

2.2.1 Critério de Ruptura de Hoek (1968)

Similarmente ao critério de ruptura de Murrell, o critério de Hoek também descreve a

resisténcia para rochas sas e pode ser representado pela seguinte expressao:

c
Im_p (0—’") +0,1 2.6)
O—C O-C

Onde 1,, = (07 — 03)/2 e 0,,, = (07 + 03)/2, 0s quais designam respectivamente a tensdo de
cisalhamento maxima e a tensdo normal média, Novamente o, ¢ a resisténcia a compressao
uniaxial. B e C sdo coeficientes empiricos, determinados a partir de resultados de experiéncias
realizadas sobre diferentes rochas. Algumas curvas de ruptura, com os pontos obtidos
experimentalmente, sdo apresentadas na figura 2.5. Observa-se a mesma influéncia dos
materiais estudados por Murrell sobre B e C, B aumenta a resisténcia a compressao e C € quase

constante.

2.3 DESCONTINUIDADES

O termo descontinuidade representa uma regido de pequena espessura responsavel pela
mudanga abrupta nas propriedades fisico-mecanicas de uma rocha. Esta regido deve ser
responsavel por uma fragilidade no meio e ¢ proveniente de diversos fatores tal como
degradacdo, mudanca de material, separagdo dos blocos rochosos ou outros. Percebe-se, entdo,
que o comportamento mecanico destes elementos deve apresentar propriedades inferiores aos

blocos de rocha, tornando a inclusao destes elementos essenciais na modelagem.

Segundo Jaeger et al. (2007), as descontinuidades sdo o tipo mais comum de estrutura geoldgica

e representam um fendmeno comum a todas rochas igneas e sedimentares. Elas sdo definidas
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como fraturas na rocha, ao longo das quais houve pouco ou nenhum deslocamento transversal
e geralmente ocorrem em grupos onde sdo dispostas mais ou menos paralelas e regularmente
espacadas. Sao comuns os conjuntos orientados em diferentes diregdoes, de modo a dividir o

macico em uma estrutura de blocos.

Em muitos casos, a distribuicao das descontinuidades ndo ¢ perfeitamente aleatoria, provocando
anisotropias nas propriedades do macico, sendo a principal destacada a anisotropia de
resisténcia. A anisotropia também ¢ encontrada em rochas com estruturas continuas, isso se
deve a orientacao preferencial de cristais e minerais ou ao histérico de tensdes. Deste modo, o

comportamento mecanico do macigo também ¢ anisotrdpico.

Segundo Bandis et al. (1983), em um macigo rochoso fraturado, a deformacdo das
descontinuidades ¢ um componente fundamental de seu comportamento, mesmo sob diferentes
condigdes de tensdo. Em niveis de tensdo relativamente baixos, tipicos de escavacdes
superficiais, a deformagdo das juntas domina a deflexdo elastica da rocha intacta. Mesmo para
altos niveis de tensao, associados a grandes estruturas, o deslizamento e o fechamento das juntas

constituem a parte principal do assentamento da rocha.

2.3.1 Natureza das Descontinuidades

As descontinuidades sdo geralmente classificadas de acordo com o modo de sua formacao.
Descontinuidades com mesma origem geologica possuem propriedades similares no que diz
respeito as dimensdes e as propriedades de resisténcia ao deslizamento. As descontinuidades

podem ser classificadas segundo quatro grandes grupos:

a) superficie de estratificacido (bedding): resultam de processos de formacao
sedimentar, sdo paralelas a superficie de deposicao dos sedimentos. Possuem
uma grande extensdao e pouca ondulacdo. Sao pontos onde hd deposito de
sedimentos finos de xisto ou de argila, que os tornam perigosos para a

estabilidade;

b) diaclases: sdo, muitas vezes, perpendiculares ou obliquas aos planos de
estratificacdo ou foliagdo do macico. Nao demonstram nenhum vestigio de

movimento ¢ t€ém uma extensao limitada;
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c) trincas ou fraturas de expansao: sao formadas sob o efeito da tra¢ao originada
em grandes movimentos tectonicos. Muitas vezes sdo preenchidas por calcita ou

quartzo;

d) falhas (faulf): sao resultados da zona de ruptura do macigo que sofreu um grande
esforco cisalhante (deslocamento tangencial importante). Representam
descontinuidades que separam duas entidades maiores do maci¢co e possuem
grande extensdo. Raramente sao unidades planas singulares, pois normalmente

constituem familias de descontinuidades paralelas.

2.3.2 Parametros Geométricos

Percebe-se que as falhas, em geral, podem apresentar diversas escalas. Jeager et al. (2007)
admitem que o conjunto de fissuras mais importante sdo as de grandes dimensdes, com
dimensao da ordem de dezena ou centena de metros, sendo praticamente planas e paralelas
umas as outras. O conjunto de falhas que atravessa grandes fraturas t€ém, geralmente, menor
importancia, apresentando-se com espagamento mais irregular e forma menos plana. O
espacamento entre estas falhas ¢ da ordem de centimetros a dezena de metros. Descontinuidades
de grandes dimensdes podem ser preenchidas com minerais soltiveis ou podem permanecer

abertas, propiciando o acumulo e transporte de fluidos.

Além das falhas com grandes dimensdes, fraturas de pequenas dimensdes também expdem um
comportamento descontinuo ao material, no entanto, esta descontinuidade apresenta menores
valores de modo que, quase sempre, ¢ possivel analisar o material por meio da teoria da

homogeneizagao.

Por fim destaca-se os seguintes parametros necessarios para descrever completamente uma

determinada descontinuidade:
a) orientacio: trata-se do angulo formado entre o eixo — normal ou paralelo — da
falha e um eixo de referéncia;

b) nimero de familias: uma familia de descontinuidades ¢ caracterizada por uma

orientacdo e regido comum no espaco;

c) persisténcia: definida como a extensao exposta da superficie da falha;
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d) alteracao das paredes: trata-se do grau de alteracdo da rocha e da espessura que
tal alteragdo apresenta. As alteragdes ocorrem em afloramentos rochosos e em

descontinuidades com percolagdo de fluidos;

e) rugosidade: caracteriza-se pelas irregularidades dos planos que compdem as

descontinuidades;

f) abertura: corresponde a menor distdncia entre duas faces opostas da

descontinuidade;

g) preenchimento: termo utilizado para designar a presenca de materiais no interior

das descontinuidades;

h) espacamento: o espacamento entre descontinuidades ¢ a distdncia média entre
duas descontinuidades. Admite-se como o espagamento da familia a distancia
média entre descontinuidades subsequentes. De modo geral, determina-se o
espacamento como a quantidade de descontinuidades em uma determinada

unidade de medida;

1) grau de fraturamento: expressa a quantidade de fraturas em relagdo a

determinado volume de rocha;

j) resisténcia das paredes: trata-se da resisténcia a compressao da rocha — alterada

ou nao — que compdem as paredes de uma descontinuidade.
2.3.3 Comportamento Mecanico das Descontinuidades

As propriedades mecénicas das descontinuidades geralmente sdo identificadas ao estudar seu
comportamento sobre tensdo normal e tangencial. O comportamento mecénico de uma
descontinuidade ¢ definido pela relacao entre os esforgos aplicados e os deslocamentos relativos
entre as duas faces da descontinuidade. Muitos trabalhos experimentais, especialmente de
Goodman (1974) e Bandis et al. (1983), evidenciaram o comportamento tipico de uma
descontinuidade nas dire¢cdes normais e tangenciais. Modelada como uma interface, o

comportamento de uma descontinuidade ¢ usualmente descrito por uma relagdo do tipo T =

f ([g‘ ]), onde T designa o vetor de forgas agindo sobre a descontinuidade e [{ ] representa o

salto de deslocamento através da descontinuidade. O comportamento depende de diversos

fatores, como a rugosidade, o grau de alteracdo e as propriedades do material de enchimento.
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2.3.3.1 Comportamento em Compressao

Sobre uma compressao normal, ¢ medido o fechamento da descontinuidade (deslocamento
relativo normal). O comportamento da descontinuidade sobre compressao ¢ definido pela
relagdo entre seu deslocamento e a tensdo de compressao aplicada. Esta relagdo ndo linear ¢
representada na figura 2.3. Ela geralmente ¢ modelada por uma lei hiperbolica entre tensdes

normais ¢,,(= 0) e o fechamento normal u,,(= 0), tomando a seguinte forma:

Uy, kaoV,
o, = n ™m0 m (2.7)
Vm —Up
Tn Ao, :
1
+un E
0 1
Vi, o
AT .
Un
Figura 2.3: Teste de compressao sobre uma descontinuidade
(ATTA, 2004)
onde V;,, designa o fechamento maximo da descontinuidade, medida experimentalmente:
Vin = Ulggnw Uy (2.8)
E k,, a inclinacao na origem da curva, igualmente obtida experimentalmente:
= do,
n0 = - (2.9)

Durante esta andlise, o deslocamento relativo na direcdo tangencial a descontinuidade é,

geralmente, negligenciado.
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2.3.3.1 Comportamento em Cisalhamento

Apresenta-se agora o comportamento quando uma amostra ¢ submetida a um esforco de
cisalhamento. O comportamento, na figura 2.4, ¢ descrito por uma relagao entre o cisalhamento
T e o deslocamento tangencial relativo u,. Se observa um crescimento rapido junto ao valor de
pico 7, € depois um decréscimo até€ uma tensao residual 7,,, onde o cisalhamento se estabiliza.
T, corresponde ao ponto de resisténcia maxima das asperezas existentes na descontinuidade.

As amostras sdo progressivamente esmagadas, de forma a conduzir o valor de 7 a estabilidade

sobre o valor residual da tensao de cisalhamento.

Contrariamente ao carregamento normal apresentado anteriormente, o deslocamento normal
relativo, perpendicular a diregdo de carregamento, ndo pode ser desconsiderado. E justamente
devido ao deslizamento, que afasta as faces da descontinuidade, que o deslocamento tangencial
se produz. Os deslocamentos normais e tangenciais sdo interligados por um angulo dilatante d,

da seguinte forma:

d = arct (du") 2.10
= arctan i, (2.10)

SIS LTL IS TS LTS 2

Figura 2.4: Teste de cisalhamento sobre uma descontinuidade
(Adaptado de ATTA, 2004)

O angulo d maximo, denominado de d,,, afeta o pico de resisténcia e foi definido por Barton

(1973) como:

]CS) 2.11)

dn = JRC logs (~=

n
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Onde JRC (Joint Roughness Coeficient) e JCS (Joint Wall Compressive Strength) sao
parametros qualitativos que permitem caracterizar mecanicamente a descontinuidade. O JRC,
expresso em graus (0 < JRC < 20°), define a rugosidade da descontinuidade e permite
determinar a variacao do angulo de dilatacdo e o atrito mobilizado. Alguns valores de JRC sao
representados na figura 2.5 com base no perfil da descontinuidade. O JCS caracteriza a alteragao
da parede da descontinuidade através de um angulo de resisténcia em compressdao simples,

comparado a resisténcia da rocha sa.

TYPICAL ROUGHMNESS PROFILES for JRC range:
R e R
2 '-'——T——'— e 2-8
8 e
PR
_-'\__ _|.___~ -_—_ :___"__“_‘“———F—“—| 8-10
b s emeoeed] e |
ey e P E S |
8 IL'“-—_,_“_L__ ___J_,_/_"\_\___,d__—n' 14 - 16
9 S i 16 - 18
0w e——m—— 18 - 20
t f L il J‘Io am SCALE

Figura 2.5: Valores de JRC com base no perfil da descontinuidade
(ATTA, 2004)

2.3.4 Critérios de Ruptura de Uma Descontinuidade

Para descrever a capacidade de resisténcia de uma descontinuidade natural, trés critérios sdo
tradicionalmente utilizados. O critério da interface de Coulomb adaptado para as
descontinuidades e mais dois critérios formulados especificamente para descontinuidades

rochosas, sdo eles os critério de Barton e critério de Hoek.

2.3.4.1 Critério do tipo Coulomb

A forma deste critério ¢ definida por duas expressdes dependendo do nivel de tensdes aplicadas.

Para as tensOes normais fracas, o critério se escreve com uma coesdo nula:
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7| = o, tan(p" + d;) (2.12)

onde d; ¢ @' sdo os angulos de dilatagdo e de atrito. Para os valores de tensdo normal forte, a

dilatacdo ¢ negligenciada enquanto a coesao nao pode mais ser nula e escreve-se:

7| = Cj + 0, tan(g") (2.13)

2.3.4.2 Critério de Barton (1973)

O critério de Barton ¢ formulado a partir do critério de Coulomb, de modo que o angulo de

dilatacdo d ¢ substituido por seu valor maximo d,, definido na expressao (2.9):

. jcs

|t| = o, tan ((p‘ + JRC logqg (0_>) (2.14)
n

Este critério apresenta um problema de definicdo quando a tensdo normal ¢ nula. Além disso,

sua expressao nao ¢ mais valida quando a,, excede o valor de JCS da descontinuidade estudada.

A figura 2.6 apresenta um grafico da evolugdo do critério de Barton.

JCS
1=0, tg[JRL‘ log — + cpi}
= .

n

A’E

g
a

Figura 2.6: Critério de Barton (1973) para uma descontinuidade
(ATTA, 2004)

2.3.4.3 Critério de Hoek (1983)

Este critério foi construido a partir de sua formulagdo para rochas intactas. Ele corresponde ao
envelopamento dos circulos de ruptura no plano de Mohr e se escreve em termos de tensao

normal e tangencial aplicados a descontinuidade. Este critério assume a seguinte forma:
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, , Mo , dr
|z| = (cot®; — cos®))—— com tand; =— (2.15)
8 doy,
onde @; se denomina de angulo instantdneo de atrito e define a inclinagdo da tangente a curva

T.

1
2

1 3
®; = arctan [4h cos? <30 + 3 + arcsin (h_7>> - 1] (2.16)

16(m o+s o)
3m2ao,

Comh=1+

onde os coeficientes m e s sdo valores adimensionais empiricos ligados a caracteristicas

mecanicas da rocha constituinte das faces da fratura. A figura 2.7 apresenta o critério de Hoek.

T = (cot ¢!- cos §/) mTG"

'
=
o
o
=
[
=l
[
n
[ ]
B
-
|
]

Figura 2.7: Critério de Hoek (1983) para uma descontinuidade (ATTA, 2004)
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3 FUNDAMENTOS DA MICROMECANICA

Conceitualmente a micromecanica ¢ uma ferramenta utilizada pela ciéncia dos materiais a qual
permite a analise de materiais heterogéneos compostos de duas ou mais fases. Sendo utilizada
tanto em geomateriais naturais quando em compositos sintéticos, esta ferramenta transforma o
modelo do material heterogéneo em um modelo homogéneo equivalente. Uma vez que esta
ferramenta apresenta grande importancia na analise de materiais, ela ¢ amplamente utilizada

nas engenharias em geral.

A micromecanica pressupoe a existéncia de duas escalas: a microscopica, a qual as fases sao
claramente heterogéneas e a escala macroscopica, a qual as fases ndo sao distinguiveis e o
material ¢ considerado homogéneo. Ressalta-se, contudo, que cada uma destas escalas devem
ser previamente definidas, sendo possivel a consideracdo de escalas microscopicas dentro de

uma ou mais fases do material ainda heterogéneo.

Para que a micromecanica possa ser aplicada, devem ser cumpridas algumas condic¢des, dentre
elas o fato de que a andlise dos modelos heterogéneos e homogeneizados devem apresentar
resultados médios iguais. Além disso, deve ser possivel determinar um volume elementar que
contenha todas as informacdes necessarias sobre o material, sejam as heterogeneidades
periodicas ou nao, este volume ¢ denominado de VER (Volume elementar representativo).
Partindo-se da condicdo que deve existir um VER, intui-se que a micromecanica nao ¢ aplicada
quando existe um numero discreto de inclusdes ou se estas apresentem grandes dimensodes
frente ao tamanho da peca em analise, impedindo que se observe tal volume elementar

representativo.

Materiais passiveis de homogeneiza¢do podem apresentar diversas formas de distribuicdo das
heterogeneidades tal como periodicas —mais comum em compositos artificialmente construidos
em que o VER, aqui denominado de célula unitdria representativa, se repete espacialmente —
ou aleatdrias — normalmente observado em geomateriais, no qual € necessaria uma abordagem
estatistica. Também pode-se considerar a existéncia de materiais com graduagdo funcional de

distribui¢do na qual, embora apresente uma distribuicdo aleatdria, existe uma tendéncia de
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modificar a funcdo de probabilidade de distribui¢ao das heterogeneidades segundo um caminho

definido por uma determinada funcao.

Hori, M. e Nemat-Nasser, S. (1983) consideram duas abordagens basicas para obter os

resultados de um meio heterogéneo:

a) Teoria dos campos médios: Esta teoria ¢ baseada no fato de que as propriedades
mecanicas efetivas medidas em experimentos sdo relacionadas com o volume
médio da tensdo e da deformacdo das amostras heterogéneas microscopicas.
Assim, macro campos sao definidos como o volume médio dos microcampos
correspondentes e as propriedades efetivas sdo determinadas como relagdes

entre os micro campos médios;

b) Teoria matematica da Homogeneizacdo: Esta teoria estabelece relacdes
matematicas entre os micro € macro campos usando o método da perturbacao
multiescalar. As propriedades efetivas naturalmente surgem como consequéncia

destas relagdes, sem depender de medigdes fisicas especificas.

Destaca-se, contudo, que no processo de homogeneizacdo podem ocorrer mudangas de
comportamento no material homogeneizado em relagdo ao comportamento original de suas
fases. Desta forma, nem sempre € possivel admitir que determinadas caracteristicas, tais como
a isotropia material eventualmente presente nas fases, seja transmitida ao material
homogeneizado. Em determinadas situagdes este comportamento pode ser mais facilmente
observado, como visto em compositos estratificados ou com fibras longas, mas também ¢
possivel observa-lo em materiais com distribui¢do aleatéria quando existe uma distribui¢do

preferencial das fases.

Para exemplificar o comportamento apresentado anteriormente pode-se imaginar um solo com
duas camadas, a superior de argila e a inferior de areia. Facilmente se percebe que a
condutividade hidraulica ¢ menor perpendicularmente as camadas, isso por que solos argilosos
geralmente apresentam uma maior dificuldade a infiltracdo de fluidos. Ao abordar a
condutividade paralela em relagdo as camadas, visualiza-se uma condutividade média muito
maior, pois embora a argila conduza um volume pequeno de fluido, a areia conduz um volume

muito mais elevado.
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No presente trabalho, sdo as fraturas que constituem a fase que modifica as caracteristicas
originais do material. Supondo-se a existéncia de uma distribui¢do perfeitamente aleatéria das
fraturas dentro de um meio rochoso, ¢ possivel constatar que o comportamento do material
homogeneizado sera isotropico como a matriz. No entanto, supondo que as fraturas apresentam
fungdes de probabilidade que privilegiem determinadas dire¢cdes em detrimento de outras ou
que as fraturas apresentam todas as mesmas direcdes, o comportamento do meio

homogeneizado deixara de ter o comportamento isotrépico da rocha sa.

3.1 VER — VOLUME ELEMENTAR REPRESENTATIVO

Seja 0 meio em questdo aleatoério ou periddico, todo material que fagca uso da teoria da
homogeneizacao deve admitir a existéncia de um volume em que se possa obter todas as
informacdes do material para que o processo de homogeneizagdo seja valido. Este volume
representativo apresenta diferentes exigéncias caso este venha a ser aleatdrio ou periddico.

Estas condicdes e outras caracteristicas destes volumes sdo o tema desta se¢ao.

Tratando-se de um meio aleatério, a representagdo estatistica do material homogeneizado pelo
VER ¢ implicita. Embora seja possivel definir uma infinidade de VER’s para meios aleatorios,
os resultados da andlise de cada um deles devem ser estatisticamente iguais aos demais. Para
que um determinado VER definido ofereca resultados matematicamente corretos ¢ necessario
que este cumpra com a condi¢do de separacao de escalas. Para meios aleatdrios esta condigdo
define trés dimensdes caracteristicas: L para estrutura, 1 para o VER e d para as
heterogeneidades. A figura 5.1 auxilia a visualizagdo da condi¢do anunciada acima. As trés

dimensdes citadas sao relacionadas da seguinte forma:

a) 1 << L: a dimensao do VER deve ser pequena em relacdo a estrutura de forma a
garantir que, no processo de homogeneizagdao, as ferramentas do calculo
diferencial sejam validas para a descricdo continua da estrutura, permitindo a

determinagdo de campos tensdes e deformacdes;

b) d << I: a dimensao das heterogeneidades deve ser pequena em relagdo ao VER
de forma a possibilitar um tratamento estatisticamente confiavel do VER durante

o processo de homogeneizagao.
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ESCALA ESCALA
MACROSCOPICA MICROSCOPICA

ESTRUTURA
MEIO DESORDENADO

Figura 3.1: Volume elementar representativo.
(fonte: LORENCI, 2013)

Tratando-se agora de um meio periddico, supdem-se que 0 VER — agora denominado de CUR
— repete-se periodicamente na estrutura, sendo assim ndo ¢ necessario um tratamento estatistico
do CUR, visto que este volume serd suposto idéntico aos demais volumes. Mesmo que ainda
seja possivel definir diferentes CUR’s, todos eles devem conduzir a um mesmo comportamento
da estrutura. Assim como no caso dos materiais aleatdrios, o CUR deve cumprir determinadas
condigdes para a validade do processo. Visto que meios peridodicos nao necessitam de
tratamento estatistico, o tamanho d das heterogeneidades nao ¢ mais restringido pela dimensao
do VER, obviamente limitando-se a dimensao de 1, sendo apenas a condi¢do a) necessaria. A

figura 3.2 auxilia a visualiza¢do da condi¢@o sobre o CUR.

ESCALA ESCALA
MACROSCOPICA MICROSCOPICA
T Pl - i
/ & i_?:}__,/"'f" Z
plojeloloold"
[oloo/ole(e)e l
L ) o|ele|e|e VER
\[e[e[ele[e]d
R <L~

ESTRUTURA DE UM
MEIO PERIODICO

Figura 3.2: Célula Unitéria Representativa.
(fonte: LORENCI, 2013)
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Tratando-se das heterogeneidades como fraturas, estas apresentam um comportamento
fortemente aleatério. Embora algumas vezes fraturas possam estar orientadas preferencialmente
segundo alguma direcao, o VER continua sendo aleatdrio e, portanto, as microfissuras devem

cumprir a condicao de ser pequenas frente ao VER.

Simplificadamente, a abordagem micromecénica consiste em substituir o material heterogéneo
por um material homogéneo equivalente cujas propriedades foram obtidas com base nos
resultados fornecidos pela analise matematica do VER com condig¢des de contorno apropriadas.
A figura 3.3 representa este processo. Basicamente a funcdo do VER ¢ semelhante a um corpo

de prova, onde se obtém uma solucdo e extrapola-se para o restante da estrutura.

ESCALA ESCALA
MACROSCOPICA MICROSCOPICA

ESTRUTURA
MEIO HETEROGENEO MEIO
HOMOGENEIZADO
EQUIVALENTE

ESTRUTURA
COMO UM MEIO
EQUIVALENTE

Figura 3.3: Representacao do processo de homogeneizagao.
(fonte: LORENCI, 2013)

3.2 REGRA DAS MEDIAS

A regra das médias ¢ o caminho mais natural de conexdo entre as propriedades nas micro e
macro escalas, sendo portanto o caminho preferido para se determinar propriedades efetivas de
materiais heterogéneos. Ao se aplicar técnicas de média no VER ¢ possivel aproximar campos
de quantidades fisicas do meio heterogéneo por campos médios volumétricos representativos
do meio homogéneo. Aplicando-se este comportamento exclusivamente a propriedades
mecanicas, pode-se explicitar campos de tensdo e deformacdo microscopicos em campos
médios macroscopicos equivalentes (DORMIEUX,L. KONDO, D. ULM, F. 2006b). De forma
heuristica, uma quantidade fisica J pode ter sua média, definida no volume Q(x), determinada

por meio da seguinte expressao:
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J=(Da= Jdv (3.1)

2] o)
No caso especifico das propriedades mecanicas mencionadas, a flutuagdo dos microcampos ¢
significativa e ocasionada, principalmente, devido as heterogeneidades. Entretanto, ¢ possivel
considerar os macrocampos — resultantes da média dos microcampos — como campos
constantes. Tal comportamento s6 ¢ possivel devido a aproximagdo que o gradiente destes
macrocampos sdo desconsideraveis, na escala de anélise do VER, visto que este ¢ considerado
muito pequeno frente a estrutura, possibilitando o uso das ferramentas do calculo diferencial.

Formalmente escrevendo, tem-se a seguinte expressao para um campo #1(x) genérico:

m(x) = (m)g +m'(x) (3.2)

Onde:

m(x): micro campo mecénico considerado;
(m)q: macro campo mecanico, média de m(x);

m' (g) flutuagdo microscopicas cuja média € nula.

Sendo assim, especificando as propriedades mecanicas de tensdo e de deformagdo, pode-se

definir a relacdo entre seus macro e micro campos como a média volumétrica da expressao

(3.1):

1
€= =1 Qg(&) av (3-3)
— () = dv
2 ={2a=1q; ity (3:4)

No entanto, estas relagdes de média entre as solicitagdes e os campos locais ndo permitem
definir um problema de contorno unico sobre o VER, sendo necessario definir condi¢des de
contorno do VER que sejam compativeis com as relacdes de média apresentadas acima. Mais

explicacdes encontram-se na se¢ao 3.4.
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3.3 LEMA DE HILL

O lema de Hill ¢ um principio baseado em energia, o qual compara a energia de deformagao
macroscopica com a microscopica. De forma simplista, o lema de Hill enuncia que a média
volumétrica da energia de deformacdo microscopica deve ser igual a energia de deformacao
macroscopica. Desta forma pode-se escrever o lema de Hill, para materiais elastico-lineares,

como:
(g:eda = (gailea = L:€ (3.5)

Cabe ressaltar que o lema de Hill ¢ valido para quaisquer campos de tensao e de deformacgao
microscopicos respectivamente estatica e cinematicamente admissiveis. Devido a esta relagao,
o lema de Hill ¢ uma ferramenta essencial na micromecanica, permitindo uma formulagao

matematica mais robusta, valida tanto para meios aleatérios quanto para meios periddicos.

3.4 PROCESSO DE HOMOGENEIZACAO EM ELASTICIDADE

Como ja mencionado, o processo de homogeneizacdo consiste em transformar o material
heterogéneo em um meio equivalente homogéneo que conduza a um comportamento
macroscopico idéntico para estrutura, utilizando ferramentas matematicas. No entanto, a
abordagem utilizada durante o processo de homogeneizacdo pode ser diferente segundo as
condi¢gdes de contorno de cada problema. Basicamente existem trés condi¢des de contorno

explicada, duas aplicadas a meios aleatérios e uma aplicada a meios periodicos.

Uma vez que, como mencionado na se¢do 3.2, as relacdes de média apresentadas ndo permitem
definir o problema de contorno de forma inica — para os meios aleatdrios — € necessario definir
quais as condi¢des de contorno serdo aplicadas sobre o VER. As escolhas mais comuns sao as
de aplicagdao de tensdo e deformacdo homogéneas no contorno do VER. Sendo o material
passivel de homogeneizagdo percebe-se que, independentemente da escolha das condi¢des de
contorno, a solugdo deve ser rigorosamente igual. Sob esta Otica percebe-se que tanto solugdes
baseadas em tensdo ou deformagdo homogénea no contorno do VER produzem os mesmos

resultados.
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J& para meios periddicos, as relagdes de periodicidade impdem uma maneira Unica de aplicagao
as condicdes de contorno. Estas condi¢des sdo diferentes do modo classico de aplicacdo de

condig¢des de contorno em tensdes e deformagdes e sdo apresentadas na se¢do 3.4.3.

3.4.1 Tensao Homogénea Aplicada no Contorno

Esta condi¢do de contorno sobre o VER emerge intuitivamente com um raciocinio bésico para
meios aleatorios. Nesta abordagem de homogeneizacdo se aplica uma tensao homogénea no
contorno do VER. A tensdo em questdo deve respeitar as condi¢des basicas de campos de
tensdo, sendo assim a tensdo homogénea admitida deve ser estaticamente admissivel.

Representando-se matematicamente esta condi¢ao tem-se:

divao(x) =0em Q
ghde {g(x) n(x) = X-n(x) em 09 56
na qual n(x) ¢ um vetor unitario, normal a superficie no ponto admitido, x assume o lugar do
vetor de posicdo e div(-) é caracterizado como o operador divergente. Desta forma, a resolugio

elastica do problema se resume ao seguinte conjunto de expressoes:

( g(z) = C(x) =§(£) em ()
div g({) =0emQ 37
e n@) = Z-n() em 90

Em seguida, define-se o tensor de concentragdo de tensdes B, que conecta as tensdes locais

microscdpicas as tensdes macroscopicas. B €, entdo, definido da seguinte maneira:
a(x) =B(x): X (3.8)

B representa um tensor que, basicamente, distribui as tensdes microscopicas no VER sem que
altere o valor macroscopico da tensdo, sendo assim ¢ necessario que a média de B no volume

produza a identidade de quarta ordem:
(B)g =1 (3.9)

Além desta propriedade, o tensor B apresenta simetria parcial nas suas componentes,

apresentando as igualdades de componentes na seguinte forma:
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Bijki = Bjixi = Bijix (3.10)

Embora, aparentemente, o tensor resultante de IB(&) : X parega ndo ser simétrico, ¢ possivel

provar que a simetria ¢ satisfeita e ainda que:
(C:B)g = Cpom = (B" : C: B)g (3.11)

Com a expressao (3.8), pode-se calcular a deformacao equivalente:

E=(8a=(5:0)a=(S:B:L)g=(S:B)g: X (3.12)
Desta forma tem-se:
g = Spom * g (3.13)
com
Shom = (S : B)g (3.14)

Sendo assim, verifica-se que a solu¢do do problema passa a ser definida com a determinagao
de B. A expressao (3.13) define a lei de comportamento mecanico do material elastico linear
homogeneizado. Lembra-se, contudo, que nas expressoes anteriores, os tensores C e S
caracterizam cada uma das fazes do material heterogéneo. Explicitando-se S;,,,, para um meio

bifasico e usando-se das propriedades de B pode-se escrever Sy, como:

Shom = f1S1: (B)a1 + S, : (I = fi{B)g1) =S, — f1(S1 — S3) : (B)ay (3.15)

Onde f; representa a fracdo volumétrica da fase admitida. Explicitando-se para o caso do meio

poroso, com S, = @ e com a fase principal sendo denominada de matriz, obtém-se:

Shom = fsSs * (B)as (3.16)

3.4.2 Deformagao Homogénea Aplicada no Contorno

Semelhante a tensdo homogénea e tdo intuitiva quanto, a deformagdo homogénea de contorno

consiste em aplicar uma deformag¢ao homogénea no contorno do VER. Analogamente ao caso
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anterior, os campos de deslocamentos ¢ prescritos devem ser cinematicamente admissiveis e,

com isso, o0 problema microscopico se resume as seguintes equagoes:
{ divo=0emQ (3.17)

Onde ¢ ¢ o vetor de deslocamentos. Assim como realizado no caso anterior, define-se o tensor

de concentragao de deformacgdes A. O tensor A apresenta as mesmas propriedades que o tensor

B e ¢é definido como:
e(x) =A(x): ¢ (3.18)

Analogamente, pode-se explicitar as tensdes homogéneas:

Z={(0)a=(C:e)g=(C:A:€)q=(C:A)g:¢ (3.19)
Desta forma tem-se:
L =Chom € (3.20)
com
Chom = (C: A)g (3.21)

Novamente a solucao do problema passa a ser definida pela determinacao de A. Neste caso, a
expressao (3.20) define a lei de comportamento mecanico do material elastico linear

homogeneizado. Especificando, novamente, para um material bifasico poroso temos:

Chom = fsCs : (A)qs (3.22)

Lembra-se, contudo, que este resultado ndo compreende a transmissdo de esforcos pelas
fraturas, a qual sera abordada mais a diante. Como visto, a abordagem por meio de B fornece o
valor de S, enquanto a abordagem por meio de A fornece Cy,,,,. Na elasticidade tradicional

estes tensores sdo correlacionados pela expressao:
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C:S=1 (3.23)

No entanto, na homogeneiza¢ao existe um erro associado a esta igualdade. Pode-se escrever,

entdo:
(Chom : Shom =0+ E(a3) (324)

Onde E é um tensor de residuos — ou erro — da ordem a3, Sendo a = d/l. Desta forma, pode-
se verificar que se o VER adotado nado respeitasse a condi¢ao de separacdo entre as escalas o
residuo envolvido no processo seria grande e, portanto, os resultados nao seriam confiaveis. No
entanto, respeitando esta condi¢do, o residuo € pequeno e pode-se dizer que Cpp;m € Spom S0

Inversos.

3.5 DETERMINACAO DAS PROPRIEDADES MACROSCOPICAS
ELASTICAS DE MEIOS FRATURADOS

Entende-se como determinagdo das propriedades eldsticas do meio homogeneizado a
determinagdo do tensor Cp,,;, 0 qual contém todas as informacdes elasticas do material.
Existem diversas formas de se determinar o tensor Cj,,, porém, tradicionalmente, recai-se
sobre uma das quatro formas seguintes:

a) resolugdo analitica;

b) limites variacionais;

¢) determinacdo numeérica;

d) estimativas.

Todas estas formas de determinagdo de Cy,,, acima sdo apresentadas nos itens seguintes:

3.5.1 Resolugao Analitica

Utilizando resolugao analitica € possivel resolver um nimero limitado de problemas de forma
exata. No entanto, muitas vezes a dificuldade em fazé-lo torna tal solu¢do inviavel. Nao
obstante, diversos problemas de homogeneizacdo ndo apresentam uma solucdo analitica,

configurando-se mais uma dificuldade de implementac¢do desta metodologia.
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Na prética apenas problemas muito simples, tal como compdsitos estratificados ou com fibras
longas distribuidas periodicamente, sdo resolvidos por meio analitico. Em contraponto, a
resolucdo analitica fornece, sempre que possivel, a solugdo exata em fun¢ao dos pardmetros do

problema em questdo, diferentemente das outras formas mencionadas.

3.5.2 Limites Variacionais

A utilizagdo de limites variacionais nao ¢ utilizada apenas na homogeneizagao, muitas outras
disciplinas, tal como analise limite, utilizam este procedimento. Limites variacionais aplicados
na homogeneizagao fornecem, como o proprio nome diz, limites tedricos entre os quais alguma

propriedade do material deve ser encontrada.

Aplicando-se a determinagdo do Cp, , utiliza-se o principio do minimo em deformacgdo de
forma que torna-se possivel a obtengao de um limite superior para a propriedade desejada. De
forma semelhante, utilizando-se o principio do minimo em tensdes € possivel se obter um limite
inferior. Uma vez que ambos os limites coincidam, o valor da propriedade esta estabelecido de

forma exata.

Embora seja um método aparentemente simples, na pratica € muito dificil e trabalhoso melhorar
a solucao a ponto de se obter limites coincidentes e, portanto, costuma-se utilizar limites gerais

previamente estabelecidos, tal como os limites de Voigt, Reuss e Hashin-Strikman.

Uma vez que a variacdo entre os limites pode ser muito elevada e nem sempre a propriedade
desejada encontra-se em uma condi¢do limite, este método de determinagdo ¢,
preferencialmente, utilizado em conjunto com outros métodos de forma a indicar se os
resultados obtidos por outros métodos sdo confidveis. Lembra-se, contudo, que a utilizagdo de
limites variacionais ndo ¢ capaz de caracterizar adequadamente a morfologia do material,

conduzindo a um resultado que nem sempre ¢ veridico.

3.5.2.1 Limites variacionais de Reuss e Voigt

Tratando-se do limite de Voigt, obtém-se resultados derivados do principio de minimo em
deformagdes e, portanto, obtém-se um limite superior. Para estabelecer este limite, Voigt
admitiu um campo de deslocamentos particular sobre o VER que faz com que todo o VER —
incluindo todas as fases deste — apresente-se sobre a mesma deformacao. Embora este campo

de deformagdo possa ndo estar presente no material, ela conduz a um campo de deslocamentos
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cinematicamente admissiveis e, portanto, ndo contradiz nenhuma equacao de estado. Desta

forma ¢ possivel definir a expressdo para o limite de Voigt como:
Chom = (C) (3.25)

Uma vez que o tensor de rigidez elastico do material fica definido como a média dos tensores
de rigidez elastico de cada uma das fases, pode-se explicitar esta equagdo para materiais

fraturados:
Chom < fsCs (3.36)

na qual f; ¢é a fragdo volumétrica do material da matriz. Tratando-se agora do limite de Reuss,
compreendido como analogo ao limite de Voigt, utiliza-se uma abordagem através do principio
de minimo em tensdes conduzindo, portanto, a um limite inferior. Assim como Voigt, Reuss
definiu um campo de tensdes — estaticamente admissiveis — particular. O campo adotado
também ¢ constante sobre todo o VER. Da mesma forma que o realizado anteriormente, ¢

possivel definir a expressdo do limite variacional de Reuss como:
<S>_1 = <(C_1)_1 < Chom (3.27)
Definido desta forma, pode-se explicitar para o caso de materiais fraturados:

0 < Chom (3.28)

3.5.2.1 Limite variacionais de Hashin-Strikman

Voigt e Reuss admitiram um campo de deformagdo/tensdo constante. Embora os campos
adotados sejam admissiveis, eles ndo caracterizam muito bem os campos formados, levando a
resultados mais afastados do que aqueles que geralmente se formam. Para melhorar estes
resultados, Hashin-Strikman propuseram o uso de campos auxiliares, os quais representam uma
variacdo de uma dada solugdo de referéncia, apresentando a melhor estimativa possivel na
auséncia de informagdes sobre a morfologia. A abordagem empregada conduz a expressao da
energia complementar a qual, quando maximizada, fornece o limite superior de Hashin-

Strikman e, quando minimizada, fornece o limite inferior de Hashin-Strikman.

Para um material bifasico onde uma das fases assume o papel da matriz, os limites de Hashin-

Strikman sao definidos por:
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(Cs + fi[((ci - (Cs)_l + (1 - fi)SS : ((Cs)_l]_l < (Chom

| o (3.29)
Chom < € + (1 = f)[(Cs = €)1+ £S5t : (€)7Y]

Onde S™ e S' sdo os tensores de Eshelby e C; e C; sio os tensores de rigidez da matriz e da

inclusdo, respectivamente.

3.5.3 Determina¢ao Numérica

Mesmo que esta seja uma técnica capaz de determinar as propriedades do material de forma
muito eficiente, este método apresenta algumas limitagdes e dificuldades. Dificilmente a
determinagdo numérica pode ser estendida a outras fracdes volumétricas e morfologias,
restringindo o estudo apenas a um caso especifico. Além disso, para meios peridodicos ¢
necessario a utilizagdo de condi¢des de contorno especiais sobre o VER e para meios aleatorios

¢ necessario a utilizagdo de técnicas de geragao de distribuicdo aleatoria das heterogeneidades.

Todas estas limitagdes fazem da determinacdo numérica um processo muito enrijecido,
dificultando uma abordagem mais geral. No entanto, a determinacdo sistematica de Cjyy, —

quando a microestrutura € prescrita — pode ser preferivel em diversas situacoes.

Para realizar a abordagem numérica, pode-se utilizar a técnica de elementos finitos ou outras
com finalidades semelhantes. O método consta, basicamente, em detalhar um VER especifico,
admitindo todos os materiais e inclusdes presentes, e aplicar condi¢des de contorno. Desta

forma a solu¢do média obtida corresponde a solu¢do do meio homogeneizado.

3.5.4 Problema da Inclusdo de Eshelby e Estimativas Associadas

Embora as estimativas ndo fornecam, em geral, o resultado exato do problema, elas podem
fornecer resultados mais adequados que os métodos anteriores. Diferentemente de limites
variacionais, as estimativas ndo apresentam maximo ou minimo o que implica que estimativas
mal sucedidas possam retornar propriedades as quais o material de modo algum poderia
apresentar. Devido a este motivo ¢ muito recomendado a utilizagdo de algum outro método

juntamente com a determinacao por meio de estimativas.

Embora existam incontaveis formas de realizar estimativas de propriedades dos materiais, as

estimativas mais comumente realizadas sdo aquelas baseadas nos resultados obtidos por
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Eshelby. Eshelby resolveu analiticamente o problema de uma inclusdo elipsoidal em um meio
infinito. A maioria das estimativas utilizam os resultados encontrados por Eshelby a fim de

obter resultados para um numero maior de inclusdes.

3.5.4.1 Problema da Inclusdo de Eshelby

Eshelby (1957) desenvolveu uma solug@o analitica para uma inclusdo elipsoidal I em um meio
infinito 0. Esta inclusao fica definida por seus eixos principais, cujo raio ¢ definido como a;.
Estes resultados obtidos por Eshelby sdo de elevada importancia para a micromecéanica. A

figura 3.6 apresenta a inclusao em um meio infinito, definida por Eshelby.

Figura 3.4: Inclusao de Eshelby em um meio infinito

Lembra-se, contudo, que esta solugdo ¢ valida apenas para elipsoides, nao contemplando outras

formas geométricas. Neste contexto, aplica-se uma deformagio constante E° no contorno deste

meio infinito. Eshelby demonstrou que, sob estas circunstancias, a deformagdo da inclusdo

presente no meio também ¢ constante e fica definida pela seguinte expressao:
e(x) =(eh =Ap(x) :E° Vx €l (3.30)

Onde I define a inclusdao ¢ Ay ¢ um tensor de quarta ordem, denominado de tensor de
localiza¢ao de deformacdes de Eshelby. Este tensor descreve a relacao entre a deformacao da

inclusdo e o carregamento externo E° e pode ser definido como:

Ap(x) = (Ag), =[1+P%: (C;—Cy)] ™t Vx €l (3.31)
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onde C; e C, sdo os tensores elasticos com as propriedades da inclusao e do meio infinito
adjacente a inclusdo, respectivamente. P/ ¢ denominado de tensor de Hill, o qual pode ser

relacionado com $%, denominado de tensor de Eshelby, através da seguinte expressio:
SO = POl ¢, (3.32)

O tensor de Eshelby S% pode ser encontrado para diversas configuragdes de inclusio no
trabalho de Mura (1987). Percebe-se que o tensor de Eshelby ¢ funcdo da forma e orientagao
das inclusdes e das propriedades elasticas do meio onde as inclusdes estdo inseridas. Uma vez
que o volume onde as inclusdes sdo inseridas ¢ infinito, a dimensdo das inclusdes nao ¢

relevante na determinagao deste tensor.

Em relagdao a uma base ortonormal, o tensor de Eshelby apresenta isotropia transversal, isso €,
simetria entre o primeiro e segundo par de indices, mas em geral ndo apresenta simetria de troca

destes pares.
Sijki =Sijik =Sjirt € Sijr #F Skij (3.33)

Com o intuito de ampliar a solucao de Eshelby para meios com mais inclusdes foram propostas
estimativas, dentre as mais comuns estdo as estimativas: diluida, Mori-Tanaka e auto

consistente.

3.5.4.2 Estimativa diluida

Basicamente a estimativa diluida considera que existe um niimero muito pequeno de inclusdes
no meio a ponto de admitir f,, = 1. Desta forma se considera que a modificacdo nos campos
de deformagao — proveniente da presenca de uma determinada inclusdo — ndo ¢ perceptivel
pelas demais inclusdes. Pode-se considerar que o material predominante da matriz ¢ o material
do problema auxiliar. A figura 3.5 explica o modelo diluido. Desta forma o tensor de rigidez

homogeneizado fica determinado pela seguinte equagao:

n
Chiom = Cs + Zfi((ci — €y [T+ P (Ci— )] (3.34)
i=1
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Figura 3.5: Modelo diluido

3.5.4.3 Estimativa de Mori-Tanaka

Basicamente a estimativa de Mori-Tanaka ¢ a generalizagcdo da estimativa diluida de modo a
permitir a consideragdo de qualquer fracdo volumétrica de inclusdes. Desta forma modifica-se
a condicao de contorno do problema auxiliar para que este passe a perceber as demais inclusdes
do problema. Percebe-se, contudo, que ainda existe um material com a caracteristica de matriz.
A figura 3.6 apresenta a estimativa de Mori-Tanaka. Agindo desta forma o tensor de rigidez

homogeneizado ¢ dado por:

CMT =+ Z F(C =€ [14 P (€ — )] (14 P (€ =€) e (335)
i=1

-

ﬁ_-’

VER Problema
Auxiliar

Figura 3.6: Modelo Mori-Tanaka

3.5.4.4 Estimativa Auto Consistente

Por fim, a estimativa auto consistente nao considera a existéncia de um material na posi¢ao de
matriz, admitindo que cada uma das inclusdes percebe um meio completamente homogeneizado

no problema auxiliar. Esta forma de estimativa permite observar problemas de fluxo de fluidos
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de forma mais precisa, visto que ndo existe um material que envolve todas as inclusdes. A
estimativa auto consistente ¢ muito utilizada em geomateriais e policristais. A figura 3.7
apresenta este modelo. Da forma mencionada, a determinacdo do tensor de rigidez

homogeneizado ¢ realizada de forma iterativa por meio expressao (3.40).

o = Zﬁ [ st (€= g, )] (14 B (€ - )] ha (336)

IZ/E -
. ’,-—---..‘I/

L (Chom l
/

-'._-’

VER Problema
Auxiliar

Figura 3.7: Modelo auto consistente

3.6 CASO PARTICULAR DE UM MEIO FRATURADO

Uma vez que no trabalho em questdo estdo sendo utilizadas fraturas, ¢ necessario determinar
um tensor de rigidez eldstico homogeneizado que contemple as propriedades de transmissao de
esforcos destes elementos. Tal modelo ja foi estabelecido por Lorenci (2013) e tem por
finalidade a comparagdo com o modelo viscoelastico, tema deste trabalho. Para materiais

classicos, a lei de comportamento pode ser expressa da seguinte forma:
g=C:¢ (3.37)

No entanto, a transmissao de esforcos entre faces opostas de uma determinada fratura nao
apresenta um carater volumétrico pois tais esforcos atuam diretamente sobre as faces das
fraturas. Este comportamento ¢, entdo, responsavel por uma lei de comportamento conhecida,

porém diferente do habitual:

=K+ ¢ (39)
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onde T ¢ o tensor de primeira ordem que representa os esfor¢os transmitidos entre as faces das
fraturas, [{ ] ¢ a abertura da fratura em uma determinada posicao e K ¢ o tensor de rigidez de

segunda ordem da fratura. A figura 3.8 representa uma fratura presente no VER.

—

=]

Figura 3.8: Representagdo de uma fratura

Para continuar esta se¢do, ressalta-se que a matriz — a fase solida — estd sendo considerado
previamente homogeneizado e admite-se o comportamento eléstico linear. Lembra-se também
que o comportamento individual das fraturas permanece linear dentro do intervalo destas, sendo

a distancia entre as faces opostas de uma fratura sempre positiva.

3.6.1 Lema de Hill para Meios com Descontinuidades

Diferentemente de heterogeneidades tradicionais, fraturas apresentam um comportamento
descontinuo o qual ¢ responsavel por modificar algumas carateristicas do tensor de rigidez.
Desta forma, o tensor de rigidez eldstico homogeneizado tradicional deve ser adaptado segundo
a condicdo de descontinuidade das fissuras. Esta condi¢do ¢ incluida através da adaptacdo do

lema de Hill a meios descontinuos a qual, segundo Maghous et al. (2011) ¢ dada por:

(@) e={geh+ ﬁ ]Z [g]as (3.39)

onde, por defini¢do:
w = YN, w; ¢ o conjunto de todas fissuras, com N igual ao niimero de fissuras.

T'™ = g’ - n é qualquer forca estaticamente admissivel no contorno da fissura i.
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[f ’] =¢ ’(f’) - ¢ ’(g_) ¢ qualquer abertura cinematicamente admissivel para cada fissura i na

posigdo x.

!

IS

e & sdo quaisquer campos de tensdo estaticamente admissivel e deformagdo

cinematicamente admissivel.

Uma vez que o lema de Hill ¢ apresentado para qualquer tensdo microscopica estaticamente

admissivel, pode-se aplicar tal expressdo para um tensor a uniforme e simétrico pertencente a

S. Desta forma pode-se escrever a seguinte expressao @ Q &:
€= (') + Lf ¢'|®nas (3.40)
- = IQO| w -

Onde ®° representa a parte simétrica do produto tensorial: (g ®° g)l_j = (uivj + ujvl-) /2. A

relacdo acima permite observar que a deformacao homogeneizada ¢ composta por duas partes,
sendo o segundo termo inexistente quando os meios em questdo apresentam comportamento

continuo.

3.6.2 Tensor de Concentra¢ao das Deformagdes

Independentemente da consideragdo ou nao da descontinuidade, a definicdo do tensor de

concentracdo das deformagdes permanece a mesma, sendo apresentada por:
e(x)=Ax):e (3.41)

Pode-se extrair a média da expressao acima e, considerando que € € constante, obtendo-se:

(e)=(A:e)=(A): € (3.42)

Por fim, combinando as expressoes (3.41) e (3.42), obtém-se:
(M) e=e—— j [5] ®°n dS (3.43)

= = Ql /=1~

Esta expressao pode ser simplificada ao utilizar a decomposi¢ao de [f ] na seguinte forma:

Abordagem Micromecanica da Propagacao de Fraturas em Meios Elasticos e Viscoelasticos



58

g]= (g g)n+(a e+ (a”+g)e 344
Por fim determina-se:
Ay =1 — — j (n®n@a" + t®°*n®a’ +t'®°n@a’’) dS (3.45)
[0,] ), \ROROL T LOROL L O NG |

Observa-se que a média do tensor A deixa de ser o tensor unitario de quarta ordem, passando a
contemplar um fator que o diferencia de tal. Conhecendo-se A, ¢ possivel obter o tensor de

rigidez homogeneizado:
Z=(C:A:e)=(Cs:A): € (3.46)
Portanto:

Chom = (Cs : A) (3.47)
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4 ABORDAGEM MICROMECANICA DA ELASTICIDADE DE UM
MEIO FRATURADO

Neste capitulo sdo aplicadas as teorias apresentadas neste trabalho com a finalidade de
apresenté-las de forma menos geral e mais praticas. Este capitulo ¢ dividido em sec¢des, cada
qual apresenta a aplicagdo de um determinado conceito apresentado ao longo deste trabalho.
Por vezes alguns desenvolvimentos utilizam resultados provenientes de aplicagdes anteriores e,

portanto, todas aplicacdes se fazem necessarias.

4.1 TENSOR DE RIGIDEZ ELASTICO HOMOGENEIZADO

Para realizar a determinacdo do tensor de rigidez homogeneizado, deve-se inicialmente
determinar a orientagdo das fraturas. Visto que se pode escolher uma infinidade de distribui¢des
de orientacdo das fraturas admitiu-se apenas duas que foram consideradas como mais
importantes: fissuracdo orientada paralelamente e fissura¢do orientada aleatoriamente. Ambas
distribuicdes sdo apresentadas nos capitulos seguintes. A figura 4.1 apresenta o VER admitido

nas duas situagoes:

DISTRIBUICAO  DISTRIBUICAO
PARALELA ALEATORIA

Figura 4.1: distribuicao de fraturas

Além da distribuicao de orientagdo das fraturas, ¢ necessario determinar a forma destas. Uma
vez que sera empregada uma solucao baseada na solucdo de Eshelby, admitiu-se fraturas

exclusivamente oblatas — em forma de esfera achatada — mas lembra-se que a utilizagao de
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fraturas prolatas — em forma de esfera alongada — também pode ser desenvolvida com este

método, alterando-se apenas o tensor de Eshelby.

As fraturas foram adotadas como oblatas, pois esta ¢ a forma mais comum de micro fraturas
existentes em geomateriais. Adotando-se esta geometria de fratura admite-se que um eixo do
esferoide ¢ menor que os idénticos restantes. A figura 4.2 exibe a geometria admitida das

fraturas com a sendo o raio médio das fraturas.

Figura 4.2: Geometria oblata das fraturas
(LORENCI, 2013)

4.1.1 Fraturas Orientadas Paralelamente

Embora a expressdo (3.49) apresente o tensor (A), sua determinagdo analitica em casos menos
especificos ¢ muito dificil. Devido a isso, ¢ muito comum utilizar estimativas para explicitar
este tensor. Sendo uma das mais tradicionais, a estimativa de Mori-Tanaka, baseada nos

trabalhos de Eshelby, pode ser apresentada da seguinte forma para meios fraturados:
. -1 -1 -1
chom = tim{Co+ £ G : [1+P: (G- )] }: {1+ f[1+P: (C-¢)] 7} @D

Onde, f ¢ a fracdo volumétrica de fraturas presente no meio e pode ser definida da seguinte

forma:

f ==-meX (4.2)

com X = az/a sendo o fator de aspecto e € ¢ o pardmetro de dano denominado de densidade
de fraturas, considerando-se um conjunto de fraturas paralelas, introduzido por Budiansky e

O’Connel (1975), o qual pode ser expresso como:
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e=Na? (4.3)

sendo V' o numero de fraturas por unidade de volume e a o raio médio da fratura. Seguindo
desta forma e conforme se admitiu anteriormente — considerando a matriz como isétropa linear

— pode-se definir o tensor de rigidez da matriz na seguinte forma:
C® = 3kJ + 2uK (4.4)

Com k; sendo o modulo de compressdo da matriz e y; 0 mdédulo de cisalhamento desta. Sendo

os tensores J e K os tensores esférico e desviador, definidos como:

J]:

W] =

191 ; K=1-] 4.5)

Considera-se para as micro fraturas o seguinte tensor de rigidez, admitindo a transferéncia de

esforgos entre suas faces:
K =k, n®n + k. (t®t +t'Qt") (4.6)

onde k, e k; sdo respectivamente as rigidezes normal e tangencial, obtidas em laboratorio
aplicando-se as solicitagdes apresentadas na se¢dao 2.3.3.1 e 2.3.3.2, e sdo responsaveis pela
transferéncia de esfor¢os nas dire¢cdes n normal, t e t’ tangenciais perpendiculares. A figura 4.3

ilustra as dire¢cdes mencionadas.

!

(O

Figura 4.3: Componentes normal e tangenciais do tensor
de rigidez de uma fratura

Com os termos do tensor de rigidez da expressdo (4.6) pode-se escrever o tensor C/ o qual fica

dado pela seguinte expressao:
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| 4
(C]=3Xa<kn—§kt>]]+2Xakt]K 4.7)

Desta forma apenas resta conhecer o tensor de Hill P para se caracterizar o tensor de rigidez
homogeneizado. Sabe-se, por meio da expressao (3.36), que o tensor de Hill P se relaciona com

o tensor de Eshelby S" segundo a seguinte equagio:
Sh=p:CS (4.8)

Pode-se retirar o tensor de Eshelby $" de handbooks (MURA, 1987). Segundo Dormieux et al.
(2006), para X < 1 ja ¢é suficiente expandir os termos do tensor de Eshelby segundo os valores
de X em primeira ordem. Com isso tem-se as seguintes componentes, ndo nulas, do tensor de

Eshelby (considerando a fratura normal ao eixo 3):

13 —8v 1—-2v\m

Sth11 = Sihas :W_;)ﬂ Sisas = 1_< 1—VS>ZX
S S
8v. — 1 8vy — 4
Stiz2 = Shhyq = mﬂx Stiaz = Shhaz = '32(; ) nX
4.9)
v v, +1
sk, =Sk =—5[1—< = )nx]
3311 3322 T 1 _p ) 8v,

7 — 8y, 1 Ve —2\T

Sta1z = W_:S)”X Sts13 = Sps23 = > [1 + (15_ vS>ZX]

Onde v define o coeficiente de Poisson para a matriz. Resolvendo-se a expressao (4.1) do

tensor de rigidez homogeneizado apresenta as seguintes componentes nao nulas:

4 a—a
chom — chom _ (k - ) 1 2
1111 2222 st 3 ks a1
4 a; — ag
353 = (ks +30) 7
) (4.10a)
a—a
chom — cho  _ (k _z ) 1 4
1122 2211 s 3.Us a

2 a—«a
hom _ ~hom _ ~hom _ ~hom __ 1 3
61133 - 62233 - C3311 - C3322 - (ks _§ﬂs) a
1
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Chom — rhom _ 2 s — Qe .
2323 — L3131 = 4ls ;
s

Ci5ts = 2p; (4.10b)

Onde os parametros adimensionais a; sao definidos por:

a, = (36 k2e w+ 96 kyuse m + 64uie m+ 27kugm + uim + 27k kya

+ 36k, usa)
a, = (36 k2em — 48 k use m + 16u2e )
a; = (36 kZem + 96 kyuse m + 64ute m) 4.11)

a, = (36 kZ2em + 24 kou.e m — 32u2e )
as = (48 kouse m + 64 ple m + 27k us m + 18uim + 36k.k.a + 48k usa)
ag = (48 kyuse T+ 64 ule m)

As expressoes (4.10) e (4.11) podem ser comparadas com aquelas obtidas por Lorenci (2013)
para distribuicdo paralela de fraturas. Uma vez que o procedimento realizado ao longo deste
trabalho foi similar ao procedimento realizado por Lorenci (2013), ¢ natural obter expressoes

que coincidam de forma plena com suas expressoes.

4.1.2 Fraturas Orientadas Aleatoriamente

Considerando uma situagdo diferente da anterior, onde as fissuras eram paralelas, a presente
situagdo considera que as fissuras sdo perfeitamente aleatorias, ndo existindo dire¢des ou
regioes privilegiadas. Uma vez que as fraturas sao consideradas como elipsoidais — oblatas com
fator de forma quase nulo — pode-se definir um vetor normal ao plano da fratura, de orientagao

p, tal como consta na figura 4.4.

Figura 4.4: Vetor normal ao plano da fratura
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Definido desta forma, o conjunto de todas as orientagdes possiveis de p corresponde a uma

esfera unitaria. A integracdo I de uma determinada quantidade J sobre a superficie desta esfera

¢ definida como:
2T T
I = j Je, ¢) sing d¢ dé (4.12)
9=0"¢p=0

Sob este aspecto, € possivel definir uma fun¢do de probabilidade de distribuicao de orientagao

das fissuras (6, ¢), Esta funcdo define a probabilidade do vetor p estar orientado entre os

angulos (8,) — (6, + dB) e (¢y) — (¢pq + d¢), sendo apresentada da seguinte forma:

PO, < 0<0,+dO; ¢g < ¢ <P, +dp) =1(0,, ¢a) (4.13)

Segundo Advani S. G. e Tucker III, C. L. (1987), a func¢do de probabilidade ¥ (6, ¢) deve
satisfazer certas condigdes fisicas. A primeira ¢ que as orientagdes (6,¢) ¢ (r — 0, ¢ + )

devem ser indistinguiveis. Em outras palavras esta condi¢do afirma que a funcdo de

probabilidade ¥ (6, ¢) deve ser periddica:

v(p)=v(-2) (414

A segunda condicdo ¢ a de normalizacao da funcao, fazendo com que a fun¢do caracterize

exclusivamente a orientacao das fissuras, nao alterando as dimensoes:

21 T
f Y(0,¢) sing dp df = 1 (4.15)
0=07¢p=0

A terceira condi¢do, denominada de condi¢ao de continuidade, descreve a variagao temporal da

orientagdo das fraturas. Tal condigdo ¢ apresentada como:

ay d . 1 d .\ i .
dar _E(lep) - Sln(d))ﬁ(ew) - dp (w B) (4.16)

Onde d/ (dp) representa o operado gradiente na superficie da esfera unitaria.
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Para o caso especifico em que todas as inclusdes apresentam a mesma geometria, dimensdes e
apresentam distribuicdo de orienta¢des perfeitamente aleatoria a fungdo distribuigdo (8, ¢)

possui valor constante:

1
¥(0,9) = (4.17)

Adotando, entdo, o seguinte modelo escreve-se a fracdo volumétrica de fraturas aleatorias

como:

4
= —meX (4.18)
fr=3
Uma vez estabelecidas as hipoteses acima, admite-se que a estimativa de Mori-Tanaka —
fazendo-se a consideragdo de juntas curtas e com distribui¢cdo perfeitamente aleatoria — ¢ dada

pela integragdo sobre todas as orientacdes das fissuras ou seja, sobre a esfera unitaria. Sendo

assim, a expressao para a estimativa de Mori-Tanaka ¢ dada por:

-1

chom = lim {(CS +C:[I+P:(Cs— (c]-)]_1 } : {11 +[1+P:(C— (cj)]_l} (4.19)

Sendo a quantidade 7(6, ¢) definida como:

2w T

TOH=[ | 1 900.6)90.6) sin@)dp do (420)
6=07¢p=0

Lembra-se que C; e C; sdo isotropicos €, portanto, sdo independentes dos angulos 6 e ¢, desta

forma podem ser utilizados as mesmas expressoes descritas para fraturas paralelas:

$ =3k + 2uK

A (4.21)
c’ =3Xa<kn—§kt>]]+2Xakt]K

Quanto ao tensor de Eshelby S$" — relacionado com o tensor de Hill P — este é definido em
coordenadas locais. Tal fato ndo interfere na distribuicao paralela onde todas as fraturas
apresentam o mesmo sistema de coordenadas, de forma que consideramos o sistema de

coordenadas global idéntico ao local. No entanto, na distribuicdo aleatoria cada fratura
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apresenta um sistema coordenado que pode ser diferente do global e, portanto, devemos
transformar cada um destes sistemas coordenados locais em sistemas globais escritos em termos
dos angulos 6 e ¢. Para fazer este procedimento faz-se uma mudanca de coordenadas do sistema

local ao sistema global. Esta mudanga de coordenadas ¢ expressa pela seguinte expressao:
Sijkl = qmiqnjqokalS,mnop (4.22)

Onde S;jy; sdo os termos do tensor de Eshelby em coordenadas globais € S’y € 0 Teciproco
em coordenadas locais. Quanto aos termos q;, estes sdo provenientes da matriz de rotagdo de

transferéncia de coordenadas deduzida com base na seguinte expressao, na base ortonormal:
_ ’
€ = qije i (4.23)

Desta forma, para o sistema coordenado apresentado, o tensor g fica definido como:

cos @ —sinf 0
q =|sinfcos¢p cosfcos¢p —sing (4.24)
= Lsin@sin¢ cosfsing cos¢

Desta forma, resolvendo-se a expressao 4.19 obtém-se o seguinte resultado:

4 B
Ciorn = Chgps = Ot = (ko + 2 1s) gon (361 + 6480KkZuln2e — B64k,uine -

2304uin?e — 3456k k,uimae — 4608k, udwae + 8640k2k u,mae +
9216k k. u2mae — 3072k, u3mae)

B 2
Chogs = Chem = CIOT = Clghy = CEIE =l = (ks — 218) 3 -
B2Ba 3
3240 k2uim?e — 6048 k udm?e — 2304 pin?e — 34992 k3k, mae — (4.25)

23328 k2k,u,mae — 13824k k,u?nae — 4608k, udmae + 34992k3k,mae +
19008k2k,usmae + 2304k k u2mae — 3072k udmae) + (k,, —

kt)(34992k;*na6)>
90818
chgys = choyn = clgpy = 2l

Cujos coeficientes f5; sdo dados pelas seguintes expressoes:
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B, =12kem+16ksempus+12apusky, +9kgak, +3mpu +9 ks pg
Ps=9ksmus+12 ks ak, + 16 ug a k, + 6 w pug?
Bs = (288B1ks ps€ m + 384y pie m + 48Pk ps€ m + 6433 pie w + 450 B3)
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(4.26)

Levando-se em consideragdo a aleatoriedade perfeita da distribuicdo das fraturas, observa-se

que o tensor de rigidez C'o™

chom =3 knomJ + 2 thhom K

Desta forma os valores de kjm, € Unom Sa0 dados pelas seguintes expressoes:

knom = 3 ks &
2
_ A45B1B3
Hnom =
Ba

resultante € isotrdpico e, portanto, pode ser escrito como:

(4.27)

(4.28)

Novamente, comparando as expressoes (4.25), (4.26) e (4.28) com os resultados obtidos por

Lorenci (2013), observa-se uma correlagao plena. Esta relacao foi esperada a partir do momento

em que se usou 0 mesmo procedimento para determinag@o e sinaliza que os resultados obtidos

estao corretos.

4.1.3 Representacao Grafica das Componentes Elasticas da Rigidez

Uma vez que as expressdes anteriores foram determinadas analiticamente, torna-se necessario

determinar o material cujas propriedades devem ser utilizadas. Uma vez que algumas das

propriedades sdo de dificil obtengao, foi necessario escolher dois materiais cujas propriedades

fossem semelhantes. Desta forma admitiu-se as rochas Diabdsio e Norito cujas propriedades

relevantes encontram-se na tabela 4.1. Estes materiais foram utilizados em todas aplicagdes

referentes ao presente capitulo.

E 85 | GPa k,, 25 |GPa/m
Vg 0,28 - k; 10 |GPa/m
Us 33,2 GPa F; 735 Pa.m
k, | 64,4 | GPa

Tabela 4.1: Propriedades do Material Admitido
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Ressalta-se que o valor de k; foi admitido com base em k,, da seguinte forma: k,, = 2,5 k;.
Além disso, o valor V foi admitido unitéario, de forma a significar uma fratura por elemento de
volume. Obtendo-se todos os parametros da matriz em questdo, € possivel representar
graficamente as componentes dos tensores de rigidez para cada uma das distribui¢des sugeridas.
Neste aspecto, as figuras 4.5, 4.6 e 4.7 representam comparacao dos valores obtidos para as
componentes do tensor de rigidez admitindo cada uma das distribui¢des de fraturas (aleatoria e
paralela). Observa-se, contudo, que os valores se encontram normalizados pelo valor da

componente admitindo que nao existem fraturas.
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Figura 4.5: Componentes “iiii” do Tensor de Rigidez
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Figura 4.7: Componentes “ijij” do Tensor de Rigidez

Observa-se nos graficos acima que, durante a distribuigio paralela, a componente CHo

perpendicular as fraturas apresenta um declinio muito mais acelerado que as componentes CJ:o%
e CIoM paralelas. Tal fendmeno ocorreu de modo similar nas demais componentes do tensor de

rigidez.

Comparando-se ambos modelos, de forma geral, as componentes do modelo de distribui¢do de
fraturas aleatorio encontram-se entre os valores extremos das componentes do tensor de rigidez
do modelo de distribui¢do paralelo. No entanto, na figura 4.6 ndo se observou tal
comportamento, podendo-se supor que no modelo de distribui¢do aleatorio existe uma menor

influéncia entre cada uma das diregdes do tensor em relagdo as demais.

4.2 PROPAGACAO DE FRATURAS EM MEIO ELASTICO

Na sec¢do anterior definiu-se o tensor de rigidez homogeneizado do meio admitindo os modelos
de distribui¢do de fraturas paralelo e aleatdrio, cada qual apresentando um resultado diferente.
No entanto, aqueles resultados sdo validos para um determinado nivel de fraturagdo e nao
determinam se existe ou ndo propagac¢ao das fraturas existentes. Nesta se¢dao foi avaliada a

propagacao das fraturas, avaliando-se o nivel de carga necessario para o inicio da propagagao.

Antes de prosseguir, ¢ necessdrio apresentar algumas ferramentas da mecanica da fratura.
Diferentemente da mecanica da fratura tradicional, admitida por Griffith, as fraturas aqui

apresentadas apresentam interagdo entre faces opostas. Desta forma apresenta-se um
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comportamento pré-determinado para as fraturas, cujo tensor de rigidez fica denominado por

K. Tal tensor ¢ determinado em laboratorio para, posteriormente, ser aplicado no contexto

necessario.

O desenvolvimento da condi¢do de propagacdo para fraturas ¢ realizado de forma analoga ao
material de Griffith, com a diferenca de que, no trabalho em questao, nao sera propagada uma
fratura Unica e sim um conjunto delas e, portanto, tornam-se necessarias as ferramentas da
homogeneizacgao. Inicialmente admite-se que a densidade volumétrica de energia livre do meio

elastico homogeneizado ¢ dada por:

N =
Im

WS =€ Crom(e) s € (4.29)
onde Cp, define o tensor de rigidez do material fraturado homogeneizado. Pode-se escrever a
dissipacdo de energia D como a diferenga entre a densidade de energia mecanica de deformagio

Y, e a densidade de energia armazenada W, . Tem-se entdo:

Wy =3 w, ( )—Wf—an L

M _: g ) L g,E - - ag g e € (430)
D s owr . ow’ owry . ow’l | (4.31)
1] 25 T9e £ 0e T\ 27 9e )E 0 €

sendo X a tensdo macroscopica, € a deformagdo macroscopica, |Qy| o volume do VER e € um

parametro que represente o dano macroscopicamente — neste trabalho adotou-se o parametro de
densidade de fraturas, apresentado por O’Connel. Por outro lado, a equagdo de estado eléstica

escrita na escala macroscopica ¢:

L= = Cpom * € (4.32)

Desta forma a expressao da dissipacao de energia, reduz-se a:

D owr (4.33)
0]~ 9e ©
0
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Para avaliar a propagacdo de fraturas, avalia-se a for¢a termodinamica F responsavel pela
propagacao, o que se torna equivalente a evolugao do €:
ow’ (4.34)

>0
de —

Escreve-se entdo, o seguinte critério de nao propagacao, baseado na existéncia de uma forca

termodindmica critica F, a partir da qual a fratura se propagara:

F < F.(e) (4.35)
Desta forma escreve-se:
ow’r 4.36
——— =< F(e) (3:30)
de

De forma mais elaborada, pode-se expandir o termo da derivada parcial e escrever:

dC 4.
. hom fe< fFC((:') ( 37)
de =

1
2

Im

Baseando-se na igualdade Cp,p, @ Shom =1, € possivel deduzir uma condigdo de ndo
propagacao semelhante a expressao (4.37) formulada em termos de tensdes macroscopicas, a

qual fica expressa por:

. OShom (4.38)

O procedimento utilizado para deduzir esta expressdo resume-se a:

Chom:Shom =1

aCy, Sy,
a?ﬂ&m+cmz £m=@

_a(chom_S =C _aShom
Toe nom = MhomiT (4.38)
aCy, S,
—::Tom: Shong =€ (Chom'Tong
a(Chom aShom
—€ re=Y: )
= Jde = = Ode =
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Observa-se, contudo, que a forca termodinamica critica F, ¢ uma propriedade dependente da
escala de observagao, do tamanho e quantidade das fraturas e da historia do carregamento, nao
podendo ser determinado para um determinado material e sim para uma determinada estrutura.
Contudo, a expressao (4.39) fornece uma relagdo entre F. e F;. Onde F, ¢ a forga
termodinamica critica para uma fratura isolada apresentada por Griffith, a qual é propriedade
do material e caracteriza a energia por unidade de superficie que ¢ irreversivelmente dissipada

na forma de aumento da area superficial da fratura ou seja, da propagacao da fratura.

e = 5, (0 4

3
Esta expressao ¢ deduzida com base na expressao da dissipacao de energia durante a propagacao
(§ > 0 ou € > 0), a qual pode tomar duas formas distintas dependendo se a anélise baseia-se
sobre uma fratura unitaria ou sobre um conjunto de fraturas ocupando um determinado volume
|Qo]. Estas duas formas devem ser equivalentes, no entanto, é necessario manter a consisténcia
dimensional para que sejam escritas como iguais. A expressao (4.40c) apresenta a igualdade

entre estas duas formas, mantendo a consisténcia dimensional:

D = F,s (4.40a)
D .y (4.40b)

—_— €

Qo] "¢

D (4.40¢)
m = NTtS = :FC(-.'
0

2

~ €\3 , . ~
Nesta expressdo, s =ma? = (ﬁ) ¢ dada como a superficie da fratura e sua evolugdo se

€SCreve como:

2 1
2 b (4.41)

Unindo-se as expressoes (4.40) e (4.41) obtém-se, entdo, a expressdao (4.39). Para aplicar a
propagacdo de fraturas, o problema serd dividido em dois: tensdo prescrita e deformacdo
prescrita. Para aplicar a problematica em tensdes prescritas, utiliza-se a expressao (4.38) e para

a abordagem em deformagdes prescritas, utiliza-se a expressao (4.37).
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Recorda-se que ambas as expressdes apresentem o mesmo resultado e podem ser aplicadas nas
duas condi¢des anunciadas. A forma com que foi proposto apenas facilita os calculos e a
compreensdo das equacdes. Existe, no entanto, uma dificuldade ao aplicar a condigdo em
tensdes expressa pela expressao (4.38), trata-se do tensor Sy, 0 qual ndo foi determinado neste
trabalho. Para determinar Sy,,,,, foi realizada a seguinte aproximacio: Sj,m = Cham-. Sabe-se,
conforme mencionou-se na se¢do3.4.2, que no ambito da homogeneizagao esta relagdo apenas

¢ verdadeira para meios periddicos € no caso vigente existem erros associados a esta expressao.

Lembra-se, contudo, que a variavel € ¢ apresentada como qualquer parametro que representa
macroscopicamente as fraturas e, portanto, podem ser utilizados quaisquer parametros de
fratura para a avaliagdo das condigdes aplicadas. No caso em questao, julgou-se mais adequado
a utilizacao do parametro de densidade de fissuras apresentado por O’Connel. A presente se¢ao
¢, entdo, dividida em 4 subseg¢odes, contendo os modelos de distribui¢do de fraturas paralelo e

aleatodrio e a prescri¢do de tensdo ou deformagao.

4.2.1 Deformacao Prescrita - Fraturas Orientadas Paralelamente

Uma vez admitindo a distribuicdo paralela das fraturas — lembrando-se que as fraturas sdo
definidas perpendicularmente ao eixo 3 — define-se a derivada do tensor de rigidez
homogeneizado Cp,,,,, em relagdo a densidade de fraturas e como a derivada de cada um de seus
coeficientes. Desta forma obtém-se as seguintes componentes:

OCITTT _ 0C3es _ 9CiT, _0C _ 127y

— _ 2
de  de  de  Oe a? oz ks + 4us) (Bks = 2us)

acéls%rg: 127y,

3ks + 4u)3
aE al ( MS)
(4.42)
aC1133 aCzhzogg aCéls?lwll aCztlé)znzl 12 T V1
= = 3k, + 4 3ks—2
de de de de a? ¢ Hs)*( Hs)
aCyes 355‘1"5'1’ _%%6my; , CHr
= 3k + 4 ; =0
d€ o€ al s Hs) de

Onde os parametros a; sdo os mesmos das expressoes (4.11) e os parametros y; sdo:
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Y1 = Bkgpigm + pi w + 3kskypa + 4knpsa)

Y2 = (Oksugm + 3u? w + 6k kya + 8kyuga)

¥3 = Oksusm + 6u2 mw+ 12kkia + 16k usa)
Ya = R7ksugm + 18u2 m + 24k kea + 32k ugsa)

e
¥s=— (kg + 4us) = Nma?(3kg + 4us) (4.43)

4 9
v ((3”3 + s (ks + 2ﬂs>> vi + (v3 — 6mu ks + pg)ys —

3
22 (ks + 2115) (3ks + 1))z + (Sm2u2) 3k + us)zn)

Determinado o tensor dCy,,,,/0€, admite-se trés casos de deformagdes prescritas para obter

resultados mais especificos.
a) deformagao isotropa: € = E 1;
b) deformagao uniaxial: € = E e3®es;

¢) deformacdo de cisalhamento: € = E (g2®gs + gs®gz).

4.2.1.1 Deformagao Isotropa

Aplicando-se a deformagao isotropa do tipo € = E 1 e resolvendo a expressado tensorial (4.37)

obtém-se a seguinte condicao de propagagao:

486 k2 y, (3k, + 4u;)E? (4.44)
2 S :FC(E)
(4 aysBks +4us) +9y1)

Desta forma — enquanto ainda ndo existe a propagacdo das fraturas — pode-se admitir a

existéncia de uma deformacdo critica onde se tem o inicio da propaga¢do a qual fica

representada por:

4.45
L _GayGht ) +9y) | F(@ (143
eri = 9k, 61071 (3ks + 4y15)
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4.2.1.2 Deformagao Uniaxial

Aplicando-se a deformagao Uniaxial do tipo € = E e3®e3 e resolvendo a expressdo tensorial

(4.37) obtém-se a seguinte condi¢do de propagagdo:

6 Ty, (3ks + 4u)3 E2 (4.46)
2 S :FC(E)
(4 ays(Bks +4us) +9y1)

Desta forma — enquanto ainda ndo existe a propagacdo das fraturas — pode-se admitir a
existéncia de uma deformacdo critica onde se tem o inicio da propaga¢do a qual fica

representada por:

(4.47)

g aysGks +4u) +9y1) Fe(e)
o (Bks + 4ps) 61 y1(3ks + 4u)

4.2.1.3 Deformagao de Cisalhamento

Aplicando-se a deformagdo de Cisalhamento do tipo € = E (gz ®e; + gs®g2) e resolvendo a

expressao tensorial (4.37) obtém-se a seguinte condi¢dao de propagacao:

48 1 u? y.(3k. + 4u.) E? 4.48
us v3(3ks us)z < F.(0) (4.48)
(16ausys+3y3)

Desta forma — enquanto ainda ndo existe a propagacdo das fraturas — pode-se admitir a
existéncia de uma deformacdo critica onde se tem o inicio da propagag¢do a qual fica

representada por:

(4.49)

g {d6auys+3ys) Fe(e)
o 4ug 3my3(3ks + 4ug)

4.2.1.4 Representacio Grafica das Deformagdes Criticas

Aplicando-se os parametros apresentados anteriormente na figura 4.4, apresentada na se¢ao
4.1.3, pode-se apresentar o grafico da figura 4.8, o qual estabelece a deformacao critica para
cada uma das dire¢des de deformagdo aplicada segundo o parametro de dano. Em outras
palavras, para um determinado nivel de dano, existe uma deformac¢ao na dire¢do da deformagao
solicitante que ¢ responsavel por iniciar o processo de propagacao de fraturas no material, esta

deformacao ¢ representada na figura 4.8.
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Figura 4.8: Comparacao entre as deformacodes criticas admitindo
distribui¢do paralela de fraturas

Ressalta-se que se o pardmetro de dano for admitido como nulo a deformacao critica se estende
até infinito em todos os casos, isso ocorre devido ao fato de nao ser possivel propagar uma
fratura que sequer encontra-se na matriz, com a teoria apresentada aqui. Percebe-se que
materiais fraturados sdo mais deforméveis e, portanto, apresentam um valor critico mais

elevado.

4.2.2 Deformacao Prescrita - Fraturas Orientadas Aleatoriamente

Diferentemente da orientagdo paralela das fraturas, aqui o tensor dCy,,,, /€ néo foi apresentado
pois seus termos apresentam expressdes muito extensas, porém as condi¢des de propagacao
resultam em expressdes mais simples, as quais podem ser apresentadas de forma semelhante as
anteriores. Da mesma forma que realizado anteriormente, admite-se trés casos de deformacgdes

prescritas.
a) deformagao isotropa: € = E 1;
b) deformagao uniaxial: € = E e3®es;

¢) deformacdo de cisalhamento: € = E (g2®g3 + g3®g2).
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4.2.2.1 Deformagao Isotropa

Aplicando-se a deformagao isotropa do tipo € = E 1 e resolvendo a expressao tensorial (4.37)

obtém-se a seguinte condi¢do de propagacao:

54 wkZ vy (ks + 4pts)E? 4.50
T S )/1( S MS) S :F'C(E) ( )
B3

Desta forma — enquanto ainda ndo existe a propagacdo das fraturas — pode-se admitir a
existéncia de uma deformacdo critica onde se tem o inicio da propaga¢do a qual fica

representada por:

Ecri =

B, £(©) (*31
3ke || 6771 (ks + 415)

4.2.2.2 Deformagao Uniaxial
Aplicando-se a deformacdo uniaxial do tipo € = E e3®e3 e resolvendo a expressdo tensorial

(4.37) obtém-se a seguinte condicao de propagagao:

18 3k. + 4u,) E? 4.52
Y4 ( 2s - Hs) P < F.(e) ( )
B;Bs

Onde:

P = 1440u3yiys + 15y{y3 (45k3 + 1643) + 960aksusyiysysBks + 4us) +  (4.53)
3072a2k52ﬂ§)/12)/52 + 32aks.“sV1Y3Y5(3ks + 4#5)(1127-[](5#56 + 5]/3) +
512a*kiusy3ys

Desta forma — enquanto ainda ndo existe a propagacdo das fraturas — pode-se admitir a
existéncia de uma deformacao critica onde se tem o inicio da propagagdo a qual fica

representada por:

(4.54)

E.. = pp F.(e)
ert = 2P 1181y, (3ks + 4ug)P
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4.2.2.3 Deformagao de Cisalhamento

Aplicando-se a deformagdo de Cisalhamento do tipo € = E (gz ®e; + gs®g2) e resolvendo a

expressao tensorial (4.37) obtém-se a seguinte condigao de propagacao:

720 1 uf y1v3(Bks + 4us) (6y1 + v3) E? (4.55)
4

Desta forma — enquanto ainda ndo existe a propagacdo das fraturas — pode-se admitir a
existéncia de uma deformagdo critica onde se tem o inicio da propagacdo a qual fica

representada por:

Ba Fe(e) (4.36)

12u, | 5Tt y1Y3 (ks + 4ps) (6Y1 + ¥3)

Eori =

4.2.2.4 Representacao Grafica das Deformagdes Criticas

Aplicando-se as propriedades apresentadas anteriormente na figura 4.4, apresentada na se¢ao
4.1.3 pode-se apresentar o seguinte grafico cuja interpretagdo for realizada na secao 4.2.1.4,

comparando a deformagao criticas nas trés situagdes estudadas:

Distribuicdo Aleatdria
0,00050
0,00045
0,00040 —+

:% 0,00035 +— - /—

o 0,00030 —

B 0,00025 -\

E 0,00020 \‘—""/_

& 0,00015 e
0,00010 S s
0,00005
0,00000 . . . ;

o 0,2 0,4 06 038 1
Pardmetro de Dano - £
e it j0 e Eerit- uni Ecrit-cis

Figura 4.9: Comparacdo entre as deformagdes criticas admitindo
distribuicao aleatoria de fraturas

Novamente, ressalta-se que se o parametro de dano for admitido como nulo a deformagao critica

se estende até infinito em todos os casos, isso ocorre devido ao fato de nao ser possivel propagar
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uma fratura que sequer encontra-se na matriz. Percebe-se que materiais fraturados sdo mais

deforméveis e, portanto, apresentam um valor critico mais elevado.

4.2.3 Tensao Prescrita - Fraturas Orientadas Paralelamente

Como mencionado anteriormente, para a expressao (3.38) sera utilizada a aproximacgao S, =
Chin. Esta aproximagdo ndo apresenta as sutilezas do verdadeiro Sp,n, €, portanto, os
resultados podem ser diferentes daqueles observados com o real valor de S;,,,. define-se,
novamente, a derivada do tensor de flexibilidade homogeneizado S;,,,, em relacao a densidade
de fraturas € como a derivada da inversa do tensor de rigidez C;, . Desta forma obtém-se as
seguintes componentes nao nulas — para fraturas perpendiculares ao eixo 3:

ashom  4q
=—3k.+4

4.57)
ashom _ oSyt 8m

o€ de 3y

(3ks + 4us)

Onde os parametros y; sdo os mesmos das expressoes (4.43) e os demais termos — nao
simétricos — sdo nulos. Determinado o tensor 9S;,,,/0€, admite-se trés casos de tensdes

prescritas para obter resultados mais especificos.
a) tensao isotropa: E =X %;
b) tensdo uniaxial: I =1e;®es;
¢) tensao de cisalhamento: £ = % (e,®e;3 + e3®e;).

4.2.3.1 Tensdo Isotropa

Aplicando-se a tensdo isotropa do tipo £ = X 1 e resolvendo a expressao tensorial (4.38) obtém-

se a seguinte condi¢do de propagacgdo:

2 3k. + 4u.)X? 4.58
m (ks + 4us) < (0 (4.58)
3y

Desta forma — enquanto ainda ndo existe a propagacdo das fraturas — pode-se admitir a
existéncia de uma tensao critica onde se tem o inicio da propagagao a qual fica representada

por:
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(4.59)

s = 3y, F.(e)
crt 21 (3k, + 4us)

4.2.3.2 Tensao Uniaxial
Aplicando-se a deformacgdo uniaxial do tipo £ = X e3®e3 € resolvendo a expressdo tensorial

(4.38) obtém-se a seguinte condicao de propagagao:

2 3k. + 4u.)X? 4.60
m (ks + 4us) < F.(0) (4.60)
3y

Observa-se que a condicao de propagacao (4.60) ¢ idéntica a condi¢cdo de propagacao (4.58).
Tal comportamento ocorre devido as componentes nulas na derivada do tensor Sy,
impedindo que exista propagacao nas diregdes (1) e (2) que sdo paralelas as fraturas. Desta
forma — enquanto ainda ndo existe a propaga¢do das fraturas — pode-se admitir a existéncia de

uma tensdo critica — igual a expressdo (4.59) — que provoca o inicio da propagacdo a qual fica

. _ |_3nR@ (4.61)
et 21 Bkg + 4puy)

Aplicando-se a tensdo de cisalhamento do tipo X =X (g2®gs + gs®g2) e resolvendo a

representada por:

4.2.3.3 Tensao de Cisalhamento

expressao tensorial (4.38) obtém-se a seguinte condicao de propagacao:

4 k. + 4 L 4.62
T ( s .us) < fFC((:') ( )
3ys3

Desta forma — enquanto ainda ndo existe a propagacdo das fraturas — pode-se admitir a
existéncia de uma tensao critica onde se tem o inicio da propagagao a qual fica representada

por:

(4.63)

s = 3ys Fe(€)
crt 41 (kg + 4uy)
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4.2.3.4 Representacao Grafica das Tensdes Criticas

Aplicando-se os parametros apresentados anteriormente na figura 4.4, apresentada na se¢ao
4.1.3, pode-se apresentar o grafico da figura 4.10, o qual estabelece a tensao critica para cada
uma das dire¢des de tensdo aplicadas segundo o parametro de dano. Em outras palavras, para
um determinado nivel de dano, existe uma tensdo na direcdo da tensdo solicitante que ¢

responsavel por iniciar o processo de propagacdo de fraturas no material, esta tensdo

O~

representada na figura 4.10.

Distribuicdo Paralela

0,025

0,020 3

0,015 1%

0,010

Tensdo Critica (GPa)

0,005

0,000

o 0,2 0.4 0,6 0,8 1
Pardmetro de Dano - £

— Y crit-iso, 2 crit- uni -2 crit-cis

Figura 4.10: Comparagdo entre as tensoes criticas admitindo
distribuicao paralela de fraturas

Novamente, ressalta-se que se o parametro de dano for admitido como nulo a tensdo critica se
estende até infinito em todos os casos. Como pode-se observar, nesta situagdo os limites
aplicando tensdes isotropas e direcionadas obtiveram a mesma curva. Como ja foi explicado,
tal resultado ocorre devido a impossibilidade de propagacao das fraturas ao aplicar tensdes
paralelas a estas e, devido a isso, tensoes isdtropas apenas apresentam uma direcao responsavel
pela propagacgdo. Ressalta-se que os eixos das fraturas coincidem com a dire¢ao de aplicacao
das tensoes, caso as tensOes ndo coincidissem sobre estes eixos, estes resultados ndo seriam
obtidos. E importante perceber que a medida que o material se danifica, a tensdo critica reduz.

Este comportamento ¢ explicado devido a redugdo da area da matriz do material.
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4.2.4 Tensao Prescrita - Fraturas Orientadas Aleatoriamente

Como mencionado anteriormente, para a expressao (3.38) sera utilizada a aproximagdo S, =
C,L... Esta aproximacdo nio apresenta as sutilezas do verdadeiro Sp,., €, portanto, os
resultados podem ser diferentes daqueles observados com o real valor de S,,,. define-se,
novamente, a derivada do tensor de flexibilidade homogeneizado S;,,,, em relacdo a densidade
de fraturas € como a derivada da inversa do tensor de rigidez Cj,,,. Desta forma obtém-se as

seguintes componentes nao nulas — com i,j = 1,2,3, sem admitir a convengdo de Einstein:

ashom g 8y, + 3
AR - (gks + 4[15) ( )/1 V3)
de 45 Y1V3

0 Sg;?j 4im (4v1 —v3)
= — k. +4u,) —= 4.64
de 45 (35 + 4us) Y1Y3 ( :

gshom  gghom g
S = I = o (3ks + )
e e 45

(6)/1 + Vs)
Y1V3

Onde os parametros y; sao os mesmos das expressoes (4.43). Os demais termos — ndo simétricos
— s30 nulos. Da mesma forma que realizado anteriormente, admite-se trés casos de tensodes

prescritas.
a) tensao isotropa: E =X %;
b) tensdo uniaxial: z=1e;®es;
¢) tensdo de cisalhamento: E =2 (gz®g3 + gs®gz).

4.2.4.1 Tensao Isotropa

Aplicando-se a tensdo isotropa do tipo X = X 1 e resolvendo a expressao tensorial (4.38) obtém-

se a seguinte condi¢do de propagacgao:

21 (k. + 4u)x? 4.65
(3ks + 4us) <7.(0) (4.65)
371

Desta forma — enquanto ainda ndo existe a propagacdo das fraturas — pode-se admitir a
existéncia de uma tensdo critica onde se tem o inicio da propagac¢do a qual fica representada

por:
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(4.66)

s = 3y, F.(e)
crt 21 (3k, + 4us)

4.2.4.2 Tensdo Uniaxial
Aplicando-se a tensdo uniaxial do tipo £ = X e3®e; e resolvendo a expressdo tensorial (4.38)

obtém-se a seguinte condicao de propagagao:

21 (3k. + 4u.)(8y, + 3y4)x2 4.67
(3ks + 4ps)(8yy + 3y3) < .(0) (4.67)
45v1Y3

Desta forma — enquanto ainda ndo existe a propagacdo das fraturas — pode-se admitir a
existéncia de uma tensdo critica onde se tem o inicio da propagac¢do a qual fica representada

por:

(4.68)

Y= 45 V1Y3:Fc(6)
o 21 (3ks + 4ps)(8y1 + 3y3)
4.2.4.3 Tensao de Cisalhamento
Aplicando-se a tensdo de Cisalhamento do tipo X =X (e,®e3 + e3Q®e,) e resolvendo a

expressao tensorial (4.38) obtém-se a seguinte condicao de propagacao:

41 (3ke + 4u) (67, + 72)22 4.69
(Bks + 4ps)(6y1 +v3) < T.(0) (4.69)
45v1Y3

Desta forma — enquanto ainda ndo existe a propagacdo das fraturas — pode-se admitir a
existéncia de uma tensdo critica onde se tem o inicio da propagacgdo a qual fica representada

por:

(4.70)

o= 45 )/1]/3‘7:0(6)
ik 4T (3ks + 4’.“5)(6]/1 + VB)
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4.2.4.4 Representacao Grafica das Tensdes Criticas

Aplicando-se as propriedades apresentadas anteriormente na figura 4.4, apresentada na se¢ao

4.1.3 pode-se apresentar o seguinte grafico cuja interpretagdo for realizada na secao 4.2.3.4,

comparando-se a tensao critica nas trés situagdes estudadas:

Distribuicdo Aleatodria
0,035 -

0,030 4

0,025
0,020 - k
0,015 k —

0,010 -

Tensdo Critica (GPa)

0,005

0,000 -+ - . - .

o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Pardmetro de Dano - £

2 crit-uni - 2 crit-cis

—73 crit-is0

Figura 4.11: Comparagao entre as tensdes criticas admitindo
distribuicdo aleatoria de fraturas

Novamente, ressalta-se que se o parametro de dano for admitido como nulo a tensdo critica se
estende até infinito em todos os casos. E importante perceber que a medida que o material se
danifica, a tensdo critica reduz. Este comportamento ¢ explicado devido a reducao da area da

matriz do material.

4.3 FORMULACAO ALTERNATIVA DO CRITERIO DE PROPAGACAO

Determinar os valores de F. em laboratorio pode se revelar uma tarefa complexa. Devido a esta
dificuldade, deve-se buscar um meio alternativo de representar as condi¢des de propagacao.
Nguyen (2011) propdem a normalizagdo das condigdes de propagagdo por sua respectiva
condicdo de inicio de propagagdo. Desta forma, tratando-se do valor efetivo da forca
termodinamica critica F,, este valor pode ser substituido pelo seu respectivo valor algébrico da

defini¢do correspondente.
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4.3.1 Propagacao de Fraturas: Abordagem em Tensoes

Para tal andlise, admite-se que as tensdes X aplicadas devem manter-se sempre sob a mesma
direcdo. Desta forma, observa-se a existéncia de um tensor X, , na mesma dire¢do de X, o qual
corresponde ao tensor X no instante ty, a partir do qual existe a propagagao das fraturas. X, fica

definida como a tensdo critica de inicio de propagacdo e ¢ uma propriedade do material,
estabelecida em laboratorio para cada nivel de dano do material. Uma vez que a tensao atuante
apresenta a mesma dire¢do que a tensdo critica, ¢ possivel compara-las diretamente com base

em seus valores caracteristicos X e X,. Pode-se escrever a seguinte relagdo entre estas tensoes:

11

A<1-X< X, — Fraturasnad se propagam

A=21->X> %, - Fraturassepropagam

Onde A ¢ uma constante de proporcionalidade entre as Tensdes. Quando as tensdes atuantes X
aplicadas sobre o sistema sdo inferiores a tensdo critica de propagacao X, — isto ¢, quando 4 <
1 —ndo existe a propagag¢ao das fraturas. No entanto, quando as tensdes atuantes sao superiores
a tensdo critica de propagagdo — isto ¢, quando A > 1 — as fraturas tem energia suficiente para
induzir a propagacao e, portanto, a propagacao das fraturas podera ser observada. Observa-se
que as tensdes criticas sao dependentes de €, que € o valor do parametro de dano € no instante
do inicio da propagacdo. Observa-se, também, que a condi¢do de propagacao estabelecida no

instante critico, quando inicia-se a propagacao, pode ser dada por:

S 4.72
hom . EO — g:clezeo ( )

.
.

Zo
- a E=€p
Desta forma a analise de F. deve ser simplificada pela analise de F; através da expressao (4.39).
Sendo assim, ¢ possivel obter uma condi¢do de ndo propagacao diferenciada, dividindo-se a

condicdo de ndo propagacao (4.38) pela expressdo (4.72). Obtém-se entdo:

. OShom . 1 (4.73a)
279 ‘L (6_0)5
3 aShO?’n > €
=0 de e=¢o =0

Pode-se, também, representar esta expressao da seguinte forma:
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o, Onom o _ (eo)%z OSuom| ¢ (4.73b)
= 9e =7 \e) =7 0e e=eo.:0
Aplicando-se a expressao (4.71) em (4.73) chega-se a seguinte relacao:
% (4.74)

= ()

Aplicando este resultado obtido na expressdo (4.71) obtém-se a seguinte condi¢do de

propagacao em tensoes:

1
1 (4.75a)

;- (%) 5, - 3- (%)% ;. (4.75b)

Observa-se que para quaisquer tensdes admitidas a condi¢ao de propagagao sera sempre a

0Sho
€

mesma. Este resultado deve-se ao fato de que ¢ independente de € e, portanto, facilmente

simplifica-se a expressao (4.73). Esta independéncia, no entanto, deve-se a simplificagdo
adotada para Sy, estabelecendo que Spom = Cjam. Para que a anélise fosse mais correta,

seria necessario determinar diretamente Sy, € verificar a dependéncia de €.

4.3.2 Propagacao de Fraturas: Abordagem em Deformagdes

De forma analoga, pode-se considerar a aplicagcdo de deformagdes macroscopicas € sobre o

elemento. Supdem-se novamente que as deformacdes solicitadas mantém-se sobre uma mesma
direcdo ao longo do tempo. Observa-se que existe uma deformagdo critica, na direcdo da
deformacao solicitada, a partir da qual existird a propagacao de fraturas. Esta deformacao critica

fica denominada por €, a qual deve ser determinada em laboratdrio para cada nivel de dano.

Uma vez que a deformacgdo atuante apresenta a mesma dire¢do que a deformagdo critica, ¢
possivel compara-las diretamente com base em seus valores caracteristicos E e E,. Escreve-se

entdo a seguinte relagdo entre estas duas deformacdes:
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1m

=/1§0 - E=AEO

A<1 - Fraturas se propagam (4.76)

A=>1 - Fraturas nao se propagam

Para a expressdo apresentada, sdo validas as mesmas observacdes realizadas para as tensoes:
Quando as deformacdes atuantes sdo maiores que as deformacdes criticas existe a propagacao
das fraturas, a passo que se as tensodes criticas sao maiores que as tensoes atuantes, nao existe a
propagac¢do. Observa-se que as deformacgdes criticas sdo dependentes de €3 que ¢ o valor do
parametro de dano € no instante do inicio da propagacdo. De forma analoga a expressao (4.72)
também ¢ necessario escrever a condi¢ao de propagacdo de fraturas em deformacao, em um
momento critico, e substituir a andlise de F,. pela andlise em F, através da expressao (4.39).
Sendo assim, ¢ possivel obter uma condigdo de propagacao diferenciada, dividindo-se a

condicdo de propagacao (4.37) por esta expressao em um momento critico. Obtém-se entao:

. a(Chom .

€79 ‘& < (Eo)
€n: a(Chom -

:0 ’ de

(4.77a)

‘€0
€E=€p -

Pode-se, também, representar esta expressao da seguinte forma:

(4.77b)

1
a(Chom €0\3 a(Chom
de £ = (?) o de

1

* €o
€E=€p -

Aplicando-se a expressdo (4.76) em (4.77) chega-se a seguinte relagdo:

(4.78)

Aplicando este resultado obtido na expressdao (4.76) obtém-se a seguinte condicdo de

propagacao em deformacoes:
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4.
a(Chom a(Chom ( 793)
L [€0° "¢ | _ ‘& 1lg0 e | _ &0
€o0\6 |— € €=€y — €0\6 |~ € €=€y —
€= (_) € > €S (_) €o
- € € :acho ‘e = € € :a@hmnze
=0 de =0 =0 de =0
No limite, quando inicia-se a propagag¢ao, esta expressao converte-se em:
4.
a(Chom a(Chom ( 79b)
L 0"y “€o 11605 “€o
€0\6 |~ € €=€y — €o\6 |— € €=€y —
€= (_) €0 » E= (_) Eo
= € e a@hom C e = € €n aCho T e
=0 de =0 =0 de =0

Observa-se agora que nao ¢ possivel realizar uma simplificagdo tdo grande quanto a realizada

para tensoes, isso ocorre pois o tensor Cy,,,,,, foi diretamente calculado e, com isso, reduzem-se

dCpy
€

os erros devido a aproximacao da solugdo. Desta forma, o tensor permaneceu dependendo

do parametro de dano € e, portanto, a solugdo final depende da posi¢do, forma, orientagdo,
dimensdo e outros parametros das fraturas, pois a solugdo ¢ dependente de Cp,,,. Esta ndo
unicidade dos resultados faz com que seja necessario realizar aplicagdes para a melhor

visualizacao dos resultados.
4.3.2.1 Deformacao Isotropa — Modelo de Distribuicdo de Fraturas Aleatdrio

Aplicando-se a deformacdo de inicio de propagacdo isotropa do tipo €g = Ey 1 e mantendo a

relagdo com a deformacdo € como € = 4 €, resolve-se a expressao (4.79) e obtém-se:

4 B 6_0%& (4.80)
) =5=O'%

€: (Eo

Onde S, ¢ o0 mesmo apresentado nas expressdes (4.26) e B3 trata-se de B, com € aplicado em
€0, ou seja, B = 5, |e=¢,- Estes mesmos resultados podem ser obtidos dividindo-se a condi¢do

de propagacao — tradicional — pela sua reciproca aplicada em €.

4.3.2.2 Deformacao Uniaxial — Modelo de Distribuicao de Fraturas Aleatorio
Aplicando-se a deformacgdo de inicio de propagagdo do tipo €y = E; e3®e; € mantendo a

relagdo com a deformacdo € como € = 4 €, resolve-se a expressao (4.79) e obtém-se:
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(4.81)

-1 E ¢ BBy |P
g

Onde f3; sdo os mesmos apresentados nas expressdes (4.26) e 3! trata-se de f8; com € aplicado
em €, ou seja, B = Bile=c,» de forma semelhante Py = P|._,, sendo P apresentado na

expressao (4.53). Estes mesmos resultados podem ser obtidos dividindo-se a condicdo de

propagacao — tradicional — pela sua reciproca aplicada em €.

4.3.2.3 Deformacao de Cisalhamento — Modelo de Distribuicao de Fraturas Aleatorio
Aplicando-se a deformagdo de inicio de propagagdo do tipo €y = Eq (e,Q®e3 + e3®e,) €
mantendo a relacdo com a deformagdo € como € = 4 €, resolve-se a expressao (4.79) e obtém-

S¢:

1 E 1 (4.82)
(o) -5 ('

Onde B, sdo os mesmos apresentados nas expressdes (4.26) e B2 trata-se de B, com € aplicado
em €,, ou seja, B = Bale=¢,- Estes mesmos resultados podem ser obtidos dividindo-se a
condicdo de propagacdo — tradicional — pela sua reciproca aplicada em €,. Resultados
semelhantes podem ser obtidos para o modelo de distribui¢ao de fraturas paralelas utilizando

os procedimentos sugeridos nesta se¢ao.

4.3.2.4 Representagdo Grafica das Condi¢des de propagacdo alternativas

Aplicando-se as propriedades apresentadas anteriormente na figura 4.4, apresentada na se¢do
4.1.3 pode-se apresentar o seguinte grafico, comparando-se a condi¢do de propagacao

normalizada nas trés situacoes estudadas:
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Distribuicdo Aleatoria

2.5

. et

1,0

Deformacio Critica

0,5
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s E/E'Dl'i‘t- B0 — E/Eu:ri‘t—uni . v E/Ecrﬂ-cis

Figura 4.12: Comparacao entre as condi¢des de propagagao
alternativas admitindo distribui¢ao aleatoria de fraturas

Observa-se que o valor de €, foi arbitrado como 0,1 e, portanto, valores de € menores que este
ndo apresentam significado fisico. Novamente, ressalta-se que se o parametro de dano for
admitido como nulo a deformagao critica se estende até infinito em todos os casos, isso ocorre
devido ao fato de ndo ser possivel propagar uma fratura que sequer encontra-se na matriz com

a teoria apresentada aqui.

Esta condicdo de propagacao de fraturas foi elaborada com base no trabalho de Nguyen (2010).
Observa-se, entretanto, que o grafico ndo € util do ponto de vista da analise da propagacdo. De
forma geral o material apresenta uma densidade de fraturas inicial €, e, portanto, valores de
parametros de dano € inferiores a este ndo apresentam um sentido fisico. Além disso, toda vez
que o parametro de dano € € superior ao valor inicial €, j& houve a propagacao das fraturas.
Sendo assim a condic¢ao de propagacao reduz-se a analise das solicitacdes, comparando-as com

os valores criticos.

Comparando-se com as condi¢des de propagacdo anteriormente apresentadas, observa-se um
claro afastamento dos conceitos da mecanica da fratura visto que a andlise com base em uma
propriedade material F; ¢ substituida pela analise em solicitagdes. Para utilizar esta condi¢ao
de propagagdo, seria necessario determinar a dependéncia das solicitagdes criticas com o
parametro de dano, a qual pode ser realizada com base nas condi¢des de propagagao classicas,

apresentadas anteriormente, ou experimentalmente, o que demandaria tempo e altos custos.
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5 FUNDAMENTOS DA VISCOELASTICIDADE

Experimentalmente ¢ observado que diversos materiais na engenharia apresentam suas
solicitagdes resumidas a duas partes, instantanea e diferida. A parte instantdnea ocorre no exato
momento em que se aplicam as condigdes de contorno sobre a estrutura e a parte diferida ocorre
ao longo do tempo, mantendo-se as condi¢cdes de contorno constantes. Os materiais que
apresentam este comportamento sdo denominados de viscoelasticos ou viscoplésticos. O

presente capitulo serd desenvolvido assumindo que os materiais utilizados sao viscoelasticos.

Outro comportamento que se pode citar ¢ quanto a envelhescéncia dos materiais. Muitas vezes
alguns materiais envelhecem, modificando suas propriedades ao longo do tempo. Em muitos
casos, estes materiais envelhecem até certo ponto, a partir do qual apresentam estabilidade das
suas propriedades. Materiais que ndo envelhecem ou que ja envelheceram e que, dentro do

tempo de andlise, apresentam suas propriedades constantes sao o objetivo deste trabalho.

5.1 VISCOELASTICIDADE UNIDIMENSIONAL

Embora neste trabalho seja aplicada a viscoelasticidade tridimensional, os conceitos basicos
sao mais facilmente compreendidos em modelos simples, tal como o modelo unidimensional.
A presente se¢do tem por finalidade explicar alguns conceitos basicos de viscoelasticidade para

facilitar a melhor compreensao das segdes seguintes.

5.1.1 Ensaios de Fluéncia e de Relaxacao

Para corpos unidimensionais, o ensaio de fluéncia ¢ realizado aplicando-se uma tensdo
instantanea constante nos extremos do corpo de prova e avaliando-se a evolucao da deformagao
ao longo do tempo. Corpos viscosos apresentam uma deformacao diferida ao longo do tempo,

sendo assim, com a tensao mantida constante a deformacao € crescente com o passar do tempo.

Ensaios de relaxagdo usam a metodologia inversa, aplica-se uma deformacdo instantanea no
corpo de prova e avalia-se a evolugdo da tensdo ao longo do tempo. De forma analoga, um
corpo viscoso reduz a tensdao ao longo do tempo mesmo para uma deformagao constante. Este

segundo ensaio tem o inconveniente de apenas ser realizdvel em elementos que possibilitam a
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aplicagdo de uma deformacdo total instantdnea, no entanto, em geral, apresenta um tempo

caracteristico menor, o que agiliza ensaios em laboratorio.

5.1.2 Viscoelasticidade Linear

Uma vez que o material ¢ validado como linear, quando admite-se que a historia das
deformagdes passa a ndo interferir mais na solicitacdo final, observa-se que o tratamento
diferencial das expressdes nao ¢ mais necessario para o material em questdo. Materiais com
estas caracteristicas sdo denominados de materiais de Boltzmann ou materiais Boltzmannianos.
Boltzmann anunciou que a superposicao das solicitagdes implica a superposi¢do homologa das
solugdes para um determinado grupo de materiais. Neste trabalho, admite-se que os materiais
sdo viscoelasticos lineares, desta forma as funcoes de fluéncia e de relaxa¢do obtidas sdo
independentes da historia de deformagdes. Sendo assim pode-se definir, para um

comportamento geral de carga/descarga em termos de deformacao:

[o e}

g(t) = f % : g(r) dt (5.1)

—00

Sendo £(t) o tensor de deformagdes totais do sistema, g (7) o tensor de tensdes totais aplicadas

sobre o sistema, J(¢,ty) o tensor de fluéncia, T o intervalo de tempo ficticio para integracao e
to o instante de aplicagdo das solicitagdes. A expressdo acima foi reescrita por Boltzmann da

seguinte forma:

£(0) = J(t,6) = a(6) - ] % : g(r) dr (5.2)

Da mesma forma ¢ possivel definir a expressdo a cima em termos de tensdo, utilizando o tensor

de relaxacdo R(t, ty):

t

o® =Rt 0 - |

—00

dR(t, 1)

= e(t)dr (5.3)

Com base nas expressoes (5.2) e (5.3) ¢ possivel definir o operador de Boltzmann ®, o qual

reescreve as expressoes acima da seguinte forma:
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e =JtD®a(t) 5 a(t) =R(t)B(L) (5.4)

5.1.3 Viscoelasticidade Nao Envelhescente

O envelhecimento ¢ a caracteristica denotada aos materiais cujas propriedades — fisicas ou nao
— se modificam ao longo do tempo fruto de diversos fatores, naturais ou ndo. Esta mudancga nas
propriedades dos materiais pode ser muito rapida, sendo necessario considerar esta variagao nas
propriedades, ou muito lenta, de forma que as propriedades podem ser consideradas como

estaticas se durante o tempo considerado no modelo existir uma pequena variagao destas.

Também pode-se considerar que os materiais nao envelhecem quando ja sofreram o
envelhecimento — fora do intervalo de tempo do modelo — e ndo apresentam mais modificagdes
em suas propriedades no periodo considerado. Resumindo, o envelhecimento se resume a
modifica¢ao das propriedades do material analisado dentro do intervalo de tempo do modelo

proposto.

No presente trabalho foram considerados apenas materiais que ndo envelhecem, por
simplificagdo. Uma vez que ndo ¢ possivel acompanhar a variacdo das propriedades de rochas

ao logo de milhares de anos, foi adotado que suas propriedades permanecem envelhecidas.

Desconsiderar o envelhecimento dos materiais tem reflexo direto nas fungdes de fluéncia e de
relaxagdo, alterando o operador de Boltzmann representado acima por um operador de

convolucdo. Esta mudanca resulta na seguinte expressao:

dJ. (to, iie (Lo,
() = J(t, D®a(t) = W xa(t) ;5 a(t) = R(t, )®:(t) = % *£(8) (5.5)
Com o operador de convolucdo definido da seguinte forma:
u@® 20 = [ 4@ p(e-Ddr= [ v ule-dr (5.6)

Uma vez que neste trabalho ndo se considera o envelhecimento dos materiais, utiliza-se as

seguintes convengoes:
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Jae(to; ) =J(t —to) 5 Rieltort) =R(t—tp) (5.7)

Outro reflexo decorrente da adogdo do ndao envelhecimento nos materiais recai sobre a
transformada de Carson-Laplace, apresentada na se¢@o 5.3. Materiais com envelhecimento ndo
permitem que a transformada de Carson-Laplace seja utilizada. Isso ocorre devido ao fato de
que o operador mencionado ¢ uma integral temporal e, caso existisse a variagao das
propriedades devido ao envelhecimento, a fun¢do temporal que as representa iria interferir no
operador de forma a invalidar o procedimento. Desta forma, materiais que apresentem
envelhecimento restringem a andlise viscoelastica ao espago de tempo fisico, ndo podendo ser

convertida a uma analise eléstica o espago de Carson-Laplace.

5.1.4 Modelos Reolodgicos Classicos

Reologia ¢ a ciéncia que estuda fluxos de materiais liquidos bem como mudancgas de forma para
materiais solidos. De forma mais geral, a reologia estuda o comportamento de determinado
material e o caracteriza. Contemplando tanto a elasticidade e a plasticidade quanto a

viscosidade, esta ciéncia ¢ essencial para a descricao dos materiais apresentados neste trabalho.

A utilizag¢ao da reologia se revela de modo comodo no suporte a formulagao de modelos de
comportamento uniaxial, principalmente na viscoelasticidade linear sem envelhecimento e na
plasticidade. Diversos sdo os modelos existentes para retratar os sistemas utilizados na
modelagem. Nesta se¢do apresenta-se apenas os modelos mais tradicionais para formar

conceitos basicos sobre os modelos que sao utilizados neste trabalho.

5.1.4.1 Modelos Basicos: Mola Simples ¢ Amortecedor

Sendo estes os modelos os mais simples, geralmente sdo utilizados para formar modelos mais
complicados. Estes modelos descrevem materiais muito simples ou materiais mais complexos
cujo regime de funcionamento se dé de forma muito semelhante dentro do intervalo de carga
ou de tempo considerado. O modelo de mola simples ¢ utilizado em analises onde assume-se

que o comportamento do sistema ¢ puramente eldstico. A figura 5.1 apresenta estes modelos.

o 3

Figura 5.1: Modelo de mola simples e amortecedor
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Ambos modelos aceitam condi¢des de contorno tanto em tensdes quanto em deformacgdes e
cada um deles conecta estas solicitagdes por meio de uma expressdo. As expressdes a seguir
definem as funcdes de fluéncia e de relaxagdo e sdo apresentadas, respectivamente, para a mola

simples, sub indice m, e para o amortecedor, sub indice d:

1
Im(t —ty) = Ey(t —ty) 5 Rp(t—ty) =EY(t—ty)

; (5.8)
Ja(t —to) =;Y(t—to) s Ra(t—to) =nd(t—ty)

Onde as fungdes Y (t —ty) e 6(t — ty) sdo, respectivamente, a fungdo de Heaviside ¢ sua

derivada — Delta de Dirac:

Oset<t,
Y(t—ty) = {indefinida emt =t,
lset >ty (5.9)

OOS€t=t0
6(t_t°)_{05et¢t0

E,(t —t,) e R,(t—t,) sdo, respectivamente, as fun¢des de fluéncia e de relaxagdo
unidimensionalizadas para o elemento ‘n’. Simplificadamente, para o caso unidimensional,
pode-se escrever a lei de comportamento mecanico, respectivamente para a mola e para o

amortecedor, como:
o) =Eent) ; o) =né(t) (5.10)

5.1.4.2 Modelos de Maxwell e Kelvin

Para tornar o comportamento mecanico dos modelos propostos um pouco mais completo, pode-
se misturar os modelos de mola simples e amortecedor para formar um novo modelo. Este € o
principio dos modelos de Maxwell — agrupando-os em série — e Kelvin — agrupando-os em

paralelo. A figura 5.2 apresenta ambos os modelos:

o 3

/ n. [©

Figura 5.2: Modelo de Maxwell e modelo de Kelvin
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Assim como antes, pode-se escrever as funcdes de fluéncia e de relaxacdo, respectivamente
para o modelo de Maxwell, sub indice M, e para o modelo de Kelvin, sub indice K, como

(adotando t, = 0):

1 t (- Emp)
Ju(®) = EY(t) +n—MY(t) s Ry(©) =Eye* ™/ Y(D)

(5.11)

1 _Ek,
Jk(®) :E_K<1 ~ el )> Y(t) 5 Rg(0) = Ex Y(8) + 1, 6(0)

Pode-se definir o tempo caracteristico 7, como 7, = n/E, que pode ser de fluéncia ou de

relaxagdo, dependendo de em qual fungdo se encontra este expoente.

5.1.4.3 Modelos So6lidos Lineares Padrao

Dentre estes modelos, pode-se citar o modelo de Kelvin-Voigt e o modelo de Zener, além de
outros. Todos estes modelos sdo equivalentes entre si, sendo possivel determinar o modelo de
Zener com as constantes obtidas em Kelvin-Voigt, por exemplo. A figura 5.3 apresenta estes

dois modelos:

=t Ex
Ev _nrw
% j— M Ev O

Figura 5.3: Modelo de Kelvin-Voigt emodelo de Zener

Assim como nos modelos anteriores também ¢ possivel expressar as fungdes de fluéncia e de

relaxacdo analiticamente, estas funcgdes ficam definidas na seguinte equagao:

EK + EM 1 (_ Ex t))
t) = —_— Nk
Jxv (©) ( ExEy EKe

EKEM EAZ/I (_ EK+EM f)
Ry, (t) = K Y(t
kv () (EK+EM+EK+EM6 ®

EKE (5.12)
] (t) = i_E—Me(_ UM(EKK-%M) t) Y(t)
? Ex Ex(Ex +Ey)

R,(t) = (EK + Ey e(‘fz_ﬁf)) Y(t)

Onde os sub indices KV e Z representam Kelvin-Voigt e Zener, respectivamente.
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5.2 MODELO VISCOELASTICO TENSORIAL TRIDIMENSIONAL

Baseando-se em observagdes experimentais, modelos para materiais — exibindo comportamento
viscoelastico nao envelhescente isotropos — sao formulados em um contexto tensorial através
de modelos reologicos unidimensionais classicos (NGUYEN, S. T., 2011). No caso de
geomateriais, ¢ comum a utilizacdo do modelo de Burger — apresentado na figura 5.4 —
fornecendo resultados satisfatorios. Este modelo ¢ a combinagdao dos modelos reolégicos de
Maxwell e Kelvin dispostos em série. Neste contesto, os sub indices M e K denotam Maxwell

e Kelvin e os indices ‘e’ e ‘v’ denotam a parte elastica e a parte viscosa respectivamente.

Ck

S 1171110
™
LL

Ck
Figura 5.4: Modelo reologico de Burger

Observa-se que C representa um tensor que contém as propriedades eldsticas ou viscosas do
elemento em questdo, assemelhando-se ao tensor de rigidez do elemento. Para estabelecer
corretamente a lei de comportamento deste modelo, se decompdem a velocidade de deformagao
total segundo a contribui¢do da parte de Maxwell e da parte de Kelvin:

E=éut (5.13)

Ilkf:h-

Sendo a velocidade de deformacao da parte de Maxwell ligada a tensdo total da seguinte forma:

Em=Sy:6+Sy:a (5.14)

Onde S%; ¢ o tensor de flexibilidade elastico de Maxwell e S, é o inverso do tensor de

viscosidade Cy;. Combinando as expressdes (5.13) e (5.14) ¢é possivel expressar £, em fungdo

das variaveis € e g:
. e . A v .
Eg=E—Sy:0—-Sy:0 (5.15)

Cuja derivada toma a seguinte forma:
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Ek=E-Sy:8—Sk: (5.16)

1SE

Por outro lado, a equacdo de estado da parte de Kelvin expressa o em fungdo de € da seguinte

forma:

0=Cqex+Ck g (5.17)
Cuja derivada toma a seguinte forma:
0 =C:éx +Ckt & (5.18)

Introduzindo as expressoes (5.15) e (5.16) em (5.18) obtém-se uma equagdo diferencial de

segunda ordem, representando a lei de comportamento do sistema:

X:

IS

+Y:0+7Z:

l1Q:

=Cg:e+Cg: & (5.19)
onde
X=C5:Sy ; Y=I4+C5:S5,+Ch:Sy ; Z=C%:S% (5.20)

Admitindo que os materiais em questao sao isotropicos, € possivel expressar os tensores C e S

presentes na expressdo (5.20) por meio de duas constantes caracteristicas para cada um

(NGUYEN, S. T., 2011). Pode-se entao escrever:

Cg = 3kg] + 2uxK ; C% =ng) +niK

(5.21)
€Yy = 3ky) + 2unK 5 C =0y + nEK ;

Com k, e u, sendo os modulos de compressao e de cisalhamento pertencentes ao tensor
elastico do submodelo a (Kelvin ou Maxwell) e 53, e n¢ sendo os modulos esférico e desviador
do tensor de viscosidade do submodelo a. Além disso, J ¢ K sdo respectivamente as projecoes

esféricas e desviadoras do tensor unitario I de ordem 4, as quais sdo representadas como:

J=181 ; K=I1-] (5.22)
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Na expressao acima, @ representa o operador de produto tensorial. Desta forma pode-se

expressar X, Y e Z da seguinte forma:

3k 2 k X %
x=2Kpp 2Ky Y=<1+—K+Z—K>H+<1+”—K+U—K>K

T]S k S d
M NMm IZ M M Ny (5.23)
Nk Nk
Z = —K
3kMH 20y

5.3 LEI DE COMPORTAMENTO NO ESPACO DE CARSON-LAPLACE

A transformada de Carson-Laplace ¢ uma operagdo matematica utilizada com a finalidade de
resolver equagdes diferenciais. Particularmente 1til na viscoelasticidade, a transformada de
Carson-Laplace simplifica a analise viscoelastica transformando o espaco de tempo na variavel
t em um espago de tempo ficticio na variavel p. Admite-se entdo que a expressdo u(t) ¢

transformada para u*(p) por meio da seguinte expressao:

0]

u*(p) = fu(t)e‘ptdt (5.24)

— 00

Demonstra-se facilmente a seguinte propriedade, u* = pu*. Utilizando a transformada de
Carson-Laplace trabalha-se muito mais facilmente com equagdes diferenciais. Na auséncia de
propagacdo de fissuras, a transformada de Carson-Laplace permite transformar a lei de
comportamento dada por (5.19) em:

X:g"+pY:g +p*L:g" =pCh: e +p*Cg: ¢ (5.25)

Desta forma se obtém uma relacdo direta entre * € £*;
¢ o ¢¢

*

*:R*.

IS
Ilm

(5.26)

onde:

R* = (X + pY + p?Z)~1 : (pC& + p2CY) (5.27)
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Uma vez que foi admitido que todos os materiais em questao sdo isotropicos € que ndo existem
inclusdes presentes que alterem tal comportamento, pode-se admitir que o tensor de relaxagao
no espaco de Carson-Laplace também utiliza esta propriedade sendo, portanto, definido por

meio de dois escalares da seguinte forma:

R* = 3k*] + 2u°K (5.28)

Estes parametros sdo determinados por meio das expressdes anteriores e podem ser

apresentados como:

1 1 3 3 1 1 2 2
T L s T S ;oS =t d + d
k*  ky pny  3kg +png K UM PNy 2Hg T DN (5.29)
. 3kt 1_1 1 '
C6k*+2u* ' E* 9k*  3u

Uma vez tendo em maos o tensor de relaxacdo no espago de Carson-Laplace R*, é possivel
utilizar o operador de transformada inversa de Carson-Laplace e obter o tensor de relaxacdo no
espaco de tempo fisico. A operagdo de inversa da transformada pode ser determinada de
diversas formas, inclusive por inspe¢do, no entanto, para diversas configuragdes possiveis estes
resultados encontram-se tabelados na literatura. Uma vez constatada que a configuragao
desejada ndo se encontra tabelada recorre-se resolugdes mais complexas. Em tais situagdes,
convém perceber que a transformada de Carson-Laplace pode ser relacionada com a
transformada de Laplace por (u)* = L(u). Uma vez determinada esta correlacdo entre as
transformadas, o calculo da inversa da transformada de Laplace reduz-se a integral de Fourier,

estabelecida com base no lema de Jordan, definida pela seguinte expressao:

1 Y+iT
- i pt
LY =T, ¢ PP P set 20 (5.30)
0 set<0

Onde 1 representa a unidade complexa.

5.4 PROPAGACAO DE FRATURAS EM MEIOS VISCOELASTICOS

Primeiramente, recorda-se que fraturas sdo descontinuidades que transmitem esforcos por suas

faces. A presente secdo apresenta-se, entdo, como uma extensao da abordagem proposta por
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Nguyen (2010), a qual admitia fissuras (descontinuidades que ndo transmitem esforgos).

Inicialmente considera-se as condigdes de contorno em deformagdes € sobre o contorno do
VER. Para esta deformagao define-se a tensdo reciproca X. O parametro que representa a fratura

foi definido como o parametro de densidade de fraturas €. Uma vez que este trabalho visa

aplicar qualquer modelo reolégico a matriz e a fratura, o campo de deformacgdes viscosas fica

definido como {s”}.

Tal como na elasticidade, a densidade de dissipacdo de energia ¢ determinada com base nas
variaveis da energia livre, portanto ¢ necessario determinar a energia livre de um sistema
viscoelastico para, posteriormente, determinar a condi¢do de propagagdo de fraturas. Sendo
assim, a energia livre W/ macroscopica do sistema pode ser obtida pela integragio volumétrica
da energia livre na escala microscopica. Na microescala a energia livre ¢ determinada como a
soma do produto entre tensao e deformagdao em cada uma das molas de um sistema reoldgico.
Desta forma, adotando o modelo de Burger representado na figura 5.5, a energia livre fica

definida como:

f 1 1 e e e 1 v e v
w <§§M:(CM:§M +§§K:(CK:§K)dV (5.31)

len

Figura 5.5: Defini¢do das deformacgdes atuantes no modelo de Burger

Onde &, e g sdo, respectivamente, as deformagdes eldsticas e viscosas do submodelo @ (com

a representando o modelo de Maxwell ou Kelvin). Observa-se, no entanto, que para o elemento

de Kelvin tem-se a seguinte igualdade &y = € = €. Para continuar o desenvolvimento

Nguyen (2011) sugere utilizar uma formulagado alternativa a equagdo (5.18), escrevendo-a da

seguinte forma:
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= Cy:

lna
e

+a’ (5.32)

Com o" = —C§,: €Y, definindo-se €’ como a deformacio residual no sistema ao fim de um
= M- < > <

descarregamento instantaneo. Se o campo atual de deformacgdes viscosas {gg} (t) —com a =

M ou K — ¢ considerado como dado, a deformagdo total que aparece na equacao (5.32) ¢ a

solugdo de um problema eléstico linear com um campo de pretensdo igual a ¢”. O campo de

deformacao total no instante t depende, entdo, linearmente da deformagdo g(t) aplicada ao

problema, do campo de deformagdes viscosas {gg} (t) e ainda da geometria do sistema, a qual
fica caracterizada por €(t). Desta forma, a energia livre estocada em um sistema viscoelastico
pode ser considerada como fungdo dos valores atuais g(t), {g}i} (t) e €(t). Neste caso a

dissipagdo toma a seguinte forma:

D . ow’ ow’ { v} _ owr '
% ey s o) ST )t 6

Il
11
Im

Verifica-se que em uma evolugao nao dissipativa {g”} = 0e € = 0 tem-se:

_owe

0¢€ efe] = Riom(€) (E_Ev (E'{Ev}» (5.34)

11

Onde R}, (€) ¢ o tensor de relaxagio homogeneizado avaliado em t=0. Por fim, a dissipacio

responsavel pela propagagdo pode ser escrita como:

D - D ow’

N = — 3¢ |g,{g”}6 (5.35)
Onde
DY ow’r -
— ey
10, ] P {g,,} '{E } (5.36)
— €,E€E
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Da mesma forma que anteriormente, a for¢a termodindmica responsavel pela propaga¢ao das

fraturas fica definida como:

A SR €3

A diferenga agora — na propagacdo viscoelastica — ¢ que este valor passa a ser afetado pelo
campo de deformagdes viscosas {e,}. Com um raciocinio similar a analise energética
desenvolvida em microelastoplasticidade, a densidade de energia livre ¢ decomposta em uma

parte instantanea e outra residual (LUBLINER, 1984):

Wi = %(g B g”) : Rgom : (g o gv) + Wres (E’ {gv}) (5.38)

Onde o primeiro termo representa a energia recuperavel devido a um descarregamento
instantaneo e o segundo termo representa a energia elastica ndo recuperavel apds este
descarregamento. Desta forma a forga termodindmica F responsavel pela propagacao ¢ dada

por:

1 oR? RO o€’ AW, (E, gv)
rebee) M (o) s (eog) o 2 P lED

A seguir adota-se a hipotese que a parte da dissipacdo que ocorre devido a propagacao ¢

proporcional a taxa €:

= G,é (5.40)

Onde G, ¢ a forga termodinamica critica a partir da qual inicia-se a propagacdo. Seguindo este

desenvolvimento, o critério de propagacao estabelecido sobre F ¢ dado por:
F<G.=>€=0 ; F=G.=>€=0 (5.41)

Sendo que igualdade F (g, €, {g”}) = (, permite prever a propaga¢ao em fun¢ao da evolugao

dos parametros de carregamento. Nota-se que a solugdo passa a ser controlada de forma direta

pelo campo de deformacgdes viscosas e, consequentemente, pela velocidade da solicitacao.
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6 COMPORTAMENTO HOMOGENEIZADO DE UM MEIO
VISCOELASTICO FRATURADO

Até entdo os capitulos anteriores apresentavam cada um dos temas presentes aqui de maneira
isolada, neste capitulo estd sendo abordada a unido de todos estes conhecimentos. O presente
capitulo apresenta, inicialmente, o procedimento para determinacdo dos tensores de relaxagao
e de fluéncia para materiais que nao envelhecem admitindo um modelo reolodgico genérico e,
posteriormente, especificando alguns modelos para a matriz e para as fraturas pode-se
representar tais tensores graficamente. Tal como realizado no capitulo 4, sdo admitidas as

distribui¢des de fraturas paralela e aleatoria.

6.1 DETERMINACAO DOS TENSORES DE FLUENCIA E DE RELAXACAO

No capitulo 4 determinou-se o tensor de rigidez homogeneizado para um sistema elastico linear,
especificou-se que o tensor de flexibilidade — obtido através da inversa do tensor de rigidez
homogeneizado — poderia ser utilizado mantendo-se algumas restrigdes. No presente capitulo,
determina-se o tensor de relaxagdo homogeneizado para um sistema viscoelastico ndo
envelhescente. Desta forma, tal como se limitou anteriormente, o tensor de fluéncia foi obtido
através da inversa do tensor de relaxagdo no espaco de ficticio Carson-Laplace. Desta forma, o

tensor de fluéncia obtido ¢ uma aproximagao a qual deve ser utilizada com cautela.

Mantendo-se as observagdes ja mencionadas sobre a forma das fraturas bem como a
distribuicdo destas no meio percebe-se que € conveniente realizar ao menos dois procedimentos,
o primeiro deles admitindo fraturagdo paralela e o segundo admitindo fraturagdo aleatoria.
Lembrando-se que o espago ficticio de Carson-Laplace transforma o problema viscoelastico
real em um problema elastico ficticio equivalente, observa-se que os resultados obtidos para o

sistema elastico — no capitulo 4 — podem ser aproveitados.

6.1.1 Inversa da Transformada de Carson-Laplace

Nas sec¢Oes seguintes sao apresentadas aplicagdes as quais determinam o tensor de relaxacao de

alguns sistemas. Uma vez que estes tensores sdo inicialmente determinados no espago de
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Carson-Laplace, torna-se necessario estabelecer um procedimento capaz de realizar a
transformada inversa do tensor de relaxagdo no espaco operacional para obté-los no espago real.
Desta forma, a solucao a seguir ¢ oferecida sempre que, dentro do espago ficticio de Carson-
Laplace, a func¢do de relaxacao se encontrar como uma divisao entre dois polindmios na variavel
p —A(p) e B(p) —em que o grau de B(p) é maior ou igual ao grau de A(p). Independentemente
do modelo reoldgico adotado — tanto para a matriz quanto para as fraturas — e da distribuicao
de fraturas admitida, percebe-se que, em todas aplicagdes da se¢do posterior, a maior
simplificagcdo que se pode obter dentro do espago de Carson-Laplace encontra-se sob esta forma
racional, por este motivo, a presente secao torna-se uma ferramenta util na determinagdo da
transformada inversa das secdes procedentes. Sendo assim, considera-se o0s seguintes

polindmios de mesmo grau k:

k

A@)=§S%ﬂ¢

n=0

k z
B() = ) bup" =] |- Ry (D
n=0 n=1

A(p)
p B(p)

F(p) =

Onde:

k é o grau dos polindmios A(p) e B(p):

a, ¢ b, sdo os coeficientes reais dos polinémios A(p) e B(p), respectivamente;

R, é an’ésima raiz, real ou complexa, do polindmio B(p);

9gn € 0 grau da raiz R,,, lembrando-se que Y.4_; g = k;

z ¢ o nimero de polos principais do polinomio B(p).

Sem introduzir restrigdes ao problema, adota-se b, = 1 para compatibilidade da igualdade de

B(p).

Observa-se que a expressao (6.1) sugere a utilizacdo da transformada inversa de Laplace — a
qual ¢ mais facil de ser encontrada em forma de tabelas — ao invés da transformada inversa de

Carson. Esta sugestao se da por:
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A A
_1< (p) )z c-1< (p)> 6.2)
p B(p) B(p)
Onde L7 representa a inversa da transformada de Laplace e C~! representa a inversa da

transformada de Carson-Laplace. Desta forma, ¢ possivel escrever F(p) como:

1 _
ao b_ Zﬁ:l[(boan - aObn)pn 1]

_ 0
FO) =% * B(r)

(6.3)

- u u 1 a ulo. i ica 1

Observa-se, contudo, que o coeficiente by ndo pode ser nulo. Tal imposi¢ao reside no fato de

que by = 0 nao corresponde a nenhum modelo reoldgico fisico e, portanto, ndo ¢ uma

possibilidade dentro do estudo em questdo. Esta incorrespondéncia fisica da-se pelo resultado
. ; i —0. i N - -

final obtido considerando-se b, = 0. Pode-se, entdo, realizar a decomposi¢ao em elementos

simples de F(p), obtendo-se:

F(p) = Z Z R

m=1n=
1 9@Gm-n) C(p)
Cm.n = | (gm—-n) m) (6.4)
(gm —m)!opgm—n B(P)
1 K
C@) =5 ) [(boan — ash,)p" "]
n=1
Por fim, observa-se que a transformada inversa de Laplace — lembrar que utiliza-se pA:();) no
lugar de % — resume-se a:
L7Y(F(p)) = —Y(t) + z Z( = t" leRmty(t) (6.5)
m=1n=1
Resumindo-se todas constantes a uma s6, pode-se escrever:
LY (Fp) = —Y(t) + Z Z Chn t"eRm Y (£) (6.6)

m=1n=
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Ccr. = (gm)! 9@Gm-1) C(p)
e (gm — 1) (n— 1) aplem—1) | 39m B (p)
apgm

P=Rm

Esta solucdo pode ser simplificada caso exista a certeza de nao existirem raizes repetidas no
polindbmio B(p) — o que de fato ocorre para qualquer funcdo de relaxagao real — passando a

assumir a seguinte forma:

k
L (F(p)) = %Y(t) + Z Cr ety (t) 6.7)
0 m=1
C(p)
Coon=Chp = B
ap P=Rm

6.1.2 Fraturas Orientadas Paralelamente

Conforme mencionado anteriormente, pode-se utilizar o resultado elastico obtido no capitulo 4
para a determinag@o do tensor de relaxacdo no espaco ficticio de Carson-Laplace. Lembrando-
se que as fraturas sdo oblatas e, portanto, sao um circulo no plano 1-2, obtém-se as seguintes

componentes para este tensor:

Figura 6.1: Fraturas orientadas paralelamente

*

4 a; —a
hom* _ phom* _ * )1 2
Ri111 = Rz333 = (ks +_#s) Q0
1

3
hom™ _ * 4 * (XI - aé
R3333 = ks+§.us ¥ (6.8a)
a
hom™ hom* * 4 * (1{ _a;
RIT1T = R3335 = (ks +§#s —Q

1
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* * * * 2 a; — a3
RIT' = Rhgm' = Rhgm” = RAgm = (ks - Sp) 2
- ' (6.8)
* * as — a *
RISE = RER =2u5—=—— ; RY =2
5
Onde os parametros a; sdo definidos por:
a; = (36 K:em+ 96 Kiute m + 64ptle m+ 27kiuim 4+ oulln + 27kgkja + 36ksuja
+ 48usuja + 36u;k]’-‘a)
a; = (36 ki?em — 48 Kiute m+ 16ute TL')
a; = (36 ki%em + 96 Kiute m+ 64ut’e n) (6.9)

a; = (36 K:?em + 24 Kipte m — 32ute TL')
ai = (48 Kiuse m + 64 e m 4 27K w4 18w + 36ksuja + 48yju;a)

Qg = (48 Kiutem + 64 ut’e TL')

Tais parametros sao obtidos realizando-se o mesmo procedimento do capitulo 4 porém,

utilizando-se os seguintes tensores para a matriz e para a fratura, respectivamente:

C; =3k J+2u K

* : * (6.10)

Com kj e us sendo os modulos de compressao e de cisalhamento no espaco de Carson-Laplace

para a matriz € k; e u; os modulos de compressdo e de cisalhamento no espago de Carson-

Laplace para a interag@o entre as faces das fraturas. Lembra-se que, para obten¢do dos mesmos
parametros observados no capitulo 4 — de forma rigorosa — dever-se-ia utilizar as seguintes

expressoes:

3 (6.11)

*

Observa-se que os parametros K5 , us , ki e u; sdo dependentes do modelo reoldgico admitido

para a matriz e para a fratura, desta forma, todos estes parametros dependem da variavel p do

espago de Carson-Laplace. O pardmetro kj, entretanto, ndo € fisico, dependendo dos valores de

k3 € ki, os quais sdo obtidos em laboratério. A notagdo utilizando k; e u; foi realizada para
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simplificar o tensor C;, facilitando as operagdes deste trabalho. Para determinar o tensor de

relaxacdo no espaco real, basta utilizar o procedimento sugerido na se¢do 6.1.1.

6.1.2.1 Aplicagao 1 — Matriz (Kelvin-Voigt) e Fratura (Mola)

Assumindo que a matriz ¢ homogénea e que os tensores de relaxacdo, tanto da matriz quanto
das fraturas, sdo is6tropos a nivel microscopico, tal como sugerido na expressdo (6.10), admite-
se os seguintes modelos reoldgicos: Padrdao de Kelvin-Voigt, para a matriz, ¢ de mola simples
para as fraturas, tal como sugerido na figura 6.2. Desta forma, obtém-se os seguintes parametros

€699

no espaco de Carson-Laplace — onde o sub indice “s” denomina a matriz e *” a fratura:

kg5 (P Kekes + Kics)

ki =
* p kllé,s + kli,s + kfn,s
* an,s(p l’l'}é,s + l'l'Ie(,S) (6 12)
* P Hks t URs + Uins '
#; = #fn,j
K,
v

M

K,S

j IJ%qls a “ﬁ'l,]
v
K,s

M,

Figura 6.2: Modelos reoldgicos utilizados na aplicacao 1

Aplicando-se os parametros das expressoes (6.9) e (6.12) na expressao (6.8) obtém-se as
componentes do tensor de relaxa¢do no espaco ficticio de Carson-Laplace. Tal procedimento
pode ser realizado de forma analitica, no entanto as expressdes resultantes sdo muito extensas,
nao existindo necessidade pratica de as apresentar neste trabalho visto que o procedimento para

sua determinagao foi detalhado. Observa-se aqui que as componentes determinadas do tensor

~ . . A . ~
de relaxac@o no espago operacional podem ser escrita na forma %, descrita na sec¢do 6.1.1.

Posteriormente, pode-se realizar o procedimento de determinagdo da transformada inversa

sugerido na se¢ao 6.1.1, também de forma analitica, obtendo-se o tensor de relaxagdo
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homogéneo no espago de tempo real para a combinagdo de modelos reologicos de Kelvin-Voigt
— para a matriz — e mola para as fraturas. Uma vez que este procedimento seja realizado antes
de aplicar valores numéricos aos parametros, as expressoes resultantes tronam-se, novamente,
muito extensas ¢ demandam de um grande esfor¢o computacional, sendo mais conveniente
adotar valores aos parametros para posteriormente realizar a operagao de transformada inversa.
Além disso, admitindo-se valores numéricos, torna-se possivel a apresentacdo de um resultado
final na forma grafica segundo a variagdo com o parametro de dano e a variagdo temporal. A

tabela 6.1 apresenta os parametros admitidos na aplicacao 1.

Kk s 9,0.10  Pa HE,s 62.10° Pa
kks| 1050.10° Pas Hks|  788.10° pas
Kms| 114.10° Pa b 85.10 Pa
Ko, 23.10° Pa/m | | Hm,j 2,0.10° Pa/m

Tabela 6.1: Parametros sugeridos na aplicagado 1

Tratando-se da determinagdo dos parametros do modelo deve-se, contudo, tomar o devido
cuidado. Uma vez que fraturas sao regioes de baixa rigidez existentes dentro do material, ndo
faz sentido admitir parametros muito elevado para as componentes do tensor de relaxacdo da
fratura. Quanto mais rigidas forem as propriedades admitidas para a fratura, mais proximo de
um comportamento “ndo fraturado” sera apresentado pelo tensor de relaxacdo homogeneiado.
Hipoteticamente falando, se fosse admitida uma funcao de relaxagdo infinita para as fraturas, o
material homogeneizado se comportaria tal como se as fraturas simplismente nao existissem.
Por outro lado, admitir tal fungdo nula as fraturas, reduz o modelo ao mesmo modelo proposto

por Nguyen (2010).

Torna-se, entdo, interessante comparar a fung¢ao de relaxacdo ma matriz com a da fratura. A
expressao (6.10) fornece os tensores de relaxacdo tanto para o material quanto para a fratura.
Nota-se, contudo, que ao realizar este procedimento o fator de forma X tende a zero. Tal equacao
inevitavelmente apresentaria um tensor de relaxagdo nulo para a fratura. Essa analise, no
entanto, esta incorreta pelo fato de que no processo de homogeneizagao (capitulo 5) o fator de
forma ¢ reduzido a um numero finito nao nulo por meio da aplicacao do operador limite. Desta
forma percebe-se que ndo ¢ possivel comparar diretamente as fungdes de relaxagdo da matriz

com a fratura e, portanto, sugere-se admitir um valor de X arbitrario para que seja possivel

Cassio Barros de Aguiar (cassio.barros.aguiar@gmail.com) Dissertacdo de Mestrado. PPGEC/UFRGS. 2016.



111

representar estes tensores de forma grafica. Uma vez que X trata-se apenas de um multiplicador,

admitiu-se X = 1 para realizar a representagao grafica presente na figura 6.3

12x% 1014

g.x 10%

6.x 10%

4.%10%

2.%10%

Lx1o

o
1}

T
1.%x1010

f

T
2.x 10

|
3.x 100

12x% 1014

1.x 101+

8. % 10%

§.%10%

4.5 10%

2.%10% o

o
o

T
1.x 1010
f

T
2.x1010

!
z.x1010

Mairiz - Fratura Matriz - Fratwra

Figura 6.3: Comparag¢do das func¢des de relaxacdo em compressao
isotropa e em cisalhamento da matriz e da fratura na aplicagao 1
(graficos obtidos adotando-se X = 1)

Por fim, Antes de determinar os parametros do tensor de relaxagdo, ¢ necessario definir o
parametro de dano. De modo a tornar os graficos mais interessantes, sugere-se admitir
diferentes parametros de dano e esbogar os tensores de relaxacdo paralelamente segundo a
variagdo temporal. Assim, manteve-se o nimero de fraturas constantes em 1 fratura por unidade
de volume — metro cubico — e alterou-se apenas o raio das fraturas. Uma vez que para cada
parametro de dano estabelecido, as expressdes que definem as componentes do tensor de
relaxacdo se modificam — basta observar que as expressoes em (6.9) apresentam € — apenas
torna-se relevante apresentar tais expressoes para um determinado €. Admitiu-se, entdao, apenas

o parametro de dano € = 0,25.

Utilizando-se os pardmetros sugeridos, torna-se entdo viavel apresentar as componentes do
tensor de relaxag@o. Desta forma, expressao (6.13a) apresenta a componente R7;;, do tensor de

relaxagdo no espago de Carson-Laplace.

1,47.10%° + 6,55.103% + 1,13.10*p? + 9,44.105%p3 + 3,78.10%°p* + 5,80.10%°p5

R = 6.13a
111771,53.1010 + 5,85.102% + 8,57.103%p2 + 6,02.104%p3 + 2,04.105%p* + 2,69.105%p> ( )

Observa-se que na simplificacdo apresentada o termo by, o qual corresponde a bs, ndo ¢
unitario. Torna-se, entdo, necessario dividir o numerador e o denominador por este coeficiente

para obter uma divisdo conforme foi proposta na se¢do 6.1.1.
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I 5,47.107%° + 2,44.107%°p + 4,21.10"°p? + 3,51.10~°p3 + 1,40.10p* + 2,16.101%p"
L™ 571.10750 4 2,18.1073% + 3,19.10-2%p2 + 2,24.10-19p3 + 7,59.10~10p* + p5

(6.13b)

Desta forma, obém-se as seguintes componentes do tensor de relaxa¢do no espago de tempo
real — nota-se que os expoentes apresentados sdo raizes do polinomio “B(p)” sugerido na se¢ao

6.1.1, mas devido a apresentagao truncada dos coeficientes esta semelhanca pode ndo ser nitida:

Rhom — phom — 970,109 + 4,14.10° e"194107°t _ 967,27 ¢=860.107" "t
+1,56.10% 7865107t £ 8,04 10° cos(1,56.1071 t) e 1941071t
—7,70.107sin(1,57.10713¢) e 194107" ¢

RESM = 4,20.10° + 1,79.10° e 7194107 4 689,78 78601077t
+3,02.10° 7365107 t 4 344 10° c0s(1,57.107" t)e 194107 ¢
—1,36.107sin(1,57.10713¢) e 1941070t

Rhom — phom — 3 15 109 + 1,75.10° e~ 194107t 4 5674 10 ¢=860.10711 ¢t

+1,49.105 e7865-107"t L 9 87 108 cos(1,57.10713¢)e 194107 ¢ 613

10t

— 1,37.10%:in(1,57.10713¢) e~19410"

hom _ phom _ phom _ phom
R1133 - R2233 - R3311 - R3322

=1,05.10° 4+ 9,34.108 ¢~ 194107t _ 1513 53 ¢~860.107""t
+2,13.10% e 865107t 4 395 109 cos(1,57.10713¢)e 1941077t
—6,72.107sin(1,57.10713¢) e 1941070t

Rhom — phom — 476 109 + 4,99 .10 e~ 1941077t 1 38141 76 ¢ 865107""t

11t

+9,48.108 e~ 194107°t | 1571 29 =860.10"
RMM = 756.10° 4 9,44 .10° e~ 1941077t

Observa-se que, de forma geral, as expressdes para o comportamento das componentes do
tensor de relaxacdo sdo definidas como um somatoério de termos exponenciais, tal como
definido na expressdo (6.7). Nas figuras 6.4 a 6.6 apresentou-se o grafico de cada componente,
normalizando-se segundo seu respectivo valor calculado no instante inicial de aplicacdo de uma

carga e desconsiderando-se o efeito do dano —isso ¢,e = 0et = 0.
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Figura 6.6: Evolucao temporal das componentes
R ¢ RIOM normalizadas na aplicacio 1
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Observando-se os graficos, visualiza-se uma tendéncia ja esperada, onde as componentes que
envolvem apenas as dire¢des 1 e 2 apresentam pequena variacdo com o parametro de dano,
diferentemente do comportamento observado quando ao menos uma das dire¢des em questao €
a 3. Isso ocorre devido a distribuicao paralela de fraturas no material. Como o esperado, quanto
maior a densidade de fraturas €, menor o valor da fun¢ado de relaxagdo do sistema. Observa-se
que os graficos foram esbocados admitindo pardmetros de dano constantes desta forma, para
cada linha de dano, existem apenas perdas por viscosidade. Pode-se também admitir que o
sistema inicia com um determinado parametro de dano €, e ao longo do tempo as fraturas
aumentam de dimensdo, desta forma observa-se perdas por efeitos viscosos e por efeitos do
dano, neste caso a fungdo de relaxagdo iniciaria junto com uma determinada linha e migraria

para a linha correspondente ao parametro de dano final.

6.1.2.2 Aplicacao 2— Matriz (Burger) e Fratura (Maxwell)

Esta segunda aplicacdo admite o modelo reologico Burger para a matriz e o modelo de Maxwell
para as fraturas, tal como sugerido na figura 6.7. Admitindo-se as mesmas premissas
apresentadas no principio da aplicagao 1, obtém-se os seguintes parametros no espaco de

[1342]

denomina a matriz e “j” a fratura:

(IS4l
S

Carson-Laplace — onde o sub indice

(pkks+kis)pkips ks

K. =
p2ky koD (kg ks +kE ks +kio k) + kg ke
= (P s + Hies) P Mis i s
B LT A X (T AL A S TN T T AL I TS T 614
. _ p kz'\iz,j kf/[,j
J p k}\’/[, Ji + kﬁt,j
= D U j M j
T pimt iy
K )
ﬂ TR Ko K Ko, ki
[E
“f?skﬁ,s

e LA Mfas Mins Mia,j M
- TT—E—o
-

LL
Mk.s

Figura 6.7: Modelos reoldgicos utilizados na aplicagdo 2

Cassio Barros de Aguiar (cassio.barros.aguiar@gmail.com) Dissertacdo de Mestrado. PPGEC/UFRGS. 2016.



115

O procedimento de determinacdo do tensor de relaxagdo ¢ exatamente igual ao sugerido na
aplica¢do 1. Desta forma cabe determinar os paradmetros para que possa dar continuidade de
forma numérica — apenas para representagao grafica. Para que seja possivel a comparagao com
a aplicacao 1, admitiu-se parametros os quais retornam um modelo ligeiramente semelhantes
ao anterior quando desconsiderado o dano. A tabela 6.2 apresenta o valor dos parametros
admitidos na aplicagdo 2 e a figura 6.8 apresenta a comparagdo entre o modelo proposto na
aplicacdo 2 com aquele apresentado na aplicagdo 1 — na figura 6.10 ndo utilizou-se o processo

de normalizacao para que seja possivel observar melhor a diferenca entre as componentes.

e 9 e 9
ki s 9,7.10 Pa HEK,s 73.10 Pa
v 18 18
Ks 950.10 Pas || Mgs 71,3.10 Ppa.s
e 9 e 9
M,s 11,4.10 Pa Hm,s 85.10 Pa
v 18
Ms| 9000, 10" Pa Ums| 6750.10 Ppas
e . 9 1&' ) 9
M, 2.3.10 Pa/m ||Hm,j 2,0.10 Pa/m
v 18 B
M.,J 25.10 Pa/m “MJ 18.10° Pa/m
Tabela 6.2: Parametros sugeridos na aplicagao 2
Medriz Sraheas
12x10% 25%10°
1.1x10% \
1.x101°—|‘ EIXIDL"'
9_><1E|9-'1| ENUER
g x10° |
|
7% 10° \-,_ 1.x10°
#.x%10° \
s \x 5% 10%
5.%10° e —
\\k
4.%10° o : ; ; ; , 0 T T T T |
2.%10% 4.x10% g x10" 2.x10%  1.x10M i 2.x10"  4.x10 g x10 g.x10% 1.x1pM
tempofs] tempols]
Burger — Kelvin — Voigr | Maxwell Mola

Figura 6.8: Comparagao entre as fungdes de relaxagdo em compressao
isotropa da matriz e da fratura para as aplicacdes 1 e 2

Percebe-se que no presente modelo estd sendo admitindo que as fraturas sdo viscoeldsticas e
seguem o modelo de Maxwell. Este comportamento mecénico para fraturas estd sendo proposto

neste trabalho, nao podendo ser observado classicamente na literatura e, portanto, nao existindo
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parametros obtidos em laboratdrio que representem este modelo até o presente modelo, devido
a isso, 0s parametros viscosos para as fraturas foram arbitrados, podendo ndo corresponder a
realizada. Este comportamento das fraturas ¢ semelhante aquele apresentado por uma matriz
viscoelastica, no entanto, a lei de comportamento das fraturas se modifica, tornando-se diferente

daquela apresenta no capitulo 3 (expressdo (3.42)) e assumindo a seguinte forma:

Tk [+ g (6.15)

onde K¢ tem a mesma defini¢do do tensor de rigidez K apresentado anteriormente e K

representa as propriedades do tensor de viscosidade das fraturas.

Tal como explicado na aplicag@o anterior, ndo ¢ possivel realizar uma comparagao direta entre
a fun¢ao de relaxagdo das fraturas ¢ da matriz. Novamente admite-se um fator de forma X=1
para representar graficamente a evolugao temporal da fun¢do de relaxagdo da fratura na figura

6.1.1.

12x1010 4

2. % 10°

&% 10°

4% 10°

2% 10° o

1 %100\

12x%10%

1.x10% o

2. 107 )

6.2 10% 1

4.%10°4

2% 10°

. : . — i
2,x101 3.x1010 0 1.x10% 2.%10% 3. 10
g £

Fratura Mairiz -

T
0 1.x1010

Matriz -

Fratura

Figura 6.9: Comparagao a fun¢ao de relaxagao da
matriz e da fratura na aplicagao 2

Mais uma vez admitiu-se uma densidade de fraturas ' = 1 fratura por metro cubico e fez-se
variar a dimensao destas. Nas figuras 6.10 a 6.12 apresentou-se o grafico de cada componente,
normalizando-se segundo seu respectivo valor calculado no instante inicial de aplicacao de uma

carga e desconsiderando-se o efeito do dano —isso ¢,e = 0et = 0.
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Figura 6.12 Evolucao temporal das componentes
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normalizadas na aplicagao 2
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Como se pode observar, o decaimento de fun¢do de relaxagdo do sistema € um pouco mais
acentuado do que aquele apresentado na aplicagdo 1. Além disso, a figura 6.8 — apresentada
anteriormente — explicita as semelhancas entre os modelos de Kelvin-Voigt e o modelo de
Burger apresentados, embora os modelos nao tenham sido otimizados de forma a coincidirem
perfeitamente, a diferenga entre eles nao ¢ suficiente, nem parcialmente capaz, de justificar tal
comportamento na aplicagdo 2. Desta forma, conclui-se que tal queda na fun¢do de relaxacao
deve-se ao modelo proposto para fraturas, tal como observado na figura 6.8. Embora os
parametros viscosos para a fratura tenham sido determinados de forma arbitraria, percebe-se
que as fraturas também podem interferir de forma significativa a resisténcia diferida do sistema.

Para verificar tal propriedade das fraturas, decidiu-se realizar a aplicagao 3.

6.1.2.3 Aplicagao 3— Matriz (Mola) e Fratura (Maxwell)

Esta terceira aplicacdo admite o modelo reoldgico de mola para a matriz e o modelo de Maxwell
para as fraturas, tal como sugerido na figura 6.13. Tal modelo pode representar,
simplificadamente, a existéncia de fluidos intersticiais. A ideia deste modelo, no entanto, ¢
estudar os efeitos da viscosidade definidos apenas na fratura, desconsiderando efeitos viscosos

na matriz. Admitindo-se as mesmas premissas apresentadas no principio da aplicagdo 1, obtém-

se os seguintes parametros no espaco de Carson-Laplace — onde o sub indice “s” denomina a
matriz e “j” a fratura:
* __ e
ks - kM,s
O e
Us = HUpm,s
v e
pkyiky;
x _ M,j *M,j (6.16)

) kyj+ ku

i = P ta,j Biwj
g p.l'ljv\/[,j-l_uf/[,j

j k?n,s j ﬁﬂ.j &,j
€ .

Figura 6.13: Modelos reologicos utilizados na aplicagdo 3
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O procedimento de determinacdo do tensor de relaxagdo ¢ exatamente igual ao sugerido na
aplica¢do 1. Desta forma cabe determinar os paradmetros para que possa dar continuidade de
forma numérica. Levando-se em conta que o modelo sem dano apresentado aqui ¢ puramente
elastico, ndo ¢ possivel realizar uma boa comparacdo com as aplicacdes anteriores. O atual
modelo tem como base apenas um estudo breve sobre fraturas viscosas. A tabela 6.3 apresenta

o valor dos parametros admitidos na aplicagao 3

e e
Kms| 114.10° pa Hm,s 85.10 Pa
e e
Kmjl 23.100 pa/m | |Hmj| 20.10 Pa/m
v v
K, 25.10° Pa/m | | Hm,j 18.10° Pa/m

Tabela 6.3: Parametros sugeridos na aplicacao 3

Os parametros atribuidos a fratura sdo os mesmos da aplicacdo 2 e podem ser observados na
figura 6.9. A matriz, por outro lado, ¢ admitida como elastica e, portanto, seria uma reta

constante.

Novamente admitiu-se uma densidade de fraturas ' = 1 fratura por metro ctbico e fez-se
variar a dimensao destas. Nas figuras 6.14 a 6.16 apresentou-se o grafico de cada componente,
normalizando-se segundo seu respectivo valor calculado no instante inicial de aplicacao de uma
carga e desconsiderando-se o efeito do dano —isso ¢, € = 0 e t = 0. Observa-se, contudo, que
o periodo de tempo apresentado nos graficos ¢ o dobro das aplicagdes anteriores para que a

curva seja melhor apresentada.

Componente 1111 Componente 3333

0.8+ 0.8

0.6 0.6

0.4 g

0.24 0.2

T T T T 1 i T T T T )
0 2.x100 4100 &x10® gox1pl® 1ox1pl 0 21010 410 6 %100 g w10l 1 ox1pi
fempo [5] fampe [5]

e=025 =050 e=0 e=025 e=050
e=1. e=10.75 e=1.

€e=0
e=0.75

Figura 6.14: Evolucao temporal das componentes
R, . e RI2M normalizadas na aplicacio 3
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Figura 6.15: Evolugao temporal das componentes
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Componente 1212 Componente 1313
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Figura 6.16: Evolugao temporal das componentes
R™ ¢ RIOM normalizadas na aplicacio 3
Como os parametros admitidos foram arbitrarios, as curvas apresentadas podem ser sub ou
superestimadas em relagdo aquelas que devem ser observadas com base em parametros
extraidos em laboratério. Embora ndo fique claro observando-se apenas estes graficos, as
expressoes resultantes para este modelo — as quais ndo forma apresentadas neste trabalho —
evidenciam que a evolugdo diferida da resisténcia tende a um limite fixo, diferente de zero,
quando o tempo tende a um nimero infinitamente grande. Este limite ¢ exatamente igual aquele
observado quando as fraturas ndo apresentam transferéncia de esforg¢os. Tal mecanismo condiz
com a realidade, uma vez que quando a funcdo de relaxacdo da fratura se anula tem-se
resultados iguais aqueles encontrados no capitulo 4. Percebe-se, entdo, que admitir um modelo
viscoso para fraturas pode resultar um uma modificacdo significativa das propriedades do

sistema homogeneizado.
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6.1.3 Tensores de Fluéncia

Esta secao visa apresentar graficos de comportamento do tensor de fluéncia para o caso das
aplicagdes anteriores. Obviamente o procedimento sugerido até entdo pode ser estendido ao
tensor de fluéncia. Lembra-se, no entanto, que foi utilizado o procedimento de estimativas
baseadas na solugdo de Eshelby e, portanto, deve-se ter cautela ao determinar estes tensores.
Lembra-se que o tensor de relaxacdo determinado ¢ uma estimativa, mas sua inversa pode nao
apresentar uma boa estimativa do tensor de fluéncia. Algumas limita¢des deste procedimento
foram apresentadas ainda na elasticidade e, por este motivo, deu-se preferéncia por apresentar

apenas o tensor de relaxacdo nas aplicagdes anteriores.

O procedimento de determinacao do tensor de fluéncia ¢ muito semelhante a determinagao do
tensor de flexibilidade, a Uinica diferenga consta no fato que originalmente tem-se determinado
o tensor de flexibilidade do espago de Carson-Laplace e, portanto, necessita-se inverter este
para se obter o tensor de fluéncia neste espago. Desta forma, o tensor de fluéncia do sistema

fica determinado como:

Jhom = (Rhom) ™" (6.17)

Uma vez obtido o tensor de fluéncia no espago de Carson-Laplace, percebe-se que suas

. . A . ~
componentes também podem ser escritas sobre a forma %, tal como sugerido na se¢do 6.1.1.

Novamente ¢ necessario normalizar o coeficiente by, — lembrando que k ¢ grau dos polindomios
— através da divisao dos polindmios A(p) e B(p) por seu valor. Assim, a forma resultante torna-
se igual a aquela sugerida na se¢do 6.1.1. Por fim, para se obter o tensor de fluéncia no espago
real, utilizou-se o procedimento sugerido na referida se¢ao. Nota-se, no entanto, que a utilizacao
deste procedimento ndo ¢ obrigatdria, sendo apenas uma sugestdo para resolucdo da

transformada inversa, sendo possivel utilizar quaisquer outros procedimentos conhecidos.

Com este procedimento, ficam conhecidas as componentes do tensor de fluéncia no espago de
tempo real. Cabe agora determinar os parametros necessarios para a representacao grafica. Uma
vez que os tensores aqui utilizados s3o os mesmos das aplicagdes 1 a 3, utiliza-se os mesmos
parametros estabelecidos nestes modelos. As figuras 6.17 a 6.19 correspondem a aplicagdo 1,
as figuras 6.20 a 6.22 correspondem a aplicacdo 2 e as figuras 6.23 a 6.25 correspondem a

aplicacao 3.
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Figura 6.17: Evolugao temporal das componentes
Jhom e JhoM normalizadas na aplicago 1
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Figura 6.18: Evolugao temporal das componentes
Jhom e JoM normalizadas na aplicacio 1
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Figura 6.19: Evolucao temporal das componentes

Jhom & Jhom normalizadas na aplicagéo 1
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Figura 6.20: Evolugao temporal das componentes
no | e JRM normalizadas na aplicagio 2
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Figura 6.21: Evolugao temporal das componentes
Jhom e JoM normalizadas na aplicacio 2
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Figura 6.22: Evolugao temporal das componentes
Jhom & JRoM normalizadas na aplicago 2

123

Abordagem Micromecanica da Propagacao de Fraturas em Meios Elasticos e Viscoelasticos



124

Componente 1111 C ot onetite 3533
109 104
84 8
64 6 e e

24 24
i . T T ‘ : i . T T . )
0 Lot 210 3x10l  4x10® 5x10® 0 Lx1o® oz zx10l 4w s wioW
fampo [5] fampo [5]
=0 - =025 =050 e=0.75 e=0 €=025 =050 =075
e=1. e=1
Figura 6.23: Evolugao temporal das componentes
Jhom & Jhom normalizadas na aplicagdo 3
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Figura 6.24: Evolucao temporal das componentes
Jhom & JhOM normalizadas na aplicacio 3
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Figura 6.25: Evolucao temporal das componentes

Jhom o Jhom normalizadas na aplicago 3
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Observa-se que, quando comparado com os tensores de relaxacdo, o tensor de fluéncia
apresenta um numero muito maior de componentes que independem das fraturas. Tal
comportamento pode se dar pela aproximacdo realizada sobre o tensor de fluéncia ou

simplesmente por uma compensagao dos parametros na determinagao do tensor de fluéncia.

Mais uma vez, os graficos esbocam uma tendéncia ja esperada, com o crescimento da funcao
de fluéncia conforme o pardmetro de dano ¢ aumentado. O aumento temporal das curvas
também ¢ conivente com aqueles estabelecidos para a funcao de fluéncia, quanto mais agudo
era a inclinagdo da curva de relaxagdo, mais aguda ¢ a inclinacdo na curva de fluéncia —

obviamente a relaxacdo ¢ decrescente a passo que a fun¢do de fluéncia € crescente.

6.1.4 Fraturas Orientadas Aleatoriamente

Assim como o realizado para fraturas paralelas, utiliza-se o resultado eldstico obtido no capitulo
4 para a determinagdo do tensor de relaxacao no espaco ficticio de Carson-Laplace para fraturas

distribuidas aleatoriamente (figura 6.26), obtém-se as seguintes expressoes:

esL

e1L

826

Figura 6.26: VER da distribui¢do de fraturas aleatoria

* * ﬁ*
kno =ki=: (6.18)
B>
. .oPBiPs3
Hhom = Hs B:
4

Admitindo-se que:

Abordagem Micromecanica da Propagacao de Fraturas em Meios Elasticos e Viscoelasticos



126

ﬁf=9k;‘n,u;‘+9k;‘ak]’f+12,u§ak]*-‘+12k;‘au}f+16u;‘au}f+3nu;‘2

By=12ki’em+16kiemps+3mus® +9kimus +12apui ki +9 ki ak;

(6.19a)
+16ausuj+12ksapy;
Bs=9kimus+12kiap;+16 i ap; + 6w pus’
Bi = (e hs + 1)@ 65 + B +5 i B3) (6.190)

Lembra-se, contudo, que as expressoes (6.10) e (6.11) podem ser utilizadas para escrever a
expressao acima da mesma forma que aquelas apresentadas no capitulo 4. Observa-se que os

*

parametros kg , pg , ki e uj também sdo dependentes do modelo reologico admitido para a
matriz e para a fratura, desta forma, todos estes parametros dependem da varidvel p do espaco
de Carson-Laplace. Para determinar o tensor de relaxacdo no espago real, basta utilizar o

procedimento sugerido na se¢do 6.1.1.

6.1.4.1 Aplicacao 4 — Matriz (Kelvin-Voigt) e Fratura (Mola)

Admitindo-se o modelo reoldgico Padrao de Kelvin-Voigt para a matriz ¢ o0 modelo de mola
simples para as fraturas, tal como sugerido na figura 6.2 apresentada na aplicagao 1, e seguindo-

se o procedimento representado a cima pode-se escrever:

_ ks (p ks + kis)
p kllé',s + kli',s + kren,s

K

. Mas(p ks + k)

W= 6.20
* DURs tUEs s (6.20)
#; = #fn,j

Aplicando-se os parametros das expressdes (6.19) e (6.20) na expressao (6.18) obtém-se o
modulo de compressdo e de cisalhamento do tensor de relaxagdo no espago ficticio de Carson-
Laplace. Uma vez que as fraturas sdo distribuidas aleatoriamente, o sistema permanece isdtropo
e, portanto, representar estes modulos ¢ muito mais facil que representar as componentes do
tensor. Tal procedimento pode ser realizado de forma analitica, no entanto as expressoes

resultantes sao muito grandes, nao existindo necessidade pratica de as apresentar aqui. Observa-

se que a forma %, apresentada na se¢do 6.1.1 ¢ estabelecida.
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Posteriormente, realiza-se um procedimento de inversdo da transformada de Carson-Laplace —
o procedimento sugerido na se¢@o 6.1.1 contempla esta finalidade de forma analitica — obtendo-
se os modulos do tensor de relaxagdo homogéneo no espago de tempo real para a combinagao
de modelos reoldgicos de Kelvin-Voigt — para a matriz — e mola para as fraturas. Novamente,
as expressoes analiticas sdo muito grandes e ndo existe necessidade pratica de as apresentar. No
entanto, ¢ conveniente determinar um valor numérico para os parametros da expressao (6.19),
desta forma pode-se apresentar um resultado final na forma grafica segundo a variagdo com o
parametro de dano e a variagao temporal. Uma vez que ndo existem limitacdes a adotar os
mesmos parametros da aplicagdo 1, a tabela 6.1 — apresentada na se¢do 6.1.2.1 — representa os

parametros admitidos.

Admite-se a densidade de fraturas V' = 1 fratura por metro cubico para representar o parametro
de dano. Desta forma, apenas a dimensdo das fraturas modifica o parametro de dano.
Admitindo-se um parametro de dano € = 0,25 obtém-se as seguintes expressdes para 0s

modulos de compressao e de cisalhamento homogeneizados:

Knom = 3,36.10° + 5,44.107 e 267107 t 4 2 90 10 e~19*107°¢
+3,42.107 e 141070 t_ 164,10 e~860.107" ¢t

Hhom = 2,91.10° — 2,71.10° 7859107 4 2 92 106 ¢ 8,62107" ¢ -
+1,16.10° e 19+107°t 4 113 10771021070t @20
+7,85.100e7930107 t 4 2 26,109 7195107 € c0s(5,87.10713¢)

+5,83.107e~195107°t 5in(5,87.10713¢)

Na equagao (6.21) os termos em seno e cosseno surgem devido a formula de Euler, motivados
pela existéncia de raizes complexas no polinomio do denominador no espagco de Carson-
Laplace. A figura 6.27 apresenta o grafico de cada modulo, normalizando-se segundo seu
respectivo valor calculado no instante inicial de aplicacdo de uma carga e desconsiderando-se

o efeito do dano —isso é,e =0ect = 0.
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Figura 6.27: Evolucdo temporal dos modulos
Knom € Uno normalizados na aplicagdo 4

Observa-se nos graficos que os mddulos de compressao e de cisalhamento diferidos diminuem
com o0 aumento do pardmetro de dano. Este comportamento ja era esperado desde o principio.
A Diferenga entre a razdo com que cada modulo perde intensidade foi um resultado interessante.
Embora os mddulos estejam normalizados conforme seu respectivo valor mais elevado, este
valor da norma ¢ constante. Desta forma observa-se que o coeficiente de cisalhamento reduziu

seu valor de forma mais branda quando se aumentou o dano do sistema.

6.1.4.2 Aplicacao 5 — Matriz (Burger) e Fratura (Maxwell)

Admitindo-se o modelo reologico Padrao de Burger para a matriz ¢ o modelo de Maxwell para
as fraturas, tal como sugerido na figura 6.7 apresentada na aplicacdo 2, e seguindo-se o

procedimento representado anteriormente pode-se escrever:

(pkks+kis)pkins kips

T DT K 0 (n Kl K K + Kb Kis) + Kfos o
=
P2 Uigs s + D (Biks Bins T Bics Hins + Bins Kins) + Bizs Bins
. Phkujky; Pl My
I ok ke, T puk g,

O procedimento de determinacdo do tensor de relaxagdo ¢ exatamente igual ao sugerido na
aplicacdo 1. Desta forma cabe determinar os parametros para que possa dar continuidade de
forma numérica. Obviamente os parametros admitidos foram os mesmos da aplicacdo 2.

Novamente admitiu-se uma densidade de fraturas V' = 1 fratura por metro cubico e fez-se
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variar a dimensdo das fraturas. Na figura 6.28 apresenta o grafico de cada modulo,
normalizando-se segundo seu respectivo valor calculado no instante inicial de aplicacdo de uma

carga e desconsiderando-se o efeito do dano —isso ¢,e = 0et = 0.
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Figura 6.28: Evolugao temporal dos mddulos
Knom © Unom normalizados na aplicagao 5

Na aplicagdo 5, existiu pouca diferenca com relacdo aos moédulos encontrados na aplicacao 4.
A maior diferenca encontrada um leve decaimento proveniente da adog¢do do modelo de
Maxwell as fraturas. Além disso, constata-se que a aplicacao 4 tendia a um valor fixo diferente

de zero a passo que a aplicacao 5 tendia a zero devido a admissao do modelo de Burger.

6.1.4.3 Aplicacao 6 — Matriz (Mola) e Fratura (Maxwell)

Tal como sugerido na aplicacdo 3, a aplicacdo 6 admite o modelo reologico Padrdo de mola
simples para a matriz ¢ o0 modelo de Maxwell para as fraturas. Seguindo-se o procedimento

representado a cima pode-se escrever:

k; = kﬁ/l,s ; ,U.; = 'u_ﬁl,s
K* = M o= P Hiv,j Hiv,j (6.23)
Topkyytkyy T Pty

A figura 6.29 apresenta o comportamento diferido dos modulos de compressio e de

cisalhamento segundo a variagao do parametro de dano.
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Figura 6.29: Evolugao temporal dos mddulos
Knom © Unom nNormalizados na aplicagao 6

Novamente, a dificuldade de estabelecer um modelo semelhante aos anteriores, o tempo
caracteristico do fendmeno foi muito maior que aquele encontrado nas aplicagdes anteriores.
Percebe-se, novamente, uma certa influéncia da viscosidade admitida em fraturas,
demonstrando que a viscosidade em fraturas pode ter importancia significativa dependendo-se

do problema admitido.

6.1.5 Tensores de Fluéncia

Na se¢do 6.1.3 foi explicado o motivo de se dar preferéncia a relaxagdo em detrimento da
fluéncia no presente trabalho. Para esta se¢do, as mesmas explicagdes sdo validas. Ressalta-se,
no entanto, que para as aplicagdes que necessitam da utilizacao do tensor de fluéncia, a presente

secdo deve ser estudada com mais cautela.

Da mesma forma apresentada na secdo 6.1.3 esta secdo visa apresentar graficos de
comportamento do tensor de fluéncia para o caso das aplicagdes anteriores. Lembra-se,
contudo, que todo o procedimento de determinagao do tensor de fluéncia apresentado na se¢ao
6.1.3 pode ser estendido para a presente secao, utilizando-se agora os tensores de relaxagdo com

distribuicao de fraturas aleatdrias. Novamente os tensores de fluéncia ficam definidos por:

]]*hom = (R;om)_l (6'24)

Observa-se que o tensor de relaxagdo ¢ dado por:
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Rhom = 3 Knom J + 2 ttpom K (6.25)
Sendo assim, o tensor de fluéncia assume a mesma forma e fica definido por:

1 1

Jhom =577 +5=
hom 3khom 2nuhom

K (6.26)

Onde ] e K sdo, respectivamente, os tensores esférico e desviador. Uma vez que k},,,,, assume

A(p) -1 .. B(p) s A
a forma =2 kpom = assumiria a forma =2 No entanto, como ambos polindmios apresentam

B(p)’ A
0 mesmo grau k, trata-se apenas de uma questao de definicdo, mudando-se apenas o nome dos

A . -1 Alp) .
polindmios. Desta forma, escreve-se kj,,, ~ na forma =L com by, = 1 tal como sugerido na

B(p)

secdo 6.1.1 — o mesmo procedimento € valido para yy,,,,. Realizou-se entdo o procedimento de
transformada inversa sugerido na se¢do 6.1.1 para obter-se os modulos de compressdo e de

cisalhamento no espago de tempo real.

Desta forma, as figuras 6.30 a 6.32 apresentam a inversa dos modulos de compressdo e de
cisalhamento nas aplicagdes 4, 5 e 6, respectivamente. Lembra-se, contudo, que a inversa destes
modulos ndo pode ser realizada no espago de tempo real e sim no espago de tempo ficticio de

Carson-Laplace.

T T T T 1 T T T T 1

i 1x10®  zox10 3x10® 4.x10Y 5.%10% 0 1x10®  2x10% 3x10® 4x10M® 5x10¥
fampo [5] fempo [5]

e=0 - e=025 e=050 e=075 e=0 e=025 e=050

e=1. e=1.

e=075

Figura 6.30: Evolugao temporal dos mddulos

1 e 1
Khom  Khom

normalizados na aplicacao 4
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Os mesmas observacdes realizadas para a fraturagdo paralela sdo realizadas para estas figuras,

as quais apresentam um comportamento esperado.
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6.2 ILUSTRACAO DO COMPORTAMENTO VISCOELASTICO:
EXPERIENCIA DE RELAXACAO EM COMPRESSAO SIMPLES

O objetivo desta secdo ¢ ilustrar alguns aspectos do comportamento do meio fraturado na escala
macroscopica, através da simulagdo da experiéncia de relaxacdo em compressao simples. A

figura 6.33 ilustra o elemento de volume ¢ a fun¢ao de deformagao aplicada.

1 A€1(t)
/’i\ _TE.I!{t‘J
&o

—— ]

W

/\_7;} 0 To
/2//

Figura 6.33: Solicitagdo na experiéncia de relaxagao
em compressao simples

Explicando o procedimento de forma mais formal, o elemento de volume ¢ submetido a uma

deformacao de trassao uniaxial a qual € representada como:

0 t<oO
e(t) = €1(t) e1®e; com  €1(t) =y€0 0=t < T (6.27)
= 0 t>T,

Onde €; K 1 e T, correspondem, respectivamente, a magnitude e duracdo da solicitacao
imposta. Trata-se, na verdade, de uma experiéncia de relaxacao particular, para qual refere-se

na literatura por recovery test; A resposta geral do material em termos de tensdo escreve-se:
g(t) = 211(t) e1®e; + Xy, (1) e,®e; + Z35(¢) e3Qes (6.28)

A analise nesta aplicacdo restringe-se a uma matriz viscoelastica isdtropa com uma distribui¢ao
isotropa de fraturas igualmente viscoelasticas. Sendo assim, na escala macroscopica, o material
fraturado € isétropo, o que implica que em cada instante X,, = ¥35. Além disso, assume-se 0
modelo de Burger para a matriz, enquanto o comportamento viscoelastico das fraturas ¢ descrito
através de um modelo de Maxwell, esta configuragdo ¢ similar a aplicagdo 5. A solicitagdo

imposta na expressao (6.26) pode ser finalmente expressa por:
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€11(t) = Y () =Y (t —Tp)] (6.29)
Observando que a transformada de Carson Laplace ¢ dada por:
€11(p) = (1 —e™?T0) (6.30)

As correspondentes em tensao no espago operacional sdo:

Bi 4 5ﬂfﬁ§> _
i, =€ k*—*+— * " 1—e p To
11 0< S ﬁz 3#5 ﬁ4 ( )
(6.31)
. . LBi 2 5BB3 _
Yy =233 =€ <ks ﬁ—i—gﬂs ﬁl* : (1—e7PTo)
2 4

A inversdo destas expressdes permite obter as expressdes correspondentes no espago fisico.
Esta operacdo de inversdo nao pode, entretanto, ser obtida tal como sugere-se na se¢do 6.1.1,
em razao da forma exponencial resultante da fun¢ao de Heaviside aplicada fora da origem. Para
resolver esta transformada inversa fez-se uso do software M aple® 15. Observa-se, no entanto,
que ¢ possivel resolver esta operagdo de forma manual, através da integral de Fourier
apresentada na expressao (5.30) ou recorrendo a tabelas cujos resultados ja sejam conhecidos.
Além disso pode-se resolver o problema no espaco de tempo fisico, sem a necessidade da
transformagao das expressdes. A figura 6.34 ilustra a evolugdo temporal, para diferentes valores
de dano &, das componentes X;; (t) normalizadas para a resposta instantanea e desconsiderando-

se o dano existente no elemento, issoét =0ee = 0.

=,/ Zg I/ 2g
1-
: 05 \nh__
o 0 Rk — _ b
‘ : . . : . . : i —
1 L=10® 3l s RS UILE S i 5.x'[;£7‘)*}':7 g% 1010
4 IH"I ,'IH
-0.51 / -0.5 /
_1— 1_
e=0 ——e=025 €=050 e=0 ——e=025 e=0.50
=075 e=1.00 =075 ——e=1.00

Figura 6.34: Evolugao das componentes de tensdo na experiéncia de
relaxacdo considerando Ty = 5.10'° segundos
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Observa-se para € = 0 (material s30) uma resposta igual para estes tipos de experiéncias. Na
fase de carregamento (t > T;), observa-se uma resposta em tensdo decrescente em fungdo de
€, 0 que traduz a degradagao crescente do material. Na fase de recuperagdo (t < Ty), o tempo
caracteristico da funcdo de relaxagcdo diminui a medida que € aumenta: a volta do material

fraturado € mais lenta ao estado natural (X = 0).

6.3 MODELO REOLOGICO EQUIVALENTE PARA O MATERIAL
VISCOELASTICO FRATURADO

E comum expressar o comportamento dos materiais viscoelasticos sem envelhecimento
recorrendo a modelos reologicos tradicionais. Percebe-se, no entanto, que o material fraturado
deve apresentar dependéncia dos parametros utilizados para as fraturas. Um modelo que
apresente esta dependéncia ndo € classico na literatura. Propdem-se entdo a elaboracao de um
modelo reologico que vise acrescentar o comportamento das fraturas. Este modelo foi
desenvolvido admitindo, exclusivamente, fraturagcdo aleatoria — pois o tensor de relaxacao

resultante deste modelo ¢ isotropo.

Ressalta-se que a formulagdo do modelo ¢ mais simples se realizado no espago de Carson-
Laplace, embora a formulagao no espaco fisico conduza ao mesmo modelo reologico. Lembra-

se entdo do valor obtido para kj,,,, € U om:

* * '8*
khom = ks _1
2
o (6.32)
PR 1
ho S ﬁ:

Substituindo-se os devidos valores de f3;, percebe-se que € possivel escrever Ky, como:

1 1 1
Ko K
ki=ki ; ky=ki+k]
1 1 1 (6.33)

ky=——(ki +41) ; —=—+
@ Tame I T 0 1 T g

k= — Gkt ) s k= *(1+1_2v5*)
TR S A ALl G I v
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Observa-se que para geomateriais em geral, o valor do modulo de Poisson v, varia pouco no
tempo, isso significa que v¢ = v¢ = cte. Um modelo reologico virtual pode representar, no
espacgo de Carson-Laplace, este comportamento homogeneizado. Tal modelo ¢ apresentado na

figura 6.35.

3r
4me ?
> T *
o rrt .
9
16€k$
3 4(“_1—21}‘)
3 L — 2e=\" T 212
6e's

Figura 6.35: Modelo reoldgico para o kj,,,,, no espago operacional

Onde os coeficientes kg, us , k; e u; sdo molas neste espago virtual. Percebe-se, no entanto,
que o modelo nao esta completo. Para completar o modelo admitido, € necessario substituir
ks, us , k; e pj pelos seus respectivos modelos reologicos. Como exemplo admite-se o modelo

padrao de Kelvin-Voigt para a matriz € o modelo de mola para a fratura, a figura 6.36 apresenta
o modelo reoldgico homogeneizado baseado nos modelos adotados para cada um dos

elementos.

3r

4me ™

Figura 6.36: Modelo reoldgico para o kj, admitindo
matriz Padrao e fraturas elasticas
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Obviamente, ¢ permitido inserir outros modelos arbitrados ao invés destes. Este processo de

determinacdo de um modelo reoldgico homogeneizado também pode ser realizado para py,,,,

de tal forma que obtém-se as seguintes expressoes:

1 1.1 1
Bhom M1 Mz U3

WI=Hs 5 Hp=fa+up 5 U3=pc+pg+pe
., o (3K! + 442) 1 1 1
fa = Teme ™ T 0 W T T

, 15 Bk + 1) . 15 <1+1—2vs)
Ha =gqe s T, 0 g =g s\t 3 owr

L_r,r r_r+ 1 1r_1.1 (6.34)
o T N ' N 1 N /N T A TH
#;=4—5(3k;‘+ﬂé)— ;o My = b u;“—; :
64 € 1—v; 1287 " ki (1 —vs)?
., 457 i . 1 , 15 1 15-21v;
Hg:BZen(Bkj+8Hj)2v§——l ’ H”=646H51—v§ 1+v/
— y¥ 2 * A%

Observa-se, entdo, que o modelo pode ser representado de forma semelhante ao k;,,,,, a figura

6.37 apresenta esta representacao.

15r
1l6mwe J

Figura 6.37: Modelo reoldgico para o yy,,,, no espago virtual

Observa-se, no entanto, que ndo € possivel substituir os modelos reoldgicos para os elementos
de matriz e fratura da mesma forma que realizado anteriormente. Esta impossibilidade se da por

causa dos termos uy e u; . Observando-se estes termos na expressao (6.34) percebe-se que ndo
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existe uma divisdo clara entre modulos da matriz e da fratura, ndo tornando-se possivel admitir
que este valor € constante, tal como foi proposto para o coeficiente de Poisson. Para contornar
este problema, sugere-se utilizar um coeficiente de Poisson homogeneizado, o qual ¢ admitido
constante para geomateriais. Desta forma determina-se apenas o modulo de compressao
homogeneizado, de forma que o médulo de cisalhamento homogeneizado fica definido pelo
modulo de compressao e pelo coeficiente de Poisson homogeneizados. Desta forma, pode-se

admitir que o coeficiente de Poisson homogeneizado ¢ determinado pelo limite:

(6.35)

Vhom = lim

t— oo

<3 khom -2 ﬂhom)
6 khom +2 Hhom

Observa-se que a expressdo (6.35) trata-se apenas de um valor razoavel para o coeficiente de
Poisson, Caso exista a necessidade de uma melhor aproximacao, esta também podem ser usada,
contanto que retorne um valor constante no tempo. Observa-se também que as expressdes foram
apresentadas no espago de tempo real — e ndo no de Carson-Laplace. Percebe-se, no entanto,

que € possivel obter a mesma expressao no espago de Carson-Laplace:

(6.36)

— * — 1
Vhom = Vhom = lim

3 ki*tom -2 H?lom
p—0

6k;om + ZH;LOm

Uma vez que estas expressdes sao equivalentes, o resultado obtido deve ser rigorosamente o
mesmo. Apresentados estes resultados, cabe verificar se € possivel realizar tal aproximagao.
Para isso se utilizou as propriedades da aplicacdo 5, com modelo padrao de Kelvin-Voigt para
a matriz ¢ modelo de mola para as fraturas. A expressao (6.21) defini os modulos de compressao
e de cisalhamento homogeneizados no espago real. Utilizando-se a expressao (6.35), escrita
sem o operador limite, pode-se desenhar a evolugcdo do coeficiente de Poisson, o qual ¢

apresentado na figura 6.38:

|le|Ih-::ru'c

00

o Tx10W 4 x10® 6x10® gx10® | oxgoM
tempo ()

Figura 6.38: Evolucdo do coeficiente de Poisson homogeneizado
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Observa-se que o coeficiente de Poisson homogeneizado apresenta uma variagdo muito
pequena, de forma que torna-se dificil uma visualizagcdo. Para observar melhor a variacao deste

parametro efetuou-se a seguinte operagao:

Vhom = ll_)l’r(l)

<3 khom -2 HUhom

= 0.1459
6 kho +2 ﬂhom)

(6.37)

Vyom = lIm

t— oo

<3 khom -2 HUnom

=(0.1446
6 khom + 2 .uhom>

Observa-se entdo, uma diferenga na terceira casa decimal. Frente a esta pequena variagao,
preferiu-se admitir o valor do coeficiente de Poisson como 0,1446. Outro método interessante

de determinar o coeficiente de Poisson ¢ através da seguinte expressao:

T(3k -2 Un

fo < hom om) dt
6k +2u

Vo = lim ho ho

T-t T

(6.38)

Onde 7 ¢ o limite de tempo desejado — admite-se como o tempo de duracdo da analise ou o
tempo caracteristico de relaxacao. Nota-se que esta expressao retorna a média do coeficiente de

Poisson no tempo estipulado.

Uma vez que o modelo de k;,,,,, € conhecido e que o coeficiente de Poisson ¢ fornecido, pode-
se determinar u,, . Lembra-se, contudo, que vy, pode ser determinado em laboratério ou
analiticamente, com base nas expressdes anteriores tornando-se, no entanto, necessario
conhecer a0 menos [j,,,,. Desta forma pode-se determinar um modelo reologico de pym,
semelhante ao que foi utilizado para k,, com a diferenca de ter seu valor final multiplicado

por uma constante definida.
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7 PROPAGACAO DE FRATURAS EM MEIOS VISCOELASTICOS

Com a finalidade de formular uma condi¢do de propagagdo para meios viscoelasticos, €
necessario determinar F, entretanto, existem dificuldades tedricas para determina-lo
analiticamente. Ao propor que a energia livre pode ser desacoplada em uma parte instantanea e
outra residual, tal como sugerido na expressao (5.61), percebe-se que a parte residual ndo foi
expressa analiticamente. Para determinar a parte residual ¢ necessario subtrair a energia

instantanea da energia total:

s (o) =W ~3(e- ) Bun+ (e o

Desta forma, necessita-se conhecer a energia livre total para que a parte residual seja
explicitada. A energia livre total é calculada através da soma das energias elasticas que atuam

em cada uma das molas do sistema:

1
Wf=§jzg;§:<cn:§;;dv (7.2)
. 2

Onde m ¢ o numero de molas presente no sistema, C,, ¢ a rigidez microscopica da n’éxima mola

e & ¢ a deformagdo elastica na n’éxima mola. A expressdo da energia livre conduz a

dificuldades muito grandes no célculo analitico, estas dificuldades estdo concentradas na
determinagdo da média da energia elastica de cada uma das molas, sendo assim, apenas ¢
possivel determinar a energia livre analiticamente para casos muito especificos e admitindo
modelos reolégicos muito simples. Na se¢do anterior, foi apresentado o modelo reoldgico do
material fraturado homogeneizado utilizado neste trabalho, ficando claro que tal modelo nao
apresenta a simplicidade necessaria para que seja possivel determinar sua energia livre

analiticamente para casos gerais.
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7.1 AVALIACAO NUMERICA DA CONDICAO DE PROPAGACAO

Para contornar estas dificuldades analiticas, sugere-se a determinagdo numérica da energia livre
por meio de elementos finitos. Para a determinacdo numérica com apenas um carregamento
cinematico € ¢ utilizada a expressao (5.60). Para o caso de um carregamento misto com
carregamentos cinematicos € e esforgos F, cujas grandezas duais sdo respectivamente Q e q,

€SCreve-se:

oP
F=- %IS'{EU}'F (8' “ {gv}'F) 73

Onde P ¢ a energia potencial do sistema, que ¢ a diferenga entre a energia livre e o trabalho dos

esforcos externos ¢:
P=W°—-¢ (7.4)

Observa-se que a expressao (7.3) sugere a propagacdo numérica de uma fratura isolada. Tal
abordagem deve ser expandida para o caso com multiplas fraturas para que possa ser utilizada
neste contexto. Para o calculo da derivada apresentada na expressao (7.3) opta-se por uma

aproximagdo direta. Realiza-se um incremento ficticio no comprimento da fratura da

mantendo-se fixo os valores de &, {g"} e F e calcula-se o incremento correspondente ao

potencial dP. Desta maneira a for¢a termodinamica F ¢ determinada por: F = —dP/da.

Na pratica, modifica-se as condi¢des de contorno do problema para uma nova fissura com

comprimento a + da. Percebe-se que a derivada desejada deve apresentar alteracdo na carga e

nas deformacdes viscosas. Manter os campos {8”} de deformacgdo viscosas constantes equivale

a considerar uma resposta local puramente eldstica. A energia livre ¢ calculada através de uma

integral, sobre o volume (), da energia livre local w:
wrl = f wdV (7.5)
Q

A variacao d® do trabalho das forcas externas dadas entre os dois estados ¢ calculada através

do esforco e do incremento de deslocamento:
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dd = F dgq (7.6)

Dadas as defini¢des a cima, a taxa de restitui¢do de energia pode ser aproximada pela seguinte

expressao:

f —wf _
. _(W (a+da)d W/ (a)) - do a7
a

Com a expressao (7.7) a determinagdo numérica pode ser realizada. A abordagem numérica
apenas foi apresentada como forma alternativa de solucdo e ndo ¢ o tema deste trabalho,

sugerindo-se buscar aplica¢des e mais informacdes para esta abordagem no trabalho de Nguyen

(2010).

7.2 AVALIACAO SIMPLIFICADA DA CONDICAO DE PROPAGACAO

Para que seja possivel realizar aplicagdes analiticas, sugere-se simplificar algumas expressdes
apresentadas. Nguyen (2010) demonstrou que a parcela residual da energia livre pode ser
negligenciada quando sdo analisadas estruturas unidimensionais homogéneas. Para uma analise
preliminar, realizar esta simplificagdo passa a ser uma hipotese intuitiva mesmo para casos em

que a estrutura ndo ¢ unidimensional. A energia livre assume, entdo, a seguinte forma:

WS =5 (e~ ")+ Bhons (=€) 79

Para determinar F, deriva-se a energia livre com relagdo a €, obtendo-se:

rooileme) T ) r(emg) e L o

Novamente, Nguyen (2010) demonstrou que para os mesmos casos da hipotese anterior €

possivel negligenciar o segundo termo da expressao (7.9):

)T eme) o

Il

|
N| =
/N
m

|
1Hm

Cassio Barros de Aguiar (cassio.barros.aguiar@gmail.com) Dissertacdo de Mestrado. PPGEC/UFRGS. 2016.



143

Percebe-se que as simplificagdes realizadas apenas produzem resultados exatos para estruturas
isostaticas unidimensionais homogéneas, para as demais situagdes estas simplificagdes apenas
podem ser realizadas ap6s uma analise numérica que confirme que a participagao destes termos
contribui muito pouco com o resultado final esperado. Mesmo simplificando a expressao da
forga termodindmica F, a determinagdo ainda nao pode ser realizada por meio da expressao

(7.10) e isso se deve a presenca de €V, a qual ndo pode ser apresentada analiticamente para
casos gerais. Para determinar a deformag@o €” para qualquer problema, ¢ necessario determinar
& em todos os pontos e subtrair a deformagdo instantdnea £° e, posteriormente, determinar a
média das deformagdes ¥ obtidas. Para tornar possivel uma aplicagdo, sugere-se reescrever a

expressao (7.10) utilizando as tensdes macroscopicas X:

hom

d1
de (7.11)

Feix:
=5%:

1t

Onde ]9, ¢ o tensor de fluéncia homogeneizado J,om(t — 0) determinado no mesmo instante
que a solicitacdo ¢ realizada, em t = 0. Para simplificar a expressdo (7.11) deve-se determinar
o tensor J§,..,, sugere-se admitir que o tensor JJ§, ¢ isotropo, tal como ocorre quando se admite

uma distribuicdo de fraturas aleatdria, para estes casos, o tensor ]9, pode ser escrito como:

L]
2 Upom

1
Jhom = J

K (7.12)
3 k}?om

Onde kp,., € Upom S30 os modulos de compressio e cisalhamento homogeneizados para o
tensor de fluéncia no instante da aplicagdo do carregamento. Uma vez que no instante do inicio
do carregamento estas propriedades reduzem-se aos mesmos valores obtidos na elasticidade,
pode-se usar os modulos de compressao e de cisalhamento para o tensor de relaxacdo, os quais
foram exibidos anteriormente, pois quando avaliados neste mesmo instante adquirem os
mesmos valores que os mddulos apresentados. Mais uma vez a for¢a termodinamica F obtém

uma nova simplificagao:

10 1 10 1
= g&(m) (Z11 + 250 +233)% + Z&(m) (CH + 35, + 353 + 35, + 25 + 253) (7.13)
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Conforme mencionado anteriormente, as simplificagdes apenas sdo validas quando a estrutura
¢ unidimensional, esta limitacdo permite a simplifica¢do da expressao acima para o caso de uma

estrutura submetida a esfor¢o uniaxial normal:

Fexh (22 ()41 (L (7.14)
T\ 60e\Kk2, ) 40e\u, '

Por fim, para representar F, é necessario definir um modelo reologico para a matriz e para as fraturas,

sugere-se utilizar o modelo de Burger para a matriz e de Maxwell para as fraturas. Percebe-se que para
diversos modelos reoldgicos que podem ser escolhidos, todos aqueles que apresentam uma mola que
retorne uma resposta instantdnea no instante de aplicacdo da carga apresentam o mesmo resultado e,
portanto, indefere qual modelo seja escolhido para esta aplicac@o. Ressalta-se que o valor da rigidez da
mola atuante é diferente em cada um destes modelos, o que conduz a resultados diferentes quando

aplicados. Para os modelos assumidos, obtém-se 0s seguintes parimetros kp .., € 1o om:

0 kﬁd,sal
khom =
6, + 6,
(7.15)
0o _ 5 50163
Hhom = 5—
4
Com:
6, = 371,11,@\,,,5(3 ks + uf,,_s) +a (3 kips +4 ,u,ev,_s)(S k,f,,’j +4 uf,,’j)
8, = Ame kG (kG s + 4uss)
(7.16)

6‘3 = 37TMIeVI,s(3 k]?/l,s + Z#Iel/l,s) + 4a:u1e\/1,j(3 klf/l,s + 4'#Ievl,s)

64 128
0, = 16medskyy supy s + ?ne63uﬁ,’52 + 32me 61 kg sy s + — e 61/1,?,,_52 + 561653

Percebendo-se que os tnicos termos dependentes do parametro de dano sdo &, e §,, a expressao

(7.14) assume a seguinte forma:

1 a6 1 a8
2 4) (7.17)

F=Sil st 5o
1 <6 kg 0; 0c | 20 15y 0,05 e

Percebe-se, contudo, que &, e §, dependem linecarmente de €. Resolvendo-se as derivadas obtém-se:
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(7.18)

52 2r(3kg s + 4u% s) - 2(26; + 63)
- 36, 5 &5

Para prosseguir a aplicacdo, ¢ necessario definir carregamentos especificos, os quais sdo

aplicados nas se¢des seguintes.

7.2.1 Aplica¢do de Uma Taxa de Deformacao Constante

A presente aplicacdo foi baseada nos resultados de Nguyen (2010) e teve como objetivo

comparar com os resultados obtidos por este. Considera-se uma taxa de deformagdo € =
E;; e;®e, constante, ou seja uma evolucio linear no tempo da deformacio e(t) =

Ei; t Y(t) e;®e;. Nguyen (2010) demonstrou que fraturas em casos supercriticos (ou seja,
quando se propagam), se propagam em direcdo a um valor assintdtico. Se o parametro de dano
inicial for superior ao pardmetro de dano assintotico, ou seja €(t = o0), ndo havera propagacgio
de fraturas. Entdo € possivel estabelecer uma condi¢ao de propaga¢do comparando-se os valores
do parametro da dano inicial com o final, para tal busca-se os valores assintoticos de F, € € ¥4,
os quais ficam representados por F %, €., € 277. Para relacionar as tensdes 73 com as deformacdes
E, torna-se necessario conhecer Jhom1111> que € a componente 1111 do tensor de fluéncia avaliado
no tempo infinito e depende do modelo reoldgico adotado, podendo ser calculado através da expressao:

Jhoma111 = Jho 1111(p = 0). Obtém-se a seguinte relagdo entre %75 e Ei,

6506 kIIlJ/I,sl"II\]/I,s i

Zﬁ = 45 11 (719)
8o
Com:
65 = 37-[#}\7/1,5(3 kli\J/I,s + Mlili/l,s) +a (3 klllj/l,s +4 MI]l]/I,s)(3 kli\J/I,j +4 .u}\}d,j)
86 = 3”:“11(/1,5(3 kll\]/l,s + 2:“11(/1,5) + 4a#11{/1,j(3 k}\]/l,s + 4’:“11(/1,5)
(7.20)
67 = —96mey (3 klilj/l,s +4 .u}\)/l,s) kli\J/I,sH}\J/I,s ) 58 = 7-[.11}\7/1,52 —-a k;\J/I,j (3 kli\J/I,s +4 Mlili/l,s)

v v 2 17 v v
69 = (15 kM,S + S#M,S)66 - ﬁ6766 - 15(3 kM,S + IJ'M,S)6866 + 8768
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Lembrando-se que foi utilizado o modelo Burger para a matriz e Maxwell para as fraturas,
adotar modelos diferentes produz resultados diferentes nesta abordagem. F assume entdo a

seguinte forma:

v o 2 e e
TOO = (45 6566kM,s#M,s Ell 27-[(3kM,s + 4'#M,s) 1 +E(261 + 63) (721)
5o 35, 5 65,

A figura 7.1 apresenta um grafico de F* normalizado pelo seu valor inicial.

Eat

0.8+
0.6
0.4+
0.2+
0 T
0 02 04 0.6 0.8 1

Eon
Figura 7.1: Evolugdo de F* em fungéo do o pardmetro de dano €4,

Conhecida a for¢a termodinamica F%, a condi¢do de propagacdo (5.64) pode ser reescrita para

valores assintoticos como:

Fe =G, =Gy (7.22)

Aplicando (7.21) em (7.22) obtém-se

1
8<8:k% 1Y« . \22m(3kE, . + 4uc 2(28, + 6 2T N3
<45 506K M stm,s E11> ( M,s #M,s) <1+_( 1 3)) _

5o 35, 5 6, 3¢ b

Gr (7.23)

Define-se, com base em (7.23), a seguinte func¢ao:
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1 1
flew) =52 N2 06 ° (24
€ = = e —
o 82 - \2 2(26, + 6 2 :
? (456556k1117/1,s/1;\7/1.s Ell) (Skf/l,s + 4M1el/1,s) (1 + 3(15—33)) E11
Onde 6 é um coeficiente determinado com base nos pardmetros do material:
1
5 NE 56y (7.25)
- 2 2(28, + 63) :
(450505k3y sty ) (3 + 405y ) (1 -+ 2204 05))
A fungao f(€,,) fica representada pela figura 7.2:
Forsin — E’cr:
f(Em-)
5
Eyy
U T T T T 1
it lim
2

(=

Figura 7.2: Evolugdo de f(€4) segundo o pardmetro de dano €.,

A fungdo caracteristica f(€4) ¢ nula em € = 0 e atinge um valor maximo em € = €,,,,4,, sendo
decrescente a partir de entdo. Tal fungdo permite a determinagdo da velocidade critica de

deformacgdo E" e do parametro de dano maximo, tem-se entao:

(7.26)

Pode-se realizar uma analise de estabilidade:
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a) Se E;; < E", a equagdo (7.24) ndo tem solugdo e o dano ndo se propaga,

independentemente do valor inicial de dano;

b) Se E;; = E°" e o parAmetro de dano inicial €, for menor que €™, o qual depende

deda taxa de carregamento, o dano aumenta até o valor de elim.
c)Se E; = E ey = €li™, o dano nio se propaga.
Pode-se obter uma segunda forma de representagdo da condi¢do de propagacdo através da

determinagdo direta da taxa de deformacao, com base na expressao (7.23) obtém-se:

By = Ce
11 — 2
45 S50kt \ 2m(3kis + 4uyy ) (226 + 6) (7.27)
5 36, 5 6

Tal expressao tem sua variacao conforme o parametro de dano apresentada na figura 7.3:

E':cr 1

Emax lim
Em €oo

Figura 7.3: Evolugio de Esegundo o parimetro de dano €,

Nesta representagdo fica claro a inexisténcia de solugdo para E;; < ES" . Além disso percebe-
se que Se €y < Emqy, EXistird propagacio para qualquer taxa de deformacdo E;; > E" . Este
grafico ¢ semelhante aqueles apresentados na elasticidade, porém a interpretacdo deve ser

diferente, uma vez que se da em taxa de deformagdo e ndo em deformacgdes.
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7.2.2 Aplicagdo de Uma Tensao Constante

Além da aplicagdo em deformagdes, pode-se retornar a expressao (7.18) e trabalhar com
tensdes. Aplicando a equagao (7.18) na condi¢cdo de propagacao (5.64), obtém-se a seguinte

expressao:

G

23k + 4usys) (1 L 228 + 53)) (7.28)
35, 5 5,

crit _
11 -

A expressdo (7.28) retorna qual a tensdo de inicio de propagacdo para um determinado
parametro de dano inicial. Percebe-se, no entanto, que nenhum coeficiente §; depende
diretamente de € e a Unica relagdo destes coeficientes com o parametro de dano ¢ por meio do
tamanho da fratura. A figura 7.4 apresenta os valores de tensdes criticas de inicio da propagacao

para cada valor de parametro de dano.

10
i
(MPa)
a4

0 02 04 0.6 0.8 1

Figura 7.4: Evolugio de X7 segundo o parametro de dano €
(Obtido com parametros apresentados na figura 6.9)

Observa-se que a estrutura do grafico 6.45 ¢ similar aqueles apresentados na elasticidade, mas
na presente aplicacdo o modelo € viscoelastico. Observa-se que para um parametro de dano
nulo a tensdo critica equivalente ¢ infinita, tratando-se de uma limitagdo do método utilizado,
pois a tensdo de ruptura do material ja ¢ suficiente para provocar o surgimento de falhas no
elemento. Este valor representa a impossibilidade de propagar fraturas inexistentes na estrutura

com a teoria aqui presente.
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Conforme se mencionou anteriormente, as simplificagdes aplicadas sobre a energia livre e a
forca termodinamica permitem calcular de maneira mais simples a propagacao das fraturas para
estruturas unidimensionais homogéneas. Entretanto, realizar o célculo simplificado para
estruturas nao contempladas pelas simplificagdes torna-se uma proposta adequada quando a
finalidade ¢ comparar com resultados obtidos ndo realizando tais simplificagdes. Aplica-se
entdo uma tensdo isotropa, com a finalidade de observar o comportamento simplificado. A

expressao de F assume a seguinte forma:

6 (kg s + 4ut 2 26,4+ 6
F =52 7 (3hiys + i) P CLI ) (7.27)
5, 15 &

Embora as simplificacdes ndo sejam corretas para este tipo de estrutura, assume-se que 0s
termos simplificados apresentam uma importancia muito pequena para a propagacao, tal
admissao deveria ser respaldada por calculos numéricos, os quais nao foram realizados. A
finalidade desta analise consiste em comparar a tensdo critica 7 no caso de uma solicitagio
Zcrit

normal com a tensao critica para uma solicitagdo isotropa. A expressao (7.29) pode ser

introduzida na condi¢do de propagacgao (5.64) para obter:

Ge

6m (3kg s+ 4uy ) (1 L2 @8+ 53)> (7.27)
5, 5 6,

yerit —

A figura 7.5 apresenta uma comparacao das tensdes criticas determinadas.

104
Ecn’t
(MPa)
S_

=

uriaxial isotropo |

Figura 7.5: Comparagdo entre tensdes criticas
(Obtido com parametros apresentados na figura 6.9)
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Assim como na elasticidade, as tensdes criticas encontradas sdo menores para o caso isotropo,
pois o caso isotropo admitido ¢ equivalente a trés tensdes uniaxiais atuando em diregdes
perpendiculares entre si, desta forma existe uma maior intensidade de tensdes. No entanto,
observa-se um comportamento semelhante ao caso eldstico o que indica que, embora a

aproximagao esteja errada, os resultados ainda permanecem coerentes.

7.2.3 Aplicagdo de Uma Deformacao Constante

Uma ultima aplicagdo necessaria consiste em utilizar a expressao (7.29) para determinar
diretamente a forca termodinamica F. Desta vez, ao invés de determina-la para valores assintoticos,

sera utilizada a seguinte relagdo entre tensoes e deformacgdes:
Z=R()®e) (7.31)
Como forma de simplificar esta aplicagdo, sugere-se utiliza-la em sua forma unidimensional:

211 = R1111(6) ® E11(8) (7.32)

Onde R;114(t) é a componente 1111 do tensor de relaxagdo, admitindo que o carregamento iniciou em

t = 0. Utilizando a expressdo (7.32), aplicada em (7.29) obtém-se a seguinte expressao:

(7.33)

F = (Ry111(t) ® E11(t))? 6m (3kM,s + 4.“M,s) <1 + 1(2 6, + 63)>

5, 15 &,

Até entdo, E;;(t) pode assumir qualquer evolugdo temporal. A ideia consiste em simplificar este

procedimento admitindo que E;4 () € constante no tempo, reduzindo a exprssao (7.33) a::

(7.34)

6 (3ks s+ 4us 2 26+ 6
F = (R1111()E11)? (3kins #M'S)<1+——( : 3)>

5, 15 5,

Para resolver a expressao (7.33) utiliza-se R;111(t) € o valor dos demais pardmetros estabelecidos
na aplicacdo 2, desta forma apresenta-se a seguinte evolug@o temporal da forca termodindmica F,

normalizado por seu valor no instante inicial:
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064
044 \

02 —_——

Figura 7.6: Evolucao temporal da for¢a termodinamica
(Obtido com parametros apresentados na figura 6.9 ¢ € = 0.25)

Percebe-se que a for¢a termodinamica de propagacao inicia, para uma deformacao constante
aplicada, em seu valor maximo, reduzindo seu valor até atingir um patamar constante. Este
efeito decorre das deformagdes existentes nas molas do modelo homogeneizado,
instantaneamente toda deformacao estd concentrada em nas molas (mais especificamente, nas
molas com carater instantaneo), a medida que o tempo passa, a deformagao nas molas migra
para os amortecedores. Esta transferéncia de deformacgdes nao precisa ser plena, podendo existir

deformacdes residuais em algumas molas do sistema, como ¢ o caso da situagdo representada.

A figura 7.6 foi estabelecida para uma deformacgdo constante, retornando um F decrescente no
tempo, mas que apresenta uma assintota horizontal. Pode-se comparar o grafico de F com a forga
termodinamica critica G, assumindo que G, ¢ constante, se F = G, em algum instante de tempo,

havera a propagacdo, caso F < G, ndo havera a propagacao das fraturas.

73 PROPAGACAO DE FRATURAS EM MEIOS VISCOELASTICOS
HOMOGENEIZADOS: APROXIMACAO POR MODELO DE BURGER

Até entdo, a energia livre existente no material era determinada com base em uma analise
microscopica, admitindo a heterogeneidade do material, entretanto, uma vez que o material seja
homogeneizado, ndo ¢ mais possivel distinguir suas fases e o material homogeneizado torna-se

um material equivalente cujas propriedades contemplam as caracteristicas do material original.
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Neste material equivalente, ndo ha distingdo entre as escalas microscopicas e macroscopicas e,
portanto, a energia livre efetiva pode ser calculada diretamente, sem que seja necessario
determinar a média das energias elasticas microscopicas. A definicdo da energia livre

permanece a mesma, podendo ser escrita como:
W=2> et Qo s 8 7.35
- €n * Yhom * En ( . )

A equacdo (7.35) sugere que o comportamento do meio homogeneizado deve ser representado
por uma associacao de elementos de molas e amortecedores. Neste contexto, m ¢ o nimero de
molas existente no modelo reoldgico do material homogeneizado, C},,,, ¢ a rigidez equivalente

da n’éxima mola do material homogeneizado e €;, ¢ a deformagao na referida mola. Observa-
se que a energia livre passa a depender do modelo reoldgico do material homogeneizado, nao
dependendo diretamente dos modelos admitidos para a matriz e para as fraturas. Observa-se
que a energia livre também atende a hipotese de desacoplamento, sugerida anteriormente,
podendo ser escrita como:

1
wrf = See RO, : €%+ Wi (e, 5”) (7.36)

1

Onde €® = (g — g”) ¢ a deformagdo instantanea observada apds a aplicagdo de uma tensdo e

Ry, ¢ o tensor de relaxagio homogeneizado instantineo do sistema. Para prosseguir esta
analise € necessario determinar um modelo reoldgico para o material fraturado homogeneizado.
Observa-se que a se¢do 6.3 apresenta um modelo, porém a dificuldade ao utilizé-lo ¢ muito
elevada por causa de sua complexidade. Sugere-se entdo a utilizagdo de um modelo
homogeneizado mais simples. Nguyen (2010) propds um modelo de Burger homogeneizado,
no entanto seu trabalho desconsiderava a interacdo entre as faces das fraturas, tornando-se
fundamental, entdo, a determinacao de um modelo equivalente que admita a transferéncia de

esforcos pelas fraturas.

7.3.1 Determina¢do do Modelo de Burger Homogeneizado

Embora Nguyen (2010) tenha desconsiderado a interagdo entre as faces das fraturas (fissuras),

seu modelo pode ser facilmente adaptavel ao caso de fraturas que transmitem esforgos. A ideia
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desta se¢do consiste em transformar o modelo proposto na se¢do 6.3 para um modelo
equivalente de Burger que representa o material homogeneizado de forma aproximada. Como
forma de simplificacdo, o modelo resultante estd restrito a distribuicdo aleatoria de fraturas.
Observando-se as expressoes (6.33), que descreve kj,,,, para meios aleatorios, percebe-se que
kyo,m apresenta a seguinte forma:

1 1 4me@Gks+4pu;) 1+€Q”

Khom ks B1 ks
4w Gkg + 4 pgks
B1

(7.37)

*

Onde os coeficientes kg, g, kj, p; sdo dados, assumindo o modelo de Burger para a matriz e

de Maxwell para as fraturas, na expressao (6.14) e o coeficiente 57 é dado na expressio (6.19).

No entanto, para um material homogeneizado com o comportamento de Burger, dever-se-ia ter:

1 1 1 1

— = + +
khom k]?/l,hom p kIY/I,hom kIe(,hom + p kl‘é,hom

(7.38)

Infelizmente as expressoes (7.37) e (7.38) ndo podem ser satisfeitas simultaneamente, desta
forma, propdem-se aproximar o comportamento do material para um modelo de Burger. A ideia
consta em realizar uma expansdo em série das expressdes (7.37) para que seja satisfeita a
expressao (7.38) a curtot = 0 e longo t = oo tempo. Sendo assim, recorda-se da seguinte

propriedade da transformada de Carson-Laplace:
lima(t) = ;ggo a’(p) ; lima(t) = })lgr(l)a (») (7.39)
Utilizando o desenvolvimento em séries de Q* na vizinhanga de p = 0, obtém-se:
Q" =Qy + Q7 p+0(®?) (7.40)
Com:

4k (kY s+ 4uks)

0 _
3 nu}\]/l,s(:gk;\]/l,s + M}\J/I,s) + a(3u}\7/1,sk11\7/1,j + 3k11\)/1,sﬂlv\/l,j + 4#11}\4,511}\]/1,j)

Qo

(7.41a)
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P
470Ky (b st (3Khns + 4ty ) P2 + Ps)

klf/l,skle(,sﬂlel/l,sﬂle(,sklf/l,jﬂf/l,j(Pl)z
P = (3 nl‘}\)/l,s(:gk}\)/l,s + .u]l\]/l,s) + a(3k11\)/1,s + 4#11\2,5)(3k11\2,j + 4.“11\74,]'))

P, = (ki skinskin; — 3ki sk skinj + 4k sk sithy j + 3k skinskin))

ot -

Py = =31k ki 1k shtfe sk, s stibns (Bkhns + 4uabys) (Bkis + i)

4 e e e v 2 e v v e e (741b)
+ §akK,skM,s:uK,s#M,j #M,s(skM,s + 4#M,s)(3kM,j + 4':“M,j)
+ 36 T[kli’,sk;\z/l,sk}\]/l,sZﬂz,sﬂlffljﬂ}\]/l,jﬂ;l,sﬂlﬂ,s + 607Tk1‘i’,skf/l,skII(/I,s#Ie(,s”IiI,j#K/I,jﬂlil,s#vM,sz
+ 16mkg ok il sty i i1t kb s® + 18Tk sk ik susy i (U6 s + s s )k siin s
+ 12k ok ik outy (ks + s )b s
+ 27”k1$4,j”1i1,jk}|74,52”11{/1,52(kle(,skf/l,sﬂle{,s + kle(,skf/l,sl'lf/l,s + kli,sﬂl‘i’,sﬂﬂexl,s
+ kfy ol shify )
E o desenvolvimento em séries de Q* na vizinhanca de p = oo, obtém-se:
e e, Q5 1
0 =05+ +o (= (7:42)
p p
Com:
0% = 41 kfys(3kfs + 4uss)
3wl (Bkg s + ufys) + a(3kg kg + 12 kg + 12kf 1 + 16p8 sy )
P
LT (G ek oty 2y (3K s + 4ty ) P2 + P3)
-1 =
mskicsiy M ity (Pr)?
Py = (3 mufys(Bkfys + ufrs) + a(3kfys + 4usys) Bk + 4usy ;)
1 HUpms\OfKpm,s T Um,s M,s Unm,s M,j 1578,
(7.43)

J— v e v v e v v v e _ v v e
P, = (3kl(,s mskiy + 3knsky sky; + dki sk sty j — 3ki sk M,j)

P3 = _T[k;é,skII(/I,s#%,sﬂx/l,j#vM,sﬂI‘i/I,s(Sklflz/l,s + 4#5/1.5)(3161&\34,5 + #16\34,5)(3klf4,j - 4:“;1,j)
4 2
+ §ak11€’,sk}\]/1,sﬂ11(’,s#f/l,j :uvM,s(3k1€I,s + 4’:“16\3/1,5) (3k}|]/l,j + 4”11(/1,j)
- 67Tk;\]4,jﬂ}|]4,j#1‘ifl,szk11€,s }lj/l,s#l‘\z/l,s(#vM,s + #11(’,5) (3kl£\3/1,s + Z#Ififl,s)

2 2
— 27mk}y iy s Kes” (ks s (KB s + Kbys) + KbskE s (ks + 131))

E necessario realizar este desenvolvimento em séries também para kg, de forma que se obtém:
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1 1 1 1
p=0 — +< + >+0(p)

ki phkins \kins ki
(7.44)
1 1 N 1 < 1 N 1 > L0 < 1 )
= 00: —_ —_ —_
P ki ke p\kins ki) \P?
Aplicando-se (7.41), (7.39) e (7.37) em (7.34) obtém-se a seguinte expressao:
0 ! 1+ng+ teo+(1+ QO)(1 + 1) + 0(p)
p=Uu raa € p
kho pklllil,s klllil,s 0 kl(ffl,s kli',s
(7.45)
1 1+€Qy 1 1 1 €Q 1
p=o00 ——= +— (1+6Q°°)< + >+ +0<—>
khom kf/l,s p ( ° k;\]/l,s kllé,s kﬁl,s pz

Para realizar a comparagdo com os parametros do modelo homogeneizado de Burger, torna-se

necessario realizar esta expansao da expressao (7.38), tem-se entdo:

1 1 +( 1 4 1 >+0(p)

* = v e e
khom p kM,hom kM,hom kK,hom

1 1 4 1 ( 1 N 1 ) 10 ( 1 )
p = OO: - = —_— —_—
khom kf\z/l,hom p kll\il,hom kllé,hom pz

p=0:
(7.46)

Realizando-se a comparagao entre as duas expressoes acima, obtém-se os seguintes valores para

os parametros homogeneizados:

1 1+eQy 1 14+€Qf
kf\z/l,hom kﬁ/l,s ’ kI%,ho kle{,s
(7.47)
1 1+eQy 1 1+€Qg
klllil,hom kll\}/l,s ' kllé,hom k}é,s

Com:

Q=00 ; Qu=0Q (7.48)
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e
kK,s

v
kM,s

0 kle<,5 oo 0y . VvV _ oo k;é,s o) k;é,s 0 o)
Ql - (QO - 0) § QK - QO + Q—l (QO - QO )

e e T Lv
kM,s kM,s kM,s

Qk = Qo +

Para ter uma caracterizagdo completa do modelo homogeneizado de Burger, torna-se necessario
estabelecer também os parametros de pp,,, observando-se as expressdes (6.34), Unom

apresenta a seguinte forma:

*
S

1 _1+16ne(3k;+4y;)<1+2ak;(3k;+4y;)—2nu;2>_1+eM*
Hhom — Hs 5p1 B3
. _ 16w (Bks + 4 p)us (1 . 2ak;(Bks +4ul) - 27r,u§2>
5p; B3

(7.49)

Onde os coeficientes kg, s, kj, p} sdo dados, assumindo o modelo de Burger para a matriz e
de Maxwell para as fraturas, na expressao (6.14) e o coeficiente f; e 3 sdo dados na expressao

(6.19). No entanto, para um material homogeneizado com o comportamento de Burger, dever-

se-ia ter:

1 1 1 1

— = (7.50)
nuhom nulil,hom p :u;\l/l,hom :ule<,hom + p :ul‘é,hom

Novamente ndo € possivel satisfazer a expressao (5.85) em sua integra, desta forma, propdem-
se aproximar o comportamento do material para um modelo de Burger. A ideia ¢ realizar as
mesmas expansdes em séries realizadas anteriormente para que seja satisfeita a expressao (7.50)
a curtot =0 e longo t = oo tempo. Utilizando o desenvolvimento em séries de M* na

vizinhanga de p = 0, obtém-se:
M* = MJ + M) p + 0(p?) (7.51)
Com:

16 ﬂﬂ}\)/l,s(?’k}lil,s + 4/11117/1,5)133

M§ =
" 5 PP,

(7.52a)
16 7-’:.ulil}/I,sPS

M) =——
e e e e e e 2p2
5 MK,SHM,skK,skM,skM,jﬂM,jP4 F;
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Pl = 37-[#}\7/1,5(3](;\7/1,5 + .uIIl}/I,s) + a(k}li[,jklllil,s + 12k}\]/1,jﬂ}\]/1,s + 12.“17/1,5#}\]/1,j + 16#11(/1,51111(/1,j)

P, = 37-[/111\}/1,5(3151151,5 + 2.“11(/1,5) + 4aﬂ}\7/l,j(3k}lil,s + 4#%/1,5)

Py = mupy (ki s + 4uirs) + 2a(3kiy s + 4uirs) (kip; + 21l ;)

Py = 37'[#}\7/1,5(3](;\7/1,5 + MK/I,S) + a(gk}(/l,s + 411}\7/1,5)(](;\)’1.1' + 2#}\7/1,]')

(7.52b)
P5=U3P23+U2P22+U1P2+U0
U; presente no anexo A
E o desenvolvimento em séries de M* na vizinhanga de p = oo, obtém-se:
M= 1
M%:M$+——-+0(7) (7.53)
p p

Com:

MOO _ 16 nﬂf/l,s(:gkf/l,s + 4/11?4,5)P3
°© g P,P,

e = 16 Ty sPs
- 5 :ulié,s:u}(/l,skz,sk;\)/l,skli\]/l,ju}\;/l,jpllzPZZ

Pl = 377/11?/1,5(3](1?/1,5 + .ulil,s) + a(klil,jklffl,s + 12k1€1,jﬂ1€/l,s + 12.“1?/1,5#1?/[,j + 16#1?/1,5#1?/[,])

Py = 3mptsy s (3kins + 20atn,s) + 4auyy ;(3kiy s + 4uthy) (7.54)
Py = mugy(9kiys + 4usys) + 2a(3kfys + 4usys) (ki ; + 20 ;)
Py = 3mufy (3K s + i s) + a(3kiys + 4uirs) (ki + 20,5
P = UsP3 + U,P? + U, P, + U,
U; presente no anexo B

E necessario realizar este desenvolvimento em séries também para kg, de forma que obtém-se:
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1 1 1 1
p=0 — + +— |+ 0(p)

Wi PHs  \Hins  His
(7.55)
1 1 N 1 ( 1 N 1 > L0 < 1 )
p = 00: — = —_ —_—
WS His P \Hms His p?
Aplicando-se (7.54), (7.52) e (7.50) em (7.48), obtém-se a seguinte expressao:
1 1+ eM eM? 0 1 1
p=0 —=—7F—+|75"+A+eMy)|——+—F]])+0/)
HUhom pﬂM,s M,s M,s K,s
(7.56)
1 1+eMg 1 - 1 1 eM™; 1
p=o0 —f/——= > +—A+eMP)|5—+—5 | +— +0<—2)
Hho nuM,s p M,s nuK,s :uM,s p

Para realizar a comparagdo com os parametros do modelo homogeneizado de Burger, torna-se

necessario realizar esta expansao da expressao (7.49), tem-se entdo:

1 1 +( 1 N 1 >+0(p)

* = v e e
Hhom p MM,ho nuM,hom nuK,hom

1 1 4 1 ( 1 N 1 > +0 ( 1 )
p = oo " = - J—
Hhom Mﬁ[,hom p null\il,hom nullé,hom pz

p=0:
(7.57)

Realizando-se a comparagao entre as duas expressoes acima, obtém-se os seguintes valores para

os parametros homogeneizados:

1 1+eMy 1 1+eM;
nul(f/l,hom nul(ffl,s ’ Mli,hom ﬂli’,s
(7.58)
1 1+eMy 1 1+eMyg
M}\J/I,hom :u}\]/I,s ' nullé,hom nullé,s
Com:
(7.59)

Mg =M 5 My =M
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e v

[t u Uy
K, K, 0 0 K: (o) Kr
B M) -2 (MY —-MY); MY =My +— =M -

M,s M,s M,s M,s

Mg = Mg + (M8 — M)

Determinados todos os parametros de kj,,,, € Uhom> POde-se escrever o tensor de relaxagdo

Ccomo.:
Rpom = 3knom) + 2UnomK (7.60)
Com:
11 1 1
ki*lom I?/I,hom p kI‘\I/I,Pwm kI%,hom + p kl‘é,hom
(7.61)
1 1 1 1

* - e v e v
Hhom ﬂM,hom p nuM,hom nuK,hom + p nuK,hom

Para obter os coeficientes ky .y © Upo » basta realizar a inversa da transformada de Carson-

Laplace na expressao (7.57)

7.3.2 Determinac¢do da Energia Livre para o Modelo Homogeneizado de Burger

Retornando a energia livre para meios homogeneizados, sua expressao ¢ dada por:
W=2> et Qo s 8 7.62
- €n ' Yhom * En ( . )

Assumindo que o modelo homogeneizado ¢ de Burger, tal como determinado na se¢do anterior,

podemos reescrever a expressao da energia livre para a seguinte forma:

1
WS == (& Chrnom * €1 + €5 Conom * €5) (7.63)

Onde €}; e €x sdo as deformagdes atuantes nas molas de Maxwell e Kelvin e C; 0, € C% pom

foram determinados na secdo anterior. A figura 7.7 apresenta o modelo de Burger

Homogeneizado:
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[E
= >« e
. 1 » E &
< g 3
&k En
= 3 c
Figura 7.7: Modelo de Burger homogeneizado

Percebe-se que para o presente modelo as seguintes relagdes sao validas:

E=€utex ; Em=€EmteEn 5 € =Ex =€k (7.64)

A formulagao especifica desta energia ¢ complexa no contexto tridimensional, portanto, ¢ util
primeiramente ilustrar o raciocinio no caso unidimensional para, futuramente, estender ao caso
tridimensional. Para o caso unidimensional, quando suposta uma solicitacdo isdtropa, ou seja

e=E1eX=2ZX1,aexpressdo da energia livre reduz-se a:

1
Wf = E (Elfflzcl\s[,hom + Elizclg,hom) (7‘65)

Onde Ey; e Eg sdo as deformagdes caracteristicas relativas aos tensores de deformagdes €5y e
€%>€ Cxphome Cino  S30 as rigidezes caracteristicas associadas a estas deformagdes. Devido a

isotropia macroscopica, a fungdo de relaxa¢do Ry, (t), referida a seguir, representa a fungio
de relaxa¢do em compressao isotropa. Adotando-se a hipotese da decomposi¢ao da energia livre
na parte instantanea e residual (viscoelastica), pode-se apresentar a energia livre através da

seguinte expressao:

1
WS = = RGBT + Wres (7.66)
Onde R}, ¢ a fungio de relaxacdo instantdnea do sistema e E¢ = E — EV ¢ a deformagcio
instantanea observada logo apos a aplicacdo de uma tensdo. A fungdo Ry, (t) fica definida

como:
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1 1 1 1

* = e v e v
Rhom CM,hom p CM,hom CK,hom + p CK,hom

(7.67)

Torna-se necessario determinar a transformada inversa de R*(p) para obter R(t). Sob estas
definigdes, percebe-se que, para o modelo de Burger, Ry, = Cj hom € que Efy tem a mesma
definicdo que E®, sendo a unica deformacdo, em um sistema de Burger, que tem carater
instantaneo — as demais deformagdes sdo instantaneamente nulas. Desta forma, pode-se

€ScCrever:

1
W/ = E CI\e;I,homEI\e;lz + Wres (7.68)

Comparando-se as expressoes (7.66) e (7.68) chega-se a seguinte igualdade:
Wres = Igzclg,hom (7.69)

A energia livre fica definida em fun¢ao das deformacdes de cada mola. As dificuldades provem
do fato que as deformagdes de cada mola ndo sdo previamente conhecidas. E necessaria a
determinagdo prévia da relacdo entre as deformacgdes nas molas do sistema com a deformagao

total. Esta relagcdo ¢ dada com base nas seguintes igualdades, validas para um modelo de Burger:

Ex+ES +El =€
E¢ =EV = E; (7.70)

Sk =20 4+3 =3 =30 =% =Rpom®€ =Ry, €°

Onde 25 representa a tensao em um determinado elemento, caracterizado por a e 5. Com base

nesta igualdade, pode-se escrever:

e e e 0 ¢ dRhom
0

Onde R representa a fungdo de relaxacdo do material de Burger. Obtém-se entdo, para o caso

unidimensional a seguinte relagao:
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R R? 1 tdR
Ef =2 QF =" |4 f hom (¢ — 1) E(r)dr (7.72)
M,hom M,hom M,hom Y0 dt

Fica definida, entdo, a relagéo entre E}; e E. Este procedimento pode tornar-se mais simples ao
realizar algumas simplifica¢des, dentre elas a deformagdo E (t) é constante no tempo. Tem-se

entao:

e _ Rhom (t)

Eg = E (7.73)

M,hom
Para a determinagdo de E usa-se a seguinte rela¢ao:
S84+ 2% = CfpomEE + CRromEl = 2 =Rpom®E (7.74)
Observando-se a expressao (7.66) percebe-se que € possivel reescrever esta expressao como:
Clg,homEli + C}?,homEﬁ = Rpom® € (7.75)
Novamente, admitindo-se que a deformagédo E (t) ¢ constante no tempo escreve-se:

e
CK ,hom

7 Ex(t) +
K,hom K,hom

Rhg—m(t)E

Eg(t) = — (7.76)

Nota-se que a expressao acima ¢ uma equagdo diferencial ordinaria de 1* ordem, a qual

apresenta uma solucao bem conhecida, com sua resposta dada pela seguinte expressao:

EL(t) = ———e Ckho | Rpyom(t) eCkhom dt (7.77)

e e
CK,hom t CK,hom
———t f t
K,hom

(o]

Aplicando-se as expressdes (7.74) e (7.76) na expressao da energia livre (7.68) obtém-se:

e
CK,hom

Rpom () ekhom dt | E? (7.78)

2 e _ Cle(,hom ¢
Wf =1Rhom(t) EZ + CK,hom e 277 t f

e
2 CM,hOm K’hom
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7.3.3 Aplicagdo da Energia Livre para Modelos Homogeneizados

A utilizagao da energia livre apresentada na expressao (7.78) demanda da definicao da fungao
de relaxagdo Ry, (t). Percebe-se, entretanto, que existem duas possibilidades, a primeira é
adotar a funcdo de relaxacdo do modelo homogeneizado de Burger, a qual resulta em uma
expressdo mais simples. A segunda opcao consiste em utilizar a funcdo de relaxacdo plena.

Desta forma, a presente se¢do sera dividida em dois, apresentando ambas as abordagens.

7.3.3.1 Aplicacao da Energia Livre: Modelo Homogeneizado de Burger

Adota-se a fungéo de relaxagdo R(t) do modelo de Burger homogeneizado, a qual foi expressa
na expressao (7.67). Realizando-se a inversa da transformada de Carson-Laplace da expressao

(7.67) utilizando o software Maple®, obtém-se:

tY Z tY
R(t) = Cy pome ™" ( cosh ( - = ) + —sinh ( = = ))
2CI’(,hom M,hom Y 2CI(,hom M,hom

e \4 v e e \4
_ l(CK,homCM,hom + CK,ho CM,hom + CM,ho CM,hom)

2 Xl,hom X,ho (7'79)
Yz = Zz +4 Clg,ho Cl\sl,ho CI\‘;I,homZ
Z= (Clg,homcl\‘jl,hom - CX,homCIe\/l,hom - Cl\sl,homcl\‘jl,hom)
Recorda-se, contudo, das seguintes propriedades de cosh(bt) e sinh(bt):
bt -bt
e +e
cosh(bt) = 3
(7.80)
pbt _ o=b
sinh(bt) =
2
Desta forma a expressado (7.78) transforma-se em:
e Y B ty
R(t) = C‘M‘% e(zcl‘é,homcl\‘;l,hom X)t <1 + é) + e( zcl‘é,homcl\‘;l,ho X)t (1 — é) (781)

Observa-se que Ry, (t) pode ser escrito na seguinte forma:
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R(t) = aje 1t + a,e~P2t (7.82)
com
_ CI?/I,hom (1 + é)
! 2 Y
b d +X
1 =
ZCI‘{, hom M hom
(7.83)
M,ho (1 Z )
2 2 Y
b d + X
2 =
2Cl‘{,,hom I\YI,hom
Desta forma, ¢ possivel simplificar a integral na expressao (7.78):
¢ CIE(‘ hom ¢ Khom t ¢ (Cle(,hom_b2>t
v
j Ry, (t) eChnom dt = a, j e CErom dt + a, f CK.ho dt (7.84)
o o o
Resolvendo-se a integral obtém-se:
CK homt v CI?,hom v Clg,hom
a; CK hom ((;"—_b1>t a; CK hom (c”—_bz)t
R (t)e Khom dt = S . e \“K.hom S . e \“K,hom (785)
hom CK,hom - blcllé,hom CK,hom - bZ CII(J,hom
Pode-se, entdo, reescrever a energia livre da expressao (7.78) como:
1R t)? a a 2
we=- hzm( ) E* + CK hom < e 1 v e b1t 4 ” : v e_bzt> E? (7.86)
2 CM,hom ’ K,hom — bch,hom Khom — b2 K,hom
E, entdo, possivel definir as seguintes relagdes:
Wipse = thL(t)zEZ
ms
2 Cle\/l,hom
5 (7.87)
aq a;
Wires = Clgh ( e bt 4 e_b2t> E?
o CI%,hom b CK hom Khom b2 K,hom
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~ . . , ; . .. ﬁ
Para resolver a expressdo da energia livre, ¢ necessario admitir alguns valores para Cp, ., ©,
consequentemente, definir Ry, (t). Na sec¢do anterior determinou-se o modelo equivalente de
Burger, encontrando kp, € Upom. E intuito que aquele modelo também seja aplicavel ao caso

unidimensional, desta forma tem-se:

1 1+eTh 1 1+eTg
e = e ) e = e
M,ho M,s K,hom K,s
(7.88)
1 14+€eTy 1 1+€eTg
v = v ; v = v
M,hom M,s K,hom K,s
Com:
Ty =Ty & Th=T¢
Ce Ce v v (7'89)
TE =T+ 5= T =22 (T@ =T T =T + =T — = (10 - )
CM,S CM,S CM,S CM,S

Percebe-se que para uma solicitagao isotropa, tal como mencionado no inicio desta aplicagao,

.. B ~ . B , . o

os elementos de rigidez €, ,, sdo relacionados com kg ;... através das seguintes expressoes:
e — ]-€ al — 1€ . v — I,V . v — LV

CM,hom - kM,hom ) CK,hom - kK,hom ’ CM,hom - kM,hom ’ CK,hom - kK,hom (7-90)

Com base nas expressoes em (7.90), pode-se reescrever as expressoes (7.88) com base em

parametros do modelo de Burger j4 estabelecido:

1 1+€Q% 1 1+ €Q¢
e = e ; e = e
M,hom M,s K,hom K,s
(7.91)
1 14 €Qf 1 14+€Qp
v = v ) v = v
M,hom M,s K,hom K,s

Onde os parametros Qg sdo determinados na expressao (7.47). A energia livre resume-se a:

1+€Qy,

————(aje™ 01t + g e~b2t)2E? (7.92a)
ZkM,S

wl = Winst + Wres 5 Winge =
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2
ks aq a, \
: e ~bat | E2(7.92b
TreQp\ k., k. ¢ kg, o kn / (7.920)
1+eQ; "'1+€Qy 1+eQ; "21+€Qy
1 ky Z Y (1+€Qp)(+eQy
a, = —%( +_> : bl —— ( QUK)(U QM) +X
2(1+eQp\ Y 2Ky kb s
a =t (1 L) o, YATCODUTeQ
2720 +eQ)\" v/ 1 T? 2K KD
1(kgs(1+€Qk) kys(1+eQy) kys(1+eQg
X = e e e el 799
2 kl(,s(1 +€Qg) kM,s(l +€Qy) kK,s(l +€Qp)
YZ — Z2 + 4kle(,5k1€l,sk}l}/l,sz
(1+€ QD + € Qi) + € Q)2
ki,skins ki skins kg kb s

S dre0nU+eQ) U+enU+eQp AreQn+el)

Por fim, pode-se aplicar valores numéricos aos parametros da expressao (7.92). A tabela 7.1

apresenta valores numéricos para os parametros solicitados, os quais sdo idénticos aos

apresentados na aplicacdo 2:

e

Kg s 9,7.10" Pa UK,s 73.10 Pa
Kgs| 950.10° Pas || Hks| 713.10 pas
e e
kms|  114.10° pa s 85.10 Pa
Ms| 9000.10° pa Us|  6750.10" pas
e 9 !E 9

M, j 23.10 Pa/m ||[Hm,j 2,0.10 Pa/m
v v

M., j 25.10° Pa/m ||Hm,j 18.10° Pa/m

Tabela 7.1: Valores para os parametros do modelo assumido

Para estes parametros, as energias livre, residual e instantanea sao representadas graficamente

na figura 7.8:
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Figura 7.8: Evolucao temporal das energias no material
(Obtido com € = 0,25 ¢ E = 1073)

Observa-se que, diferentemente do esperado, a energia residual iniciou em um valor ndo nulo.
Este comportamento claramente nao ¢ fisico, pois a energia instantanea deveria corresponder a
toda energia livre no instante inicial da aplicacdo da carga. Percebe-se que estes resultados
foram obtidos ao adotar o tensor de relaxagdo proveniente do modelo homogeneizado de

Burger.

7.3.3.2 Aplicagao da Energia Livre: Modelo Homogeneizado de Pleno

Uma forma de melhorar o resultado obtido consiste em admitir a fungao de relaxagao do modelo
homogeneizado pleno, tal como se obteve na se¢ao 6.3, para um modelo de Burger para a matriz
e de Maxwell para as fraturas. Basicamente considera-se o mesmo tensor de relaxagao
determinado na aplicacdo 2. Tem-se entdo a seguinte expressdo que representa a fungdo de

relaxacdo em compressao isotropa de forma simplificada:

k

Ryor(£) = Z xe Vit (7.94)

i=0

Onde k € o grau dos polinomios A(p) ¢ B(p) apresentados na se¢do 6.1.1 para a aplicacdo 2.
Os coeficientes x; € y; devem ser determinados comparando-se a expressao (7.94) com a fungao

de relaxacdo em compressdo isétropa Ry, (t) no espago de tempo real. Observa-se que as
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expressoes sdo demasiadamente grandes e, portanto, ndo sdo apresentadas, além disso, a
expressao (7.94) apenas ¢ apresentada sob carater visual, pois os célculos realizados utilizam

diretamente a fun¢ao Ry, (t).

Para a determinacdo da energia livre, admite-se que o modelo homogeneizado de Burger ¢
verdadeiro. Como este comportamento ¢ proximo do real, ndo devem existir grandes diferencas

no resultado final. Desta forma a energia livre fica representada por:

1
W == ClnomEin” + ER Ci pom (7.95)

Substituindo as expressoes determinadas anteriormente para as deformacdes nas molas, obtém-

se a mesma expressao que (7.78):

2 Ce Clééhom t
1 R(t —2—%" t
wf == e( ) E2 + K,hom2 e Ck hom f
2 CM,hOm z'hom

e
CK,hom

Rpom (t) eCkiom dt | E2 (7.96)

(o]

A diferenca agora consiste no modo com que esta expressdo sera solucionada, visto que se

utiliza diretamente o tensor Ry, (t). No entanto, para os termos em Cf continuam validas as

expressoes (7.93). Assim, a expressao das energias torna-se:

_ 1 Rhom(t)2
ins — 57 e
2 M,s

(1+eQf)E?

. o2 _kks(i+eak) [ ¢ Kigs(1+e 0k) 7.97
ki s (1+€Qg) e zk}gs(1+eQ§,)t tho (t) eklvcs(1+eQ1e<)tdt E? (7:57)
kz,sz (1+€Qp)

Wies =

0
wr = Wins + Wres

Para continuar a aplicagdo faz-se uma ressalva, o procedimento de calculo torna-se muito
pesado de ser realizado ao admitir o parametro de dano como uma varidvel, portanto foi
arbitrado que € = 0,25. Resolvendo-se as expressoes das energias em (7.96) para uma

deformacdo E = 1073 obtém-se o seguinte grafico para as energias:
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Figura 7.9: Evolucao temporal das energias no material
(Obtido com € = 0,25 ¢ E = 1073)

Na figura 7.9 as energias estdo coerentes com valores esperados, pode-se observar que a energia
residual inicia em zero e cresce até um patamar quase constante (quase constante devido ao fato
de o modelo adotado ser Burger, de forma que a longo prazo a energia tende a se anular, mas
apenas para um tempo muito grande t~101%). Observa-se que a energia elastica comega no
valor méximo da energia e decresce até atingir um patamar quase constante. Este patamar existe
pois as molas do modelo de Burger sempre estardo solicitadas, mesmo que a deformagao nelas
diminua com o tempo. Percebe-se que a energia elastica ¢ idéntica a aquela obtida quando
adotou-se Ry, (t) como Burger Homogéneo o que indica que este valor esta correto, no entanto
a energia residual foi bem diferente. Provavelmente o modelo de Burger aproximado para Ry,

(t) ndo ¢ suficiente para contemplar as sutilezas para a energia livre.

Nota-se, também, uma boa relagdo entre a figura 7.9 e 7.6, esta relagdo pode ser reforcada
verificando-se a expressdo da energia livre (7.97), percebe-se que, para deformacdes constantes

no tempo, a energia ¢ uma soma de termos exponenciais semelhante a seguinte forma:

wi = Wins + Wyes = Z a; e~ it (7.98)

i
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Onde os coeficientes a; e b; sdo dependentes do parametro de dano €. No entanto, derivar a

expressao (7.98) em relagdo a € fornece a seguinte expressao:

owr da; de~bit da; a;
_ — — __t ,-b;t R — o —b;t
F=e =L ¢ +Z“l de Z <ae bl-> € (7.99)
L

i i

Observa-se que a for¢a termodinamica F deve assumir um carater exponencial com 0 mesmo
decaimento que a energia livre, diferindo apenas em sua intensidade. Esta relagao explica a
semelhanga de forma entre as duas figuras apresentadas (a figura 7.6, entretanto, assume os
valores de R;111, de forma que considera também o modulo de cisalhamento, mas na sec¢ao 6.3
demonstrou-se que o modulo de cisalhamento pode ser expresso em termos do modulo de
compressao e de um coeficiente de Poisson constante e, desta forma, o tempo caracteristico € o

mesmo).

Para a determinagao da condi¢ao de propagacao ¢ necessario determinar a forca termodindmica
F, a qual ¢ a derivada da energia livre em relagdo ao parametro de dano. Existe, no entanto,
algumas complicacdes, quando adotou-se a funcdo de relaxagdo proveniente do modelo de
Burger homogeneizado, os resultados ndo foram satisfatérios e, entdo, utiliza-los conduziria a
condicdo de propagacdo também insatisfatéria. No entanto, para aplicacdo onde R(t) ¢ o mesmo
da aplicagdo 2, foi necessario estabelecer um parametro de dano pois de outra forma seria
necessario determinar as raizes de um polindmio de grau maior que 4 analiticamente, o que nao
¢ possivel. Sendo assim ndo ¢ possivel derivar analiticamente a energia livre e, portanto, ndo ¢

possivel obter a condi¢ao de propagacao.

Sugere-se, para trabalhos futuros, recalcular a aplicagdo com o modelo de Burger
homogeneizado para verificar se ndo houveram erros numeéricos no procedimento e verificar se
o procedimento utilizando o modelo reologico pleno ndo pode ser realizado resolvendo-se
numericamente apenas as raizes do polindmio e mantendo o restante do procedimento

inalterado, desta forma a energia serd fun¢do do parametro de dano.
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8 CONSIDERACOES FINAIS E SUGESTOES PARA OUTROS
TRABALHOS

Neste trabalho, foram abordadas questdes inéditas relacionadas com a determinagao do tensor
de relaxacdo para um material viscoeldstico fraturado e a caracterizacao reoldgica do mesmo.
Este trabalho foi inspirado pelos resultados obtidos por Nguyen (2011) e Maghous et al. (2013),
e teve como finalidade ampliar os resultados obtidos por Nguyen para propagagao de fissuras
em meios viscoelasticos, adicionando os esfor¢os provenientes das interfaces das fraturas

apresentaods por Maghous et al (2013).

Primeiramente, determinou-se o tensor de rigidez de um meio elastico fraturado, admitindo que
as fraturas apresentam comportamento mecanico elastico. Estes resultados ja haviam sido

obtidos por Lorenci (2013) e sdao de elevada importancia ao logo deste trabalho.

Em uma segunda etapa, formulou-se os critérios para a ndo propagac¢ao das fraturas em meios
elasticos. Diferentemente de critérios anteriores, tal como aquele formulado por Griffith, os
critérios apresentados admitem um comportamento mecanico para as fraturas. Desta forma, a
condi¢do de ndo propagagao passa a depender dos pardmetros admitidos para as fraturas. As
condi¢des de ndo propagacdo propostas neste trabalho foram obtidas utilizando o tensor de

rigidez obtido para o meio elastico fraturado homogeneizado.

O raciocinio micromecanico mostra que a densidade de fraturas introduzido por Budiansky e
O’Connell (1976) tem um papel similar ao pardmetro de dano classicamente introduzido na
abordagem macroscopica de dano critico. Um raciocinio combinando argumentos
termodinamicos cldssicos e abordagens micromecéanicas permitem formular um critério para
propagacao de fraturas a partir da for¢a termodinamica responsavel pela evolugao do parametro

de fraturacao.

Tratando-se da viscoelasticidade, utilizou-se as estimativas de Eshelby para determinar os
tensores de relaxacdo e de fluéncia homogeneizados de um meio viscoeldstico fraturado.
Utilizando-se as expressdes resultantes, verifica-se que tanto a matriz quanto as fraturas podem

apresentar um determinado comportamento viscoeldstico. Com base nas mesmas expressoes,
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nota-se que os modelos para a matriz e para as fraturas podem, inclusive, diferir entre si, o que
possibilita uma modelagem mais precisa de fendmenos mecanicos. Os resultados obtidos
apresentam curvas cuja forma assemelha-se aquelas obtidas para materiais nao fraturados, no

entanto, a intensidade dos fendomenos modifica-se com a admissdo das fraturas.

Uma vez que as expressoes obtidas, para os tensores viscoelasticos homogeneizados, dependem
dos modelos reologicos utilizados para a matriz e para as farturas, determinou-se um modelo
reoldgico baseado em elementos mais simples que descreve o comportamento dos tensores
homogeneizados. Este modelo reoldgico obtido ¢ formado por submodelos, os quais sdao
dependentes dos modelos reologicos adotados para a matriz e para as fraturas. Este modelo
reoldgico homogeneizado foi obtido exclusivamente para materiais com distribui¢do aleatoria

de fraturas pois, para esta distribuicdo, o modelo resultante ainda € isotropo.

Baseando-se nos resultados obtidos por Nguyen (2011) formulou-se as expressdoes de
propagacdo de farturas aplicadas aos materiais viscoeldsticos fraturados utilizados neste
trabalho. Apresentaram-se entdo algumas aplicagdes simples, nas quais foi possivel estabelecer
um resultado. Nguyen (2011) estudou a propagagdao de fissuras em meios viscoelasticos
heterogeneos e constatou que a energia residual do problema deve ser avaliada numericamente

pois apenas em casos muito simples ¢ possivel obté-la analiticamente.

Por fim, ndo foi possivel obter a condi¢do de propagacao admitindo um modelo homogeneizado
de Burger. Foram constatados alguns erros ao realizar uma primeira aplicagao na determinacao
da energia livre e, em uma segunda aplicacao, a energia livre foi determinada para um parametro
de dano estabelecido, o que impediria sua utilizacao para o calculo da condi¢ao de propagacao.
Sugere-se entdo revisar a primeira aplicagdo para corrigir o erro e, na segunda aplicacdo, usar
uma fun¢do de relaxacdo dependente da varidvel pardmetro de dano. Estas duas aplicagdes

podem ser utilizadas para determinar a condi¢ao de propagagao.

Sugere-se, para trabalhos futuros, determinar um modelo reoldgico cujos parametros dependam
da orientacdo das fraturas, o que conduz a um modelo ndo isétropo. Um modelo como esse

tornar-se-ia geral e aplicavel a qualquer geomaterial fraturado.

Aplicar as leis da poromecanica aos materiais viscoelasticos fraturados pode conduzir os
resultados estabelecidos a analises mais completas, admitindo a existéncia de fluidos no interior

das fraturas. Além disso, a admissdo da variagdo das propriedades viscoelasticas do material
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segundo a variagdo da temperatura afeta diretamente os resultados obtidos, tratando-se de uma

analise mais adequada em diversas situacdes, tal como camadas rochosas profundas.

Uma vez que nao foi possivel realizar aplicagdes da propagagao de fraturas em meios
homogéneos de forma analitica sugere-se realiza-la através de um dos seguintes procedimentos.
O primeiro consiste em determinar a derivada da energia livre de forma numérica,
estabelecendo a energia livre para diversos parametros de dano. O segundo procedimento
consiste em resolver numericamente apenas aquelas partes do problema que ndo podem ser
resolvidas analiticamente e verificar se existe interferéncia no resultado final, caso seja possivel
ainda existira dependéncia da energia livre com o pardmetro de dano e, portanto, podera ser

obtida a condicao de propagagao.

Uma vez que a maior parte das aplicacdes em engenharia ¢ realizada de forma numérica, ¢
fundamental reescrever as expressoes da condi¢dao de propagacao para materiais viscoeldsticos

fraturados de forma a possibilitar a implementac¢ao em softwares de elementos finitos.

Outra perspectiva que se tem em relacdo a trabalhos futuros recai sobre o fechamento de
fraturas. Quando fraturas sdo submetidas a compressao, ocorre o fechamento das fraturas, este
fechamento deve estar associado a um critério de fechamento de fraturas, o qual ndo foi
apresentado neste trabalho. Propor um critério de fechamento para as fraturas em materiais

elasticos e viscoelasticos ¢ fundamental para a modelagem completa de estruturas.

Por fim, ¢ fundamental obter a taxa de variagdo temporal do pardmetro de dano para meios
elasticos fraturados e viscoelasticos fraturados. Esta ferramenta possibilitara a andlise temporal
da propagac¢do, permitindo evoluir o parametro de dano e, consequentemente, as grandezas
associadas a ele. Desta forma sera possivel realizar uma analise com um determinado parametro

de dano e finalizé-la com um pardmetro de dano diferente.
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ANEXO A

Neste anexo sido apresentadas as componentes U; dos coeficientes M) e M?, os quais sdo
utilizados para elaborar um modelo homogeneizado de Burger. Uma vez que os calculos foram

realizados no software MAPLE®, faz-se a seguinte mudanc¢a de notagao:

a=r

v _ . e _ . v . e _
kK,s_kksv ’ kK,s_kkse ’ kM,s kmsv ’ kM,s_kmse

v e v e (Al)
Ugs = HUksv 3 HUgs = Hkse 7 HUms = Umsv 7 Hms = Umse

v _ . e . v . e __
kM,j_kmjv ) kM,j kmje ’ .UM,j_ﬂmjv , ﬂM,j_ﬂmje

As expressoes de U; sao dadas por:

V3= _k’c:ekmje (3 kmsv+ 4 “'m:v] km:e (“‘m:e I'L.t:e (kmr v at I'Lmj v) - I'Lm:vl'l'mje (“‘m:e 2 I'L.k:e)) :
2 3
L?:[_mnum:v_gnum:vkm ) us __kkfek)nkaz?nfe(gkrufv_F:"u fp) (skmjvkmjeuk:eumse+2kmjv“k:eumjeum:e

—10 I'Lm:vumjekmje “‘k:e - 10 I'Lm:vkmje I'Lmjg I'L}ﬂse) *® ?tkmje um:v( k:ekmj vkm:e I'Lkse I'Lm:e (3 kmsv +4 I'Lm:v) (9kiﬂsv +3 I'Lms 1:)

+21 k?ﬂsv I'Lmje Honsy (kksek}nse Horsy (I'L.k:e iy I'Lm:e} _km: vhesetmse (kﬂc:e i kmse) }) :

Ul = [30 e I'L:x:v-'- 6% ufm,km”) Ui+ 6 rlkmigﬂjeifﬂj S A um”)g (Rse  Bmse) + 977 (3%,
+ ) BB ey (s Fimg s s emse (3 Bmsy + Hmes) (e 3hinss) = Hg e ( (s * o)
(4 Res st BB Fmevlinsy + 3heceneeRies) * 2Racybiksotmss (ko Honse) ) ) + 720l
Kooy g e inss (se + )37 Rl o b (2 Mg g 240y o by s+ 56 (A2)
Boms P s onse K T 210 g m«ekmnkmw” sv T 234 m«e;‘rm;%w“mw“%l“m m«eiﬁmﬁ‘fn«»):
U0 = (54 1y, oy, — 367 ) -U3 = 13wlfs,,ﬂfé,,,n.um,,-euin.(afs,m+4um) (s i) (oK s
12 B B s+ 8P etimgs) & 68t b (Beso + Hnse) )3 (Fomsy+ ey ey
s (B R B (3 W) (D Fhi) B je[(umw e Ok
IR R R R R il VROl e i R R ) Pl il
Rt otmee (Kese ™ onse) +kk:ekme[lzkksekm:ekm:v”;:v s (Bmse + Bece) +BeseRnivRnsebesehmse (2msy
+3K,,) (3Key+ 4hc) (41t 9%.«»-])) :
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ANEXO B

Neste anexo sdo apresentadas as componentes U; dos coeficientes My e M;°, os quais sdo

utilizados para elaborar um modelo homogeneizado de Burger. Uma vez que os calculos foram

realizados no software MAPLE®, faz-se a seguinte mudanca de notagao

a=r

v . e _ . v . e _
kK,s_kksv ’ kK,s_kkse ’ kM,s_kmsv ’ kM,s_kmse

. " . (A.1)
Ugs = Hkse 3 HUms = Hmsv 5 Hms = Umse

v _ .
.UK,S_.“ksv ’
— . v — .
_kmje ’ ”M,j_ﬂmjv ,

v . e e _
kM,]'_km]'V ’ kM,j Hmj = Hmije

As expressoes de U; sao dadas por:

U[S k‘k"»kmflkm”v (Skmfe+4umse) (I'Lk:vum:v(%ﬂje_k I'Lmje)_um:eumjv(uk:v I'mev)) :
1 2

Ul2] = ?r klkamr'e’rgﬁ:v(gkmse o+ 4“?}1:2}1 (k?ﬂjeuk:vum:v(z I'Lmj v+ 3kfﬂj v‘)_lokﬂjvum:e I'Lmjv(umsv+ I'L.{':v)}

= Hkmr»umrg[ ’1-(3}({?1’2-'-4“?71:&) kmsvuk:vum:v(gkmseumrg_" lskmjekmfe_" mumfeumre_'- 15 kmje mrg)

i (s (5K
umfeumrt[(ukft+u??if1) [40&1,1; :L'I'L;se_'—ﬁkk:vkm:e rbum:e+ ?k*bknfe’krnfb)+?1i§1feukft mf;[kkft_'—kmn]))

672, Jons i oms Mmooy (3Bmse + Hmse)” (Besy + Hmen) = 77 (S
A e R (B R B s (3R M) (B0 ¥ 300} b (s ) (4R
Bt Shsrbce ,}u:+smkwkm)+ N ) AEEE M (SN (L

e Rouse + sl e+ 12l 100+ 24 s e

20 kknkmsv Jr;g:e +27 kk:vkm:ekm:vumse +18 kk:vk;n:ekm:v) +12 k;nse I'L,k:vl'l‘m:v(kk:v + km:v} )) 3

bmes) (PR 12 s b S i)

Ul1] =
(A.2)

3 4|'mee &n*vu{w msv [
1

27
I'L;x:eumjv [ Hisy g I'Lmn [

2 2 2 2
U[ﬂ] = ls’rnkﬂje fl‘umr'vumfe(skmse_'—:"umse) [(I'L.k:v

6Kt b m(mwm)) L et VRl R R e (TR

+4“m)(’“ st V) umfeum”[(u{f}+umq)-[9kqk;fekmq+12kqkmrekmqumfe+8kkqunqum ,)+6

k,:mum m( ) ) )9 (R e (o ) (B ) (O O,
-2y m[(umum) (Ko RoseBonsy+ 12Ky B ooyt + 8Ky, ) + 6

( huss)))
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