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RESUMO

Neste trabalho estudamos coespectralidade de grafos e produtos entre
grafos. Estudamos esses produtos entre grafos, obtendo a matriz resultante em
termos de produto de Kronecker. Obtivemos propriedades sobre o espectro do grafo
resultante de alguns produtos. Além disso, determinamos familias infinitas de grafos

que possuem par coespectral com respeito a matriz laplaciana sem sinal.
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ABSTRACT

In this work we study graph products and cospectral graphs. We re-
view several products of graphs, obtaining their matrices in terms of the Kronecker
product. Additionally, we obtain properties of the spectrum of the resulting graphs.
Morever, we determine infinite families of graphs that have a cospectral pair with

respect to the singless Laplacian matrix.



1 INTRODUCAO

O objetivo principal da Teoria Espectral de Grafos é determinar propri-
edades de um grafo dado seu espectro. O estudo da Teoria Espectral de Grafos teve
inicio no campo da Quimica, com Hiickel [19], quando moléculas de hidrocarboneto
foram representadas por grafos e verificou-se a relacao entre os autovalores do grafo
e a energia de alguns elétrons associados a molécula. Porém, somente em 1971 esse
estudo foi trazido para o meio matematico e computacional por Cvetkovi¢ em sua

tese [9].

Quando falamos em espectro de um grafo, estamos nos referindo aos
autovalores de uma matriz associada ao grafo. As matrizes que estudaremos neste
trabalho serao as matrizes de adjacéncias (A), laplaciana (L) e laplaciana sem sinal
(Q), com énfase na matriz laplaciana sem sinal. Quando associamos diferentes
matrizes ao mesmo grafo, estamos obtendo diferentes espectros para esse mesmo

grafo. A escolha da matriz utilizada determina o estudo de diferentes teorias.

Para que a caracterizacao a partir do espectro de uma familia de grafos
fosse possivel, seria necessario que todos os grafos que possuem o mesmo espectro
também apresentem as mesmas caracteristicas. Quando isso ocorre, temos um par
de grafos isomorfos e, neste caso, podemos trata-los como se fossem o mesmo grafo
com ordenamento de vértices diferentes. Portanto, as propriedades de um também

seriam vistas no outro e isso nao atrapalharia a determinacao de grafos via espectro.

Um fator que agrava o problema da nao determinacao de grafos via
espectro é a existéncia desses pares de grafos de mesmo espectro. Dizemos que dois
grafos formam um par coespectral se eles possuem o mesmo espectro, mas propri-
edades diferentes (pode ser o grau de algum vértice ou um subgrafo que somente

um deles contém). Quando um grafo possui um par coespectral dizemos que ele



nao é determinado por seu espectro, pelo fato de nao conseguirmos determinar suas

caracteristicas, ja que o mesmo espectro determina dois grafos diferentes.

Com a compreensao da existéncia de grafos coespectrais, surgiram al-
guns questionamentos relevantes como “Quais grafos sao determinados por seu es-
pectro?”, “Existe uma classe de grafos que é determinada por seu espectro?”, “Como

ncontrar par T rais’ m nstruir par T -
encontrar pares de grafos coespectrais?”, “Podemos const ares de grafos coes
pectrais?”. Porém, nao esquecamos que o espectro de um grafo trata-se dos auto-
valores da matriz que associamos a ele, portanto a igualdade dos autovalores pode

ocorrer em determinada matriz e nao ocorrer em outra.

Em 1971, Schwenk [29] provou que quase todas as drvores sao coespec-
trais em relagdo a matriz de adjacéncias, o que também foi sugerido por Cvetkovié¢
em [8]. Este resultado para arvores coespectrais foi estendido para a matriz lapla-
ciana em 1977 por McKay [26], podendo ser novamente expandido para a matriz
laplaciana sem sinal, ja que o espectro das matrizes laplaciana e laplaciana sem sinal

é 0 mesmo na famfilia das arvores.

O significado desse resultado é que grafos que pertencem a familia das
arvores dificilmente serao caracterizados por seu espectro, pois dada uma arvore
quase sempre haverd outra que serd coespectral a ela. Ja em 1982, Godsil e McKay
[14] apresentaram uma construgao que gera um par de grafos coespectrais em relagao
a matriz de adjacéncias utilizando a operacao switching. Em 2003, Van Dam e
Haemers [32] apresentaram um estudo que classifica algumas familias de grafos que

serao determinadas por seu espectro.

Em um dos seus trabalhos sobre Teoria Espectral de Grafos, Cvetkovic¢
[4] menciona familias de grafos que sao determinados por seu espectro quando con-
sideramos a matriz laplaciana sem sinal. Além disso, ele também apresenta algumas
caracteristicas dos grafos que sao determinadas por seu espectro. Um exemplo é o

numero de vértices e o nimero de arestas de um grafo que sao determinados pelo po-



linomio caracteristico da matriz laplaciana sem sinal associada. Sendo assim, grafos
com n vértices e 0 arestas estao determinados pelo espectro (da laplaciana sem si-
nal), bem como grafos com n vértices e (Z) arestas (grafos completos). Além disso,
em [32], hd a demonstragdo de que caminhos e unido de caminhos sao determinados

pelo Q-espectro.

Sabendo que o estudo de grafos coespectrais estd diretamente ligado a
matriz que estamos trabalhando, é natural que pesquisadores de Teoria Espectral de
Grafos preocupem-se em saber se existe alguma matriz que gere o minimo possivel de
grafos coespectrais. Pensando nisso, Cvetkovi¢ apresenta em sua pesquisa [6, 7, 8],
uma analise feita com grafos de até 11 vértices que tornou-se a motivacao para
o estudo da matriz laplaciana sem sinal, justificando que essa é a representacao

matricial em que encontra-se menos pares de grafos coespectrais.

Para essa pesquisa, Cvetkocié¢ definiu a incerteza coespectral como a
razao entre a quantidade total de grafos com n vértices e a quantidade de grafos

desse conjunto que tinham um par coespectral.

Definicao 1.1. Seja G,, o conjunto finito de grafos de ordem n e G, o conjunto de

grafos em G, que tem um par coespectral em G, com respeito a matriz M. A razao
*

=2 ¢ chamada de incerteza coespectral de ordem n com respeito a matriz M.

n

O resultado numérico da pesquisa esta apresentado na tabela a seguir,
onde r,, s, € ¢, sao as incertezas coespectrais de ordem n com respeito as matrizes

de adjacéncias, laplaciana e laplaciana sem sinal, respectivamente.

n| 4 5 6 7 8 9 10 11
rn| 0 0059 0064 0,105 0,139 0,186 0213 0,211
sn| 0 0 0,02 0,125 0,143 0,155 0,118 0,090
gn | 0,182 0,118 0,103 0,098 0,097 0,069 0,053 0,038



Para n < 7 tem-se a matriz laplaciana sem sinal como a pior repre-
sentacao, ja que sua incerteza coespectral ¢, ¢ a mais alta. Porém, a partir de
n = 7, a matriz laplaciana sem sinal torna-se a representacao com menos pares
de grafos coespectrais em relacao as matrizes de adjacéncias e laplaciana. Além
disso, ¢, forma uma sequencia decrescente para n < 11 e Cvetkovi¢ sugere que essa

sequéncia continue sendo decrescente até mesmo para n > 11.

Este estudo também estendeu-se para arvores de 8 a 21 vértices e foi
apresentado em [35], onde foram calculados r,, e g, como podemos ver na tabela

abaixo:

n ‘ 8 9 10 11 12 13 14 15

r, | 0,087 0,213 0,075 0,255 0,216 0,319 0,261 0,319
n 0 0 0 0,0255 0,0109 0,0138 0,0095 0,0062

n ‘ 16 17 18 19 20 21

r, | 0272 0307 0261 0,265 0219 0,213
¢» | 0,0035 0,0045 0,0019 0,0014 0,0008 0,0005

Note que para arvores de 8, 9 e 10 vértices nao ha pares de grafos
coespectrais em relacao a matriz laplaciana sem sinal. No caso da familia das arvores,
o espectro em relagao a matriz laplaciana é o mesmo do que em relacao a matriz

laplaciana sem sinal, por isso nao é apresentado s,,.

A pesquisa de Cvetkovi¢ tornou-se a maior motivagao para o estudo
da matriz laplaciana sem sinal, visto que tornaria mais viavel a determinacao de
grafos via espectro. Por outro lado, sendo a matriz laplaciana sem sinal vista como
a melhor representacao, torna-se mais dificil encontrar operagoes entre grafos que
gerem pares coespectrais em relagao a laplaciana sem sinal ou, até mesmo, encontrar

exemplos desses grafos coespectrais.



Conhecemos poucos exemplos de pares de grafos Q-coespectrais e pou-
cas construcdes de grafos Q-coespectrais. Em [4], define-se o termo PING ! como
um par de grafos coespectrais e dizemos que um Q-PING ¢é um par de grafos coes-
pectrais em relacdo a matriz laplaciana sem sinal (usa-se A-PING e L-PING para
as matrizes de adjacéncias e laplaciana, respectivamente). Em [5] é apresentado um
Q-PING de 5 vértices e em [3], cinco Q-PINGS de 6 vértices. Em nosso trabalho,
utilizaremos o Q-PING de 4 vértices K3 e C3 U Pi.

Para o desenvolvimento deste trabalho estudamos operacoes entre gra-
fos buscando desenvolver uma construcao de grafos Q-coespectrais. Apresentaremos
duas construcgoes originais de pares de grafos Q-coespectrais e o estudo de produtos
entre grafos onde verificamos a matriz resultante de cada produto e seus autovalores,
alguns no caso geral, outros para um caso particular. Nosso trabalho divide-se em

quatro capitulos.

O Capitulo 2 apresenta defini¢oes e resultados sobre a Teoria Espectral
de Grafos e Algebra Linear que serao utilizados ao longo do trabalho, em demons-

tragoes ou exemplos.

No Capitulo 3 serao estudadas operagoes entre grafos e o comporta-

mento das matrizes associadas, bem como seus autovalores.

Reservamos o Capitulo 4 para apresentar duas construcoes de pares de
grafos Q-coespectrais, uma feita por Omidi [28] e outra desenvolvida durante nosso

estudo.

No Capitulo 5 apresentamos outra construcao original de grafos Q-

coespectrais, envolvendo uma classe de grafos chamada de grafos threshold.

IPING é a sigla para pair of isospectral non-isomorphic graphs.



2 RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo abordaremos conceitos bésicos da Teoria de Grafos e Algebra Linear
que serao utilizados ao longo do texto. Mostraremos também o produto de Kronec-
ker entre matrizes e como determinar os autovalores de matrizes escritas via produto

de Kronecker.

Criamos um ambiente apenas de defini¢oes e resultados que serao recor-
rentes ao longo do texto, com o intuito de facilitar a leitura dos proximos capitulos.
Assim, os conceitos mais utilizados neste trabalho estao reunidos no presente capitulo.

Tais defini¢oes foram, em parte, retiradas de [1, 2, 11, 18, 27].

2.1 Conceitos Basicos

Um grafo é um par ordenado G = (V, E), onde V é um conjunto finito
cujos elementos sao denominados wvértices e E é um conjunto de subconjuntos de

dois elementos pertencentes a V' chamados de arestas.

Neste trabalho consideraremos apenas grafos simples, que sao grafos
que nao possuem arestas miltiplas nem lagos. Isso significa que entre dois vértices
havera, no maximo, uma aresta e que nao existe a aresta ligando um vértice nele

) Y

1mes1imo.

Os vértices sao, comumente, representados graficamente por pontos e
as arestas sao representadas por ligagoes entre tais pontos, como apresentado na

Figura 2.1.



Figura 2.1: Exemplo de um grafo.

Em um grafo G(V, E), dizemos que a aresta e = {u, v} € E ¢ incidente
nos vértices u e v € V e, também, que os vértices u e v sao adjacentes caso exista
uma aresta e incidente a u e a v. A cada vértice v associamos um numero natural
denominado grau do vértice v (d,) que representa o nimero de arestas incidentes a

V.

Na Figura 2.2 temos um grafo com 5 vértices e 4 arestas onde os vértices

tém graus d(1) =1, d(2) =3, d(3) =2, d(4) =2 e d(5) =0.

4

Figura 2.2: Grafo representado por vértices e arestas.

Seja um grafo G = (V, E). Dizemos que um passeio de comprimento n
entre dois vértices v; e v; € V é uma sequéncia upeiui€s...Up—1€pU, €m que Uy = v; €
Up = Vj, Ug, .o, Up—1 € V e e; = {up_1,ux} € E, paratodo k € {1,...,n}. Um passeio
fechado é um passeio em que v; = v;. Um caminho é um passeio sem repetigoes

de vértices e um ciclo ¢ um caminho onde v; = v;. Um caminho com n vértices ¢



denotado por P, e um ciclo de n vértices é denotado por C,,. Na Figura 2.3 podemos

ver um caminho e um ciclo de 5 vértices cada um.

Figura 2.3: Ps e Cs.

Um grafo H = (W, F) é dito subgrafo de G = (V,E) se W C V e
F C E. No caso em que F = {e = {u,v} € E,u,v € W} dizemos que H ¢ subgrafo
induzido de G. Na Figura 2.4 temos um grafo G, a esquerda um subgrafo de G e a

direita um subgrafo induzido de G.

Figura 2.4: GG, subgrafo de GG e subgrafo induzido de G.

Algumas familias de grafos possuem caracteristicas especificas e, por
isso, recebem nomes diferentes. A seguir mostraremos algumas familias mais conhe-

cidas e utilizadas em Teoria Espectral de Grafos.



Um grafo G é dito conexo se sempre existe um caminho ligando quais-
quer vértices distintos. Se nao existir caminho entre algum par de vértices distintos,
dizemos que G é desconexro. Chamamos C; de componente conexa de um grafo G, se

(2 Y
C; é um subgrafo conexo maximal de G. Um grafo desconexo é composto por com-
ponentes conexas C;. Na Figura 2.5 temos um grafo conexo e um grafo desconexo

com duas componentes conexas.

Figura 2.5: Grafo conexo e grafo desconexo com 2 componentes conexas.

Dado um grafo G, definimos seu grafo linha, denotado por ¢(G), como
o grafo obtido tomando as arestas de G' como vértices de ¢(G) e ligando dois vértices
em ¢(G) quando as arestas correspondentes em GG possuirem um vértice em comum.

Na Figura 2.6 podemos ver um exemplo de grafo linha.

Figura 2.6: G e /(G).

Um grafo é dito completo se quaisquer dois vértices distintos sao adja-

centes. Denotamos por K, um grafo completo de n vértices.

Dizemos que um grafo é k-reqular se todos os vértices tém o mesmo
grau k. Na Figura 2.7, vemos o grafo completo K, (que também é 3-regular) e outro

exemplo de grafo 3-regular.



Figura 2.7: K, e grafo 3-regular.

Um grafo G = (V, E) é dito k-partido se existe um partigdo de seus
vértices em k subconjuntos nao vazios e disjuntos dois a dois de modo que os vértices
de cada subconjunto nao sejam adjacentes. Se k = 2, dizemos que G ¢é bipartido e

se k = 3, dizemos que G é tripartido.

Dizemos que um grafo G = (V, E) é bipartido completo, se G é bipartido
(V. = V1 UV,) e cada vértice do conjunto V; for adjacente a todo vértice de V5.
Supondo |Vi| = r e |Va| = s, escrevemos G = K,,. Na Figura 2.8 temos um

exemplo de grafo bipartido e de grafo bipartido completo.

Figura 2.8: Grafo bipartido e grafo bipartido completo Kj 3.

Um exemplo muito conhecido e estudado de grafo bipartido é a drvore,
que por definicao é um grafo conexo e aciclico. Na Figura 2.9 temos um exemplo de

arvore.
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Figura 2.9: Exemplo de uma arvore.

A operacdo join' entre dois grafos G1 = (Vi,E1) e Gy = (Va, By),
denotada por G V Gy resulta em um grafo cujo conjunto de vértices é V3 U V; e
cujo conjunto das arestas sera obtido mantendo as arestas existentes em G e Go e
ligando cada vértice de G; a todos os vértices de G5. Um exemplo pode ser visto

na Figura 2.10.

Figura 2.10: C3, P, e C3V Ps.

A wunido entre dois grafos Gy = (Vi, Ey) e Gy = (Va, E3), denotada por
G1 U Gs, tem como grafo resultante a justaposigao dos grafos Gy e Gy sem qualquer

interagao entre seus vértices.

Dado um grafo G de n vértices, associa-se a ele diferentes matrizes
que podem representar desde as adjacéncias entre seus vértices até o grau de cada
vértice. As matrizes que serao utilizadas nesse trabalho sao: matriz de adjacéncias,

matriz laplaciana e matriz laplaciana sem sinal.

LA operacéo join também é conhecida como produto completo ou juncéo.

11



A matriz de adjacéncias de um grafo G, denominada por A(G) trata-se
de uma matriz quadrada de ordem igual ao ntimero de vértices de G. As entradas
a;; dessa matriz representarao as adjacéncias entre os vértices v; e v; de G. Se v; e
v; foram adjacentes, a,; = 1. Caso contrario, a;; = 0. Além disso a diagonal dessa

matriz € composta apenas por zeros.

A matriz dos graus, denotada por D(G), é a matriz que traz apenas a
informagao do grau de cada vértice. Também serd uma matriz quadrada de ordem
igual ao nimero de vértices de GG, porém as entradas d;; = 0 sempre que 7 # j e,

quando ¢ = j, d;; =grau do vértice v;.

A matriz laplaciana de um grafo G, denotada por L(G) é, igualmente,
uma matriz quadrada de ordem igual ao ntumero de vértices de G e é formada

subtraindo a matriz de adjacéncias de G da matriz dos graus de G. Ou seja, L(G) =

D(G) — A(G).

A matriz laplaciana sem sinal, denotada por Q(G) serd muito parecida
com a matriz laplaciana, exceto pelo sinal dos elementos fora da diagonal. Ela sera

formada somando as matrizes de adjacéncias de G e a matriz dos graus de G. Dessa

forma, Q(G) = D(G) + A(G).

A seguir, na Figura 2.11, apresentamos um grafo de 5 vértices e as
matrizes de adjacéncias laplaciana e laplaciana sem sinal associadas a ele. Note que a
unica diferenca nas matrizes laplaciana e laplaciana sem sinal é o sinal dos elementos
fora da diagonal. Nao explicitamos a matriz dos graus de GG, porém a mesma pode

ser obtida ao olharmos para a diagonal da matriz laplaciana ou laplaciana sem sinal

de G.
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O
5
1 2

(0110 0] 2 1 -1 0 0]
10110 ~1 3 -1 -1 0
AG)=111010|LG=|-1 -1 3 —-10
01100 0 -1 -1 2 0
(0000 0] 0 0 0 0 0]

(2110 0]

13110

RQIG)=111310

01120

(00000

Figura 2.11: Grafo G, A(G), L(G) e Q(G).

Da mesma forma que associamos matrizes aos grafos, também podemos
associar um grafo ao seu espectro. Se M é uma matriz de representacao do grafo G,
o M-espectro de G sera o conjunto dos autovalores da matriz M. Para encontrarmos
os autovalores de M, definiremos o polinémio caracteristico P(x) de uma matriz M

como P(z) = det(xl— M). As raizes desse polinomio serdo os autovalores da matriz

M.

De um modo mais formal, definimos os autovalores de M sendo os
nimeros A tais que Mv = Av para algum vetor v nao nulo. Dizemos que v é um

autovetor associado ao autovalor \.
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O espectro de um grafo G denotado por spect(G) é definido como a
matriz de ordem 2 X s onde a primeira linha é constituida pelos autovalores distintos

da matriz de adjacéncias e a segunda linha sao suas respectivas multiplicidades.

VIT 1 V17
2 273

N | —

1
No exemplo da Figura 2.11, spect(G) = 2
2 1 1 1

Para facilitar a leitura, trataremos o espectro de um grafo como um
conjunto com suas devidas multiplicidades indicadas. Por exemplo, a matriz acima

1 Vi7T 1 \/1_7}

i tad HG) = 0P, —1, - — —— = + ——
serd representada por spect(G) { —L 5 5 ,2+ 5

Quando estivermos tratando de outras matrizes, usaremos a notagao
spectyr. Sendo assim, specto(G) sera o espectro do grafo G em relagao a matriz
laplaciana sem sinal e specty(G) serd o espectro do grafo G em relagdo a matriz

laplaciana.

Note que as matrizes A, D, L e () sao simétricas, portanto seus auto-
valores serao reais e, consequentemente, o espectro do grafo G sera um conjunto de
nimeros reais independente da matriz que estivermos trabalhando. O espectro de
um grafo esta diretamente ligado a matriz que utilizamos para encontrar o polinémio
caracteristico. Dessa forma, um mesmo grafo pode admitir diferentes conjuntos de

espectro.

A principal fungao da Teoria Espectral de Grafos é determinar carac-
teristicas de um grafo a partir do espectro que associamos a ele. Entretanto, quando
dois grafos possuem o mesmo espectro, nem sempre sera possivel determinar tais
propriedades. Exatamente ai estd o assunto principal dessa dissertacao: analisar
grafos, ou até familias de grafos, que nao podem ter suas caracteristicas determina-
das através de seu espectro. Um grafo G é dito determinado pelo espectro (DS) se

pudermos definir suas propriedades a partir de seu espectro.

14



Dois grafos G e G4 sao ditos isomorfos se existe uma bijecao entre o
conjunto de vértices de Gy e Gy f : V(G1) = V(G2) de tal modo que quaisquer dois
vértices u e v de G; sdo adjacentes se, e somente se, f(u) e f(v) sdo adjacentes em

G5. Um exemplo pode ser visto na Figura 2.12.

1 )
6 2
8 4
3 7

Figura 2.12: Um par de grafos isomorfos.

Claramente, grafos isomorfos terao o mesmo espectro, mas este nao
¢ o unico caso. A maior dificuldade do estudo de grafos DS se da pelo fato de
que nem todos os grafos que possuem o mesmo espectro sao isomorfos. Esse é o
principal problema, ja que grafos isomorfos terao as mesmas propriedades enquanto
grafos nao isomorfos e com mesmo espectro nao terao, necessariamente, as mesmas
caracteristicas. A ocorréncia desse tipo de grafo, como ja foi dito na Introducéao,
serd menor se levarmos em consideracao a matriz laplaciana sem sinal, porém ainda

trata-se de um empecilho para o desenvolvimento da Teoria.

Dois grafos G e G sdo coespectrais em relacao a alguma matriz M
se spectp(Gr) = spectyr(Ge), ou seja, se os autovalores da matriz associada M s@o

iguais para ambos os grafos e se G; e G5 sao nao isomorfos.

Um exemplo de um par de grafos coespectrais em relacao a matriz de

adjacéncias pode ser visto na Figura 2.13.
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Figura 2.13: Par de grafos cujo espectro é {0®, 23},

Os grafos acima sao claramente nao isomorfos, ja que um deles tem um
vértice com grau quatro e o outro possui vértices com grau maximo igual a dois.
Ao encontrarmos grafos coespectrais, ou familias de grafos coespectrais, estamos, ao
mesmo tempo, encontrando uma familia de grafos que nao é determinada por seu

espectro. Dessa forma estaremos definindo uma classe de grafos que nao é DS.

Uma maneira de mostrar coespectralidade entre dois grafos é mostrar
que suas matrizes sao similares. Uma matriz B € R"*" é dita similar a uma matriz

A € R™" se existe uma matriz S € R"*" nao singular tal que
B=S"1AS.

Teorema 2.1. Sejam A e B € R™™". Se B € similar a A, entao 0s polinomios

caracteristicos Pa(x) de A e Pg(x) de B sdo iguais.

Demonstragao. Temos que Pp(z) = det(xl — B). Como B ¢ similar a A, existe
uma matriz S € R™" tal que B = S7!AS. Reescrevendo I = S7'S e B = S1AS,
obtemos:

Pp(z) = det(zS™'S — STAS) = det [S7 (21 — A)S]
= det(S™)det(x] — A)det(S) = det(x] — A)

= PA(.%')
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Corolédrio 2.1. Se A ¢ B € R™" sao similares, entao A e B tém os mesmos

autovalores, contando suas multiplicidades.

Outro fato, que também serd usado em demonstragoes posteriores, sera
enunciado e demonstrado nesse capitulo com a finalidade de deixar o leitor preparado

para os proximos capitulos.

Teorema 2.2. Se G = (V, E) € um grafo bipartido, entao spect;(G) = spectq(G).

Demonstracao. Seja G = (V, E) um grafo bipartido. Sabemos que existem subcon-
juntos Vi e V, tais que V = V; U V5 e se dois vértices v; e v; sao adjacentes em G,

entao eles estao em subconjuntos diferentes. Tomamos a matriz:

u; =1 v €Wy
U=1q wi=—-1 ,u,€V
u; =0 ,i#]

E facil ver que U é invertivel e que U™ = U. Tome A como a matriz de adjacéncias
de G e D a matriz dos graus de G. Como U e D sao matrizes diagonais, teremos

UD=DU. Temos que UAU ' = —A. Assim

ULU ' =UD - AU =UDU ' —UAU " =UU'D — (—A)

—D-(-A)=D+A=Q

Portanto as matrizes () e L sao similares e, logo () e L tem 0os mesmos

autovalores.
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2.2 Produto de Kronecker

O produto de Kronecker entre matrizes é conhecido também como pro-
duto tensorial ou produto direto, e é denotado por ®. Neste trabalho tratamos do
espectro de grafos e um dos assuntos serd o espectro do grafo resultante do produto

entre outros dois grafos.

Estudaremos o produto de Kronecker, pois nossa intencao é escrever a
matriz do grafo resultante como um produto de Kronecker entre outras matrizes. A
razao pelo interesse nesse estudo se dé pelos resultados obtidos em [23] acerca dos

autovalores de matrizes obtidas via produto de Kronecker.

Nesta secao todas as matrizes terao entradas em um mesmo corpo F. A
operacao produto de Kronecker entre duas matrizes tem como resultado uma matriz

em blocos conforme a definigao abaixo:

Defini¢ao 2.1. Sejam A € F™™ e B € F™*", o produto de Kronecker de A ¢ B,

denotado por A® B, é a matriz quadrada de ordem mn definida por

anB  apB - a,B

anB aypB - ay,B
A® B = [aijB]Zz‘zl = 2% 2? , 2.

Cl,lmB agmB cee ammB

Pode-se falar de produto de Kronecker a direita e a esquerda. O produto
acima definido é chamado produto de Kronecker a direita e o produto a esquerda é

definido por:

AbH Ab12 e Abln

Abyy  Abyy -+ Aby,
A ® B— [Abij]zj:1 _ 21 22 2

Abln Aan tee Abnn
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Porém o produto de Kronecker a esquerda nao é muito usual. Neste
trabalho trataremos apenas o produto a direita que chamaremos simplesmente de

produto de Kronecker.

Seja A € F™ ™, definimos algumas propriedades da operacao ®.

(i) I, ® A =diaglA, A, ..., A,

anly, apl, - apl,
(ii) Al — agl, agl, -+ al, ]
aflmHn a2mHn e amm]ln

(ifi) L ® I, = L.

Proposicao 2.1. Se as ordens das matrizes envolvidas sao tais que as operagoes

usadas estao definidas, entao:

(i) Para todo p € F,(pA) @ B=A® (uB) = u(A ® B);
(i) (A+B)@C=(AC)+ (B C);

(i) A® (B+C)=(A®B)+ (A2 C);

(iv) A® (B C)=(A® B)® C;

(v) (A B)Y = AT @ BT,
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Demonstracao. Sejam A, B e C' matrizes e y constante.

Podemos reescrever 2.1 das seguinte maneira:

anpB

ag pB
01— | "

amlluB

Por outro lado

CLHB

a1 B
0 =pl|

almB

O que conclui a demonstragao.

pann B papB praym B3

pan B panB pagm, B

uamlB /,l/amQB ,uammB
appB - aympB
apuB - as,uB

22'/~L 2 .,u — A® (uB).
Aot B -+ apmpB

(llgB cee almB

a22B s asz

= u(A® B).
aomB - QB

(CL11 + bn)c

(aml + bml)C

CLHC + bllC

amlC + bmlC

20
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a1 C - a,C bC -+ bC

= : : +
a1 C - apmC by C - by C
— (AR C)+ (B®O).
(iii) A demonstracao é andloga ao (ii).
(iv)
an(B®C') alm(B(X)C’)
A® (B®C) = : :
(CLHB) ®C (almB)®C
- : : = (A®B)®C.
(amB)®C -+ (a4pmB)®C
(v)
T
apnB - a1, B ClnBT s amlBT
(Ao B)' = Lo : =
amlB e CmeB almB e ammB
= AT @ BT,
]

Proposigao 2.2. Sejam A,C € F™*™ e B,D € F"*", temos (A® B)(C ® D) =
AC ® BD.
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m

Demonstragao. Sejam as matrizes (A ® B) = [aijB]” ,e(C®D)= [CijD]i,j:I'

Temos que:
apnB - a1, B culD - gD
(A® B)(C'® D) = : : :
amiB - ammB 1D - D
Fio - F
le e me
onde F}; = Z(aikB crj D Z aicrj)BD, 1 <1i,j < m.
k=1 k=1
Por outro lado
@11 - Q1m Ci1 ° Cim
AC ® BD = : : : : ® BD
Am1 Amm Cm1 Cmm
Z(amCm)BD Z(alkckm)BD
k=1 k=1
Z(amkckl)BD Z(amkckm)BD
| k=1 k=1 ]

Sendo assim, o ij-ésimo termo de AC ® BD é Z(aikckj)BD = Fj;. Portanto,
k=1
(A® B)(C® D) = AC ® BD.
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Corolério 2.2. Se A€ F™™ e B € F"", entao:

(i) Aw B=(A®L,)1,®B)=(L,® B)(A®1L,),
(i) (Ao B) ' =A@ B

Corolario 2.3. Se A17A2,...,Ap e F™moe BI,BQ,...,BP S ]:'n><n7 entao (Al X
Bl)"'(Ap®Bp):(Al"'Ap>®(Bl"'Bp)-

2.3 Autovalores do Produto de Kronecker

Nesta secao falaremos sobre os autovalores de uma matriz obtida via
produto de Kronecker. Essa ferramenta sera utilizada para determinar o espectro
dos grafos que estudaremos no Capitulo 3. O teorema principal (Teorema 2.3, ver
em [23]) serd demonstrado, e o que de fato usaremos adiante serdo os resultados

decorrentes.

Considere um polinémio p de duas varidveis x e y com coeficientes
¢

complexos, p(z,y) = Zcijxiyj. Tomando A € C™™ B € C™", definimos

i,j=0
¢

p(A,B) = Z cijA" ® B?. Por exemplo, se p(z,y) = 2z + xy® = 22"y’ + z'y°,
i,j=0

entdo p(A,B) =2A@ B+ A B* =24A® 1, + A® B>

Teorema 2.3. (C. Stephanos [23]) Se A1, ..., Ay, sdo o0s autovalores de A € C™*™

€ 1, ey [l SGO 08 autovalores de B € C**", entdo os autovalores de p(A, B) sao os

mn numeros p(A, ps), parar =1,2,..mes=12 .. n.

Demonstra¢ao. Sejam as matrizes A € C™™ e B € C™" e sejam Ay, ..., A\, 0S

autovalores da matriz A e iy, ..., i, os autovalores da matriz B.
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Considere as matrizes P € C™™ e Q € C"™" definidas tais que
PAP™' = J, e QBQ™! = J, onde J; e J, sdo matrizes na forma canonica de

Jordan.

A demonstracao se dard em duas etapas: comecaremos mostrando que
os autovalores de p(Jy,Js) sdo os mn numeros p(\., ), para r = 1,2,....m e
s =1,2,...,n; e, em seguida, mostraremos que as matrizes p(.Jy, J2) e p(A, B) sao
similares. Com isso concluiremos que os autovalores de p(A, B) sdo os mesmos de

p<J1a J2)

Para determinar os autovalores de p(.Jy, Js), note que:

~

p(J, Jo) = Z (Ji® J3),

%

' na diagonal e Jj é triangular superior

onde J; é triangular superior com !, ..., A

com g}, ..., ) na diagonal.

Como J¢ e JJ sdo triangulares superiores, J! ® JJ é triangular superior
e seus elementos da diagonal sao ()\’ p,s) parar = 1,2,...me s =1,2,...,n. Dessa
forma a diagonal da matriz p(Ji, J2) s@o os elementos cl-j()\iug) = p(\, ps) €, sendo

p(J1, J2) triangular, estes sdo os seus autovalores.

Agora mostraremos que p(Jy, J2) e p(A, B) sdo similares. Lembre que

P e @ sao definidas tais que PAP™' = J; e QBQ ! = J,. Portanto, temos que:
Ji@ J) = (PAPYHY® (QBQ™).

Pelo Corolério 2.3 da secao anterior, podemos reordenar esse produto

de tal modo que:

Ji@Ji=(PeQ)AeB)(P'aQ™).

Pelo Corolério 2.2 (item (7)), temos:
Jieh=(PoQ)AeB)(PeqQ)
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Portanto, teremos que:

p(J1,J2) = (P®Q)p(A, B)(P2 Q)"

Dessa forma p(.J1, J2) e p(A, B) sdo similares e os autovalores de p(A, B)

sao os mn nameros p(\., fis). ]

Corolario 2.4. Sejam Ay, ..., A\, 08 autovalores da matriz A e iy, ..., ji, 08 autovalo-
res da matriz B. Os autovalores de A® B sao os mn nimeros A\.jis parar =1,....,m

es=1,...,n.

Demonstracao. Sejam Aq, ..., A, os autovalores da matriz A e g, ..., 4, 0s autovalo-

res da matriz B.

Como p(A, B) = Z ciin®Bj, o caso A® B serd o caso particular em que i = j =1
i,j=0
¢
e c;1 = 1. Logo os autovalores serdo os mn nimeros p(\., is) = Z cijApl onde
i,j=0
i=7j=1ecy; = 1. Sendo assim, p(\,, i) = Appiscomr =1,...mes=1,...n. O

Corolario 2.5. Sejam Ay, ..., A\, 0s autovalores da matriz A e py, ..., i, 08 autova-

lores da matriz B. Os autovalores de (I, ® A) + (B ® 1,,,) ou, equivalentemente,
(I, ® AT) + (BT ®1,,,), sdo os mn nimeros A\, + pug, r =1,....m, s =1,...,n.

Demonstrag¢ao. Sejam Aq, ..., A, os autovalores da matriz A e puq, ..., i, os autovalo-

res da matriz B. ,

Este é o caso particular de p(B,A) = Z cijB'® A7 em que ¢;; = 1,4, = 0,1 e
i,j=0

i # j. Vamos reescrever (I, ® A) + (B ® [,;,) para que fique mais claro:

L®A)+(BRL,)=B"9A)+B' @A) = Y B A

15=0,1i#]

¢
Logo, os autovalores de serdao os mn nimeros p(\., is) = E Cij A I,

i,j=0
onde ¢;; = 1,4, = 0,1 e i # j, ou seja p(Ar, 1) = pIAL + pi\) = pg + A, com

r=1,...mes=1,..,n. ]
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3 PRODUTOS

Neste capitulo apresentaremos alguns produtos entre grafos. Apds mostraremos as
matrizes A, L e Q do grafo resultante, bem como seus autovalores. Para alguns casos
foi possivel determinar o espectro para grafos quaisquer, em outros casos utilizamos
um grafo particular para determinar aspectos acerca do espectro de uma familia de

grafos.

Em [15], Hammack, Imrich e Klavzar fazem um extenso apanhado so-
bre produtos entre grafos. Descrevem produtos mais conhecidos como o produto

cartesiano e também outros menos desenvolvidos.

A finalidade deste estudo é compreender tais operacgoes e verificar pro-
priedades ainda nao estudadas. Mostraremos aqui o espectro do grafo resultantes
dos produtos cartesiano, direto e forte, que ja sao conhecidos na literatura e, apre-
sentamos o spectg e specty, para os produtos direto e forte que nao conheciamos até

entao.

Os produtos mencionados por eles sao: produto cartesiano, produto
direto, produto forte, produto modular e produto lexicogréfico, sendo os dois ultimos

os menos estudados neste trabalho.

Defini¢ao 3.1. Uma operacao entre os grafos Gy = (Vi, Ey) e Gy = (Va, Ey) € um

produto se o grafo resultante tem conjunto de vértices Vi x V5.

O conjunto de arestas dependera do produto trabalhado. Apresentare-

mos, agora, a definicao dos produtos mencionados no trabalho de Hammack, Imrich
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e Klavzar e um exemplo de cada um desses produtos. Nossa finalidade é deixar o

leitor familiarizado com todos os produtos.

Defini¢ao 3.2. Sejam os grafos Gy = (Vi, E1) e Go = (Va, Es), tais que (uq, ..., uy,)
sao os vértices de G e (v, ...,vy) sdo o0s vértices de Gy. O produto modular entre
G e Gy, denotado por G1 o G, € o grafo com conjunto de vértices V =V, x Va, e
(ui,vj) € adjacente a (ug,v,) quando u; € adjacente a uy em Gy e v; € adjacente a
v, em G, ou quando w; ndao é adjacente a ug em Gy e vj também nao é adjacente

a v, em Gsy.

Na Figura 3.1 podemos ver um exemplo do produto modular entre dois

caminhos Pj cujos vértices foram enumerados para facilitar na compreensao.

U1

Figura 3.1: P3¢ Ps.

Defini¢ao 3.3. Sejam os grafos Gy = (Vi, Ey) e Go = (Va, Es), tais que (uq, ..., uy)
sao os vértices de Gy € (v1,...,0) sGo os vértices de Gy. O produto lexicografico
entre G e G, denotado por G o Gy ou G1[Gs], € o grafo com conjunto de vértices
V =V x Vo, e (u;,v;) € adjacente a (ug,v,) quando u; € adjacente a up em Gy, ou

quando u; = u, em Gy e v; € adjacente a v, em Go.
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Na Figura 3.2, temos um exemplo do produto lexicografico entre dois

caminhos Fs.

O (ur,v1) O O O(ur,v3)
U1 Vg V3 (U2 U2)

u O O O O (uz,v1) C J(uz, v3)
(us{va)

O (uz,v1) O ) (O(us, v3)

Figura 3.2: P;yo Ps.

Apesar de termos apresentado a definicao dos produtos modular e lexi-
cografico, trabalharemos com os produtos cartesiano, direto e forte. O motivo dessa
escolha se dé pelo fato de que esses produtos sao mais usuais e, por isso, ja estao

mais desenvolvidos na literatura.

Mostraremos a definicao dos produtos cartesiano, direto e forte com

exemplos para facilitar a leitura.

Defini¢ao 3.4. Sejam os grafos Gy = (Vi, Ey) e Gy = (Va, Es) tais que (uq, ..., uy)
sao os vértices de Gy e (v, ..., 0y,) sGo o0s vértices de Go. O produto cartesiano entre
Gy e Gy, denotado por G1U0G,, € o grafo com conjunto de vértices V= V| x Vj,
e (u;,v;) € adjacente a (ug,v,) se u; € adjacente a vy em Gy e v; = v, em Go ou

u; = up em Gy e v; € adjacente a v, em Gs.

Na Figura 3.3 podemos ver um exemplo de produto cartesiano entre os

grafos Cy e Ps.
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us Uy ]

Figura 3.3: C,0OP;.

O produto direto entre grafos é também chamado de produto tensorial,
produto de Kronecker ou somente produto, como em [10]. No caso de ser chamado
apenas de produto, temos que tomar o devido cuidado para nao confundi-lo com o
produto cartesiano, visto que este é o mais usual. Em nosso trabalho, utilizaremos

apenas o termo produto direto para que fique claro.

Defini¢ao 3.5. Sejam os grafos Gy = (Vi, E1) e Gy = (Va, E3) tais que (uq, ..., uy,)
sGo os vértices de Gy e (vy,...,Up) SGo os vértices de Gy . O produto direto entre
G e G, denotado por Gy x Go, tem conjunto de vértices V.= V; x Vy e (u;,v;) €

adjacente a (ug,v,) se u; € adjacente a vy, em Gy e v; € adjacente a v, em G.

Na figura 3.4 podemos ver um exemplo de produto direto entre os grafos

CgePQ.
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(ur,v1)

U " (uz, Ul) (U37 Ul)

1702)

Uz us U2

(ug,v2) (uz, va)

Figura 3.4: C5 x P.

Temos também o produto forte, cujo conjunto das arestas serd visto
como a uniao dos conjuntos de arestas dos produtos cartesiano e direto. Dessa
forma, é comum dizer que o produto forte é a uniao dos produtos cartesiano e

direto.

Defini¢ao 3.6. Sejam os grafos Gy = (Vi, Ey) e Gy = (Va, Es) tais que (uq, ..., up)
sao os vértices de Gy e (v1,...,Uy) SGo 0s vértices de Gy . O produto forte entre
G e Gy, denotado por Gh X Go, tem conjunto de vértices V.= Vi x Va e (u;,v;)
¢ adjacente a (ug,v,) se u; = uy e v; € adjacente a v, em Gy, ou v; = v, e u; €

adjacente a uy em Gq, ou u,; € adjacente a up em Gy e v; € adjacente a v, em Gs.
Na Figura 3.5 temos um exemplo de produto forte entre os grafos Ps e

P5, onde as arestas grossas representam as arestas do produto cartesiano e as demais

representam o produto direto.
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(ur,v1) (2 01) (uz, v1)

(%)

uy Uz us

U2

(u1,v) (112, v2) (us, v9)

Figura 3.5: P3 X Ps.

A notacao para cada produto se dé pelo desenho resultante do produto

entre P, e P5, como podemos observar na Figura 3.6, onde temos Py, P5, PyL1P;,

PQXPQGPQ&PQ.

[ o= [ 9% X

Figura 3.6: Notagao dos produtos.

As operacoes entre grafos citadas acima estao, também, definidas para

um numero finito de grafos. Como podemos ver abaixo:

Definigao 3.7. Sejam os grafos G = (Vi, Ey), Go = (Va, Es),...,Gr = (Vi, Ey), o
produto cartesiano entre G1,Ga, ..., Gy, denotado por GG, ---0Gy, € o grafo
com conjunto de vértices V.= (V4 x Vo X ... x Vi), e (ug,ug,...,uy) € adjacente a
(v1, V2, ..., v) quando u; € adjacente a v; em G; para um tdnico 1 < i <k e uj = v;

em G para todo j #1i, 1 <j <k.

Definigao 3.8. Sejam os grafos Gy = (Vi, Ey),Gy = (Va, Ey), ..., G = (Vi, Ex), 0

produto direto entre G1,Go, ..., Gy, denotado por G1 X Gy X ... X G}, € o grafo com
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conjunto de vértices (Vi x Vo X -+ x Vi) e (uq, ug, ..., ug) € adjacente a (vy,vs, ..., Ug)

quando u; € adjacente a v; em G; para todo 1 <1i < k.

Defini¢ao 3.9. Sejam os grafos Gy = (Vi, E1),Gy = (Va, Es), ..., Gx = (Vi, Ex), 0
produto forte entre G, G, ..., Gy, denotado por Gy X Gy X --- K Gy, € o grafo com
conjunto de vértices (Vi x Vo X ... X Vi) e (uy, ua, ..., ux) € adjacente a (vy,vs, ..., vg)
quando u; € adjacente a v; em G; para um tnico 1 < i < k e u; = v; em G; para

todo j #1i, 1 < j <k ouwu; € adjacente a v; em G; para todo 1 < i < k.

Apesar de todas as operacoes estarem bem definidas para k grafos de
uma unica vez, neste trabalho utilizaremos tais operacoes para pares de grafos.
Dessa forma as matrizes a seguir serao definidas para as operacoes feitas entre os

grafos aos pares.

3.1 Matrizes dos Produtos

Gostariamos de utilizar o estudo acerca dos produtos entre grafos para
produzir pares de grafos, ou familias de grafos, que sejam coespectrais em relagao a
matriz laplaciana sem sinal. Para isso, precisamos determinar, principalmente, como
serd o (Q-espectro dos grafos resultantes apds as operagoes de produto cartesiano,
Direto e Forte. Para o estudo do espectro, precisamos olhar, primeiramente, para as
matrizes desses grafos. E o que trazemos, nesta se¢ao, ¢ um apanhado das matrizes
de adjacéncias, laplaciana e laplaciana sem sinal para os produtos Cartesiano, Direto

e Forte.

Até mesmo para o caso da matriz de adjacéncias, que ja se sabe o

espectro e estd explicitado em [15], mostramos como a matriz pode ser obtida.

Para descrever a matriz que representa cada grafo resultante precisa-
mos determinar o tipo de numeracao que serd feita nos vértices. Pensando que a

operagao seja feita com grafos G e Go tais que {uy, ..., u, } sdo os vértices que G e
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{v1, ..., U } s@0 os vértices de Go, teremos que o conjunto de vértices do grafo resul-
tante de qualquer um dos produtos serd da forma {(u;,v;) |1 <@ <n;1 <j <m}.
Sendo assim, estabelecemos que a forma de enumerar esses vértices para a de-
terminacao de suas matrizes serd fixando cada vértice de G; e percorrendo to-

dos os vértices de (G5, ou seja, estaremos olhando para o conjunto de vértices

{(u1,v1), (ug,v2), .oy (U1, V), (U2, v1), (U2, V2), vy (U, Vi )y oevy (Uiy V1), ooy (U, V) 3

3.1.1 Produto Cartesiano

Sobre o produto cartesiano, ja se conhece a matriz final escrita em
termos de produto de Kronecker. Porém achamos importante apresentar toda a
estrutura da matriz com a finalidade de contribuir para uma leitura mais completa.

Repetiremos a definicao de produto cartesiano com o propdsito de facilitar ao leitor.

Defini¢ao 3.4. Sejam os grafos G; = (Vi, E1) e Go = (Va, E3) tais que (uq, ..., uy)
sao os vértices de Gy e (v, ...,vy,) sGo o0s vértices de Go. O produto cartesiano entre
Gy e Gy, denotado por G1U0G,, € o grafo com conjunto de vértices V.=V x Vj,
e (u;,v;) € adjacente a (ug,v,) se u; € adjacente a vy em Gy e v; = v, em Gy ou

u; = up em Gy e v; € adjacente a v, em Gs.

n

Sejam as matrizes A(G1) = [a;;]};—; a matriz de adjacéncias de G1,

A(Gy) = [aj;]i%=, a matriz de adjacéncias de Ga, D(G1) = diag(dy,, .., dy,) a matriz

dos graus de Gy e D(G3) = diag(d,,, ..., d,,,) a matriz dos graus de Gj.

A matriz de adjacéncias de G1[JG5 se subdivide em blocos da seguinte

forma:
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A(Glleg) ==

(u1,v1) (u1,vm) | (uz,v1) (u2,vm) (un,v1) (un, vm)
(u1,v1) a2 0 0 ain 0 0
A(G2) 0 - 0 - 0 . 0

(u1,vm) 0 0 aia cee 0 0 ain
(uz,v1) a1 0 0 . don 0 0

0 0 A(G2) 0 0
(u2,vm) 0 0 as1 e 0 0 aan
(Un, vl) anl 0 0 an?2 0 0

0 0 0 0 A(G2)
(un,vm) L 0 0 an1 0 0 an2 . |

Os blocos da diagonal sao facilmente interpretados como a matriz de
adjacéncias de G, ja que nesses blocos o vértice u; de Gy é sempre o mesmo,

bastando apenas analisar a adjacéncia entre os vértices v; e v, de Gb.

Para os demais blocos estamos analisando as adjacéncias de vértices do
tipo (u;,v;) e (ug,vp) de tal forma que u; # wy e v; # v, exceto pela diagonal de
cada bloco, onde o vértice v; de G2 ¢ o mesmo. Portanto devemos observar apenas

a adjacencia de (G;. Dessa forma, concluimos que:

Para a matriz laplaciana sem sinal temos os mesmos blocos fora da
diagonal. Os blocos que mudarao serao os da diagonal, pois precisamos acrescentar

o grau de cada vértice.
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Q(G10G:) =

(u,v1) - (ui,om) | (ugsv1) o (uzyvm) | oo | (uavi) e (unvim)
(u,v1) [ ais 0 0 - ain 0 0
: Q(Gy) +  dyln 0 0 0 0

(U1, Vi) 0 0 aiz e 0 0 ain
(ug,v1) as1 0 0 e aon, 0 0

0 0 Q)+  dyly |- 0 0
(uz, vm) 0 0 a91 e 0 0 Q2n
(U, v1) anil 0 0 Gn2 0 0

0 0 0 0 | Q(Ge)  + dy, Iy
(Un,vm) L 0 0 an1 0 0 G2 e i

Os blocos da diagonal principal sdo da forma Q(Gs2) +d,, 1, pois trata-
se da matriz de adjacéncias de G5 somado do grau de cada vértice em cada linha.
O grau de cada vértice pode ser visto como a soma de 1’s na sua respectiva linha ou
coluna. O grau de (u;,v;) é dado pelo grau de v; que aparece na linha do bloco da
diagonal somado com o grau de u; que aparece na linha dos demais blocos. Sendo
assim, temos

Q(G.0G2) = Q(Gr) @ L, + I, ® Q(Gy).

Para a matriz laplaciana do produto cartesiano, temos uma matriz bem
parecida com a matriz laplaciana sem sinal, exceto pelo sinal dos elementos fora da

diagonal principal.
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L(GlDGQ) -

(u,v1) - (u,om) | (ussv1) o (uzyvm) | oo | (uavi) e (unvim)
(u,v1) [ —ais 0 0 | —a1g 0 0
L(Gs) +  duln o 0 | o 0

(U1, Vi) 0 0 —ai9 e 0 0 —aip
(uz2,v1) —ag 0 0 | —agn 0 0

0 0 L(Gs)  +  dly | - 0 0
(uz, vm) 0 0 —ag e 0 0 —aan,
(U, v1) —Gn1 0 0 —Gno 0 0

0 0 0 0 L(Gy)  +  dyln
(Un,vm) L 0 0 —an1 0 0 —Qn2 e i

Entao a matriz laplaciana de G1JG5 sera exatamente a mesma da ma-
triz laplaciana sem sinal apenas substituindo Q(G1) e Q(Gs) por L(G1) e L(Gs).
Portanto

L(G10Gs) = L(Gy) ® Iy, + I, ® L(Ga).

3.1.2 Produto Direto

A matriz de adjacéncias do produto direto escrita em fungao de produto
de Kronecker também pode ser encontrada em [15]. Porém as matrizes laplaciana e
laplaciana sem sinal nao eram de nosso conhecimento e estarao expostas nesta secao
juntamente com a estrutura da matriz de adjacéncias. Repetiremos a definicao de

produto direto para facilitar a leitura.

Defini¢ao 3.5. Sejam os grafos Gy = (Vi, Ey) e Go = (Va, E3) tais que (uq, ..., uy)
sao os vértices de Gy e (v, ...,vy) sGo os vértices de Gy . O produto direto entre
G e Go, denotado por Gy x G, tem conjunto de vértices V- = Vi x Vy e (u;,v;) €

adjacente a (ug,vy,) se u; € adjacente a uy, em Gy e v; € adjacente a v, em Gs.
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Sejam as matrizes A(G1) = [ay;];;—; a matriz de adjacéncias de G,
A(Gy) = [a;]i%=, a matriz de adjacéncias de Gy, D(G1) = diag(dy,, ..., d.,) a matriz
dos graus de Gy, D(G2) = diag(d,,, ..., d,,,) a matriz dos graus de G5 e L(G1), L(G3)

as matrizes laplacianas de G; e G, respectivamente.

A matriz de adjacéncias A(G; x Gy) seré:

A(Gy x Go) =
(u1,v1) (u1,vm) | (ug,v1) (ug, vpm) (Un,v1) (Un, Um)
(u1,v1) 0 0 0 aj2al,, 0 anal,, ]
0 0
(u1, vm) 0 0 azal,; 0 anan,; 0
(ug,v1) 0 asial,, 0 0 0 0 asnal,,
0 0 0
(ug,vm) | a21al,, 0 0 0 0 aonan,; 0
(U, V1) 0 an1al,, 0 ap2al,, 0 0
0 0 0
(Un,vm) Lapial,, -+ 0 Anoll,y o 0 e 0 0 0

Os blocos da diagonal principal serao blocos de zeros, pois nao existe
adjacéncia entre vértices do tipo (u;,v;) e (u;,v,) j& que eles tem o mesmo vértice
u;. Bem como na diagonal dos outros blocos, pois sao vértices do tipo (u;,v;) e

(ug,v;), que nao sao adjacentes por terem o mesmo vértice v;.

Note que nos blocos que estao fora da diagonal precisamos pensar nas
adjacéncias entre vértices do tipo (u;, v;) e (ug, v,), portanto precisamos a adjacéncia
entre u; e u, em Gy, ou seja, considerar o termo a; de A(G7). Porém, ao mesmo
tempo, devemos considerar a adjacéncia entre os vértices v; e v, em G, ou seja,

considerar o termo aj, de A(G?).
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Como em cada bloco é fixado o vértice u; e percorrem-se todos os

vértices v;, temos o mesmo termo a;; multiplicando toda a matriz A(Gs).

Simplificando, a matriz de adjacéncias do produto direto sera a seguinte:

A(Gy x Gy) =
(U17U1) (Ulyvm) (U27vl) (U%Um) (Umvl) (Umvm)
(up,v1) [ 0 0 0 1
0 0 0 12 - AGy) | | amm - A(Gy)
(u1,Vm) 0 0 0
(us, 1) 0 0 0
a1 . A(GY) 0 0 0 o asn - A(Ga)
(tg, V) 0 0 0
(tn, V1) 0 0 0
. a1 . A(Gs) U . A(Go) . 0 0 0
(tn,vm) L 0 0 0

Assim como na matriz do produto cartesiano, enxergamos A(G7 x G2)

como um produto de Kronecker e, portanto,

A(Gl X GQ) = A(Gl) & A(Gg)

A tnica diferenga entre A(G; x G2) e Q(G1 x G2) esta nos blocos da

diagonal principal que agora carregam o grau de cada vértice.

38



(ulvvl) (ulvv’m) (u27v1) (’U,Q,Um) (un7’U1) (un7'l}m)
(u1,v1) [du,do, 0 0 1
0 0 a2 . A(GQ) A1n . A(GQ)
(ul 5 'Um) 0 0 dul dvm
(u2,v1) dugdo, 0 0
agl . A(Gz) 0 0 c a2n ' A(GQ)
(u2,vm) 0 0 duydu,,
(un,v1) oo | duy, doy 0 0
: an1 . A(G2) an2 . A(G2) | --- 0 0
(un,vm) L e 0 0 du,, dv,, 4

Segue a ideia de ver o grau de cada vértice como a soma de 1’s na sua
respectiva linha. Nos blocos fora da diagonal temos cada elemento da matriz de
Adjacéncia de G5 multiplicado pelo mesmo elemento a;, de GG;. Vamos olhar para o

1-ésimo bloco de linhas e somar os elementos de uma linha qualquer

CLﬂA(G2> -+ CLZ‘QA(GQ) + -+ azmA(G2>

Note que nao precisamos nos preocupar em retirar o elemento a; A(Gsz),
pois ele é zero. Colocando a matriz A(G3) em evidéncia, o que sobrara sera (a;; +
a2 + -+ + azy) que é exatamente o grau do vértice u;. Como isso ocorre em todas
as linhas do i-ésimo bloco, o termo d,, aparece multiplicando todo o ¢-ésimo bloco.

Dessa forma

A matriz laplaciana de G; x Gy serda muito parecida com a matriz

laplaciana sem sinal, a nao ser pelo sinal dos elementos fora da diagonal.
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L(Gl X Gg) =

(U17’U1) (ulvv’m) (u27vl) (u27v’m) (u’ﬂvvl) (u’nvvm)
(ur,v1) [ duydoy 0 0 0 ceo —agaadl, | oo 0 coo —arpal,,]
0 0
(u1,vm) 0 0 duy do,y, —aiz2al,; cee 0 oo | —ainal,, - 0
(u2,v1) 0 <o —az1al,, duydy, 0 0 e 0 ceo —agpal,,
0 0
(u2,vm) | —az21al,, - 0 0 0 duydu,, <o | —agnal,, - 0
(un,v1) 0 ce —apidy,, 0 ceo —apedy,, | - du,, doq 0 0
0 0
(Un,Vm) L—anial,, -+ 0 —an2al,, - 0 cee 0 0 du,, dv,, 4

Como a tunica diferenga estara no sinal dos elementos dos blocos fora

da diagonal, podemos reescrever como:

L(G1 x G2) = D(G1) ® D(G2) — A(G1) ® A(Ga).

Note que nao é possivel utilizar a representacao L(G X G2) = D(G1) ®
D(G3)+ L(G1) ® A(Gs), pois os blocos da diagonal de L(G)® A(G2) nao sao blocos
de zeros e isso iria alterar o grau de L(G; x G3), enquanto os blocos da diagonal de
A(G1) ® L(G2) sao blocos de zeros e nao farao diferenca em L(G1) ® A(G3) a nao

ser pelo sinal dos blocos fora da diagonal, mas esses, de fato, devem mudar.

3.1.3 Produto Forte

Para o produto forte, também s6 conhecemos a matriz de adjacéncias,
aqui mostraremos a matriz laplaciana e laplaciana sem sinal. Mas nao mostraremos
a estrutura de cada matriz, como fizemos anteriormente. Pensaremos nesse produto
como, simplesmente, a uniao dos produtos anteriores. Apresentamos novamente a

definicao de produto forte.

40



Defini¢ao 3.6. Sejam os grafos G; = (V1, E1) e Go = (Va, E3) tais que (uq, ..., uy,)
sao os vértices de Gy e (vq,...,Uy) SGo 0s vértices de Gy . O produto forte entre
G e Gy, denotado por Gh W Gy, tem congunto de vértices VV = Vi x Vy e (u;,v;)
¢ adjacente a (ug,vp) se u; = ug e v; € adjacente a v, em Gz, ou v; = v, e u; €

adjacente a uy em Gq, ou u,; € adjacente a up em Gy e v; € adjacente a v, em Gs.

Sejam as matrizes A(G1) = [a;;]};—=; a matriz de adjacéncias de G1,
A(Gy) = [aj;]i%=, a matriz de adjacéncias de Ga, D(G1) = diag(dy,, ..., dy,) a matriz

dos graus de Gy e D(G3) = diag(d,,, ..., d,,,) a matriz dos graus de Gj.

Como ja foi mencionado, o produto forte é a uniao dos produtos Car-
tesiano e Direto, dessa forma as matrizes de adjacéncias, laplaciana e laplaciana
sem sinal serao entendidas como a soma das matrizes de adjacéncias, laplaciana e

laplaciana sem sinal dos produtos cartesiano e direto.

Sendo assim, sem precisar mostrar a matriz resultante de G; X G,

podemos concluir que:
A(G1 X Gg) = A(G1DG2) + A(Gl X Gg);

L(Gl X Gg) = L(G1DG2) + L(G1 X GQ);

Q(Gl X GQ) = Q(G1DG2) + Q(Gl X Gg)

3.2 Autovalores dos Produtos

Com as matrizes ja apresentadas, um questionamento natural na Teoria
Espectral de Grafos é sobre os autovalores dos produtos ja estudados. Algumas
matrizes nos permitem determinar diretamente o espectro, enquanto outras se dao de
forma mais complexa e nos permitem apenas estudar um caso particular e determinar

apenas o espectro de uma unica familia de grafos.
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Os autovalores das matrizes do produto cartesiano ja estao na litera-
tura, bem como os autovalores da matriz de adjacéncias do produto direto. Nossa
contribuicao sera em relagao aos autovalores das matrizes laplaciana e laplaciana sem
sinal do produto direto e aos autovalores das trés matrizes tratadas neste trabalho

para o produto forte.

Agora, faremos uma breve interrupgao para mostrar ao leitor um resul-
tado que serd muito recorrente nesta secao sobre autovalores. Este resultado pode

ser encontrado em [13] e [12].

Considere a matriz simétrica M de ordem n formada pelos blocos A €
R g e R, B,C € R¥ tais que n = t + ¢s, onde ¢ é o ntimero de cépias do
bloco B. Esses blocos devem respeitar as dimensoes minimas ¢ > 0, s > 1 e c > 1,

isso significa que o bloco A e f podem nao existir e ha, no minimo um bloco B.

-A g B .- 5_
g B ¢ --- C

M=|g" ¢c B -+ C|. (3.1)
_5T c .. C B_

O bloco  é chamado de matriz relacao entre os blocos A e B, o bloco
C' é chamado de matriz relagao entre os blocos B. Ja que M é simétrica, A, B e C

também serao simétricos.

Denotaremos por o(X) o espectro da matriz X, ou seja o conjunto
dos autovalores da matriz X, e por ¢'?(X) o conjunto dos autovalores de X com

multiplicidade gq.
Teorema 3.1. Seja M uma matriz na forma dada em 3.1, com ¢ > 1 cdpias do
bloco B. Entao

(i) (B —C) Co(M) com multiplicidade ¢ — 1.
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(i) o(M) o V(B = C) = a(M') € o conjunto formado pelos t + s autova-
lores restantes de M, onde

A Ve B
Ve Bt B4 (c—-1)C

M =

Ou seja, o teorema nos mostra que o(M) = ¢ Y(B - C) U a(M').

Neste trabalho, utilizaremos o caso particular em que t = 0, ¢ = 2 e
s = 2. Ou seja, nossa matriz M nao terd os blocos A4, B e BT e terd apenas duas

copias do bloco B:

B C
M= . (3.2)
C B

Dessa forma, o(M) = c? " Y(B—C)Us(M') = o(B—C)Uc(M’), onde

M=|B+e-nc|=|Bt+c|

Ou seja, dada a matriz M, da forma dada em 3.2, temos que:

o(M)=0(B—-C)Uo(B+C).
3.2.1 Produto Cartesiano

O produto cartesiano é o mais desenvolvido até o momento, sendo as-
sim, seu espectro ja foi estudado por outros autores. Mostraremos apenas resultados
ja obtidos e mostrados em [15] e [1]. Considere M uma representacao genérica para
as matrizes de adjacéncias, laplaciana e laplaciana sem sinal. Isso significa que o

que for mostrado para M também valera para A, L e Q).

Teorema 3.2. Sejam os grafos Gy = (Vi, Ey) e Gy = (Vo, Ey) e sejam Ay, ..., A\,

0os M-autovalores de G € iy, ..., b, 08 M -autovalores de Go. Os M -autovalores de
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G10Gy sao os mn nimeros A\; + pj, com 1 < i <nel < j<m. Ou seja, 0s
autovalores de M (G10Gs) serao todas as possiveis somas dos M -autovalores de G

€ GQ.

Demonstrac¢ao. Como visto anteriormente, a representacao das matrizes para GG,
segue o padrao M (Gy) ® I,, + I, ® M(Gs).
Basta reescrever a matriz como I,, ® M (G2) + M(G1) ® L,,, e, utilizando o Corolario

2.5 da secgao 2.2, obtemos o resultado, onde A = M(G3) e B = M(Gy). O

3.2.2 Produto Direto

Para o produto direto, temos apenas o resultado geral para a matriz de
adjacéncias. Para as matrizes laplaciana e laplaciana sem sinal, faremos um caso

especifico em que G| = P;.

Teorema 3.3. Sejam os grafos G1 = (V1, E1) e Gy = (Va, Ey) e sejam Ay, ..., A, 08
autovalores de Gy e puy, ..., i 05 autovalores de Gy. Os autovalores de A(G1 X Gs)

sao 0s mn niumeros A\iji;, com 1 <i<nel<j<m.

Demonstracao. A matriz de adjacéncias de G'; x G5, como ja foi mostrada, pode ser
escrita na forma A(G; x Go) = A(G1) ® A(G»).

Utilizando o Corolario 2.4 da segao 2.2, teremos o resultado. O

Suponhamos, agora, que G; = P, e G5 seja um grafo qualquer. Vamos
determinar o espectro das matrizes laplaciana e laplaciana sem sinal da familia de

grafos gerada a partir da operagao produto direto entre P, e Gj.

Teorema 3.4. Sejam os grafos Py e Gy = (Va, Ey) e sejam Ay, ..., A, 05 L-autovalores

de Gy € 01, ...,0, 0s Q-autovalores de Gy. Valerd o sequinte resultado:

spectq(Py X Gy) = spect,(Py x Ga) = {spectq(G2)} U {spectr,(G2)}.
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Para demonstrar o Teorema 3.4, vamos, primeiramente mostrar o se-

guinte Lema:

Lema 3.1. O grafo P, x Gy € bipartido.

Demonstracao. Sejam wuq,us os vértices de P, e vy, ...,v, os vértices de G5. Os
vértices de Py X Gy serao (uq,vy), (u1,vs), ..., (ug, vy), (uz,v1), (ug, v2), ..., (ug, v,). A
definicao do produto direto diz que dois vértices sé serao adjacentes se u; for ad-
jacente a uy em P, e v; for adjacente a v, em G5. Dessa forma, vértices do tipo
(u1,v5) e (u1,v,) nao serao adjacentes. Entao, tomando AU B = V; x V5, onde

A = {(u,v)),v; € Va} e B = {(ug,v;),v; € Va}, teremos uma bipartigao. O
Sendo assim, pelo Teorema 2.2, spectq(Py x Ga) = spect,(Py x Ga).

Demonstracao. (Teorema 3.4). Para determinar o espectro de P, x G5 em relacdo
as essas matrizes, vamos utilizar a representacao dada na secao acima da matriz

laplaciana sem sinal D(G1) ® D(G2) + A(G1) @ A(G2). Com Gy = P, temos

D(P,) ® D(Gs) + A(P2) ® A(G3) = Lo ®@ D(Gs) + ol ® A(Gs)

01 1 0
| p@) o | |0 Gy || DGy AG)
| 0 D@y AGs) 0 | | AGy) D(Gy)

Pelo Teorema 3.1, temos que o conjunto dos autovalores da matriz
P é igual a uniao dos conjuntos dos autovalores de D(G2) + A(Gy) = Q(G3) e
D(G2) — A(G2) = L(G3), ou seja, spectg(Py X Ga) = {spectq(Ga)} U {spectr(G2)},
onde P ¢é
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Um exemplo pode ser visto na Figura 3.7.

(Ul, 'Ul) (U1~, ’U2)

(ug,v3) (u2,v4)

Figura 3.7: Py, G5 e Py x Gs.

No exemplo da Figura 3.7, temos:

3111 3 -1 -1 -1
1201 -1 2 0 -1
Q(Ga) = L(Gs) = :
1021 -1 0 2 -1
1113 -1 -1 -1 3

spectq(Ge) = {3+ V5,3 — /5,2, 2}, spect,(Gy) ={0,2,4,4}.
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Olhando, agora, para a matriz laplaciana sem sinal de P, x G, teremos

_ = O

—_

0
0
0
Q(Py x Gg) = ’
0
1
1
1

_ = O = O O O W
o O = = O O N O
o O = = O N O O

o O O Ww O ===
S N OO O = O O =
N O O O = O O =

o o w O

spectq(Py x Go) = {3+ V5,3 — V5,4% 20} = {spect(Ga) U spect,(Gs)}.

Utilizando o resultado geral para a matriz de adjacéncias, determinamos
o espectro de P, X G5. Supondo que iy, ..., i1, sejam os A-autovalores de G, como

os A-autovalores de P, sao {—1, 1}, os A-autvalores de Py X Gg serdo £y, ..., £i,.

3.2.3 Produto Forte

Apresentaremos o espectro do produto forte apenas para o caso parti-

cular em que G; = P, e alguns resultados acerca dessa familia de grafos.

Teorema 3.5. Sejam os grafos Py e Gy = (Va, Ey), onde |Vo| = m. O nimero —1

serd autovalor de A(Py X Gg) no minimo m vezes.

Demonstragao. Sabemos que A(P,XGo) = A(P,OGs) +A(Py x Go) = A(Py) @1, +
]IQ X A(Gg) -+ A(PQ) X A(GQ) LOgOZ

0 1 10 01
A(Pg X Gz) = ® ]Im + & A(Gg) + ® A(G2)
10 01 10
oW, A(Gy) 0 L0 A(Gy)
I, O 0 A(G,) A(Gs) 0




A(Go) + 1, A(Gy)

Novamente, pelo resultado do Teorema 3.1, temos que spect( Py X G3) =
{spect(—=L,,)} U {spect(L,, + 2A(G3))}. Dessa forma, o autovalor —1 estard no es-

pectro de P, X (G5, no minimo, m vezes. O

Teorema 3.6. Sejam os grafos Py e Gy = (Va, Es). Se p; € grau de algum vértice

v; de Gy, entdo 2p; serd autovalor de Q(Py X Gj).

Demonstracao. Como visto anteriormente,
Q(P, X Gy) = Q(POG:) + Q(Py x Gy)

=QR(P)®1,+1L®Q(G:) + D(P) ® D(Gs) + A(P,) @ A(Gs).
Logo

_ L, + Q(G2) + D(Gs) L, + A(G>)
L, + A(G,) L, + Q(G2) + D(Gs)

Também, pelo Teorema 3.1, teremos spectg(PoXG5) = {spect(2Q(G2)+
20} U {spect(2D(C))}.

Tomando p; = d,,, os autovalores de 2D(G2) serao 2p;. Logo 2p; sera

autovalor de Q(P, X Gy). O
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Teorema 3.7. Sejam os grafos Py e Gy = (Va, Es) tal que d,, € o grau do vértice v;
de Gy e sejam Ay, ..., A\, 05 L-autovalores de Gy. Teremos que 2\, ...,2\y,, 2d,, +
2,...,2d,,, + 2 serao os 2m L-autovalores de P, X Gs.

Demonstracao. Para a demonstracao, usaremos a forma fechada para a matriz la-

placiana de P, X (G, feita anteriormente
L(P,XGs) =

L(POGo)+ L(Pyx Gy) = L(Py)®L,+ 1, ® L(Gy) + D(P2) @ D(Gs) + A(P) @ A(G3)

1 -1 10 10 0 1
_ o1, + ® L(Gy) + ® D(Gs) + ® A(Go)
-1 1 0 1 0 1 10
[ 1, -1, LGy 0 D(Gy) 0 0 AG
_ N (Ga) N (G2) N (Ga)
—I, Ln 0  L(Gy) 0  D(Gs) AGy) 0
| In + L(G2) + D(G») —L,, + A(G>)
| L+ A(G) L, + L(G2) + D(G>)

Utilizando, novamente, o Teorema 3.1 temos que spect (P, K Gy) =

2spect(Ga) U spect (2L, + 2D(G3))

Dessa forma, o L-espectro de XG5 serao os 2m numeros 2\, ..., 2\, 2d,, +

2,...,2d,,, + 2, onde \; é autovalor de L(Gs) e d,, é o grau do vértice v; de Go. [

Vejamos um exemplo na Figura 3.8, onde estao destacadas as arestas

do produto cartesiano (simples) e as arestas do produto direto (em negrito).
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U

A(G,) =

U1

V4

)

Figura 3.8: Py, Gy e P, X Gs.

As matrizes de G5 e os respectivos espectros serao

0111
1000
1 001

1 010

,Q(G2> =

31 11
1 100
10 21

1 01 2

7L(G2) =

3
—1

—1
-1

—1

1
0
0

(ug,v2)

—1

2
-1

—1

2

spect(Ge) = {—1.4,—1,0.3,2.1}, specto(G2) = {0.4,1,2,4.5}, spect,(Gs) = {0, 1,3,4}.

A(PQ&GQ) =

Temos as matrizes de P, X (G5 e seus espectros

—_ = = = O
o o o =
_ = O O =

—_
—_

1

_ O =k O
—_

—_ = O
—

1

- o O =

o o O

1

_ = O

= o O

1 7
0 1
1 1
1 1
' ,Q(PXG,) = .
0 1
1 1
0 | I 1

20

o O W o=
S B == T =

—_

A ==

— = O

J = = =

—_

= o O
—

o O W
ot O

_ = = O

() )




L(P,XG,) =

-1 0 -1 -1 -1 0 -1 5

spect(Py X Go) = {—1,—1,—1,—1,—1,-1.9,1.6,5.3};

N

Vel
specto(Py M Gy) = {2,4,4,6,2.8,4,6,11.1};
pectq(P W Gs) = { }
2d,,
spect (P X Gy) ={ 0,2,6,8, 4,6,6,8}.
—_—— ——

2{L—spect(G2)} 2dy;+2
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4 PARES DE GRAFOS Q-COESPECTRAIS

Neste capitulo trataremos de construgoes de pares de grafos Q-coespectrais. Pri-
meiramente apresentaremos nossa construcao que utiliza produto cartesiano entre

grafos, a seguir mostraremos uma construcao de Omidi envolvendo grafos em forma

de T.

Cvetkovi¢ sugere que a representacao matricial () é a melhor, no sentido
de gerar menos pares de grafos coespectrais e, portanto, ser a representacao onde
temos mais grafos determinados pelo espectro. Um questionamento imediato refere-
se nao somente as familias de grafos DS, como também as formas de construir
grafos que sejam Q-coespectrais, ja que, aparentemente, essas construgoes seriam
raras. Dessa forma, o objetivo principal deste trabalho é desenvolver construgoes

que gerem pares de grafos coespectrais em relacao a matriz laplaciana sem sinal.

O estudo dos produtos entre grafos, bem como suas matrizes e espec-
tro, pode ser uma ferramenta para gerar grafos Q-coespectrais. Neste sentido, o
produto cartesiano foi utilizado em uma das construcoes. Como ja foi dito, um dos
objetivos principais de nosso trabalho é desenvolver construgoes que gerem pares de
grafos que sejam coespectrais em relacao a matriz laplaciana sem sinal. Para isso,
estudamos uma construcgao feita por Omidi em 2009 que pode ser encontrada em

[28], envolvendo um tipo especial de arvores.

Nossa contribuicao, neste capitulo, serd a construcao de uma familia
infinita de pares de grafos Q-coespectrais envolvendo o produto cartesiano entre
um par de grafos Q-coespectrais e o caminho P,. Para apresentar a construgao,

escolhemos o par inicial de grafos Q-coespectrais sendo K3 e K3 U P;. Porém,
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essa construcao pode ser expandida para quaisquer pares de grafos inicialmente Q-

coespectrais, gerando novas familias de pares de grafos Q-coespectrais.

4.1 Familia Infinita de Pares Coespectrais

Em 2003, Van Dam e Haemers [32] escrevem sobre grafos determinados
por seus espectros, ou seja, familias de grafos que nao possuem par coespectral.
Para destacar familias que nao eram determinadas por seu espectro mostrava-se
seu respectivo par coespectral. Nesse apanhado de exemplos, hd um par de grafos

Q-coespectrais que pode ser visto na Figura 4.1 e serd usado em nossa construcao:

KgUPl e KI,S-

O

Q-espectro: 0,1 4

Figura 4.1: Par Q)-coespectral de grafos.

Note que sao grafos nao isomorfos ja que o segundo tem um vértice de

grau 3 e o primeiro apresenta vértices de, no maximo, grau 2.

Apesar da aparente dificuldade em desenvolver tais grafos, conseguimos
uma construcao que gera uma familia infinita de pares de grafos coespectrais em
relacao a matriz laplaciana sem sinal partindo desse par apresentado por Van Dam
e Haemers. O trabalho contendo esta construcao foi apresentada no formato de
poster no III Congresso de Matematica Aplicada e Computacional da Regiao Sudeste

(CMAC-SE), em setembro de 2015; seu resumo pode ser visto em [30] .
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Tomaremos o par de grafos dado na Figura 4.1 e denotaremos o grafo
da esquerda por G5 = K3 U P; e o da direita por Go = K; 3. A ideia da construgao
é fazer o produto cartesiano entre cada grafo e o caminho P e assim gerar um novo
par de grafos coespectrais em relagao a matriz laplaciana sem sinal. A iniciativa
de utilizar o caminho P se deu pelo fato de nao termos conseguido generalizar o
resultado para um caminho qualquer de n vértices. Dessa forma, optamos por tratar
com um caminho de dois vértices com a finalidade de termos resultados numéricos

concretos.

Na Figura 4.2 podemos ver o primeiro produto cartesiano dos grafos
iniciais e o caminho P, onde a enumeragao dos vértices foi omitida com a finalidade

de nao poluir o desenho.

Figura 4.2: Gi00P, e GoIP;.

Este novo par de grafos também nao é isomorfo, ja que G5[1P; pos-
sui um vértice de grau 4 enquanto G1JP, possui vértices de, no maximo, grau 3.
Nossa afirmacao é de que esse é um novo par de grafos Q-coespectrais. De fato,

specto(G10P,) = specto(G.0P,) = {0, 1®.2,3@ 4 6}.

Mas nao é por acaso que chegamos em um novo par Q-coespectral.

Quando realizamos o produto cartesiano entre dois grafos, conseguimos controlar
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o espectro do grafo resultante. Essa relacao foi vista no Capitulo 3, Teorema 3.2.
Os Q-autovalores do caminho P, sao {0,2} e os Q-autovalores de G e de G3 sao
{0, 1(2),4}. Logo, os Q-autovalores de G1[1P, e Go[P, serao iguais e serao exata-
mente as possiveis somas entre os conjuntos {0,1 4} ¢ {0,2}. Sendo assim, os

Q-autovalores de Ggl) =G 0P e Gél) = GLOP; serao {0, 122,32 4, 6}.

Note que podemos realizar a operagao produto cartesiano com o cami-
nho P, tantas vezes quanto se queira e ainda assim manteriamos a Q-coespectralidade

entre os novos pares, como podemos ver na Figura 4.3, onde o spectg de ambos é

{0, 1® 2@ 3@ 4 52 62 8}.
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Figura 4.3: Novos pares de grafos Q-coespectrais.

Dessa forma, estamos construindo uma sucessao de pares de grafos Q-
coespectrais obtidos através de uma recursao onde o i-ésimo par serd o produto
cartesiano entre o (i — 1)-ésimo par e o caminho P,. Com estes recursos em maos,

podemos demonstrar o seguinte Teorema:
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Teorema 4.1. Se G e Gy sdo grafos com n vértices Q-coespectrais entao existe
uma familia de grafos ng) e ng) de grafos Q)-coespectrais, para k = 1,2,..., com

n2* vértices.

Demonstracao. Sejam os grafos G e Gy (Q-coespectrais e o caminho P.

Para ¢ = 1,2, considere os grafos Gl(-o) = (; e a recursao Gl(-k) =
ngil)DPQ, para k = 1,2,.... Sabemos que os (J-autovalores do caminho P, sao
0 e 2, portanto os Q-autovalores de ng_l)DPQ SA0 A1y ooy Apy A1+ 2, ..., A, + 2, onde
A; € autovalor de ng_l) e os Q-autovalores de G;k_l)DPQ SA0 41y wvey oy o1+ 2, fn + 2,
onde p; sao os Q-autovalores de Gékil). Como \; = p;, para todo 1 <1 < n, temos

que ng) e ng) sao Q-coespectrais para k =0,1,2, ....

Além disso, note que a cada recursao o numero de vértices de cada grafo

dobra, de modo a obter um total de n2* vértices. O

4.2 T-arvores

Nesta secao apresentaremos uma construcao feita por Omidi em 2009
[28] que caracteriza pares de grafos Q-coespectrais. Omidi construiu pares de grafos
Q-coespectrais onde um dos grafos ¢ uma T-arvore e o outro é um grafo padrao
que segue um parametro f. Para isso estudaremos do que se trata uma T-arvore e

conheceremos os grafos padroes utilizados na construcao.

Dado um grafo G = (V, E) da familia das arvores, dizemos que G é
um grafo do tipo estrela se somente se um unico vértice possuir grau maior do
que 2. Denotamos por S(ly,...,1,) o grafo tipo estrela tal que S(ly,....l,) —v =
P,UP,U---UPF, onde P, é o caminho com [; vértices. Na Figura 4.4 podemos

ver um exemplo de estrela.
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Figura 4.4: S(1,2,2,3).

Se o vértice v tem grau exatamente igual a 3, dizemos que o grafo
G ¢é uma T-arvore (uma arvore em formato de T) . Denotaremos a T-arvore por
T(ly,ls,13), onde T(ly,1s,13) —v = P, UP, U P, e P, sdo os caminhos de tamanho

l;. Na Figura 4.5 temos um exemplo.

O—0O

C
O

Figura 4.5: T'(1,2,4).

O grafo linha de uma arvore tipo estrela é chamado de grafo tipo sol
e é denotado por K(li,ls,...,1,). Esse grafo serd composto por um grafo completo
de m vértices, onde m é o nimero de caminhos de T'(ly,[2,l3) - ou seja, no caso
da T-arvore, m = 3 - e em cada vértice desse grafo completo teremos caminhos de

mesmo tamanho dos caminhos de T'(1y, l3, [3).
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No exemplo da Figura 4.6 temos o grafo linha de S(1,2,4).

OF\

Figura 4.6: K(1,2,4).

A construgao de Omidi envolve T-arvores e grafos tipo Gi3(f)', onde
G13(f) é construido considerando um parametro natural f. O grafo Gi3 é de um
grafo desconexo onde uma componente conexa é um caminho de tamanho f e a
outra componente trata-se de um ciclo de tamanho 2f + 1 com um caminho de

tamanho f pendente a uma das arestas. (Figura 4.7).

Figura 4.7: G3.

'Em seu artigo, Omidi apresenta uma série de grafos construidos a partir de um parametro
e utiliza alguns desses grafos em demonstracoes de resultados preliminares. Tais grafos foram
omitidos desse trabalho com a finalidade de tornar o texto mais objetivo. Mostraremos apenas os
grafos utilizados na demonstragao do resultado principal.
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O teorema principal esta enunciado a seguir. Porém, para a demons-
tragao do mesmo, serao necessarios diversos resultados prévios que serao enunciados
antes da demonstracao. As demonstragoes dos resultados serao omitidas, mas estao

devidamente referenciadas.

Teorema 4.2. Seja G = T(a,b,c) uma T-drvore com ¢ > b > a > 1 e seja W

coespectral com G em relagao a matriz laplaciana sem sinal. Temos

(i) Sea=1, entao (G,W) = (K13, K5+ P1);

(i) Se a > 2, entao (G,W) = (T(f, f,2f —1),G13(f)).

Resultados utilizados na demonstragao:

Lema 4.1. (/32], Entrelagcamento). Seja A uma matriz simétrica de ordem n x n
com autovalores A\ > Ao > -+ > \,. Temos que os autovalores pry > fio > -+ > iy,
de uma submatriz principal de A de ordem m x m satisfazem \; > p; > Apy_myi para

1=1,...,m.

Lema 4.2. [10]. Seja v um vértice de um grafo G e denote por C(v) a colegcdo
de ciclos contendo v. O polindmio caracteristico (da matriz de adjacéncias de G,

denotado por Pg(\)) satisfaz o sequinte:

Pa(A) = APa—s(N) = > Po—ppay(N) =2 Y Pa_vie)(N)-
u~v CeC(v)

Lema 4.3. [32]. Seja G um grafo. Para as matrizes de adjacéncias, laplaciana e

laplaciana sem sinal, os sequintes fatos podem ser determinados:

(1) O nimero de vértices de G

(i) O nimero de arestas de G;
O sequinte fato decorre apenas do espectro de G em relacao a matriz de

adjacéncias
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(111) O nimero de passeios fechados.

Teorema 4.3. [2/]. Sejam K(li,la,...,1,) e K(I3,1,...,1.,) dois grafos tipo sol.

Supondo que sejam A-coespectrais, logo serdo isomorfos.

Lema 4.4. [10]. Seja G um grafo conexo e seja H um subgrafo de G (diferente de
G), temos \(H) < M(G), onde A\ € o maior autovalor da matriz de adjacéncias

associada ao grafo.

Lema 4.5. [10]. Sejam os grafos G e H conexos tais que {G,H} # {K;3, K3}.

Logo G e H sao isomorfos se, e somente se, seus grafos linha sao isomorfos.

Lema 4.6. [17].Seja G um grafo conexo nao isomorfo a W, onde W,, é um grafo
obtido de um caminho P,_o (com seus vértices rotulados na ordem 1,2,...,n — 2)
adictonando duas arestas pendentes nos vértices 2 e n — 3. Seja G, 0 grafo obtido

de G subdividindo a aresta uv de G. Se a aresta uwv estd em um caminho interno de

G, entio \(Guy) < M (G)

Teorema 4.4. [1] Se dois grafos sao Q-coespectrais, entdo seus grafos linha serdo

A-coespectrais.

Seja Ng(H) o numero de subgrafos de um grafo G que sdo isomorfos
a um grafo H e seja Ng(i) o nimero de passeios fechados de tamanho i em G.
Seja N (i) o nimero de passeios fechados de tamanho i em H que contém todas as
arestas e seja S;(G) o conjunto de todos os grafos conexos H, com Ny (i) # 0, tais
que G tem, no minimo, um subgrafo isomorfo a H. Entao:
Na(i)y= Y Na(H)Nj(i). (4.1)
HeS;(G)

Lema 4.7. [28]. Sejam os grafos Gy, ...,Gs definidos em [28], temos:
(i) Na(2) =2m ,Ng(3) = 6Ng(K3),
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(ii) Ne(4) = 2m + ANg(Py) + *Na(Ch), Ne(5) = 30N (K3) + 10N6(Cs) +
10N&(GY),

(iii) Ng(7) = 126Ng(K3)+84Na(Gy)+14Na(Gs)+ 14N (Gy)+28Ng (Gs) +

42Ng(Gg) + 28Ng(G7) + 112Ng(Gg) + TONg(Cs) + 14Ng(Cy).

Lema 4.8. [28]. Sejam H e G grafos nao isomorfos e A-coespectrais. Se H =
K(a,b,c) com min{a,b,c} > 2 entdo H é um grafo tipo H; para algum 1 < i < 12
(ver fig. 2 de [28]).

Lema 4.9. [28]. Seja f um nimero natural. Os grafos G = Go(f) e H = K(f +

L, f4+1,2f + 1) sdo coespectrais em relagio a matriz de adjacéncias.

Na Figura 4.8 temos Gyg(f).

Figura 4.8: Go(f).

No exemplo da Figura 4.9 temos o grafo Gg(3) e na Figura 4.10 seu par
coespectral em relagdo a4 matriz de adjacéncias, K(4,4,7). O espectro desses grafos,
de forma aproximada, é {—1.94, —1.87, —1.69, —1.41, —1®, —0.40, 0, 0.34, 0.56, 1.17,
1.41,1.53,1.80,2.49}.
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Figura 4.9: Gy(3).

O
Q
Q
D)
]
O
O
O
O
Q
O

Figura 4.10: K (4,4,7).

Lema 4.10. /28]. Seja G = K(1,b,¢) com min{b,c} > 2. Temos que G é DS com

respeito a matriz de adjacéncias.

Lema 4.11. [28]. Seja G = (1,1,¢) e seja ¢ > 2. Temos que G é DS com respeito

a matriz de adjacéncias.

Teorema 4.5. [28]. Seja G = K(a,b,c) com min{a,b,c} > 2. Seja H A-coespectral
com G e seja Ly o grafo de 13 vértices do tipo Hy (Figura 4.11) com Ps como com-

ponente e Ly grafo de 7 vértices do tipo Hy (Figura 4.12) com Ps como componente.
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Entao H € do tipo Hg (Figura 4.13), ou (G, H) € {(K(2,4,7), L), (K(2,2,3), La),
(K(3,3,7), HaU Fg), (K(2,4,7), Hi3U Ps)}; onde Hy3 e Hyy estao na Figura 4.14.

Figura 4.11: H;.

Figura 4.12: Hy.

Figura 4.13: Hg.
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Figura 4.14: Hq3 e Hy4, respectivamente.

Com esses resultados enunciados, podemos demonstrar o Teorema Prin-

cipal.

Demonstragao. (Teorema 4.2). Sejam os grafos G e W Q-coespectrais.

Pelo Teorema 4.4, seus grafos linha L(G) e L(W) sdo A-coespectrais e
pelo Lema 4.3, G e W possuem o mesmo numero de vértices e arestas. Ja sabemos

que K3 e K3 U P sao Q-coespectrais.

Suponhamos que a = 1 e G # K, 3, logo o grafo G ¢é do tipo T'(1,b, c)
ou T(1,1,¢) e seu grafo linha serd K(1,b,¢) ou K(1,1,c¢), respectivamente. Entao,
pelos Lemas 4.10, 4.11, L(G) e L(W) sao isomorfos. Temos que considerar o caso
em que W é conexo e o caso em que W é desconexo.

e Se W for um grafo conexo, entao, pelo Lema 4.5, G e W sao isomorfos.

e Se W for desconexo, temos que, como L(G) e L(W) sao isomorfos e G é uma
T-arvore, entao W devera conter uma T-arvore como uma de suas componentes e as
outras componentes serao vértices isolados, o que contradiz o fato de G e W terem

o mesmo numero de vértices e arestas, ja que W tera mais vértices que G.
Logo G = Ki3e W = K3 U P;, quando a = 1.

Supondo, agora, que a > 2. Pelo Teorema 4.5, H = L(W) é do tipo Hg
ou (G, H) € {(K(2,4,7), L), (K(2,2,3), La), (K(3,3,7), H4UPs), (K(2,4,7), Hi3U
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Ps)}. E claro ver que cada Ly, Hi3U Ps ou Hi4 U Ps nao podem ser grafos linha de
nenhum grafo. Logo H ¢é do tipo Hg ou (L(G), H) = (K(2,2,3), Ly). Considerando
que (L(G),H) = (K(2,2,3), Ls) entdo G = T(2,2,3) e, sendo H o grafo linha de
W, W = G13(2). Portanto (G, W) = (T(2,2,3),G13(2)).

Supondo, agora que H = L(W) um grafo do tipo Hg. Pelo Lema 4.7,
Ng(5) = 30Ny (K3) + 10Ny (Cs) + 10Ny (G1) com Gy sendo o grafo da Figura 4.15.

Figura 4.15: G;.

Logo, se H tem C5 como subgrafo, Ny(5) = 70 e, caso contrario,
Ng(5) = 60. Porém, pelo Lema 4.3, como L(G) e H sao A-coespectrais, eles devem
ter o mesmo numero de passeios fechados de tamanho 5. Sendo L(G) um grafo tipo
sol, L(G) nao possui passeio fechado de tamanho 5, portanto H também nao. Entao

Ny (5) = 60.

A multiplicidade do autovalor 0 em () determina a quantidade de com-
ponentes bipartidas do grafo. Sabemos que GG tem apenas uma componente bipartida
(portanto, apenas um Q-autovalor igual a zero), como o spectg(W) = spectq(G),
W também tera apenas um zero como Q-autovalor, portanto terd apenas uma com-
ponente bipartida. Dessa forma o grafo linha de W (H) possui um cilo Cy de

comprimento impar.

Seja x > a, no grafo da Figura 4.16, podemos subdividir algumas ares-
tas de Cy para obter H' tal que L(G) pode ser imerso a H' como um subgrafo. Pelo

Lema 4.6 temos o seguinte (considerando \; autovalor da matriz de adjacéncias dos
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grafos mencionados):
M(H) > N (H).

Pelo Lema 4.4 sabemos que

M(H') > M(L(G)).

Portanto A\ (H) > A (L(G)), concluindo que H e L(G) nao serao A-
coespectrais, o que contradiz a hipotese. Logo = < a.
(£-1)

2
Se(H) = Se(L(G)) U{C,} e para cada K € Si(L(G)), teremos Ny (K) > Ny (K).

Portanto pela equagao 4.1, Ng(¢) > Ny (¢), o que contradiz o fato de H e L(G)

Suponhamos que x > , com ¢ sendo o tamanho do ciclo Cy. Logo
terem o mesmo numero de passeios fechados de qualquer tamanho.

(-3
Suponhamos, entao, que z < ( 5 ) Logo Siaz+3) = (H) = Siaa13) (L(G)),
Ni)(Ky) > Ny(K,), para K, definido na Figura 4.16, e Ny (K) = Ng(K)

para cada K # K, em S(g,43(H). Novamente, pela equagao 4.1, teremos que
Ny (2z + 3) > Ny(2z + 3), contradizendo a hipétese de que L(G) e H tém o

mesmo numero de passeios fechados de qualquer tamanho. Nossa conclusao é que
(£—3)
5

Ja sabemos que a > =z, suponhamos, entdao, que b > x + 1. Logo
Seets) (K(x + 1,24+ 1,20 + 1)) = S2z45)(L(G)) e para cada K € S(g,45), teremos
NL(G)(K) > NK(x+1,x+1,2x+1)(K)- Por outro lado, NL(G)(K:H—Q) > NK(z+1,x+1,2x+1)(Kx+2)
e, pela equagao 4.1 teremos que Ny (22 +5) > Nk (z11,041,2041) (22 + 5). Pelos Le-

mas 4.3 e 4.9 teremos o seguinte:
Ney(2)(22 +5) = Ni(o41,04+1,2041) (22 + 5),
o que contradiz o fato de que Ng, () (22 +5) = Np(e)(22 4 5). Portanto, concluimos

a=b=x+1.

Como Al(L(G)) = )\1<H) = )\1(G9($)) = )\1(K(£IZ’ + 1,]} + 1,2[17 —+ 1)),
teremos que ¢ = 2z + 1 e, portanto, W serd Gi3(f), para f =z + 1.
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A conclusao é de que para a > 2, (G, W) = (T(f, f,2f — 1)G13(f)).

v @
|
l

Figura 4.16: K, e H = L(W), respectivamente.

]

Na Figura 4.17 o grafo G13(4) e na Figura 4.18 temos o grafo T7'(4,4,7)
sdo Q-coespectrais, com spectg = {0,0.59,0.12,0.30, 0.58, 1(2), 1.59,2,2.34,2.56, 3.17,
3.41,3.53,3.80,4.49}.
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Figura 4.17: G3(4).

Figura 4.18: T'(4,4,7).
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5 GRAFOS THRESHOLD Q-COESPECTRAIS

Neste capitulo, apresentaremos uma nova classe de grafos, os grafos threshold, e
mostraremos uma construcao de pares de grafos QQ-coespectrais. Partiremos de dois
grafos ja conhecidos e Q-coespectrais e mostraremos uma operagao para obter um

grande nimero de pares de grafos Q-coespectrais.

Acreditamos que nossa contribuicao mais relevante neste trabalho seja
a construcao apresentada neste capitulo, pois dentro de uma familia especifica de
grafos, encontramos um grande nimero de grafos que serao coespectrais em relagao
a matriz laplaciana sem sinal. Para isso, apresentaremos um breve apanhado sobre

essa familia de grafos.

5.1 Grafos Threshold

A classe de grafos threshold é amplamente utilizada em diferentes aplica-
¢oes, podemos citar seus estudos na drea de processos paralelos, dado em [25], onde
grafos threshold sao usados para controlar o fluxo de informagao entre processadores.
Na Teoria Espectral os grafos threshold estao sendo amplamente estudados quanto
a sua energia laplaciana e laplaciana sem sinal. Citamos algumas bibliografias onde

estes estudos poderao ser encontrados [16, 20, 21, 22, 33].

Talvez pela quantidade diversa de aplicacoes dessa classe de grafos,
ele possui diversas caracterizacoes. Podemos definir tais grafos via grafos nested
split, cografos ou grafos livres de 2K, Cy e P, [31]. Neste trabalho utilizaremos a

caracterizacdo via sequéncias bindrias, também usada em [34].
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Podemos representar um grafo threshold de n vértices usando uma
sequéncia bindria (by, ..., b,). Teremos b; = 0 se v; foi adicionado como um vértice
isolado e b; = 1 se v; foi adicionado como vértice dominante, ou seja, é adjacente
a todos os vértices anteriores. Por conveniéncia, b; = 0, pois representa o primeiro

vértice do grafo que serd um vértice isolado.

Na Figura 5.1 podemos ver o grafo resultante da sequéncia (0, 1,0, 1,1, 0).

@\ N

Figura 5.1: Grafo da sequéncia binaria (0,1,0,1,1,0).

Essa classe de grafos sera utilizada em nossa proxima construcao. Cons-
truiremos grafos coespectrais em relagao a matriz laplaciana sem sinal. Para tanto,

precisamos compreender como é essa matriz e como sera seu polinomio caracteristico.

5.2 Polinomio Caracteristico de Q

Tomamos a sequéncia bindria (by, ba, bs, ..., b,_1, by, ), que descreve o grafo
G = (V, E), de modo que v; € V é o vértice relacionado ao b;. A matriz laplaciana

sem sinal do grafo threshold associado sera:

[ d, b by bot b |
by dvz bs b1 by
Q _ b3 b3 d’U3 bnfl bn
bn—l bn—l bn—l dvn_l bn
b, by, by, b, d,,




Note que o grau do vértice v; serd a soma dos b; que o sucedem e, note
também, que essa representagao sera valida para a matriz de adjacéncias, apenas

considerando d,, = 0, para todo 1 <7 < n.

Denotaremos o polindémio caracteristico de uma matriz @, x, por g, (z).

Para determinar p(q,), consideremos a matriz abaixo:

dvl -z b2 b3 T bn—l bn
bg dy2 — X bg s bn—l bn
b b dy, — bn— by
Q-wn=| T 1
bn—l bn—l bn—l dvn,1 X bn
b, b, b, Y

Com operacoes nas linhas e colunas de () — x I, vamos transforma-la em
uma matriz tridiagonal e calcular o determinante por Laplace. A primeira operagao
sera nas linhas, substituiremos a linha ¢; por ¢; — ;1. A segunda operacao sera
feita nas colunas, substituindo ¢; por ¢; — ¢;11.

&' — £Z — Ei—l—l :

[ dyy —z—ba by —dyy +x 0 0 0 0 |
bo—by  duy —x—bz bz —dyy + 0 0 0
b3 — ba by —bs  duy —x—by by —dy, + 0 0
by — bs by — bs bi—bs  dy, —x—bs 0 0
b1 —bn  ba—1—bn  bp1—bn  bu_1—bp - du, , —T—bn bn—du, +7
i bn bn bn bn bn dv, —z |

Ci < C; — Ciy1 -
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Uq,
r—p

:§Nu|§®+&

:aﬁ|:®+&

“p 4 TP 4 TTg — ag—

0 0 0 0
0 0 0 0
p-fqt 0 0 0
P+ P+ %95 — wg— Pt 0 0
Pt 'p + P + 79z — 25— P —fqta 0

0 p—fqtw P+ %P+ 45 — w5 - P+

0 0 “p—tq+x “p 4+ "'p + 2z — xg—

73



Com essa matriz tridiagonal, é possivel calcular seu determinante mais
facilmente. Vamos encontrar uma recursao para o determinante. Usaremos a pri-
meira coluna de ) — xl para a expansao de Laplace e ficaremos com o seguinte

resultado

‘ Q —xl ‘: (—QLU — 2b2 + dm + dv2)(qn,1(a:)) — (LU + b2 — dv2)|M‘,

$+b2—d02 0 0

T+bs—dy, —2x—2by+dy,+d,, --- 0

onde |[M| = 3 ’ 4. ’ _
0 0 e dy, —

Para expandir a matriz que estd na segunda parcela, usaremos a pri-

meira linha

| Q — ol |= (=22 = 2by + du, + duy ) (Gu-1(7)) — (2 + b2 — du,)*(gn—2(2)).

Dessa forma encontramos uma recursao para | Q) — z/ |, ou seja, encon-

tramos a sguinte féormula para o polinomio caracteristico g, ().
(

Qo) =1

G1(z) = =22 — 2by + dy, + d,,

Gm () = (=22 — 2bpi1 + dy,, + doy oy ) (@1 () — (T + by — do, ) (Gm—2()), 2<m <n
| @) = (o = 2)(Gm1) = @+ b — ) (m2), m=n

5.3 A Construcao

A construcao trata-se de provar o seguinte resultado:

Teorema 5.1. Sejam os grafos threshold Gy e Gy cujas sequéncias bindrias sao
S1 = (0,1,1,0,b5,bg, ...,b,) € So = (0,0,0,1,bs5,bg, ..., b,), temos que Gy e Gy sao

coespectrais com relacao a matriz laplaciana sem sinal.
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Demonstrag¢ao. Seja p,(x) o polinomio caracteristico de Q(Gy) e t,(x) o polinomio
caracteristico de Q(Gs). Seja C' = bs+bg+- - - +b,. Vamos determinar p,,(z) e ¢,(z)

usando a recursao e provar que sao iguais.

Note que os elementos bs, ..., b, € d,,, ..., d,, sao iguais nas recursoes de
pn(x) e t,(z). Portanto, para verificarmos a igualdade entre as tais recursoes, vamos
desenvolver as contas até ps(x) e t5(x) que é a tltima que envolve os elemtos by, ..., by

e dy,, ..., dy, que sao diferentes em ambas as recursoes.

Em G,, temos by = 0, by = 1, b3 = 1 e by = 0. Vamos determinar
também os graus dos vértices, d,, =2+C, d,, =2+C, dy, =2+Ced, =C
Sabemos que
po(z) =1;
m(z)=2+2C—2ux;

() =3 (1+C —2)*;

p3(x) =4 (1+C —x)*;

pa(z) = —(1+C —2)*(—~C*+6Cz—4d,, C+8b;C—4C —52>+4d,, x—4 d,, —
8bsx+8x+8bs);

ps(z) = —(1+C —2)* (=122°+6d,, Cx+62° —8b; Cx+8Cr+2C%x —8Ca? —
4d,, C+8dyx—d, C*—5d,, v* —8bsx +8bs2*> —4d,, C +8dy, x — d,, C* —
5 dy, 2 +8 b C—16 bs x+2 bs C*+10 bs 2°—4 dyy, dy, +8 dy, b5 +6 dy, Cxr—12 b Co—
4d,, d,, C+8d,, b; C+44d,, d,, v —8d,, bs x +8bs d,, C —16 bg b5 C —8bg d,,; v +
16 bg bs x + 8 bg dy, — 16 bs by + 4 bs> + 4 05°C — 4 bs2x).

Em G5, temos by =0, by =0, b3 = 0 e by = 1. Quanto aos graus, temos

o seguinte, d,) = 1+ C, dpy) =1 +C, d(py) = 1+Ce Ay = 3+ C.

to(z) = 1;

ti(z) =2+4+2C —2u;

ty(z) =3 (1+C —z)%

ts(x) =4 (1+C — )%
(z)

ty(x) =—(1+C—2)"(—C?*+6Cz—4d,, C+8b;C—4C+4d,, z — 52> +8 b5 —
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4d,, —8bsx+8x);

ts(z) = —(1+C —2)>(8Cx —122° + 2C%* — 8Cx* + 62° — 4d,, C + 8d,, = —
dy, C* —5d,, v* —8bsx +8bs 2* +6d,, Cx —8bs Cx — 4 d,, C+8dy, v — dy, C* —
5 dy, 7248 bs C—16 bs +2 bs C*+10 bg 2°+8 d,y, bs—4 dy, d,; +6 d,, Cx—12bs Co—
4dyy dyy C 48 dyy b5 C +4 dy, dy, & — 8 dy, bs 2+ 8 bg dy, C — 16 bg by C' — 8 by dy, =+
16 b bs x — 16 bs by + 8 bs d, +4b5> + 4 05°C — 4 bs°x).

Verificamos, por inspegao que po(z) = to(x), pi(z) = ti(z), po(x) =
to(z), ps(x) = t3(x), pa(x) = t4(x) e ps(x) = t5(x). O que conclui a demonstragao.
[l

Trata-se do nosso resultado mais importante visto que, primeiramente,
percebemos que os grafos coespectrais em relacao a matriz laplaciana sem sinal
eram raros e aparentemente dificeis de serem construidos. Porém, essa construgao
nos traz uma familia de pares de grafos ()-coespectrais cujo tamanho cresce ex-
ponencialmente. Ou seja, dado n (nimero de vértices), encontramos uma familia
com 2" * pares de grafos Q-coespectrais. A verificacio é simples: basta notar que
cada grafo é formado a partir de uma sequéncia binaria de tamanho n e, como os 4
primeiros termos dessa sequéncia sao fixos, restam apenas n — 4 termos. Gerando

assim 2"~ * grafos.

Podemos ver na Figura 5.3 um par de grafos threshold cuja sequéncias

bindrias sao (0,0,0,1,1,0,0) e (0,1,1,0,1,0,0), respectivamente.

Figura 5.2: Grafos cujo spectg = {0@,0.62,2,3,6.37}.
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6 CONCLUSOES

Nesta dissertacao trabalhamos com Teoria Espectral de Grafos, mais
especificamente, com a teoria de grafos coespectrais em relacao a matriz laplaciana
sem sinal. Quando falamos em grafos Q-coespectrais, estamos tratando também
do problema de grafos determinados por seu espectro. Um dos objetivos da Teoria
Espectral é determinar propriedades dos grafos a partir de seus espectros, por isso

o problema de coespectralidade (e, consequentemente, o de grafos DS) é relevante.

Apresentamos exemplos de pares de grafos que sao QQ-coespectrais que
ja estavam na literatura e familias de grafos determinadas pelo seu Q-espectro.
Nosso objetivo principal era estudar construgoes de grafos Q-coespectrais e desen-
volver uma construgao de grafos Q-coespectrais. Para isso, apresentamos um estudo
minucioso acerca de produtos entre grafos, com resultados para casos gerais e par-

ticulares.

O Capitulo 3 foi reservado para mostrar esse estudo dos produtos entre
grafos. Dentre os produtos conhecidos, focamos em trés produtos que sao os mais
desenvolvidos na literatura: produto direto, produto forte e produto cartesiano.
Encontramos a forma fechada das matrizes de adjacéncias, laplaciana e laplaciana

sem sinal para os trés produtos utilizando o produto de Kronecker entre matrizes.

Em alguns casos nao foi possivel descrever o espectro do grafo resultante
para o caso geral, onde GG; e G5 sao grafos quaisquer. O caso geral foi determinado
para as matrizes de adjacéncias, laplaciana e laplaciana sem sinal do produto car-
tesiano e para a matriz de adjacéncias do produto direto. Ao considerarmos o caso
em que um dos grafos trata-se do caminho P,, conseguimos obter resultados para o
espectro laplaciano e laplaciano sem sinal para o produto direto e para as matrizes

de adjacéncias, laplaciana e laplaciana sem sinal para o produto forte.
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Nos Capitulos 4 e 5 mostramos nossos estudos acerca das construcoes
de grafos Q-coespectrais. Uma das construgoes foi a de Omidi que caracteriza grafos
Q-coespectrais a grafos do tipo T-arvore. Para a demonstragao dessa construcao,
mostramos um apanhado de teoremas e lemas que a precedem. Além da demons-
tragao feita por Omidi, apresentamos duas demonstracoes originais. A primeira delas
envolveu produto cartesiano entre um par de grafos inicialmente Q-coespectrais e o

caminho P, e resultou em uma familia infinita de pares de grafos Q-coespectrais.

A outra construcao trata de grafos threshold e talvez seja nossa con-
tribuicao mais relevante para o estudos de grafos Q-coespectrais. Apresentamos al-
gumas caracteristicas de grafos threshold e mostramos as diferentes caracterizagoes
dessa classe de grafos. Para nossa construcao, determinamos o polinomio carac-
teristico da matriz laplaciana sem sinal de um grafo threshold qualquer através de

uma recursao envolvendo submatrizes de Q).

Finalizamos nosso trabalho concluindo como podemos dar continuidade
aos estudos. Pretendemos, futuramente, estudar mais caracteristicas de grafos Q-
DS, quais familias podemos caracterizar como Q-DS e quais familias de grafos sao
nao Q-DS. Com esses possiveis resultados, poderemos encontrar, também, resultados

para o problema de isomorfismo de grafos.
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