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Resumo

Este trabalho tem por objetivo estudar todos os pré-requisitos e demonstrar o Teorema de Nichols-
Zoeller. Para isso é realizado um estudo preliminar em tépicos selecionados da Teoria de Anéis e
Moédulos, visando o Teorema de Krull-Schmidt, e também da Teoria de Algebras de Hopf, principal-

mente os resultados para dimensao finita.

Abstract

The purpose of this work is to study all prerequisites and to prove the Nichols-Zoeller Theorem.
For this we conducted a preliminary study on selected topics of Module and Ring Theory, aiming at
the Krull-Schmidt Theorem, and also Hopf Algebras Theory, specially results for finite-dimensional

case.
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Introducao

Em 1975, Irving Kaplansky [5] listou 10 conjecturas em &lgebras de Hopf. Desde entao, a busca de
respostas para estas conjecturas foi um grande foco de pesquisa na drea. A primeira destas conjecturas
trata da relacao de uma algebra de Hopf e suas subalgebras de Hopf. Ja era sabido que toda algebra
de Hopf é um modulo sobre qualquer uma de suas subalgebras de Hopf. Contudo, nao se sabia quando
uma algebra de Hopf era livre sobre suas subdlgebras de Hopf. Assim, a primeira conjectura de
Kaplansky foi que “toda algebra de Hopf H é livre como um B-moddulo, para qualquer subalgebra
de Hopf B de H”. Rapidamente Oberst e Schneider em [14] mostraram um contra-exemplo e a
conjectura se mostrou falsa, ao menos no caso de uma algebra de Hopf de dimensao infinita. O caso
finito, entretanto, permaneceu aberto por 14 anos. Em 1985, Martha Bettina Zoeller, sob orientagao
de Warren Nichols, mostrou em sua tese de doutorado que o resultado era verdadeiro quando B é
uma &lgebra de grupo semissimples. Resultado este publicado posteriormente em [20]. No artigo
subsequente de Nichols e Zdeller [13] foi mostrado, utilizando métodos mais técnicos, que o resultado
era valido quando B era uma &lgebra de grupo qualquer. Finalmente, em 1989 no artigo [12], Nichols
e Zoeller mostraram, utilizando técnicas ainda mais sofisticadas, o resultado mais geral, o caso em
que H é uma algebra de Hopf de dimensao finita qualquer, assegurando entdo que a conjectura de

Kaplansky é verdadeira no caso em que a algebra de Hopf H tem dimensao finita.

O principal teorema do artigo [12] é hoje em dia conhecido como “Teorema de Nichols-Zoeller”,
e afirma entao que toda algebra de Hopf H de dimensao finita é livre como B-mdédulo para qualquer
subalgebra de Hopf B de H. Este teorema foi muito importante para o desenvolvimento da pesquisa
em algebras de Hopf, sendo por exemplo, um resultado fundamental para o estudo de classificagao de

algebras de Hopf.

Uma consequéncia imediata interessantissima do referido teorema é que ele generaliza para o caso
de &lgebras de Hopf o famoso Teorema de Lagrange para grupos finitos. Sabemos que os grupos se
generalizam naturalmente para algebras de Hopf, ja que para um grupo G, a élgebra de grupo kG
é uma algebra de Hopf, e para cada H subgrupo de G, kH é subdlgebra de Hopf de kG. Dado um

grupo finito G e H um subgrupo de G, o Teorema de Nichols-Zdeller afirma entao que kG é livre como



kH-médulo, e disto segue que dimy(kH)|dimg(kG), e ja que dimg(kH) = |H| e dimg(kG) = |G,
segue que |H|||G]|.

Neste trabalho iremos provar o Teorema de Nichols-Zoeller, tendo como principal referéncia o artigo
[12]. Nesta demonstragao, o Teorema de Krull-Schmidt, que é um teorema cldssico da Teoria de Anéis
e Mdédulos, tem uma importancia fundamental. Por conta disso, colocamos como apéndice um estudo
completo deste teorema, com todos seus detalhes, seguindo principalmente a referéncia [6]. Devido
a este resultado ser um classico, outras referéncias fazem a construcdo do mesmo, seguindo outros
caminhos. Por conta disso, em alguns momentos foi interessante fazer a abordagem de resultados

preliminares conforme outras referéncias, tais como [10], [4] e [2].

O primeiro capitulo desta dissertacao é dedicado as algebras de Hopf, e se estende quase que
linearmente até chegarmos ao fato que toda dlgebra de Hopf de dimensao finita H é injetiva como
um H-moédulo. O motivo de nos estendermos até este resultado é que ele, juntamente com o Teorema
de Krull-Schmidt, sdo fundamentais para o entendimento dos resultados desenvolvidos por Nichols e
Zoeller em [12]. Na primeira segao deste capitulo, apresentamos a defini¢ao e resultados bésicos sobre
a estrutura de algebras de Hopf, e apresentamos brevemente a dualidade entre dlgebras e codlgebras.
Na segunda secao, construimos os médulos de Hopf e nos estendemos até o Teorema Fundamental
dos Mddulos de Hopf que serd importante na secao seguinte. Na terceira secao, fazemos um breve
estudo sobre as integrais de uma algebra de Hopf, culminando no Teorema de Larson-Sweedler. Este
importante teorema afirma que a antipoda de uma algebra de Hopf de dimensao finita é bijetora, e
além disso o espaco das integrais tem dimensao 1 sobre k. Como consequéncia dele, provamos que
quando H ¢é uma &lgebra de Hopf de dimensao finita, entao H e H* sao isomorfos como H-mddulos.
Na quarta e ultima secao do capitulo 1, resgatamos um pouco a teoria cldssica de médulos, visando
principalmente resultados sobre médulos injetivos. Boas referéncias para a Teoria de Algebras de Hopf

sao [3], [18], [1] e [11].

O segundo e principal capitulo desta dissertacao trata dos resultados desenvolvidos por Nichols e
Zoeller no artigo [12]. Optamos por dividi-lo em duas segoes, apresentando na primeira segao alguns

resultados preliminares e na secao seguinte culminando no Teorema de Nichols-Zoeller.

Por fim, é importante salientar que esta dissertagao tem o intuito de ser auto-suficiente, na medida
em que tentamos adotar um caminho linear para a prova do Teorema de Nichols-Zdeller, onde todos
resultados preliminares sao devidamente provados. Porém, devido ao contetido desenvolvido, exigimos
do leitor um conhecimento béasico sobre a Teoria de Anéis e Mddulos. Por conta disso, nos permitimos
definir aplicaces cujo dominio é um produto tensorial, simplesmente indicando a lei da funcdo em
seus geradores, e admitimos sua boa defini¢ao, desde que a verificagao disto é um simples célculo, onde

se faz uso da Propriedade Universal que caracteriza os produtos tensoriais.



Capitulo 1

Algebras e Moddulos de Hopf

Neste capitulo damos as defini¢coes béasicas sobre algebras de Hopf, bem como algumas propriedades
importantes. Além disso, desenvolvemos a teoria até chegarmos a um resultado importante sobre
algebras de Hopf de dimensao finita, a saber, que toda algebra de Hopf de dimenséao finita H € injetiva

como um H-moédulo.

1.1 Algebras de Hopf

Notagao 1.1.1. Ao longo de todo este trabalho, k denotard um corpo qualquer, fixado. Se V,W sdo
dois k-espacos vetoriais, denotamos o produto tensorial de Ve W sobre k, V @ W, simplesmente
por V@ W. Além disso, chamamos de twist a sequinte aplicacio 7 : VW — W ® V dada por

T(a®b) =b® a, que € um isomorfismo.

Definicao 1.1.2. Uma algebra sobre um corpo k, ou simplesmente uma k-dlgebra, é um k-espago
vetorial A munido de duas aplicagoes k-lineares, multiplicaggo m : AQ A — A e unidade u : k — A,
tais que os sequintes diagramas sdo comutativos:

m®Idag

ARARA AR A AR A
UW Wu
o ' oA
& pooy A

Em outras palavras, o primeiro diagrama nos dd a relacdo
mo (m® Idg) =mo (Idg ® m)
e o seqgundo diagrama

[mo(u®Ida)|(lk ®a) =a=[mo (Ids @ u)](a® li), Va € A.



Notagao 1.1.3. Denotemos a imagem de um elemento a ®b € A® A pela aplicacdo m simplesmente

por m(a ®b) := ab. A imagem de 1y via a aplicagdo u serd denotada por u(ly) = 14.

Em alguns contextos, esta definicao de algebra é também chamada de dlgebra associativa e unitdria,

visto que essas sao as duas propriedades que sao garantidas pelos diagramas da definicao.

Notemos primeiro que, pelo segundo diagrama, 14 é realmente a unidade em A, isto é, 14 satisfaz
laa = a = aly, para todo a € A. De fato, o lado esquerdo do segundo diagrama garante que
[mo(u®lIds)|(lx ® a) =a, mas [mo (u® Ids)|(lx ® a) = m(u(ly) ® a) = m(lg ® a) = 1ga. Assim,

a = 1aa. Analogamente, o lado direito nos garante que a = al 4.

Além disso, vejamos que o primeiro diagrama se traduz como a associatividade do produto. Visto
que mo (m® Idg) =mo (Idg ®m), entao para qualquer a@b®c € A® A® A, temos que valem as

seguintes igualdades:

mo(m®Id)@®boe) = [mo(Ids@m)(a®b® )
m(m® Ida(a®b®c) = m(lds@ml(a®be c))
m(m(a®b) ® Ida(c)) = m(Ida(a)®m(bc))
m(ab®c) = mla® be)

(ab)e = a(bc)

Vejamos agora que se A # {0}, entdo a aplicagdo u é injetora. De fato, sejam «, 5 € k tais que
u(a) = u(B). Do fato que u é k-linear, temos « - u(1ly) = 5 - u(lyk), ou seja, a- 14 = - 14, e portanto
(—pB)-14 =04. Note que (a— ) € kely =u(lg) € A. Como A é um k-espaco vetorial, o« — 3 = Ok
ou u(lg) = 14 = 04. Vimos na observagao anterior que a = 14a, Ya € A, assim, se 14 = 04, temos
que a = 14a = 04a = 04, para todo a € A, ou seja, A = {0}, o que é um absurdo. Logo o — 3 = 0 e

portanto e = 3, donde segue que u é injetora.

Assim, temos que a aplicagdo u nos permite ver k dentro de A, isto é, para a € k, podemos
escrever a € A, via a aplicacdo injetora u. Quando a € k e escrevermos « € A, entendemos que

estamos considerando « := u(a) = a-u(lg) =a-14 € A.

Além disso, do segundo diagrama temos a compatibilidade entre a acao de k em A e o produto
dos elementos de u(k) com um elemento qualquer de A. Em outras palavras, para a € k e a € A,
temos que a-a = (a-14)a = a(a - 14), onde denotamos a agao do escalar o € k em um elemento a
do k-espago vetorial A por « - a. De fato, pelo primeiro lado do segundo diagrama, temos que para
quaisquer o € k e a € A, temos que [mo (u® Idj)](a®a) = a-a, jd que a ® a = 1y ® o - a. Mas note
que [mo (u®Ids)](a®a) =m(u(a) ®a) = m((a-u(lk)) ®a) = m((a-14) ®a) = (a-14)a. Ou seja,

a-a= (a-1a)a. Utilizando o outro lado do diagrama, concluimos que - a = a(a - 14).

Com isso, escreveremos indistintamente ca para significar tanto « - a quanto a(a-14) ou (a-14)a.



A seguir, vamos comecar a construcao de um importante exemplo ao longo de toda dissertacio, a

saber, a algebra de grupo.

Exemplo 1.1.4. Seja G um grupo com elemento neutro e, e considere as somas formais
n
kG = {Zaigi\ai ck,gieGn=1,2, } )
i=1
Para um elemento g € G, escrevemos também g € kG para significar 1xg. Assim, definimos

m : kG ® kG — kG por m(g ®@ h) = gh e u:k — kG por u(ly) = e e estendidas linearmenente.

Em outras palavras, kG € o k-espago vetorial com base indexada por elementos de um grupo G,
com a multiplicacao dada pela operacao do grupo e a unidade € o prdprio neutro do grupo. Além disso,

é claro que dimg(kG) = |G].

E de facil constatacao que as aplicagcdes m e u acima definidas satisfazem os diagramas, tornando

kG uma k-dlgebra.

E uma simples verificacdo que se (A,ma,us) e (B,mp,up) sao duas k-dlgebras, entdo A ® B
também é uma k-dlgebra com multiplicacdo dada por magp = (ma @ mp) o (Idy ® T ® Idg) e
unidade dada por uagp = (ug ® ug) o p, onde 7: B® A — A ® B é o isomorfismo twist dado por

T(a®b) =b®ae p:k — k®kéoisomorfismo canonico dado por p(1lk) = 1 ® 1.
Em termos de elementos, para quaisquer a ® b,a’ ® b’ € A ® B, temos que uagp(ly) =14 @ 1p e
magp((a®b) @ (a/ @) = ad’ @ bb'.

Definigcao 1.1.5. Sejam A e B duas dlgebras com multiplicacoes ma e mp e unidades us e up, res-
pectivamente. Uma aplicagcdo f: A — B é um homomorfismo de dlgebras se os sequintes diagramas

sao comutativos:

A A—1% _Bep k— "4 o4
ma mp f
up
B
A - B

Assim, f: A — B € um homomorfismo de dlgebras se valem
mpo(f®f)=foma e foua=up.
Em termos de elementos, temos que para quaisquer a,b € A, valem

fab) = f(a)f(b) e f(la)=15.

A definicao de dlgebra por diagramas como dada anteriormente, nos permite definir coalgebra de
uma maneira intuitiva, sendo um k-espago vetorial com duas aplicacoes k-lineares que satisfazem aos

mesmos diagramas de uma algebra, mas com as setas invertidas. Precisamente, temos:



Definicao 1.1.6. Uma coalgebra sobre um corpo k, ou simplesmente uma codlgebra, € um k-espago
vetorial C munido de duas aplicagcdes k-lineares, comultiplicacio A : C — C ® C e counidade

e: C — k, tais que os sequintes diagramas sGo comutativos:

A

C CeC /C\
A Aidc k®C A Cok
e:% %;6
C®C—>Idc®A CoCxC s

Em outras palavras, temos as relagoes:
(A®Idc)o A= (Ide @A) oA,
(e@Ide)(Ae) =1k ®@c e (Ide®e)(Ac)) =c® 1k, Ve e C.

Observagao 1.1.7. Observamos que a imagem de um elemento ¢ € C' pela aplicacdo A € da forma

n
A(c) = Zcil ® ciy, onde ¢y ,ci, € Cii=1,..,n.
i=1
Notacao 1.1.8. (Notagcao de Sweedler) Para denotar a imagem de um elemento ¢ € C pela
aplicacao A, usaremos a sequinte e jd bem conhecida notacao, chamada de notacao de Sweedler ou

notagao sigma.:
n

A(c) = Z Ciy ® ¢jy 1= €1 ® €
i=1

Algumas vezes, também manteremos o simbolo de somatorio, isto €, denotaremos

n

Ac) = ZCZ& ® ¢jy 1= ch ®

=1

Traduzindo os diagramas em termos de elementos, e utilizando a notacao de Sweedler, temos que

para todo elemento ¢ em uma codlgebra C, vale pelo primeiro diagrama que

[(A®Idc)oAl(c) = [(Idc®A)oAl(c)
[A®Idc] (Ale)) = [Ide® AJ(A(c))
[A®Ido]|(c1 ®c2) = [Ide® Al(er ® c2)
Aler) ® Ido(c2) = Idco(er) @ Aler)

(c1)1®(c1)2®@c2 = ¢1®(c2)1® (c2)2

Neste caso, estendemos nossa notagao e denotamos por ¢; ®ca ®c3 para significar tanto (01)1®(01)2®02

quanto ¢1 ® (c2)1 ® (c2)2, j& que sao iguais.



Além disso, da segunda parte do segundo diagrama, temos que para um elemento qualquer ¢ € C,

vale que [(Idc ® €) o A] (¢) = ¢ ® 1x. Como temos
[(Ide ®¢€) o A](c) = [Ide ®@e] (Ae)) = [Ide ® €] (1 @ ¢2) = Ido(c1) @ e(e2) = 1 ® £(c2)

concluimos entao que ¢; ® e(c2) = ¢ ® 1i. Desde que €(c2) € k, e o produto tensorial estd sobre k, da
ultima igualdade, obtemos que cie(c2) ® 1x = ¢ ® i, ou seja (c1e(c2) ® 1) — (¢ ® 1k) = 0, e portanto

(c1e(c2) — ¢) ® 1x = 0. Agora, como 1k # 0, obtemos que c1e(c2) — ¢ = 0, ou seja, ci1e(c2) = c.

Analogamente, a primeira parte do segundo diagrama nos da que &(¢q)co = ¢. Lembremos apenas
que £(c) € k para qualquer ¢ € C, e portanto pelo que vimos é indiferente escrever cie(cz) ou

e(eg)er = c.

Vimos no Exemplo 1.1.4 que quando G é um grupo, kG é uma algebra. Vamos dar agora a kG

uma estrutura de codlgebra.

Exemplo 1.1.9. Definimos em kG as aplica¢des k-lineares comultiplicacao A : kG — kG kG dada
por A(g) = g ® g e counidade € : kG — k dada por £(g) = 1k, e estendidas linearmente.

Também € de facil verificacdo que com estas aplicacoes kG ¢é uma codlgebra.

Também conseguimos a partir de duas codlgebras uma nova coalgebra.

Sejam (C,A¢,ec) e (D,Ap,ep) duas k-codlgebras, entdo C' ® D também é uma k-codlgebra com
comultiplicacdo Acgp = (Idc @ 7'Idp) o (Ac ® Ap) e com counidade ecgp = ¢’ o (¢ ® ep), onde
7' C®D — D®C é o isomorfismo twist dado por 7'(c®d) = d®ce ¢ : k®k — k é o isomorfismo

canonico dado por ¢’ (1 ® 1) = 1i.

Em termos de elementos, e utilizando a notacdo de Sweedler, para qualquer ¢ € C,d € D, temos

que Acgp(c®d) = c1®d1®ca®ds e ecop(c®d) = ec(c)ep(d), onde Ac(c) = c1®cz e Ap(d) = di®da.

Antes de prosseguir, é interessante observar que assim como em uma dlgebra, onde a associatividade
se generaliza para uma quantidade finita de elementos, isto é, dada uma lista finita de multiplicagoes,
podemos associar os elementos como quisermos, também em uma codlgebra existe essa nogao, ao
qual é chamada de coassociativadade generalizada. Em nosso estudo, precisaremos apenas de um caso
particular desta propriedade mais geral, o qual enunciaremos como lema a seguir. Para o caso geral,

o leitor interessado pode consultar qualquer referéncia indicada.

Lema 1.1.10. Seja (C, A, e) uma codlgebra. Entdo temos que

(Idc®A®1d0)0(1d0®A)OA:(A@Idc@]dc)o(]dc@A)oA.

Demonstragao. Sejam (C,A,e) uma codlgebra e x € C um elemento qualquer. Notemos inicialmente
que

(Ide ® A ® Ide) o (Ide ® A) o A = (Ide ® [(A ® Ide) o A]) o A (1.1)



De fato, temos que

[(Idc ®A®Idc) o (Idc ®A) OA] (.7:) = [Idc ®A®Idc]($1 & ($2)1 & (1132)2) =

= 21 ® ((22)1)1 ® ((w2)1)2 ® (72)2
Por outro lado, temos

[((Ide ® [(A® Idc) o A]) o Al (z) = [lde @ ([A® Idc]o A)|(z1 @ x2) =
= 71 ® ([A®Idc]((72)1 ® (22)2) =

= 21 ® ((22)1)1 @ ((22)1)2 ® (22)2

Logo, vale a igualdade(1.1). Pela definigdo de codlgebra, temos que (A ® Idg) o A = (Ide ® A) o A,
e com isso temos que (Ide ® [(A ® Idc) o A]) o A = (Ide ® [(Ide ® A) o A]) o A, donde concluimos

que vale a igualdade
(Ide @ [(A®Idc)oAl) o A= (Ide @ [(Ide @ A) o Al) o A (1.2)
Notemos agora que
(Ide @ [(Ide @ A) o A])o A = (Ide @ Ide @ A) o (A® Idc)o A (1.3)
De fato, temos que

[(Idc X [(Idc (= A) o A]) o A] (1‘) = [Idc & [(Idc X A) o A]](xl ®x2) =
= 21 @ ([{dc @ Al((z2)1 ® (22)2)) =

= 21 ® (22)1 ® ((22)2)1 ® ((72)2)2

Por outro lado, utilizando a coassociativade, isto é (1)1 ® (21)2 ® 2 = 1 ® (z2)1 ® (x2)2, temos que

(Ide @ Ide ® A)o (A® Idc) o Al(z) = [Idc ® Ide @ Al((z1)1® (21)2 ® 22) =
= [lde ® Ide @ Al(z1 ® (22)1 ® (22)2) =

= 1 ® (:E2)1 ® (($2)2)1 & ((x2)2)2

Portanto, temos que vale a igualdade dada em (1.3).

Observe agora que vale também
(Ide ®@Ide @ A)o (A®Ide)o A= (A®A)o A (1.4)
De fato, temos que

[(A ®A)o A] ((l)) = [A & A](x1 ®x9) = A(l’l) ® A(z2) = (1)1 ® (21)2 ® (22)1 ® (72)2



Por outro lado,
[(Ide @ Ide @ A) o (A®@ Idc) o Al(z) = [lde ® Ide ® A]((#1)1 ® (21)2 ® 22) =
= (21)1® (z1)2 ® (22)1 ® (z2)2
Portanto, temos que vale a igualdade dada em (1.4).

Por fim, temos também a igualdade
(A®A)o A= (A®Idc®Idc)o (Idc®A)o A (1.5)
De fato, ja sabemos que [(A ® A) o Al (z) = (z1)1 ® (21)2 ® (x2)1 ® (z2)2. Por outro lado, temos que

[(A®Idec ®Ide)o (Ide @ A)o Al (z) = [A®Ide ® Idco](x1 @ (22)1 @ (2)2) =

= (1)1 ® (21)2 ® (T2)1 ® (72)2
Portanto, temos que vale a igualdade dada em (1.5).

Logo, pelas igualdades dadas em (1.1),(1.2),(1.3),(1.4) e (1.5), obtemos o desejado, isto é, vale a
igualdade (Ide @ A ® Idg) o (Ideg @ A)o A = (A® Ide ® Idc) o (Ide ® A) o A. O

Pelo que vimos durante a demonstragao, em termos de elementos, o Lema 1.1.10 significa que para
qualquer x € C, vale a igualdade (z1)1 ® (21)2 ® (22)1 ® (22)2 = 1 ® ((22)1)1 ® ((22)1)2 ® (22)2. Neste
caso, generalizamos nossa notagao e denotamos x1 ® rs ® x3 ® x4 para significar tanto o elemento

(1)1 @ (71)2 ® (22)1 @ (22)2 quanto o elemento 1 ® ((z2)1)1 @ ((z2)1)2 @ (22)2, j4 que sdo iguais.

Como apresentamos homomorfismo de algebras através de diagramas, agora é natural pensarmos

em homomorfismo entre coalgebras. Precisamente, temos:

Definicao 1.1.11. Sejam C' e D duas codlgebras com comultiplicacées Ac e Ap e counidades ec e
ep, respectivamente. Uma aplicacdo f : C — D é uwm homomorfismo de codlgebras se os sequintes

diagramas sdo comutativos:

c ! D c— 7 .p
Ac Ap o ED
C®C D&D k

© fof ©

Ou seja, f: C — D é um homomorfismo de codlgebras se valem

Apof=(f®f)oAc e epof=ec.

Em termos de elementos, e utilizando a nota¢do de Sweedler, temos que para qualquer ¢ € C, valem

fle) @ fle2) = (f(©)r @ (fle))2 e ep(f(c)) =ec(c).



Quando acontece de um k-espaco vetorial ter tanto a estrutura de algebra quanto a estrutura de
codlgebra, podemos nos perguntar se estas estruturas sao compativeis. No caso positivo, obtemos as

bidlgebras. Precisamente, temos:

Definigao 1.1.12. Um k-espaco vetorial B € dito uma bidlgebra se existem aplicacdes k-lineares
m: BB — Bu:k— B /A:B— B®B ec: B — k tais que as trés condi¢coes abairo sdo

satisfeitas:

(1) (B,m,u) € uma dlgebra;
(13) (B,A,e) € uma codlgebra;

(7it) A e e sao homomorfismos de dlgebras.

Observamos que quando (B, m,u) é uma algebra e (B, A,¢) é uma codlgebra, entdo A e ¢ serem
homomorfismos de algebras é equivalente a m e u serem homomorfismos de codlgebras. Ou seja,
quando B é uma bidlgebra, temos que B tem estrutura de &lgebra, estrutura de codlgebra, e essas
duas estruturas sdo compativeis, no sentido que A e ¢ sao homomorfismos de algebras e m e u sao

homomorfismo de codlgebras.

Esta compatibilidade é expressa pelas seguintes igualdades:
A(ab) = A(a)A(b) e A(lp)=1p®1p

e(ab) = e(a)e(b) e e(1p) = Ik
para todo a,b € B.

Exemplo 1.1.13. Jd temos pelo Exemplo 1.1.4 que (kG, m,u) € uma dlgebra e pelo Exemplo 1.1.9
que (kG,A,e) é uma codlgebra. Para verificar que kG é uma bidlgebra, resta apenas verificarmos
que A e g sdo homomorfismos de dlgebras. Mas de fato, para quaisquer g,h € kG, temos que vale
A(gh) = gh®gh = (g®g)(h® h) = A(g)A(h) e Ale) = e® e, e portanto A é um homomorfismo
de dlgebras. Além disso, e(gh) = 1x = 1xlx = e(g)e(h) e e(e) = 1k, e portanto € € também um

homomorfismo de dlgebras.

Sejam (C, A, ¢) uma codlgebra e (A, m,u) uma édlgebra. Obviamente temos que Homy(C, A) é um
k-espago vetorial, ji que tanto C' quanto A sao k-espagos vetoriais. Notemos que em Homy(C, A) a
soma ¢é pontual, isto é [f + g](z) = f(z) + g(x), e de forma natural a multiplicagdo por escalares é

dada por [af](z) = af(z) = f(ax), para quaisquer que sejam f,g € Homg(C,A), a € ke x € C.

Em Homy(C, A) definimos duas aplicacoes k-lineares, o produto convolugdo, que serd denotado
por *, dado por fxg=mo (f®g)o A, para f,g € Homi(C,A), e a aplicagao unidade, dada por

U om, (C,A) - kK — Homy(C, A), onde definimos wg o, (0,4)(1k) = u 0 €, e estendemos linearmente.
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Em termos de elementos, para quaisquer f,g € Homy(C, A) e ¢ € C, o produto convolugao se

traduz como
[fxgl(c) = [mo(f®g)loAl(c)=[mo(f®g)(Alc))=[mo(f®g)lc1®c2)=
= m([f ®@gl(c1 ®c2)) =m(f(c1) @ gle2)) = f(er)g(ez)

Afirmamos que com estas duas aplicagoes Homy(C, A) se torna uma algebra. Para isso, precisamos
verificar que valem as igualdades f * (g*h) = (f * g) * h e 1gom, c,a) * f = f * Lgom,(c.4) = f, para

quaisquer f,g e h € Homy(C, A).

De fato, para qualquer ¢ € C, temos:

[f # (g x h)l(c) = flen)lg * h)(e2)] = fler)lg((c2)1)h((c2)2)]

Por outro lado,
[(f = g) = hl(c) = [(f * g)(c1)]h(c2) = [f((c1)1)g((c1)2)]h(c2)

Desde que ¢; ® (¢2)1 ® (e2)2 = (¢1)1 @ (¢1)2 ® ¢2, para qualquer ¢ € C, temos que
[f * (g% h)](c) = [(f * g) * h](c). Logo vale que fx* (g*h)=(f *g)*h.

Por fim, lembre que usualmente denotamos ugom, (c,4)(1k) = 1Hom,(c,4)- Desde que definimos

U om, (C,A)(1k) = u o €, precisamos verificar que

fx(uoe)=f=(uoe)xf
De fato, para qualquer ¢ € C, temos que
[fx(uee)e) = flen)l(uoe)l(er) = fler)lule(ez)) = fler)le(er)u(li)] =
= [flae(ex))la = f(c)
Logo, f * (uo¢) = f. De forma andloga, obtemos que (v o) * f = f.
Com isso, conclufmos que Homy(C, A) é de fato uma algebra.

Lembremos agora que se B é uma bidlgebra, entdao B tem tanto estrutura de algebra quanto de
codlgebra, portanto, pelo que vimos, Homy (B, B) é uma &algebra. Estamos agora aptos a definir o

principal objeto de nosso estudo, as algebras de Hopf.

Defini¢ao 1.1.14. Seja (H,m,u,A,c) uma bidlgebra. Dizemos que H é uma &lgebra de Hopf se
existe um elemento S € Homy(H, H) que € o inverso de Idy com relagdo ao produto convolugdo x,

isto € S x Idy = 1gom,(c,a) =uoe e também Idy xS =wuoe.

A aplicacdo S é chamada antipoda de H.

Em termos de elementos, para qualquer h € H, temos

[S# Idg)(h) = [mo (S @ Idy) o Al(h) =Y S(h1)hy
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e analogamente [Idg * S](h) = >_ h1S(h2). Desde que [uo¢](h) = e(h)1y, temos que numa &lgebra

de Hopf valem as igualdades
> S(hi)hg =Y S(hy) = e(h)lg

Notemos que em uma algebra de Hopf H, temos que a antipoda S é tnica, visto que é o elemento

inverso de Idy no produto convolucao de Homy(H, H).

Exemplo 1.1.15. Jd tinhamos pelo Exemplo 1.1.13 que kG era wma bidlgebra. Para que kG seja

1

uma dlgebra de Hopf, resta apenas definir a antipoda. Seja S : kG — kG dada por S(g) = g~ onde

g~ ! denota o elemento inverso de g com rela¢do a operacio do grupo.

Vamos verificar que S € de fato a antipoda de kG. Notemos primeiramente que:

[uka © exal(9) = uka(eka(9)) = uka (k) = e

Por outro lado,

1S * Idic)(g) = S(g9)Idxc(g) = S(g)g =g 'g =

Logo, S x Idyg = uxg o exg. Da mesma forma obtemos que Idgg * S = ugg o exa. Portanto S € de

fato a antipoda de kG.

Definicao 1.1.16. Seja H wma dlgebra de Hopf. Um k subespaco vetorial B de H ¢ dito uma
subélgebra de Hopf de H se B € uma subdlgebra de H, uma subcodlgebra de H e S(B) C B.

Notemos que B ser uma subalgebra de H significa que m(B ® B) C B e 1y € B, e B ser uma
subcodlgebra de H significa que A(B) C B® B. Assim, uma subédlgebra de Hopf B de H tem a mesma

unidade de H, e B é uma algebra de Hopf com as estruturas induzidas de H.

Exemplo 1.1.17. E fdcil verificar que se T é um subgrupo de G, entdo kKT € subdlgebra de Hopf de
kG.

Definicao 1.1.18. Sejam H e B duas dlgebras de Hopf. Dizemos que f: H — B é um homomor-
fismo de algebras de Hopf se f € um homomorfismo de dlgebras e também é um homomorfismo de

codlgebras.

Seria natural exigir que, além de homomorfismo de dlgebras e de codlgebras, um homomorfismo de
algebras de Hopf f : H — B também exigisse que Sg o f = f o Sy. Veremos na proposi¢ao a seguir
que nao € necessario fazer esta exigéncia, uma vez que sempre teremos esta igualdade para uma tal f

que seja homomorfismo de algebras e de codlgebras.

Proposicao 1.1.19. Sejam H e B duas dlgebras de Hopf e f : H — B um homomorfismo de

dlgebras de Hopf. Entdo Spo f = fo Sy. Em termos de diagrama, significa dizer que o diagrama
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abairo € comutativo:

7 g B
SH SB
it B
7

Demonstragao. Considere a dlgebra Homy(H, B), e lembre que a multiplicagao é dada pelo produto
convolugao e a unidade é dada por 14, (7,B) = upocn. Temos que Spo f e foSy sao elementos de
Homy(H, B). Vamos mostrar que f é um elemento inversivel em Homy(H, B) com relagao ao produto

convolucao. De fato, para qualquer h € H, temos que
[(So f)*fl(h) = [Spo fl(h1)f(he) = Sp(f(h1))f(he) = Se((f(h)1)f(h)2 =
= ep(f(h)lp =[epo fl(h)1p =cen(h)lp =en(h)up(lk) =
= up(ep(h)lk) = up(en(h)) = [up o en](h) = 1xom, (m,5)(h)
Logo, Sp o f é um inverso a esquerda para f, no produto convolucao. Analogamente, temos
[f=(foSu)l(h) = [f(h)[f o Sul(h2) = f(h1)f(Su(h2)) = f(h1Sk(h2)) =
= fleu(M)ly) =eu(h)f(ln) =eu(h)lp =en(h)up(lk) =
= up(en(h)lk) = up(en(h)) = [up o cul(h) = Lgom, (a,8)(h)
Logo, f o Sy é um inverso a direita para f, no produto convolucao.
Com isso, temos que f € inversivel, e portanto os inversos a esquerda e a direita coincidem, isto é
f~'=8pof=foSy, como querfamos. O
Veremos a seguir algumas propriedades tteis e interessantes sobre a antipoda S de uma algebra
de Hopf H.
Proposicao 1.1.20. Seja (H,m,u,A,e,S) uma dlgebra de Hopf. Entao, para quaisquer g,h € H,
temos:
(z) S(hg) = S(g)S(h);
(i) S(lg) = 1m;

(#ii) A(S(h)) = S(ha) @ S(h1);

Os itens (i) e (ii) da proposigao acima fazem com que digamos que S é um anti-homomorfismo
de dlgebras, e os itens (iii) e (iv) fazem com que digamos que S é também um anti-homomorfismo de

codlgebras.
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Demonstragao. (i) Consideremos na algebra Homy(H ® H, H), onde a multiplicagdo é dada pelo
produto convolugao e a unidade é dada por Ugom, (HoH,H)(1k) = LHom,(HoH,H) = UH © EHgH, aS
aplicagoes F,G : H ® H — H dadas por F(h® g) = S(g)S(h) e G(h ® g) = S(hg), para quaisquer
g,h € H. Vamos provar que F' é um inverso a direita para m e GG é um inverso a esquerda para m,
donde segue que m é inversivel e seu inverso é tnico, isto é m~! = F = G, e com isso concluimos que

S(g)S(h) = S(hg),Vg,h € H. Seja h® g € H® H. Temos que
mx+Fl(h®g) = m((h®gh)F(h®g)2)=m(h ®g)F(hy® g2) =
= h1915(92)S(h2) = h1(915(g2))S(h2) = h1eu(g)1uS(h2) =
= enu(9)(hS(h2)) =en(9)en(h)ln =en(h)en(9)ln =

= cuen(h®g)ly = [ugocneul(h® 9) = luom,(Heu,H)(h ® g)
Logo, F' é um inverso a direita para m, no produto convolucdo. Analogamente, temos

[Gxm](h®g) = G((h®g))m((h® g)2)=G(h @ g1)m(he ® g2) = S(h1g1)h2g2 =
= S((hg)1)(hg)2 = en(hg)luy = e (h)en(9)ln = cnen(h ® g)ly =
= cnen(h® g)un(lk) = [unm o cnenl(h ® 9) = Lxom,(HoH,H) (R ® 9)
Logo, G é um inverso a esquerda para m, no produto convolucao. Portanto segue que F' = G, e com
isso S(g)S(h) = S(hg),Vg,h € H, como querfamos.
(ii) Sabemos que S(hi)he = e(h)ly, para qualquer h € H e também que A(ly) = lg ® 1y e
e(1g) = lg. Assim, em particular para h = 1p, temos que S(1g)ly = e(1g)ly, ou seja, S(1g) = 1p.
(7i7) Consideremos na algebra Homy(H, H ® H), onde a multiplicagao é dada pelo produto con-
volugdo e a unidade é dada por upom, (v,HeH)(1k) = lHom, (H,HoH) = UHeH © €H, as aplicagdes
F,G: H — H®H dadas por F(h) = A(S(h)) e G(h) = S(h2) ® S(h1), para qualquer h € H. Vamos
provar que F' é um inverso a direita para A e G é um inverso a esquerda para A, donde segue que A
¢ inversivel e seu inverso é tnico, isto 6 A™! = F = G, e com isso A(S(h)) = S(hy) ® S(h1),Yh € H.
Seja h € H. Temos que
[AxF|(h) = A(h1)F(h2) = A(h1)A(S(h2)) = A(h1S(h2)) = Ae(h)1h) = e(h)A(ln) =
= ¢(h)(ln ®1y) = e(h)ungn (k) = uneH(£(h)1k) = uneH(e(h)) = [uneH © €](h)
Logo, F' é um inverso & direita para A, no produto convolugao. Utilizando a notacao da coassociati-

vadade generalizada e o Lema 1.1.10, obtemos analogamente que

(G« A](h) = G(h1)A(h2) = (S((h1)2) ® S((h1)1))((h2)1 ® (h2)2) = (S(h2) ® S(h1))(hs ® ha) =
= S(h2)hs ® S(h1)hs = S(((h2)1)1)((h2)1)2 @ S(h1)(h2)2 = €((h2)1)1g ® S(h1)(h2)2 =
= 1y ® S(e((h2)1)h1)(h2)2 = 1y @ S(e((h1)2)(h1)1)he =
— 1 ®S(h)he = 1y @ e(h) 1y = [umen o ](h)
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Logo, G é um inverso a esquerda para A, no produto convolucdo. Portanto segue que F' = G, e com

isso A(S(h)) = S(h2) ® S(h1),Yh € H, como queriamos.

(iv) Sabemos que h1S(h2) = e(h)1y e também que e(hg) = (h)e(g) e e(1x) = 1k, para quaisquer
g,h € H. Aplicando ¢ na igualdade h1S(h2) = £(h)1x, obtemos que e(h1S(h2)) = e(e(h)1H), e com
isso e(h1)e(S(he)) = e(h)e(1g) = e(h). Desde que €(h) € k,Vh € H, e tanto € quanto S sao k-lineares,
temos que (h1)e(S(h2)) = e(S(e(h1)h2)) = (S(h)). Ou seja, e(S(h)) = e(h), como queriamos. [

Quando a antfpoda S da &lgebra de Hopf H é bijetora, isto é, existe S™! tal que So S~ = Idy e
também Idg = S~!0.5, temos também que S~! é um anti-homomorfismo de 4lgebras e de codlgebras.

Ou seja, temos a seguinte proposigao:

Proposicao 1.1.21. Seja (H,m,u,A,e,S) uma dlgebra de Hopf com antipoda S bijetora. Entao,

para quaisquer g, h € H, temos:

Além disso, de S x Idg =uoe = Idyg xS, temos que vale também

(U) Sfl(hQ)hl = hQSil(hl) = E(h)lH.

Demonstragao. Considerando as propriedades demonstradas na Proposicao 1.1.20 e que a antipoda S

é bijetora, temos para quaisquer h,g € H:

(i) Note que hg = S(S7(h))S(S71(g)) = S(S7*(g)S~t(h)). Assim, aplicando S~! em ambos os
lados, obtemos que S~1(hg) = S~1(g9)S~L(h).

(ii) Como S(1g) = 1y, aplicando S~! em ambos lados obtemos S~ (1y) = 1p.
(7i7) Lembre que denotamos A(h) = hy ® ha,Vh € H.

Mas, por outro lado, A(h) = A(S(S7(R))) = S((S71(h))2) ® S((S7L(h))1). Disto, conclufmos
que hy ® hy = S((S71(h))2) ® S((S7*(h))1). Assim, aplicando S~! ® S~! nesta igualdade, obtemos
que S71(h1) ® S7Y(h2) = (S7(h))2 ® (S1(h))1, e por fim, aplicando o twist, obtemos que

S Hh2) ® ST (k1) = (STH(R))1 @ (STH(h))2 = A(STH(R)).

Logo, A(S71(h)) = S~ (hy) ® S~1(hq).

(iv) Como h = S(S71(h)), temos que e(h) = £(S(S71(h))) = e(S7L(h)), onde a tltima igualdade

vem do item (7v) da Proposigao 1.1.20.
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(v) Temos S~ (ha)hy = S71(ho)S™1(S(h1)) = S~1(S(h1)hz), onde a tltima igualdade vem do
item (7). Como S(h1)he = e(h)1ly, obtemos que

S7Y(ho)hy = S71(S(h1)ho) = ST (e(h)1y) = e(h)S™ (1g) = e(h)1y.

Analogamente obtemos que haS~1(h1) = e(h)1y. O

Utilizaremos estas propriedades para obter um exemplo importante em nosso estudo.

Exemplo 1.1.22. Seja (H,m,u,A,¢,S) uma dlgebra de Hopf com antipoda S bijetora. Entdo temos
que HP := (H,m,u, Acop, €, S~1) € uma dlgebra de Hopf com antipoda S~!, onde Acop = T0 A, onde

T € 0 twist.

No que segue, vamos considerar o dual linear Homy(V,k) de um k-espago vetorial V', que denota-

remos por V*.

Para concluir esta secao, vejamos dois importantes resultados sobre algebras e codlgebras. Estes
resultados nos dao a dualidade entre estes conceitos, ja que é a construgao da estrutura de coalgebra em
A* a partir de uma algebra A, quando esta tem dimenséao finita, e também a construcao da estrutura

de algebra em C* a partir de uma codlgebra qualquer C.

Sabemos da &algebra linear que quando V e W sao dois k-espagos vetoriais, temos que aplicagao
©:V*@W* — (V®W)* ¢ injetiva, onde O(f ® g) é o funcional linear O(f ® g) : VW — k
dado por [O(f ® g)](v®@w) = f(v)g(w), para quaisquer f € V*,g e W* v eV ew € W. Assim se os

espacos V e W tém dimensao finita, entao © é um isomorfismo.

Dada uma aplicacao ¢ : V. — W, denotamos por ¢* a aplicacao ¢* : W* — V* dada por
¢*(f)=foo.

Proposicao 1.1.23. Seja (C, A, ) uma codlgebra. Entao C* é uma dlgebra.

Demonstracao. Definimos me+ = A* 0 © e ugx = €* o, onde ¢ : k — k* é o isomorfismo dado por

[¥(a)](z) = aw, para a,z € k.
Vamos provar entao que (C*, mg+, uc+) é uma algebra.

Para isso, precisamos verificar que me+ o (me= ® Idc+) = me= o (Ido+ ® me+) e que para qualquer

f € C*, vale que [mc+ o (uc+ @ Ide+)|(1 ® f) = f = [me+ o (Ide @ uc+)|(f @ 1).

Primeiro vejamos que para quaisquer f,g € C* e z € C, temos que [me«(f @ g)](x) = f(x1)g(z2).

De fato, temos

[me«(f @ g)l(z) = [[A"oO|(f®g)](z) =[A"O(f ® g)l(z) = [O(f ® g) o Al(z) =
= [0(f®9)](Ax)) = [O(f @ g)l(z1 ® x2) = f(x1)g(22)
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Vejamos também que para qualquer z € C, temos [uc+(1k)](x) = e(x), ou seja, uc+(1lx) = lo= = €.

De fato, temos

[uc-(L)l(z) = [[" 0 ¢](1e)](2) = [" (¥ (1)](2) = [Y (1) o ] (z) = [ (1x)](e(2)) = Lke(x) = e(x)

Agora, sejam f,g,h € C* e x € C. Temos que

[[mes o (me= ® Ide+)|(f ® g ® h)] (x) = [me=(me=(f ® g) ® Ide«(h))](z) =
= [mc+(me-(f @ g) @ h)|(x) = [me-(f @ g)[(z1)h(w2) = f((21)1)9((w1)2)h(22)

Por outro lado, obtemos analogamente que

[[me- o (Ide- @ me=)|(f © g @ h)] (x) = f(z1)g((22)1)h((22)2)

Como 1 ® (z2)1 ® (x2)2 = (1)1 ® (21)2 ® 2, aplicando f ® g ® h e utilizando o isomorfismo candénico

de k ® k ® k em k, temos que

f((@1)1)g((z1)2)h(z2) = f(21)g((72)1)h((72)2)

e portanto vale que mg= o (me= @ Ide+) = mex o (Ide« @ me+). Além disso, também temos que

[[mc- o (uc+ ® Ide+)|(1 @ f)] (z) = [me-([uc- @ Ide-](1 @ f))] (z) =
= [me=(uc+(1) ® Ide=(f))] (z) = [me= (e ® f)] (x) = e(21) f(x2) = f(e(z1)2) = f(2)
Logo, [mc+ o (uc ® Ide+)|(1® f) = f.
Analogamente, obtemos também que [me+ o (Idex @ uc+)|(f @ 1) = f.

Portanto (C*, mc+,uc+) é de fato uma édlgebra. O

Notemos que, pelo que foi realizado, a multiplicagao em C* é o produto convolugao e a unidade

1o+ € a aplicagao €.
Agora, vejamos a construcao de uma coalgebra a partir de uma &algebra de dimenséo finita.

Suponha que (A4, m,u) é uma &lgebra de dimensao finita. Desde que A tem dimensao finita, temos
que © : A*® A* — (A ® A)* dada anteriormente é um isomorfismo, ou seja, podemos considerar
071 (A®A)* — A*® A*. Definimos entdo Ay« = O lom* e 4+ = pou*, onde ¢ : k* — k é dada

por ¢(f) = f(1k), para qualquer f € k*. Veremos logo a seguir que (A*, A+, e4+) é uma coélgebra.
Antes, contudo, vejamos uma importante caracterizacao desta comultiplicacao A g«.
Notemos que A« (f) = [0~ om*|(f) = O L (m*(f)) = O~ 1(fom) € A* ® A*.

Assim, se Ag«(f) = >, 9i ® h;, onde g;,h; € A* para cada i = 1,...,n, obtemos entdo que
O~ (fom) = >, gi®h;. Portanto, aplicando © em ambos lados dessa dltima igualdade, concluimos

que OO~ H(fom)) =03, gi @ hi), ou seja, fom =01, g @ hy).
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Com isso, o que obtemos entdo foi que para qualquer a ® b € A ® A, temos que vale a igualdade
[f om](a®b) =[O} g; ® hi)](a ®b), e isto quer dizer que f(ab) = 31, gi(a)hi(b).
Lembre que pela notacao de Sweedler denotamos A 4«(f) := f1 ® fo, portanto a construgao acima

garante que se Ay« (f) = f1 ® fa, entdo f(ab) = fi(a)f2(b).

Por outro lado, se existe uma familia de pares de elementos {(g},h})|j € J} C A" x A* tais

que satisfazem ) ¢ ... g}(a)h;(b) = f(ab), para quaisquer a,b € A, entao temos que vale a igualdade

O 9 @ h)l(a @ b) = [O(Lgniva 95 © 1))(a @), e portanto O, 9i ® hi) = O(Lgnisa 95 © 1j)-
Segue entdo da injetividade de © que > g .. g5 @ I =370 g; @ hi = Au«(f).

Utilizando a notagdo de Sweedler, o que obtemos foi que se fi(a)f2(b) = f(ab), para quaisquer

a,b € A, entao A« (f) = f1 ® fo.
Desta forma, provamos o seguinte resultado:
Proposigao 1.1.24. Seja A uma dlgebra de dimensao finita e f € A*. Entio A-(f) = f1 ® fa se e

somente se f(ab) = fi(a)fa(b),Va,b € A.

Estamos agora aptos a provar que A*, com as aplicagdoes A4~ e €4+ como dadas acima, é uma

codlgebra.
Proposicao 1.1.25. Seja (A,m,u) uma dlgebra de dimensdo finita. Entdo (A*,Aax,e4+) € uma

codlgebra.

Demonstra¢do. Desde que A tem dimensao finita, temos que © dada anteriormente é um isomorfismo.
Consideremos entdao A = O tom* e e4+ = pou*, onde ¢ : k* — k é dada por ¢(f) = f(1i), para

qualquer f € k*.

Para provar que (A*, A+, e4+) é uma codlgebra, precisamos entéo verificar que vale a igualdade
(Apx®@Idg»)oA g« = (Ida~@A4+)oA 4+ e que para qualquer f € A*, vale [ea4~®@Ida=](Aa-(f)) = Ik f
e também [Ida- @ ea«|(Aa=(f)) = f & 1i.

Seja f € A*. Temos que

[(Ap- @ Tda-) o Ap-](f) = [Aa- @Tda](Aua-(f)) = [Aar @ Ida-](f1 ® f2) =
= Ax(f1)®@Ida(fo) = (f1)1® (f1)2® fa

Por outro lado, de forma andloga, temos que

[(Ida @ Aas) o Aa](f) = f ® (f2)1 ® (f2)2

Agora, notemos que para qualquer a @b c € A® AR A, temos que

(1@ (f1)2@ folla@b®c) = (fi)i(a)® (fi)2(b) @ fa(c) =
= fi(ab)fa(c) ® 1k ® 1x = f((ab)c) ® 1x ® 1k,
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onde usamos a proposi¢ao anterior para garantir que (f1)1(a)(f1)2(0) = fi(ab) e também que vale
fi(ab) fa(e) = f((ab)c).

Por outro lado, de forma andloga, obtemos que

[f1® (f2)1 @ (f2)2](a®@b®@c) = fla(be)) @ 1k & 1.

Desde que (ab)c = a(bc), concluimos que (f1)1 ® (f1)2 ® f2 = f1 ® (f2)1 ® (f2)2, ou seja, temos a
igualdade (Ag+ ® Idg+) o Ay« = (Ida+ @ Agx) o A+, como querfamos.

Para verificar que [e4+ ® Ida+](Aa+(f)) = 1k ® f, vejamos inicialmente que para qualquer f € A*
temos que £4-(f) = [p o u*](f) = ¢(u*(f)) = ¢(f ou) = [fou](lk) = f(u(lk)) = f(La), ou seja,
ea(f) = f(1a).

Desde que f(14) € k, obtemos disto e da Proposicao 1.1.24 que para qualquer a € A, vale que
f(a) = f(1aa) = f1(14) f2(a), ou seja, fi1(14)f2 = f. Da mesma forma, obtemos que fa(14)f1 = f.

Assim,

[ea @ Ida<](Aa-(f)) = [ea @ Ida-](f1® f2) = ea-(f1) ® Ida=(f2) =
= fila)® fo=14® fi(la)fo =1 ® f,

ou seja, [+ ® Ida+«](Aa-(f)) = 1x ® f como queriamos.
De forma andloga, obtemos que [Idax ® ea+|(Aax(f)) = f ® 1i.

Logo, concluimos que (A*, A g+, €4+) é uma codlgebra. O

Podemos destacar destes tltimos resultados que, quando (H,m,u,A,¢,S) é uma &lgebra de Hopf

de dimensao finita, entao (H*, mpy=, ug+, A=, e+, S*) é uma algebra de Hopf.

1.2 Moébdulos de Hopf

Nosso objetivo nesta secao serd provar o Teorema Fundamental dos Médulos de Hopf. Para esse
objetivo, introduziremos o conceito de comédulo, e assim como uma codlgebra tem o mesmo diagrama
de defini¢do que uma algebra mas com as flechas invertidas, o comédulo se comporta da mesma forma
mas com relagao a definicdo de médulo. Portanto, comecaremos essa se¢ao dando uma definigdo de
A-médulo a esquerda, utilizando diagramas e produtos tensoriais, mas ressaltamos que esta defini¢ao
é equivalente a definigdo axiomatica usualmente conhecida em textos classicos. Observamos também

que uma definicao andloga pode ser feita para A-mdédulo & direita.

Definicao 1.2.1. Sejam V um k-espaco vetorial e A uma dlgebra sobre k. Dizemos que V € um

A-mddulo a esquerda se existe uma aplicacdo k-linear pn: AQV — V tal que os diagramas abaizo
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comutam:

ARAQV LM% Agv koV %% Aoy
ma®Ildy K o K
AQV m Vv

Notagao 1.2.2. Denotamos a imagem de um elemento a @ v pela aplicagio p por pla @ v) :=a-v e

dizemos que | € uma agdo e que A age em V.

Com a notagao fixada acima, temos que o primeiro diagrama diz que po(ma®Idy) = po(Idsa®@pu),

onde m 4 é a multiplicagao da algebra A. Ou seja, para qualquer a @b @ v € A® ARV, temos
(o (ma@ldy)(a®b®@v) = [po(Ida®@p)l(a®b®v)
pmala®b) @ Idy(v) = p(ldala) @ p(b @)
wab@v) = pla® b))
(ab)-v = a-(b-v)

e o segundo diagrama diz que para qualquer v € V', temos que [po (ugq ® Idy)](1x ® v) = v, onde uy
é a aplicacao unidade da dlgebra A.

Desde que [0 (ua @ Idy)|(1x @ v) = p(la ® v) =14 - v, temos a igualdade 14 - v = v.

Como a aplicagdao pu é k-linear, temos que esta definicdo é naturalmente equivalente a definigdo
axiomatica tradicionalmente utilizada para definir um A-mdodulo.

Exemplo 1.2.3. Toda dlgebra A € um A-mddulo a esquerda via multiplicacGo ma de A.

Definicao 1.2.4. Sejam A uma k-dalgebra, M e N dois A-mddulos a esquerda. Uma aplicacdo

f: M — N € um homomorfismo de A-mddulos & esquerda se o sequinte diagrama é comutativo:

A M 1149 Ao N
W uN
M N
f

onde pupr : AQM — M € a agdo de A em M e uny: AQN — N € a acdo de A em N. Ou seja,

f:M — N é um homomorfismo de A-mddulos a esquerda se vale uy o (Idg ® f) = fo .

Em termos de elementos, temos que para quaisquer a € A e m € M, vale f(a -y m) =a -y f(m).

Definicao 1.2.5. Sejam V um espaco vetorial sobre k e C' uma codlgebra sobre k. Dizemos que V

€ um C-comddulo a esquerda se existe uma aplicacdo k-linear p : V. — C ® V tal que os sequintes
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diagramas comutam:

1% P CoV
p Idc®p
cCeV Aoldy CRCRV

Assim, do primeiro diagrama temos a relacao

cCeV

e®Idy

1%

koV

(Idc®p)op=(A®@Idy)op

e do segundo diagrama temos que [(¢ ® Idy ) o p](v) = 1k ® v, para todo v € V.

A seguir estabeleceremos uma notacao semelhante e inspirada na notagao de Sweedler para denotar

a imagem de um elemento v € V' pela aplicacao p.

Notagao 1.2.6. Denotamos a imagem de um elemento v pela aplicacio p por p(v) = v @0 e

dizemos que p é uma coa¢do. Notemos que v~ € C enquanto que v € V.

Traduzindo os diagramas em termos de elementos, e utilizando a notacao fixada acima, temos que

para todo elemento v em um C-comddulo a esquerda V', vale pelo primeiro diagrama que

[(A®Idy)opl(v)
[A® Idy](p(v))
[A® Idy](v™! @ 0°)
A(v™h @ Idy (v°)

Ca =N oy PY= e

Ou seja, vale a igualdade v ! ® (v9) ' ® (1v9)? = (v 1)1 @ (v1)s ® Y. Neste caso, generalizamos nossa
) g

notacio e escrevemos v 2®v " ®@v" para significar tanto v ®(v?) @ (v9)? quanto (v ® (v )@,
G

Além disso, do segundo diagrama temos que para um elemento qualquer v € V', vale que
[(e® Idy)op](v) =1k ®@v.
Mas
(e ® Idy) 0 pl (v) = [ ® Idy](p(v)) = [e ® Idy](v™ @ %) = c(v™") @0 = Ly @ (v ).

Assim, concluimos que para qualquer v € V, vale que v = e(v~1)20.

Exemplo 1.2.7. Toda codlgebra C é um C-comddulo a esquerda via A.
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Definigao 1.2.8. Seja V' um C-comddulo ¢ esquerda via p: V — C ®@ V. Um k-subespaco vetorial
W de V € dito um C-subcomédulo a esquerda ou simplesmente subcomédulo se p(W) C C @ W.

\

Observagao 1.2.9. Note que se W € um C-subcomddulo a esquerda de V', onde V é C-comddulo a
esquerda via p : V. — CQV, entdo W € ele préprio um C-comddulo a esquerda via pyy : W — CQW

dada por pw (w) = p(w) para todo w € W.

Nosso proximo teorema é conhecido como Teorema Fundamental dos Comédulos, e ele mostra que
todo elemento nao-nulo de um comddulo pertence a um subcomoédulo de dimensao finita. Precisamente,

temos:

Teorema 1.2.10. (Teorema Fundamental dos Comddulos) Seja V' um C-comddulo a esquerda.

Qualquer elemento v € V' pertence a um subcomddulo de dimensao finita.

Demonstragao. Seja V um C-comédulo a esquerda via p: V — C' ® V e considere {¢;};c; uma base
de C. Fixando v € V, podemos escrever p(v) = > . ¢; ® v;, onde apenas uma quantidade finita dos
v;’s é nao-nulo. Considere agora W o k-subespago vetorial de V' gerado por esses v;’s nao-nulos. Note
que W tem entao dimensdo finita. Como {c¢;}icr é uma base de C, temos que {¢; ® ci}jrer ¢ uma
base para C'® C. Portanto, para cada i tal que v; é ndo-nulo, temos que A(¢;) = ZM ¢ ® a;kck,

onde apenas uma quantidade finita dos 043» i S sao nao-nulos.
b

Como V é um C-comédulo a esquerda via p, temos que

(Idc®@p)op=(A®Idy)op

Assim,

[(Idc @ p)epl(v) = [(A®Idy)op|(v)
[Ldc @ pl(p(v)) = [A®Idv](p(v))

[(Ide ® p)] <ZCi®Ui> = [A®Idv]<zcz’®vi>

1 %

Z, Ide(c) @ p(v;) = Z Ae;) @ Idy (vi)
Z a®p(vi) = Y (¢ er) @

Z"j7k

Portanto, aplicando ¢ ® Idc ® Idy na igualdade acima, para cada ¢ tal que v; é nao-nulo, obtemos

que

1k®p(vi) = Zlk@)af’kck@vj =1k ® Zaikck@vj
Jk ak
Logo, p(v;) = > agkck ®wj, e com isso p(v;) € C®W. Portanto concluimos que W é um subcomédulo

de V, onde W tem dimensao finita.
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Agora, sé nos resta verificar que v é combinacao linear destes v;’s, porque com isso teremos que

v € W, concluindo o desejado.

De fato, temos que [(¢ ® Idy) o p](v) = 1x ® v. Mas temos que
(e@Idv)opl(v) = [e@Idv](p(v) =@ Idv](D i@ v;) =

= Doele) @ Idy(v) = Y Lk @ le)oi = Le® Y e(eu

i

Assim v = ), e(¢;)v; e portanto v € W, como querfamos. O

Definicao 1.2.11. Sejam C uma k-codlgebra, M e N dois C-comddulos a esquerda. Uma aplicacao

f:M — N ¢ um homomorfismo de C-comdédulos & esquerda se o sequinte diagrama € comutativo:

M ! N
PM PN
C®MW>C®N

onde ppf - M — C R M € a coagao de C em M e py : N — CQ N € a coagcao de C em N. Ou

seja, f: M — N é um homomorfismo de C-comddulos a esquerda se vale py o f = (Idc ® f) o par.

Em termos de elementos, e utilizando a notagao estabelecida, temos que para qualquer m € M,

vale (f(m))™' @ (f(m))® =m™' @ f(m").

Definicao 1.2.12. Sejam V um k-espaco vetorial e H uma dlgebra de Hopf. Dizemos que V € um

H-modulo de Hopf a esquerda se:

(1) V é um H-mddulo a esquerda;
(13) V € um H-comddulo a esquerda;

(ii7) p(h-v) =Y hiv™ ' ® hy -2V,

Aqui estamos denotando naturalmente a agdao de um elemento h € H emv € V por h-v e a coacdo
porp:V — H®V, onde denotamos p(v) := v~ ®v°. A condicdo (iii) acima é dita compatibilidade

entre as estruturas de H-mddulo e H-comddulo de V.

Exemplo 1.2.13. Seja H uma dlgebra de Hopf. Entao H é um H-mddulo de Hopf a esquerda via

acdo dada pela multiplicacao m e coacdo dada pela comultiplicagao A.

O exemplo a seguir serd importante para nosso estudo posterior, ele nos dd um exemplo simples

de H-mo6dulo de Hopf & esquerda.
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Exemplo 1.2.14. Sejam V um k-espaco vetorial e H uma dlgebra de Hopf.

Definimos em H @ V. uma estrutura de H-mddulo a esquerda fazendo h-» . b®v = > hb® v,
para quaisquer h,b € H,v € V. Esta acdo muitas vezes € dita trivial, pois os elementos de H agem

somente na primeira posicao tensorial de H @ V', via a multiplicagdo do proprio H.

Também em H ® V' definimos uma estrutura de H-comddulo a esquerda via p = A ® Idy, isto €,
p=A®Idy : HQV — HRHQ®V. Notemos que neste caso ficamos com p(h®v) = > hi®@ha®v, para
quaisquer v € V,h € H. Lembre que em nossa notagdo, ficamos com p(h®@v) = (h®@v) '@ (h®wv)".

Assim, neste caso, temos (h@v)™L =hy e (h®@v)? = hy @ .

Afirmamos agora que HRV com estas estruturas de H-mddulo a esquerda e H-comddulo a esquerda

€ um H-mddulo de Hopf a esquerda. Para tal, resta verificarmos apenas a compatibilidade dada pelo

item (iii) da Definigao 1.2.12.

De fato, sejam h,b € H e v € V. Entdo,

p(b-(h®wv)) p(bh @ v) = (bh)1 ® (bh)2 ® v = bih; @ baha ® v =

= b ® by (ha®v)):=bi(h@v) ' @by (h®@0)°.

Veremos logo a frente que este exemplo caracteriza todos os médulos de Hopf, a menos de isomor-
fismo, isto é, todo H-mdédulo de Hopf a esquerda é isomorfo como moédulo de Hopf a H ® V, onde
H ®V é médulo de Hopf como descrito no Exemplo 1.2.14 acima. Além disso, o k-espago vetorial V'
é um espaco vetorial especifico do H-médulo de Hopf, a saber o subespacgo dos coinvariantes. Este
resultado é conhecido como Teorema Fundamental dos Médulos de Hopf. Antes de chegarmos a esse

resultado, vejamos duas definicoes:
Definicao 1.2.15. Sejam V e W dois H-mddulos de Hopf a esquerda. Dizemos que f:V — W €

um homomorfismo de H-mddulos de Hopf se:

(1) f € um homomorfismo de H-mddulos a esquerda;

(13) f € um homomorfismo de H-comddulos a esquerda.

Definicao 1.2.16. Sejam H wma dlgebra de Hopf e M wm H-comddulo a esquerda via a aplicacao

p:M— H® M. O conjunto
MeH —{meM | pim)=1g®@m}
¢ um k-subespaco vetorial de M que € chamado de subespaco dos coinvariantes de M.

Teorema 1.2.17. (Teorema Fundamental dos Mddulos de Hopf) Sejam H uma dlgebra de
Hopf e M wm H-mddulo de Hopf & esquerda. Entdo a aplicacio ¢ : H @ M®H — M dada por
o(h ® m) = h-m para quaisquer h € H,m € MeH ¢ wm isomorfismo de H-mddulos de Hopf a

esquerda.
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Em H ® MH consideramos a estrutura de H-médulo de Hopf & esquerda como dada no Exemplo

1.2.14.

Demonstracao. Para provar o teorema, primeiro notemos que o homomorfismo de H-mddulos a es-

querda ¢ estd bem definido, pois ele é simplesmente a acao de H restrito a um subespaco vetorial de

M. Exibiremos agora uma aplicagao que sera a inversa de , o que garantira a bijecao desta aplicagao.

Por fim, verificaremos que ¢ é de fato um homomorfismo de H-moédulos de Hopf a esquerda, isto é,

o € um homomorfismo de H-mdédulos a esquerda e de H-comédulos a esquerda. Assim, concluiremos

que ¢ é um isomorfismo de H-mddulos de Hopf a esquerda.

Para a construcao da inversa de ¢, vamos considerar inicialmente a aplicacao g : M — M dada

por g(m) = S(m~1)-mP onde a estrutura de H-comédulo & esquerda de M é dada viap : M — HRM

e denotada por p(m) := m~! ® m®, para qualquer m € M.

Vejamos agora que g(M) C MH . De fato, seja m € M. Temos p(g(m)) = p(S(m~=1) - m?).

Como M é H-médulo de Hopf, a compatibilidade nos da que

Do fato de M ser um H-comoédulo a esquerda, temos que
(Idg @ p)op=(A®Idy)op
ou seja,

) = [(A®Idy)op](m)
[Ldg @ p] (p(m)) = [A® Idy](p(m))

) = [A®TIdy](m temP)

) = A(m™) @ Idy(m’)

m—l ® (mO)—l ® (’I’)’LO)O — (m—l)l ® (7,',L—1)2 ® 7,',LO
E aplicando A ® Idg ® Idy; nesta ultima igualdade, obtemos que
(m™ @ (m ™)@ (m?) ™ e (m?)’ =[(m™ )i @ (m il ® (m™)2 @ m’

Agora, da estrutura de codlgebra de H, temos que (Idy ® A)o A = (A® Idyg) o A.
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Assim, [[(Idg ® A) o Al ®@ Idp] o p = [[(A ® Idy) o A] @ Idy] o p. Logo, para qualquer m € M,

temos

[[(Idar ® A) o Al ® Id] o p] (m)
[(Idr ® A) o Al ® Id] (p(m))
[((Idy ® A) o Al ® Idy) (m™' @ m°)
[(Tdir @ A) o Al (m™") @ Idp(m")
[Idg ® Al (A(m™)) @ m°

[Idg @ Al ((m™ )1 @ (m™1)2)
Idg((m™")1) @ A((m™1)2) @ m”
(m 1@ A((m ™)) @ m”

(M1 @ (M™)2); ® (m™1)2)y @ m”

Assim, obtemos que

[[((A® Idg)o Al @ Idy] o p] (m)
[(A®Idg)o Al ® Idy] (p(m))

(A ®Idy)oAl® Idy] (m™ @m°)
(A @ Idg) o Al (m™") @ Idy(m°)
[A® Idg) (A(m™)) @ m°

(A® Idg)((m™")1 @ (m™")2) @ m°
A((m™"1) @ Idg((m™")2) @ m°
A((m™) @ (m™")y @m°

(m™)1)1 ® (m™)1)y ® (m™ )2 @ m”

[(m i @ [(m 2@ (m™ e @m® = (m ™)1 @ [(m™ a1 ® [(m™)2]s @ m" (1.8)

Disto, substituindo (1.8) em (1.7), obtemos que

(M1 @ (m™ 2@ (m°)~! @ (m?)°

(m 1 @ [(m™ )21 @ [(m™ )22 @ m° (1.9)

Assim, substituindo a igualdade (1.9) em (1.6), obtemos que

S((m™1)2)(m") ™' @ S((m™)1) - (m")"

S(((m™H2)1)((mH)2)2 @ S((m™1)1) - m°

Agora, segue das propriedades da antipoda e da counidade que

S(((m™M2)1)((m ™ 2)2 @ S((m™1)1) - m°
=1 ® S((m™ " 1e(m™ ")) - m°

= e((m 2)lg @ S((m™ 1)) -m° =

= 1y ®S(m*1) -m? = 1g ® g(m)

Logo, p(g(m)) = 1g ® g(m), e portanto g(m) € M°H  para qualquer m € M.

Estamos agora aptos a definir a inversa de . Seja ¢ : M — H ® MH a aplicaciao dada por

Y(m) =Y. m~ ' ®g(mP) para qualquer m € M. J4 que para qualquer m € M vale que g(m) € MH

temos que 1) estd bem definida. Precisamos agora verificar que ¢ o ¢ = Idygppecon € potp = Idyy.

De fato, seja h @ m € H ® M“H . Entao

[¥ 0 pl(h®m) = ¢(p(h®m)) = ¢(h-m) = (h-m)~ @ g((h-m)°)

Como M é um H-médulo de Hopf, a compatibilidade nos da que

(h-m)™ @ g((h-m)°) = ham™" @ g(hg - m")



Agora, lembre que denotamos p(m) := m~! ® m®, mas como m € MH  temos que p(m) = 1y ® m,

0

ou seja, neste caso m~' = 1y e m® = m. Disto, e da definicdo de g, temos as igualdades

ham ™ @ g(hg - m°) = hy @ g(ha - m) = h1 ® [S((ha - m)~Y) - ((hg - m)°)]
Novamente pela compatibilidade de M, temos que
hi @ [S((ha - m)~1) - ((he - m)")] = h1 @ [S((ha)im™") - ((ha)s - m")]

donde segue novamente por m € MH que h1@[S((h2)1m 1) ((h2)2-m®)] = h1®[S((h2)1)-((h2)2-m)].
Agora, utilizando o fato de M ser um H-médulo a esquerda, e também as propriedades da antipoda

e da counidade, temos
h@[S((h2)1)-((h2)2-m)] = i @[(S((h2)1)(h2)2)-m] = hi@[e(h2)ls -m] = hne(he) @[l -m] = hem.
Logo, 1 0 ¢ = Id g peot.
Seja agora m € M. Temos que
[p o 9)(m) = (¥(m)) = p(m™" @ g(m®)) = p(m™' @ [S((m®)™") - (m°)°])

Como M é H-comoédulo a esquerda, temos

donde obtemos que
p(m™t @ [S((m") 1) - (m°)°]) = o((m™ )1 @ [S((m™1)2) -m°] = (m™ 1)1 - [S((m™)2) - m°] =
= [(m H1S(m ™)) - m® =e(m N1y -m® =15 - (e(m™Hym®) =1g-m=m

Logo, po = Idyy.

Assim, ¢ é uma bijegdo, e s6 nos resta mostrar que é um homomorfismo de H-médulos de Hopf a

esquerda.

Temos que ¢ é um homomorfismo de H-médulos & esquerda, pois para quaisquer b@m € H®@ M©H

e h € H, vale que

ph-(b®m)) =phb@m) = (hb) -m=~h-(b-m)="h-(p(b®m))

Por fim, para provarmos que ¢ é um homomorfismo de H-comddulos a esquerda, precisamos
mostrar que pop = (Idg ® ) o (A ® Idyeor). Mas de fato, para qualquer h@m € H @ M temos
que

[(IdH ® SO) o (A ® IndoH)](h ® m) = [IdH ® SO(I:A ® IndoH](h ® m)) —
= [Idg ® ¢|(A(h) ® Idyseorn (m)) = [Idg @ @|(h1 @ he @ m) =

= IdH(hl) & <,0(h2 & m) =M ® (hg . m)
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Por outro lado, temos [pop](h@m) = p(p(h®@m)) = p(h-m) = (h-m)~'®(h-m)?. Pela compatibilidade

e pelo fato de m € M“H  temos
(h-m)'@ (h-m)°® =hm™ @ (hy-m°) = hilg @ (ha - m) = hy @ (hy - m)

Logo, poyp = (Idg ® ¢) o (A ® Idyeon ), € concluimos o desejado. O

1.3 O Teorema de Larson-Sweedler

O objetivo desta secao é demonstrar o Teorema de Larson-Sweedler, um resultado importantissimo
sobre algebras de Hopf de dimenséao finita, que mostra que o espago das integrais tem dimensao 1 e

que a antipoda é bijetora.
Definicao 1.3.1. Seja H uma dlgebra de Hopf. O conjunto

!
/:{teH | ht=e(h)t, Vhe H}
H

€ chamado espaco das integrais a esquerda de H. Analogamente, o conjunto

/:{teH | th—c(h)t, Vhe H)
H

€ chamado espaco das integrais a direita de H.

Observacgao 1.3.2. Os conjuntos ﬁl e f;; sao de fato subespacgos vetoriais de H, e mais, eles sdo

também ideais bilaterais de H. De fato, sejam t,b € ﬁ], k,h e H e v € k. Temos que:

e 0 [l pois h0 =0 = e(h)0;
o t—be [}, pois h(t — b) = ht — hb = e(h)t — e(h)b = e(h)(t — b);

e at € fIl{, pois h(at) = (ah)t = e(ah)t = (ae(h))t = e(h)(at).

Os trés itens acima provam que fIl{ € um subespago vetorial de H. Vejamos agora que fIl{ € um
ideal bilateral de H, e para isto resta verificar que th € fllq e que ht € fll{, onde t € f;l eh e H.

Temos:

o the [l pois k(th) = (kt)h = (e(k)t)h = e(k)th;

o Nt e fIl{, pois k(ht) = (kh)t = e(kh)t = e(k)e(h)t = e(k)(e(h)t) = e(k)(ht).

As contas sao andlogas para flg
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Lema 1.3.3. Sejam V' um k-espaco vetorial e a,b € V tais que f(a) = f(b), para toda f € V*. Entdo

a=>b
Demonstragdo. Sejam V um k-espago vetorial e a,b € V tais que f(a) = f(b) para toda f € V*.
Considere {v;};c; uma base de V. Entao o conjunto {v}}icr é L i. em V*.

Podemos supor sem perda de generalidade que a = 1" ; ayv; e b = >, Biv;, onde ay, B; € k,

para cada i =1,2,...,n.

Assim, para i = 1,2,...,n, temos v;(a) = v} (b), por hipétese. Assim,

v; < Zz”; am) = v < z": Bivi)
gvf(am) = Z v; (Bivi)
gaw:m) = ) B (vi)

o = fi

Logo a = i, avvi = 3L, Bivi = b. O

Vejamos agora uma proposi¢ao que caracteriza elementos integrais na algebra de Hopf H*.

Proposicao 1.3.4. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita. Entdo

l
r e < T(h)lH = hlr(hg) (1.10)
H*

S <:>O'(h)1H :U(hl)hg (111)
H*

para todo h € H, onde A(h) = h1 ® ho.

Demonstragdo. Sejam r € fllq*, o€ f;l* e f € H*. Lembremos que o produto em H* é o produto
convolugao e que eg-(f) = f(1n).

Prova de (1.10):

l
7“6/ — fxr=cepg-(f)r=f(y)r,vVf e H —
Hx
<~ (fxr)(h)=f(g)r(h),Vf e H*Vh € H —
< f(h)r(he) = f(Lu)r(h),Vf € H*,Vh € H <=
<~ f(hr(he)) = f(lgr(h)),Vf € H*,Vh € H <—
<~ hl’l“(hQ) = 1H’l“(h) = T(h)lH,Vh S H,

onde a ultima equivaléncia é garantida pelo Lema 1.3.3.
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Analogamente, provamos (1.11):

06/}; < oxf=cy(flo=f(ly)o,Vf € H' <
<~ (oxf)(h)=f(lg)o(h),Vf e H" Vh € H <
— o(h)f(he) = f(L)o(h),Vf € H*\Vh € H <
< f(o(h)he2) = f(lmo(h)),Vf € H,Vh € H <
— O'(hl)hgleO'(h):O'(h)lH,VhGH.

O]

Comegaremos agora a construcao de uma estrutura de H-mddulo de Hopf a esquerda em H*, onde
H é uma algebra de Hopf de dimensao finita. Tal estrutura sera utilizada de forma muito importante

na demonstragao do Teorema de Larson-Sweedler.

Proposicao 1.3.5. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita. Entdo:

(i) H* é um H-mddulo a direita via +—:

+—H*"®@H — H*

onde

f~—h:H—k
ko= (f < h)(k) = f(hk)

Com a ag¢ao — dada no item (i) acima e a antipoda S de H, construimos uma a¢ao de H em

H* a esquerda, conforme abaizo:
(i) H* € um H-mddulo a esquerda via —:

— H®Q H* — H*

onde h — f = f — S(h).

Demonstragao. Prova de (i):

Para que < seja uma acao a direita temos que verificar que valem as igualdades f — 1 = f e

f+— (hk)=(f — h) — k). Sejam h,k,a € H e f € H*. Temos:

o (f—1m)(h) = f(lmh) = f(h). Logo, f — 1 = f.
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e Notemos que [(f — h) — k)[(a) = (f — h)(ka) = f(h(ka)). Por outro lado, temos que
[f — (hk)](a) = f((hk)a). Como h(ka) = (hk)a, temos que f «— (hk) = (f < h) — k).

Prova de (i7):

Para que — seja uma acao a esquerda, temos que verificar que valem as igualdades 1y — f = f
e (hk) — f=h— (k— f). Sejam h,k € H e f € H*. J& temos que +— é uma acao a direita, entao
temos:

(g —=f)=f=S0u)=f—1u=f
e portanto 1y — f = f. E também temos:
(hk) = f = [ S(hk)=f = (S5(k)S(h)) = (f = S(k)) = S(h)) =
= (k=f)=S8h)=h—(k—=[)

e portanto (hk) — f=h — (k — f). O

Lema 1.3.6. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita. Entao (H*)* é isomorfo a H como
dlgebras de Hopf.

Demonstragdo. Sejam H uma algebra de Hopf de dimensao finita, {h1, ..., h,} uma base para H sobre
k e {h7,...,h}} sua base dual.

Definimos J : H — (H*)* por J(h;) = ]’/L\i, para i = 1,2,..,n, onde I;Z : H* — k é dada por

i?l(h;) = 0;j, onde d;; ¢ o delta de Kronecker, ou seja, lz(h;) =lgsei=je il;(h;‘) = 0 caso contrério.

Note que f/L\Z(f) = f(h;) para qualquer f € H*, i = 1,...,n. De fato, temos que f = Z] LT

onde o € k. Assim,

Por outro lado,

:(z% ) = St ) = 3 a5 00) = o

Ou seja, hi(f) = a; = f(h;), onde f = > =1 aghs.

Para h € H, denotamos J(h) por h. Escrevendo h = >oi, oihi, onde o; € k, temos
J(h) =31, oih; == h. Temos entdo que h(f) = f(h),Vf € H*. De fato,

— <;aiii)(f)=;ai[fi(f)}=;oif( Zf (oihi) = (Zo’l Z> _

Vemos entao que J estd bem definida. De fato temos J(h) = he (H*)*, para qualquer h € H, e se
h = k entao iAL(f) = f(h) = f(k) = E(f), para qualquer f € H*, ou seja, J(h) = J(k).
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Vejamos agora que a aplicacao J realiza o isomorfismo entre algebras de Hopf, isto é, J é homo-

morfismo de dlgebras, é homomorfismo de codlgebras e é bijetora.

Para que J seja homomorfismo de algebras, temos que verificar dois itens:

e Mgy o (J ®J)=Jompy. De fato, sejaa ®b € H® H, temos

~

[mgareys 07 ® J(@ @ b) = mreye (J(a) & J()) = mgggoy-(@ @) = axb.
Por outro lado, [J o my](a ®b) = J(ab) = ab.

Mas notemos que ab(f) = f(ab) e (@ b)(f) = a(f1)b(f2) = fi(a)fa(b) = f(ab),Vf € H*, onde
Ap+-(f) = f1 ® fa, e a dltima igualdade vem da Proposicao 1.1.24.

Portanto, ab = a*B, e entao mg+y- o (J ® J) = Jomy.
o Iyx*f=fVfe (H*)*. De fato, para g € H* temos
[Ta * f1(9) = Tu(91) f(92) = 91(1e) f(92) = em=(91) f (92) = f(em=(91)g2) = f(9)-

Logo, Tu*f=f.

Portanto, J é homomorfismo de algebras.

Para que J seja homomorfismo de coalgebras, temos que verificar dois itens:

o Ag+y-oJ =(J®J)oAy. De fato, seja h € H, temos
[A ey 0 J)(h) = Agrey (J(h)) = Aggpeys (h) = hy © ha.
Por outro lado, [(J®.J)oAy|(h) = (J@J)(Ax(h)) = (J@J)(hi@hs) = J(h1)®J(hs) = Ty @ha.
Mas notemos que para cada f® g € H* ®@ H*, temos
(1 @hs)(f®g) = hi(f)@ha(g) = f(h1)@g(ha) = f(h1)g(ha) @1k = (Fg)(h) @1k = h(f*g) D1k

Por outro lado,

~

(h1 @ ha)(f © g) = hi(f) @ ha(g) = ha(f)ha(g) © L = h(f * g) ® L

onde A (p«) (ﬁ) = ﬁl ®ﬁ2, e a ultima igualdade também vem da Proposicao 1.1.24, ja que (H*)*
é o dual de H*.

Logo, Ag+y-0J = (J® J) o Ap.

® ¢y = g(y+)= o J. De fato, para h € H temos

le(ry- 0 JI(h) = ey (J (1)) = e(arey=(h) = h(Lpr+) = h(epr) = e (h)

Logo, ey = g(ggy« 0 J.
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Portanto, J é homomorfismo de codlgebras.
Resta apenas verificar que J é uma bijegao.

Provaremos que J é injetora, e como H tem dimensao finita, temos que H* e (H*)* ambos também

tém, sendo a mesma de H, e segue entao que J é bijetora.

Sejam a,b € H tais que J(a) = J(b). Temos que a = > ; a;h; e b= > ", B;h;. Portanto, temos

J(a) = J(b)

J(iaihi) _ J(gﬁihz)
Zai,](hi) = lzn;@w](hi)

S = S8R
3 =1

Assim, para cada j = 1,...,n, temos
J(a)(h;) = J(b)(h])

[Sedfos) - [San]u

n n
D_ail(h) = Y Bih;(hi)
i=1 i=1
aj = B
Ou seja, a = >, a;hy =Y ;" | Bihi = b. Logo, J é injetiva.
Portanto, J é uma bijecao.

Concluimos entao que J é um isomorfismo de algebras de Hopf entre H e (H*)*. O]

Proposicao 1.3.7. Sejam A uma dlgebra de dimensao finita e V. um k-espago vetorial de dimensao

finita. Se V€ um A-mdédulo a direita, entao V é um A*-comddulo a esquerda.

Demonstragdo. Sejam A uma dlgebra de dimensao finita e V' um k-espaco vetorial de dimenséo finita.
Considere V um A-médulo & direita via a agdo - : V® A — V. Pela Proposicao 1.1.25, temos que
A* é uma codlgebra. Queremos construir uma coacao a esquerda de A* em V, isto é, uma aplicacao

p:V—A"RQV.
Considere {v1,v2, ...,v,} uma base de V' sobre k. Vejamos que fixando um elemento v € V| para
qualquer a € A, obtemos que v-a € V. Assim, temos que v-a =Y ., a;v;, onde ; € k.

Para este v fixado, definimos entao, para cada ¢ = 1,...,n, as aplicacoes o : A — k, dadas por

a?

— . — n 0. ] v 1
Y(a) = a;, onde v-a = > a;v;. Ou seja, of aplicado em um elemento a tem como resultado a

i-ésima coordenada da acdo de a em v. Notemos que o} estd bem definida, ja que {vi,v2,...,v,} é

33



base de V. Precisamente, seja a = b. Temos que a(a) = oy, onde v-a = Y 1" | vy, e af (b) = S,
onde v-b=>"", Bv;. Desde que a = b, temos que v-a =wv-b, isto é, Y i | oyu; = > 1 Biv;. J& que
{vi}7?_, é base de V, temos que «; = ;. Portanto af(a) = o (b). Logo o] estd bem definida.

Além disso, o é k-linear. De fato, sejam a,b € A e § € k. Temos que of(a + b) = «;, onde
v-(a+b) =", af(a) =af, ondev-a= Y1 av, eal(b)=a, ondev-b=>3" alv.

Como Y " av; =v-(a+b) = (v-a)+(v-b) =Y 1" v+ >0 ofvy =>7" (o +af)v;, obtemos
que o; = o, + of , ou seja, of (a +b) = af(a) + ol (b).

Além disso, a(Ba) = a4, onde v - (Ba) = Y i | vy, e af(a) = o}, onde v-a =Y | atv;. Como
Yorioiv; = v (Ba) = Bv-a) = B odui) = Yo (Ba)v;, obtemos que «; = Ba, ou seja,
ai(Ba) = B(ej(a)).

Com isso, concluimos que o € A*. E mais, temos que vale v-a = > ", a¥(a)v;.

Definimos entéo nossa coacao p: V — A* @V por p(v) =Y 1", o ® ;.

Resta verificarmos que de fato p é uma coacao, isto é, precisamos verificar que valem as igualdades

(Ida« @ p)op=(Aa=®@Idy)ope[(ea®@Idy)op|(v) =1®v,YveV.
Vamos verificar que as igualdades sao satisfeitas na base de V.

Notemos inicialmente que, a 7(14) = «; tal que vj - 1a = > ov;, donde concluimos que
a;” (14) = 6.

Lembrando que e4+(f) = f(1a) para qualquer f € A* obtemos facilmente a segunda igualdade,
ja que

[(ea* ® Idy) o pl(vj) = [eax @ Idy](p(vj)) = [eax @ Idy] <Z o ® Ui) =
i=1

n n
Z ®Idv (vi) Za (14) ®’UJ 2(51‘]‘@%‘:1@1}]‘
] i=1

Portanto, nos resta agora verificar que (Ida ® p) o p = (Ax+ @ Idy) o p.
Notemos que

[(Ida- ® p) o pl(v;) = [Ida- @ p] (Z a;’ ®vz‘> = Za?j ® p(v;) =

= ;(a?@@ (gag@%)) :;<Za]®a >®Uk

Por outro lado,

[(Aa- @ Idy) o pl(vj) = [Aa @ Idy](p(vy)) = [Aax @ Idy] <Z a; ® Ui) =

i=1

_ ZAA* N @ Idy (v;) = ZAA*Oék)@Uk
k=1
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Assim, é suficiente provarmos que para cada k € {1, ..., n}, temos que vale A4+ (o) = 37 | (o;” @),
Notemos que, para quaisquer a,b € A, temos que

(vj-a)-b = (Z a?(a)w) b= Z[(afj(a))(vi b)] = !0‘ (ZO‘ )] -
i=1 1

=1 =

= Z (Z o’ (a)a)) (b)Uk> = Z (Z o)’ (a)a)) (b)) Vg
k=1

i=1 k=1 \i=1

Por outro lado, v; - (ab) = Y1, oy (ab)v; = S_p_; o (ab)vg
Como (v;-a)-b = v;-(ab), temos que para todo k = 1, ...,n, vale que .7, [o;” (a)a}: (b)] = o’ (ab).
Por fim, notemos que

(A% ()@ ®b) = [(a) )1](a) @ [(e))2](0) = ([ )a] (@) ([(ex)))2] (b)) ® Lic = [y ] (ab) @ Lie

E, por outro lado,

[Za?j@a?‘ a®b) = Y [of @ay](a®b) =Y [a)(a) @ ay (b)] =
=1 =1 =1
= Dl (a)(ay (b)) ® 1] = (za )m
=1

Assim, concluimos que 1, (o’ ® o)) = A% (y’), como queriamos.

Logo, p é de fato uma coacao. O

A proposicao acima reflete uma propriedade importante, principalmente quando tratamos de uma
algebra de Hopf de dimensao finita H. Veremos a seguir a construgao da coacao a esquerda de H em

H* com mais detalhes.

Seja H uma &algebra de Hopf de dimensao finita. Entao temos que H* é um H*-mdédulo a direita

via a multiplicacao usual de H*, isto é, o produto convolucao.

Entao, pela Proposigao 1.3.7, temos que H* é um (H*)*-comddulo a esquerda, e pelo Lema 1.3.6,

temos que H = (H*)* como algebras de Hopf. Logo H* é um H-comddulo a esquerda.

Seja {¢1, ..., ¢} uma base de H*. Sabemos que o produto em H* é dado pelo produto convolugao.
Assim, fixando f € H*, temos que f x g € H*, para cada g € H*, e portanto fxg = > " | a;¢;,
com «; € k. Notemos que da mesma forma como foi realizado na prova da Proposicao 1.3.7, temos
aplicacoes k-lineares a{ : H* — k que satisfazem a{(g) = o, onde fxg = > ", a;¢;. Ou seja,

I e (H*)* e satisfazem f x g = Yo H(9) .

Agora, como vimos no Lema 1.3.6, H é isomorfo a (H*)* via J. Assim, existem h{, ey hi, € H tais

que J(hlf) = alf, para cada i = 1, ...,7n, ou seja, hlf = alf.
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Lembre que a coacao dada pela Proposicao 1.3.7 é
p:H* — (H')"®@H"

n
f = Z Oélf ® ¢;

i=1
Donde temos que py = (J~' ® Idy+) o p é coacdo, onde
pj - H — HQH"

fo= Y rleos
=1

Por fim, note que

Fro=3 ol(@e =3 h(gs: =3 ghl)o:
=1 =1 =1

Portanto, temos que vale a igualdade f*g =3 ., g(hf)g[)Z

Lembre que usualmente denotamos a imagem de uma coacio por ps(f) := f~! ® f°. Neste caso,

denotamos a igualdade fxg=>1 g(hzf)(;ﬁi por g(f=H) f°.

Assim, quando consideramos H* como um H-comédulo a esquerda via pj, a seguinte igualdade é

satisfeita f x g = g(f~1)f° Vg € H*, onde p;(f) = f' @ fO.

Deste ponto em diante, quando considerarmos uma dlgebra de Hopf H e nos referirmos a H* como

um H-comédulo a esquerda, denotaremos a coagao p; simplesmente por p.

Lema 1.3.8. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita. Entdo H* € um H-mdodulo de Hopf a

esquerda via —, como dada na Proposicao 1.3.5 e p como construida acima.

Demonstracdo. Lembrando que H* é um H-médulo a esquerda via —:

. H®H* — H*
hof — h—f=f+—Sh):H—k
ki f(S(h)k)

e H* é um H-comoddulo a esquerda via p:
p:H — H® H*
n
f = Zr{@dy =ftef
i=1

onde {¢1,...,on} é base de H* e r{, ...,r£ satisfazem fxg=> 1", g(rzf)qbi = g(f~Hf9%vg € H*.

Para que H* seja um H-mddulo de Hopf & esquerda, resta somente mostrar a compatibilidade,

isto é, p(h — f) = h1f 1 ® ha — f°, onde A(h) = hy ® ha.
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Pela construcao dada anteriormente, temos que
plh— f)=mf" @hy — [ = (h— f)xg=g(hif~")(ha — f°),¥g € H*
Notemos que g(h1f~!) €k e hy — 0 € H*.

Assim, para quaisquer x € H e g € H*, temos que

lg(haf~)(he — fO)(z) = [9(hif)(f* = S(h2)](z) =
= gl f ) f%(S(h2)z) = [g — ma](f ) f*(S(h2)x)

Nota que pelo que vimos, para todo h € H, vale que

lg = hl(f )" = f*(g=h)
Donde seguimos com
lg = ha)(f )2 (S(ha)x) = [f* (g = h1)](S(ha)z) =

= f([S(h2)z]1)[g — M]([S(h2)x]2) =
= f([S(h2)1iz1)[g — m]([S(h2)]272) =

I
~

(
(
(S((h2)2)x1)[g = Ma](S((h2)1)x2) =
= f(S(h2)z1)lg = (P )1](S((h1)2)z2) =
= f(5(h2)x1)g((h1)15((h1)2)x2) =
= [(S(h2)z1)g(e(h1)1nz2) =

= f(S(e(h1)h2)z1)g(1rw2) = f(S(h)z1)g(x2)

Por outro lado, temos que
[(h = ) * gl(x) = [h — fl(z1)g(x2) = [f = S(W)](z1)g(x2) = f(S(h)x1)g(w2)

Logo, (h — f)* g = g(h1f~1)(ha — f°), donde concluimos que vale a compatibilidade. O

Estamos agora aptos a provar o resultado principal desta secao.

Teorema 1.3.9. (Teorema de Larson-Sweedler) Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita.

Entao:

(i) dimg(f;) = 1;
(13) S € bijetora;
(ii) S(fgr) = J1z:

(i) dimg(f},) = 1.
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Demonstragao. Prova de (i):

Seja H uma algebra de Hopf de dimensao n. Considere H* com estrutura de H-médulo de Hopf

a esquerda via — e p como no Lema 1.3.8.

Pelo Teorema Fundamental dos Médulos de Hopf & esquerda 1.2.17, temos H* = H ® (H *)"’OH

como H-modulos de Hopf a esquerda.

Lembremos que (H*)°H = {f € H* | p(f) =1y ® f}, e também que se denotarmos
p(f) = 1 ® f° aigualdade f x g = g(f~1)f° é satisfeita para toda g € H*.

Como dimg(H) = n = dimg(H™), temos
n = dimy(H*) = dimy(H @ (H*)°") = dimy (H) dimy ((H*)°7) = n dimy ((H*)°H),
donde concluimos que dimy ((H*)°H) = 1.

Agora, note que

fe @) p(f)=f"eff=1gef

frg=g(f 1" =9(ln)f,vg e H <
f(h1)g(h2) = g(1u)f(h),Vg € H",h € H <=
g(f(h1)h2) = g(f(h)1y),Vg € H*,h € H <=
f(h1)hy = f(h)1g,Vh € H <

re

onde a tultima equivaléncia vem da Proposicao 1.3.4.

rerttruvy

Assim, como espagos vetoriais temos que (H*)® f e
Portanto dimy( fy;.) = dimy ((H*)*") = 1.

Agora, considerando inicialmente a dlgebra de Hopf B = H*, pelo mesmo argumento concluimos
que dimy([5.) = 1, isto é, dimk(f(rH*)*) = 1. Como (H*)* = H como &lgebra de Hopf pelo Lema 1.3.6,

temos que dimy([y;) = 1.
Prova de (i7):

Note inicialmente que pelo item (), temos que (H*)®H =

f 1+ como k-espagos vetoriais, donde
temos que H ® (H*)*H = H® f 7+ como modulos de Hopf & esquerda, onde a estrutura de médulo

de Hopf & esquerda em ambos é dada como no Exemplo 1.2.14.

Pelo Teorema Fundamental dos Médulos de Hopf & esquerda 1.2.17, temos que H ® (H*)*H =~ f*
como H-médulos de Hopf & esquerda, ou seja, H @ | I;* =~ H* como H-médulos de Hopf a esquerda,

via ¢ : H® [;. — H* dada por ¢(h ® \) = h — A, para quaisquer A € [, € H* e h € H.

Como dimg( [ ;I) =1, temos que existe o € [ ;I*,a # 0. Fixemos tal elemento nao-nulo o.
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Vamos agora mostrar que S : H — H é injetiva, donde seguird que S é bijecdo, pois H tem

dimensao finita. De fato, seja h € ker(S5), isto é, S(h) = 0. Vamos mostrar que h = 0.

Note que para qualquer k € H, temos que
[p(h ® 0)](k) = [h — o](k) = [0 <= S(h)|(k) = o(S(h)k) = o(0k) = o(0) =0

Assim, k € ker(h — o). Como k € H é qualquer, temos que ker(h — o) = H.
Desta maneira, (h — o)(k) = 0,Vk € H, e segue que h — o = 0, onde 0 é o homomorfismo nulo.

Temos entao que p(h®@0c) = (h — o) = 0. Como ¢ é um isomorfismo, temos que h®@ o = 0. Como

o # 0 e o produto tensorial estd sobre o corpo k, concluimos que h = 0.
Portanto, S é injetiva, e o resultado segue.
Prova de (7i1):
J4& temos pelo item (ii) que S é bijecao, donde existe S~ tal que So S~! =510 S = Idy.

Seja h € [ Il{ Para qualquer k € H, utilizando as propriedades dadas em 1.1.21, temos:

Assim, S(h) € [};, e temos que

()

Por outro lado, seja h € [ 17:1 Analogamente, para qualquer k € H, temos

kSTNR) = Idp(k)S™(h) = STHS(R)S T (h) = ST (hS(R)) =

Assim, S7Y(h) € fIl{, e com isso h = S(S71(h)) € S(fll{) Portanto,

e ()

Das contengdes 1.12 e 1.13 temos a igualdade [}, = S(fll{)
Prova de (iv):

Este item segue diretamente dos itens anteriores. De fato, pelo item (), temos que dimy(f;) =1, e
pelo item (ii7) temos que S(fll{) = [};- Agora, pelo item (ii) temos que S ¢ bijetora, donde concluimos

que dimg( [};) = dimg (S([},)) = dimg([5;) = 1. O

Vamos provar agora o ultimo resultado desta secao, que mostra que H =2 H* como H-médulos a

esquerda, quando H é uma &algebra de Hopf de dimenséao finita.
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Consideremos entao H uma &algebra de Hopf de dimensao finita.

Tome H como um H-médulo a esquerda via multiplicacao de H, e H* como um H-médulo a
esquerda via agdo — dada no item (ii) da Proposigao 1.3.5. Lembremos que —: H@ H* — H* é dada
por — (h®@ f):=h — f=f+ S(h),onde f — S(h): H— k é dada por [f — S(h)|(k) = f(S(h)k),
para qualquer k € H.

Como H é uma algebra de Hopf de dimensao finita, temos que H* também é uma dlgebra de Hopf,

e também de dimensao finita, portanto, segue do item (i) do Teorema de Larson-Sweedler 1.3.9, que

o k-espago vetorial [ Iq; tem dimensao 1, ou seja, existem elementos nao-nulos em [ Iq;
Temos entao o seguinte resultado:
Teorema 1.3.10. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita. Para cada A € f[ir*f A # 0, temos

que a aplicagio py : H — H* dada por ¢x(h) = h — A = X — S(h), para todo h € H, é um

isomorfismo de H-mddulos a esquerda.

Demonstragdo. Seja \ € flz*, A # 0. Pela Proposicao 1.3.5, temos que — é uma acdo de H em H*
pela esquerda, donde segue que @) é um homomorfismo de H-médulos & esquerda. De fato, para todo

h,k € H, temos:

o oa(h+k)=pr(h) +palk):

pr(h+k) = (h+k) = A= (h = A+ (k=) =pah) + ea(k)

o palh-k)=h—pa(k) :

pa(h-k) = oa(hk) = (hk) = A=h — (k= A) = h — @x(k)

Agora, resta provarmos que ¢y é uma bijecao.

Pelo item (i7) do Teorema de Larson-Sweedler 1.3.9, temos que S é bijetora e, além disso, durante a
prova deste item vimos que H® | 13* =~ H* como H-médulos de Hopf & esquerda, via ¢ : H® | ;1* — H*
dada por p(h® A\) = h — A = X\ — S(h), para quaisquer \ € f;* C H*,h € H, e onde a acgao — de

H em H* pela direita é dada conforme o item (i) da Proposi¢ao 1.3.5.

Assim, temos:

e ) ¢é injetora:
Sejam h, k € H tais que @y (h) = ¢a(k). Temos entdo as seguintes equivaléncias:
pa(h) = oa(k)
eh@X) = pk®N)
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Desde que ¢ é um isomorfismo, temos que h ® A = k ® A, e portanto temos h ® A — k @ XA = 0,
ou seja, (h — k) ® A = 0. Como o produto tensorial estd sobre o corpo k, e A # 0, temos que

h —k =0, e segue que h = k.

Logo, o) ¢ injetora.

e () € sobrejetora:

Como H tem dimensao finita, segue que H* também tem dimensao finita e é a mesma de H, e
temos que @) : H — H”* injetora, onde H e H* tem a mesma dimensao. Segue portanto que

) é também sobrejetora.

Portanto, concluimos que para cada A € | IS*, A # 0, a aplicagao ¢y é um isomorfismo de H-mddulos

a esquerda. O

1.4 Injetividade

Nesta se¢ao mostramos que toda algebra de Hopf de dimenséao finita é um H-mddulo injetivo. Para
alcancar este objetivo, retomamos o estudo da teoria de médulos, nos orientando principalmente pelas
referéncias [7] e [17], onde veremos um pouco sobre médulos injetivos, para que ao final concluamos o

desejado desta secao.

Primeiramente, queremos definir um A-médulo a esquerda injetivo. Para isso, veremos um teorema
que garante equivaléncia entre trés propriedades para um A-médulo a esquerda. De posse deste
teorema, definiremos entao como sendo um A-médulo a esquerda injetivo um mdédulo que satisfaz
essas propriedades. Observamos que a definicdo de um A-médulo a direita injetivo é feito de forma

andloga.

Antes de enunciarmos o teorema que caracteriza mddulos injetivos, vejamos alguns resultados

preliminares que irao facilitar a prova do referido teorema:

Definicao 1.4.1. Dizemos que uma sequéncia exata curta de A-mddulos a esquerda
0—M-5N-LL -0
cinde se existe um homomorfismo A-linear p: N — M tal que poi = Idy;.

Lema 1.4.2. Sejam ¢ : L — M e g : L — D dois homomorfismos de A-mddulos a esquerda.

Entao existem homomorfismos ' : D — MI;D eg : M — MV;D que satisfazem g o = 4’ o g,
g g

onde Wy = {(¢(x), —g(x)) |z € L} é submddulo de M x D.

Além disso, se 1) € injetor, entdo 1)’ também é.
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Em outras palavras, o lema acima diz que sempre podemos estender o primeiro diagrama abaixo

ao segundo, que comuta.

L g D L : D
¢ e 'L//' d),
M MxD
M g W,
E mais, se 0 — L YoM exata, entao também é 0 — D N MV[ZD

Demonstragao. Sejam ¢ : L — M e g : L — D dois homomorfismos de A-médulos a esquerda.

Definimos ¢’ : D — MV[ZD por ¢'(d) = (0,d) + Wye g : M — MV‘ZD por ¢'(m) = (m,0) + W,.

Temos que ¢/ e ¢’ sao homomorfismos de A-médulos & esquerda.

Vamos apenas verificar que ¢/ o) = o g.

Seja I € L. Entdo temos que (¢ o ¥)(1) = ¢/ (¥ (1)) = (¥(1),0) + W,.

Por outro lado, temos que (¢ o g)(I) = 9/ (g(1)) = (0, g(1)) + W,.

Desde que (1(1),0) — (0, 9(1)) = (1), ~g(1)) € Wy, temos que ((1),0) + Wy = (0, g(1)) + W,
Logo, [¢' o ¥](l) = [/ 0 g](1). Como [ € L foi qualquer, temos que ¢’ o ¥ = ' o g.

Além disso, temos que se 9 for injetora, entao 1)’ também é. De fato, sejam dyi,ds € D tais que
Y (d1) = ¢'(d2). Entao ¢/(di — da) = 0+ Wy, ou seja, (0,d; — da) € Wy. Assim, existe [ € L tal que
(0,d1 — d2) = (¥(1), —g(1)). Desta maneira, ¥(I) =0 e dy —da = —g(l). Como 1) é injetora, temos que
[ =0. Portanto g(I) = g(0) = 0.

Logo, temos di = ds, e concluimos que v’ ¢é injetora. O

Lema 1.4.3. Seja

LY M-2sN—0

uma sequéncia exata de A-mddulos a esquerda. Entdo para qualquer A-mddulo a esquerda X, a
sequéncia

0 — Homu(N, X) 25 Homu(M, X) 2 Homu(L, X)

€ uma sequéncia exata de grupos abelianos, onde

V(g) =go e e (f)=fop

para quaisquer g € Homa(M,X) e f € Homa(N, X).

Demonstragdo. Suponhamos que
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seja uma sequéncia exata de A-mddulos & esquerda. Queremos provar que para qualquer A-mdédulo &

esquerda X, a sequéncia

0 — Homa(N, X) 25 Homa(M,X) > Homa(L, X) (1.14)

é uma sequéncia exata de grupos abelianos, onde

Y(g) =go e e (f)="fop

para quaisquer g € Homa(M,X) e f € Hom4(N, X).

Para isso, precisamos verificar apenas dois itens:

(4)

p* é injetora:

Seja f € ker(¢*). Entao ¢*(f) =0, isto é, f o ¢ = 0. Queremos mostrar que f: N — X é o
homomorfismo nulo. Como ¢ é sobrejetora, para todo n € N, existe m,, € M tal que n = p(m,,).
Assim, para qualquer n € N, temos que f(n) = f(e(my,)) = [f o ¢](my) = 0(m,) = 0. Logo, f

é o homomorfismo nulo, e portanto ¢* é injetora.

im(¢*) = ker(4"):

Seja g € im(¢*). Entao existe f € Homa(N, X) tal que ¢*(f) = g. Queremos mostrar que
g € ker(¢*), ou seja, que 1*(g) = 0. Como a sequéncia da hipdtese é exata, temos que po1) = 0.
Assim, temos que §*(g) = go ¢ = ¢*(f) o = (fop) oty = fo (pop) = f00 = 0.

Logo, im(¢*) C ker(y*).

Reciprocamente, seja g € ker(¢*). Entao 1*(g) = 0, donde segue que g o) = 0. Vamos
construir uma f € Hom(N, X) tal que ¢*(f) = g. Desde que, por hipétese, p : M — N é
sobrejetora, temos que para cada n € N, existe um m, € M tal que ¢(m,) = n. Definimos
entdo a aplicacdo f : N — X por f(n) = g(my,), onde m,, € M é tal que p(m,) = n. Como
para cada n € N existe m,, € M tal que ¢(m,) =neg: M — X, temos que a aplicacao f
faz sentido. Resta verificar que estd bem definida, e entao que satisfaz p*(f) = g. Para verificar
que f estd bem definida, precisamos verificar que se m; e mgy sao tais que ¢(m1) = p(ms) = n,
entao g(my) = g(ma).

Suponhamos entao que p(m1) = p(ms). Entao m; —ma € ker(yp). Como a sequéncia da hipdtese
é exata, temos que ker(¢) = im(v). Assim, existe | € L tal que ¥(I) = m; —mg. Desta maneira,
g(¥(l)) = g(my — mg), e portanto [g o ¥|(l) = g(mi1) — g(me). Como g ot = 0, temos que
0 = g(m1) — g(ma), ou seja, g(m1) = g(ms), como queriamos.

Além disso, como f(n) = g(my,), temos que f é A-linear. Logo, f € Homa(N,X). Por fim,
notamos que para qualquer m € M, temos que p(m) € N, e vale f(p(m)) = g(m). Portanto

fop=g.
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Logo, ker(¢*) C im(¢*).

Com isso, concluimos que ker(¢*) = im(¢*).
Pelos itens (7) e (i¢) acima, concluimos que a sequéncia de grupos abelianos dada em (1.14) é exata. [

Vejamos agora o teorema que caracteriza os modulos injetivos, e na sequéncia sua definicao.

Teorema 1.4.4. Sejam A um anel com 14 e D um A-mddulo a esquerda qualquer fizado. Sejam M, L
e N A-mddulos a esquerda e ¢ : M — N, ¢ : L — M homomorfismos de A-mddulos a esquerda.

Sao equivalentes:

(1) Para toda sequéncia exata curta de A-mddulos a esquerda
P ®
0O —L—M-—7N—0

a sequéncia

0 — Homa(N, D) 25 Homa(M, D) 2> Homu(L, D) —s 0
€ uma sequéncia exata curta de grupos abelianos, onde
V() =fod e ¢g)=gop
para quaisquer f € Homa(M,D) e g € Homs(N, D).

(13) Para qualquer homomorfismo de A-mddulos a esquerda injetor ¢ : L — M, temos que o
homomorfismo de grupos abelianos ¢¥* : Homa(M,D) — Homa(L,D) € sobrejetor, onde
V*(f) = fou,Vf € Homa(M,D). Isto €, para toda h € Homa(L, D), eziste g € Homa(M, D)
tal que ¥*(g) = h.

Em outras palavras, o sequinte diagrama comuta:

O——=L—>M

(tit) Para quaisquer A-mddulos a esquerda M e N, temos que se
0—D-L ML N—0

€ uma sequéncia exata curta de A-mddulos a esquerda, entdo ela cinde.

Demonstragao. [(1) = (ii)] Seja ¢ : L — M um homomorfismo de A-médulos & esquerda injetor.
Entao temos que

0— L% M ™ M/im() — 0
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é uma sequéncia exata curta de A-médulos a esquerda. Portanto, pelo item (i), temos que

0 — Homa(M/im(y), D) == Homa(M, D) - Homa(L,D) — 0
é uma sequéncia exata curta de grupos abelianos, donde segue que ¢¥* : Hom (M, D) — Hom (L, D)
é sobrejetor.

[(i1) = (4i7)] Suponhamos que
0—D-L ML N—0

é uma sequéncia exata curta de A-médulos & esquerda. Temos entao que f : D — M é injetora.
Assim, pelo item (i7), temos que a aplicacao f* : Homa(M, D) — Hom (D, D) é sobrejetora. Como
Idp € Homy(D, D), temos que existe p : M — D tal que f*(p) = Idp, ou seja, po f = Idp. Logo,

temos que a sequéncia dada cinde.

[(i79) = (i)] Suponhamos que
0—L-5 M2 N—0 (1.15)

seja uma sequéncia exata curta de A-modulos & esquerda.

Queremos provar que
0 —s Homu(N, D) £ Homa(M, D) 2> Homa(L, D) — 0 (1.16)
é uma sequéncia exata curta de grupos abelianos, onde

V(f)=fo e ¢(g)=gop
para quaisquer f € Homa(M,D) e g € Homa(N, D).

Observamos inicialmente que, pelo Lema 1.4.3, para provar que a sequéncia (1.16) é¢ uma sequéncia
exata curta de grupos abelianos, resta verificarmos que ¥* é sobrejetora. Seja g € Homa(L, D).

Queremos mostrar que existe f € Homa(M, D) tal que ¥*(f) = g, isto é, f o1 = g. Desde que ¢ é

injetora, pelo Lema 1.4.2, existem aplicacoes A-lineares ¢’ : D — M‘;D eg : M — MxD
g

T, com Y’

injetora, tais que o seguinte diagrama comuta

0 0
L—2 D
I
M 9 MxD

Wy

onde Wy = {(¢(z), —g(x)) | € L} é submbdulo de M x D. Assim, ¢’ o) =)' o g.
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Notemos entao que

MxD
W MxD » “w
0—D— — —
Wy ¥ (D)

é uma sequéncia exata curta de A-médulos a esquerda. Portanto, pela hipdtese (iii), temos que ela

cinde, isto é, existe um homomorfismo A-linear h : MVI>,<D — D que satisfaz h o’ = Idp.
g

—0

Definimos entdo f: M — D por f = hog'. Resta verificarmos que ¢*(f) = g. Mas de fato,
V' (f)=fov=(hog)op=ho(g o)) =ho(' og)=(hoy)og=1Idpog=yg
Portanto, a sequéncia (1.16) é uma sequéncia exata curta de grupos abelianos. O

Definigao 1.4.5. Dizemos que D é um A-mdédulo a esquerda injetivo se D satisfaz uma, e portanto

todas, das condicoes equivalentes do Teorema 1.4.4 acima.
Exemplo 1.4.6. Qualquer k-espaco vetorial V € injetivo.
De fato, suponhamos que V € um k-espago vetorial e que

00—V MmN —0

€ uma sequéncia exata curta de k-espacos vetoriais.

Consideramos entao {v;}icr uma base de V' sobre k. Como f € injetora, {f(vi)}ier € um conjunto
Li. em M, e entio podemos estender este conjunto a uma base de M, digamos que {f(v;)}icr U{wj}jcs
seja esta base. Assim, definimos a aplicagao k-linear h : M — V na base por h(f(vi)) = v; e

h(w;) =0, e estendemos linearmente.
Temos que h € uma aplicacdo k-linear e vale que ho f = Idy . Logo, a sequéncia exata dada cinde.

Segue portanto da condi¢do (iii) do Teorema 1.4.4 que V ¢ injetivo como k-espago vetorial.

Observagao 1.4.7. Vimos pelo exemplo anterior que todo k-espago vetorial V € injetivo. Seque entdo

que pela condi¢do (i) do Teorema 1.4.4, que para qualquer k-espago vetorial V', se a sequéncia
0— L5 M- N—0
€ uma sequéncia exata curta de k-mdodulos a esquerda, isto €, de k-espacos vetoriais, entdo
0 — Hom(N,V) 5 Hom(M, V) = Homg(L, V) — 0

€ uma sequéncia exata curta de grupos abelianos, onde V*(f) = fo,Vf € Homg(M, D) e
©*(g) = gop,Vg € Homg(N, D).

O Teorema 1.4.4 reflete uma propriedade muito interessante dos modulos injetivos, que enuncia-

remos como o seguinte coroldrio:
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Coroléario 1.4.8. Se D € submddulo de um A-mdédulo M, entdo D ser injetivo significa que D é um

somando direto de M .

Demonstragdo. Suponha que D é um A-submédulo de M e que D é injetivo como A-mdédulo. Note
que a inclusdo ¢ : D — M é um homomorfismo de A-mddulos & esquerda injetor. Entdo temos que
a sequeéncia

0—D-“M-"5M/D—0

é uma sequéncia exata curta de A-médulos a esquerda. Como D é injetivo, pelo item (iii) do Teorema

1.4.4, esta sequéncia cinde. Seja p: M — D o homomorfismo tal que pot = Idp.

Afirmamos agora que M = D @ ker(p). De fato, temos que D, ker(p) C M, logo D + ker(p) C M.
Vamos verificar agora que M C D + ker(p). Considere z € M. Assim, temos que p(x) € D. Desde
que p(z) € D, temos que [t o p|(z) = (p(x)) = p(z) € D. Disto, obtemos que valem as igualdades
p(z) = Idp(p(x)) = [Idpop|(x) = [porop|(x) = p([top](z)). Com isso, temos que, z—[rop|(x) € ker(p).
Assim, x = [x—[cop](z)]+[cop]|(x), onde [top](z) € D e xz—[top|(x) € ker(p). Logo, = € ker(p)+D. Por
ultimo, seja z € DNker(p). Assim, z € D e z € ker(p). Do fato de z € D, temos que z = (z), e do fato
de z € ker(p), temos que p(z) = 0. Consequentemente, 0 = p(z) = p(¢(2)) = (pot)(2) = Idp(z) = z,
ou seja, z = 0. Logo, D Nker(p) = {0}.

Com isso concluimos que D é um somando direto de M, como queriamos. O

Observagao 1.4.9. Seja A umak-dlgebra. Para qualquer k-espago vetorial V', temos que Homy (A, V')

€ um A-maodulo a esquerda, via

(a- f)(z) = f(za), Yfe Homg(A V), Va,zeA.

No que segue, denotaremos por V 0 A-médulo & esquerda H omg(A, V), onde a estrutura de

A-médulo é dada na observagao acima.

Lema 1.4.10. Sejam A uma dlgebra sobre k e V' um k-espago vetorial. Entdo para qualquer A-mddulo
a esquerda M, temos que

Homa(M,V) = Homp(A®a M, V)

como k-espacos vetoriais.

Demonstragao. Inicialmente, vemos que pela Observacao 1.4.9, Vi=H omg(A,V) é um A-médulo a

esquerda, donde segue que Hom (M, V) é um k-espaco vetorial.

Para cada f € Homyg(A ®4 M,V), temos que f : A®4 M — V é k-linear. Assim, para cada
m € M, definimos f,, : A — V por fi,(a) = f(a®m). Notemos que f,,(a) = f(a®m) € V e portanto

fm estd bem definida. Claramente, f,, é uma aplicacao k-linear. De fato, para quaisquer a,b € A e
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o € k, temos que fn(a--b) = f((a-+b)@m) = fla@m+bom) = f(a®m)+fbEm) = fu(a)+ fn(b)
e fm(aa) = flaa@m) = f(a(a®@m)) = af(a®@m) = afm(a). Assim, f,, € Homyg(A, V).

Com isso, definimos ¢ : M — Homy(A,V) =V por ¢y(m) = fn. Afirmamos que ¢y é A-linear.
De fato, para quaisquer m,n € M e a,x € A, temos que
Wim+n)(z) = fmin(z) = flz@(m+n))=flz@m+tzen)=flzom)+ flzxen)=
= fm(2) + fu(z) = (fm + fo) (@) = ((m) + ¢y(n))(z)

Logo, ¢ f(m +n) = ¢s(m) + ¥¢(n). E também temos que 1¢(a-m) = a-1ps(m). De fato, temos que

(@ m))(@) = fam(®) = f(z @ a-m). Por outro lado, [a- b(m)](x) = [ty(m))(za) = f(za & m).
Desde que za @ m = = ® a - m, concluimos que ¥(a-m) = a - ;(m). Assim, ¥y € Homa(M,V).

Portanto, temos que estd bem definida a aplicacdo v : Homg(A @4 M, V) — Homu(M, f/)
dada por ¢(f) = 9. Além disso, temos que esta aplicagdo é k-linear. De fato, para quaisquer
f,g9€ Hom(A®a M, V) e a €k, temos que ¥(f + g) = yy4. Assim, para qualquer m € M, temos

que Yyig(m) = (f 4+ g)m. e segue que para qualquer a € A, temos que
[(f + 9Iml(a) = [f + glla®@m) = fla®@m) + gla®m) = fm(a) + gm(a) = [fm + gm](a)

Portanto (f + g)m = fm + gm, € consequentemente [¢)¢44](m) = [t + 1g](m). Logo Vg = s + g,
ou seja, ¥(f +g) = ¥(f) +¢(g). Além disso, afirmamos que também vale 1(af) = apy. De fato,

temos que ¥ (af) = af, € como para qualquer m € M, vale que Yo r(m) = (af)m, segue que para
qualquer a € A, temos que [(af)n](a) = [af](a @ m) = f(aa @ m) = f(a ® am) = fam(a). Portanto
(af)m = fam, € assim, vale que [1)qf](m) = [f](am) = [arpf](m), e com isso temos que Yo = o)y,
ou seja, ¥(af) = av(f).

Agora, para mostrar que 1 é um isomorfismo, apresentamos sua inversa.

Seg: M — Homg(A,V) = V é A-linear, definimos entdo ¢’ : A ®4 M — V por

g (a ®m) = gm(a), onde denotamos por g,, a imagem de m pela aplicagdo g, isto é, g,, := g(m).
Temos que ¢’ estd bem definida e é k-linear.
Assim, podemos definir ¢ : Hom (M, V) — Homy(A @4 M, V) dada por ¢(g) = ¢
Por fim, notemos que ¢ é a inversa de 1, isto é: o ¢ = IdHomA(M,f/) e g0 = Idgomy (A0 M,V)-
De fato, seja f € Hom (M, f/) Entao, para qualquer m € M e a € A, temos que

[ o dl(NIm)l(a) = [[(e(NH(m)l(a) = [[%(f)](m)](a) = [y (m)](a) =
= [fnl(a) = fla®@m) = fm(a) = [f(m)](a),

ou seja, [Q;Z) © ¢](f) = f. Logo, o ¢ = IdHomA(M,V) :
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Por outro lado, seja g € Homyg(A ® 4 M, V). Entao, para qualquer a @ m € A ® 4 M, temos que

[pov] (9] (a®m) = [6(¥(g))]l(a®@m) = [p(1hy)](a®@m) = [(¥g)](a®m) =
= [(g)m](a) = [(¥g)(m)](a) = gm(a) = g(a @ m),
ou seja, [¢o](g) = g. Logo, ¢ 0¥ = Idyomy(aesM,V)-
Portanto ¢ é um isomorfismo k-linear. 0

Teorema 1.4.11. Sejam A uma k-dlgebra e V um k-espaco vetorial. Entio V = Homy(A,V) é um

A-mddulo a esquerda injetivo.

Demonstragio. Vamos provar que o A-médulo & esquerda V = Homy (A, V) satisfaz a condicéo (i) do
Teorema 1.4.4. Seja entao

0—L-5T 2 N0 (1.17)
uma sequéncia exata curta de A-mdédulos a esquerda.
Queremos mostrar que
0 — Homu(N,V) RN Hom (T, V) BN Homu(L,V) — 0
é uma sequéncia exata curta de grupos abelianos, onde 1*(f) = f o), Vf € Homu(T, M) e
©*(g) = gop,Yg € Homa(N, M).

Desde que A ®4 X = X como A-médulo a esquerda, para qualquer A-mdédulo & esquerda X,

obtemos da sequéncia exata curta (1.17), que a sequéncia
0— AesL ™8 A0, 7% A0, N —0 (1.18)

é uma sequéncia exata curta de A-mddulos & esquerda. Em particular, a sequéncia (1.18) é uma

sequéncia exata curta de k-espacos vetoriais.

Assim, pela Observacao 1.4.7, temos que

0 — Homg(A®4 N, V) " Home(A 04 T,V) "% Homy(A©a L,V) — 0

é uma sequéncia exata curta de grupos abelianos.

Agora, pelo Lema 1.4.10, temos que Homy(A®4 X, V) = Hom (X, V) como k-espacos vetoriais,
e em particular como grupos abelianos, para todo A-mddulo & esquerda X. Assim, substituindo
Homy(A®4 X, V) pelo k-espaco vetorial isomorfo Hom (X, V), para X = L, T e N, concluimos que
a sequeéncia

0 — Homa(N,V) 25 Homa(T,V) s Homa(L, V) — 0
é uma sequéncia exata curta de grupos abelianos.

Logo, a sequéncia (1.18) é uma sequéncia exata curta de grupos abelianos, como queriamos, e

portanto, V é um A-médulo & esquerda injetivo. ]
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Corolario 1.4.12. Seja A uma k-dlgebra. Entao A* = Homy(A,k) é um A-mddulo a esquerda

injetivo.

Demonstragao. Imediatamente do teorema anterior, tomando V = k. O

Para concluir esta secao, e também este capitulo, vejamos o principal resultado desta secao, que
juntamente com o Teorema de Krull-Schmidt, serd importante para a demonstragao das proposigoes

do proximo, e principal, capitulo desta dissertacao.

Teorema 1.4.13. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita. FEntao H ¢ um H-mddulo a

esquerda injetivo.

Demonstragao. Pelo coroldrio anterior, temos que H* é um H-mddulo a esquerda injetivo. Agora,
pelo Teorema 1.3.10, temos que H* = H como H-médulos & esquerda. Portanto que H é injetivo

como H-moébdulo a esquerda. ]
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Capitulo 2

O Teorema de Nichols-Zoeller

Neste capitulo provaremos o principal resultado desta dissertacao, o Teorema de Nichols-Zoeller.
Este é um teorema muito interessante e estende o bem conhecido Teorema de Lagrange para grupos

finitos para o caso de dlgebras de Hopf de dimensao finita.

2.1 Preliminares

Comecamos esta secao enunciando o cldssico Teorema de Krull-Schmidt:

Teorema de Krull-Schmidt Todo mddulo M # {0} de comprimento finito tem uma decom-

posicao em soma direta de submaodulos
M=M®®M&---®M, (D)

onde cada M; é um submddulo indecomponivel de M, parai=1,2,...,r. Além disso, essa decomposicdo

€ Unica a menos de isomorfismo, isto €, se tivermos também
/
M=N®Ns@-- D N (D")

onde cada Nj é um submddulo indecomponivel de M, para j = 1,2,...,s, entdo r = s e, reinderando

0s indices se mecessdrio, nos temos M; = N;, para cada i = 1,2, ..., 7.

Uma decomposigao para o médulo M como dada em (D) é dita uma decomposicio de Krull-

Schmidt.

A prova do teorema ¢ feita com todos os detalhes no apéndice. Vejamos no restante desta secao

alguns resultados preliminares que nos serao uteis para a prova do Teorema de Nichols-Zoeller.

Definicao 2.1.1. Dizemos que o A-mddulo M é A-fiel, ou simplesmente fiel, se anna(M) = {0}.

Se M e W sao dois B-mdédulos & esquerda, onde B é uma &dlgebra de Hopf, entao M @ W é um
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B-moédulo a esquerda via a agao

b (m®w)=bm® bw
para quaisquer m € M, w € W e b € B, com A(b) = b1 ® bo.

De fato, para quaisquer bh € Be m®@ w,m' @ w' € M ® W temos:

e lp-mw=(1p)1m® (1p)ow =1pm® lpw = m ® w;

e b-(h-m®@w)=b-(him® haw) = by (h1m) ® ba(haw) = (b1h1)m @ (b2h2)w = (bh)1m ® (bh)w =
(bh) - m @ w.

Quando M e W forem dois B-mddulos a esquerda, onde B é uma &dlgebra de Hopf, sempre con-
sideraremos M ® W com estrutura de B-mdédulo & esquerda via A, como na observacao acima. Um
caso particularmente interessante é quando algum dos B-médulos, M ou W, for o préoprio B, como

veremos mais adiante.

Lema 2.1.2. Sejam B uma dlgebra de Hopf e W um B-mddulo a esquerda. Considere B @ W um
B-comédulo & esquerda via p= A @ Idy . Entio (B@ W)°P =10 W.

Demonstragao. Seja B uma algebra de Hopf e W um B-mddulo a esquerda. Em particular, W é um
k-espago vetorial. Temos entdao que B ® W é um B-comddulo & esquerda via p, onde p = A @ Idywy,

como no Exemplo 1.2.14.

Com essa estrutura, temos:

(BaW)“? = (heweBeoW | pbew)=10bow} =

= {bweBW | hhbw=1bw}

Vamos mostrar entdo que neste caso (B ® W)°8 =1 ® W. De fato, vejamos:

1@W C (B W)©B .

Seja > 1®@w; € 1@ W. Note que Y " ;1@w; =1® (D, wi) =1®@w, para w = (D1, w;) .

Logo, um elemento qualquer de 1 ® W é da forma 1 ® w, com w € W.

Assim,
plew) = [Aldyl(lew)=A1)®Ildy(w) =101 w

Logo, l®@w € (B@W)®B evale 1@ W C (B ® W)©-.

(BaW)°BCl1W :

Notemos que um elemento qualquer de BW é da forma > " | b;@w;. Além disso, podemos supor

sem perda de generalidade que {w;}!" ; é um conjunto [. 4. sobre k. Com isso, temos que {w;}? ,
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¢ um conjunto l. i. sobre k em W¥*, e que satisfaz w}(w;) = d;;, onde d;; = 1, se i = j e 0 caso

contrario.
Seja b®@w € (B® W)®“B. Entio,

pbw) = 1®bw

p(ih@wi) = 1® <Zb ® w;
[A® Idw] (ibi@)wi) Zl®b ® w;

)

)
Zl®b®wz>

)

{

3

(Fams) -
Zl@b ® w;

(Z(b )1 ® (bi)a ®wz>
Assim, fixando j € {1,...,n}, e aplicando Idp ® Idp ® w3, temos que

/\/—\/—\

i=1

n

[IdB ® Idpg ®w§] (Z(bz)l & (bZ)Q ®wi> = [IdB ® Idpg ®’U) 1®b; ®wi>

i=1 =1

e portanto temos

n

D@ B @wi(w) = Y 1®b @ w](w)
=1 i=1
(bi)1 @ (bi)o®@1x = 1®b;® 1

donde segue pelo isomorfismo canénico que (b;)1 ® (bj)2 =1 ® b;.

2) =1 ®5(bj)v €

Agora, aplicando Idp ® € na ultima igualdade obtida, obtemos que (b;); ® €((b;)
segue novamente pelo isomorfismo canénico que (b;)1€((bj)2) = 1le(b;). Desde que (b;)1e((bj)2) = b;,

concluimos que, para cada j = 1,...,n, temos b; = 1e(b;).
Assim, b@w =) " b @w; =Y ; le(bi) @w; =Y 1 1 1@e(bj)w;, € 1LQW.
Logo, concluimos que 1 ® W = (B ® W)®B, como querfamos. ]

Teorema 2.1.3. Sejam B uma dlgebra de Hopf de dimensao finita e W um B-mddulo a esquerda.

Entéo B@W 2 W @ B = BYW) como B-mddulos ¢ esquerda.

Demonstracdo. Iremos provar o teorema em 3 passos. Primeiramente vamos mostrar que B® W é um
B-médulo de Hopf & esquerda. Em seguida, provaremos que B W = Bdim«(W) o por fim provaremos

que BimeW) >~ 7 @ B.
Passo 1: B® W é um B-médulo de Hopf a esquerda.

Notemos que B ® W é um B-moédulo a esquerda com a agao dada por

h-(b®w)=hib® haw, Vw e W e h,be B, com A(h) = h; ® ha,
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e é também B-comdédulo a esquerda com coagao p: B W — B ® (B ® W) dada por
pb@w)=b @ (b @w):=(b@w) e Obew).

Para concluirmos entao que BQW é um B-mddulo de Hopf a esquerda, resta verificar a compatibilidade

entre as duas estruturas, isto é:
p(h-(b@w) =h(bw) ™ @hy- (baw)?,
ou seja,
p(h . (b® w)) = h1b1 ® hy - (bg X w).

Notemos que:

ph-(b@w)) = p(hidb® how) = (h1b)1 ® (h1b)2 ® how = (h1)1b1 ® (h1)2b2 ® how =
= hi1b; ® hoby ® hgw = h1b; ® (hg2)1b2 ® (h2)2w = h1by ® ha - (b ® w)

Portanto vale a compatibilidade, e assim B ® W é um B-mdédulo de Hopf & esquerda.
Passo 2: B® W = Bdm:(W) ¢omo B-mddulos & esquerda.

Como B® W é um B-médulo de Hopf a esquerda, temos pelo Teorema Fundamental dos Médulos
de Hopf & esquerda 1.2.17 que B® W = B ® (B ® W)®B como B-médulos de Hopf, e entdo, em
particular, este é um isomorfismo de B-médulos, onde B ® (B ® W)®B é um B-médulo & esquerda
com acdo trivial, isto é, B age na primeira componente tensorial de B® (B ® W )", como no exemplo

1.2.14.
Vimos no Lema 2.1.2 que (B@ W)*°B =10 W.

Como a acdo de B em B ® (B ® W) ¢ dada somente na primeira componente tensorial, temos
que B® (BW)®B = B@1®W como B-médulos, e portanto B®1®W = B&W como B-médulos,

onde a acao de B neste ultimo também é a agao trivial.

Quando a acao em B® W ¢é trivial, isto é, B age somente no primeiro componente tensorial, temos

B oW = Bdim«(W) como B-médulos. Assim, concluimos que
BW2B®(BoW)*P=BoloW ~BgW = plin()

onde todos os isomorfismos sao de B-modulos.

Note que na linha de isomorfismos acima, o primeiro médulo é um B-mdédulo com ac¢ao dada pelo
A, o ultimo médulo é um B-médulo via ditributividade do produto de B em cada componente de
BAim(W) “enquanto que os demais sdo B-médulos de forma trivial, isto é, B age somente na primeira
componente tensorial de cada médulo, que é o préprio B, via produto usual. Assim, BQW = Bdim«(W)

e isto conclui a segunda parte.
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Passo 3: Bi™W) >~ 1/ @ B como B-médulos & esquerda.

Como B é uma élgebra de Hopf de dimensao finita, temos pelo item (i7) do Teorema de Larson-
Sweedler 1.3.9 que a antipoda S é bijetora. Assim, podemos considerar a dlgebra de Hopf B“P, que é
uma algebra de Hopf com a mesma multiplicacao, unidade e counidade de B, mas com antipoda dada
por S~! e a comultiplicacdo Acop : B — B ® B dada por Agyp(b) = be @ by, onde A(b) = by ® b,

conforme o Exemplo 1.1.22.

Como B = B®P como k-algebra, temos que W é um BP-mddulo a esquerda e podemos considerar
B®P @ W como B“P-médulo a esquerda via A.y,. Explicitamente, a estrutura de B°P-mddulo a
esquerda de B®P? @ W é dada por h - (b ® w) = hab ® hyw, onde A(h) = hy ® hg e disto segue que
Acop(h) = ha & hy.

Segue entéo, pelo passo 2 acima, que B @ W = (B¢P)dm(W) como BP-médulos.

Novamente, pelo fato de B = BP como k-algebra, concluimos que B = B“P como B-moédulo a
esquerda, e portanto BIm=(W) — (Beop)dim«(W) como B-médulo & esquerda. Além disso, temos que
BP @ W é também um B-mddulo & esquerda via acao b - (h ® w) = bah ® byw, onde A(b) = by ® ba.
De fato,

1-(how)=1hliw=1h®lw=hQw

(B0) - (h @ w) = (b )2h & (b')1w = (baby)h @ (baby)w = b (bph @ biw) =b- (V' - (h @ w)).

Com isso, vemos que a acao de B em B“P ® W é a mesma de B“P em B®P ® W, ou seja, B°“P R W

como B®P-médulo é igual a B? @ W como B-médulo.

Vejamos agora que BP @ W =2 W ® B como B-médulos a esquerda, onde o isomorfismo é dado
pela aplicacao twist 7 : B“P@ W — W ® B, dada por 7(b®w) = w®b. De fato, para ver que 7 é um
isomorfismo de B-mddulos, denotemos a agao de B em B®P @ W por h -peorgw (b @ w) = hob ® hiw,
e denotemos a agao de B em W ® B por h -wgp (w ® b) = hjw ® hab, onde A(h) = hy ® hg. Assim,

temos que
T(h -georgw (b @ w)) = 7(heb ® hiyw) = hjw & hob = h wep (W®b) = h -wegp 7(b @ w).

Também temos que T(b@ w + b @ uw') = wRb+w @V = 7(b @ w) + 7() ® w'). Além disso,
W ®B — B ® W dado por T(w®b) =b®@w é tal que T o7’ = Idwgp e 7 o7 = Idpeorgy .

Com isso, temos que W ® B = B®P @ W como B-moddulos a esquerda. Para concluir, note que
temos W ® B = B“P? @ W como B-moddulos a esquerda, mas B®P @ W como B-médulo é igual a
BP @ W como B“P-mddulo. Por sua vez, BP Q W = (BCOp)dimk(W) como BP-mddulos, e portanto
B @ W = (B°P)im:(W) como B-médulos. Como (BeoP)dim«(W) — pdimu(W) como B-médulo, temos
entdo que W ® B = BP W = (BCOp)dimk(W) = Bdim(W) como B-médulos, donde concluimos que

W @ B = BIm(W) como querfamos. ]
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Antes de prosseguir, ¢é interessante deixar registrado um resultado simples, mas que nos possibilita

a utilizacao do Teorema de Krull-Schmidt em alguns casos.

Proposicao 2.1.4. Sejam A uma k-dlgebra de dimensdo finita e M um A-mdodulo a esquerda finita-

mente gerado. Entao:

(1) M tem dimensao finita como k-espago vetorial;

(1) M tem comprimento finito como A-mddulo a esquerda.

Demonstragao. Prova de (i): Suponha que {vy, ...,v,} é uma base de A sobre k e que my, ..., m, geram
M sobre A. Denotando w;j := vymj, i = 1,...,n e j =1,...,r, afirmamos que o conjunto finito {w;;}; ;
gera M sobre k, e portanto podemos extrair dele uma base para M como k-espaco vetorial. Para ver
que de fato {w;;};; gera M sobre k, notemos que para qualquer z € M, existem ay,...,a, € A tais

—_\T - . H i i ; R e .
que x =) :_, a;m;. Mas, para cada a;, existem af, ..., o}, € k tais que a; = ijl ajv;.

; . s — ST n oy, - Tay.m: — Loy, .
Assim, =3 iy aimi = 305, (Zj:l O‘jUJ) Mi =) QUM = D G Wi
Logo, {w;j}i ; gera M sobre k, como querfamos.

Prova de (ii): Pelo item (i), j4 sabemos que M tem dimensao finita como k-espago vetorial.
Queremos agora ver que M tem comprimento finito como A-mddulo, e para isso vejamos que M nao
admite nenhuma cadeia estrita e infinita de A-submoddulos, nem ascendente, nem descendente. Desta

forma, M satisfaz ACC e DCC, e portanto tem comprimento finito.

Temos que todo A-submédulo de M é, em particular, um k-subespaco vetorial de M. Assim,
qualquer cadeia de A-submédulos de M é, em particular, uma cadeia de k-subespagos vetoriais de
M. Desde que M tem dimensao finita, todo A-submédulo de M também tem dimensao finita como
k-espaco vetorial. Como cada inclusdo estrita, ou contencao estrita, de k-espagos vetoriais precisa
aumentar, ou diminuir, pelo menos uma dimensao do k-espaco vetorial, temos que nao pode existir
uma cadeia estrita e infinita, ascendente ou descendente, de k-subespagos vetoriais de M. Logo nao ha
também uma cadeia estrita e infinita de A-submddulos de M, e com isso M tem comprimento finito

como A-médulo. O

Como consequéncia imediata da proposicao anterior, temos o seguinte corolario:

Corolério 2.1.5. Se A € umak-dlgebra de dimensdo finita e M € um A-mddulo a esquerda finitamente

gerado, entao temos que o Teorema de Krull-Schmidt se aplica ao A-médulo M.

Em particular, para qualquer k-dlgebra de dimensdo finita A, temos que o Teorema de Krull-

Schmidt se aplica a representagdo reqular de A, isto €, o teorema se aplica ao A-mddulo A.

No préximo resultado veremos uma caracterizacao para um modulo ser fiel. Antes, precisamos da

seguinte definicao:
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Definicao 2.1.6. Sejam M e N dois A-mddulos. Dizemos que f : M — N é uma imersao se f €

um homomorfismo de A-mddulos injetor. Neste caso, dizemos que M estd imerso em N.

Se f: M — N é uma imersao, podemos ver M como um submédulo de N, ji que f(M) é um

submddulo de N e M = f(M) como A-médulo.

Lema 2.1.7. Seja A uma k-dlgebra de dimensdo finita e M um A-mddulo a esquerda finitamente
gerado. Entao M € A-fiel se, e somente se, A € imerso em M"™ como um A-mddulo a esquerda para

algum inteiro positivo n.

Demonstragao. [—>] Seja M A-fiel. Entao temos que anny (M) = {0}.

Como M ¢ finitamente gerado como um A-médulo e A é uma k-algebra de dimensao finita, pelo
que vimos anteriormente temos que dimg (M) < oco. Consideremos entao {mj, ma,...,m,} uma base

de M sobre k.
Defina f: A — M™ por f(a) = (amq,ama, ...,amy).

Afirmamos que f é um homomorfismo de A-mddulos & esquerda injetor. De fato, temos que f é

um homomorfismo de A-mdédulos & esquerda, vamos apenas provar que € injetor.
Seja a € ker(f). Entao f(a) = 0, isto é, (amq,ama, ...,am,) = (0,...,0), ou seja, am; = 0, para
1=1,2,---n. Assim, para qualquer m € M, temos que m = aymq + - - - + amy,, € portanto

a-m=a-(aymi+ -+ aymy,) =aram; + -+ agamy, =0+ ---+0=0,

isto é, a € anna(M) = {0}. Logo a = 0 e com isso f é um homomorfismo injetor.
Portantoo A é imerso em M™.

[<=] Se A é imerso em M™ como A-mdédulo a esquerda, entao temos que existe um homomorfismo
de A médulos injetor f : A — M™, donde temos que f(A) é um submédulo de M™ isomorfo a A

como A-médulo. Assim,
anng(M) = anna(M™) C anna(f(A)) = anna(A) = {0}

Logo anna(M) = {0} e, portanto, M é A-fiel. O

Lembremos que quando um A-médulo N tem comprimento finito, entdo pelo Teorema de Krull-
Schmidt ele possui uma decomposicao da forma N = N1 ®- - - Ny, onde cada N; C N é um submddulo

indecomponivel de N, para i € {1,2, ..., s}, e essa decomposi¢ao é tinica a menos de isomorfismo.

Além disso, podemos reordenar essa soma e agrupar os submoédulos que sao isomorfos entre si,
obtendo N 2 N’! @ N> @ --- @ N;/ onde t < s, 51+ 82+ -+ = s e Nj, £ N parai# [, onde
i, €{1,2,..t}.
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Cada Nj, como acima, i = 1,2,--- ,¢, é dito ser um tipo de A-mddulo a esquerda indecomponivel

principal de N. Assim, temos a seguinte proposicio:

Proposicao 2.1.8. Sejam A uma dlgebra sobre k de dimensdo finita tal que A como A-mddulo a
esquerda € injetivo e Py, ..., Py o0s tipos de A-mddulos a esquerda indecomponiveis principais de A.
Se M € um A-mddulo o esquerda finitamente gerado, entdo M ¢é A-fiel se, e somente se, cada P; €

isomorfo a um somando direto do A-maodulo M.

Para esta prova vamos utilizar fortemente o Teorema de Krull-Schmidt, para garantir tanto a
existéncia quanto a unicidade da decomposicao de Krull-Schmidt. Destacamos ainda que quando
um moédulo tem comprimento finito, todo submdédulo também tem comprimento finito, e portanto o

Teorema de Krull-Schmidt também se aplica. Este resultado é o Corolario A.1.33 do apéndice.

Demonstragdo. Seja M um A-mdédulo a esquerda finitamente gerado. Entao pelo item (i) da Pro-
posicao 2.1.4, M tem comprimento finito. Assim, pelo Teorema de Krull-Schmidt, temos que M =

M, @ My @ --- @ Mg, onde cada M; é um submédulo indecomponivel de M, para cada i € {1,2,...,s}.

[=>] Suponha que M é A-fiel. Entao pelo Lema 2.1.7, temos que A é imerso em M", para algum
inteiro positivo n. Isto quer dizer que A pode ser visto como um submédulo de M™, e pela hipétese
de A ser injetivo como A-médulo a esquerda, significa que ele é entdao um somando direto de M™,

conforme o Corolédrio 1.4.8. Assim, existe um submddulo X de M™ tal que M" =2 AP X.

Da hipétese que P, ..., P; sdo os tipos de A-mddulos & esquerda indecomponiveis principais de A,

temos que A = @2:1 P? onde s; > 1 e P; é indecomponivel para i = 1,2, ..., .

Como M ¢ finitamente gerado, temos que M™ também é finitamente gerado, e segue pelo item (i7)
da Proposicao 2.1.4 que M"™ tem comprimento finito. Desta maneira, X C M"™ é submoédulo de M", e
com isso temos que X tem comprimento finito, donde segue que o Teorema de Krull-Schmidt também
se aplica a X. Logo, temos que X = @;_; X;, onde cada X; ¢ um submédulo indecomponivel de X,
parai=1,2,... 7.
Assim,
t T S; T
w=aox= (@)@ (Hx)=(&(dr) ) ®(dx)
i=1 i=1 i=1 \ j=1 i=1
e, portanto, temos a decomposicao de Krull-Schmidt dada por
t S; r
w=(@(dr))®(dx) 2
i=1 \j=1 i=1

ou seja, M™ ¢é isomorfo a uma soma direta de indecomponiveis onde os somandos sao sempre isomorfos

a P; ou Xj.
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Por outro lado, como M™ = @'_, M, temos a seguinte decomposi¢ao de Krull-Schmidt também

M"N@M @Ml@Mg@---@Ms), (2.2)
k=1

isto é, M™ é isomorfo a uma soma direta de indecomponiveis, onde cada indecomponivel é isomorfo a

algum M.

Agora, pela unicidade da decomposi¢ao de Krull-Schmidt, temos que a decomposicao de M™ é
tnica a menos de isomorfismo, donde concluimos pelas decomposicoes (2.2) e (2.1) que para cada

Jje{l,2,...,t} existe i € {1,2,..., s} tal que M; = P;.
Portanto, M contém um somando direto isomorfo a cada P;, para todo j =1,2,...,t

[<=] Suponha que cada P; é isomorfo a um somando direto do A-médulo M. Entdo, para cada

i€ {1,2,....t}, existe X; submédulo de M tal que M = P; @ X;. Assim,

Como A= @'_, P, seja n = max{si, sq,...,s;}. Entdo

Assim,

o = or ) (@) (6] -
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Donde concluimos entdo que A estd imerso em M. Assim, pelo Lema 2.1.7 temos que M é A-fiel. [

Notemos que na prova anterior, durante a parte [<=]|, poderfamos ter assumido que P; = M;,
para cada ¢ = 1,...,t, logo de inicio, por causa do Teorema de Krull-Schmidt. De fato, tinhamos
que M = @ | M;, onde cada M; é um submdédulo indecomponivel. Por outro lado, para cada i,
M = P, ® X;. Em particular, para ¢ = 1, temos M = P; & X;. Desta maneira, X; admite uma
decomposicao de Krull-Schmidt. Suponhamos que seja X1 = N1 @ No & - - - ® N, esta decomposigao.
Entao, M = M1 ®--- M, = PL®N1D--- N,, e sabemos pelo Teorema de Krull-Schmidt que n = r+1,

e que existe j tal que P; = M;. Sem perda de generalidade, suponhamos que j = 1. Repetindo o
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argumento para i = 2, obtemos que existe j # 1 tal que P» = M, e sem perda de generalidade,
podemos dizer que j = 2. De fato, j > 2, pois se fosse j = 1, terlamos P; &£ M7 = P,, o que seria
um absurdo ja que P, 2 P,. Procedendo indutivamente, temos que t < n e P; 2 M;, para cada

i=1,2,..,t

Para a préxima proposicao, utilizaremos esse fato. Além disso, também usaremos o fato que se
um modulo tem comprimento finito, entdo cada submdédulo é finitamente gerado. A prova deste fato
é dada pelo lema a seguir, lembrando que ter comprimento finito é equivalente a ser noetheriano e
artiniano. Para estas defini¢oes e maiores informagoes, recomendamos a leitura da primeira secao do

apéndice.

Lema 2.1.9. Se M ¢ um A-mddulo noetheriano, entdo cada submaodulo de M € finitamente gerado.

Demonstragao. Sejam N um submoédulo de M e F o conjunto de todos submdédulos finitamente gerados
de N. Entao temos que F nao é vazia, pois {0} € F. Como M é noetheriano, entdao N também é
noetheriano, e segue que F tem um elemento maximal. Digamos que Ny é um elemento maximal de
F. Se Ny # N, entao existe x € N \ Ny, e consideramos entao o A-médulo N1 = Ny + Az. Como Ny
é finitamente gerado, N; também é finitamente gerado, assim Ny € F e Ny C Np, o que contradiz a

maximalidade de Nj.

Logo, Ny = N e portanto N ¢ finitamente gerado. O

Proposicao 2.1.10. Seja A uma dlgebra sobre k de dimensdo finita tal que A como A-mdédulo a
esquerda € injetivo. Se W é um A-mddulo a esquerda finitamente gerado, entao existe um inteiro
positivo r tal que W = F & E, onde F' ¢ um A-mddulo a esquerda livre e E € um A-mddulo a

esquerda que ndo € A-fiel.

Demonstragao. Se W nao é A-fiel, tomamos r =1, F = {0} e E =W.

~Y

Assumimos agora que W é A-fiel. Seja A = P/ @ --- @ P", onde Py, P, ..., P, sdo os tipos de
A-médulos a esquerda indecomponiveis principais de A. Como W ¢ finitamente gerado e A é uma k-
algebra de dimensao finita, temos que W tem comprimento finito e portanto ele tem uma decomposigao
em soma direta de mdédulos indecomponiveis. Seja W = M1 @ --- & M,, essa decomposicao. Como
estamos assumindo W A-fiel, pela Proposicao 2.1.8 vista anteriormente, temos que cada P; é isomorfo a
um somando direto de W. Pelo que vimos anteriormente, temos ¢t < n e podemos considerar P; = M;,
para i = 1,...,t. Analisamos entao os submddulos M; restantes, se existirem, isto é, olhamos M; para
i > t, e entao, reorganizando os submaédulos isomorfos entre si, obtemos que W = P{* @ --- @ P & Q),
com s; > 0 para cadai € {1,2,...,t}, e algum A-mddulo @, que é a soma direta dos demais submdédulos
indecomponiveis da decomposicao de W, tal que nenhum somando direto de ) é isomorfo & P;,

i€{1,2,...,t}.
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Consideramos agora r = mmc{ni, no, ...,ny }. Assim, temos que existem r; tais que r = n;r;, para

cada1=1,2,...,t
Portanto,
W~ (P'e---@oP*eQ) 2P o---aPTeQ" X
o~ P1n17"151 B P PtntTtSt P QT (% (Plnl)rlsl DD (Ptnt)TtSt o) QT

Isto é, W™ = (P")""*1@--- @ (P")"*** & Q". Seja agora s = min{risi,r252, ...,1s¢}. Podemos supor,

sem perda de generalidade, que s = r1s1. Entao,

W (PG (B 0 Q2
= (A 0 (B 00 (B1)) @ (B 00 (B " 0 Q)
¥ (P ePRe o P 6 (B e (BT e Qe
= ()0 (BT e (BT 0 Q)

Assim, denotamos por F := A% e E := (Py2)2%27 5@ ... @ (P")5t 5@ Q.

Temos que F' é A-livre. Notemos também que W" tem comprimento finito, em particular W" é um
A-médulo noetheriano, e portanto pelo Lema 2.1.9 temos que todo submddulo de W é finitamente
gerado. Temos entdo que F ¢ finitamente gerado como A-médulo a esquerda, pois F é submoddulo de

W7, Além disso, P, nao é isomorfo a nenhum somando direto de E, donde concluimos pela Proposigao

2.1.8 que FE nao é A-fiel. O

2.2 O Teorema de Nichols-Zoeller

Nesta secao provaremos o Teorema de Nichols-Zoeller. Utilizaremos os resultados da segao anterior

juntamente com a teoria de Hopf apresentada no capitulo 1 para obtermos os resultados a seguir.

Proposicao 2.2.1. Sejam H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita e W um H-mddulo a esquerda
finitamente gerado tal que W' é um H-mddulo livre para algum inteiro positivo r. Entdo W € um

H-maodulo livre.

Demonstragao. Como H é uma k-algebra de dimensao finita, temos pelo Corolario 2.1.5 que H é um
H-médulo & esquerda de comprimento finito. Desta maneira, pelo Teorema de Krull-Schmidt temos
que H=H  ® Hy® ---® H,, onde H; é um H-submédulo a esquerda indecomponivel de H, para
1=1,2,....n

Agora, como H é uma &lgebra de Hopf de dimensao finita, entao pelo item (iv) do Teorema de

Larson-Sweedler 1.3.9, temos que dimk(fé) = 1, e portanto fIl{ # {0}.
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Seja t € fé,t # 0. FEntao, podemos escrever ¢t = ty + to + -+ + t,, onde t; € H; para cada

i € {1,2,..,n}. Consequentemente, para todo h € H, temos as seguintes equivaléncias:
ht = e(h)t

h(ti+ta+- -+ tn) =e(h)(ti +ta+ - +1tn)
hty + hts + -+ + htn = e(h)ts + (h)ts + - - - + e(h)ty
hti + bty + -+ + htn = e(W) 1ty + (W) 1ty + -+ ()1 gtn
(ht1 + htg + -+ htn) — (W)t +e(h)lgts + -+ e(h)1gty) = 0
(h—eh)lg)ti+ (h—e(h)lg)te+ -+ (h—e(h)lg)t, =0
Como cada H; é um H-submédulo de H e t; € H;, temos que (h — e(h)ly)t; € H; para cada
1 =1,2,...,n. Disto, e do fato que

(h—e(M)lg)ti + (h —e(h)lu)ta + -+ (h—e(h)lp)t, =0

onde H = Hy ® Hy @ - -+ ® Hy, concluimos que (h —e(h)lg)t; =0,Vi =1,2,...,n.

Assim, ht; — e(h)1gt; = 0, e portanto ht; = e(h)t;, isto é, para cada ¢ = 1,2, ...,n, temos ht; =
e(h)t;,Yh € H. Portanto t; € f}ip para cada i = 1,2,...,n. Como dimk(ﬁl) = 1let # 0, temos
ti=MNt,\; €k, 1 € {1,2,...,77,}.

Assim, t = t; +to+ -+t = Mt + Xot + - + Apt. Como ¢ # 0, entao existe \; # 0. Desta

1
maneira, t; = A\;t e segue que t = —t;.

Ai
Notemos agora que, para j # i, temos t; = A\t = )\j%ti = %ti, ou seja, t; € H;, e com isso
tj = 0. Assim, ' Z
t= At + Aot + - + Mt = \it,
ou seja,

Logo, t =t; € H;.

Vejamos agora que o espago das integrais de H estd totalmente contido em H;. De fato, se t’' € || 1{1’
temos t' = Nt = Nt; € H;, onde N € k. Afirmamos agora que H; nao é isomorfo a nenhum Hj,
j # i, como H-médulos a esquerda. De fato, suponhamos por absurdo que exista um isomorfismo
de H-médulos a esquerda f : H; — Hj, com ¢ # j. Como t = ¢; é um integral a esquerda, ¢t # 0
et =t; € H; concluimos que f(f) é um integral a esquerda, pois para qualquer h € H, temos
hf(t) = f(ht) = f(e(h)t) = e(h)f(t). Assim, f(t) € H; é um integral & esquerda, e segue que
f(t) € H;, e portanto concluimos que f(t) = 0. Como f é isomorfismo, entdao t = 0, o que é um

absurdo.
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Sejam Py = H;, Ps, ..., Ps os tipos de H-modulos a esquerda indecomponiveis principais de H.
Entdo H = H; & P> @ -+ © Py :== D), Pjnj. Observe que ny = 1.

Por hipétese W é um H-modulo livre. Como W é finitamente gerado, W' também é, logo W' é
livre e finitamente gerado, ou seja, possui uma base finita. Portanto concluimos que W™ = HP para

algum inteiro positivo p. Assim,
WTngg(Plnl@"'@Psns)pgplpnl@"'@Pgms (2.3)

Como W ¢ finitamente gerado, e H é uma algebra de dimensao finita, segue que W tem comprimento
finito, e pelo Teorema de Krull Schmidt ele é soma direta de H-mddulos a esquerda indecomponiveis.
Digamos que seja W = W1 @ Wa @ - -+ @ Wy, com W; indecomponivel para cada i € {1,2,...,t}.

Temos entao a seguinte decomposicao de Krull-Schmidt

Wi=W oWy d---@W,)" (2.4)
Por outro lado, temos que
s nj P
W’ @anl @@ PP @ (@ Pj) (2.5)
j=1 \k=1

também é uma decomposicao de Krull-Schmidt.

Assim, pelo Teorema de Krull-Schmidt, as decomposicoes (2.4) e (2.5) tém a mesma quantidade
de somandos, e para cada i = 1,...,t, temos que existe j € {1,...,s} tal que W; = P;, e da mesma

forma, para cada Pj, existe um i tal que P; = W.

Isto que dizer que, como W = @l;:l W;, podemos substituir os submddulos W; pelos P;’s isomorfos,

e cada P; aparece, pelo menos uma vez. Agrupando os submddulos que repetem, obtemos entao que
WxP™MgPMg...¢PM (2.6)

onde my, ..., ms sao inteiros positivos.

Disto, obtemos que

S
Wre (P oPMe-- o) =P (2.7)
=1

Comparando (2.3) e (2.7), obtemos que

S S
T o~ PN~ TG
W= =@r
=1 =1

Como F;’s sao os tipos de H-modulos a esquerda indecomponiveis principais de H, obtemos que

pn; = rm;, para cada 1 =1, ..., s.
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Em particular, n; = 1, donde temos que p = rmy. Assim, para i > 1, temos que rm; = pn; =

(rmq)n;, ou seja, m; = min;.

Assim, substituindo os indices em (2.6), obtemos que

nglrm @Pgmm ©---@PM" (P @P2"1 @...@P:s)ml = (H)™

Portanto, W é um H-médulo livre. ]

Proposigao 2.2.2. Sejam B uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita e W um B-mddulo a esquerda
finitamente gerado. Suponha que exista um B-mddulo a esquerda fiel e finitamente gerado L tal que

Lo W = Wdm(L) como B-mddulos d esquerda. Entdo W é wm B-mddulo livre.

Demonstragao. Como B é uma algebra de Hopf de dimensao finita, temos pela Proposicao 1.4.13 que
B é injetivo como B-médulo a esquerda e, como W é finitamente gerado, pela Proposicao 2.1.10,
temos que existe um inteiro positivo r tal que W™ =2 F @ FE, onde F é um B-modulo livre e E é um

B-moddulo a esquerda que nao é B-fiel.

Se mostrarmos que W" é livre como B-médulo, teremos pela Proposicao 2.2.1 que W serd um
B-médulo livre. Como W™ 2 F ¢ E, onde F' é um B-modulo livre, nosso trabalho serd mostrar que

E = {0}, concluindo assim que W" = F' que é livre.

Visto que L também é finitamente gerado, também pela Proposicao 2.1.10, temos que existe um
inteiro positivo  tal que L = F' @ E’, como B-médulos & esquerda, onde F’ é um B-médulo livre e

E’ 6 um B-médulo & esquerda que nao é B-fiel.

Notemos que como L é B-fiel, entdo L também é B-fiel, e com isso F” # {0}. Além disso, também
temos que

LW 2 (LeW) (Wdimk(L)>7’ o (Wr)dim[k(L)
Como W" = F @ E, segue que

Fdimk(L) @ Edimk(L) o (F ® E)dimk(L) ~ (Wr)dimk(L) o

1

LW 2L (FOE)=(L®F)®(LQE)
Como F' é um B-modulo livre, entdo temos F = B9, para algum inteiro positivo ¢, e com isso
LeF=L®B!~=(L® B)?
Pela Proposicao 2.1.3, temos que (L ® B)? = (Bd™:(L))4 como B-médulos & esquerda. Assim, temos
L®F=~(L®B)= (Bdim]k(L))q o (Bq)dimk(L) ~ pdimg(L)

)

ou seja, Fdm(L) g pdime(L) o~ pdin(L) oy (1, @ E).
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Desde que (W7)dime(L) = pdim(L) g pdim«(L) = hodemos aplicar o Teorema de Krull-Schmidt,
obtendo que Edm(l) ~ [ @ E.

Desta maneira, temos
(B )dml) = (pamD) (Lo By 2 @ B
~ (FoE)®9EX(FQE)® (EQE)
Como F’ é B-médulo livre e F' # {0}, temos que existe um inteiro positivo s tal que F' = B*.

Agora, suponhamos que seja E # {0}. Vamos chegar a uma contradigao, e com isso, teremos que

E = {0}.

Se E # {0}, entao pela Proposigao 2.1.3 temos que
F QE~B'®QFE (B Q E)S ~ (Bdimk(E))S ~ Bsdim]k(E)

Logo, F/ ® E é nao-nulo e livre como B-mddulo, e portanto é B-fiel.
Afirmamos agora que (E")4m«(L) ¢ B-fiel. De fato, (E")3m«(L) ~ (F' @ F) @ (E' ® F). Como
F'® E é B-fiel, temos que ann(F' ® E) = {0}, e disto obtemos que
ann ((E’"' )dimk@)) = ann((F'® E)® (F' ® E)) C ann(F ® E) = {0}
Assim, (E’J)dimk(L) é B-fiel, e com isto, temos que FE também é B-fiel, donde temos uma contradigao,
pois E nao é B-fiel.

Logo, somos obrigados a concluir que E = {0} e entao W™ =2 F & E = F, que é livre, e portanto

segue o resultado. O

No que segue, vamos falar de (H, B)-m6dulos de Hopf & esquerda.

Sejam H uma algebra de Hopf e B uma subéalgebra de Hopf de H. Diremos que M é um (H, B)-
modulo de Hopf a esquerda se M é um B-médulo a esquerda, um H-comdédulo a esquerda via p :

M — H ® M e tal que p seja um homomorfismo de B-moddulos a esquerda.

Notemos que a agao de B em H ® M é dada pela comultiplicacao A, conforme fizemos no inicio

deste capitulo.

Considere m € M e b € B. Entao, exigir que p seja um homomorfismo de B-mddulos a esquerda
significa exigir que p(b -y m) = b-geonm p(m).
Denotemos p(m) :=m~ ' ®@m°® e A(b) := by ® by.

Como

p(b-arm) = (b-prm) ™t @ (b-pr m)°
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b rem p(m) =b -gegm (m_1 ® mo) =bym ' ® by yym?

temos entao a seguinte compatibilidade:
(b-nm m)_1 ® (b-n m)o =bym @by -y m

Exemplo 2.2.3. O ezemplo mais simples de um (H, B)-mddulo de Hopf a esquerda é o prdprio H.
Visto que H € um B-mddulo a esquerda, a a¢ao € a multiplicacdo da dlgebra H com os escalares
restritos a B. Temos também que H € um H-comddulo a esquerda, onde a coacdo € dada pela
comultiplicacao A, e a compatibilidade vem pelo fato da comultiplicacdo ser um homomorfismo de

dlgebras.

Proposigao 2.2.4. Sejam H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita, B uma subdlgebra de Hopf
de H e M um (H, B)-mddulo de Hopf a esquerda. Entao H @ M = MAH) como B-médulos d

esquerda.

Demonstracao. Considere U := H ® M com estrutura de B-mddulo a esquerda com acao dada pelo
A, isto é, a agao é dada por b-y(h®@m) =bih®by-yymeV := H® M com estrutura de B-médulo a
esquerda com acao trivial, isto é, B age somente na segunda posicao tensorial de H ® M, ou seja, a

agao é dada por by (h®@m) =h® b -y m, para quaisquer b € B, h € H em € M.

Como B age apenas na segunda posicio tensorial de V, temos entdo que V = Mdm«(H) como

B-moédulos a esquerda. De fato, suponha que dimg(H) = n e seja {hq, ..., hy,} uma base de H sobre k.

Note que H = @', kh;, e que, para cada i, M = kh; ® M como B-médulo & esquerda. Assim,
n n n .
V=HoM= <@khi) ®M%@(khi®M)g@MgMn:Mdlmk(H)
i=1 i=1 i=1

onde todos sdo isomorfismos candnicos de B-mddulos a esquerda.

Vamos mostrar agora que U = V, como B-médulo a esquerda. Antes, lembremos que M é um
(H, B)-médulo de Hopf & esquerda, e portanto, em particular, M é um H-comédulo a esquerda.
Podemos dizer que essa estrutura é dada via p : M — H ® M, e denotamos a imagem de um
elemento m € M pela aplicacio p por p(m) := m~! ® m®. Além disso, como H tem dimensdo finita,
a antipoda S é bijetora, pelo item (i) do Teorema de Larson-Sweedler 1.3.9. Desta maneira, existe
S~1. Vejamos agora o isomorfismo.

Sejam f:V — U eg:U — V dadas por f(h@m) =m theam’eg(heom) =S~ (m Hham'.

Temos entao que

[go fl(h@m) = g(f(h@m))=gm " hem®) =51 ((m") " )m he (m°)® =
= Stm YHYm2heom® =5"((m ) (m Hhem’ =

= em Hheam’=hxem Hm’ =hem,
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e também

[fogl(h@m) = flgth@m))=f(S (m " Hhem’) =(m")")S (m Hre (m")° =
= m HS I m Hrhom® = (m S H(m H)heom’ =

= em Hhem’=heem Hm’ =hem,

ou seja, concluimos que go f = Idy e f o g = Idy. Disto, segue que f e g sdo bijecoes, com g = f~1.

Resta verificar que f é homomorfismo de B-mdédulos, e com isso g também sera.

De fato, sejam b € Be h@m,h@m' € H® M. Entao temos f(b-y (h@m)) = f(h@bm). Por outro
lado, temos que b-y f(h@m) = b-y (M th@m?) = by (m = h)@bs-yym® = (bym~)h@by-pym°. Agora,
pela compatibilidade do (H, B)-médulo de Hopf M, temos que (bm) " h®(bm)® = (bym™')h®@bg-pym?,
ou seja, temos que vale, f(b-y (h®@m)) =b-y f(h®m). Além disso,

f((h@m)+ (W @m))=m " them®+ (m)~'h @ (m)° = f(hom)+ f(i @m'),

isto é, f((h®@m)+ (W @m')) = f(h@m)+ f(h' @ m'). Concluimos entéo que f é um homomorfismo

de B-médulos & esquerda, e segue que g = f~! também é.
Portanto temos U = V' como B-mdédulos.

Como j4 tinhamos que V = M4mx(H) como B-médulos, segue entio que U = MIm(H) oy seja,

H @ M = MYm(H) como B-médulos & esquerda, onde a acio em H @ M é dada pelo A. O

Lema 2.2.5. Sejam H uma dlgebra de Hopf e B C H wuma subdlgebra de Hopf de H de dimensdo
finita. Entdao qualquer (H, B)-mddulo de Hopf a esquerda M, M nao-nulo, contém um (H, B)-mddulo

de Hopf a esquerda de dimensdo finita.

Demonstragao. Seja M é um (H, B)-médulo de Hopf & esquerda, M # {0}. Entao, em particular,
M é um H-comédulo a esquerda. Como M é um H-comédulo ndo-nulo, tome m € M, m # 0.
Pelo Teorema Fundamental dos Comddulos 1.2.10, temos que m pertence a um subcomédulo N de

dimensao finita.

Afirmamos entao que BN C M é um (H, B)-mddulo de Hopf, onde BN tem dimensao finita. Para
verificarmos isso, comecamos notando que N C M, onde M é um B-mdédulo a esquerda, e segue que
o produto de elementos de N por elementos de B a esquerda estda bem definido, e assim BN se torna

um B-modulo a esquerda.

Além disso, para b € B e n € N, temos p(bn) = (bn)~! @ (bn)°. Como BN C M e M é um
(H, B)-médulo de Hopf & esquerda, vale a compatibilidade (bn) ™! ® (bn)° = bin~! ® by -n°. Desde que
B é uma subélgebra de Hopf, temos que A(b) € B ® B, e pelo fato que N é um subcomédulo de M,
temos que p(n) =n"'®@n’ € H®N. Assim, p(bn) = byn~ ' ®by-n® € H® BN, e portanto BN é um
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H-comédulo a esquerda. Com isso, vimos também que a compatibilidade é satisfeita trivialmente, ja

que ela é satisfeita em M e temos BN C M.

Por fim, afirmamos que BN tem dimensao finita sobre k. De fato, temos que tanto B quanto
N tem dimenséao finita sobre k, assim, consideramos {bi,...,b,} e {ni,...,ni} k-bases de B e N,
respectivamente. Entao, o conjunto {b;n;};;, it =1,..,nej=1,.., k, é um conjunto finito e gerador
de BN sobre k, do qual podemos entao extrair uma base, o que garante que BN tem dimensao finita

sobre k. O

Proposicao 2.2.6. Sejam H uma dlgebra de Hopf e B C H wuma subdlgebra de Hopf de H de
dimensao finita. Se qualquer (H, B)-mddulo de Hopf a esquerda de dimensao finita, nao-nulo, € livre
como B-mddulo a esquerda, entio qualquer que seja (H, B)-mddulo de Hopf a esquerda é livre como

um B-mddulo a esquerda.

Demonstragao. Seja M um (H, B)-médulo de Hopf a esquerda nao-nulo fixado. Definimos entao o
conjunto F consistindo de todo conjunto nao-vazio X de M com a propriedade que BX é um

(H, B)-médulo de Hopf e B-médulo livre com base X.

Pelo Lema 2.2.5, vimos que podemos considerar N um subcomoddulo de dimensao finita de M, e
com isso BN é um (H, B)-médulo de Hopf a esquerda, e BN tem dimensao finita sobre k, donde temos
entdo por hipétese que BN é um B-mddulo livre. Assim, ele tem uma base sobre B, e denotando por
X essa base, temos que X C BN C M. Desta maneira, temos que BN = BX como B-médulo, e BX

é um (H, B)-médulo de Hopf e B-médulo livre com base X. Logo, X € F e assim F nao é vazio.
Considere a ordem em F dada pela inclusao de conjuntos.

Se (X;)ier é um subconjunto totalmente ordenado de F, e consideramos X = U;c; X;. Temos entao
que X é uma base sobre B do B-médulo BX. Como BX =} ,.; BX; C M, temos que BX é um
(H, B)-médulo de Hopf & esquerda, livre sobre B e com base X, donde segue entao que X € F. Logo,
X € F é uma cota superior para (X;);c;. Assim, pelo Lema de Zorn, temos um elemento maximal
Y € F. Vamos provar que BY = M, pois se este é o caso, seguird pelo fato de Y € F que M é um
(H, B)-médulo de Hopf e B-mdédulo livre com base Y.

Se por acaso BY # M, entao M /BY é um (H, B)-médulo de Hopf & esquerda nao-nulo. Logo, ele
contém um (H, B)-médulo de Hopf de dimenséao finita, que digamos ser S/BY, onde BY C S C M e
S é um (H, B)-médulo de Hopf & esquerda.

Pela hipdtese, temos entao que S/BY ¢é livre como B-médulo. Considere entdo Z uma base de
S/BY sobre B. Denotemos por Y/ o subconjunto de S tal que n(Y') = Z, onde 7 : S — S/BY é a
projecao natural. Notemos que Y’ # () e Y/ # {0}.

Entao S é um B-médulo livre com base Y UY'. Logo YUY’ ' € F, e Y C YUY’ o que contradiz

a maximalidade de Y.
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Portanto BY = M, donde concluimos que M é um B-moédulo livre com base Y. O

Teorema 2.2.7. (Teorema de Nichols-Zdoeller) Sejam H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita
e B C H uma subdlgebra de Hopf. Entao qualquer (H, B)-mddulo de Hopf a esquerda é um B-mddulo

livre.

Em particular, H é B-mddulo livre e dimy(B)| dimy(H ).

Demonstracdo. A Proposigao 2.2.6 vista anteriormente mostra que é suficiente provarmos que a

afirmacao é vélida para qualquer (H, B)-médulo de Hopf com dimensao finita.

Seja M um (H, B)-médulo de Hopf a esquerda com dimensao finita sobre k. Em particular, M é
um B-médulo finitamente gerado. Entéo, pela Proposicao 2.2.4, temos que H @ M = MYm«(H) como

B-mdédulo a esquerda.

Além disso, como H tem dimensao finita, e B é uma subalgebra de Hopf de H, entdo B também

tem dimenséo finita.

Notemos que H é finitamente gerado e fiel como B-médulo a esquerda. Segue portanto da Pro-
posicao 2.2.2, tomando H como L e M como W na proposicao, que M é B-mddulo livre, como

queriamos.

Em particular, pelo Exemplo 2.2.3, vimos que H é um (H, B)-médulo de Hopf & esquerda. Desta

maneira, concluimos que H é um B-moddulo livre.

Por 1ltimo, do fato de H ser B-livre, existe um inteiro positivo ¢ tal que H = B?, como B-
moédulo. Assim, H = B? como k-espago vetorial, e segue que dimg(H) = dimg(BY) = ¢dimg(B).

Logo, dimy (B)|dimy (H). O

Para encerrar, obtemos como colordrio do Teorema de Nichols-Zéeller o Teorema de Lagrange para

grupos finitos. Precisamente:

Corolério 2.2.8. (Teorema de Lagrange) Sejam G um grupo finito e T um subgrupo de G. Entao
TH|G|.

Demonstragao. Sejam G um grupo finito e 7" um subgrupo de G. Entao kG é uma &algebra de Hopf
de dimensao finita e k7' é uma subdlgebra de Hopf de kG. Pelo Teorema de Nichols-Zdoeller, temos

que dimg (k7| dimg (kG).

Desde que dimg(kG) = |G| e dimg(kT") = |T|, concluimos que |T'|||G]|.
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Apéndice A

Apeéendice: Teoria de Anéis e Modulos e

0 Teorema de Krull-Schmidt

O objetivo deste apéndice é apresentar o Teorema de Krull-Schmidt, um resultado cldssico que
afirma que todo médulo de comprimento finito tem uma decomposicdo em soma direta de submédulos
indecomponiveis e que essa soma € tnica, a menos de isomorfismo. Todos os conceitos envolvidos sao

apresentados e provados ao longo do capitulo.

Neste capitulo, A sempre denotard um anel com unidade 14, nao necessariamente comutativo e,
além disso, 14 # 04. Nos referiremos a M como sendo simplesmente um A-moddulo, para significar
indistintamente que M é um A-moédulo a esquerda ou um A-moédulo a direita, quando nao for dito
explicitamente no contexto uma destas situacoes, e observamos que os resultados apresentados valem
tanto para A-mddulos a esquerda quanto para A-mdédulos a direita, onde as demonstracoes sao reali-
zadas de forma andloga. Além disso, sempre consideramos M um mdédulo nao nulo, isto é, M # {0},

exceto quando mencionado explicitamente que M = {0}.

A.1 Definicoes e Resultados Iniciais
Definicao A.1.1. Sejam A um anel e M um A-mddulo. Definimos o anel dos endomorfismos de M
como sendo o conjunto

End(M) = Enda(M) ={f: M — M|f é uma aplicagao A-linear}

Notemos que End(M) tem estrutura de anel, onde a soma é pontual e a multiplicacdo é dada

pela composicdo de aplicacoes. Além disso, a unidade deste anel é dada pela identidade, isto é,

Definicao A.1.2. Seja A um anel. Dizemos que a € A € um elemento
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(1) nilpotente se existe um inteiro positivo n tal que a™ = 0;

(73) inversivel a direita se existe b € A tal que a-b = 14. Neste caso, dizemos que b € um inverso q

direita para a;

(7i7) inversivel & esquerda se existe b € A tal que b-a = 14. Neste caso, dizemos que b é um inverso

a esquerda para a;

(1v) inversivel se a € inversivel a esquerda e a direita. Denotamos o conjunto dos elementos in-

versiveis de A por U(A).

Como consequéncia da definicao anterior, temos a seguinte proposicao:

Proposicao A.1.3. Seja A um anel. Temos:

(1) Se um elemento a € inversivel a esquerda e & direita, entdo os inversos a direita e a esquerda

coincidem.

1

(ii) Se um elemento a € inversivel, entao o inverso € inico. Neste caso, denotamos por a™" o inverso

de a.

Demonstragao. (i) Seja by um inverso a esquerda e by um inverso a direita para a.

Entao bija =1 = aby. Assim, by = b11 = by (abg) = (bla)bg = 1by = bsy.

(i7) Sejam b e b/ inversos de a. Entdo ba = 1 = ab e também ab’ = 1 = b/a. Em particular, temos
que b é um inverso & esquerda para a e b’ é um inverso a direita para a, donde segue pelo item

anterior que b = 0'.
O]

Definicao A.1.4. Seja A um anel. Definimos o radical de A como sendo a intersecao de todos os
ideais a esquerda mazimais de A, e denotamos por rad(A), ou seja, rad(A) = (I, onde M percorre

todos ideais a esquerda maximais de A.

Observamos que em nossa definicao de radical, estamos utilizando ideais maximais a esquerda,
mas a mesma construcao pode ser feita com ideais maximais & direita. Além disso, veremos que o
radical é um ideal bilateral, e entao, na verdade, as duas construcoes, a esquerda e a direita, nos levam

exatamente ao mesmo ideal bilateral. Para mais informagcoes sobre este assunto, indicamos [6].

Observacao A.1.5. Notemos que a conten¢io rad(A) C (A\ U(A)) sempre é vdlida. De fato, seja
y € rad(A). Queremos provar que y € (A\ U(A)). Suponhamos por absurdo que y € U(A). Entao
existe a € A tal que ay = 1. Desde que y € rad(A), temos que y € M, para todo ideal a esquerda
mazimal M. Assim, ay = 1 € M, para todo ideal & esquerda mazximal M, ou seja, M = A para todo

ideal a esquerda mazimal M, o que € um absurdo. Logo y ¢ U(A) , e portanto y € (A\ U(A)).
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Proposicao A.1.6. Sejam A um anel e y € A. Sao equivalentes:

(1) y € rad(A);
(13) 1 — zy € inversivel a esquerda para qualquer x € A;

(7it) yM ={y-m | m e M} = {0} para qualquer A-mddulo & esquerda simples M.

Demonstragdo. [(i) = (ii)] Seja y € rad(A). Suponha por absurdo que existe x € A tal que 1 — zy
nao é inversivel a esquerda. Entdo existe My ideal a esquerda maximal de A tal que 1 — xy € M.
Como y € rad(A) = (M, para todo M ideal maximal & esquerda de A, temos que y € My, e portanto
xy € My. Logo, 1 = (1 —xy) +zy € My, 0 que é um absurdo. Portanto, 1 — zy é inversivel & esquerda

para qualquer x € A.

[(i1) = (ii1)] Sejam 1 — xy inversivel a esquerda, para qualquer x € A, e M um A-médulo a

esquerda simples. Suponha por absurdo que exista m € M tal que y - m # 0.

Como A(y-m) ={z-(y-m) = (xy)-m | x € A} éum submébdulo de M, onde M é um A-médulo
simples, temos que A(y-m) = {0} ou A(y -m) = M. Como y-m € A(y-m) e 0 # y - m, concluimos

que A(y-m) = M. Assim, existe z € A tal que m = zy - m, e com isso, (1 —zy) - m = 0.

Por hipétese, temos que 1 —ay é inversivel, e entdo 1-m = (1—zy) '(1—ay)-m = (1—zy) -0 =0,
ou seja, m = 1-m = 0. Portanto y - m =y - 0 = 0, uma contradi¢ao, pois y - m # 0. Logo, yM = {0}

para qualquer A-médulo a esquerda M simples.

[(i7i) = (¢)] Suponhamos que yM = {0} para qualquer A-mddulo & esquerda M simples. Note
que, para qualquer 9 ideal & esquerda maximal de A, temos que A/M é um A-médulo & esquerda
simples. De fato, desde que todo A-submdédulo de A/ é da forma P/9% onde P é um ideal a esquerda
de A que contém 9N, e desde que M é um ideal a esquerda maximal, temos que P = A ou P =9, e
portanto P/9 = A/9 ou P/9M = M/M = {0}. Logo, os unicos submdbdulos de A/ sado os triviais
e com isso ele ¢ um A-médulo simples. Entao, pela hipétese temos que y- A/ = {0,4,9m} = {0+ M},

Portanto, para todo z € A, y- (z 4+ M) = yx + M € {0+ M}. Assim, yz + M = 0+ M, e portanto
yx € M, donde temos que y € M, tomando em particular x = 1. Como M é um ideal a esquerda

maximal qualquer de A, temos que y € (9N, onde M percorre todos ideais a esquerda maximais de

A, ou seja, y € rad(A). O

Definicao A.1.7. Sejam A um anel e M um A-mddulo a esquerda. Definimos o anulador de M em

A como sendo o conjunto

anng(M)={a€A | a-m=0, Vme M}

Notemos que para qualquer A-moédulo M, o anna(M) é um ideal bilateral de A. De fato,

anng(M) C A e para quaisquer a € A, x,y € anna(M) e m € M temos que 04,2 —y € anna(M):
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e 04 -m=0;

e (z—y) - m=(x-m)—(y-m)=0-0=0.
E também temos que az,za € anna(M):

e (ax)-m=a-(x-m)=a-0=0;
e (xza)-m=z-(a-m)=xz-n=0,onden:=a-mé€ M.

Coroldrio A.1.8. Seja A um anel. Temos que rad(A) = (\anna(M), onde M percorre todos os

A-mddulos a esquerda simples. Em particular, temos que rad(A) é um ideal bilateral de A.

Demonstragao. Este fato resulta imediatamente das condigoes (i) e (iii) da Proposigdo A.1.6. De
fato, se y € rad(A), entdao pela Proposicao A.1.6, temos que yM = {0} para qualquer A-médulo a
esquerda simples M, isto é, y € anna(M), para todo A-médulo & esquerda simples M, e portanto

y € (Nanna(M), onde M percorre todos os A-mddulos & esquerda simples.

Por outro lado, se y € (Janna M, onde M percorre todos os A-médulos a esquerda simples, entao
y € anng (M), para todo A-médulo & esquerda simples M, isto é, yM = {0}, para todo A-médulo a
esquerda simples M. Entao, pela Proposicao A.1.6, temos que y € rad(A).

Em particular, como rad(A) = (ann (M), temos que rad(A) é um ideal bilateral de A, visto que

¢é a intersecao de ideais bilaterais. O
Lema A.1.9. Seja A um anel. Entio a € U(A) se, e somente se, a+ rad(A) € U(A/rad(A)).
Demonstragao. [—>] Seja a € U(A). Portanto existe b € A tal que ab = ba = 1. Entao, passando

ao quociente, temos que (a + rad(A))(b+ rad(A)) = (b + rad(A))(a + rad(A)) = 1 + rad(A). Logo,
a+rad(A) € U(A/rad(A)).

[<=] Suponhamos que a + rad(A) € U(A/rad(A)). Entao existe b € A tal que
(a + rad(A)) (b + rad(A)) = (b+ rad(A))(a + rad(A)) = 1 + rad(A).
Assim, ab + rad(A) = ba + rad(A) = 1+ rad(A), e portanto
(1+rad(A)) — (ba +rad(A)) = 0(a/radaca) = (1 +rad(A)) — (ab+ rad(A)),

ou seja, (1 —ba) + rad(A) = 0a/raaay = (1 — ab) + rad(A). Portanto,1 —ba e 1 — ab € rad(A), ou
seja, ba,ab € 1+ rad(A).

Afirmamos agora que 1+ rad(A) C U(A). De fato, seja 1 +r € 1+ rad(A). Pelo item (i) da
Proposicao A.1.6, tomando x = —1 temos que 1 + r é inversivel & esquerda. Seja v € A tal que

v(l 4+ r) = 1. Temos entdo que v ¢é inversivel a direita. De v(1 + r) = 1, temos que v + vr = 1,
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e portanto v = 1 — vr. Novamente pelo item (ii) da Proposi¢do A.1.6, temos que v é inversivel a
esquerda. Portanto, v € U(A). Assim, multiplicando & esquerda v(1 + r) = 1 por v~!, temos que
l+r=v"1eU(A).

Logo, ba,ab € U(A). Em particular, existem ¢,d € A tais que c¢(ba) = 1 = (ab)d. Logo, a é

inversivel a esquerda e & direita, isto é, a € U(A). O

Proposicao A.1.10. Para qualquer anel A, as sequintes afirmacdes sao equivalentes:

(1) A tem um inico ideal a esquerda mazimal;
(1) A/rad(A) é um anel de divisao;
(7i1) A\U(A) € um ideal de A;
(iv) A\U(A) é um grupo com a opera¢ao de soma de A;

(v) Para qualquer inteiro positivo n, se ai + az + -+ + a, € U(A), entdo a; € U(A) para algum
ie{1,2,..,n);

(vi) Sea+beU(A), entio a € U(A) oube U(A).

Demonstragao. [(i1) = (ii)] Suponha que 91 seja o unico ideal & esquerda maximal de A. Assim,
rad(A) = 9, e portanto rad(A) é um ideal & esquerda maximal de A. Se I é um ideal & esquerda de
A/rad(A), temos que existe N um ideal & esquerda de A tal que I = N/rad(A), com rad(A) C N C A.
Mas pelo fato de rad(A) ser maximal, temos que N = rad(A) ou N = A, e portanto I = {0} ou

I = A/rad(A). Logo, A/rad(A) sé tem os ideais & esquerda triviais, e portanto é um anel de divisao.

[(i1) = (i)] Suponha que A/rad(A) é um anel de divisao. Considere 9 um ideal a esquerda
maximal em A. Como rad(A) C M, temos que M/rad(A) é um ideal a esquerda em A/rad(A).
Como A/rad(A) é um anel de divisdo, ele s6 tem ideais & esquerda triviais, logo M /rad(A) = {0} ou
M/rad(A) = A/rad(A), ou seja M = rad(A) ou M = A. Como M é ideal & esquerda maximal, temos
que M # A, donde concluimos entdao que M = rad(A). Como I foi qualquer, temos que A tem um

tnico ideal & esquerda maximal, a saber rad(A).

[(i1) => (4i7)] Suponha que A/rad(A) é um anel de divisao. Vamos provar que A\U(A) = rad(A),
e segue que A\U(A) é um ideal de A. J& sabemos que rad(A) C (A\U(A)). Sejaentaoa € (A\U(A)).
Entao a ¢ U(A). Entao, pela Proposi¢ao A.1.9, a + rad(A) nao é inversivel. Agora, por hipétese,
A/rad(A) é um anel de divisdao, ou seja, todo elemento nao-nulo é inversivel. Logo, concluimos que
a+rad(A) = 04/rqdq(a)- Assim, a € rad(A).

Com isso, temos que A\ U(A) = rad(A), e portanto o resultado segue.

[(i17) = (iv)] Se A\ U(A) é um ideal de A, entao, em particular, ele é um grupo com a operagao

de soma de A.
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[(iv) = (v)] Seja m um inteiro positivo e suponha que a; + a2 + --- + a, € U(A). Supondo por
absurdo que a; ¢ U(A) para todo i = 1,...,n, entdo a; + a2 + -+ + a, ¢ U(A), pois por hipétese
A\ U(A) é um grupo com a soma, o que é um absurdo. Logo, existe j € {1,...,n} tal que a; € U(A).

[(v) = (vi)] Tomando em particular ¢ = 2 no item (v), obtemos (vi).

[(vi) = (ii)] Suponhamos que se z +y € U(A), entao x € U(A) ou y € U(A), para quaisquer
x,y € A

Seja a + rad(A) € A/rad(A) tal que a + rad(A) # 0. Entao a ¢ rad(A). Assim, existe um ideal
maximal & esquerda 9 de A tal que a ¢ 9.

Com isso, MM + Aa é um ideal & esquerda de A tal que 9 C M + Aa, portanto M + Aa = A.
Assim, existem m € M e b € A tais que m + ba = 1.

Como m ¢ U(A), concluimos pela hipétese que ba € U(A). Em particular, ba é inversivel a
esquerda. Seja ¢ € A tal que c(ba) = 1, isto é, (cb)a = 1. Entao, passando ao quociente, temos que

1+ rad(A) = (cb+ rad(A))(a+ rad(A)), ou seja, a + rad(A) é inversivel & esquerda.

Temos também que a + rad(A) é inversivel a direita. De fato, note que cb + rad(A) # 0, entao
pela mesma construgao que fizemos, existe z € A tal que (x + rad(A))(cb + rad(A)) = 1 + rad(A).

Observamos que z + rad(A) é inversivel & direita, e com isso

[(x 4+ rad(A))(cb + rad(A))](a +rad(A)) = (x+ rad(A))[(cb+ rad(A))(a+ rad(A))] =
= (z+rad(A))(1+rad(A)) = (x + rad(4))

Por outro lado, [(z 4+ rad(A))(cb + rad(A))](a + rad(A)) = (1 + rad(A))(a + rad(A)) = a + rad(A).

Concluimos entao que a + rad(A) = x + rad(A), e portanto a + rad(A) é inversivel a direita.
Logo, qualquer elemento nao-nulo de A/rad(A) é inversivel.

Portanto A/rad(A) é um anel de divisao. O

Definicao A.1.11. Dizemos que um anel A € local se A satisfaz alguma, e portanto todas, das

condi¢coes da Proposicao A.1.10 acima.

Definicao A.1.12. Sejam A um anel e I um ideal a esquerda de A. Dizemos que I € um nil ideal a

esquerda se todo elemento de I € nilpotente.

Proposicao A.1.13. Sejam A um anel e x € A um elemento nilpotente. Entdo 1 — x é inversivel.

Demonstragdo. Seja x € A um elemento nilpotente. Seja entdo n um inteiro positivo tal que z" = 0.

Note que a := >/~ 01 r'=1+z+22+ - +2" ! éoinverso de 1 — x. De fato, temos
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E também vale
n—1 ' n—1 ' n '
(I1-—z)a=(1-2x) (Zm’) = (Zx’) - (Zml> =20 2" =20-0=2"=1
i=0 ' '

Logo, 1 — x é inversivel, com (1 —z) ' ="l =14z + - +2" L. O

Proposicao A.1.14. Seja I um nil ideal a esquerda de A. Entao I C rad(A).

Demonstragdo. Seja y € I. Como I é um nil ideal de A, temos que y é nilpotente. Em particular,
I ¢é ideal & esquerda de A, portanto, para cada a € A, temos que ay € I, e portanto ay também é
nilpotente. Assim, pela Proposi¢ao A.1.13, 1 — ay é inversivel, e em particular é inversivel a esquerda,

para todo a € A. Portanto, pela Proposicao A.1.6, temos que y € rad(A). Logo, I C rad(A). O

Proposicao A.1.15. Seja A um anel tal que cada a € (A\ U(A)) € nilpotente. Entao A é um anel

local.

Demonstragdo. Suponhamos que a é nilpotente, para todo a € (A \ U(A)).

Vamos provar que (A \ U(A4)) C rad(A). Seja z € (A\ U(A)). Temos entdo que z é nilpotente.

Consideremos entdo o menor inteiro positivo k tal que z* = 0.

Afirmamos que Az = {axz |a € A} C (A\ U(A)). De fato, suponha que exista a € A tal que
azx € U(A). Entdo existe b € A tal que b(ax) = 1. Por outro lado, temos que az(z*~1) = az* = a0 = 0,

ou seja, aﬂ?(xk_l) = 0, e portanto b(ax(xk_l)) =0.

Mas por outro lado, b(az(z*~1)) = (b(ax))z*~' = 12~ = 2%~1, 0 que contradiz o fato de k ser
o menor inteiro positivo tal que z¥ = 0. Logo, para todo a € A temos que ax ¢ U(A), ou seja,
ax € (A\ U(A)). Portanto, Az C (A\ U(A)). Como todos elementos de Az estao em A\ U(A),
e por hipdtese todos elementos de A\ U(A) sao nilpotentes, temos que todos elementos de Az sao
nilpotentes. Assim, temos que Az é um nil ideal & esquerda. Entao, pela Proposicao A.1.14, temos

que Az C rad(A). Como z € Az, temos que = € rad(A). Logo, (A\ U(A)) C rad(A).

Como vimos na Observagao A.1.5, sempre temos que rad(A) C (A\ U(A)). Portanto, temos que
(A\U(A)) = rad(A).

Como vimos no Corolario A.1.8, temos que rad(A) é um ideal de A, donde concluimos que A\U(A)

é um ideal de A.

Segue entao da condigao (7i7) da Proposicao A.1.10 que A é um anel local. O

Defini¢ao A.1.16. Seja C := {C;|i € I} uma famdlia de subconjuntos de um conjunto C'. Notemos
que podemos considerar C como um conjunto parcialmente ordenado com a relacdo de ordem <1 dada

pela inclusdo de comjuntos ou pela relacdo de ordem <o dada pela contencdo de conjuntos. Isto €,

76



C; <1 Cj se C; C Oy, e C; <o O se C; D (. Dizemos que um subconjunto S de C, S nao-vazio,
¢ uma cadeia se S = {Cj|j € J C N} C C € um conjunto enumerdvel e totalmente ordenado pela
relacdo de ordem <y, k € {1,2}. Isto ¢, se C;,C; € S, entao C; C C; ou C; C C;. Mais precisamente,
dizemos que S ¢ uma cadeia ascendente se estamos considerando S totalmente ordenado pela relagao
<4, e dizemos que S ¢é uma cadeia descendente se estamos considerando S totalmente ordenado pela
relagao <o. Além disso, se C; # Cj, para i # j, onde C;,Cj € S, dizemos que a cadeia S € estrita, e

quando S € um conjunto finito, dizemos que a cadeia € finita.

Definicao A.1.17. Dizemos que uma familia de subconjuntos {C;|i € I} de um conjunto C' satisfaz
a Condicao de Cadeia Ascendente, ou simplesmente que satisfaz ACC (do inglés Ascending Chain

Condition), se ndo existe uma cadeia ascendente infinita com as inclusoes estritas
Ci1 g Ciz ,C«_ T
nesta familia.

Temos as seguintes equivaléncias:

Proposicao A.1.18. Seja C := {C;|i € I} uma familia de subconjuntos de um conjunto C. Sao

equivalentes:

(i) C satisfaz ACC;
(ii) Para qualquer cadeia ascendente em C,
Cil g CiQ g T

existe um inteiro positivo n tal que C;, = C;j = ... . Neste caso, dizemos que a cadeia €

n+1

estaciondria, ou ainda que ela estabiliza;

(iii) Em qualquer subconjunto S de C , S ndo-vazio, existe um elemento mazimal com relagio a
ordem dada por <i. Isto €, existe um elemento C; € S tal que se C; <y C}, entao C}, = C;
onde C), € S. Isto significa que existe um elemento C; € S tal que se C; C Cy, entao Cp = C},
onde Cy € S.

Neste caso, dizemos que C;j é um elemento maximal de S.

Demonstragao. [(i) = (ii)]

Provaremos a contrapositiva desta afirmagao, isto é, se C nao satisfaz a condicao (i), entdo também

nao satisfaz a condicao (7).

Suponhamos que C nao satisfaca a condicao (i7).
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Entao existe uma cadeia ascendente em C, digamos
Ciy CCi C -+

tal que, para qualquer inteiro positivo n, existe um & tal que C;, # C;, ., . Assim, paran = 1, existe k;

tal que C;, # C; . Paran = 14k, existe ks tal que Cj, hy %+ C Procedendo indutivamente

14k 14k +ko "

desta forma, obtemos a seguinte cadeia ascendente infinita com as inclusoes estritas

Cil - Ci1+k1 - Ci1+k1+k2 G

Assim, concluimos que C nao satisfaz a condigao (7).
(i) — i)
Seja S # () um subconjunto de C. Tome um elemento qualquer C7 em S. Se nao existe Cj, # C}

em S tal que C7 C Cj,, temos entao que C; é um elemento maximal de §. Agora, se existe um

elemento Cj;, # C1 em S tal que C C Cj,, consideramos a cadeia
C1cCy

Repetimos entao o argumento para Cj,, isto é, se nao existe C, # Cj, em S tal que Cj; C C},, temos
entao que Cj; é um elemento maximal de S. Agora, se existe um elemento Cj, # C;, em S tal que
Cj, € C},, consideramos a cadeia

Cr € Cj €0,

Este processo nao pode se repetir infinitamente, isto é, em algum momento encontramos um
elemento maximal de S. De fato, se nunca encontrassemos um elemento maximal de S, encontrariamos
uma cadeia infinita da forma

C1CCj, €Cj S

Entao, pela condigao (ii), existe um inteiro positivo n tal que Cj, = Cj,,, = -+, 0 que é uma

contradi¢ao devido a construcao dos Cj,’s, que garantem Cj, # Cj, ., para todo inteiro positivo k.
[(#12) = ()]
Também provaremos a contrapositiva, isto é, se C nao satisfaz a condigao (i), entdo também nao
pode satisfazer a condigao (7i1).

Suponhamos entdo que C nao satisfaz ACC. Isto é, existe uma cadeia ascendente infinita com as
inclusoes estritas da forma

Ci € Cu o
Considere entao o subconjunto § = {C;,,j = 1,2,...}.

Temos que S # () e é tal que nao existe um elemento maximal em S, desde que para todo inteiro

positivo k temos C;, C C ]

-= ik+l'
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Analogamente ao que foi feito com uma cadeia ascendente, temos para uma cadeia descendente.

Isto é:

Definicao A.1.19. Dizemos que uma familia de subconjuntos {C;|i € I} de um conjunto C' satisfaz
a Condigao de Cadeia descendente, ou simplesmente que satisfaz DCC (do inglés Descending Chain

Condition), se nao existe uma cadeia descendente infinita com as contengoes estritas

Ci,2Ci, D

= =

nesta familia.

Temos também as seguintes equivaléncias:
Proposicao A.1.20. Seja C := {C;|i € I} uma familia de subconjuntos de um conjunto C. Sdo
equivalentes:
(1) C satisfaz DCC;
(13) Para qualquer cadeia descendente em C,
Ciy 2Ci, 2

existe um inteiro positivo n tal que C;, = C;, ., = --- . Neste caso, também dizemos que a cadeia

¢ estacionaria, ou ainda que ela estabiliza;

(7i1) Em qualquer subconjunto S de C , S ndo-vazio, existe um elemento mazimal com relagio a
ordem dada por <5. Isto é, existe um elemento C; € S tal que se C; <o C}, entio Cy = C;
onde Cy, € S. Isto significa que existe um elemento C; € S tal que se C; D Cy, entdo C, = Cj,
onde Cy € S.

Neste caso, dizemos que C;j é um elemento minimal de S.

Demonstragao. [(1) = (ii)]

Provaremos a contrapositiva desta afirmagao, isto é, se C nao satisfaz a condicao (i), entdo também
nao satisfaz a condigao (7).

Suponhamos que C nao satisfaca a condicao (i7).

Entao existe uma cadeia descendente em C, digamos
C’i1 2 Cig 2 e

tal que, para qualquer inteiro positivo n, existe um & tal que C;, # C; . Assim, paran = 1, existe k;

tal que C;, # Ci1+k1' Para n = 1+ kq, existe ko tal que Ci1+k1 % C; Procedendo indutivamente

1+ky+kg "
desta forma, obtemos a seguinte cadeia ascendente infinita com as contengoes estritas

Cil o C;

= 1+kq

2 Ci1+k1+k2 2
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Assim, concluimos que C nao satisfaz a condicao (7).
Seja & # () um subconjunto de C. Tome um elemento qualquer C; em S. Se nao existe Cj, # Cy

em S tal que C1 2 Cj,, temos entao que C7 é um elemento minimal de S. Agora, se existe um

elemento Cj, # C1 em S tal que Cq 2 C},, consideramos a cadeia
C1 20y

Repetimos entao o argumento para Cj,, isto é, se nao existe C}, # Cj, em S tal que Cj, D C},, temos
entao que Cj, é um elemento minimal de S. Agora, se existe um elemento C}, # Cj, em S tal que
Cj, 2 C},, consideramos a cadeia

C1 20 2 Gy,

Este processo nao pode se repetir infinitamente, isto é, em algum momento encontramos um
elemento minimal de S. De fato, se nunca encontriassemos um elemento minimal de S, encontrariamos
uma cadeia infinita da forma

C12C;, 2C;, 2

Entao, pela condicao (i7), existe um inteiro positivo n tal que C;, = Cj,,, = ---, 0 que é uma

contradigao devido a construgao dos Cj,’s, que garantem C;, # Cj, ., para todo inteiro positivo k.

k41
(i) = (i)
Também provaremos a contrapositiva, isto é, se C nao satisfaz a condigao (i), entdo também nao
pode satisfazer a condicao ().

Suponhamos entao que C nao satisfaz ACC. Isto é, existe uma cadeia descendente infinita com as
contencoes estritas da forma

Ci1 2 Ciz 2
Considere entao o subconjunto § = {Cj;,j = 1,2,...}.

Temos que S # () e é tal que nao existe um elemento minimal em S, desde que para todo inteiro

positivo k temos C;, 2 C; ]

= k+1°

Definicao A.1.21. Sejam A um anel e M um A-mddulo. Dizemos que M ¢é noetheriano se a familia

dos submdédulos de M satisfaz ACC.

Definicao A.1.22. Sejam A um anel e M um A-mddulo. Dizemos que M € artiniano se a familia

dos submaodulos de M satisfaz DCC.

Note que o médulo nulo M = {0} satisfaz trivialmente ACC e DCC.
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Observagao A.1.23. Se M é um A-mdédulo que satisfaz ACC, respectivamente DCC, e N C M é um
submdédulo de M, entao N também satisfaz ACC, respectivamente DCC. Isto € claro, desde que todo
submaodulo de N ¢é também um submddulo de M, e desde que ndo haja uma cadeia ascendente infi-
nita com contencées estritas na familia dos submddulos de M, também ndo pode haver na familia dos
submddulos de N, desde que a familia dos submddulos de N estd contida na familia dos submddulos de
M, portanto N satisfaz ACC. Respectivamente, se nao hd uma cadeia descendente infinita com as con-
tencdes estritas na familia dos submddulos de M, também nao pode haver na familia dos submddulos

de N, portanto N satisfaz DCC.

Observagao A.1.24. Observamos que a partir de qualquer cadeia da forma
{0y =M, CMp_1C---CMy=M (C)
podemos obter uma nova cadeia (C"), onde as inclusoes sao estritas
{0} =M C M1 C--CMy=M (C)
simplesmente eliminando os modulos tguais. Neste caso, t < k

Definicao A.1.25. Seja M um A-mddulo e considere
[0} =My My S CMy=M  (S)
uma cadeia estrita e finita de submddulos de M. Dizemos que a cadeia
{0} =N, CN,1C---CNg=M (5

¢ um refinamento para (S) se para cada i € {0,1,...,r} existe j € {0,1,...,s} tal que M; = N;. Além
disso, dizemos que (S") é wm refinamento préprio de (S) se existe j € {0,1,...,s} tal que N; # M;
para todo i € {0,1,...,r}.

Em outras palavras, um refinamento de uma cadeia consiste em inserir submddulos nela, contudo,
nada nos impediria de repetir um submoédulo que ja estivesse na cadeia, pois no refinamento nao
exigimos que as inclusoes sejam préprias. Para evitar este tipo de situagao, definimos entao um
refinamento proprio. Isto é, uma cadeia admite um refinamento préprio se conseguirmos inserir algum

submodulo nela que seja diferente dos que ja estao l4.

Definicao A.1.26. Seja M um A-mddulo. Dizemos que a cadeia estrita e finita
{0} =M, C M1 C--CMg=M (S)

€ uma série de composicao se ela ndo admite um refinamento proprio. Neste caso, dizemos que o

comprimento de (S) € r, isto €, a quantidade de inclusées estritas existentes na cadeia.
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Como vimos acima, a cadeia nao admite um refinamento proprio quando nao é possivel inserir
nenhum submédulo novo nela. Desta forma, uma série de composicao é precisamente a maior cadeia
que conseguiremos com os submdédulos em questao. Podemos convencionar que o médulo nulo M = {0}

tem uma unica série de composicao, dada pelo proprio médulo, e esta tem comprimento 0.

Definigao A.1.27. Dizemos que um A-mddulo M € simples se os unicos submddulos de M sdo os

triviais. Isto é, se N C M é um submddulo de M, entao N = {0} ou N = M.

Obviamente, {0} é um A-médulo simples.

A proposicao a seguir nos fornece um método para verificar quando que uma dada cadeia é uma

série de composicao.
Proposicao A.1.28. Seja M um A-mddulo. Entao
{0} =M, C M1 C--CMy=M (S)

é uma série de composicao se, e somente se, o quociente M;_1/M; é um A-mddulo simples, para cada

1=1,2,..r

Demonstragdo. [=—>] Suponhamos que (S) seja uma série de composigao. Entao (S) ndo admite um
refinamento préprio. Queremos provar que M;_1/M; é um médulos simples, para cada i = 1,2, ...,r.
Suponhamos por absurdo que existe j € {1,2,...,r} tal que M;_1/M; nao seja simples. Entao existe
P C M;_y/M; submédulo préprio de M;_1/M; e P # {0}. Entdo, temos que P = N/M;j, onde
N C M;_y é um submdédulo préprio de M;_1 que contém propriamente M;, isto é, M; C N é

submédulo de N.
Formamos entao a seguinte cadeia, supondo sem perda de generalidade que 1 < j <r —1,
(0} =M, CM 1 S CM;CNCM S CMy=M (5

e vemos que (S’) é um refinamento préprio para (S), o que é um absurdo. Logo, M;_1/M; é um

modulo simples, para cada i = 1,2, ...,7.

[<=] Suponhamos agora que M;_1/M; é um A-médulo simples para cada i € {1,2,...,r}. Vamos
provar que a cadeia (S) nao admite um refinamento préprio, e assim entao (5) serd uma série de
composigao. Podemos, sem perda de generalidade, considerar um refinamento de (S) da seguinte
forma

{0}=M, CM, 1 G- CM;CENC M G- G My=M ()
Entao N/M; C M;_1/Mj, e como M;_1/M; é um A-médulo simples, temos N/M; = {0} ou
N/M; = M;_1/Mj, isto é, N = M; ou N = M;_;. Assim, (S’) ndo é um refinamento préprio para
(S). Como todo refinamento de (S) pode ser analisado como analisamos (S’) numa quantidade finita
de vezes, concluimos que nenhum refinamento para (S) pode ser um refinamento préprio, donde segue

entdo que (5) é uma série de composicao. O
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Um moédulo pode ter mais de uma série de composicao. Vejamos o seguinte exemplo:

Exemplo A.1.29. Considere Zsy como Z-mddulo. Note que

{0} € 10Zs3y C 5Zs0 C Zsg (S.1)

{0} € 15Z3g C 3730 C Z3o (S.2)
sao duas séries de composicoes distintas.
De fato, todo Z-submddulo de Zso € da forma nZsg, comn =0,1,2..,29.
Além disso, nZs3o € submddulo de mZsy se e somente se m|n.
E mais, nZsg = ngo.

Com isso, vemos que tanto (S.1) quanto (S.2) nao admitem refinamento prdprio, e sao portanto

séries de composicdo.

No exemplo anterior, exibimos duas séries de composicao distintas para Zsy como Z-mddulo,
entretanto, ambas possuem o mesmo comprimento, a saber 3. Veremos a seguir que podemos falar
em comprimento de moédulo, definindo como sendo o comprimento de alguma série de composicao,
e estard bem definido, pois veremos que duas séries de composicao quaisquer de um dado médulo
possuem o mesmo comprimento. Antes, vejamos uma observacdo que nos serd util para a prova deste

resultado.

Observagao A.1.30. Sejam M um A-mddulo, M' C M e N C M dois A-submddulos de M. Con-
sidere N' = N(\M' e defina v : N/N' — M/M' por 1(x + N') = x + M’, para © € N. Vemos que
L estd bem definida, pois se x + N' = y+ N', para x,y € N, entdo v —y € N' = NN M', e assim
x—1y € M, donde concluimos que x + M' = y+ M'. Além disto, vamos provar que esta aplicacdo v €
um homomorfismo de A-mddulos injetor, e isto nos permitird ver % como submddulo de %, ja que
&2 u(&7), pois v é um A-homomorfismo injetor, e u(R;) C & ¢ submddulo de 5. Vamos provar
que de fato v € um homomorfismo de A-mddulos injetor. Sejam x + N',y + N’ € N/N' e a € A.

Entao:

(i) t((x+N)+(y+N))=wlzr+N)+u(y+N'):

((z+N)+(y+N") = ((z+y)+N') = (x+y)+M' = (z+M")+(y+M') = t(z+N")+u(y+N').

(i7) tla-(x+N'))=a-t(lx+N'):

va-(z+N))=wvax+N)=ax+M =a-(x+M)=a-i(z+ N').

(#i7) ¢ € ingetor:
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Suponha que (x + N') = 1(y + N'). Isto significa que v+ M' =y + M’, e portanto x —y € M’'.
Como z,y € N, e N é submddulo de M, temos v —y € N. Assimx —y € NNM = N', e
portanto x + N' =y + N'.

Proposicao A.1.31. Se um A-mddulo M tem uma série de composicdo de comprimento r, entao
toda série de composicao de M tem comprimento r e qualquer cadeia com t inclusoes estritas, € tal

que t < r e pode ser estendida a uma série de composicao.

Demonstragao. Suponha que M tenha uma série de composi¢ao (T') de comprimento r. Denotemos

por [(M) o menor comprimento de uma série de composigao de M. Entao temos que

(M) <r. (A1)

Afirmacao 1: Se N C M é um submddulo préprio de M, entao I(N) < I(M).
De fato, seja (M) = s e
{0} =M C M1 C---C My=M (S)

uma série de composicao que satisfaca esse comprimento. Entao, pela Proposicao A.1.28 temos que
M;_1/M; é um médulo simples, para cada i = 1,2, ..., s. Consideramos agora os submédulos de N

dados por N; = NN M;, parat=0,1,...,s. Formamos entao a seguinte cadeia
{O}ZngstlggNOZN (S,)

Pela Observacao A.1.30, temos que para cada i = 1,2, ...s, fixado, podemos identificar

Ni—1/N; = «(N;—1/N;) através do homomorfismo injetor ¢, e como ¢(N;—1/N;) C M;_1/M;, onde
M;_1/M; é um médulo simples, nds temos entao que ¢(N;—1/N;) = {0} ou ¢(N;—1/N;) = M;_1/M;,
isto é N;_1/N; = {0}, e neste caso N;_; = N;, ou N;,_1/N; = M;_1/M;, e neste caso entao N;_1/N;
é simples. Assim, podemos eliminar os submdédulos que se repetem na cadeia (S’), e a cadeia que
resta é uma série de composicao para N, pois os quocientes dos médulos restantes sao simples. Neste
caso, esta série de composicao que resulta tem comprimento k& = s — j, onde j é a quantidade de
modulos repetidos que aparecem em (S’). Como, por definigao, [(N) é o comprimento da menor série

de composigao de N, temos I(N) < k < s =1[(M).
Logo, concluimos que [(N) < [(M).

Suponhamos agora que seja [(N) = [(M). Vamos provar entao que N = M, o que é um absurdo,
visto que estamos supondo que N seja um submédulo préprio de M. Como I(N) = (M), temos
k = s e portanto j = 0, isto é, ndo existem mddulos repetidos em (S7). J& temos Ny = {0} = M.
Note que, como Ns_1 = N N M,_1, temos Ns_1 C My 1. E como nao temos médulos repetidos em
(S"), Ng_1 # Ns. Temos entao, Ns_1 = Ms_1. De fato, se tivessemos Ns;_1 C M,_1, conseguiriamos

um refinamento préprio de (.5), dado por

{0} =M; C N1 C My ©-- CMy=M (R)
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o que seria um absurdo, pois (5) é uma série de composigao e portanto nao admite refinamento préprio.
Logo, temos Ns_1 = M,_1. Procedento indutivamente, obtemos N; = M; paratodoi=s,s—1,...,1,0,

donde obtemos N = Ny = My = M, o que contradiz o fato de N ser um submédulo préprio de M.

Com isso, provamos a Afirmacgdo 1. Precisamente, concluimos que se N C M é um submddulo,
entdo [(N) < I(M), onde a igualdade s6 ocorre se N = M. Ou seja, se N C M é um submédulo

proéprio, entao I(N) < I(M).
Afirmagao 2: Qualquer cadeia com t inclusdes estritas, é tal que ¢t < [(M).

De fato, seja

My C My 1 C--- C My

uma cadeia com t inclusdes estritas. Podemos refinar esta cadeia para a seguinte

Entao, pela Afirmacgao 1, nés temos
(M) > 1(Mo) > 1(My) > -+ > U(My) > 1({0}) = 0.

Assim,

Portanto, [(M) > t.

Com isso, provamos nossa afirmacao, ou seja, qualquer cadeia com t inclusoes estritas é tal que

t < I(M).

Note que a série de composigao (1) é, em particular, uma cadeia com r inclusoes estritas. Entao,
pela Afirmagao 2, temos

r <IU(M). (A.2)
Segue portanto de (A.1) e (A.2) a igualdade r = [(M).
Portanto, toda série de composi¢ao tem o mesmo comprimento [(M). Por iltimo, vejamos que

toda cadeia com t inclusoes estritas, e portanto t < [(M) pela Afirmacao 2, pode ser estendida a

uma série de composicao.

Considere (S) uma cadeia qualquer. Pela Observagao A.1.24, podemos pensar que esta cadeia
tem somente inclusdes estritas. Digamos que ela tem t inclusdes estritas. Se t = [(M), entdo ela
é uma série de composicao. De fato, se ela nao é uma série de composicao, entdao ela admite um

refinamento proprio, e a cadeia resultante terd ¢ + 1 inclusoes proprias, e entao pela Afirmacao 2,
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temos t + 1 < [(M) = t, um absurdo. Também pela Afirmagao 2, ndo podemos ter ¢t > [(M). Se
t < I(M), entao ela ndo é uma série de composicao, pois se fosse ja mostramos que seria t = [(M).
Assim, a cadeia admite um refinamento préprio, e a cadeia resultante terd r inclusbes estritas, com
r > t+1. Analisamos agora essa cadeia resultante, donde concluimos também que, se r = [(M), entao
ela é uma série de composigao, e como nao podemos ter r > (M), se r # [(M), entao r < (M) e com
isso concluimos que ela também nao é uma série de composicao, donde tomamos entao um refinamento
préprio, e obtemos uma nova cadeia, e assim indutivamente até que tenhamos obtido uma série de

composicao para nossa cadeia original. ]

A proposicao acima nos permite falar em comprimento de um mddulo, j4 que quando este possui
uma série de composicao de comprimento 7, entdo qualquer outra série de composi¢cao também terd

comprimento 7. Assim, temos a seguinte definicao:

Definicao A.1.32. Dizemos que um A-mddulo M tem comprimento finito r se M tem uma série de

composi¢cao de comprimento r.

Observagao A.1.33. Observe que a Afirmacao 2 do teorema anterior mos garante que, quando
um modulo M tem comprimento finito, entdo quaquer submodulo N C M também tem comprimento
finito. E mais do que isso, se N C M, entdo o comprimento de N ¢ estritamente menor que o

comprimento de M.

Vejamos agora que exigir que um médulo M tenha comprimento finito é equivalente a exigir que

este médulo seja artiniano e noetheriano.
Proposicao A.1.34. Um A-mddulo M tem comprimento finito se, e somente se, € noetheriano e

artiniano.

Demonstragao. Note que se M = {0} a equivaléncia é satisfeita. Suponhamos entao M # {0}.

[—>] Suponha que M tenha comprimento finito. Entao M admite uma série de composigao de
comprimento finito . Suponha agora por absurdo que M nao é artiniano ou noetheriano. Ou seja,

M nao satisfaz ACC ou DCC.

Se M nao ¢é artiniano, existe uma cadeia estrita e infinita da forma
MiDMyD--DMpy1 D---
de onde conseguimos extrair a seguinte cadeia finita de contencoes estritas

My 2 My 2 -+ 2 My 2 {0}

Note que esta cadeia tem r + 1 inclusoes estritas, donde pela Afirmagao 2 da Proposicao A.1.31

obtemos que r + 1 < r, um absurdo.
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Se M nao é noetheriano, existe uma cadeia estrita e infinita da forma
My CMyC---C My C---
de onde conseguimos extrair a seguinte cadeia finita de inclusGes estritas
My My G- & My G M
Note que esta cadeia tem r 4 1 inclusdes estritas, donde segue novamente pela Afirmacao 2 da
Proposicao A.1.31 que r + 1 < 7, um absurdo.

Como ambos casos nos levam a um absurdo, temos que M é artiniano e noetheriano.

[<=] Suponha que M ¢ artiniano e noetheriano. Entao M satisfaz ACC e DCC. Considere agora
a familia S de todos submédulos de M, isto é, S = {N C M | N é submédulo de M}.

Construimos agora, Sp := {N C M | N é submédulo de M}.

Note que So € S e Sy # 0, pois {0} € Sp. Como M satisfaz ACC, pelo item (iii) da Proposicao

A.1.18, temos que Sy tem um elemento maximal, digamos Mj.

Seja agora Sy := {N C M; | N é submédulo de M1}. Se 81 # (), entdo, como M; também satisfaz
ACC pela Observagao A.1.23, existe Ms submédulo maximal em S;. Procedendo indutivamente desta

forma, obtemos a seguinte cadeia

MDOM DMy D---

Agora, como M satisfaz DCC, esta cadeia precisa ser finita. Digamos
MM 2My2---2M,  (5)
Afirmamos agora que, sem perda de generalidade, podemos considerar um inteiro r tal que
M, = {0}.

De fato, se M, # {0}, entao {0} € S,, donde terfamos S, # ) e portanto terfamos M, elemento

maximal de S, e estenderiamos nossa cadeia a
MM 2M 2 2 M 2 My
Assim, se M, ;1 # {0}, repetiriamos o processo, obtendo M, 2 e a cadeia
MM 2 My 2.2 My 2 Mpyy 2 Mo

e assim indutivamente, e como esse processo nao pode se repetir infinitamente, pois nesse caso teriamos
uma cadeia infinita, existe um inteiro positivo k tal que S, = ), donde M, = {0} e considerarfamos
entao

M2 M 2My 22 My 2o 2 My = {0}
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Portanto, consideremos nossa cadeia inicial (.S), onde ja estamos admitindo que M, = {0}.

Afirmamos agora que (S) é uma série de composigao para M, garantindo assim que M tenha

comprimento finito r.

Para provarmos isso, vamos provar que M; /M, é simples, para cada ¢ = 0,1, ..., — 1,, donde o

resultado segue entao pela Proposicao A.1.28.

Suponhamos por absurdo que exista j € {0,1,...,r — 1} tal que M;/M;,; nao seja simples. Entao
temos que existe P tal que {0} C P C M;/M; 1, donde temos que existe N tal que P = N/Mj; 1 com

M1 € N € Mj, mas isto contradiz o fato de M; 1 ser um elemento maximal da familia S;.
Logo, M;/M;; é simples para cada i = 0,1,...,r — 1.
Portanto, pela Proposigao A.1.28, (S) é uma série de composigao para M. O

Teorema A.1.35. (Decomposi¢do Fitting) Sejam A um anel e M um A-mddulo a esquerda de

comprimento finito. Para qualquer endomorfismo f € E := Enda(M), nds temos
M = ker(f") ® im(f")

para qualquer inteiro n suficientemente grande.

Demonstragcao. Temos as duas cadeias de submddulos seguintes:

M D im(f) 2 im(f*) 2

{0} C ker(f) C ker(f*) C---

De fato, como f : M — M, temos im(f) C M e para qualquer inteiro positivo k& temos que, se
y € im(f*), entdo existe x € M tal que f*(z) =y, e portanto y = f*=1(f(x)), ou seja, y € im(fF1).
Temos {0} C ker(f), e se y € ker(f*), entdao f¥(y) = 0, e segue que f* 1 (y) = f(f*(y)) = f(0) =0,
e portanto y € ker(f*+1).

Como M tem comprimento finito, entao pela Proposicao A.1.34, M satisfaz ACC e DCC, e portanto

ambas cadeias precisam estabilizar. Assim, existem 7, s inteiros positivos tais que

im(f7) = im(f) = -+

ker(f®) = k:er(f$+1) =...

Seja n um inteiro positivo tal que n > max{r,s}, isto é, n > r e n > s. Note que ambas cadeias

estabilizam para esse n, isto significa que

im(f7) = im(f) = e her(f") = her(f") =
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Afirmamos que M = ker(f™) @ im(f™).

Mostraremos primeiro que a intersecao é nula. Seja a € ker(f™) Nim(f™). Como a € ker(f™),
temos que f"(a) = 0, e como a € im(f"), temos que existe b € M tal que a = f"(b). Assim,
(b)) = f(f (b)) = f*(a) = 0, ou seja, b € ker(f**) = ker(f"), e entdo, a = f*(b) = 0, pois
b € ker(f™). Logo, ker(f™) Nnim(f™) = {0}.

Provaremos agora que ker(f") +im(f") = M. Seja ¢ € M. Entao f"(c) € im(f") = im(f*).
Tome d € M tal que f2*(d) = f™(c). Note que

fre—fr(d) = (o) = A () = f(e) = f(d) = f(c) — f"(e) =0,
isto é, ¢ — f™(d) € ker(f™).
Portanto, temos ¢ = (¢ — f*(d)) + f™(d) € ker(f™) +im(f"). O

Definigao A.1.36. Um A-mddulo M € dito indecomponivel se M # {0} e nao ezistirem submddulos
ndo triviais N1, Ny tais que M = N1 @ Na. Isto €, M é indecomponivel se M # {0} e M = N1 @ Na,
entdo N1 = {0} ou Ny = {0}.

Definicao A.1.37. Dizemos que um A-mddulo M # {0} é decomponivel se nao for indecomponivel.
Equivalentemente, significa dizer que existem submddulos N1, No C M, Ny # {0}, No # {0} tais que
M = N1 & Ns.

Notemos que as defini¢oes de médulo simples e médulo indecomponivel sao muito proximas, porém
vemos através da observacao a seguir que a propriedade de ser simples é mais forte que ser indecom-
ponivel, visto que todo médulo nao-nulo simples é também um modulo indecomponivel. Precisamente,

temos:

Observagao A.1.38. Se M # {0} € um A-mddulo simples, entdo M é um A-mddulo indecomponivel.
De fato, suponhamos que M # {0} e M = N1 & N, onde N1, No C M sdao submddulos de M. Como
M ¢ simples, temos N1 = {0} ou Ny = M. Se N1 = {0}, entdo M € indecomponivel, e se Ny = M,
entao temos M = N1 @ Ny = M @ Na, e portanto temos Ny = {0}, ou seja, M ¢é indecomponivel

também neste caso.

O exemplo a seguir ilustra que a reciproca da observacao acima nao é verdadeira. Isto é, nem todo

médulo indecomponivel é simples.

Exemplo A.1.39. Considere Z como Z-mddulo. Sabemos que Z mao € simples como Z-mddulo,
pois existem submddulos ndo triviais. De fato, sabemos que todo Z-submddulo de Z ¢ da forma
n-Z={nx | x € Z}, onde n € {0,1,2,...}. Contudo, Z €é indecomponivel como Z-mddulo. De fato,
suponha que existem submddulos N1, No C Z tais que Z = N1 & Ny. Entao, existem ni,ng inteiros

tais que Ny =ny1 -Z e Ny = ng - Z. Seja m = nins = nany. Entdo, obviamente temos que m € Ny e
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m € Na, portanto m = 0. Assim, ning = 0, e isto significa que ny = 0 oung = 0, e portanto N1 = {0}

ou Ny = {0}.

Ou seja, Z como Z-mddulo € indecomponivel, mas nao € simples.

Quando um A-médulo M, M # {0}, pode ser escrito como uma soma direta da forma
M=M &MsP---®M,, onde os M;’s sao submddulos nao-nulos de M, para ¢ = 1,2, ..., 7, definimos
entdo, para cada i, o homomorfismo m; : M — M; dado por m;(z) = x;, onde x = x1 + x93 + - - - + T,
com x; € M;. Neste caso, para cada ¢, chamamos m; de homomorfismo sobrejetor canénico associado
a decomposicao de M. Desde que M é soma direta dos M;’s, temos que a escrita de £ € M na forma

r=x1+T9+ -+ 1z, com x; € M;, é Gnica, donde temos entdao que estes homomorfismos estao bem

definidos.
Verifiquemos que estas aplicactes sao de fato homomorfismos sobrejetores de A-médulos.

Sejam z,y € M e a € A. Temos:

o mi(x+y)=mi(x)+my):

Desde que z = 1+ +x, e y =y1 +ya2+- - +yr, temos que z+y = (z1 +y1) +- -+ (zr +yr).
Assim, m;i(z +y) =z + yi = mi(x) + mi(y).

o mi(a-z)=a- mx):

Desde que = x1+- - -+x,, temos que a-x = (a-x1)+- - -+ (a-x,). Assim, m;(a-x) = a-x; = a-m;(x).

e 7; é sobrejetora:

Seja z € M;. Como M; C M, temos que 2 € M, e 2 = x1 + --- + 2, com x; = 0 para
j=1,.,i—1i4+1,...1r e x; = z. Segue que 7;(z) = wi(x1 + -+ x,) = x; = z. Logo, m; é

sobrejetora.

Estes homomorfismos sobrejetores candnicos dao origem aos seguintes endomorfismos, que chama-
mos de projegoes: Para cada i = 1,...,r, definimos «; : M — M por «;(x) = m;(z). Notemos que

a; € Enda(M). Além disso, estas projegoes satisfazem:

Proposicao A.1.40. Sejam o, © = 1,2,...,1, como construidas acima. Valem as sequintes igualdades:
(i) of = ai;
(i1) cyoa; =0, seiF# j;

(#11) Idy =Y i i = ap +ag+ -+ .

Demonstragio. (i) af = q; :
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Por outro lado,

2
Logo, o = .

1) «ajoa; =0,se1F# J:
J J

De fato, seja z € M. Entao x = x1 + - -+ + x,. Assim, se i # j, temos
a0 aj(z) = ai(aj(x)) = m(mj(@r + - + x,)) = mz;) =0
Como x € M foi qualquer, temos que o; o oj = 0, quando ¢ # j.

(@@i) Idy =3 ji=o1+az+ - +a:

De fato, sejax € M. Entao x = x1+---+x,. Como para cadai=1,2,...,r, o; ¢ homomorfismo,

e a;(x) = z;, temos que
T T T
i=1 =1 i=1
Como z € M foi qualquer, temos que Y, ; a; = Idy.

O]

Definicao A.1.41. Um A-mdédulo a esquerda M ¢é dito ser fortemente indecomponivel se End (M)

é um anel local.

Definigdo A.1.42. Seja A um anel. Um elemento a € A € dito idempotente se a® = a.

Observagao A.1.43. Temos que todo anel A possui ao menos dois idempotentes, a saber 04 e 14.

Por essa razdo, estes idempotentes sao chamados de triviais.

Proposicao A.1.44. Seja A um anel local. Entdo A tem apenas idempotentes triviais, isto €, se

2

a € A ¢étal que a® = a, entdo a =0 ou a = 1.

2 = @. Entdo temos a — a® = 0, ou seja, (1 —a)a = 0.

Demonstragao. Seja a € A tal que a
Suponhamos agora que a # 0. Devemos mostrar entdao que a = 1.

Sendo a # 0, obtemos entdao que 1 — a nao é inversivel a esquerda, pois se fosse existiria b € A tal
que 1 = b(1 — a), e disto seguiria que a = la = [b(1 — a)]a = b[(1 — a)a] = b0 = 0, o que seria uma

contradicao.
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Logo, 1—a nao é inversivel a esquerda, e portanto nao é inversivel. Assim, temos que (1—a) ¢ U(A),

ou seja, (1 —a) € (A\U(A)).

Afirmamos entdo que a é inversivel. De fato, se a nao for inversivel, entdao a € (A\U(A)). Como, por
hipétese, A é um anel local, temos que A\ U(A) é um ideal de A. Assim, 1 = (1—a)+a € (A\U(A)),
e portanto A = (A \ U(A)), o que é um absurdo, ja que 1 € U(A), e portanto 1 ¢ (A\ U(A)), e

obviamente 1 € A.

Portanto, a é inversivel. Assim, existe b € A tal que ab = 1. Entao,
l—a=(1-a)l=(1-a)(ab) =[(1 —a)alb =0b=0,
ou seja, 1 —a = 0, donde segue que a = 1, como queriamos. O

Proposicao A.1.45. Um A-mdédulo M, M # {0}, € indecomponivel se, e somente se, Enda(M)

contém apenas idempotentes triviais.

Vamos na verdade provar a contrapositiva desta afirmacao, ou seja, provaremos a afirmacao equi-

valente:

Proposigao A.1.46. Um A-mddulo M, M # {0}, é decomponivel se, e somente se, End (M) contém
algum idempotente ndo-trivial, isto é, existe f € Enda(M) tal que f> = f e f #1,f #0.

Aqui, estamos denotando por 1 a aplicacdo Idys, que é a unidade em End4(M).

Demonstragdo. [=>] Seja M # {0} um A-médulo decomponivel. Entao existem submédulos
M, # {0} e My # {0} tais que M = M; @& M,. Tomemos entao as projegoes o e ag. Isto é, para

i € {1,2}, temos «; : M — M dada por «o;(x) = z;, onde = = 1 + 9 com z; € M;.

Vamos provar que o7 é um idempotente nao-trivial. Da mesma forma, prova-se também que o é

um idempotente nao-trivial.
Temos que a1 € Enda(M), e do item (i) da Proposicao A.1.40, temos que o = a;. Resta verificar

apenas que a1 # 0 e a1 # 1:

e oy #0:

Como M # {0}, tomemos x € My, x # 0. Assim, a;(x) = = # 0, donde segue que oy # 0.

o o # 1
Como My # {0}, tomemos y € Ma, y # 0. Assim, a1(y) = 0 # y = Idp(y), donde segue que
a1 75 1.

Logo, a é um idempotente nao-trivial.
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[<=] Suponhamos agora que M # {0} é um A-mdédulo e que End (M) contém algum idempotente
nao-trivial. Seja f € Enda(M) este idempotente. Temos entdo que f: M — M, f2=f, f #0¢

f#1

Vamos provar que M = im(f) @ ker(f), onde im(f) # {0} e também ker(f) # {0}, e com isso

concluimos entao que M é decomponivel.
Primeiro, vejamos que M = im(f) + ker(f).

Seja x € M. Note que x = f(x) + (z — f(z)), onde temos que f(z) € im(f) e (z — f(z)) € ker(f).
De fato, obviamente temos que f(x) € im(f), e do fato que f é um homomorfismo tal que f% = f,

temos que
flo—f(2) = fx) = [(f(x)) = f(z) = [2(2) = f(a) = f(z) =0,
ou seja, (z — f(x)) € ker(f).
Agora, vejamos que im(f) N ker(f) = {0}.

Seja y € im(f) Nker(f). Do fato que y € ker(f), temos que f(y) = 0, e do fato que y € im(f),
temos que existe x € M tal que f(z) = y. Assim, f(f(x)) = f(y), ou seja, f2(x) = f(y). Como f2 = f

e f(y) = 0, temos que y = f(x) = f2() = f(y) = 0, ou seja, y = 0 e segue que im(f) Nker(f) = {0}.
Com isso, concluimos que M = im(f) & ker(f).
Por tltimo, verifiquemos que im(f) # {0} e também ker(f) # {0}.
Se im(f) = {0}, temos que M = im(f) & ker(f) = {0} @ ker(f) = ker(f), donde segue que f = 0,
uma contradicio, ja que f # 0. Logo, im(f) # {0}.

Se ker(f) = {0}, temos que M = im(f). Entao, para y € M, temos que existe x € M tal que

y = f(x). Assim, f(y) = f(f(x)) = f*(z) = f(x), e portanto f(y) — f(zx) = 0, ou seja, f(y —z) = 0.
Logo, y — = € ker(f) = {0}, e portanto z = y. Com isso, temos que y = f(z) = f(y) e segue que
f =1, uma contradigao, ja que f # 1. Logo, ker(f) # {0}. O

Coroldrio A.1.47. Se M # {0} é um A-mddulo fortemente indecomponivel, entdo M ¢é indecom-

ponivel.

Demonstragdo. Este resultado segue diretamente da Proposi¢ao A.1.44 e da Proposicao A.1.45.

De fato, se M # {0} é um A-mdédulo fortemente indecomponivel, entao, por definigao, End (M)
é um anel local. Entao, pela Proposi¢ao A.1.44, End(M) s6 tem os idempotentes triviais. Segue

portanto da Proposicao A.1.45 que M é indecomponivel. ]

O exemplo a seguir mostra que a reciproca do corolario acima nao é verdadeira. Isto é, nem todo

modulo indecomponivel é fortemente indecomponivel.
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Exemplo A.1.48. Considere Z. como um Z-mdédulo. Sabemos do Exemplo A.1.39 que Z ¢é indecom-

ponivel.

Vejamos agora que Endy(Z) = Z como Z-mddulos, donde seque que Z nao é fortemente indecom-
ponivel como Z-mdédulo, jd que Z ndo € anel local, visto que todo ideal da forma pZ, onde p é um

nimero primo, € um ideal mazximal de Z. Portanto, Endyz(Z) = 7 também nao € local.

Note que, para f € Endyz(Z), temos que [ estd unicamente determinado pelo valor que assume em

1, jd que para qualquer inteiro n, f(n) = f(n-1) =n- f(1).

Assim, ¢ : Endy(Z) — Z dado por o(f) = f(1) estd bem definido. Além disso, para cada nimero

inteiro k, a aplicacao fy : Z — 7 tal que fr(1) =k, € um homomorfismo de Z-mddulos.

Com isso, garantimos que ¢ € um isomorfismo de Z-mddulos. De fato, para toda f,g9 € Endy(Z)

en €7, temos:

e o(f +g)=p(f) +v(g):

e o € injetora: Sejam f,g € Endy(Z) tais que o(f) = ¢(g). Entao f(1) = g(1). Donde seque que

para todo n € 7, temos

fn)=fn-1)=n-f(1)=n-g(1) =g(n-1) =g(n)
Portanto f = g.

e © ¢ sobretora: Seja k € Z. Tome fi, € Endg(Z). Entao, o(fr) = fr(1) = k.

A.2 O Teorema de Krull-Schmidt

Nesta secao provaremos o classico Teorema de Krull-Schmidt, que garante que todo A-mddulo
M de comprimento finito tem uma decomposicao em soma direta de submddulos indecomponiveis.
E mais, esta decomposicao é unica a menos de isomorfismo. Desta forma, este é um teorema de
existéncia e unicidade. Veremos que a prova da existéncia é um tanto quanto simples, enquanto que

a prova da unicidade é um pouco mais elaborada.

A existéncia de uma tal decomposicao é dada pela proposicao a seguir. Ressaltamos que nao é
necessario exigir que o médulo M tenha comprimento finito, que como vimos na Proposicao A.1.34 é
equivalente a exigir que M seja artiniano e noetheriano, isto é, que satisfaca ACC e DCC. De fato, é

suficiente exigirmos que M satisfaga apenas uma dessas duas condigoes. Vejamos:
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Proposicao A.2.1. Sejam A um anel e M # {0} um A-mddulo a esquerda cujos submddulos sa-
tisfazem ou ACC ou DCC. Entdo M pode ser decomposto em uma soma direta finita de mddulos

indecomponiveis. Dizemos, neste caso, que M tem uma decomposicao de Krull-Schmidt.

Demonstragao. Seja M # {0} um A-médulo cujos submédulos satisfazem ACC ou DCC.

Afirmagao 1: Qualquer submédulo indecomponivel N C M tem uma decomposicao de Krull-

Schmidt. De fato, N = @}:1]\@, com N1 = N, e temos N indecomponivel.

Afirmacgao 2: Se N1, Ny C M sao dois submédulos de M tais que ambos tem uma decomposi¢ao
de Krull-Schmidt e, além disso, temos também que vale Ny N Ny = {0}, entdo N1 + No = N1 @ No
também tem uma decomposi¢ao de Krull-Schmidt. De fato, sejam Ny = @;_; P, ¢ Ny = @3‘:1 T;,
onde P; e T; sao indecomponiveis para cada i =1,...,s e j = 1,...,t. Entao, temos

t+s

s t
i=1 j=1 k=1

onde Ry = Py, parak € {1,...,s} e Ry = Tj_s para k € {s+1, ..., s+t}. Note que Ry é indecomponivel

para cada k = 1,..,t + s, ou seja, N1 + Ny tem uma decomposicao de Krull-Schmidt.

Vamos provar agora que M # {0} tem um decomposi¢do de Krull-Schmidt. Suponhamos por
absurdo que M # {0} nao possua uma decomposicao de Krull-Schmidt. Entao, pela Afirmacao 1,
temos que M # {0} nao pode ser indecomponivel, pois se ele fosse entao ele teria uma decomposigao de
Krull-Schmidt, ou seja, M # {0} é decomponivel. Seja entao M, M C M submédulos de M tais que
M = My @& Mj, com M; # {0} e também Mj # {0}. Pela Afirmacgao 2, M; ou M| nao pode ter uma
decomposicao de Krull-Schmidt, pois se os dois tivessem, entao M também teria. Podemos supor sem
perda de generalidade que M nao tem uma decomposigao de Krull-Schmidt. Note que temos M7 C M
submédulo de M. Repetindo o argumento que usamos para M, mas agora para M, concluimos que
My = My @ MY, onde My # {0}, M}, # {0}, e sem perda de generalidade, temos também que My nao
possui uma decomposicao de Krull-Schmidt. Note que temos My C M; submoddulo de M; e também

que M = M; @& Mj = (My @ M) @ Mj, e portanto M, @& M} C M submédulo de M.

Repetindo indutivamente este processo, obtemos as seguintes duas cadeias infinitas
MDOM DMy D---
{0} € My C (M & M) C (M} & My @ M;) & -+

e portanto M nao satisfaz nem ACC e nem DCC nos submoédulos, um absurdo. Logo, M tem uma

decomposicao de Krull-Schmidt, isto é,

M=M®®& - &M,
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onde M; C M é um submédulo indecomponivel, para cada i = 1,2, ..., n. O

Vamos agora caminhar em direcdo a demonstracao da unicidade da decomposi¢ao de Krull-

Schmidt. Comegamos vendo alguns resultados que nos serao uteis para tal objetivo.

Proposicao A.2.2. Seja M # {0} um A-mddulo a esquerda indecomponivel de comprimento finito
r. Entao E := Enda(M) é um anel local. Em outras palavras, M €é um A-mddulo fortemente

indecomponivel.

Demonstracao. Notemos que pela Proposicao A.1.15, é suficiente mostrarmos que qualquer endomor-
fismo f € (E'\ U(FE)) é nilpotente, pois isto implicard que E é um anel local. Seja f € (E\ U(FE)).
Para mostrar que f é nilpotente, fixe um inteiro m > 0 tal que M = ker(f™) @ im(f™), que sa-
bemos existir pelo Teorema de Decomposicao Fitting A.1.35. Como M é indecomponivel e temos
M = ker(f™) @ im(f™), temos entao que ker(f™) = {0} ou im(f™) = {0}. Suponhamos, por ab-
surdo, que ker(f™) = {0}, entdao im(f™) = M. Assim, por ker(f™) = {0} temos f™ injetiva e por
im(f™) = M temos f" sobrejetiva, logo f™ é um isomorfismo e portanto f™ € U(FE). Seja g € E tal
que fMog = go f™ = Idy. Assim, fo(f™ log) = (gof™ Yo f=Idy,eportanto f € U(E), o que

é um absurdo. Com isso, concluimos que im(f™) = {0}, e portanto f = 0, ou seja, f é nilpotente.

Assim, para qualquer endomorfismo f € (E\U(FE)), concluimos que f é nilpotente, como queriamos.

O]

O teorema a seguir é conhecido como Teorema de Krull-Schmidt-Azumaya, e é uma reformulagao
mais atual do Teorema de Krull-Schmidt dada por Azumaya em 1950. Apresentamos a prova deste
teorema com detalhes, rigor e formalismo, e com isso ela se torna a prova mais trabalhosa e cansativa
deste capitulo. Contudo, este trabalho é recompensado logo a seguir, no momento em que prova-
mos o Teorema de Krull-Schmidt, principal resultado deste capitulo e que seguira facilmente como

consequéncia imediata dos resultados provados anteriormente, sobretudo deste teorema.

Teorema A.2.3. (Krull-Schmidt-Azumaya) Seja A um anel e suponha que um A-mddulo a es-

querda M # {0} tem as sequintes duas decomposi¢oes em submddulos:
M=M®® - O®M, =N & &N,

onde 0s N/s sdo indecomponiveis e os M!s sio fortemente indecomponiveis. Entao r = s, e reinde-

zando os indices se necessdrio, temos M; = N;, para cada t = 1,2, ...r.

Demonstragao. Sejam m; : M — M; € M e p;j : M — N; C M os homomorfismos sobrejetores
canonicos sobre os M;’s e os N;’s associados com as duas decomposicoes de Krull-Schmidt dadas.

Definimos entao as projecoes o, 3; € E := Enda(M), dadas por o;(z) = m(x) e fj(x) = p;j(x), para
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x € M. Assim, nds temos
ap+ -t =01+ + Bs = Idy = 1y,

isto é, 13y = B1+ -+ Bs, e entdo multiplicando essa igualdade por o1 em ambos os lados a esquerda,

temos

ap=aly=a1(fi+-+Bs)=a1pr+- +a1fs €E

Notemos que para x € M, aqfj(z) = aq(Bj(z)) = m(Bj(x)) € My, ou seja, o1ff; manda M em
M. Definimos entao o homomorfismo oy : M — My por aij(z) = a16j(x). Temos entdao que

alj‘Ml My — M € End(Ml)

Assim, para y € My temos

y =1, (y) = Ida, (y) = mlan, (v) = calan () = | D B (y) =
j=1 My

= [ > o W) =D il | @)= il )
j=1 j=1 J=1

My

Portanto, ijl aijlm, = Idy, = 1, € End(M).

Como, por hipdtese, M; é fortemente indecomponivel, isto é, End4(M;) é um anel local, entao
pelo menos um dos somandos acima é necessariamente um automorfismo de M;. De fato, 1y, é
inversivel, entdao pelo item (v) da Proposi¢ao A.1.10, para algum j, aij|a, € inversivel, isto é, ayj|ar,

¢ um automorfismo. Podemos dizer sem perda de generalidade que a11|p7, € este automorfismo.
Provemos agora entao que My = Ny, via p1|a, : M1 — Ny.
Ja temos que p1|p, é um homomorfismo, vamos verificar que é de fato um isomorfismo.
Notemos que pi|a, () = Bi|a, (z), para € M.

Vamos provar primeiro que p1|ar, € injetora. Sejam z,y € M; tais que pi|ar, (2) = p1|ar, (v). Entao
p1(z) = p1(y), ou seja, Bi(z) = Bi(y). Assim, a181(x) = a1p1(y), e portanto aii(z) = aii(y). Disto
e do fato que z,y € My, temos a11|ar, (z) = aa1lar (y). Agora, como ag1|ar, é automorfismo, temos

que = = y. Logo, p1|a, € injetora.
Vamos provar agora que p1|as, € sobrejetora.
Afirmamos que Ny = im(p1|ar,) ® ker(mi|n,)-

De fato, como p1|a, : M1 — Ny, temos que im(p1|ar,) € N1, e também temos 7|y, : N1 — My,

logo ker(mi|n,) C Ni, e portanto temos que im(p1|ar,) + ker(mi|n,) € Ni.
Verifiquemos primeiro que de fato temos N1 = im(p1|ar ) + ker(mi|n, ).

Sejan € Np. Como Ny C M, temos n € M, e assim, aplicando a1, temos que «ay(n) = mw1(n) € M;.
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Como aqi|y, : M1 — M, é automorfismo, existe m € M; tal que aj1|y, (m) = m(n), ou seja,
a11(m) = m1(n).
Por fim, note que n = pi|a, (m) + (n — pi1|ar, (m)), onde temos que pi|ar, (M) € im(pi|ar) e
n — p1|a, (m) € ker(mi|n,), pois temos n € Ny e pi|p, : M1 — Ny, logo n — pi|p, (m) € Ny e vale
Tl (= prlan (m)) = mi(n —pi(m)) = m(n) — m(pr(m)) =
= mi(n) — a1(Bi(m)) = m(n) — an(m) = m(n) —m(n) =0
Logo, temos que Ny C im(p1|ar,) + ker(mi|n, ), e vale a igualdade Ny = im(p1|ar, ) + ker(m1|n,)-
Verifiquemos agora que a intersecao é nula.

Seja y € im(p1|na,) N ker(mi|n,). Em particular, y € N;. Do fato de y € im(p1|nr, ), temos que
existe x € M tal que p1|a, () = p1(x) =y, ou seja fBi(x) =y, e do fato que y € ker(mi|n,), temos
que 71|n, (y) = m1(y) = 0, ou seja aq(y) = 0.

Assim, 0 = a1(y) = a1(f1(z)) = a11(z). Como = € My, temos a1y, () = agi(z) = 0, e
do fato que aq1|p, é automorfismo, temos que x = 0, e portanto y = pi(z) = p1(0) = 0. Logo,
im(p1|ar, ) N ker(m|n,) = {0}.

Com isso, concluimos que N1 = im(pi|ar,) © ker(mi|ny)-

Agora, do fato de N; ser indecomponivel, temos im(pi|ar,) = {0} ou ker(mi|n,) = {0}. Como
My # {0} e pi|m, € injetora, temos pi|a, (M1) = im(p1|a,) # {0}, e portanto ker(mi|n,) = {0}, ou
seja, im(p1|ar, ) = N1, donde concluimos que p1|as, : M1 — Nj é sobrejetora.

Segue entao que p1|as, : M1 — Nj é um isomorfismo, donde temos M; = Nj.

Agora, afirmamos que

M=M ®Ny®--- D Ny
Vamos provar primeiro que M1N(No@---BNg) = {0}. Sejax € M, tal que z € M1N(N2@- - - B Ng).
Como M = M ®---®& M, = Ny ®--- ® N, temos que existem Unicos mf” e M;,1 <1< r,e

i

xj-VENj,lSjSS, taisque z = M 4 - 4 2M =2V + ... + 2. Como = € My, entdo M = 0 para
i>2 Istoé, z=aM. Ecomoz € No®---® N, temos ¥ = 0. Vimos que p1|pr, : M7 — Ny é um
isomorfismo, e como
pilan (217) = pila, (@) = pr(e) = pr(af + 2 + -+ al) =21 =0

temos entao que m{” =0, ou seja x = 0.

Provemos agora que M = M; 4+ Ny + --- 4+ Ng.

Obviamente, temos M7 + Ny +---+ Ny C M, resta apenas verificar que M C M7 + No+ -+ -+ Ng.

Observe que se provarmos que N1 C M7 + No + -+ - + Ny, entéo

M=N;+No++N;C(My+No++-+Ng)+No+-+-+Nyg=M + Ny + -+ N,
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donde concluiremos o desejado.

Seja entao a € Ny. Como pi|a, : M1 — N; é isomorfismo, seja b € M; tal que p1|ar, (b) = a.
Temos p1(a—0b) = pi(a) —p1(b) = p1(a) —p1|am, (b) =a—a = 0. Entdo a—b € ker(p1) = Na®--- @ Ns.
Agora, adicionando b ao termo a — b obtemos o resultado, isto é, a = b+ (a —b) € M1+ Na+---+ Ns.

Com isto, concluimos que N7 C M7 + No +---+ N, e portanto M = M7 ® No @ -+ - D Ng.

Agora, por final, notemos que

My® - &M, = -

Assim,

My@--- &M, ZNy@---® N;

Em resumo, obtemos que M1 Z Nie Mo®--- DM, ZNoH--- D Ng.

Seja o : No @ --- & Ny — Mo @ --- & M, a aplicagao que realiza este isomorfismo. Note que
P(No®---@®Ng) = Mo @--- D M,, e portanto ¢(Na) B -+ B p(Ng) = Ma @ --- & M,. Denotando por
Ni=@(N;),i=2,...,se M =My®---® M. =Ny®--- B Ny, podemos aplicar o mesmo raciocinio,
desde o inicio da demonstracao, obtendo entao que

My Ny=p(N2) 2Ny e Ms®---®M, 2 N3P ®N; 2 NgPH--- B Ns.

Assim, no caso em que s > r, repetimos o argumento até obtermos M, 1 = N,_1 e também que
M, =2 N, @ N,41®---D Ng, e entao finalmente obtemos M, = N, e {0} = N, 1 @ --® N;, concluindo

por fim que r = s, visto que os mdédulos N;’s sao nao-nulos.

No caso em que r > s, repetimos o argumento até obtermos M;_1 = Ns_; e também que
Ms® M1 ®---B M, = N, e entao finalmente obtemos My = Ny e Mgy ®---® M, = {0}, concluindo

por fim que r = s, visto que os médulos M;’s sao nao-nulos. ]

Teorema A.2.4. (Krull-Schmidt) Todo mddulo M # {0} de comprimento finito tem uma decom-

posicao em soma direta de submaodulos
M=M&My®---® M, (D)

onde cada M; é um submddulo indecomponivel de M, parai = 1,2, ...,r. Além disso, essa decomposicao

€ unica a menos de isomorfismo, isto €, se tivermos também
/
M=N &Ny D ---® N, (D"

onde cada Nj € um submddulo indecomponivel de M, para j = 1,2,...,s, entao r = s e, reindevando

0s indices se necessdrio, nos temos M; = N;, para cada i =1,2,...,7.
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A demonstracao do teorema segue dos resultados provados anteriormente. Vejamos:

Demonstragao. Seja M # {0} um A-médulo de comprimento finito.

Primeiro veremos que existe tal decomposi¢gao como dada em (D). Notemos que pela Proposicao
A.1.34, M satisfaz ACC e DCC, e entao pela Proposicao A.2.1 M possui uma decomposicao de Krull-
Schmidt, isto é, M possui uma decomposicao em soma direta de submddulos indecomponiveis como

dada em (D).
Agora, vejamos que esta decomposicao é tinica a menos de isomorfismo.

Seja entao

M=N ®Ny®---® Ng (D"

outra decomposicao de Krull-Schmidt. Note que, como M tem comprimento finito, entao pela Ob-
servacao A.1.33, cada M; que aparece em (D) também tem comprimento finito, para i = 1,2, ...;7.
Além disso, ja temos que cada M; é indecomponivel, segue entao pela Proposicao A.2.2 que cada M; é,
de fato, fortemente indecomponivel. Segue agora, pela Proposicao A.2.3 a unicidade da decomposigao,
a menos de isomorfismo, isto é, da Proposicdo A.2.3 temos que r = s e, reindexando os indices se

necessario, temos M; = N;, paracada ¢ =1,2,...,r. O
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