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Abstract

The Fourier transform of the density of states of one-dimensional, closed quantum graph
exhibits 6-peaks located precisely at the actions of Newtonian and non-Newtonian orbits. By
introducing leads extending to infinity, we investigate the corresponding scattering problem;
through the Fourier-transformed spectra, peaks are found indicating that also the conductance
displays a signature of such periodic orbits. Our calculations indicate that results from previous
work on closed graphs can be extended to open systems. In particular, we indicate a trace

formula for three different cases.



Resumo

A transformada de Fourier da densidade de estados de grafos quanticos unidimensionais
apresenta picos O localizados precisamente nos valores da agao de trajetérias Newtonianas e
nao-Newtonianas. Introduzindo fios extendendo-se ao infinito, investigamos o problema de es-
palhamento correspondente; através do espectro transformado, encontramos picos que indicam
que a condutancia também apresenta uma assinatura destas orbitas. Cédlculos indicam que resul-
tados de trabalhos anteriores para grafos fechados podem ser extendidos para sistemas abertos.

Em particular, uma férmula do traco € apresentada para trés exemplos em particular.
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1 Introducdo

Dispositivos de escala nanométrica tornaram-se uma realidade concreta através de signifi-
cativos avangos da fisica aplicada e da engenharia nas ultimas décadas. Estes avangos tec-
noldgicos permitiram o crescimento, ou fabricacdo, de nanoestruturas com notaveis proprie-
dades eletrOnicas, como nanotubos de carbonos, contatos e fios de dimensdes atOmicas, ou

quantum dots de poucos elétrons [1].

Nessa escala, ndo somente as propriedades familiares do transporte macroscopico, como
a lei de Ohm, sdo violadas [2], mas surgem também novos efeitos decorrentes da natureza
quantica destes sistemas — coeréncia e descoeréncia, interagdes elétron-elétron, desordem e

dimensionalidade reduzida, para citar alguns.

Apesar dos processos de fabricac@o e das técnicas de medida serem especificos para cada um
destes dispositivos, os efeitos que se manifestam na escala nanométrica sao, em geral, comuns
a uma ampla classe de nanoestruturas [3] — sdo fendOmenos ditos universais. Portanto, uma
abordagem tedrica, estabelecida a partir de primeiros principios é de grande importancia para
estabelecer a origem dos mecanismos que afetam a dinAmica destes sistemas e permitir assim a

extrapolacdo as futuras tecnologias, para as quais os modelos atuais ndo mais se aplicam.

Os dispositivos nanométricos mencionados acima encontram-se numa regiao intermedidria
entre as dimensodes atdmicas, nas quais a teoria quantica é empregada em sua plenitude, e as
dimensodes tradicionalmente associadas aos dispositivos mili- € micrométricos, nas quais do-

mina a teoria cldssica. Nesta regido, denominada de mesoscdpica, emprega-se o chamado li-
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mite semicldssico da fisica quantica: fazendo & — 0, em unidades nas quais A, a constante de
Planck, € um parametro adimensional, espera-se utilizar o formalismo quéntico para recuperar
um comportamento proximo do cldssico, porém com importantes correcoes devido a coeréncia
introduzida pela Mecanica Ondulatdria. Através do uso destas técnicas, € possivel obter ex-
pressoes para as propriedades desejadas que vao além dos modelos tradicionais, incluindo agora

flutuacdes quanticas que, como veremos, sao cada vez mais significativas nestes dispositivos.

Muitas vezes, tomar este limite ndo € trivial [4] - por razdes que ficam claras, se examinar-
mos em detalhe o comportamento distinto dos regimes quantico e cldssico. Ainda no século
XIX, evidenciou-se que a maioria dos movimentos associados a mecanica cldssica sdo “extra-
ordinariamente sensiveis ao estado inicial do sistema”, conforme investigado por Poincaré em
seus estudos sobre a mecanica celeste e o problema dos trés corpos [5], resultado mais tarde
consolidado com as pesquisas meteoroldgicas de Lorenz em 1962 [6], que estabeleceram a
fisica da dinamica nao-linear nas formas que hoje conhecemos. Para uma revisao histérica re-
comendamos, por exemplo, a se¢do 1.1 do livro de Strogatz [7]. Por outro lado, a Mecanica
Quantica, desenvolvida a partir da equacdo de Schrodinger, HY = EW, tem evolu¢ado linear
— obedece, por exemplo, o principio de superposi¢ao: se ¥ e W, sdo solugdes vilidas, entdo
qualquer combinacao da forma a'¥'| + bW, também o sera. Isto claramente contradiz o principio
de hipersensibilidade as condi¢des iniciais, no qual dois pontos de partida distintos, mas infini-
tesimalmente proximos — por exemplo, W1 4+ ¥, (com € — 0) — divergem exponencialmente

em sua evolugao.

A partir desta aparente incongruéncia, desenvolveu-se o estudo da dindmica quantica de sis-
temas cujo andlogo cléssico é caético — cunhando o termo “Caos Quantico”. O estabelecimento
desta teoria seguiu um caminho tortuoso desde o estabelecimento da chamada “teoria quantica
antiga” por Niels Bohr com seu famoso principio da correspondéncia. J4 em 1917 Einstein
[8] apontou que este principio poderia ndo funcionar na maior parte dos casos onde diversos
graus de liberdade do sistema interferissem uns nos outros. Com o estabelecimento da equagdo
de Schrodinger, em 1925/26, surgiu o primeiro método para trabalhar matematicamente esta

conexao, através do trabalho de Leon Brillouin, Hendrik Kramers e Gregor Wentzel, conhe-



3

cido como a aproximacdo WKB. Porém, esta aproximacao é vdlida somente em certos casos,

impondo condi¢des sobre a dimensionalidade e a forma do potencial [9].

Em 1948 Richard Feynman publicou um trabalho [10] oferecendo uma solucdo explicita
para a equacdo de Schrodinger dependente do tempo, em termos de uma integral sobre todos os
caminhos no espaco de posi¢do que conectam a origem ¢’ no tempo ¢’ com sua deteccio em ¢”
no instante #”. Neste artigo, Feynman constatou que a técnica das integrais de caminho € apro-
priada para fazer a transi¢cao da Mecanica Quantica de volta a sua andloga cldssica: se a integral
da funcdo Lagrangiana sobre uma trajetdria cldssica entre os dois extremos é grande se compa-
rada a constante de Planck, entdo somente os caminhos na vizinhanga desta trajetdria (cldssica)
contribuirdo, os demais cancelando-se devido a interferéncia destrutiva. Porém, Feynman nao
investigou o problema de usar os resultados da Mecanica Cldssica para obter um valor explicito

para o propagador num contexto mais geral.

Foi somente no final dos anos 60 que Martin Gutzwiller investigou a conexao dos propaga-
dores e funcdes de Green para casos mais amplos, culminando com seu artigo de 1971 [11].
Nele, apresentou uma generalizacdo da regra de quantizacdo de Bohr para sistemas cadticos
gerais com uma formula do trago, na qual associava as propriedades ondulatérias da Mecanica
Quantica a orbitas periddicas instdveis da Mecanica Classica. Como veremos, a soma coe-
rente sobre todas as contribui¢des das trajetdrias resulta no espectro quantico com precisao

semiclassica.

Com base nos resultados de Gutzwiller, floresceu o estudo do Caos Quantico. Outro ex-
poente da chamada “Escola de Bristol”, Michael Berry, utilizou os principios de Gutzwiller
para obter as propriedades estatisticas do espectro [12]. Estas estatisticas foram explorada pelo
fisico espanhol Oriol Bohigas, que conectou-as com resultados da Teoria de Matrizes Aleatoérias
(Random Matrices Theory, ou RMT), no que hoje é conhecida como a Conjectura de Bohigas-
Giannoni-Schmit [13][14]. Outro desenvolvimento importante foi obtido estendendo o caos
quantico para o dominio dos sistemas hamiltonianos, num resultado do brasileiro Alfredo M.

Ozorio de Almeida, cuja obra [15] € hoje considerada referéncia na literatura do assunto.
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Nos dltimos anos, evidenciou-se que uma ampla classe de sistemas, cuja dinamica classica
€ cadtica, possuem correlacdes universais no limite semicldssico (uma lista bastante abrangente
pode ser obtida no artigo de revisao de Kottos e Smilansky [16]). As razdes desta universalidade
até hoje ndo foram completamente explicadas. Neste contexto, grafos despertaram o interesse
da comunidade de caos quantico, por serem sistemas simples que apresentam as caracteristicas
tipicas presentes em modelos mais complexos [17]. Em particular, grafos quanticos apresen-
tam uma vantagem singular: enquanto para mapas ou sistemas hamiltonianos uma abordagem

semiclassica € aproximativa, para grafos quanticos esta se revela uma técnica exata.

E neste contexto que o presente trabalho € desenvolvido: buscamos resultados universais para
a modelagem dos fendmenos de transporte em sistemas cadticos, partindo de uma abordagem

bastante simples baseada em grafos quanticos unidimensionais.

Esta dissertacdo esta estruturada da seguinte forma: no capitulo 2, apresentamos algumas
definicdes e resultados da dindmica nao-linear, tanto no caso cldssico como no regime quantico.
No capitulo 3, desenvolvemos os fundamentos dos grafos quanticos, apresentando definicdes e
o formalismo matematico com o qual o problema do espalhamento sera tratado. Como casos de
estudo, trés grafos distintos sdo apresentados no capitulo 4, empregando as técnicas desenvolvi-
das nos capitulos anteriores. Por fim, no capitulo 5 discutimos nossos resultados e apresentamos

perspectivas de trabalhos futuros.



2  Dindmicas cldssica e quantica

No inicio do século XVIII, o bardo Gottfried Leibniz declarou com confianca que, dadas as
condig¢des iniciais de um sistema deterministico, seu estado poderia ser descrito, mesmo num

futuro distante, com absoluta precisao e certeza. Ele escreveu:

“That everything is brought forth through an established destiny is just as certain as
that three times three is nine. (...) If, for example, one sphere meets another sphere
in free space and if their sizes and their paths and directions before collision are
known, we can then foretell and calculate how they will rebound and what course
they will take after the impact. Very simple laws are followed which also apply, no
matter how many spheres are taken or whether objects are taken other than spheres.
From this one sees then that everything proceeds mathematically - that is, infallibly
- in the whole wide world, so that if someone could have a sufficient insight into the
inner parts of things, and in addition had remembrance and intelligence enough to
consider all the circumstances and to take them into account, he would be a prophet

and would see the future in the present as in a mirror.” [18]

A luz das novas descobertas que se fizeram com o surgimento da teoria quintica, esta
afirmacao provou-se errada: o estado de um sistema fisico nunca pode ser especificado com
precisao infinita, portanto uma unica trajetéria ndo possui sentido - somente uma distribuicdo
de trajetorias € fisicamente realizdvel. Neste capitulo, buscaremos estabelecer a relacdo entre a
distribui¢do destas trajetorias e a evolucdo dindmica que resulta no sistema, primeiro no caso

classico e mais tarde no caso quantico. A primeira parte, abordando o caos classico, possui
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carater informativo, e segue de perto a abordagem de Cvitanovic et al [19], enfatizando resul-
tados fisicos em detrimento das provas e do formalismo matemético. A segunda sessdo trata da
conexao com o regime quantico, procurando utilizar-se de sistemas simples para desenvolver o

ferramental necessdrio para abordarmos o problema em grafos nos capitulos posteriores.

2.1 Caos classico

Um sistema deterministico € um sistema no qual o estado no presente € plenamente estabele-
cido por suas condicdes iniciais, em distin¢do a um sistema estocastico, para o qual as condicdes
iniciais determinam o estado atual de forma apenas parcial, devido a presenca de ruido ou outras
circunstancias externas fora do nosso controle. Para um sistema estocéstico, o estado presente

reflete as condi¢des iniciais do passado mais uma realizacao particular do ruido gerado.

Por outro lado, um sistema deterministico com dinamica suficientemente complexa pode
nos levar a interpretd-lo como sendo estocdstico. Neste contexto, podemos nos perguntar “o
que é ’caos’?”. Para responder esta pergunta utilizaremos, incidentalmente, 0 mesmo sistema
descrito por Leibniz como paradigma para nosso estudo inicial: um jogo de bilhar bidimensio-
nal, composto por trés discos equidistantes em um plano. Este modelo € um exemplo cldssico
da teoria de sistemas nao-lineares, figurando em diversos trabalhos [20] [21] por prover uma
idealizacdo que permite desenvolver conceitos mais complicados. O bilhar € livre, desprovido
de atrito, sem ruido e perfeitamente eldstico. Contra tal sistema sdo disparadas particulas pontu-
ais, de posicoes e angulos aleatorios, que eventualmente escapam do sistema apds ricochetearem

entre os discos.

Em principio, este sistema € deterministico: sabendo com precisdo absoluta a posicdo e o
angulo do disparo de uma particula, pode-se estabelecer a sua posicao em qualquer instante de
tempo futuro. Porém, se tomarmos duas trajetérias distintas que comecam bastante préximas,
veremos que elas se separam exponencialmente com o passar do tempo, € apés um nimero
finito de colisdes, esta separagdo 6X(¢) atinge a magnitude de L, a distincia caracteristica do

sistema. Tal propriedade pode ser descrita como:



Figura 2.1: O bilhar de trés discos

|6%(1)| ~ €"|8%(0)], 2.1)

onde A, a taxa média de separacdo entre as trajetorias do sistema, € o expoente de Lyapunov.
Para qualquer preciséo finita dos dados iniciais de dx, a dindmica s é previsivel até um instante

de tempo finito, chamado de tempo de Lyapunov: T =~ —%|5x| /L.

Porém, um coeficiente A positivo ndo leva imediatamente ao caos. Poder-se-ia jogar uma
versao andloga deste bilhar com apenas um ou dois discos; neste caso, 0 jogo nao seria muito
interessante: as trajetdrias iriam apenas se separar, afastando-se indefinidamente. Para chegar-
mos ao caos, € preciso passarmos antes pelo conceito de mistura, ou seja, o “embaralhamento”
das trajetorias. Formalmente [22], uma transforma¢ao M de uma regido compacta S é dita mis-
turadora! se para quaisquer dois subconjuntos ¢ e ¢’ de S, ambos com medida de Lebesgue

positiva (uz (o) > 0,ur(c’) > 0), vale que

_ iy Melo’' M (0)]
pL(S)  m—e (o)

) (2.2)

onde u deve ser invariante por M, i.e., u(M~'(A)) = u(A).

Enquanto localmente as trajetorias proximas se separam, a dindmica é confinada a uma
regido finita do espaco de fase, e assim as trajetdrias distintas podem reaproximar-se, tornando-

se arbitrariamente proximas, em um numero infinito de ocasides.

T“mixing”
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No caso do bilhar em questao, temos 2" trajetdrias de n colisdes que se originam de um dado

disco. Em um caso geral, teriamos

N(n) ~ " (2.3)
onde & aqui representa a entropia topoldgica.

Através das duas defini¢des (2.2) e (2.3), podemos finalmente definir o caos como sendo
uma propriedade de um sistema que possui expoente de Lyapunov, A, positivo, associado a uma
entropia topoldgica i também positiva. Esta ndo €, porém, uma definicdo prdtica: medidas
destas quantidades sdo assintdticas, e para qualquer sistema que observamos na natureza, tais
valores estardo muito além do alcance analisdvel com os métodos de que dispomos. Esta visdao
foi posteriormente reformulada, definindo caos como a presenga de instabilidade local (em ter-
mos de drbitas periddicas instaveis) e “mixagem” global (a existéncia de pontos homoclinicos,
1.e., a intersecccao entre as variedades? estdveis e instaveis das orbitas). Em outras palavras,
uma regido aberta do espaco de fase, mesmo que infinitamente pequena, em um intervalo de
tempo finito, ird espalhar-se sobre toda a extensao assintoticamente acessivel do espacgo de fase
3. Esta visdo da teoria liberta-nos da tarefa hercilea de procurar uma descri¢io precisa das tra-
jetodrias individuais, e foca em fornecer uma descri¢cdo geométrica do espaco, trabalhando com

as médias estatisticas sobre este espaco.

A partir dos conceitos fundamentais desenvolvidos acima, podemos classificar uma série de
sistemas - hamiltonianos, bilhares, mapas, grafos, etc. - como cadticos ou nao, e estudar os
diversos mecanismos e propriedades particulares a cada um e mecanismos que neles se fazem
presentes. Como nosso objetivo final € somente estabelecer bases gerais para, mais tarde, ex-
plorarmos estes conceitos em grafos, evitaremos diversos temas que compdem uma abordagem

tradicional em teoria de sistemas nao-lineares.

2manifold

3 A hipétese ergddica diz que, para periodos suficientemente grandes, o tempo em que uma particula encontra-
se numa regido do espacgo de fase (dos microestados de uma dada energia) é proporcional ao volume desta regido,
i.e. todos os microestados acessiveis ao sistema sao igualmente provaveis [23].



2.1.1 Dinamica Simbolica

Dado um sistema dindmico possivelmente cadtico, precisamos inicialmente de um meca-
nismo para identificar as trajetdrias, sejam elas oOrbitas periddicas, que se repetirdo indefinida-
mente, ou parte de um itineréario de espalhamento, ou seja, um caminho vindo do infinito e a ele

escapando apds uma seqiiéncia finita de iteragdes.

No nosso bilhar, podemos nomear cada um dos trés discos com as letras A, B e C, e iden-
tificar com uma seqiiéncia a ordem com a qual a particula colide nestes discos. Por exemplo,
_BCAC_ou BCACBCBA . Tal identificacdo € a forma mais simples de uma dindmica simbdlica.
Podemos observar algumas regras através desta formulacdo. No caso deste bilhar, livre de quais-
quer forcas externas, a (Gnica) regra de enumeracdo é bastante simples: a particula ndo pode
colidir duas vezes seguidas no mesmo disco. Portanto, uma sequéncia que contenha duas le-
tras iguais repetidas € automaticamente eliminada. Outras identificacdes também sio possiveis.
Explorando a simetria do sistema e a regra de enumeracao, é possivel reduzirmos o alfabeto
utilizando um conjunto binério, 0 e 1: utilizamos O se a particula retorna ao disco anterior, e 1

caso a particula desloque-se ao terceiro disco.

2.1.2 Particao com orbitas periodicas

Utilizaremos uma nocdo semelhante de alfabeto para construir 6rbitas periédicas em gra-
fos mais tarde. No presente momento, construiremos um esquema rudimentar que serd uti-
lizado para particionar o espaco de fase em questdo. Entre duas colisdes com os discos, a
particula move-se com velocidade constante, o que possibilita uma redu¢ao da dimensionali-
dade na representacdo do problema. Seja g; a posicdo, ao longo da circunferéncia do disco,
da qual a particula ricocheteou, e p; = sin6; a componente de momentum, onde 6 corresponde
ao angulo de incidéncia da particula em relacdo a normal do disco. Construimos a seccao de
Poincaré através do mapa de retorno f : (pi,qi) — (pi+1,9i+1), que relaciona o ponto de partida

no contorno de um disco com o ponto de colisao no contorno do préximo disco.

Nesta se¢do, podemos identificar duas faixas correspondentes as condicoes iniciais que so-
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brevivem a um encontro (.7, retornando ao disco de origem, e .#), que se alterna para um
terceiro disco). Dentro destas, encontram-se duas outras faixas, correspondentes aos sobre-
viventes de dois encontros (.#(, que mantém-se entre dois discos e .#(;, que alterna entre
o disco inicial e um terceiro disco, além de .# o e .#11, seguindo a mesma nomenclatura).
Tal construcdo segue-se ad infinitum, até que, apds n colisdes, os sobreviventes encontram-se

distribuidos em 2" faixas distintas.

2.1.3 Taxa de Escape

Como exemplo dos métodos apresentados acima, desenvolveremos aqui um exemplo parti-
cular ao bilhar de trés discos, obtendo a taxa de escape - uma medida de quantas colisdes uma
particula de teste sofre, em média, antes de escapar da regido interior aos discos. Tal medida é
intrinsicamente uma propriedade de transporte, que iremos comparar, mais tarde, a condutincia

ou ao time delay.

Podemos obter o nimero médio de colisdes através de um procedimento numérico, lancando
particulas em direc¢Oes aleatérias e contando os encontros antes do escape. De forma analitica,
queremos estimar o limite assint6tico desta medida do bilhar, relacionando-a com a teoria de

orbitas periddicas que desenvolveremos.

Em primeiro lugar, definimos a fracio de particulas sobreviventes (i.e., que ainda permane-

cem na regido interior aos discos) apds n ricocheteadas no bilhar como:

(n)
L, =Y |, (2.4)

1

onde i € a “etiqueta” definida pela dindmica simbdlica (de comprimento (n), ou seja, corres-
pondente a n choques) e |.#;| é a drea da i-ésima faixa. E razodvel supor que, ap6s um niimero
grande de colisdes, uma fracao semelhante das trajetorias seja perdida a cada nova colisdo. Em

outras palavras,

=

o (2.5)

Ly

No limite de n grande, 7, tende a 7, a taxa de escape assintdtica do sistema.
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2.1.4 Teoria de 6rbitas periodicas

Naturalmente, (2.5) é uma defini¢cao pouco operacional. Muito mais interessante € a obtencao
desta grandeza através de uma expansao exata de termos diretamente conectados as proprieda-
des do sistema que sejam independentes de coordenadas, ou seja, propriedades gerais do fluxo.
Primeiro, dizemos que as areas |.#;| sdo aproximadamente iguais ao produto de uma altura fixa

~ L vezes uma largura /;.

As larguras /; podem, por sua vez, ser expressas como um quociente de um pré-fator (= O(1))
pelo valor absoluto do autovalor instdvel do ponto periddico da i—ésima 6rbita. Com isso, a
soma (2.4) € reescrita como .
n
L, =Y 1/|A. (2.6)

1

A soma percorre todos os pontos periodicos de periodo n. Define-se entdo uma fungdo geradora

para somas de todos os pontos periddicos, de todos 0os comprimentos:
(n)
[(z) =) Tud" @.7)
i

A taxa de escape Yy é determinada pelo menor valor de z = e¥ para o qual a soma acima
diverge4, e

ze v

()
I(z) = ;(ze‘y)”

Por outro lado, podemos escrever 2.7 de uma forma alternativa, para tornar explicita a co-

nexao entre as Orbitas periddicas e a taxa de escape:

—

=) (1)
T = YYlal!
1 i

n

< < Z2 Z2 Z2 Z2

= bt e e
Aol A1l |Acol  [Aot|  [Awol Al

z 2 z

SR . . T
|[Aooo]  |Aoo1]  |Aoto

(2.9)

A taxa y € dada pelo primeiro pélo de (2.9), o que € mais vidvel de ser computado que a

YParan grande, a soma (2.4) tende ao limite [, — e~
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extrapolacdo da sequéncia de 7,’s definida em (2.5). Convém manipular a expressao para esta-

belecer uma ligacao com o zero de uma funcao relacionada.

2.1.5 Funcao Zeta

Se uma trajetéria percorre um ciclo primitvo® r vezes, o autovalor na dire¢io expansiva® é

A}, . Para cada classe de permutagdo ciclica, existe apenas um ciclo primitivo, por exemplo,

p =0011=1001 = 1100 = 0110 € um ciclo primo, mas 0101 ndo o é, pois trata-se de uma
repeticdo de 01. Com isso, (2.9) pode ser reescrita como

n

r_ nplp _ a7
Z”PZ (‘Ap’> ;1_ ’ tp_ ’Apl (210)

Ip
Seguindo um procedimento conhecido da Mecénica Estatistica, o termo n,z"? sugere que a

soma pode ser expressa como uma derivada

:—z—Zln 1—1,) (2.11)

e, portanto, I'(z) € a derivada logaritmica do produto

1/8(z) =1 —1,). (2.12)

p
Esta fun¢do € chamada de “func¢do zeta dinamica”, devido a sua semelhanga com a fungdo zeta
de Riemann[24]. A taxa de escape é obtida quando (2.8) diverge, ¢ isto ocorre quando 1/ (z)

tem um zero. Expandindo (2.12), e agrupando os termos de mesmo comprimento, temos

1/8(z) = (1—10)(1—11)(1—t10)(1—t100)- -
= 1—to—t;— [tio —tito) = [(t100 — t10%0) + (t101 — t10t1)]
—[(t1000 — fot100) + (t1110 — t1t110)

+(t1001 — t1too1 —tio1fo +tiofot1)] — - - -, (2.13)

>Um ciclo primitivo p, também chamado de primo, é uma passagem que nio pode ser decomposta em ciclos
menores
5Um sistema cadtico bidimensional tem um autovalor expansivo e outro contrativo, conforme [22] ou [7].
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onde os termos de mesmo comprimento n decrescem exponencialmente; ou seja, com um
conjunto finito de autovalores e comprimentos dos primeiros ciclos primitivos, obtemos uma

aproximagao polinomial para a fungao zeta, e com isto, para a taxa de escape.

2.2 Caos Quantico

Os conceitos desenvolvidos na se¢do anterior nao sdo facilmente generalizados para o re-
gime quantico. H4 uma distincdo inerente entre a evolugdo regida pelos termos nao-lineares
do sistema classico e a evolucdo linear da equacdo de Schrodinger. Vimos na secdo anterior
como o conceito de separabilidade das trajetérias € fundamental para estabelecer que um certo
sistema € cadtico. Define-se um conceito semelhante no regime quantico. Sejam dois estados
|¥; > e |¥;, >; uma medida da separacdo destes estados é a sobreposicéo, dada por < ¥, |¥ >.
Tomamos entdo um operador de evolucdo temporal U (t,%y), unitario e hermitiano, através do

qual evoluimos ambos sistemas de um tempo inicial £y até um instante 7. Temos entao

< (O|W1(1) > = <Walto)|UT (1,10)U (1,10)| W1 (10) >

= < W(10)|¥1(t0) >, (2.14)

ou seja, a sobreposicao € preservada. Uma analise apressada concluiria, portanto, que nao ha
caos na Mecanica Quantica. Porém, convém notar que um estado nio € um perfeito andlogo
de uma trajetdria, e o mesmo deve ser comparado com uma distribui¢ao cldssica de trajetorias,

caso no qual, seguindo o teorema de Liouville [25], a sobreposi¢do sera preservada.

Persiste a pergunta de como conciliar o caos classico com o Principio da Correspondéncia de
Bohr [26], que nos diz “A Teoria Quantica deve se aproximar da Classica assintoticamente no
limite dos grandes nimeros quanticos”. Podemos expressar esta afirmativa de forma equivalente
substituindo “grandes numeros quénticos” com o limite 4 — 0, o chamado limite semiclassico.
Neste ponto, temos descontinuidades devido ao cardter singular da equacdo de Schrodinger
com respeito a h, portanto, a quantizacdo deve proceder com certos cuidados. Igualmente,

devemos tomar ¢ — oo, permitindo que o sistema tenha atravessado configuracdes transientes e
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se estabelecido num regime estaciondrio [27].

2.2.1 Distribuicao dos niveis de energia

Parece evidente que ndo hd manifestacdo da dindmica cadtica em um nivel de energia es-
pecifico. Porém, podemos buscar na escala quantica evidéncias de um analogo classico cadtico,

observando, por exemplo, a distribui¢do discreta dos niveis de energia.

Wigner [28] forneceu uma peca importante do quebra-cabeca, ao estudar a forma do espectro
nuclear. A distribui¢do dos niveis e as sec¢des de choque observados mostram que a dinamica
do nucleo é extremamente complexa. Assumindo que os diversos parametros do problema
possuem valores definidos, mas desconhecidos, Wigner iniciou o estudo da chamada Teoria de
Matrizes Aleatérias’, que recebeu também importantes contribui¢des de Dyson e Mehta [29]
[30], e mostrou ser capaz de modelar com sucesso as propriedades do espectro nuclear através
de ensembles de matrizes com elementos aleatdrios. Esta teoria permite prever, por exemplo,

as larguras das linhas espectrais e a distribuicdo das ressonancias.

Dentre as possiveis cole¢des de matrizes da RMT, destaca-se o chamado Ensemble Gaussi-
ano Ortogonal (GOE?), obtido através da cole¢io de matrizes que resultam da diagonalizagdo de
hamiltonianos da forma H = % +V(q). Distingue-se também o Ensemble Gaussiano Unitdrio
(GUE?), construido de forma semelhante para hamiltonianos que tenham a simetria de reversio

. £ . = AN2
temporal quebrada pela presenca de um potencial magnético, ou seja, H = (p — %)~ +V(q).

Coube ao trabalho pioneiro de Bohigas, Giannoni e Schmit [13][14] estabelecer a conexao
entre o espectro de um sistema quantico com dindmica cldssica cadtica e os resultados preditos
pela RMT. Eles investigaram a distribui¢io de primeiros vizinhos (NND'?), P(X), onde X é a
distancia entre niveis de energia sucessivos E, — E,,+ 1. Um sistema integravel de dois graus de
liberdade apresenta niveis energéticos distribuidos ao acaso e sem qualquer correlacao aparente,

uma vez que este sistema pode, em geral, ser decomposto em subsistemas menores que sdao

"do inglés Random Matrix Theory, ou RMT
8do inglés Gaussian Orthogonal Ensemble
Gaussian Unitary Ensemble

10Nearest Neighbor Distribution
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desacoplados entre si. A probabilidade de ocorréncia de niveis de energia muito préximos, ou
mesmo degenerados, € relativamente alta; desta forma suas estatisticas espectrais podem ser

descritas por uma distribui¢do de Poisson,
P(X)=e¢%X. (2.15)

Ja um sistema cadtico apresenta um padrio tipico na distribui¢ao dos niveis, pois nao é possivel
decompor o sistema em partes isoladas, e a dindmica ao longo de um eixo invariavelmente afeta
componentes em outras diregdes [31]. Observam-se repulsdes entre os niveis de energia, os
chamados avoided crossings. As distribui¢cdes obtidas foram modeladas com sucesso através

dos ensembles GOE e GUE da teoria RMT, que possuem NNDs dadas por

P(X) = gXe*%XZ, (2.16)
no caso ortogonal, €
32, x
P(X) = ;Xze*z’f2 (2.17)

no caso unitario. Hoje, este resultado € conhecido como a Conjectura de Bohigas-Giannoni-
Schmit, utilizada como critério para estabelecer a caoticidade de um sistema fisico com dois
graus de liberdade. Desde entdo, varios trabalhos [32] [33] foram realizados, para diversas
classes de sistemas hiperbdlicos, com excelente correspondéncia entre as predi¢des analiticas e
os dados numéricos. Encontrou-se um bom acordo quando esta conjectura foi comparada com
resultados de grafos quanticos (definidos na secao 3.1) sob certas condi¢des [34], evidenciando
que também estes sistemas apresentam uma assinatura correspondente aos sistemas caoticos.
Convém notar que, em bases matemaéticas formais, tal conjectura é somente uma hipétese que
ainda nao foi demonstrada com o rigor necessario para ser tomada como prova. Todavia, as

evidéncias fisicas sao suficientes para que ela seja adotada em nosso trabalho.
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Poisson
GOE
GUE

Frob. de ocorrencia de niveis com separacao X

-
H

P{X)

a I I I
a 1 2 3 4 L

X: separacao entre niveis vizinhos

Figura 2.2: As distribuicdes de Poisson, GOE e GUE

2.2.2 A Foérmula do traco

A conexao entre a densidade dos niveis de energia e as Orbitas periddicas de um sistema
dinimico ergédico e hiperbélico, no regime semicldssico em que!' 4 — 0, pode ser expressa
com a Formula do trago de Gutzwiller. A demonstracdo completa desta, incluindo uma abran-
gente discussdo sobre as ferramentas e metodologias necessarias para se fazer a transi¢ao da
dinamica classica ao regime quantico, pode ser encontrada na obra-referéncia de Gutzwiller
[36]. Um roteiro mais compacto contendo todos os passos principais para a obtengdo da ex-

pressao € apresentado também por Haake [37] ou Ott [22].

Para sistemas descritos por um Hamiltoniano da forma

. 1 .
H(p,§) = %pZJrV(q), (2.18)

com sua equagao de Schrodinger correspondente:

i = ——V V(g )
ih o 2 Y+V(g)Y, (2.19)

"Convém destacar que a notacdo & — 0 representa, na verdade, o limite no qual as quantidades tipicas de
energia e agdo sio varias ordens de grandeza superiores a h, h = 6.62606896(33)x10734J.s [35].
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a densidade de estados d(E) € definida tal que

Ep
d(E)dE (2.20)

¢ o nimero de niveis de energia entre E, e Ej,. Assim,

d(E) =Y 8(E—E), (2.21)

i

assumindo que os niveis estdo ordenados de tal forma que E; < Ej4 .

Aplicamos o método da fun¢do de Green para a equacdo da onda quantica correspondente

ao Hamiltoniano cldssico H(p,q), obtendo
H(-ihV),§)G(4,9E) —EG(G,4E) = —8(3—q)). (2.22)
Expressamos entdo G em termos de uma base ortonormal e completa ¥,
q3E) =) ci(d.E)¥j(d), (2.23)
J
e usando a relagdo de ortonormalidade das autofunc¢des, podemos reescrever (2.22) como
¥i(q)¥;(q)

G(4,4;E) :Zﬁ' (2.24)
7 j

Eliminamos a singularidade que ocorre quando E passa por E; para cada j, substituindo E

por E + i€ (com € — 07)!2. Tomamos entdo a parte imagindria de (2.24), e temos que
ImG(§,q;E) = —nZ‘P* (7) )8(E —Ej), (2.25)
a qual, ap6s integrar (no limite § — §), resulta em

Im/quE :—nZBE E)). (2.26)

12

Utilizando = Find(x—x') + P [9]

X—. x’ize
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Com isto, e usando que (2.21), vem que

1
aE) = ~—im [ GG.3:E)d"

=~ Im[T(G)], (2.27)

ou seja, uma expressao exata em termos do tragco de G.

Por outro lado, consideremos o propagador K(q,;4 ,t’), oriundo da integrais de caminho
de Feynmann, correspondente a amplitude de probabilidade para levar uma particula de ¢’ no
instante inicial 7’ até ¢ no instante final ¢. Tal propagador é dado por uma integral sobre todos

os possiveis caminhos que levam de ¢ até g através de n passos,

n—oo

— — . 1 " — — a.a
K(G,t:3,1") = lim <m> / dqi ... / dgn el 199, (2.28)

Se aintegral da funcdo Lagrangiana no expoente do lado direito de (2.28) € grande se comparada
com a constante de Planck, entdo somente os caminhos na vizinhanca (da trajetoria cldssica) irdo

contribuir na integral; os demais cancelam-se devido a interferéncia destrutiva.

Através de métodos variacionais, obtém-se a formula de Van Vleck, que fornece uma ex-

pressdo “quasi’-classica para este propagador,

- = 1 n/2 - = i a.d —1
K@ .0 = (zm) Y/ Cpl(@. 3 )el iRaT Ok, (2.29)
p

onde R, € a integral da Lagrangiana sobre uma trajetoria p, C, € o inverso do determinante da

matriz monodromia M, que equaciona a segunda varia¢ao desta trajetdria, conforme

1 d2R

t) = =, (2.30)
|det(M, —=1)| | 9Gi9g;

g
—~
U
o
N~—

e U, € a fase de Maslov, calculada a partir do nimero de pontos conjugados da trajetoria, ou
seja, quantas vezes as trajetdrias que comegam no mesmo lugar, mas em direcdes um pouco

diferentes, cortam a trajetdria original [38].

Realizando uma transformada de Fourier sobre K., obtém-se a funcdo de Green correspon-
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dente,
S 1 [t o EL
G.(4,4,E) = 7 dtKe(q,t;q ,t)e ™, (2.31)
mJjo
onde, neste caso, podemos substituir (2.29) e aplicar o método de fases estaciondrias ao integrar,

obtendo assim
2n R .
a4 -~ _1\n+1¢ 84,4 E)/h—in
Gel@4 .E) (2mih)n/2 Zp V (=1)rriCe ! (2.32)

Note-se que a integragdo efetuada para levar (2.25) a (2.26) requer que o ponto de inicio/término
g seja variado continuamente por todo o espaco de posi¢cdo acessivel a energia E; porém, p
pode diferir entre o valor inicial e final. Conforme o método das fases estaciondrias utilizado
para chegar a (2.32), a varia¢do da agdo, S(¢,q ,E), com a variagdo de ¢ = ¢, é de grande

importancia; temos que:

25((4,4 ,E aS(q",q,E) 9S(q",q.E
((9.4.E) _ (95(d".9.E) | 95(d".4.E) _ 7. (2.33)
8q” aq’ §'=4'=3

Caso a trajetéria ndo se feche de maneira suave, ou seja, p”’ # P, a integragio sobre g tendera
a se anular devido a interferéncia destrutiva entre trajetérias que distam até 27th. Por outro lado,
se p”" = P/, as contribui¢des de diferentes pontos iniciais ¢ serdo somadas; assim, o calculo do

traco de d(E) é reduzido a uma soma sobre todas as érbitas periddicas.

Com algumas consideracdes sobre o sistema de coordenadas, e utilizando-se de fases esta-

ciondrias e da aproximagio do ponto de sela'?, Gutzwiller obtém entéo:
L
d.(E) = d(E) + %Re;;TP(E)AZ(E)exp [n (@ - %)} . (2.34)
Para ¢’ bastante préximo de g, existe um caminho direto de ¢’ até ¢, mais uma série de caminhos
indiretos. O primeiro caminho corresponde as Orbitas de comprimento zero, e € responsavel
pelo termo d(E), que cresce suavemente com a energia, de acordo com a lei de Weyl, do qual
recebe seu nome. Os demais caminhos contribuem a parte oscilante, muitas vezes representada

como d,(E), e contém a contribui¢do das 6rbitas periddicas. Nela, temos que:

25, (E)
oE

T,(E) = ¢ o periodo da 6Orbita primitiva p;

Bsaddle point approximation
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S, = ¢ p.dq € a agdo da 6rbita p e suas repeticdes n; e

At = — L &g coeficiente de estabilidade, relacionado com o determinante da
P zhy/|Det(ME—1)]

matriz monodromia (2.30) e seus autovalores v, € u,, conforme

2sinh(v,) para Orbitas hiperbdlicas estaveis,
|Det(M}y —1)| = ¢ 2cosh(v,) para Grbitas hiperbélicas instéveis, e (2.35)

2sin(u,)  para Orbitas elipticas.

Com isto, obtém-se uma expressao relacionando as propriedades do sistema quantico - a
densidade de estados - com elementos do regime cldssico - as trajetorias ou Orbitas periddicas

no interior do sistema.

Férmulas do traco sdo de grande valor por estabelecerem uma ligagdo entre dois regimes
aparentemente distintos. Porém, convém notar que, exceto para sistemas bastante simples, ex-
pressdes como (2.34) sdo de dificil implementagdo prética, devido a dificuldade de calcular os

prefatores A, e encontrar formas efetivas de percorrer todas as possiveis trajetorias.
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3  Grafos Quanticos

O conceito matematico de um grafo (rede), no sentido mais geral de um conjunto de elemen-
tos conectados por alguma relacdo, encontra aplicacdes em diversos ramos da Fisica, Quimica,
Engenharia, e até¢ mesmo Ciéncias Biomédicas. Uma rede de ruas, estudada por um engenheiro
de trafego, redes de neur6nios investigadas por um médico neurologista, ou a estrutura de um
banco de dados na ciéncia da computagdo sdo exemplos de sistemas que podem ser descritos

por grafos.

Recentemente, empregou-se a denominacio de grafos qudnticos aos grafos métricos nos
quais um Laplaciano € aplicado, em termos da equacao de difusdo ou, mais especificamente, da
equacgdo de Schrodinger. Em certos casos, alguns aspectos especificos sdao estudados utilizando
termos como ‘“redes quanticas “ou “fios quanticos”. A historia do emprego dos grafos na Fisica

e na Matemadtica, apesar de recente, ja € bastante extensa.

Provavelmente a primeira utilizacdo do conceito de grafo na Fisica deu-se no contexto do
modelo de elétrons livres para moléculas organicas, no estudo de Pauling [39], com desenvol-
vimentos subseqiientes [40] [41]. Grafos quénticos foram também aplicados a supercondutivi-
dade [42] e a guias de ondas eletromagnéticas [43] [44], para citar somente alguns exemplos.
Grafos quanticos foram recentemente simulados experimentalmente pelo grupo de Oleh Hul,

utilizando um aparelho de microondas [45].

Ruedenberg e Scherr [46] foram os primeiros a abordar a construcdo de operadores auto-
adjuntos - equacdes de onda com condicdes de contorno apropriadamente definidas - em grafos.
Seu trabalho consistiu em considerar grafos como idealizacdes de redes de fios, ou guias de

onda, de secdo transversal finita, e tomar o limite no qual o didmetro do fio € muito menor que



22

qualquer outra escala de comprimento.

Neste capitulo as defini¢des topoldgicas sdo enunciadas seguindo a notagao estabelecida por
Gnutzmann e Smilansky [17] e Kottos e Smilansky [16], com pequenas adaptagdes para melhor

adequar-se aos sistemas discutidos no capitulo 4.

3.1 Definicoes Topologicas

Um grafo ¥ (V,B) consiste de V vértices conectados por B elos. Como exemplo, o grafo da

figura 3.1 possui 4 vértices e 5 elos, sendo um deles um lago (V =4,B =5).

Figura 3.1: Grafo com 4 vértices e 5 elos (1 lago)

A estrutura de um grafo ndo precisa limitar-se ao plano, no entanto, os elos sdo necessaria-
mente unidimensionais'. A topologia de um grafo é dada pela sua matriz de conectividade (ou

adjacéncia) C; j, de dimensdo V x V, definida como

m sei# j,ondeie jsdo vértices conectados por m elos,
Cij=Cji=4q 2m sei= je existem m lagcos no vértice i, ou (3.1

0  sendo hd conexdoentreie j.

10s elos sdo objetos abstratos, em principio sem dimensio. No caso de um grafo métrico, cada elo estd
associado a um intervalo de R, e assim pode ser visto como um objeto unidimensional.
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Como exemplo, o grafo da figura 3.1 é descrito pela matriz abaixo:

;

0110

1011
Cij=

1120

0100

A valéncia (ou grau) v; de um vértice i corresponde ao nimero de conexdes a vértices j

ligados a 7, levando em conta possiveis elos paralelos ou lagos, ou seja:
v
vi=Y, Cij. (3.2)
j=1

Ainda utilizando da matriz de adjacéncia, o nimero de elos pode ser expresso como

1
B=-Y Y G (3.3)
25:1,‘:1

Definimos ainda a vizinhanga I'; do vértice i, que consiste dos vértices j conectados a i.

Tal como Gnutzmann e Smilansky [17], consideraremos apenas grafos conexos, nos quais
os vértices nao podem ser divididos em dois subconjuntos ndo-vazios, tais que nao haja um elo

conectando os dois subconjuntos.

A literatura distingue diversas classes de grafos, com base em propriedades da conectividade:

e Grafos simples sdo aqueles que ndo possuem lagos ou elos paralelos ligando dois vértices;
para quaisquer i € j, C; j € {0,1}, e ndo havendo lagos, os elementos da diagonal sdo

nulos, C,'J' =0.

e Grafos v-regulares sdo grafos simples cujos vértices possuem a mesma valéncia v. Um
exemplo é um anel onde v =2 e V = B; um anel € dito ndo-trivial se possuir pelo menos

dois vértices. Um grafo v-regular € dito completose v=V — 1

e Grafos de conectividade simples sdo aqueles que ndo possuem nenhum anel nao-trivial

como subgrafo
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e Grafos-estrelas consistem de um elo central de valéncia v, conectados a v vértices pe-

riféricos de valéncia 1.

Os elos que emanam do vértice i formam a estrela

st — U (i, )) (3.4)

JETL;

Em geral, denotamos um elo pelos vértices aos quais este se conecta, i.e., b = (i, j) = (j,i),
mas pode-se fazer referéncia diretamente aos elos, identificando-os por letras (a, b, c, d, ...).
Em certas situagdes definem-se elos direcionados, ou arcos, como elos nos quais uma direcao
é especificada: b = [i,j] e b = [j,i]. Uma notacio alternativa é o = (b,w) onde b € (i, j) e
w==x1,+1se j>ie —1sei>J. Osarcos que partem de i formam a estrela de saida

s = U @) (3.5)
JELi

()

igualmente define-se a estrela de entradas S’ como o conjunto de elos direcionados que termi-

nam em i.

Associamos uma métrica natural aos elos, tal que x; = x; ; (x;;) denota a distincia x do
vértice i () ao longo do elo . O comprimento do elo é denotado por L. Para um elo b = (i, j)

usamos tamb€m a notagao x;, € x{? para os valores de x;, nos vértices: se i < j, x, =0e xé = L.

Fazemos aqui uma importante consideracao sobre os comprimentos, assumindo que estes

sdo incomensurdveis ou racionalmente independentes. Em outras palavras, para m;, € Q,

Y mpL, =0 (3.6)
b
possui somente a solucdo trivial.

O arco a = [r,s] segue o arco B = [k,I] se r = [. Neste caso, diz-se que a € .%,(f3), ou seja,
o pertence ao conjunto de elos que seguem f no vértice r. Uma trajetéria de i até j, expressa
port = (Qy,...,0), é uma sequéncia de arcos oy = (b;,w;) tal que oy | segue ay, e o tem i

como seu vértice inicial, e o, tem j como vértice final. O comprimento topoldgico da trajetoria



25

¢ o ndmero n (€ N) de elos direcionados percorridos. Uma trajetéria fechada tem i = j, e uma
orbita periddica p = o, ..., Qy, de periodo n, é composta pelas trajetorias fechadas que sdao
iguais a menos de permutagdes ciclicas dos arcos que as compdoem. Nesta terminologia, uma
orbita periddica primitiva é aquela que possui um “c6digo” que nao possa ser expresso como

repeticdo de nenhum c6digo de comprimento menor.

Cada trajetoria ¢ define um subgrafo & que consiste dos elos e vértices visitados pela tra-
jetoria. O numero de pontos distintos em drbitas periddicas de periodo n € igual a trC", e para

n primo vale que:
#(n) 1tC” liy” 3.7
n) = —tr = — . .
n ni="

€ o nimero de orbitas periodicas de periodo n; ¥; correspondem aos autovalores da matriz C; ;.
Para o caso “tipico” onde n ndo € primo, (3.7) serve como aproximacdo. Na expressdo acima,
o crescimento de #(n) é regido pelo maior autovalor e a contagem cresce exponencialmente,

portanto hd uma proliferagdao exponencial de 6rbitas com o comprimento 7.

3.2 Operador de Schrodinger

Para um grafo fechado em que todos os elos possuem comprimentos finitos, define-se o

operador de Schrodinger em um elo b como:

d 2
H, = (—i—+Ab) +Vb(xb) , (3.8)
dxb

onde a escolha de unidades é feita apropriadamente tal que 7 = 2m = 1. A, representa um
potencial-vetor magnético e € responsavel pela quebra de simetria temporal; V}, é uma fungdo

potencial, que tomamos como nao-negativa e suave no intervalo [0, L].

Os exemplos que serdo estudados neste trabalho ndo incluem potenciais magnéticos, logo,
os termos A, sdo eliminados da discussdo a seguir. Serdo utilizados potenciais constantes nao-
nulos nos elos, apesar desse caso particular ndo ser o mais usual na literatura de grafos quanticos

[17] [47].

Assim, nos elos, os componentes ¥, da funcdo de onda W sdo solucdes da equacdo de
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Schrédinger unidimensional

d2
W) =Ky, k= VK=V, (3.9)
onde k € o vetor de propagacao livre, por exemplo, em um elo onde V;, = 0. As solucdes sdo
Wy (x) = ape™ + cpe” ™, (3.10)

onde ay, e ¢}, sdo constantes arbitrarias.

Estabelecemos condi¢des de contorno tais que a evolucao induzida pelo operador seja con-
dizente com fun¢des de onda continuas na juncdo de elos, bem como de forma a conservar a

probabilidade, ndo existindo fontes ou sumidouros nos vértices. Desta forma, em cada vértice i

vale que

lim yy(xp)=¢; , VbeS¥ (3.11)

Xp—X))
€

d .
Y, wo—w|=A¢ , VI<Si<V (3.12)
o Xl
(bw)eSy

onde ¢ € uma constante e A; é um pardmetro que pode assumir valores arbitrarios; casos-limite
de especial interesse sdo A; = 0, que corresponde a condi¢bes de contorno de Neumann (também
conhecidas como condi¢des de Kirchhoff), e 1/4; = 0, equivalente a condigdes de contorno de
Dirichlet. Neste trabalho, utilizaremos o primeiro caso, pois fornecem um caso mais proximo

daquele encontrado pelos fisicos em modelos reais.

O espectro das autofuncdes (3.10) que satisfazem (3.9) € dado por {k%};zl ; tal espectro € dis-
creto, nio-negativo e ilimitado, e consiste dos valores k> para os quais existe uma solugio nio-
trivial para o conjunto de 2V equagdes decorrentes das condigdes (3.11) e (3.12). A seqii€ncia

de autovalores € construida como em (2.21), ou seja, k,, < k;, se n < m.
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3.3 Funcao secular e o Operador de Evolucao

Para facilitar a construgdo do espectro, define-se a chamada fun¢ao secular {, cujos zeros
correspondem de forma bijetiva ao espectro do grafo. Tal funcio é expressa em termos do

operador evolugdo do grafo, % (k), definido como
Up(k) =T (k)S(k) (3.13)
onde 7' (k) é a matriz 2B x 2B de propagacéo nos elos
T (k) (b y0), (b ') = Oty Snyr™™ (3.14)

responsavel pela mudanca de fase que ocorre na onda ao longo de sua propagacdo pelo elo.

S(k), igualmente de dimensdo 2B x 2B, é a matriz de espalhamento no grafo:

Gg,) o - S¢ o segue a no vértice i
Sot.a0 = ' (3.15)
0 , nos demais casos

onde G(i)

o o & O coeficiente de espalhamento do arco o' para o no vértice i.

Com este operador, define-se a funcao secular
Cp(k) =det(1— (k) =0 (3.16)

cujos zeros ocorrem nos valores de k que compdem o espectro do grafo ¢.

3.4 Dinamica Classica para Grafos

Ao contrério da apresentacdo do capitulo 2, onde expomos a teoria do caos classico (secao
2.1) e entdo procuramos uma conexao com o regime quantico (secdo 2.2), a abordagem classica

para grafos toma o modelo quantico como ponto de partida.

Consideramos uma particula cldssica livre para se mover ao longo de um elo. Os vértices

do grafo sdo pontos singulares, nos quais ndo é possivel definir uma equacao tradicional. A
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alternativa € a utilizacdo de uma construg@o probabilistica entre diferentes pontos do “espaco

de fases” correspondente, espacgo este que € definido conforme

( posi¢do ) (ind/ic.e do V,ért'ice) = (b.w) (3.17)
momentum proximo vertice

A evolugdo € descrita em intervalos de tempo discretos - o tempo topoldgico - e fica comple-
tamente estabelecida quando definirmos as probabilidades de transi¢dao Pé”_} o entre oselos a e

o/ (no vértice i). E necessario que:

y PV =1, va, (3.18)

a—o’ T
o'eFi(a)

ou seja, deve haver conservagdo de probabilidade na passagem dos vértices.

Podemos definir um processo markoviano cldssico com qualquer conjunto de probabilidades
de transicdo que satisfaca (3.18); em particular, escolhemos os quadrados dos elementos da

matriz do operador evolucgio, %},:

pli

a—ao

(3.19)

Para condic¢des de contorno de Neumann, no caso particular onde nao temos um potencial nos

elos, ou seja, os coeficientes nao dependem de k, obtemos que:

Vi

P _ (1 _ i) S . (3.20)
V-

1

Definimos o operador de evolugdo cldssico de forma semelhante ao seu andlogo quantico,
porém, o modulo quadrado necessario para tornar o operador real elimina as fases da matriz de

propagacdo, resultando em:

2
//loc,(x’ = %Ba,a’ (k> (3.21)
Como o operador %/ € unitario, .# é uma matriz biestocastica, satisfazendo
Y My =) My =1, ¢ 0< Myq <1 (3.22)
a o

Se pa(n) > 0 é a probabilidade de ocupagéo do arco ¢ no tempo n, definimos o vetor p =
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(p1,...,P28), € entdo:

Pln+1)=.4pn) (3.23)

é a equagio-mestra de Markov?. Temos também que a probabilidade de estar em qualquer lugar
do grafo € unitéria, ou

1l =) pa=1. (3.24)

A probabilidade eqiiidistribuida nos elos € definida como:

- 1
MW= 3.25

Tal probabilidade é invariante sob a evolucdo, ou seja, p" = .Zp™.

Barra e Gaspard [48] afirmam que todo grafo dinamicamente conectado possui dindmica

classica ergddica (em contrapartida a grafos quanticos, por exemplo, [49]). Se vale que

lim .2Z"p(0) = p™, (3.26)

n—oo

para qualquer §(0), entdo uma propriedade mais forte se aplica: diz-se que o grafo é misturante,

conforme a defini¢do da secdo 2.1.

3.5 Teoria espectral

Desejamos agora conectar a densidade de estados, obtida através de (3.16), com trajetérias
no interior do grafo, a exemplo do realizado na secao 2.2.2, onde construimos a férmula do

traco para um sistema hamiltoniano.

Da mesma forma como no capitulo anterior, definimos a densidade de estados como
d(k) =Y 8(k—kn) (3.27)
n=1

onde k toma a vez de E em (2.21). Definimos também a fun¢do de contagem, que informa o

>Markov Master equation
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nimero de autovalores k,, menores que k, dada pela integral
k !/ / -

N(k) =No+ li /dkdk =) 0(k—k 3.28

(k) =No+ lim | ()7121< n) (3.28)

onde Ny é o niimero de estados com k = 0 e O(k) é a fungio degrau de Heaviside?,

Trabalhando com o conjunto de autovalores {ei¢l (k)} do operador %4,, Gnutzmann e Smilansky

obtém

1 % k i 1 % k .
N(k) =No+ —ImlndetM _ —ImlnM

21 Us(8) m Us(5) (3.29)

(onde estdo subentendidos os limites & — 0" e € — 0). Como na secdo 2.2.2, esta fung¢do pode

ser decomposta em um termo suave e outro oscilatério;
N(k) = N" (k) + N°% (k) (3.30)
A parte suave, novamente identificada como termo de Weyl, € expressa por
BL
Nl (k) = —k+N(0) (3.31)
enquanto a parte oscilatoria € dada por
0sC 1 .
N = —Elmln Cp(k+ig). (3.32)

A partir da funcdo de contagem, € trivial obter a densidade de estados, diferenciando em relagao

ak;
d(k) = dV' (k) 4 d* (k) (3.33)
onde a parte suave € dada por
BL
dVOl (k) = =, (3.34)
T
e a parte oscilatéria por
1d
Ok = ———1Iml ] .
d”k T mln {p(k+i€) (3.35)

Considerando as partes oscilatérias de N(k) e d(k), o logaritmo da fungao secular que apa-

{ 0 parak<0

39(k)={ 1/2 parak=0 |, conforme a tabela de Abramowitz [50]

1 parak >0
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rece em (3.32) pode ser escrito como tracos de poténcias do operador evolugao,

Indet(1— (k) = trin(1 — Us(k)) = — i %tr%g(k). (3.36)

n=1

Por outro lado, o trago das poténcias de % corresponde a um produto de coeficientes de
espalhamento G, ¢ da matriz S(k) com fases e*»* da matriz T (k). Com isso, podemos arranjar

os termos de forma que

T

= ImZ i %A;eirsp
p r=1

oo 1 )
=YY E|Ap|rs1nr(Sp+up). (3.37)
p r=1

1 > 1
N = I Y U (k)
n=1

Na passagem para a segunda linha, os elementos da soma sdo reagrupados em termos das
orbitas periddicas p e suas repeticdes r. A acao da oOrbita p é
Sp="Y, Lk, (3.38)
b Cp

onde b* C ”p subentende os elos b percorridos na trajetéria p, e o coeficiente

AP - O-ahazc(xz’a?) e Ganp’al (3.39)

representa a amplitude desta trajetéria. Esta expressao nao requer nenhuma aproximagao en-
volvendo propriedades geométricas da trajetdria, por tratar-se de um objeto unidimensional.
E importante ressaltar que a soma pode ndo ser absolutamente convergente, pois ocorre uma
proliferagdo exponencial do nimero de trajetérias. Portanto, se ndo houver um decaimento
correspondente de A, com o tamanho® da 6rbita, serdo necessarios infinitos termos para que a

soma venha a convergir.

Derivando a expressdo (3.37) para obter o termo oscilatério da densidade de estados:

- LP r .
d¢ — Re ; E’l EApexp[lrSp] (3.40)

“Por tamanho, entenda-se o perfodo ou comprimento da “palavra” correspondente
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e combinando o termo oscilatério (3.40) com a expressao do termo suave dVe'l (3.34), é direta

uma analogia com a férmula do traco de Gutzwiller (2.34) desenvolvida no capitulo anterior.

3.6 Grafos Abertos

Um grafo aberto (também chamado grafo de espalhamento ou scattering graph), 4, é cons-
truido adicionando fios, partindo de M (< V) vértices, extendendo-se ao infinito. A valéncia
destes vértices é ajustada de acordo, v; = v; + 1, e os M fios sdo identificados pelo indice i do

vértice no qual estdo conectados.

Nos fios o potencial Vj, € tomado como nulo, e temos:

d2

i) = —k*W(x). (3.41)

Podemos entdo expressar o conjunto das amplitudes no grafo em termos de ondas planas

contra-propagantes, conforme:

-nos elos (3.10):  ¥), = apetko*s 4 cpeikoXs
’ ’ ’ (3.42)

- nos fios: Y, = [elkYi 4 0,e ki
onde /; e O; representam, respectivamente, os coeficientes das ondas incidentes e espalhadas

(“Incoming” e “Outgoing”).

Consideramos um vértice i de valéncia v;. As amplitudes no fio e nos elos relacionam-se

através de

0, 7 p 29 . ]@
Ny - @ g0 . 50
Wi | _gof | g0 | T O Civiv | (3.43)
@ &0 5 (7)
ai7jvi chl"i iji iji7j1 o iji7jvi

onde p(i) € o coeficiente de reflexdo da onda do fio, {TJ(.i)} € o conjunto das amplitudes de

transmissdo fio-elo/elo-fio, € 6(i)

Iy definem os coeficientes da matriz de transmissoOes entre os

elos.
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Podemos notar que, a menos de um fator de fase, a onda que sai do vértice i na direcdo de j

¢ idéntica a onda que chega no vértice j vinda de i, ou seja:

Com base nestes elementos, Kottos e Smilansky [16] constréem a matriz de espalhamento do
grafo substituindo os a;,’s em (3.43), e resolvendo para ¢; ; € O;. Com uma defini¢ao apropriada,
resulta:

~ —1 H
Gij = Z(1_SB(k))(i,r).,(s,j)D(s-,j) S(])IJ'

s

0; = p(i>1,.+zfj<j>cij,_ (3.45)
j/

Na expressdo acima, Sp(k) é uma matriz sub-unitdria 2B x 2B, de constru¢io semelhante ao
operador de evolucdo (3.13), envolvendo o produto de uma matriz de propagacao nos elos com

uma matriz de espalhamento nos vértices. Em outras palavras, Sg(k) = D(k)R, com

Dijsp(k) = 848 peols (3.46)

Rjinm = 5n,icj,ici,m6(i)

jiyim®
D(k) é uma matriz diagonal, unitéria, que depende somente das propriedades métricas do grafo,
e traz uma fase devido a propagacio da onda no elo b = (i, j). R depende da conectividade do
grafo (através da matriz C; ;) e das transi¢des entre os elos, dadas pelos elementos da matriz &.
Utilizando os ¢;  na segunda equagdo de (4), conseguimos uma relagéo entre as amplitudes de
saida e entrada, O; e I;, nos fios conectados ao vértice i.

0;,= p(i)li + Z ’L'j(,l) (1 —SB(k))(_l

: i), (5.) Pls.d) Ts(])lj (3.47)
Jirs

Se combinarmos (3.47) para todos os fios i = 1, ..., M, obtemos a matriz M x M de espalhamento
do grafo,

4 i i & -1 j
Slgj) =80+ rz;, 7t (1—Sg(k)) i) Pisod) ), (3.48)
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Podemos fazer uso da expansao
(1-8p(k)~"' =Y Si(k) (3.49)

para interpretar (3.48): a onda ganha uma fase ¢’**'» a cada elo que atravessa e sua amplitude é

multiplicada pelo fator Gr(fs) a cada vértice; eventualmente, ela é transmitida do elo (s, j) ao fio

J» recebendo ainda uma amplitude ’L's(j ),

Portanto, pode-se escrever

v . .
SV =800+ Y BelSrti) (3.50)
onde .7;_,; é o conjunto de trajetdrias “internas” no grafo que levam de i a j. %, é a amplitude

da orbita p, que tem acdo S, =Y jc; kpLp.
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4  Exemplos

Neste capitulo, desenvolveremos dois grafos como exemplo para testar as teorias desenvol-
vidas nos capitulos anteriores. Procuramos sistemas simples nos quais seja possivel tracar uma
analogia com sistemas fisicos conhecidos e, ainda assim, se observe uma dindmica rica capaz

de apresentar algumas das caracteristicas que denotam caos conforme definido anteriormente.

4.1 Grafo duplo-degrau

4.1.1 Modelo original de Dabaghian

O primeiro sistema estudado é um grafo baseado em uma variacdo do potencial degrau,
proposto por Dabaghian, Jensen e Bliimel [51]. O sistema original é fechado e definido por um

potencial escalonavel

0 para0<x<b
Vix)= 4.1)
Vo=AE parab<x<1
onde A < 1 é a constante de escalonamento e E é a energia do sistema. Novamente, sdo utiliza-

das unidades tais que i = 2m = 1.

No sistema original, define-se k = Bk (com B = /1 — 1), e obtemos os niveis de energia

através das raizes k,, de

cos(kb)sin[k(1 —Db)] + %sin(kb)cos[l{(l —b)] =0, 4.2)
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Figura 4.1: O potencial degrau escalondvel de Dabaghian, com 6rbitas nao-newtonianas L, LRR
e a trajetoria newtoniana LR.
com E, = k2. Os autores resolvem esta equagdo numericamente, resultando num grande niimero

de raizes, nas quais aplicam uma transformada de Fourier
F(s)=Y e b (4.3)
j=1

Sob a luz da férmula do traco, os picos correspondem as acdes das Orbitas periddicas in-
cluidas na soma; porém, a maioria dos picos observados nao sao correlacionados com as Orbitas
tradicionais, mas sim com as chamadas Orbitas nao-newtonianas, decorrentes do fendmeno de
ray splitting [52]: reflexdes no degrau do potencial, mesmo estando este muito abaixo da ener-
gia em questdo. Tais Orbitas ndo possuem andlogo classico e usualmente nao sao incluidas na

soma (2.34), que leva em conta somente trajetorias cldssicas.

Incluindo as érbitas ndo-newtonianas, obtém-se uma férmula do trago exata para a densidade

de estados:

(o]

1 .
E)=D(E )+ —-ReN' T _1)4(P)22(p) .0 (P)1V piVSp 4.4
pE) =P(E) + LRe LT, Y (-0 o0))e @4
p v=1
onde r = % e t = /1 —r? sdo respectivamente os coeficientes de reflexdo e transmissio;
o(p) e 7(p) representam o nimero de reflexdes e transmissdes no degrau potencial, e x(p) é

um contador do ndmero de vezes que a Orbita foi refletida nas paredes. (—1)% (P) define a fase
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Figura 4.2: Resultado da transformada (4.3) da densidade de estados com b =0.7e A = 1/2,
contabilizada para 10 mil estados.

de Maslov na equacdo (2.34). Identificando as a¢des das rbitas (£, %) por S ¢ € S5, 0s autores

concluem expressando a a¢do S, de uma orbita como uma soma
Sp=ngSy+nzSy 4.5)

para certos inteiros ng¢ € ngp. Algumas destas trajetorias sdo identificadas na figura 4.1: as

orbitas ndo-newtonianas L, LRR e a 6rbita newtoniana LR

4.1.2 Variacao nao-escalonavel

Procurando uma plataforma para trabalharmos o limite semicldssico, ou seja, onde fosse
possivel definir £ > V, alteramos a defini¢do (4.1), propondo um sistema ndo-escalondvel, ou

seja, no qual a altura dos potenciais ndo varia conforme aumentamos a energia. Especificamos

Vi para0 <x<L
Vix)= (4.6)
Vo paral; <x <Ly,

tal que L; e L, sejam racionalmente independentes (conforme (3.6)).
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Z

1 3 2

Figura 4.3: O potencial degrau duplo fechado (4.6)

Com condig¢des de contorno de Neumann, resolvemos as equagdes definidas por (3.11) e

(3.12), e encontramos os autovalores k% a partir das raizes de
tg(kiL1) +1g(kaLn) =0 (4.7)

onde k| = \/k? =V e ky = \/ k2 —V>.

Calculamos a distribui¢ao de primeiros vizinhos (NND) para 5 mil autovalores de (4.7), com
Li=V3,L,=5V;=10¢e V,=20. A partir desta distribui¢io, produzimos o histograma
que nos permite comparar este espectro com as estatisticas definidas em (2.15), (2.16) e (2.17).
E esperado que, no limite de elos e vértices tendendo a infinito, o histograma se aproxime as-
sintoticamente da previsao tedrica [53] [34]. Observa-se que apenas dois elos, no caso do grafo

duplo-degrau, ja produzem uma boa concordancia, especialmente para niveis mais afastados.
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X: separacao entre niveis wizinhos

Figura 4.4: Histograma da distribui¢do de primeiros vizinhos do grafo degrau duplo, comparado
com as estatisticas de Poisson e GOE.
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4.1.3 Modelo aberto

Procurando estudar as propriedades de transporte, consideramos um sistema aberto. Modifi-

camos (4.6), incluindo um fio em cada extremidade, conforme:

.
0 parax<0

Vi para0<x <L
V(x)= (4.8)
Vo paral; <x< 1Ly

| 0 parax> L.

Vo
Vi

%

1 3 2

Figura 4.5: O grafo degrau-duplo aberto (4.8)

O sistema possue dois canais de entrada/saida; a matriz de espalhamento S do sistema é€,
portanto, 2 X 2. A partir da simetria de reversao temporal do problema, construimos a matriz

em termos dos coeficientes r e ¢. Temos que:

S(k) = . (4.9)

onde r e t sdo respectivamente os coeficientes de reflexdo e transmissao do potencial como um

todo. As saidas O; relacionam-se com as entradas I; conforme:

= : (4.10)

onde, no nosso exemplo, temos /1 = 1 (onda plana normalizada) e I, = 0 (sem incidéncia pela
direita do potencial). Explicitamente, resolvendo as equagdes dadas pelas condi¢des de con-

torno (conforme a figura 4.6), obtemos:
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Figura 4.6: Ondas propagantes no grafo degrau-duplo aberto (4.8)

_ —ik(L1+Ly)
den

den = _k%ei(kzLZ'f‘lel)k _ k%e_i(kZLZ'f‘lel)k _ k%ei(ksz—lel)kz

1 eilkalathLy)) k% ky — pilkeLo—kiLy) 2 ky + o ilkeLy—kiLy) Kky
e e—illola—kil) g 4 g pilkala—kala)p2 K2 o—ilkeLa—kiL1)p,

e e—illolathil)g K2 eilkela—kiLi)g o ilkeLo—kiLy) 12ky
teilolath L2 _ =ilkolathLi) 2 k%efi(kszflel)kl
e ilala kb, _ gy emilelahibg2 2 p-ilkelathil
e dlalathly) o pilkala—kiLy) 12k — ilkoLotkiLy) 12k
_kyeilalathal g2 k%efi(ksznLlel)kZ _ e~ illa—=RL) ek,
Fkyeilalathali) 2 g illalatkili) gpo g — ogilkalo—kili) gp ke

_ze*i(kszJrlel)kkzkl

Construimos uma expressao analitica para a condutincia, quantidade observavel (real) asso-

ciada a transmissao, definida como [54]:

G
—:tr(ttT) , G():%

Go (4.12)

onde e € a carga do elétron e i € a constante de Plank. A condutancia € mostrada na figura
4.7 para um conjunto de dois milhdes de pontos, com os mesmos parametros de comprimento
e potencial definidos na secdo 4.1.2 para a obtengdo da distribuicdo de primeiros vizinhos.
No detalhe, ampliamos uma regido de alto k, correspondente ao limite semicldssico, que serad

utilizada mais tarde para o ajuste da férmula do trago.
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1.886068068000 —

8,9999999999

8,9999999998

8.,9999999997 B

G {Condutancial

8.9999999996 B

8,999999999%5 q

8,9999999994 B

1 1 1 1 1
262 263 264 285 266 267 268

a. 1 1 I I
218 220 238 248 258 260

k {Energia}

Figura 4.7: Condutancia do grafo degrau-duplo para L; =+v/3,L, =5,V; =1.0e V> =2.0

Com base nos dados adquiridos, aplicamos uma transformada de Fourier da mesma forma
que (4.3), exibida na figura 4.8. Identificamos a contribui¢do de trés trajetdrias, correspondentes
a uma Orbita no primeiro elo, no segundo elo, ou no conjunto do grafo, antes de ser transmitida

para o fio a direita.

2{(L1+L2)

Jooee8 q

2L2

2506088 q

2006088 q

1G{x}1

156688 q

2L1

166688 q

heees - q

5 b 2] 15 28 25 30

¥ {Comprimento}

Figura 4.8: Transformada de Fourier da condutancia G (eq. 4.12) com 3 érbitas identificadas
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4.1.4 Formula do Traco para a Condutancia

Utilizamos o formalismo matricial para definir o potencial acima em termos de um grafo

com trés vértices (2 elos — 4 arcos), caracterizado pela matriz de adjacéncia

001
Ci=1 001 ) (4.13)

1 10

A partir de C; ;, construimos as matrizes (3.46):

ekl 0 0

0 ekl 0 0
D(k) = e (4.14)
0 0 ekl 0

0 0 0 kb

3) 3
0 o35 61(3,)32 0
(1)
(o 0 0 0
R(k) = 31,13 o (4.15)
(3) (2)
0 033 0ypxp 0

onde os coeficientes ¢ representam os coeficientes de transmissdo e reflexdo entre os arcos,

dados explicitamente por:

G _ (B _ 4kk
01330 = 0331 — W
0 _ol) [ _1okik
01331 = 0330 = o+ ko)
212
n 16kik
631713 = 1_—(k1—|—k)4 4.16)
(2) B 1 16k%k2

o =
32,23 (kz 4 k)4
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Os coeficientes T de transmissdo fio-elo e elo-fio sdo dados por:

(1) dkky

T = —s

B (k+ki)?

2 dkrk 41
T3y = RN : 4.17)

Com estes ingredientes, somamos diversas poténcias da matriz Sg(k), e agrupamos os termos

de 6rbitas de mesmo comprimento, produzindo, por fim:

Pal 1 - iv(S
Gk) = G(k)—i—ﬁRe;v;lB;ev( P Hp) (4.18)

_ () _(3)A _(3)B _(3)C _(3)D _(NE _(2)F _(2)
B, = 75 01373 01373302331 0233203113 03223 T3

onde A, B, ... F sdo contadores que guardam o nuimero de vezes que uma dada 6rbita p foi
refletida e/ou transmitida pelo vértice em questdo. A média cldssica G(k) é dada por uma lei de

poténcia, e segue 1 — %k“‘ (obtida via ajuste numérico).

T
Fornula do Traco
Condutancia {Sinulada} &

1.0868680006888

1

8,99999999995

-

8,99999999998

G {Condutancia}

8,99999399985

8,99999999938 -

8.9 9975 1 | 1 1
2608 262 264 266 268 278

k (Energia}

Figura 4.9: Comparacgdo entre condutancia obtida através de (4.12) e a férmula (4.18)
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T
Fornula do Traco
Condutancia {Sinulada}

1,08080800000 ) i

B.996800800008 b

B,950006000008 — -

a.97800000008 - -

B,96000000008 T -

G {Condutancia)

a.956000000008 -

B,946860800008 T

B,9j0006000008 — -

B.9266000800008 b

a.91 1 1 1 1 1
2 2.5 3 3.9 4 4.5 5

k (Energial}

Figura 4.10: Condutancia x férmula do trago em regido de baixo k

Contabilizando apenas as trés orbitas principais e suas repeticoes de primeira ordem, o ajuste
ja é proximo do limite de precisdo numérica da implementacao. Os coeficientes ¢ para o poten-
cial em questdo sdo O(10~%), logo as 6rbitas de comprimento simbélico maior (envolvendo um
maior nimero de reflexdes) decaem rapidamente, pois envolvem pelo menos duas reflexdes a
mais, sendo portanto pelo menos O(10~%) menores. Investigamos também uma regiio de mais
baixa energia do espectro (k proximo a Vj e V,), calculando a férmula do traco com o mesmo
numero de Orbitas periddicas, e na janela escolhida, € possivel observar discrepancias nas duas
curvas. Notamos que nesta regido os coeficientes sio O(1072) e assim sendo, para obtermos
uma concordancia de boa qualidade, seria necessdria uma quantidade muito maior de Orbitas

para que a soma alcancasse convergéncia satisfatdria.
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4.1.5 Wigner Time delay

Como exemplo de outra propriedade de transporte passivel de andlise pelo formalismo de-
senvolvido, expomos resumidamente o time delay [21], a defasagem sofrida por uma onda ao
interagir com o potencial espalhador. Este conceito foi estudado por Wigner para sistemas com
um unico canal de entrada/saida, e posteriormente estendido por Smith e Eisenbud [55] para o

caso de multiplos canais. O time delay € definido em termos da matriz espalhamento como

_ i (498
T= htr(S aE) : (4.19)

onde E representa a energia (aqui tomada como k).

Partindo da expressao analitica para o coeficiente de transmissdo 7 (4.11) e de uma construcao

semelhante para o coeficiente de reflexdo r, construimos a matriz S completa:
S(k) = . (4.20)

a partir da qual construimos a expressdo exata para 7. Por outro lado, utilizando uma expansao
semelhante a (3.49), obtemos uma expressdo em termos de poténcias da matriz de espalha-
mento interno, que nos permite, apds agruparmos termos de trajetorias de mesmo comprimento
simbdlico, estabelecer uma férmula do traco [16], muito semelhante aquela obtida para a con-
dutancia:

- 1 oV iv(Sp+
t(k) =7(k)+ ERe;‘ng prelV( pTHp) (4.21)

onde L, é o comprimento da 6rbita e B, ¢ um coeficiente de estabilidade andlogo ao definido
em (4.18). Esta formula é comparada com o resultado analitico na figura 4.11. Observamos uma
boa concordancia para a fase, porém a amplitude apresenta pequenas discrepancias, sobretudo
nos picos. Isto se deve, em parte, ao termo L,, que aumenta conforme incluimos orbitas de
comprimento maior na soma, negando em parte o decaimento do coeficiente B}, e exigindo que

um maior nimero de trajetdrias e/ou repeticdoes venha a ser considerado.
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Figura 4.11: Comparacgao do time delay obtida através de (4.19) com a férmula (4.21)

4.2 GrafoT

Como prelddio para um grafo mais complexo, investigamos brevemente um segundo sistema,

denotado como grafo T. Este modelo permite visualisar de forma simples a condutancia e o time

delay como uma expansdo em Orbitas periddicas.

Figura 4.12: Grafo T

Seja uma onda plana normalizada ¢'** incidindo no fio a esquerda, uma onda refletida re k¥ e

uma onda transmitida ze’** no fio a direita. No elo temos duas ondas contra-propagantes, ae'*!
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e be k! Impondo as condi¢des de contorno, construimos o sistema de equagdes:
l+r=a+b=t
~1+r+t+a—b=0 (4.22)

aeikl o befikl =0

para o qual encontramos o coeficiente de transmissao t:

4coskl
= Gkl 3okl (4.23)
A condutancia é dada por:
G 4(1 2kl
Gy 3cos2kl+5
4 =) 3 n
= §<1 +cos2kl) ) —gCOSZkl , (4.24)
n=0
e o time delay € dado por:
h JE 5+ 3cos(2kl)
8l & 3 "
= 5 Y {—5 cos 2kl} , (4.25)
n=0

onde, em ambas expressoes, utilizou-se de uma reorganiza¢ao dos termos e de uma expansao
geométrica. Com esta expressdo, se evidenciam as repeticdes da Unica trajetdria periddica do
sistema, a saber, a Orbita no elo de comprimento /; as repeti¢cdes entram na expansao através das

sucessivas poténcias de cos 2kl.
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4.3 Grafo duplo-T

Buscando explorar outras propriedades de grafos com topologia mais avancada investigamos

um terceiro sistema, denotado como grafo duplo-T.

4.3.1 Grafo fechado e estatisticas de niveis

O grafo fechado € composto por 5 elos com potencial V nulo, conforme a figura 4.13.

Figura 4.13: Grafo duplo-T

Novamente utilizamos condi¢des de contorno de Neumann e resolvemos as equacoes (3.11) e
(3.12) para encontramos os autovalores k,%, utilizando com L; = V3, L,=513= \/5, Ly=1In7
e Ls =In 11, valores escolhidos para satisfazerem (3.6). Com estes, calculamos a distribui¢ao de
primeiros vizinhos para os primeiros 10 mil autovalores e produzimos o histograma mostrado

na figura (4.14).

Observamos um bom ajuste com a curva correspondente as estatisticas GOE — nosso critério
para o estabelecimento de um sistema como cadtico — para gaps mais afastados, porém ha um
padrdo diferente para os gaps mais proximos. Além dos fatores ja enunciados na secio 4.1.2,
este padrdo diferente poderia ser um indicio de que o sistema apresenta uma distribui¢do mista,
com autovalores regulares coexistindo no espectro com aqueles associados ao regime cadtico,
ou ainda de alguma simetria escondida. Todavia, € evidente que o espectro do sistema ndo

corresponde aquele esperado para um sistema puramente regular (Poisson).
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T
Grafo Duplo-T C——
Poisson

GOE

P{x}z Prob., de ocorrencia de niveis com separacao X

1 1
a 1 2 3 4 5
X: separacao entre niveis vizinhos

Figura 4.14: Histograma da distribuicdo de primeiros vizinhos do grafo duplo-T, comparado
com as estatisticas de Poisson e GOE.

4.3.2 Grafo aberto e a condutancia

Para abordarmos o problema de espalhamento, alteramos a topologia do grafo fechado, trans-

formando dois dos elos em fios, como visto na figura 4.15.

g

Ly ?

Figura 4.15: Grafo duplo-T aberto
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Incidindo uma onda plana ¢'** pelo fio a esquerda, e resolvendo as equacdes de continuidade
apropriadamente definidas em (3.11) e (3.12), encontramos uma expressao para o coeficiente
de transmissdo no fio a direita:

| lk(L3+LY) | 3 ,—ik(=2L3+L1) | ,ikLl _ g ,—ikLl | ,ik(2L2+L1)

t 4 (eik2L3 _ 1) (1 _ eik2L2)

ik (L2A2L3+L1) _ —ik(=202-2L3+LI) | 3 ,—ik(~2L2+L1)

4 (eik2L3 _ 1) (1 _ eik2L2)

+ (4.26)

A partir de (4.26), usando novamente G /Gy =tr(¢¢"), plotamos a condutincia na figura 4.16.
Com os dados, calculamos a transformada de Fourier, exibida na figura 4.17. Observamos uma
quantidade muito maior de drbitas periddicas, e uma novidade: encontramos Orbitas correspon-

dentes as diferencgas entre comprimentos, ie, 4L; — 2L3, por exemplo.

G {Condutancia}
@
L}
T
1

8 1 Pa 1 1
48 42 44 46 48 58
k {Energia}

Figura 4.16: Condutancia do grafo duplo-T com L; =+v/3,L, =5e L3 =12
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Figura 4.17: Transformada de Fourier da condutancia G (4.16) em funcdo do comprimento,
com algumas Orbitas identificadas, e Orbitas "negativas’ enfatizadas

{:_—2L2+2L3-2L1

.‘LL U e e

5 18 15 28
X (comprimento)

1‘1|H|

=
—

4 J Ll] 1 h ol
25 38

4.3.3 Formula do Traco

A topologia do grafo € descrita pela matriz

0110
1 0 01
Cij= (4.27)
1 00O
0100



Construimos entdo as matrizes (3.46):

0
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o o o O

t

0

eilel

o o o O

0

0
0

oikaLs

S ©O o©O XX o o

o o o O

r

0

S X O o o o

52

(4.28)

(4.29)

onde os coeficientes, que nao dependem de k, sao dados por t = g, r= % e R =1 (reflexao total

nas pontas). Um procedimento idéntico ao do grafo degrau-duplo nos leva a uma expressao ba-

seada no agrupamento de termos correspondentes as Orbitas de mesmo comprimento. Com esta,

construimos um programa para percorrer as possiveis trajetorias e contabilizar suas respectivas

contribui¢des.
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Figura 4.18: Comparacdo entre o coeficiente de transmissdo obtido analiticamente € o prototipo

da férmula do t raco.

O ajuste mostrado na figura 4.18 € claramente deficitario. As oscilacOes em larga escala, devido

oes

flutuac

la, porém as

7z

ormu

bitas de menor comprimento, sdo bem acompanhadas pela fi

as or

N

tram

, a0 encon

menores, provenientes de Orbitas cada vez mais (simbolicamente) compridas

bom ajuste. Tal simulagdo foi obtida com 3280 6rbitas, ou seja, todas que incluem até 7 re-

flexdes nos diferentes elos.



54

5 Conclusoes

Neste trabalho, estudamos fendmenos de transporte utilizando como modelos grafos quanticos,

evidenciando diversas vantagens da aplicacdo da teoria de 6rbitas periddicas nesta abordagem.

O conceito de “caos” ¢é tipicamente associado a sistemas de grande complexidade, envol-
vendo duas ou mais dimensdes no espago de fase, e usualmente compostos por modelos nao-
integraveis que exigem grande esforco numérico para a obtencao de solucdes. Nos exemplos
aqui trabalhados, evidenciamos no espectro de energia uma assinatura tipicamente associada a
sistemas quantica de um andlogo cléssico cldssico - a saber, o ajuste com a curva correspon-
dente ao ensemble gaussiano ortogonal (GOE). Notamos que estes foram obtidos através de
sistemas unidimensionais, o que pode permitir importantes avancos na compreensao do caos,

ao simplificar o modelo ao ponto da integrabilidade.

Acompanhamos a introdug¢@o do conceito de ray splitting, desenvolvido por Couchman para
Sistemas Hamiltonianos, e estendemos o mesmo para o dominio de grafos quanticos. Nesta
adaptacdo, modificamos o modelo utilizado para incluir coeficientes de transmissao e reflexao
dependentes de k, ao contrario do padrdo invariante (‘“non-scale invariant”) tipicamente adotado
na literatura [17]. A adog¢ao desta mudanga permitiu um melhor estudo do limite semicléssico,
ao tornar possivel observar uma regiao do espectro onde as energias sdo ordens de grandeza

maiores que os potenciais envolvidos.

Com o conceito de ray splitting, evidenciou-se a necessidade de incluirmos trajetdrias nao-

newtonianas na soma das drbitas periddicas da densidade de estados, como demonstrado por
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Dabaghian et al [51], e da condutancia. Tais 6rbitas sdo de grande importancia para obter um
ajuste exato na expressao da formula do traco, todavia, seu uso nio era evidente nas principais

referéncias da literatura.

Ainda quanto a férmula do traco, notamos que a formulagdo para grafos quanticos é exata
em qualquer faixa de energia, ndo se limitando ao limite semicldssico, tampouco envolvendo
aproximagdes sobre a geometria do espago de fase. A exatidao da expressao ndo requer que a
mesma seja absolutamente convergente - se o fator de amplitude da trajetoria nao decair mais
rapidamente que a proliferacdo exponencial das 6rbitas, serdo necessdrios infinitos termos na

soma para a obten¢do de um resultado exato.

O presente trabalho estendeu o tratamento do potencial degrau duplo para um modelo aberto,
calculando além da densidade de estados do sistema fechado, propriedades de transporte como
a condutancia e o time delay. Tais propriedades merecem destaque por modelarem fendmenos
relacionados a comunicacdo e a propagacdo de informacgdo, de grande importincia na atual

conjectura tecnoldgica.

Nesta extensao para sistemas abertos, notamos a necessidade de considerar as chamadas
orbitas negativas no somatério de trajetérias. Ainda que o surgimento destas componentes seja
naturalmente explicado pelo produto 7z, é importante ressaltar que é a conduténcia, e nio o
coeficiente de transmissao, que € a quantidade observdvel do sistema. Portanto, simulacdes
“detectam” componentes negativas, para as quais uma interpretagdo consistente ainda nao foi

fornecida.

Vale frisar que a drea de espalhamento cadtico que lida com sistemas abertos cujas contra-
partes (fechadas) cldssicas sao cadticas € bastante recente. Espera-se que boa parte da teoria
desenvolvida para sistemas cadticos, no limite semicldssico, possa ser utilizada para a descri¢ao
e o entendimento dos sistemas cadticos abertos, mas essa transposi¢do pode nao ser tao direta
como parece demonstrar o grafo duplo-T. Para a condutancia, em particular, hd pelo menos um
precedente que nos leva a crer que ela possa ser entendida em termos de trajetorias cldssicas e/ou

orbitas periddicas que ficam presas no interior do sistema (aberto). O time delay (eq. (4.19))
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ds

é definido em termos da matriz espalhamento S como uma grandeza proporcional a ¢rS’ 95

enquanto a condutincia, também definida em termos de S, é proporcional a tr(z¢"), sendo ¢
um bloco da matriz S. Pode se mostrar que o time delay, no limite semiclassico, € totalmente

descrito pelas orbitas periddicas que ficam confinadas no interior da cavidade.

Sugestdes para trabalhos futuros incluem a exploracdo da distribui¢ao dos niveis, buscando
explicar os fatores que contribuem para os componentes “regular” e “cadtico”. No contexto
da férmula do traco, formas mais eficientes de calcular érbitas podem ser exploradas, espe-
cialmente em grafos de topologias complexas. Outros modelos também devem ser estudados
para elucidar a questdo das trajetdrias negativas, € uma maneira sistematica de inclui-las no
somatorio de 6rbitas. Destacamos ainda o estudo de grafos com tunelamento, independentes do
limite semiclassico, bem como a propagacdo de pacotes de onda (“solitons”) em grafos, como

dois ramos promissores para investigacao futura.
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