UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
INSTITUTO DE MATEMATICA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA APLICADA

Sincronizacao de Metapopulacoes em duas
Escalas Geograficas

por

Vanderlei Manica

Dissertagao submetida como requisito parcial
para a obtencao do grau de

Mestre em Matematica Aplicada

Prof. Dr. Jacques Aveline Loureiro Da Silva
Orientador

Porto Alegre, Junho de 2008.



i

CIP - CATALOGACAO NA PUBLICACAO

Manica, Vanderlei

Sincronizacao de Metapopulagoes em duas Escalas Ge-
ograficas / Vanderlei Manica.—Porto Alegre: PPGMAp da
UFRGS, 2008.

78 p.: il.

Dissertagao (mestrado) —Universidade Federal do Rio
Grande do Sul, Programa de Pés-Graduagao em Matematica
Aplicada, Porto Alegre, 2008.

Orientador: Da Silva, Jacques Aveline Loureiro

Dissertacao: Matematica Aplicada
Metapopulacao, caos, Numero de Lyapunov




il

Sincronizacao de Metapopulacoes em

duas Escalas Geograficas

por

Vanderlei Manica

Dissertacao submetida ao Programa de P6s-Graduagao em Matematica
Aplicada do Instituto de Matematica da Universidade Federal do Rio

Grande do Sul, como requisito parcial para a obtencao do grau de

Mestre em Matematica Aplicada

Linha de Pesquisa: Sistemas Nao Lineares e Ecologia Matematica
Orientador: Prof. Dr. Jacques Aveline Loureiro Da Silva
Banca examinadora:

Prof. Dra. Graciela Canziani
Universidad Nacional del Centro/Argentina

Prof. Dr. Luiz Alberto Diaz Rodrigues
UFSM-RS

Prof. Dra. Maria Cristina Varriale

PPGMAp/UFRGS-RS

Dissertagao apresentada e aprovada em
17 de junho de 2008.

Prof. Dra. Maria Cristina Varriale
Coordenadora



v

AGRADECIMENTOS

Aos meus pais Eleodoro Manica e Tereza Corbellini Manica pelo amor e incen-

tivo.

Aos meus manos Rogério Manica, Denise Manica e Samuel Manica pelo amor,

incentivo e amizade.
A todos os amigos e colegas, especialmente ao pessoal do futebol.

Ao professor Jacques A. L. da Silva pela orientagdo, apoio e incentivo no

desenvolvimento deste trabalho.

Ao PPGMADp pela infra-estrutura oferecida e &8 CAPES (Coordenagao de Aper-

feigopamente de Pessoal de Ensino Superior) pela apoio financeiro.



Sumario
AGRADECIMENTOS . . . . . . . . e iv
LISTA DE FIGURAS . . . . . . . . vii
LISTA DE SIMBOLOS . . . . . . . . ... xii
RESUMO . . . .. . xiii
ABSTRACT . . . . e Xiv
1 INTRODUCAO . . .. . s, 1
2 ALGUNS CONCEITOS SOBRE SISTEMAS DINAMICOS . . 6
2.1 Teorema de Birkhoft . . . . ... ... ... ... ... ... ... 6
2.2 Numeros de Lyapunov . . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 8
2.3 Funcao Exponencial Logistica. . . . . . . ... ... .. ... ... 10

3 MODELO MATEMAT}CO E ESTUDO DA SINCRONIZACAO
DE METAPOPULACOES . . . . . . . . it 13

3.1 Modelo Metapopulacional em uma Escala . . . . . ... ... .. 13

3.2 Estabilidade Transversal do Modelo Metapopulacional em uma
escala . . . . ... 15

3.3 Modelo Metapopulacional em duas Escalas . . . . .. ... ... 20

3.4 Estabilidade Transversal do Modelo Metapopulacional em duas
Escalas . . . . . . . . .. 24

4 SIMULACOES NUMERICAS DO MODELO METAPOPULA-
CIONAL . . . . . 34

4.1 Simulagoes Numéricas do Modelo Metapopulacional em uma
Escala . . . . . . . . . . 35

4.2 Simulagoes Numéricas do Modelo Metapopulacional em duas
Escalas . . . . . . . . . ... 49



vi

4.2.1 Sincronizac¢ao dos Sitios nas duas Escalas . . . . . . .. ... ... .. 49
4.2.2 Sincronizagao dos Sitios na Escala Maior . . . . . . . . ... ... .. 60
5 CONCLUSOES . . ... ... ..., 67

APENDICE A LINEARIZACAO EM TORNO DO ESTADO SIN-
CRONIZADO ... ... . . ... ... .. ..., 69

APENDICEB CALCULO NUMERICO DOS NUMEROS DE
LYAPUNOV . . . . . . 70

APENDICE C MATRIZES CIRCULANTES . . . . .. ... ... 72
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS . . . . . . ... .......... 75



Figura 1.1

Figura 2.1

Figura 3.1

Figura 3.2

Figura 3.3

Figura 4.1

Figura 4.2

vii

Lista de Figuras

(a) Modelo metapopulacional com 4 sitios; (b) Modelo com 4
sitios na primeira escala e 3 sitios na segunda escala, totalizando
12 sttios. . . . . .

(a) diagrama de bifurcacao; (b) nimeros de Lyapunov da funcao
exponencial logistica. . . . . . . .. ..o oo

(a) Dos individuos que migram do sitio k na etapa de tempo ¢,
uma fragao de individuos ;. passa a fazer parte do sitio ¢ na etapa
detempot+1. . . . . . .

Distribuicao dos individuos considerando sitios distribuidos em
duas escalas. Dos individuos que saem do sitio vizinho j no passo
de tempo ¢ da segunda escala, uma proporcao cy; chega para fazer
parte do sitio £ no passo de tempo seguinte ¢t + 1. Os individuos
que chegam em ¢ e saem do sitio {7, j} com fragao de migracao p;
se distribuem no sitio vizinho numa proporcao pg;, k =1,..., N,
onde p; = py; + poi + ...+ pni,t=1,..., N, 7=1,...,n.

Distribuicao dos individuos considerando sitios distribuidos em
duas escalas. Dos individuos que saem do sitio vizinho ¢ no passo
de tempo t da segunda escala, uma proporcao c;, chega para fazer
parte do sitio 7 no passo de tempo seguinte ¢t + 1. A densidade de
individuos que saem do sitio £ e chegam ao sitio {7, j} é dada por
cjguﬂxu + cjg,uigxz’f +...+ ng[LiNiCN’Z, 1=1,...,N,7=1,....n

Numeros Transversais de Lyapunov em fungao do parametro r.
(a) m =0,2e(c) m = 0,5, acoplamento com os dois vizinhos mais
préximos em forma de anel, (b) m = 0,2 e (d) m = 0,5, os sitios
globalmente acoplados com mesmo coeficiente de acoplamento. .

Erro de Sincronizacao ((a), (c) e (e)) com o respectivo Nimero
Transversal de Lyapunov ((b), (d) e (f)) para acoplamento feito
entre os dois vizinhos mais proximos em forma de anel, ambos em
fungao do parametro m. Considera-se r = 2,88. Em (a) N = 5;
(¢c) N =17, () N =10. O aumento no nimero de sitios reduz
os intervalos de sincronizagao e aumenta os valores do nimero
transversal de Lyapunov. . . . . . . . .. ... ... .. .. ...

12

15

22

23

36

38



Figura 4.3

Figura 4.4

Figura 4.5

Figura 4.6

Figura 4.7

Figura 4.8

viil

Erro de Sincronizagao ((a), (c¢) e (e)) com o respectivo Numero
Transversal de Lyapunov ((b), (d) e (f)) para sitios globalmente
acoplados com o mesmo coeficiente, ambos em funcao de m.
Considera-se r = 2,88. Em (a) N =5, (¢) N =10, (e) N =30. O
fato de todos os sitios estarem acoplados com o mesmo coeficiente
causa pouca variacao na regiao de sincronizacao e nos valores do
nuimero transversal de Lyapunov, com o aumento do ntmero de
stbios. . . . L

Erro de Sincronizacao ((a), (c) e (e)) com o respectivo Nimero
Transversal de Lyapunov ((b), (d) e (f)), ambos em fungao do
parametro m. Considera-se r = 2,88 e um modelo metapopu—
lacional com 30 sitios. Em (a) o = 0,3; (¢) a = 0,5; (e) a =
0,7. A diminuicao na interacao entre os sitios diminui a regiao de
SINCTONIZAGAO. . .+« « v v v v v e e e e e

Graficos sitios-tempo com a respectiva densidade de um fixado
sitio ap6s o descarte de transientes. Os sitios estao acoplados em
forma de anel com os dois vizinhos mais proximos, » = 2,88 e

m=0,8 (a) N=5,(b) N=7,(¢c) N=10. . . . .. ... ...

Graficos sitios-tempo com a respectiva densidade de um fixado
sitio ap6s o descarte de transientes. (a) m = 0,2, r = 2,5; (b)
m = 0,2, r = 2,55. Nos dois casos o acoplamento é feito em
forma de anel com os dois vizinhos mais proximos. O sistema
sincroniza em ambos os casos e cada sitio apresenta o mesmo
comportamento como se estivesse isolado. . . . . ... ... ..

Graficos sitios-tempo com a respectiva densidade de um fixado
sitio apds o descarte de transientes. (a) m = 0,2, acoplamento em
forma de anel com os dois vizinhos mais proximos e r = 2,88. O
sistema nao sincroniza, LA; = 1,4317; (b) m = 0,5, acoplamento
global com mesmo coeficiente e r = 2,88, o sistema sincroniza e
a densidade de cada sitio apresenta um comportamento cadtico,
LA =0,6942. . . . . .

Graficos sitios-tempo com a respectiva densidade de um fixado
sitio apds o descarte de transientes. Sitios acoplados em forma de
anel com os dois vizinhos mais préximos e m = 0,5. O nimero
transversal de Lyapunov é superior a 1 e o modelo metapopu-
lacional nao sincroniza em nenhum caso. Em todos os casos
Ay = 0,9891. (a) r = 2,84, LA; = 1,36664 (b) r = 3,1,
LA; =1,32065 (c) r=3,85, LA} =1,74052. . . . . . ... ...

39

40

41

42

43

44



Figura 4.9

Figura 4.10

Figura 4.11

Figura 4.12

Figura 4.13

Figura 4.14

Figura 4.15

1X

Graficos sitios-tempo com a respectiva densidade de um fixado
sitio apds o descarte de transientes. Sitios globalmente acoplados
com mesmo coeficiente de acoplamento. Em todos os casos A; =
0,4828, o nimero transversal de Lyapunov é inferior a 1 e ocorre
sincronizacdo. (a) r = 2,84, LA; = 0,6671 (b) r = 3,1, LA, =
0,64463 (c) r = 3,85, LA; =0,8496. . . . ... ... ... ...

Sitios acoplados variando-se o coeficiente de interagao entre os
sitios, r = 2,88 e m = 0,5. (a) @ = 0,3, LA; = 0,9007 (b)
a = 0,5, LAy = 1,0526 (¢) « = 0,7, LA; = 1,1974. Em (a)
o sistema sincroniza, enquanto que em (b) e (c¢), diminuindo a
interagao entre os sitios, o sistema nao sincroniza. . . . . . . . .

Sitios acoplados com mesmo coeficiente e r = 3,85. (a) m =
0,2, LAy = 1,3956; (b) m = 0,5, LA; = 0,8496. O sistema
nao sincroniza em (a), mas o aumento na fragdo de migragao
sincronizar o sistema (b). . . .. ... oL

Freqiiéncia das drbitas no estado sincronizado. (a) r = 2,55

(b) r=2,75(c) r=2,88 (d) r=3,09 (e) e (f) r=3,85. . . ..

Numero transversal de Lyapunov em funcao do parametro r.
Considera-se o modelo metapopulacional de metapopulacoes com
6 sitios na primeira escala (bairros) e 5 sitios na segunda escala.
(a) u = 0,2 e (c) p = 0,5, acoplamento entre os sitios da se-
gunda escala feito em forma de anel com os dois vizinhos mais
préximos. (b) = 0,2 e (d) p = 0,5, sitios globalmente acopla-
dos com mesmo coeficiente. Sincronizagao ocorre para os valores
do nuimero transversal de Lyapunov inferiores a 1. . . . . . . . .

Erro de Sincronizagao ((a), (c) e (e)) com o respectivo nimero
transversal de Lyapunov ((b), (d) e (f)), ambos em funcao do
parametro p. Considera-se r = 3,09, n = 9, N = 5 e varia-se o
coeficiente de acoplamento da matriz C. (a) a =0, (¢) a =0, 3,
(e) a = 0,5. A redugdo na interacao entre os sitios diminui a
regiao de sincronizacao. . . . . . ... ..

Erro de Sincronizagao ((a), (c) e (e)) com o respectivo nimero
transversal de Lyapunov ((b), (d) e (f)), ambos em funcao do
parametro p. Considera-se r = 3,09, n=9 e N=5 e varia-se o
coeficiente de acoplamento da matriz C. (a) a« = 0,7, (¢) a = 0,8,
(e) @ = 1. A redugado na interacao entre os sitios diminui a regiao
de sincronizacao e para = 1 nao ocorre sincronizagao. . . . . .

45

46

47

48

51

53



Figura 4.16

Figura 4.17

Figura 4.18

Figura 4.19

Figura 4.20

Figura 4.21

Figura 4.22

Figura 4.23

Graficos sitios-tempo e densidade-tempo e sao feitas as mesmas
consi-deragoes para o modelo do caso da figura 4.13(a), mas com p
constante. (a) u = 0,2, LAy = 1,0462 e o sistema nao sincroniza
(b) p= 0,5, LAy = 0,6539 e o sistema sincroniza, ap6s o descarte
de 20 mil transientes. . . . . . . ... ...

Graficos sitios-tempo e densidade-tempo apds o descarte de 20
mil transientes. Em (a) e (b) s@o feitas as mesmas consideragoes
que nos casos das figuras 4.15(b) e 4.15(c) respectivamente, mas
com fragdo de migragao constatne y = 0,85. Em (a) os sitios
sincronizam e LAy = 0,8497. Em (b) nao ocorre sincronizagao e

LAy = 1,0ATT.

Graficos sitios-tempo e densidade-tempo. Matriz acoplamento C'
com coeficiente de acoplamento o = 0,5. (a) p = 0,5, r=2,5¢€
LAy =0,5628; (b) u=0,5,r=3,85e LAy =0,8964. . . . . . .

Erro de Sincronizacao e Numero Transversal de Lyapunov, ambos
em funcao do parametro p. Matriz acoplamento C' com a = 0, 5,

r=3,09en=5 (a) N=5,(b) N=10e (¢c) N=20. . .. ..

Erro de Sincronizagao e Nimero Transversal de Lyapunov, ambos
em funcao do parametro pu. Matriz acoplamento com o = 0.5,
r=309eN=5(a)n=5 (b)n=10e(c)n=20. ......

Erro de sincronizagao e nuimero transversal de Lyapunov, ambos
em funcao do parametro p. Em todos os casos r = 3,09, m = 0,25
e os sitios acoplados com coeficiente de acoplamento a = 0,5. (a)
n=3 N=5e(c)n=25 N =5, com os respectivos nimeros
transversais de Lyapunov (b) e (d). . . . .. .. ... ... ...

Gréficos sitios-tempo para fixados valores de p. Em todos os
casos m = 0,25, n =3, N =5, r = 3,09 e sitios acoplados com
coeficiente de acoplamento a = 0,5. (a) p = 0,1, K = 1,1031;
(b) u=10,5, K =0,9865; (c) u = 0,75, K =0,9181; (d) . = 0,9,

Gréficos sitios-tempo para valores fixados de . Em todos os casos
n=2>5, N =5 r=3,09 e sitios da segunda escala acoplados com
coeficiente de acoplamento o« = 0,5. (a) p=0,1, K = 1,11; (b)
uw=0,6, K=0,9896; (c) o = 0,75, K = 0,9548; (d) p = 0,9,
K=0,0198. . . oo

95

26

57

o8

59

61

62

63



Figura 4.24

Figura 4.25

Figura 4.26

X1

Erro de sincronizagao ((a) e (c)) e respectivo nimero transversal
de Lyapunov ((b) e (d)), ambos em fungao do parametro . Em
todos os casos r = 3,09 e os sitios da segunda escala globalmente
acoplados com mesmo coeficiente. (a) n =3, N =5¢€ (¢c) N =5,
n = 5 com os respectivos numeros transversais de Lyapunov (b)

Gréficos sitios-tempo para valores fixados de p. Em todos os
casos n =3, N =5, r = 3,09 e sitios globalmente acoplados com
mesmo coeficiente de acoplamento. (a) p = 0,018, K = 0,9912;
(b) u=0,1, K =0,7563; (¢) p=0,2, K =0,417; (d) p = 0,28,
K=1,0244. . o o

Gréficos sitios-tempo para valores fixados de p. Em todos os
casos n =5, N =5, r = 3,09 e sitios globalmente acoplados com
o mesmo coeficiente. (a) p = 0,016, K = 0,9763; (b) u = 0,1,

64

65

K =0,7649; (c) p=0,2, K =0,4171; (d) p = 0,28, K = 1,0243. 66



xii

LISTA DE SiMBOLOS

ak populacao z no sitio k no tempo ¢t

m fracao de migracao dos individuos da primeira escala

Yik percentual de emigrantes do sitio k para o sitio ¢+ da primeira escala

r matriz acoplamento dos sitios da primeira escala

N nimero de sitios da primeira escala

L nimero de Lyapunov

th vetor populacional do sitio j da segunda escala no tempo t

Lbi fracao de migragao dos individuos da segunda escala

Cje percentual de emigrantes do sitio ¢ para o sitio j da segunda escala

C matriz acoplamento dos sitios da segunda escala

n niumero de sitios da segunda escala

Q coeficiente de interagao entre os sitios

LA, nuimero transversal de Lyapunov para uma metapopulacao em uma escala
LA, numero transversal de Lyapunov para uma metapopulagao em duas escalas

K nimero transversal de Lyapunov para uma metapopulagao em duas escalas



xiii

RESUMO

O estudo da sincronizacao de sistemas dinamicos populacionais é importante
para prever e avaliar o risco de extincao global. Neste trabalho, investigamos

fenomenos de sincronizagao cadtica em modelos metapopulacionais.

Primeiramente, consideramos um modelo metapopulacional composto por um
nimero arbitrario de sitios e obtemos um critério para a sincronizacao que é de-
terminado por dois parametros: o nimero de Lyapunov que depende da dinamica
local de um sitio e um parametro que é determinado pela forma como os sitios
interagem. A partir disso, consideramos um modelo metapopulacional composto
pela distribuicao de sitios em duas escalas. A primeira escala é composta por uma
metapopulacao, enquanto a segunda escala é composta por um numero arbitrario
de metapopulacoes. Para esse modelo, analisamos dois tipos de sincronizacao: o
primeiro é quando ambas escalas estao sincronizadas e o segundo considera sin-
cronizacao na segunda escala. Para o caso de ambas escalas estarem sincronizadas,
obtemos um critério para sincronizacao dependendo de 2 parametros: o nimero
de Lyapunov e pela forma como os sitios da primeira escala e da segunda escala
interagem. No caso da segunda escala estar sincronizada com os respectivos sitios
da primeira escala nao necessariamente sincronizados, obtém-se um critério e seus

valores sao calculados numericamente.
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ABSTRACT

The study of populations’ synchronization dynamics is important to predict and
evaluate the risk of global extinction. In this study, we investigate the phenomenon

of chaotic synchronization in metapopulation models.

At first, we propose a time-varying metapopulation model composed by
patches and we obtain a condition for the synchronization that are determined by
two parameters: the Lyapunov number of the separate patch and by a parame-
ter determined from the interaction patches. Afterwards, we propose a time-varying
metapopulation of metapopulations model composed by patches that are distributed
in two scales, the first one is composed by a metapopulation and the second one is
composed by an arbitrary number of metapopulations. We investigate two kinds of
synchronizaton: both scales synchonized and when the second scale is syncronized.
In the first case we obtain a condition for the synchronization that are determined
by two parameters: the Lyapunov number and by a parameter determined from the
first scale and the second scale interaction patches. The second case the condition

values for the syncronization are calculated by numerical simulations.



1 INTRODUCAO

O estudo da sincronizacao de sistemas metapopulacionais é extremamente im-
portante para prever e avaliar o risco da extingao global de espécies (Earn et al. [13]).
Condigoes climaticas em diferentes regioes podem ser suficientes para dar algum tipo
de sincronia, uma convincente demonstracao desse fato foi observado quando duas
ilhas com populagao de ovelhas isoladas apresentaram sincronia em suas flutuagoes.
Outro exemplo interessante é o comportamento de linces canadenses, o fato notavel
é que populagoes geograficamente distantes possuem ciclos populacionais sincroniza-
dos. Outra maneira pela qual sincronia pode ser alcancada é através da dinamica
de populagoes com acoplamento feito pela migracao, sistemas fisicos e bioldgicos
tém mostrado que mesmo pouca interagao entre populagoes com grandes oscilacoes
pode apresentar sincronizagao coletiva. Sincronismo de sistemas periédicos é dis-
cutido em termos da relagao entre as fases de oscilacao, ou seja, uma constante de
fase é mantida entre as oscilagoes, embora as amplitudes nao estejam relacionadas,
estas idéias foram trazidas por Blasius que encontrou uma descricao para ciclos da
dinamica de linces canadenses e a sincronia de ciclos entre diferentes regices (May

[24]).

O problema do comportamento de varias populagoes interagindo como sis-
temas com oscilagoes cadticas contribui para o entendimento de importantes sistemas
biolégicos. Estudos analiticos das condigoes para sincronizagao cadtica consistindo
de um numero arbitrario de sitios acoplados sao feitos em diversos trabalhos da
literatura (Allen et al. [2], Earn et al. [13], Dmitriev et al. [11], Chen et al. [6],

Giordani e Silva [16,17], entre outros).

Neste trabalho consideramos que uma metapopulacao é formada por uma po-
pulacao de uma tunica espécie distribuida em NV sitios. A partir disso, consideramos

que os sitios estao distribuidos em duas escalas; a primeira escala é formada por



uma metapopulagao, enquanto a segunda escala é formada por n metapopulagoes,
formando uma metapopulagao de metapopulacoes que é composta por nlN sitios.
Uma maneira de melhor entendermos o modelo metapopulacional ¢ fazendo uma
analogia a dinamica migratéria de individuos entre bairros e cidades, a primeira
escala seria composta por bairros, enquanto a segunda escala seria composta pelas
cidades. Na figura (1.1), temos em (a) um modelo metapopulacional com 4 sitios
e em (b) um modelo metapopulacional com 4 sitios na primeira escala e 3 sitios na

segunda escala, totalizando 12 sitios.

(a)

@@

Figura 1.1: (a) Modelo metapopulacional com 4 sitios; (b) Modelo com 4 sitios na
primeira escala e 3 sitios na segunda escala, totalizando 12 sitios.

A conexao entre os sitios é feita através de movimentos migratérios. A cada
geragao, a populacao passa por 3 processos distintos: o processo de dinamica local
(reprodugao e sobrevivéncia), o processo de migracao entre os individuos da primeira
escala (bairros) e o processo de migracao entre os individuos da segunda escala

(cidades). Algumas consideragoes devem ser observadas:

e Deve ser estabalecida uma separacao entre os eventos de dinamica local

e de migragao, ja que segundo Hassell et al. [19] resultados improvaveis



do ponto de vista biolégico podem ocorrer se houver falha na separacao

desses processos.

e Deve ser estabelecida a vizinhanca de um dado sitio e para onde os

individuos desse sitio migram.

e O processo de migragao é de curta duragao, portanto, é razodvel supor-
mos que é 100% bem sucedido (ndo hd mortes de individuos durante o

processo).

Inicialmente, vamos supor que nao ha conexao entre os sitios. Nesse caso,
assumimos que uma fungado suave em [0,00) denotada por f descreve a dinamica

local

riy = f(z)), t=0,1,2,..., (1.1)

onde z! representa o niumero de individuos no sitio ¢ no passo de tempo t. Note
que estamos considerando que todas as populacoes sao idénticas, no sentido que a

dinamica de cada populagao é descrita pela mesma fungao f.

Apébs o processo de dinamica local, supomos que ocorre um processo mi-
gratério. Primeiramente, consideramos a migracao ocorrendo entre os sitios da
primeira escala (bairros), ao terminar esse processo consideramos a migragao entre
os individuos da segunda escala (cidades). Para ambas as escalas, dado um sitio
definiremos para quais sitios os individuos podem migrar e qual a procedéncia dos
individuos que chegam a esse sitio. Nosso interesse é investigar a ocorréncia de
dinamica cadtica sincronizada, para isso ocorrer considera-se que o modelo local de

um unico sitio é instavel e analisa-se a interacao entre as populagoes.

Estamos considerando uma metapopulagao de uma tunica espécie, sem sub-

classes de idade ou tamanho entre os individuos. Claramente podemos construir um



modelo para uma metapopulagdo de uma espécie com estrutura etdria (De Castro
et al. [9]). Outra possibilidade é considerar a dinamica de dispersao de doengas
em populacoes considerando modelos epidemioldgicos de susceptiveis-infectados-
susceptiveis (S-1-S) (Castillo-Chavez [4,5]), ou modelo epimedioldgico de transmissao

da dengue (Cirino [7]).

A sincronia de dindmica metapopulacional é caracterizada pela ocorréncia de
baixas densidades populacionais que aumentam a probabilidade de extin¢ao global,
enquanto assincronia caracteriza persisténcia global, mesmo ocorrendo alguma ex-
tincao local, dessa forma resultados de varios estudos podem levantar informacoes
lteis para evitd-la. Allen et al. [2] consideraram um modelo metapopulacional
acoplado e, através de simulagoes numéricas, mostraram que dinamica populacional
cadtica reduz o risco de sincronia. Heino et al. [20] extenderam o modelo proposto
por Allen et al. considerando dispersao de individuos dependendo da distancia en-
tre os sitios e mostraram que esse tipo de assincronia reduz a probabilidade de
extingao, concluindo que caos é um caso especial, assim como perturbacoes locais
e outros fatores que causam assincronia. Earn et al. [13] deu sustentagao a idéia
de que oscilagoes cadticas reduzem o grau de sincronismo entre sitios, reduzindo a
probabilidade de extingao, eles obtiveram um critério analitico para a estabilidade
de oscilagoes sincronizadas considerando uma metapopulagao com um nimero ar-
bitrario de sitios acoplados. Esses resultados sao generalizados por Giordani e Silva
[16,17] que obtiveram um critério para sincronizagao considerando um mecanismo de
migragao dependente da densidade populacional de cada sitio. Em Dmitriev [11] sao
investigados fendmenos de ‘on-off” intermiténcia (sincronizagao que é interrompida

em certos intervalos de tempo) e condi¢oes para sincronizacao cadética sao obtidos.

No capitulo 2 abordamos o Teorema Ergddico que afirma que para qualquer
subconjunto mensuravel e para quase todo ponto, existe um tempo médio de per-
manéncia da orbita do ponto nesse conjunto. Além disso, abordamos o conceito de

nimeros de Lyapunov que é um indicador de caoticidade em sistemas dinamicos e a



funcao exponencial logistica que sera a funcao utilizada para descrever a dinamica

local de cada sitio nas simulagoes numeéricas.

No capitulo 3 descrevemos, primeiramente, um modelo metapopulacional com
N sitios e obtemos um critério para sincronizacao que é determinado por dois
parametros, um deles é o numero de Lyapunov que depende da dinamica local e
o outro que ¢é caracterizado pela interagao entre os sitios. Esse resultado ¢ o mesmo
obtido por Earn et al. [13]. A partir disso, consideram-se os sitios distribuidos em
duas escalas e sao consideradas duas maneiras de sincronizagao: na primeira ocorre
sincronizagao nas duas escalas; nesse caso, o critério para sincronizacao depende de
dois parametros, um deles é o nimero de Lyapunov e o outro é caracterizado pela
interagao entre os sitios da primeira escala (bairros) e da segunda escala (cidades);
na segunda ocorre sincronizagao na escala maior (cidades sincronizadas com os re-
spectivos bairros nao necessariamente sincronizados), para esse caso obtém-se um

critério e seus valores sao calculados numericamente.

No capitulo 4 sao feitas diversas simulagoes numéricas para analisarmos o com-
portamento dos modelos e a verificagao dos critérios analiticos para sincronizagao.
Em todas as simulagoes utiliza-se a fungao exponencial logistica para calcular a

dinamica local de cada sitio.



2 ALGUNS CONCEITOS SOBRE SISTEMAS
DINAMICOS

Durante séculos cientistas em todo o mundo analisaram um tipo de movi-
mento que nao apresentava um comportamento assintotico ou periddico do qual, em
1975, foi chamado de caos (Alligood [3]). Observou-se que comportamentos cadticos
ocorriam em experimentos praticos e em modelos computacionais nas mais diversas
areas da ciéncia, o principal requerimento era que o sistema apresentasse uma nao-
linearidade. Esses modelos pertencem a classe da teoria de sistemas dinamicos que
descrevem comportamentos que sao comuns para sistemas fisicos e biolégicos, isso

tem beneficiado a colisao de idéias matematicas e dessas ciéncias.

Neste capitulo apresentaremos o conceito de permanéncia de uma érbita! num
conjunto e o Teorema de Birkhoff que calcula esse tempo médio de permanéncia
para quase todo ponto. Apresentaremos também o numero de Lyapunov que é um
indicador de caoticidade e a funcao utilizada para descrever a dinamica local das

metapopulacoes.

2.1 Teorema de Birkhoff

Vamos comecar explicando o que entendemos por tempo médio de permanéncia
de uma érbita num conjunto. Considerando um espago de probabilidade (X, F, v)?,
uma transformacgao f : X — X e um ponto =z € X, queremos determinar com que
frequéncia a orbita x por f visita um conjunto mensuravel E, isto é, queremos

calcular

_Ho<i<t-—1:fix) € E}

t (2.1)

pe(T)

!Considerando uma fungao f, a érbita de um ponto = é dada por {z, f(x), f?(x),...}.
2X é um conjunto, F é uma o-algebra definida em X e v é uma medida definida em (X, F).



onde §A denota o nimero de elementos de A. Observe que isto é o mesmo que

o) = 3 Y (), 22)

onde xg denota a fungao caracteristica do conjunto F, isto é, xg(x) = 1sex € E e

xe(x) =0, caso contrario.

Fazendo o numero de iterados ¢ tender a infinito e calculando, caso exista, o
limite

plo) = limpi(z). 2.3

Este limite, quando existe, é o tempo médio que a oOrbita de um ponto z
permanece no conjunto E. Embora os limites superiores e inferiores da sequéncia

(pe(7))ten sempre existam, hé pontos para os quais este limite nao existe (Diaz [10]).

Uma consequéncia do Teorema de Birkhoff, que enunciaremos abaixo, é que
o limite p(z) existe a menos de um conjunto de medida v nula e é uma funcao

integravel verificando

/Xp(w)dl/ =v(E). (2.4)

Outra consequéncia do teorema de Birkhoff é que se a medida é ergédica’,

entao o limite é exatamente a medida de F, isto é,
plz) = v(E), (2.5)
para v-quase todo ponto x € X.

Apresentamos a seguir o Teorema Ergddico de Birkhoff cuja demonstracao e

enunciado podem ser encontradas em Diaz e Jorge [10] e Oliveira [29].

3Dizemos que a medida v é ergédica para f se para todo subconjunto f-invariante £ € F, (ou
seja E = f~1(E)), se verifica que v(E) = 0 ou v(E) = 1.



Teorema 2.1. (Teorema Ergddico de Birkhoff) Considerando um espago de proba-
bilidade (X, F,v) e uma transformacao f : X — X que preserva a medida* v. Entao,
para qualquer funcgao ¢ integrdvel, existe uma funcao f, integrdvel e f-invariante que
verifica as sequintes propriedades:

t—1

1 )
e para v-quase todo ponto x € X se verifica tlim n g o(f'(x)) = for
i=0

o [Lpdv= [, fdv.

Além disso, se a medida v € ergodica (respeito a f), entio f, € constante v-q.t.p.,

em particular,

o f,= fx wdv para v-quase todo ponto x € X.

2.2 Numeros de Lyapunov

Um padrao cadtico nao é caracterizado como um comportamento fixo ou
periédico. Considerando uma funcao que representa um sistema dinamico discreto,
a estabilidade dos pontos fixos é fortemente influenciada pela derivada da fungao.
Por exemplo, se 2o é um ponto fixo de f: R — R e f'(29) = a > 1, entdo a érbita
de cada ponto proximo de zq ird se separar de xg por uma constante multiplicativa

a por iteragao (Alligood [3]).

Os numeros de Lyapunov sao generalizagoes da derivada, eles medem a ve-
locidade média com que as Orbitas se separam e sao, portanto, um indicador de
caoticidade de um sistema dinamico. Se p é um ponto periédico de periodo t de

uma funcao f : R — R de classe C!, o ntimero de Lyapunov de f no ponto p

4Dizemos que uma transformacdo mensurdvel f : X — X preserva a medida ou que v € f-
invariante se, para todo conjunto A € F, se verifica v(f~1(A)) = v(A).



é exatamente |(f?)'(p)|'/ (Diaz [10]). Para érbitas ndo periédicas, o nimero de

Lyapunov L(zg) da 6rbita {xg, 21, xs, ...}, é definido como

L(wo) = lim (If (wo)|..-lf (we-))*", (2.6)

se este limite existir. O expoente de Lyapunov h(zg) é definido como

(o) = Jim (17 (ro)| + -+ (| (e 1)), (2.7)

se este limite existir. Note que h(zg) existe se e somente se L(xg) existe e In L(zy)

Os numeros de Lyapunov fornecem uma medida da dependéncia sensitiva as
condigoes iniciais, ou seja, diferentes condigoes iniciais geram diferentes niimeros de

Lyapunov. Exemplos podem ser encontrados em Alligood [3] e Diaz e Jorge [10].

Considerando que f preserva a medida ergddica v e utilizando o teorema de
Birkhoff, temos que o expoente de Lyapunov independe da condicao inicial a menos

de um conjunto de medida v nula e é dado por

. ]. ’ ’ &0 ’
thm ;(ln(\f (o) + ... + In(|f (2-1)|)) = / In|f (z)|dv(x). (2.8)
— 00 0

Portanto, o niimero de Lyapunov também independe das condigoes iniciais a

menos de um conjunto de medida v nula e é dado por

L = explo” nlf @ldv(e) (2.9)

Para uma fungao F' definida em R™, o k—ésimo nimero de Lyapunov L é dado
por

Ly = lim (ri)Y", (2.10)

t—o00

se este limite existir. Aqui 7} é o comprimento do k—ésimo eixo ortogonal do

elipséide J;U para uma orbita de ponto inicial vy, para todo k = 1,2,...,m, onde
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Jiy = Df'(vy) é a matriz jacobiana e U é a esfera unitdria com centro vy. O valor rf
mede a contragao ou expansao de orbitas proximas ao longo de m diregoes ortogonais.
O expoente de Lyapunov de vy é hy = In L;. Supondo v ergddica, considerando que
F preserva a medida v e utilizando o Teorema Ergodico Multiplicativo de Osedelec
(Eckman [14] e Ruelle [33]), temos que os nimeros de Lyapunov independem da

condicao inicial vy a menos de um conjunto de medida v nula.

Segundo Alligood [3], Ott [30], define-se como cadtico o sistema que possuir
pelo menos um nimero de Lyapunov maior que um, ou o seu correspondente ex-

poente de Lyapunov maior que zero.

2.3 Funcao Exponencial Logistica

A funcao f responsavel pela dinamica local do modelo metapopulacional é
a fungao exponencial logistica que é utilizada em diversos trabalhos da literatura

(Allen et al. [2], Heino et al. [20]),

f(z) = zexp(r(1 — z)), (2.11)

onde r representa a taxa de crescimento da populacdo. Em Earn [13] utiliza-se
a funcao logistica para descrever a dinamica populacional que é dada por f(z) =
re(l —x). A funcdo logistica e a funcao exponencial logistica apresentam compor-
tamentos similares, ambas conseguem capturar fatos essenciais do meio ambiente
(May [25]) e para diferentes valores do parametro r apresentam ciclos estéveis e

Ccaos.

Calculos simples fornecem que o tnico ponto de equilibrio positivo da fun¢ao

exponencial logistica é T = 1. Aplicando o critério de estabilidade que é dado por

|f(T)| <1 =T é estavel,

|f(Z)| > 1 = T é instével,
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temos que T = 1 é estavel para 0 < r < 2.

Considerando que a dinamica local de um tnico sitio é descrita pela funcao
exponencial, isto é,

T = xexp(r(l — xy)), (2.12)

apés a linearizagao na vizinhanca do ponto de equilibrio Z, pode ser expressa na
forma

Sip1 ~ (1 — 7). (2.13)

O sistema se aproxima do ponto de equilibrio monotonicamente se 0 < r < 1.
Enquanto que para 1 < r < 2 o sistema se aproxima do ponto de equilibrio de
forma oscilatéria. Valores de r > 2 fazem com que o ponto de equilibrio deixe de

ser estavel, deixando de ser um atrator.

Conforme a taxa de crescimento aumenta, para r levemente superior a 2, surge
um ciclo estavel de periodo 2 com valores alterando entre T7 e 3. Num determinado
momento as oscilagoes deixam de ter periodo 2 e passam a ter periodo 4. Esse
processo repete-se criando uma sequéncia de ciclos periddicos 2™, n = 1,2, 3, .... Isso
ocorre até que o parametro r assume um valor cujas bifurcacoes 2" nao ocorram
mais. Esse estagio é entao denominado cadtico, que sao comportamentos dificeis de

serem descritos, como pode ser observado na figura 2.1(a).

Uma medida invariante p é chamada de uma medida natural para uma funcao

f se

t—o00

1 t—1
p=Jim - > 6, (2.14)
=1

para todo x a menos de um conjunto de medida de Lebesgue nula, onde ¢ é a funcao
de Dirac. As medidas naturais sao conhecidas pelo nome de medidas fisicas e SRB

medidas (Sinai-Ruelle-Bowen) (Thunberg [35]).
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Figura 2.1: (a) diagrama de bifurcagao; (b) niimeros de Lyapunov da fungao expo-
nencial logistica.

Para a funcao exponencial logfstica, a medida natural é absolutamente continua®

com respeito a medida de Lebesgue e sua existéncia é garantida para quase todos

valores de r na regiao cadtica (Thunberg [35]).

Supondo a ergodicidade da medida natural, os nimeros de Lyapunov para a
funcao exponencial logistica podem ser calculados utilizando o teorema de Birkhoff,
a menos de um conjunto com medida de Lebesgue nula. Na figura 2.1(b), os niimeros

de Lyapunov possuem valores maiores que um na regiao cadtica.

®Duas medidas p e v sdo absolutamente continuas (1 << v) se u(E) = 0 = v(E) = 0, para
qualquer conjunto F mensuravel.
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3 MODELO MAT]@MATICO E ESTUDO DA
SINCRONIZAGAO DE
METAPOPULACOES

Neste capitulo, apresentamos o modelo matematico e os critérios para sin-
cronizacao dos modelos metapopulacionais. Consideramos que uma metapopulagao
é formada por uma populacao de uma tinica espécie distribuida em N sitios. A partir
disso, consideramos que os sitios estao distribuidos em duas escalas; a primeira es-
cala é formada por uma metapopulagao, enquanto a segunda escala é formada por n
metapopulacoes formando uma metapopulacao de metapopulacoes que é composta

por nN sitios.

Comecamos, na secao 3.1, fazendo a modelagem matematica de uma metapo-
pulacao e na secao 3.2, obtemos um critério para sincronizacao. Diversos trabalhos
fazem estudos da dindmica de uma metapopulagao (Allen et al. [2], Heino et al.
[20], Earn et al. [13], Dmitriev et al. [11], Giordani e Silva [17]). A partir disso, na
secao 3.3, apresentamos a modelagem matemaética dos sitios distribuidos em duas

escalas e na segao 3.4, sao obtidos critérios para sincronizagao.

Segundo Earn et al. [13], a sincronizacao esté fortemente correlacionada com a
extingao da metapopulacao, dessa forma, resultados de varios estudos podem levan-

tar informacoes tteis para evitar processos de exting¢ao relacionados a sincronizagao.

3.1 Modelo Metapopulacional em uma Escala

Nosso modelo metapopulacional consiste de V sitios numerados de 1,2,..., N.
Em cada sitio os individuos estao sujeitos ao processo da dinamica local constituido
de reprodugao e sobrevivéncia. Consideramos que uma func¢ao suave em [0, 00)

denotada por f descreve a dinamica local. Portanto, na falta de migragao entre os
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sitios, a dinamica local para cada sitio ¢ é dada por

i = f(z}), t=0,1,2,..., (3.1)

onde ! representa o nimero de individuos no sitio 7 no passo de tempo t. De-
pendendo da fungao f, o modelo local dado em (3.1) pode ter um comportamento
dinamico incluindo ciclos estaveis e caos. Exemplos de fungoes que representam sis-
temas dinamicos com esse tipo de comportamento podem ser encontrados em Alli-
good [3], May [24], Drazin [12]. Consideramos que todas as populacoes sao idénticas,

no sentido que a dinamica de cada populagao é descrita pela mesma funcao f.

Apébs o processo de dinamica local de cada sitio, uma fracao de individuos m
deixa o sitio ¢ e migra para os sitios vizinhos, onde 0 < m < 1. Assim, a densidade de
individuos que partem do sitio i no passo de tempo t é mf(z¢). Dos individuos que
migram dos sitios vizinhos k£, uma fracao v;, chegara para fazer parte da populagao
do sitio ¢ no passo de tempo ¢ + 1.

Supomos que o processo de migracao ¢ 100% bem sucedido, ou seja, nao ha
N

perda de individuos durante a migracao, assim temos que E Yk = 1, para todo
k=1

i =1,...,N. Consideramos também que os individuos nao retornam para o mesmo

sitio, ou seja, v = 0 para todo k = 1,..., N. A matriz I’ = [y;]Y,_, é denominada

matriz acoplamento entre os sitios da primeira escala, cada termo ;. representa a

fracao de individuos que sai do sitio £ no passo de tempo t e passa a fazer parte do

sitio ¢ no passo de tempo ¢t + 1 (ver figura 3.1).
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Figura 3.1: (a) Dos individuos que migram do sitio k£ na etapa de tempo ¢, uma
fracao de individuos v;; passa a fazer parte do sitio ¢ na etapa de tempo
t+1.

Fazendo essas consideracoes, podemos escrever a dinamica metapopulacional

como o sistema de equacoes

i = (L =m)f(z}) + ) yamf(z)). (3.2)

O primeiro termo do lado direito da equagao (3.2) representa os individuos que
nao partiram do sitio ¢ no passo de tempo t, enquanto o segundo termo é a soma de

todas as contribuigoes dos sitios vizinhos, para todoi=1,..., N.

3.2 Estabilidade Transversal do Modelo Metapopulacional

em uma escala

O critério de sincronizagao que apresentaremos a seguir vale para uma metapo-
pulacao com um numero arbitrario de sitios conectados por um mecanismo de mi-

gracao e ¢ o mesmo obtido por Earn et al. [13].

Considerando que a densidade de todos os sitios é a mesma, isto é, z! = x4,

i=1,..., N, e substituindo em (3.2), temos que

Tip1 = f(x) —mf () + Z%kmf(xt)- (3.3)
=1
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N
Supondo que Z v =1,1=1,2,..., N, temos que
k=1

i1 = f(xy). (3.4)

Portanto, a dinamica de cada sitio no estado sincronizado satisfaz x;.1 = f(zy),
que é exatamente a dinamica de um sitio isolado, ou seja, se houver sincronizagao

todas as populagoes oscilarao de acordo com a dinamica local.

Os coeficientes da matriz I sao todos positivos e a soma das linhas, assim
como o das colunas, resulta no valor 1. Consideramos que o sistema nao possui
conglomerados isolados, isto é, nao existem subconjuntos de sitios isolados agindo
como se eles formassem uma metapopulagao prépria, nesse caso, dizemos que o sis-
tema é irredutivel e, portanto, I' é uma matriz irredutivel. Caso o sistema possuisse
conglomerados isolados de sitios, poderiamos analisar cada conglomerado separada-

mente.

Seja X; = (z¢, x4, . .., 2;) € RY a drbita sincronizada do sistema (3.2), estamos
interessados em estudar sua estabilidade assintética, isto €, quando orbitas que ini-
ciam proximas ao estado sincronizado serao atraidas para esse estado. Para alcancar
isso, linearizamos o sistema dado pela equagao (3.2) ao redor da érbita sincronizada.
A matriz jacobiana, DF(X;) € RY x RY aplicada no estado sincronizado pode ser

calculada e suas entradas sao dadas por

(1—m)f (z), sek =i

Qg = ,
Yeimf (x¢), se k # 1.

Portanto, DF(X;) pode ser escrita como

DF(X;) = (I = mB)f (z), (3.5)

onde I é a matriz identidade e B é dada por

B=1-T. (3.6)
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A linearizagao ao redor da érbita sincronizada é dada por (ver Apéndice A)

At+1 — DF(Xt)At, (37)

onde A; € RY representa a perturbacao transversal do estado sincronizado X,.

Para calcularmos a evolucao da perturbacao transversal, vamos utilizar uma
técnica que desacopla o sistema (3.7). Sejam wy,ws, . ..,wy 0s autovalores de B e
seja Q = diag(wy, wa, ..., wy). Considerando que a matriz B é diagonalizavel, existe
uma matriz inversivel @) tal que B = QQQ~!. Fazendo a seguinte mudanca de

variaveis Y; = QA; no sistema (3.7), temos que

}/;H*l = QAt+17
Y1 = QU —mB)f (z)A,
Yip1 = (Q — mQB) f (z:) A,

Mas A, = Q~1Y;, portanto

Yis1 = (Q —mQB) f (2,)Q7'Y,,
Vi = (QQ7' —mQBQ ™) f ()Y,
Y = (I —mQ)f ().

que pode ser reescrito como

(1 —muewn) f () 0 0

Yy, = 0 (1- mf«UQ)f,(CUt) : Yo (38)

0 0 (1—mwy)f (z;)
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Pelas hipoteses feitas sobre os coeficientes da matriz I', temos que a soma das
linhas, assim como a soma das colunas, é 1. Aplicando o teorema de Gershgorin
(Lancaster [27]), temos que o autovalor dominante da matriz I é 1 e pelo teorema de
Perron-Frobenius (Lancaster [27]), 1 é um autovalor simples de I'. Portanto w; =0

¢ um autovalor de B = (I —I'), e obtemos

f/ (It) 0 ... 0
0
Yip1 = . Y;, (3.9)
0 (1 — Q*m)f’(g:t)

onde Q* = diag(wa, . .., wn).

O correspondente autoespago de w; = 0 é a diagonal do espago de fase que é
precisamente o estado sincronizado. As perturbacoes nesse espaco podem ocorrer
livremente. As perturbacdes no espaco gerado pelos autovalores de (I —mQ*)f ()
sao tranversais ao estado sincronizado e deverao tender a zero para obtermos esta-

bilidade assintotica.

A perturbacao transversal A; se aproximara de zero quando ¢t — oo se somente

se

lim ||Pr_y-...- PP||Y" <1, (3.10)

onde P, = (I — *m)f (z,).

Observando que

1Proy e PPl = 1 = Qo m) f (1) - (T = Q@'m) f (wr2) - (1 = Qm) £ (o),

1Pr - PR = ([T I DI — @m) - (1 — Qm) - (1 — 2m)]
1P P = ([T I DI — 2m)])

Portanto, temos que

lim ||PT_1 oLt Plp()Hl/T = L(Io)Al, (311)
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7—1
onde L(zg) = lim (H|f/(xt)|)1/T é o numero de Lyapunov comegando em xq e
t=0

Ay é o raio espectral de (I — Q*m), ou seja, Ay = max (|11 — w;ml). De fato,
cada L(xo)|1 —w;ym|, i =2,..., N, representa um nﬁmérc; transversal de Lyapunov
que juntamente com o numero paralelo de Lyapunov representam os N numeros
de Lyapunov associados ao sistema (3.2). Portanto, para obtermos estabilidade
assintética, basta considerar o maior valor do nimero transversal de Lyapunov pois

corresponde a dire¢ao onde ocorre a maior expansao (L(zg)A; > 1) ou menor con-

tracao (L(zg)A; < 1) das 6rbitas.

Considerando que f preserva a medida natural p definida em (2.14). Supondo

T—1
a ergodicidade de p, aplicando o logaritmo natural em H (If (z) )" e utilizando
=0
o Teorema de Birkhoff, temos que
. 1 ’ ’ e ’
fim (a1 o) + o+ ) = [ Wlf @), (312)
& 0

para todo xp a menos de um conjunto de medida p nula. Portanto, o nimero de
Lyapunov ¢ dado por

L = explo” inlf @)lde(@) (3.13)

A menos de um conjunto de medida p nula, podemos eliminar a dependéncia do

nimero de Lyapunov de xq e estabelecer um critério para a estabilidade assintética,

LA, < 1. (3.14)

Earn et al. [13] consideraram a regiao onde o parametro LA; < 1 como a
regiao onde ocorre sincronizagao, enquanto para o caso LA; > 1 uma sincronizagao
nunca seria atingida. O valor LA; é denominado nimero transversal de Lyapunov,
L depende apenas da dinamica local do sitio, enquanto A; depende do processo

migratério. Giordani e Silva [16,17] obtiveram um critério para estabilidade do
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movimento sincronico considerando um mecanismo de migracao dependente da den-

sidade, fato que generaliza o resultado acima.

Pelas consideragoes feitas no acoplamento dos sitios, eles oscilam conforme a
dinamica local no estado sincronizado. Se quisermos obter caos sincronizado, pre-
cisamos supor L > 1 para a oscilacao de um sitio desacoplado ser cadtica, portanto, o

termo que depende do processo migratério terd que obedecer a inequacao A; < 1/L.

3.3 Modelo Metapopulacional em duas Escalas

No modelo metapopulacional, consideramos que os sitios estao distribuidos
em duas escalas; a primeira escala é formada por uma metapopulacao, enquanto a
segunda escala é formada por n metapopulacoes, formando uma metapopulacao de
metapopulacoes que é composta por n/V sitios. Uma maneira de melhor entendermos
o modelo é fazendo uma analogia a dinamica migratoria de individuos entre bairros
e cidades, a primeira escala seria composta por bairros, enquanto a segunda escala
¢ composta pelas cidades. Para melhor compreendermos a construcao do modelo
vamos nos referir, algumas vezes, aos sitios da primeira escala por bairros e aos sitios

da segunda escala por cidades.

Modelamos a evolucao no tempo de um sistema dinamico de nN equagoes. Em
cada passo de tempo existem trés processos considerados: a dinamica local dos sitios
da primeira escala (bairros), a dispersao de individuos entre os N sitios da primeira
escala e a migracao de individuos entre os n sitios da segunda escala (cidades). Seja
xij o nimero de individuos no sitio {4, j }, onde i representa o bairro e j a cidade, para
i=1,2,...,N,j=1,2,....,n, t =1,2,.... Seja X} = [x;7, 277, ..., 21 7]T € RN o
vetor populacional da cidade j. A dinamica local de cada cidade é descrita por uma
funcao F : RY — RY de classe C! que engloba os processos de dinamica local e
migracao entre os sitios da primeira escala (bairros). Portanto, na falta de migragao

entre os sitios da segunda escala (cidades), a dinamica da metapopulacdo de um
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sitio j da segunda escala isolado é dado por

X, =FX]), t=012,..., (3.15)

onde F' engloba os processos de dinamica local e migragao entre os sitios da primeira

escala e é dada por

(1—m)f(z,)) + Z v f (17

WE

pogy = | I3 sl | 516

i
I

(1 —m)f () + Z yvem f ()

onde m, f eI, definidos no estudo de uma metapopulagao, sao a fracao de migragao,
a fungao responsavel pela dinamica local e a matriz de acoplamento dos sitios da

primeira escala (bairros), para todo j = 1,...,n, respectivamente.

Apoés o processo de dinamica local de cada cidade j, uma fracao de individuos
(i parte de um bairro ¢ e deixa a cidade j, 0 < pu; < 1, parai =1,...,N, j =
1,...,n. Consideramos que u; independente da cidade. Dos individuos que migram
das cidades vizinhas ¢, uma proporcao c;, chegard para fazer parte da populagao da
cidade j no passo de tempo ¢t + 1. O processo de migracao é¢ 100% berg sucedido,
ou seja, nao ha perda de individuos durante a migracao, assim temos Z cgj = 1.

Jj=1
Consideramos também que os individuos nao retornam para o mesmo sitio, ou seja,

cee = 0 para todo £ = 1,..,N. A matriz C = [cj]},—, ¢ denominada matriz
acoplamento entre os sitios da segunda escala, cada termo cy; representa a fracao de
individuos que sai da cidade 7 no passo de tempo t e passa a fazer parte da cidade

¢ no passo de tempo t + 1, ver figura 3.2.
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A densidade de individuos que sai do bairro i da cidade j e passa a fazer parte
da populagdo da cidade vizinha ¢ é dada por cypz™. Os individuos que saem
do sitio {i,j} e chegam na cidade ¢ nao necessariamente farao parte do bairro i,
esses individuos se distribuem nos N bairros da cidade ¢ numa proporgao pux; para

k=1,...,N,onde p; = pua; + pto; + ... + piny, ver figura 3.2.

Sitio J Sitio

Figura 3.2: Distribuicao dos individuos considerando sitios distribuidos em duas es-
calas. Dos individuos que saem do sitio vizinho j no passo de tempo ¢
da segunda escala, uma proporgao cy; chega para fazer parte do sitio ¢
no passo de tempo seguinte t+1. Os individuos que chegam em /¢ e saem
do sitio {7, 5} com fragao de migragao p; se distribuem no sitio vizinho
numa proporcao pg, k = 1,..., N, onde pu; = py; + pho; + ... + pni,
i=1,...,N,j=1,...,n.
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Portanto, a densidade de individuos que saem do sitio ¢ da segunda escala e
chegam ao sitio {i,j} da primeira escala é dada por cjouiz™* + cjopnz®’ + ... +

Nt ; _ -
ciepin i =1,...,N,g=1,...,n.

Figura 3.3: Distribuicao dos individuos considerando sitios distribuidos em duas
escalas. Dos individuos que saem do sitio vizinho ¢ no passo de
tempo t da segunda escala, uma proporcao c;, chega para fazer parte
do sitio j no passo de tempo seguinte t + 1. A densidade de in-
dividuos que saem do sitio ¢ e chegam ao sitio {i,j} é dada por
ng,uil.l’l’é + ng,LLZ‘QZL'Z’E + ...+ ng,uiNl’N’g, 1=1,...,.N,7=1,....n

Fazendo essas consideragoes, podemos escrever a dinamica metapopulacional

de sitios distribuidos em duas escalas como o sistema de equagoes

(=1

onde I é a matriz identidade, W = diag(p, pta, . - . , i) € a matriz W é dada por

Hi1 o H12 HiN
H21  H22

=
I

(3.18)
UN-1N

MN1 - HUNN—-1 HUNN
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Obtendo-se assim, um sistema dinamico de nN equagoes. O primeiro termo
do lado direito da equacao (3.17) representa os individuos que nao partiram do sitio
da segunda escala j (cidade) no passo de tempo ¢, enquanto o segundo termo conta

as contribuigoes dos sitios vizinhos (cidades).

3.4 Estabilidade Transversal do Modelo Metapopulacional

em duas Escalas

Para obtencao de condigoes para sincronizagao considerando sitios distribuidos

em duas escalas, temos dois casos interessantes a serem analisados.

Sincronizagao nas duas escalas: quando os sitios de ambas escalas estao
sincronizados, ou seja, as cidades estao sincronizadas com os respectivos bairros
sincronizados. Neste caso, sincronizagao serd alcancada se X] = X;, onde X; =

(v, 24, ..., 24) € RN paratodo j=1,...,n.

Sincronizagao na escala maior: quando os sitios da escala maior estao sin-
cronizados, ou seja, todas as cidades estao sincronizadas com os respectivos bair-
ros nao necessariamente sincronizados. Neste caso, sincronizagao sera alcancada se

X/ = X,, onde X, = (zh,22,...,2N) € RN paratodoj=1,...,n.

Considerando que a densidade de todos os sitios da escala maior é a mesma,

th = Xy, para todo j = 1,2, ..., n, e substituindo em (3.17), temos que
X =[I-WIF(X)+)  ¢WF(X,), VYV j=1..n.
=1

considerando Z cje = 1, para todo j = 1, ...,n, temos que
=1

X = F(Xy) = WF(X;) + WF(X,),
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X1 = F(Xy) + (W —W)F(Xy). (3.19)

Portanto, para alcancarmos estados sincronizados, a dinamica dos sitios da

segunda escala satisfaz X, = F(X;)+ (W —W)F(X,). Além disso, pelo fato de nio

ocorrer perda de individuos durante a migragao ( g cej = 1) e por supormos que
J=1

n

E cje = 1, para todo j = 1,...,n, os coeficientes da matriz C sao todos positivos e
=1
a soma das linhas, assim como o das colunas, resulta no valor 1. Consideramos que
o sistema nao possui conglomerados isolados, dizemos que o sistema ¢ irredutivel e,

portanto, C' é uma matriz irredutivel, caso contrario cada conglomerado poderia ser

estudado separadamente.

Pelas consideragoes sobre a forma de migracao dos individuos entre as cidades,

a matriz W — W de dimensdao N x N é dada por

i1 — p1 H12 e H1N
W W = 21 M2z — H2
UN-1N
M1 cee UNN-1 HNN — UN

onde p; = py; + po; + ...+ pni, ¢ = 1,..., N. Considerando que a soma de cada
linha da matriz W é y;, i = 1,..., N, temos que a dinamica de (3.19) corresponde

a dinamica de um sitio isolado da segunda escala.

Considerando uma érbita sincronizada X; do sistema (3.17), estamos interes-
sados em estudar sua estabilidade assintética, isto é, quando 6rbitas que iniciam
proximas ao estado sincronizado serao atraidas para esse estado. Fazendo a lin-
earizacao do sistema metapopulacional de metapopulagoes, obtemos um sistema de
dimensao n/N x nN. Para fazer a andlise de estabilidade, utilizaremos o teorema
abaixo que reduz nosso estudo a n sistemas desacoplados de dimensao N x N. Esta
mesma técnica de desacoplamento é utilizada em De Castro e Silva [9] para o estudo

de um modelo metapopulacional com estrutura etaria.
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Teorema 3.1. Seja F : RY — RY wuma funcdo de classe C*. Seja C' matriz
acoplamento entre os sitios e diagonalizdvel, Sy = (X, Xy, ..., X;) € RN ¢ estado
sincronizado da metapopulacdo a cada passo de tempo, onde Xy = (x},22,...,2Y) €

RY. Entdo o sistema linear associado ao sistema ndo linear (3.17) é dado por

Vi = @l - W + \,WIDF(X,)Y, (3.20)

j=1
onde \; sao os autovalores da matriz C, Y, € uma mudanga de varidveis, DF(X;)
¢ a matriz jacobiana do modelo metapopulacinal dada em (3.5) e @ representa o

desacoplamento por blocos de matrizes, isto €,

A
Ay

D 4=
j=1
A,

Dem.: 1. Linearizando o sistema (3.17) em torno do estado sincronizado Sy, obte-

mos a sequinte equagao para a evolucao da perturbacao Ay,
At+1 = J(St))Atf

onde A; é a perturbagdo transversal e J(S;) € a matriz jacobiana nN x nN do

sistema (3.17) aplicada no estado sincronizado,

DF(X;) 0 0 WDF(X;) 0 0
J(Sy) = 0 . 0 - 0 - 0
0 0 DF(X,) 0 0 WDF(X,)
0 c12WDF(Xy) . cinWDF(X;)

colWDF(X,) 0
: Cn1nWDF(X,)
ct WDF(X,) .. Can1W DF (Xy) 0
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Pela definicio de produto de Kronecker !, a matriz jacobiana pode ser escrita

na forma
J(S) = 1R DF(X;) — IR WDF(X,) + C (R WDF(X,). (3.21)
A matriz C € diagonalizdvel, entao existe (Q matriz nao singular que diagonal-
iza C, isto é, QCQ™' = A*, onde N* = diag(Ai, \a, ..., AN).
Considerando a sequinte mudanga de varidveis, Y; = (Q Q) I)A;, temos que

Vi1 = (Q Q1) A,
Yin = Q@ NI QDF(X,) —IQWDF(X,) + CQWDF(X,))A,,
Yirr = (Q@Q DF(Xy) — Q@R WDF(Xy) + QC Q WDF(Xy)) Ay

utilizando propriedades do produto de Kronecker.
Pelo fato de Y = (Q Q) I)A;, temos que Ay = (Q @ I)~'Y;, logo

Yie = (QQ DF(X,) — Q@ WDF(X,) + QC @ WDF(X,)(QQ )"V,
Yie = (QQ DF(X,) — Q@ WDF(X,) + QC @ WDF(X,)(Q @ )Y,
Y= (I Q®DF(X,) - IQWDF(X,) + A*Q WDF(X,))Y,.

Portanto, obtemos o resultado desejado.

Considerando a linearizacao do sistema (3.17) e o teorema 3.1, queremos que
a perturbacao A; tenda a zero ao t — oo, mas Ay = (Q @ I)~'Y;, portanto, para
obtermos estabilidade assintética, Y; tem que tender a zero quando ¢t — oo. Isso

ocorrera se e somente se

lim ||Pr_y-...- PP||Y" <1, (3.22)

onde P, = (I — W + \,W)DF(X,).

1Seja A= [ai7j]%:1 e Rm*™ ¢ B = [bi,j]
A®B = [ai}jB]ﬁjzl € Rmnxmn,

1 € R™™™ o produto de Kronecker é definido por

n
)=
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Pelas hipdteses feitas sobre os coeficientes da matriz C', temos que a soma das
linhas, assim como a soma das colunas, é 1. Pelo teorema de Gershgorin (Lancaster
[27]), temos que o autovalor dominante da matriz C' é 1 e pelo teorema de Perron-

Frobenius (Lancaster [27]), 1 é um autovalor simples de C.

O caso A\; = 1 corresponde ao autoespaco que € precisamente o estado sin-
cronizado dos sitios da segunda escala, as perturbagoes nesse espago podem ocorrer
livremente. Portanto, para obtermos os critérios para estabilidade assintética, basta

analisarmos os (n — 1) sistemas restantes.

Sincronizacao na escala maior: para obtermos critérios para sincronizagao

na escala maior, a matriz Jacobiana ¢ calculada em X; = (z},z?,...,2)), onde

X1 = F(X)+(W-W)F(X,). Nesse caso a matriz jacobiana, DF(X;) € RN xR",

aplicada no estado sincronizado possui suas entradas dadas por

(L=m)f(a}), sek=1i
Ve f (1), se k # 1.

Oy =

Portanto, P, = (I — W + \,W)DF(X;), para cada \;, j = 2,...,n. Dessa

forma,

1Py Bl = [|(I =W+ NW)DF(X,_1)-...- (I =W +NW)DF(Xo)|, (3.23)

onde X, 41 = F(X;) + (W — W)F(X,).

Consideramos que F' preserva a medida natural p definida em 2.14. Supondo a
ergodicidade de p e utilizando o Teorema Ergddico Multiplicatico de Osedelec [14],

temos que (3.22) existe a menos de um conjunto de medida p nula. Seja

K = max (lim (J[(I =W +\W)DF(X,_1)-...- (I =W + \W)DF(Xo)|)"/7)

Jj=2,...,n T—00
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Portanto, podemos estabelecer um critério para a estabilidade assintética que
¢ dado por
K <1 (3.24)

Para o caso K < 1 ocorre sincronizagao na escala maior, enquanto para K > 1
nao ocorre sincronizagao. Para calcularmos os valores de K, utiliza-se um algoritmo

descrito no livro do Aligood [3] e que estd descrito no Apéndice B.

Sincronizagao nas duas escalas: para obtermos critérios para sincronizacao
nas duas escalas, consideramos que a soma de cada linha da matriz W é p,;. Por-
tanto, zero é um autovalor da matriz W — W que gera espaco nulo de dimensao 1
dado por v = [1,1,...,1]7. A partir disso, se F(X;) pertencer ao espago nulo de

W — W, temos que (3.19) é dado por

Xt+1 - F(Xt>

que, pelas consideracoes feitas na dinamica de uma metapopulagao, corresponde a

dindmica local de um tnico sitio isolado (bairro), ou seja, xyy1 = f(x).

A matriz Jacobiana é calculada em X; = (4,24, ...,7;) € RY, onde X;y; =
F(X;) e xy41 = f(zy). Portanto, DF(X;) € RY x RY, aplicada no estado sin-

cronizado possui suas entradas dadas por

(1-— m)fl(xt), se k =1i;
Y f (), se k # i.

Ay =

que pode ser escrita como

DF(X;) = (I — mB)f/(%:),

onde B=1—1T el é a matriz acoplamento entre os sitios da primeira escala.



30

Portanto, P, = (I — W + \\W)(I — mB)f (x;), para cada \;, j = 2,...,n.

Dessa forma,

1Py PR =
11 =W+ AT = mB)f (@) .. (I = W+ NTT)(T —mB)f (o)

HP7-,1'...'P1P0H =
T—1
(II 1F @Dl =W + W) =mB) .- (I =W + \W)(I = mB)],
t=0
T—1 o
1Py PRl = (T 1/ @)D =W+ W) = mB))T.
t=0
Portanto,
lim ||Pr_y- ...  PP||"Y" = L(xo)A), (3.25)
T7—1 '
onde L(zg) = lim (H | (2)))"™ é 0 ntimero de Lyapunov comecando em x, e AJ
t=0

é o raio espectral de (I — W + \;W)(I — mB), para cada \;, j = 2,...,n.

Consideramos que f preserva a medida natural p definida em (2.14). Supondo

T—1
a ergodicidade de p, aplicando o logaritmo natural em H (If (x)|)Y™ e utilizando
=0
o Teorema de Birkhoff, temos que
. 1 ’ ’ 0 ’
fim = (In(lf (zo)] + ... + In([f (zea)])) = / In | f (2)|dp(x), (3.26)
& 0

para todo xy a menos de um conjunto de medida p nula. Portanto, o nimero de
Lyapunov é dado por
L = explo” 1 @)ldp(@), (3.27)
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A menos de um conjunto de medida p nula, podemos eliminar a dependéncia do

numero de Lyapunov de xy e estabelecer um critério para a estabilidade assintética,

LAy < 1, (3.28)

onde Ay = max (A)).
j=2,....,n

Na regiao onde o parametro LAy < 1 ocorre sincronizacao nas duas escalas,
enquanto para LAy > 1 nao ocorre esse tipo de sincronizacao. O valor LAy é
denominado nimero transversal de Lyapunov, L depende apenas da dinamica local
do sitio, enquanto Ay depende do processo migratorio entre os sitios da primeira

escala e da segunda escala.

Um caso particular ocorre quando os coeficientes da matriz diagonal W sao
dados por j; = p, parai = 1,..., N, e os coeficientes da matriz W sao dados por

pik = /N, isto é,

b-n % ¢
Wowo| ¥ NTH
: 2
N
¥ ¥ oNTH
que pode ser escrita comoW—Wz—uI%—%l,ondeléuma matriz N X N com

todos seus valores 1.

Portanto, nesse caso temos P, = ((1 — u)I + %“1)(] — mB)f'(x;), para cada
N, J = 2,...,n. A matriz (1 — p)l + %’Ll ¢ uma matriz circulante, portanto,
diagonalizavel (Davis [8], ver apéndice C). Para analisar a evolugao da matriz P,
vamos considerar que as matrizes (1 —pu)l + %1 e I —mB comutam. Exemplos de
matrizes que comutam serao apresentadas adiante. Com essas consideragoes, temos
que (1 —u)l + %1 e (I — mB) sao simultaneamente diagonalizaveis, isto é, existe

uma base na qual cada autovetor de (1 — pu)l + %‘Ll ¢ também um autovetor de
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I — mB (Hoffman [21]), portanto, existe uma matriz ) que diagonaliza ambas as

matrizes, isto €,

(1= @I +231=QDQ™,
I—-mB=Q(I—-mQ)Q*,

onde Q = diag(wy,ws, ..., wy) € {wy,ws,...,wN} sdo os autovalores da matriz (I —
D), D = diag(di;,daj,-...dn;) € {d1j,daj,...,dn } sdo os autovalores de (1 —
)l + %1, para cada A;, j = 2,...,n. Pelo fato da matriz (1 — p)I + ’\JT“l ser
circulante, seus autovalores sao dados por {1 — p + Aju, 1 — p,...,1 — u}, e os

correspondentes autovetores sao as colunas da matriz de Fourier que é dada por

1 1 1 1
1w w? w1

F = \/LN 1 w? wh w2N-1) 7
1 wN-1 2v-1) wN-D(V-1)

onde w = exp(3L) = cos(%) + isen(3F).

Utilizando a mesma técnica de desacoplamento da secao 3.2 com uma trans-

formacao de variaveis dada por Y; = QA,, temos

Yig1 =
(1= mw1)(1 = p+ Xjp) f (1) 0 0
0 (1= mws) (1= p) f'(x2)
: 0
0 0 (1—mwn)(1—p)f ()

Pela segao 3.2, sabemos que a matriz I — mB possui um autovalor de valor 1
correspondendo ao autovetor [1,1,...,1]7. Além disso, o autovetor 1 — p+ ;i gera

esse mesmo espago, e podemos reescrever (3.29) como
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Yii1 =
(1= 4+ M) ' (2) 0 0
0 (1= mw2)(1 = ) f'(x2) Y.
: 0
0 0 (1—mwn)(1—p)f ()

Portanto, analisando a evolugao do termo P, = ((1—u)]+%1)([—mB)f’ (1),
temos que

lim [Py P Ry||M™ = LA, (3.29)

onde Ay = max{jinaﬁ (1—p+Ap), max (1 —p)(1 —w;m)} é o raio espectral de
(1=p)I+ ’\%\',“1)([ —mB)eLéo m’lmeiro’de Lyapunov que independe da condigao
inicial a menos de um conjunto de medida p nula. De fato, cada L(1—mw;)(1—pu) e
cada L(1—p+Ajp), i =2,...,N,j=2,...,n,éum nimero transversal de Lyapunov

que corresponde a direcao onde ocorre expansao ou contracao das érbitas.

Portanto, considerando W —W = —ul + £1, o critério para sincronizacao nas

duas escalas é dado por
LA, < 1,

onde Ay = maz{ max (1—p+ A\jp), max (1 — p)(1 —wim)}.

§=2,.m =2,.,N

Considerando que a matriz de acoplamento entre os sitios da primeira escala
(T") é simétrica, isto é, dos individuos que migram, se a fracao de individuos que
parte de um determinado sitio ¢ e migra para um sitio vizinho k () for igual a
fragao de individuos que parte de k e migra para o sitio i (), entdo as matrizes
(1 — i+ %1 e I —mB comutam. Outro exemplo é quando I' é uma matriz
circulante, daf (1 — p)I + )"Tﬂl e I —mB sao circulantes e, portanto, comutam (ver

apéndice C).
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4 SIMULACOES NUMERICAS DO MODELO
METAPOPULACIONAL

Diversas simulagoes numéricas sao realizadas para analisarmos o comporta-
mento dos modelos metapopulacionais considerados. Utiliza-se a fungao exponencial
logistica para descrever a dinamica local de cada populacao. Além disso, consideram-
se diversas taxas de crescimento populacional, diversas fragoes de migracao e diversas

formas de acoplamento entre os sitios.

Existem varias maneiras de acoplarmos o modelo metapopulacional. Neste

trabalho, consideram-se as seguintes matrizes acoplamento:

1) Acoplamento feito entre os dois vizinhos mais préximos em forma de anel,

0 1/2 0 0 1/2
/2 0 1/2 0 0
0 1/2 0
0 1/2 0
0 0o 1/2 0 1/2
1/2 0 0 1/2 0
2) Acoplamento global com o mesmo coeficiente de acoplamento,
0 /(N —1) 1/(N —1)
1/(N -1 0 K :
Iy = / ) : (4.2)
: . . 1/(N—-1)
1/(N—1) 1/(N —1) 0

3) Variagoes dos dois casos anteriores,

I'= (1 - Oé)FQ -+ OéFl; (43)
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onde 0 < a < 1. O valor a é denominado coeficiente de interacao entre os sitios.

As matrizes C' sao definidas da mesma maneira. Todas as simulagoes numéricas

foram feitas utilizando o software MATLAB.

4.1 Simulagoes Numéricas do Modelo Metapopulacional

em uma Escala

Primeiramente, vamos realizar simulagoes numéricas considerando uma metapo-
pulacao formada por N sitios. As simulagoes sao feitas considerando diversas formas
de acoplamento I' e diferentes fracdes de migracao m. A funcao responsavel pela

dinamica local é a fungao exponencial logistica (ver eq. 2.11).

As condicoes iniciais do sistema sao escolhidas aleatoriamente préximas ao

estado sincronizado

Xo = (l’o + 0, 0161, Zo + 0, 0162, ..., I + 0, 016]\[), (44)

onde Xo € RV e¢,i=1,..., N, sao valores randomicos escolhidos entre [—1,1].

Na figura 4.1, apresenta-se o numero transversal de Lyapunov em fungao do
parametro r. O numero transversal de Lyapunov é dado por LA; e corresponde a
dire¢@o onde ocorre a maior expansao (LA; > 1) ou menor contracao (LA; < 1) das

Orbitas. Em todos os casos consideram-se 30 sitios.
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Figura 4.1: Numeros Transversais de Lyapunov em fun¢ao do parametro r. (a)
m =0,2e (c) m= 0,5, acoplamento com os dois vizinhos mais préximos
em forma de anel, (b) m = 0,2 e (d) m = 0,5, os sitios globalmente
acoplados com mesmo coeficiente de acoplamento.

Em (a), considera-se m = 0,2, onde os sitios estdo acoplados em forma de
anel com os dois vizinhos mais préximos. Ocorre uma pequena reducao nos valores
do nimero transversal de Lyapunov em relacao ao caso de um sitio isolado (figura
2.1(b)), isso se deve ao fato dos sitios terem pouca interagao, nesse caso A; = 0,9956.
Em (c), considera-se o mesmo acoplamento considerado em (a) mas com fragao de
migracao m = 0, 5; nesse caso, houve uma pequena reducao nos valores em relagao ao
caso (a), e Ay = 0,9891. Em (b), considera-se novamente m = 0, 2 mas com os sitios
globalmente acoplados com o mesmo coeficiente de acoplamento. Podemos observar
que uma maior interacao entre os sitios faz os valores do numero tranversal de
Lyapunov reduzirem significativamente; nesse caso, A; = 0,7931. Em (d), considera-

se 0 mesmo acoplamento considerado em (b) mas com fragao de migragdo m = 0, 5,
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todos os valores do niimero tranversal de Lyapunov sao inferiores a 1 e o modelo

sincroniza para qualquer valor de r; nesse caso, A; = 0, 4828.

Outra maneira de analisarmos o comportamento do modelo metapopulacional é
através do erro de sincronizacao que calcula, em valor absoluto, a média da diferenca
entre as densidades dos sitios. Para o passo de tempo ¢, o erro de sincronizacao é

definido por

1 ) 7
€ = N Z |£Bt — .Tt+1 R (45)

onde 7 =z},

Assim, obtemos sincronizacao quando ¢; — 0 para t — oo. Nas simulagoes
que calculam o erro de sincronizacao sao plotados 100 valores para cada fragao de

migragao (m), apds o descarte de 10 mil transientes.

Na figura 4.2, apresenta-se o erro de sincronizacao e os valores do nimero
tranversal de Lyapunov, ambos em func¢ao da fragao de migracao m. Ocorre redugao
nos intervalos de sincronizagao com o aumento do niimero de sitios. O aumento do
valor do niimero transversal de Lyapunov em relagao ao aumento do niimero de sitios

ocorre pois o termo A; aumenta seu valor, de fato, ele tende a 1 quando N — oo.
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Figura 4.2: Erro de Sincronizacao ((a), (c) e (e)) com o respectivo Numero Transver-
sal de Lyapunov ((b), (d) e (f)) para acoplamento feito entre os
dois vizinhos mais préximos em forma de anel, ambos em func¢ao do
parametro m. Considera-se r = 2,88. Em (a) N = 5; (¢) N = T,
() N = 10. O aumento no numero de sitios reduz os intervalos de
sincronizacao e aumenta os valores do niimero transversal de Lyapunov.

Considera-se r = 2,88 que para um sitio isolado tem um comportamento
cadtico, onde o nimero de Lyapunov é dado por L = 1,4338. Em (a) sao considera-
dos 5 sitios, em (c) 7 sitios e em (e) 10 sitios com os respectivos valores do niimero

transversal de Lyapunov (b), (d) e (f).

Na figura 4.3, considera-se novamente r = 2, 88, mas com os sitios globalmente

acoplados com o mesmo coeficiente de acoplamento.
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Figura 4.3: Erro de Sincronizacao ((a), (c) e (e)) com o respectivo Numero Transver-
sal de Lyapunov ((b), (d) e (f)) para sitios globalmente acoplados com o
mesmo coeficiente, ambos em funcao de m. Considera-se r = 2,88. Em
(a) N =5, (¢c) N =10, (e) N =30. O fato de todos os sitios estarem
acoplados com o mesmo coeficiente causa pouca variacao na regiao de
sincronizag¢ao e nos valores do nimero transversal de Lyapunov, com o
aumento do nimero de sitios.

Considera-se em (a) 5 sitios, (c) 10 sitios e (e) 30 sitios com o respectivo
nimero tranversal de Lyapunov (b), (d) e (f). O fato de todos os sitios estarem
acoplados com o mesmo coeficiente causa pouca variagao na regiao de sincronizagao
e nos valores do nimero transversal de Lyapunov, com o aumento do ntimero de

sitios.

Na figura 4.4, apresenta-se um sistema metapopulacional com 30 sitios e
r = 2,88, apds o descarte de transientes. A matriz acoplamento utilizada é dada em
(4.3) variando-se o coeficiente de interagao entre os sitios, em (a) a = 0,3, (¢) a =

0,5¢(e) a=0,7.
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Figura 4.4: Erro de Sincronizacao ((a), (c) e (e)) com o respectivo Numero Transver-
sal de Lyapunov ((b), (d) e (f)), ambos em fungao do pardmetro m.
Considera-se r = 2,88 e um modelo metapopulacional com 30 sitios.
Em (a) a = 0,3; (¢) a = 0,5; (¢) = 0,7. A diminui¢do na interagao
entre os sitios diminui a regiao de sincronizacgao.

Observamos que quanto menor for a interacao entre os sitios, menor é a regiao
de sincronizagao, além disso, os valores do numero transversal de Lyapunov sao

inferiores a um nas regioes de sincronizagao.

Em todas as simulagoes podemos observar uma relacao entre o tamanho do
erro de sincronizacao e o numero transversal de Lyapunov, a medida que o nimero
transversal de Lyapunov diminui aproximando-se do valor um, o erro de sincronizagao

diminui.

Nos graficos sitios-tempo, os sitios sao numerados de 1 a N e estao ao longo
do eixo vertical, enquanto no eixo horizontal temos os 30 ultimos passos de tempo,

apos o descarte de transientes. A direita de cada grafico sitios-tempo plotamos a
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densidade populacional de um determinado sitio nos ultimos 30 passos de tempo.
As células (t,i), i = 1,..., N, sao pintadas em seis tonalidades de acordo com a
densidade do sitio. Para densidades altas a célula é pintada de branco e para densi-
dades baixas a célula é pintada de preto, enquanto para densidades intermedidrias

as células sao pintadas em tons de cinza.

Na figura 4.5, faz-se as mesmas consideragoes no modelo para o caso da figura
4.2, sitios acoplados em forma de anel com os dois vizinhos mais préximos, r = 2, 88
e b, 7 e 10 sitios para os casos (a), (b) e (c) respectivamente, mas com uma frac¢ao

de migracao fixada, neste caso, m = 0, 8.

@ 3
= o
ol = 1
o
2am
0 10 20 30
termpo
g S
g B T 2
e | @y
ol =
2 = 0
a 10 20 30
tempo
3
10 @
w3 = 2
2 B =
2 32,

tempo

Figura 4.5: Gréaficos sitios-tempo com a respectiva densidade de um fixado sitio apos
o descarte de transientes. Os sitios estao acoplados em forma de anel
com os dois vizinhos mais préximos, r = 2,88 e m = 0,8. (a) N = 5,
(b) N =17, (¢) N = 10.

Podemos observar que para os casos (a) e (b), onde o nimero transversal de
Lyapunov é inferior a 1, ocorre sincronizagao entre os sitios; enquanto para o caso

(¢), onde o nimero transversal de Lyapunov é superior a 1, ndo ocorre sincronizagao.
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Na figura 4.6, considera-se em (a) e (b) um acoplamento em forma de anel
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Figura 4.6: Gréaficos sitios-tempo com a respectiva densidade de um fixado sitio apés

r=2,55.

=0,2,

0,2, 7=2,5;(b)m

o descarte de transientes. (a) m

Nos dois casos o acoplamento é feito em forma de anel com os dois

vizinhos mais préximos. O sistema sincroniza em ambos os casos e cada
sitio apresenta 0 mesmo comportamento como se estivesse isolado.

Em (a) a taxa de crescimento populacional é r = 2,5 que para a dindmica de

de Lyapunov é L = 0,951,

7

€ O numero

bita de periodo 2,

tio possui or

’

a

um unico si

=0,2e

ao m

0,9468. Em (b), considera-se uma fragao de migrag

portanto, LA,

itio possui

unico si

’

uma taxa de crescimento r = 2,55 que para a dinamica de um

0,95.

6rbita de periodo 4. O nimero de Lyapunov é L = 0,9003, portanto, LA,

O sistema metapopulacional sincroniza em ambos os casos e cada sitio apresenta o

mesmo comportamento como se estivesse isolado.
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Na figura 4.7, apresenta-se um sistema que sincroniza com aumento da in-

teragao entre os sitios, apds o descarte de transientes.

sitins
densidade

sitios
densidade

a 10 20 3a
tempo

Figura 4.7: Graficos sitios-tempo com a respectiva densidade de um fixado sitio
apos o descarte de transientes. (a) m = 0,2, acoplamento em forma de
anel com os dois vizinhos mais proximos e » = 2,88. O sistema nao
sincroniza, LA, = 1,4317; (b) m = 0, 5, acoplamento global com mesmo
coeficiente e r = 2, 88, o sistema sincroniza e a densidade de cada sitio
apresenta um comportamento cadtico, LA; = 0,6942.

Em (a) foi considerado m = 0,2 e r = 2,88 que para a dinamica de um sitio
isolado apresenta érbita cadtica (L = 1,4338), os sitios estdo acoplados em forma
de anel com os dois vizinhos mais préximos. Apds o descarte de 50 mil transientes
o sistema nao sincroniza, neste caso, LA; = 1,4317. Em (b), considera-se os sitios
globalmente acoplados com o mesmo coeficiente, m = 0,5 e r = 2,88. O valor do

numero transversal de Lyapunov é LA; = 00,6942, onde A; = 0, 484.
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Na figura 4.8, considera-se acoplamento em forma de anel com os dois vizinhos
mais proximos e m = 0,5, portanto A; = 0,9891. As células sao representadas apos

o descarte de 20 mil transientes.

P 3
2 2
T 21
k]
B
a 10 2 a0
tempo
P 3
2 s 2
& 21
i}
“ 0
o 10 20 30
terpo
o A
] =]
m =
ek}
=
o 10 20 30
termnpo

Figura 4.8: Gréaficos sitios-tempo com a respectiva densidade de um fixado sitio apos
o descarte de transientes. Sitios acoplados em forma de anel com os dois
vizinhos mais préximos e m = 0,5. O ntimero transversal de Lyapunov
é superior a 1 e o modelo metapopulacional nao sincroniza em nenhum
caso. Em todos os casos A; = 0,9891. (a) r = 2,84, LA; = 1,36664 (b)
r=3,1, LA; = 1,32065 (c) r = 3,85, LA; = 1, 74052.

Em todos os casos da figura acima, o valor do niimero transversal de Lyapunov
é superior a 1 e o modelo metapopulacional nao sincroniza. Em (a) r = 2,84 e o
numero transversal de Lyapunov é dado por LA; = 1,36664, onde L = 1,3817. Em
(b) r = 3,1, LA; = 1,32065, onde L = 1,3352. Em (c¢) r = 3,85, LA; = 1, 74052,
onde L = 1,7597.
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Na figura 4.9, faz-se as mesmas consideragoes sobre o modelo metapopulacional
no caso da figura 4.8, mas com os sitios globalmente acoplados e com o mesmo

coeficiente de acoplamento.
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Figura 4.9: Graficos sitios-tempo com a respectiva densidade de um fixado sitio
apos o descarte de transientes. Sitios globalmente acoplados com mesmo
coeficiente de acoplamento. Em todos os casos Ay = 0,4828, o ntimero
transversal de Lyapunov é inferior a 1 e ocorre sincronizac¢do. (a) r =
2,84, LA; = 0,6671 (b) r = 3,1, LAy = 0,64463 (c) r = 3,85, LA, =
0, 8496.

Essa alteracao na forma do acoplamento causa maior interacao entre os sitios,
sincronizando o sistema. O valor de A; é 0,4828, conseqiientemente o valor do
nimero transversal de Lyapunov em (a), (b) e (c¢) é dado por 0,6671, 0,64463 e

0, 8496, respectivamente.
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Na figura 4.10, consideram-se os sitios acoplados de acordo com (4.3), variando-
se o coeficiente de interagao entre os sitios. Além disso, m = 0,5 e r = 2,88 e niimero

de Lyapunov dado por L = 1,4303.
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Figura 4.10: Sitios acoplados variando-se o coeficiente de interacao entre os sitios,
r=28em =05 (a a =03 LA = 0,9007 (b) « = 0,5,
LA; =1,0526 (¢) « = 0,7, LAy = 1,1974. Em (a) o sistema sincroniza,
enquanto que em (b) e (c), diminuindo a intera¢do entre os sitios, o
sistema nao sincroniza.

Em (a), considera-se « =0,3 e o sistema sincroniza, para esse caso
LAy = 0,9007, onde Ay = 0,6347. Em (b) e (c¢), diminuindo a interac¢do entre os
sitios, o sistema nao sincroniza. Em (b), « = 0,5, LA; = 1,0526, onde A; = 0,7359.
Em (¢), « =0,7, LA; = 1,1974, onde A; = 0,8372.
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Na figura 4.11, apresenta-se uma simulacao que, apesar do sistema estar glo--
balmente acoplado com mesmo coeficiente, o sistema em (a) nao sincroniza, mas em
(b) sincroniza. Isso se deve ao fato de variarmos a quantidade de individuos que

estd migrando.

(2]
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sitins
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Figura 4.11: Sitios acoplados com mesmo coeficiente e r = 3,85. (a) m = 0,2,
LA; =1,3956; (b) m = 0,5, LA; = 0,8496. O sistema nao sincroniza
em (a), mas o aumento na fracdo de migragao sincronizar o sistema

(b).

Considera-se r = 3, 85 que possui numero de Lyapunov com valor L = 1,7597.
Em (a) m = 0,2, LA; = 1,3956, onde A; = 0,7931. Em (b) m = 0,5, LA; = 0, 8496,
onde A; = 0, 4828.

Podemos observar que pequena interacao e aumento do niimero de sitios dimi-
nuem as possibilidades do modelo metapopulacional sincronizar, enquanto uma

maior interagao aumenta essa possibilidade.
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A freqiiéncia de uma Oorbita, isto é, o tempo médio de permanéncia de uma

orbita num conjunto £ é dado por

o) = lim Ho<i<t—1:f(z)eE}

t—o00 t

(4.6)

Na figura 4.12, apresenta-se o calculo da frequéncia de uma 6rbita considerando

que o sistema metapopulacional esta no estado sincronizado, isto é,

Tty1 = f(l’t), t = 0, 17 2, e (47)

Divide-se o intervalo [0,5] em 500 partes iguais e calcula-se a freqiiéncia da

orbita em cada um desses intervalos.
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Figura 4.12: Freqiiéncia das drbitas no estado sincronizado. (a) r = 2,55

(b) r=2,75(¢) r =2,88 (d) r =3,09 (e) e (f) r = 3,85.
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Em (a) r = 2,55, L = 0,9003, (b) » = 2,75, L = 1,2089, (c) r = 2,88,
L =1,431¢e (d) r = 3,09, L = 1,459. Para visualizarmos o caso para r = 3,85,
onde L = 1,7597, apresenta-se as figuras (e) e (f). Pelas consideracoes feitas no
modelo metapopulacional, a dinamica de cada sitio do modelo metapopulacional
no estado sincronizado serda a mesma de um sitio isolado. Podemos observar que a
freqiiencia de valores proximos ao zero é relativamente grande, conseqiientemente

aumentando as possibilidades de extin¢ao da metapopulacao.

4.2 Simulacoes Numéricas do Modelo Metapopulacional

em duas Escalas

As simulagoes para sincronizacao do modelo metapopulacional de metapop-
ulacoes serao divididas em duas partes, na primeira considera-se sincronizagao nas
duas escalas de sitios, enquanto na segunda considera-se sincronizacao na escala

maior.

Nos graficos sitios-tempo, os sitios estao ao longo do eixo vertical e sao nume-
rados de 1 a nN, onde os N primeiros sitios (bairros) correspodem ao sitio 1 (cidade)
da segunda escala, os N seguintes sitios (bairros) ao sitio 2 da segunda escala e assim
por diante. No eixo horizontal representamos os passos de tempo, apds o descarte de
transientes. As células sao pintadas em seis cores de acordo com a densidade de cada
sitio, para densidades altas a célula é pintada de branco e para densidades baixas
a célula é pintada de preto, enquanto para densidades intermediarias as células sao

pintadas de tons cinzas.

4.2.1 Sincronizagao dos Sitios nas duas Escalas

Para obtencao de sincronizacao nas duas escalas, considera-se que os sitios da

primeira escala estao acoplados com os dois vizinhos mais proximos em forma de
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anel e com fragao de migragao m = 0, 15. A partir disso, analisam-se diversos fatores

da segunda escala de sitios que possam sincronizar o sistema.

As condicoes iniciais do sistema sao escolhidas aleatoriamente préximas ao

estado sincronizado,

X! = (20 £0,01ey, 29 £ 0,01ey, ..., 29 £ 0,01ey), (4.8)

onde Xg €RN e¢,i=1,..., N sao valores randomicos escolhidos entre [—1,1].

Em todas as simulagoes para sincronizagao nas duas escalas considera-se que
os coeficientes da matriz diagonal W sao dados por pu; = u, parai=1,..., N, e os

coeficientes da matriz W sao dados por pix = /N, isto é,

& n n
N M N N
o ¥ N H
W —-W =
=3
N
=3 N
N N N H

Na figrua 4.13, apresentam-se valores do nimero transversal de Lyapunov em
funcao do parametro r, neste caso, o numero transversal de Lyapunov depende do
produto de 2 fatores: o primeiro é o numero de Lyapunov L que depende da dinamica
local de um sitio da primeira escala isolado (bairro) e o segundo (Ay) depende da
interagao entre os sitios da primeira escala (bairros) e da segunda escala (cidades).
Foram consideradas diferentes formas de acoplamento entre os sitios da segunda
escala e diferentes fracoes de migracao. Considera-se o modelo metapopulacional
de metapopulagoes com 6 sitios na primeira escala (bairros) e 5 sitios na segunda

escala, totalizando 30 sitios.
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Figura 4.13:

Numero transversal de Lyapunov em funcao do parametro r.
Considera-se o modelo metapopulacional de metapopulacoes com 6
sitios na primeira escala (bairros) e 5 sitios na segunda escala. (a)
uw = 0,2¢e (c) p = 0,5, acoplamento entre os sitios da segunda es-
cala feito em forma de anel com os dois vizinhos mais préximos. (b)
pw=0,2e(d) u=0,5, sitios globalmente acoplados com mesmo coefi-
ciente. Sincronizagao ocorre para os valores do ntimero transversal de
Lyapunov inferiores a 1.

Em (a) e (c), o acoplamento dos sitios da segunda escala é feito em forma de

anel entre os dois vizinhos mais préximos. Considera-se para o caso (a) p = 0,2 e

(¢) p=10,5,

o valor Ay é dado por 0,74 e 0,6054, respectivamente. Em (b) e (d),

considera-se acoplamento global com mesmo coeficiente. Em (b) g = 0,2 e em (d)

1= 0,5 o valor de Ay é dado por 0,6845 e 0,4278, respectivamente. Sincronizagao

ocorre para os valores do numero transversal de Lyapunov inferiores a 1.
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Assim como no modelo metapopulacional em uma escala, observamos que
quanto maior for a interacao entre os sitios, maiores sao as possibilidades de sin-

cronizacao.

Outra maneira de analisarmos o comportamento do modelo metapopulacional

é através do erro de sincronizacao que é dado por

1, .2
e, +e
e = —L (4.9)
2
onde
1 n N
. L
ef = — E 5 |z} — 2} (4.10)
nN & <
7j=1 =1
1 N n
. i
== > la! =z’ (4.11)
n ; ;
=1 j=1
N+lj _ 15 _intl _ il 1 e
onde z; =17, 7 =z, . O valor e; calcula o erro de cada sitio j da segunda

escala, 7 = 1,...,n, e faz a soma, ou seja, calcula o erro de sincronizacao entre os
bairros de cada cidade e soma; enquanto €? calcula o erro de sincronizagao entre os
sitios da segunda escala e faz a soma. Assim, obtemos sincronizagao nas duas escalas
de sitios se e, — 0 ao t — oo. Nas simulagoes numéricas que calculam o erro de
sincronizagao sao plotados 50 valores para uma correspondente fracao de migragao

(1), apés o descarte de 5 mil transientes.

Nas figuras 4.14 e 4.15, apresenta-se o erro de sincronizacao e os valores do
nimero transversal de Lyapunov, ambos em funcao da fragao de migragao p. Em
ambas as simulacoes, considera-se N =5, n =9, e r = 3,09 que, para um tnico sitio
da primeira escala, possui nimero de Lyapunov L = 1,459. O erro de sincronizacao
¢ calculado variando-se o coeficiente de interac@o entre os sitios («) da matriz C,

definida de forma idéntica a matriz I' em (4.3).
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Na figura 4.14, considera-se em (a) o = 0, ou seja, os sitios da segunda escala
estao globalmente acoplados com mesmo coeficiente, em (c) e (e) o coeficiente « é
dado por 0,3 e 0,5, respectivamente. Além disso, as regides de sincronizagao estao

de acordo com os valores do ntiimero transversal de Lyapunov apresentados em (b),

(d) e (f).
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Figura 4.14: Erro de Sincronizacao ((a), (c) e (e)) com o respectivo nimero transver-
sal de Lyapunov ((b), (d) e (f)), ambos em funcdo do parametro pu.
Considera-se r = 3,09, n =9, N = 5 e varia-se o coeficiente de acopla-
mento da matriz C. (a) a =0, (¢) a« = 0,3, (¢) a = 0,5. A redugao
na interagao entre os sitios diminui a regiao de sincronizacao.
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Na figura 4.15, em (a) e (c), o é dado por 0,7 e 0,8, respectivamente. Em (e),

considera-se a = 1, ou seja, o sistema esta acoplado em forma de anel com os dois

vizinhos mais préximos. Podemos observar em (e) que, independente da fragao de

migragao, o sistema nao sincroniza.
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Figura 4.15: Erro de Sincronizacao ((a), (c) e (e)) com o respectivo nimero transver-
sal de Lyapunov ((b), (d) e (f)), ambos em funcdo do parametro pu.
Considera-se r = 3,09, n=9 e N=5 e varia-se o coeficiente de acopla-
mento da matriz C. (a) a =0,7, (¢c) a =0,8, (e) @« = 1. A reducdo na
interagao entre os sitios diminui a regiao de sincronizacao e para a = 1

nao ocorre sincronizagao.
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Na figura 4.16, apresentam-se os graficos sitios-tempo e sao feitas as mesmas
consideragoes para o modelo do caso da figura 4.13(a), mas com fracao de migracao
p constante. Em (a) p=0,2 e em (b) u =0,5. Em (a) ndo ocorre sincronizagao e
o valor do nimero transversal de Lyapunov é LA, = 1,0462, onde L = 1,459, Ay =

0,7171. Em (b) o sistema sincroniza, neste caso, LAy = 0,6539, onde Ay = 0,4482.

sitios
densidade

—

0 10 20 30
tempo

sitios
densidade

0 10 20 30
terpo termpo

Figura 4.16: Graficos sitios-tempo e densidade-tempo e sao feitas as mesmas consi-
deragoes para o modelo do caso da figura 4.13(a), mas com p constante.
(a) u = 0,2, LAy = 1,0462 e o sistema nao sincroniza (b) p = 0,5,
LAs; = 0,6539 e o sistema sincroniza, apds o descarte de 20 mil tran-
sientes.
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Na figura 4.17, em (a) e (b) sdo apresentados os graficos sitios-tempo e sao
feitas as mesmas consideragdes no modelo dos casos das figuras 4.15(b) e 4.15(c)
respectivamente, mas com fragao de migragao constante p = 0,85. Em (a), os sitios
sincronizam e o valor do niimero transversal de Lyapunov é LAy, = 0,8497, onde
L =1,459 e Ay = 0,5824. Em (b), nao ocorre sincronizacao e o valor do nimero

transversal de Lyapunov é LAy = 1,0477, onde L = 1,459 e A, = 0, 7181.

sitios
densidade

sitios
densidade

0 10 il |
termpo

Figura 4.17: Graficos sitios-tempo e densidade-tempo apds o descarte de 20 mil
transientes. Em (a) e (b) sao feitas as mesmas consideragoes que nos
casos das figuras 4.15(b) e 4.15(c) respectivamente, mas com fragao
de migracao constatne p = 0,85. Em (a) os sitios sincronizam e
LAy =0,8497. Em (b) nao ocorre sincronizacao e LAy = 1,0477.
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Na figura 4.18, apresentam-se dois sistemas populacionais que sincronizam.

sitios
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Figura 4.18: Graficos sitios-tempo e densidade-tempo. Matriz acoplamento C' com
coeficiente de acoplamento aw = 0,5. (a) p = 0,5, 7 = 2,5 ¢ LAy =
0,5628; (b) n=10,5,r=3,85e LAy = 0,8964.

Em ambos os casos a matriz acoplamento C' tem coeficiente de acoplamente
a=0,5. Em (a) p = 0,5, 7 = 2,5 e cada sitio possui érbita periddica que é a mesma
de um sitio isolado, o valor do niimero transversal de Lyapunov é LA, = 0,5628,
onde L = 0,951 e Ay = 0,5919. Em (b) = 0,85 e r = 3,85, os sitios sincronizam e
a densidade de cada sitio apresenta um comportamento cadtico. O valor do niimero

transversal de Lyapunov é LAy = 0,8964, onde L = 1,7597 e Ay = 0, 3786.
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Nas préximas duas figuras sao feitas variagoes no niimero de sitios da primeira
e da segunda escalas. Em todos os casos a matriz acoplamento C' é dada com
a =0,5. Além disso, r = 3,09 que para um sitio da primeira escala isolado, possui

nimero de Lyapunov dado por L = 1,459.
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Figura 4.19: Erro de Sincronizacao e Numero Transversal de Lyapunov, ambos em
funcao do parametro p. Matriz acoplamento C' com o = 0,5, r = 3,09
en=>5. (a) N=5,(b) N=10¢ (c) N = 20.

Na figura 4.19, considera-se n = 5 e varia-se o nimero de sitios da primeira
escala: (a) N =5, (b) N = 10 e (¢)N = 20. O aumento do nimeros de sitios
da primeira escala nao causa grande variagao na regiao de sincronizacao nem nos

valores do nimero transversal de Lyapunov.
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Figura 4.20: Erro de Sincronizacao e Numero Transversal de Lyapunov, ambos em

funcao do parametro . Matriz acoplamento com o = 0.5, r = 3.09 e
N=5(a)n=>5,(b)n=10¢ (c) n = 20.

Na figura 4.20, considera-se N = 5 e varia-se o numero de sitios da segunda
escala: (a) n =5, (b) n =10¢ (¢) n = 20. A medida que o ntiimero de sitios da
segunda escala aumenta, a regiao de sincronizagao diminui e os valores do nimero
transversal de Lyapunov aumentam. Neste caso, o aumento do nimero de sitios da

segunda escala diminui a regiao de sincronizacao.
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4.2.2 Sincronizacao dos Sitios na Escala Maior

Para obtencao de sincronizacao na escala maior, considera-se que os sitios da
primeira escala estao acoplados com os dois vizinhos mais préximos em forma de
anel. A partir disso, analisam-se diversos fatores da segunda escala para obtermos
sincronizacgao. Os valores do nimero transversal de Lyapunov de sincronizagao sao

calculados utilizando o algortimo descrito no Apéndice B.

Para analisarmos o comportamento do modelo metapopulacional obtendo regioces

de sincronizacao, calcula-se o erro de sincronizacao que é dado por

N n
1 o
o [2v} Z:]+1
€= > D fa? =, (4.12)

i=1 j=1

i,n+1

: i1 , . L .
onde z, = x,, e; € o erro de sincronizacao entre os sitios da segunda escala.

Assim, obtemos sincronizagao na segunda escala de sitios se e; — 0 quando t — oo.

As condicoes iniciais do sistema sao escolhidas aleatoriamente préximas ao

estado sincronizado

X] = (x5 £0,01e, 22 £ 0,016, ..., 2l 4+ 0,01ey), (4.13)

onde Xg €RN e¢,i=1,...,N, sdo valores randomicos escolhidos entre [—1,1].

Na figura 4.21, apresenta-se o erro de sincronizacao ((a) e (¢)) com o respectivo
nimero transversal de Lyapunov ((b) e (d)), ambos em fungao do parametro p. Em
(a) n =3 eem (c) n =5. Considera-se que os sitios estao acoplados com coeficiente
de acoplamento a = 0, 5, fracao de migracao dos sitios da primeira escala m = 0, 25,

r=3,09, N =5. A matriz W — W de dimensao 5 x 5 é dada por
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Figura 4.21: Erro de sincronizacao e numero transversal de Lyapunov, ambos em
funcao do parametro u. Em todos os casos r = 3,09, m = 0,25 e os
sitios acoplados com coeficiente de acoplamento o« = 0,5. (a) n = 3,
N =5¢(c)n=>5, N=D>5, com os respectivos nimeros transversais de

Lyapunov (b) e (d).
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Na figura 4.22, apresentam-se os graficos sitios-tempo fazendo-se as mesmas
consideragoes do caso da figura 4.21(a), mas com fragdo de migracao fixada. Para
verificarmos que as cidades estao sincronizadas devemos olhar para as células de 5
em 5, ja que as 5 primeiras células correspondem a primeira cidade, as 5 células

seguintes a segunda cidade e as 5 ultimas a terceira cidade, para cada passo de

tempo.
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Figura 4.22: Graficos sitios-tempo para fixados valores de p. Em todos os casos
m=0,25,n=3, N =5, r=3,09 e sitios acoplados com coeficiente
de acoplamento v = 0,5. (a) p = 0,1, K = 1,1031; (b) u = 0,5,
K =0,9865; (¢c) 0 =0,75, K =0,9181; (d) © = 0,9, K = 0,8791.

Em (a) 4 = 0, 1 e ndo ocorre sincronizagao na escala maior, o nimero transver-
sal de Lyapunov é dado por K = 1,1031. Em (b) = 0,5, em (c) u = 0,75 e em
(d) © = 0,9 e ocorre sincronizagdo na escala maior, o nimero de Lyapunov é dado

por 0,9865, 0,9181 e 0,8791, respectivamente.
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Na figura 4.23, apresentam-se os graficos sitios-tempo fazendo-se as mesmas

consideragoes do caso da figura 4.21(c), mas com fragdo de migragao constante.
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Figura 4.23: Graficos sitios-tempo para valores fixados de p. Em todos os casos
n =25 N =5 r = 3,09 e sitios da segunda escala acoplados com
coeficiente de acoplamento a« = 0,5. (a) p = 0,1, K = 1,11; (b)
pw =06, K = 0,9896; (c) p = 0,75, K = 0,9548; (d) p = 0,9,
K =0,9198.

Em (a) g = 0,1 e nao ocorre sincronizagao na escala maior, o critério de
sincronizacao ¢ dado por K = 1,11. Em (b) . = 0,6, em (¢) . = 0,75 e em (d)
i = 0,9 e ocorre sincronizao na escala maior, o nimero transversal de Lyapunov é

dado por 0,9896, 0,9548 e 0,9198, respectivamente.

Na figura 4.24, apresenta-se o erro de sincronizagao ((a) e (c)) com o respectivo
nimero transversal de Lyapunov ((b) e (d)), ambos em fungao do parametro p. Em

(a) n =3 e em (c) n = 5. Considera-se que os sitios estdo globalmente acoplados
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com mesmo coeficiente, fracao de migracao dos sitios da primeira escala m = 0,03,
taxa de crescimento populacional r = 3,09, nimero de sitios da primeira escala

N =5. A matriz W — W de dimensao 5x5 é dada por
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Figura 4.24: Erro de sincronizagao ((a) e (c)) e respectivo numero transversal de
Lyapunov ((b) e (d)), ambos em fun¢ao do parametro . Em todos
os casos 1 = 3,09 e os sitios da segunda escala globalmente acoplados
com mesmo coeficiente. (a) n =3, N =5¢ (¢) N =5, n =15 com o0s
respectivos nimeros transversais de Lyapunov (b) e (d).

Podemos observar que ocorre sincroniza¢ao na escala maior mesmo com pouca

interacao entre os sitios.
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Na figura 4.25, apresenta-se os graficos sitios-tempo fazendo-se as mesmas

consideragoes do caso da figura 4.24(a), mas com fragao de migracao constante.
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Figura 4.25: Graficos sitios-tempo para valores fixados de p. Em todos os casos
n =3 N =5 r= 3,09 e sitios globalmente acoplados com mesmo
coeficiente de acoplamento. (a) p = 0,018, K = 0,9912; (b) u = 0,1,
K =0,7563; (¢) 0 =0,2, K =0,417; (d) . = 0,28, K = 1,0244.

Em (a) p = 0,018, (b) u = 0,1, (¢) u = 0,2, ocorre sincronizagao na escala
maior, o valor do nimero transversal de Lyapunov é dado por 0,9912, 0,7563, 0,417,
respectivamente. Em (d) pu = 0,28, ndo ocorre sincronizagao na escala maior e o

valor do nimero transversal de Lyapunov é dado por 1,0244.
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Na figura 4.26, apresenta-se os graficos sitios-tempo fazendo-se as mesmas

consideragoes do caso da figura 4.24(c), mas com fragdo de migragao constante.
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Figura 4.26: Graficos sitios-tempo para valores fixados de p. Em todos os casos
n=>5, N =25, r=3,09 e sitios globalmente acoplados com o mesmo
coeficiente. (a) = 0,016, K = 0,9763; (b) p = 0,1, K = 0,7649; (c)
=02 K=0,4171; (d) g = 0,28, K = 1,0243.

Em (a) p = 0,016, (b) u = 0,1, (¢) u = 0,2, ocorre sincronizagao na escala
maior, o valor do niimero transversal de Lyapunov é dado por 0,9763, 0,7649, 0,4171,
respectivamente. Em (d) pu = 0,28, ndo ocorre sincronizagao na escala maior e o

valor do nimero transversal de Lyapunov é dado por 1,0243.

Em todos os casos as regioes do erro de sincronizagao estao de acordo com os

valores do nimero transversal de Lyapunov.
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5 CONCLUSOES

Varios trabalhos dao destaque a sincronizacao de sistemas metapopulacionais,
ja que segundo Earn et al. [13] ela estd fortemente correlacionada com a extingao
da metapopulacao, dessa forma, resultados de varios estudos podem levantar in-

formacoes tteis para evita-la.

Neste trabalho, foi considerado um modelo metapopulacional distribuido em
duas escalas de sitios e fendmenos de sincronizagao foram analisados, em cada sitio

consideramos que existe apenas uma populacgao.

Primeiramente, consideramos um modelo metapopulacional composto por um
nimero arbitrario de sitios e obtemos um critério para sincronizagao que é deter-
minado por dois parametros: nimero de Lyapunov que depende da dinamica local
de um sitio e outro dependendo da interagao entre os sitios. Esse resultado é o
mesmo obtido por Earn et al. [13]. Diversas simulagbes numéricas sdo apresen-
tadas verificando esse critério, além disso, as simulagoes mostram que no estado
sincronizado a densidade populacional oscila com bastante frequéncia proxima ao

zero, consequentemente podendo levar a extingao da metapopulacao.

A partir disso, consideramos um modelo metapopulacional com sitios dis-
tribuidos em duas escalas, a primeira é composta por uma metapopulacao, enquanto
a segunda é composta por um numero arbitrario de metapopulagoes, formando uma
metapopulacao de metapopulagoes. Nos analisamos dois tipos de sincronizacao para
esse caso: no primeiro consideramos sincronizagao nas duas escalas de sitios e no
segundo consideramos sincronizagao na segunda escala com os sitios da primeira
escala nao necessariamente sincronizados. Para o caso de ambas escalas estarem
sincronizadas, obtemos um critério para sincronizacao dependendo de 2 parametros,

numero de Lyapunov e pela forma como os sitios da primeira escala e da segunda es-
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cala interagem. No segundo caso, os valores do critério de sincronizagao sao obtidos

numericamente.

Diversas simulagoes numéricas sao apresentadas para verificacao dos critérios
de sincronizacao. Observamos que pouca interacao e aumento do nimero de sitios
de ambas as escalas diminuem as possibilidades do modelo metapopulacional sin-
cronizar, por outro lado, quanto maior for o acoplamento entre os sitios, maiores

sao as possibilidades do sistema sincronizar.

Para trabalhos futuros varios fatores podem ser considerados. Podemos propor
modelos epidemiolégicos, modelos com estrutura etaria, considerar que possa ocorrer
mortes durante a migracao, diversas populagoes vivendo em cada sitio, vizinhancas
assimétricas, entre outros fatores que possam ser utilizados para modelar com boa

precisao o comportamento de metapopulacgoes.
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Apéndice A LINEARIZACAO EM TORNO
DO ESTADO SINCRONIZADO

Considere F': R™ — R™ de classe C' e X, = F(X;). Seja X; € R™ o estado
sincronizado de F. Fazendo uma pequena perturbacao A; no estado sincronizado,

X; = X; + A, obtemos que
X1 = F(Xy) = F(Xy + Ay).
Expandindo em série de Taylor,
F(X;+ Ay) = F(Xy) + DF(X) Ay + 0o(A7),

onde DF(X;) é uma matriz cujos os elementos sao DF(X;) = [0(fi)/0;]i%=, e f;

sao as componentes de F', 1 =1,...,m.

Portanto, a linearizagao em torno do estado sincronizado é dada por
At-i—l - DF(Xt)At

Iterando o sistema acima, temos que

A1 = DF(Xg)Ao,
Ay = DF(X1)A; = DF(X1)DF(Xo)Ao,

At - _DF(Xt_1> e _DF(X(])AO

Portanto, a perturbacao 4; ira se aproximar de zero se e somente se
li |Pry - - PLR||YT < 1
MMy —oo||[L7—1 " -t 140 )

onde P, = DF(X,).
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Apéndice B CALCULO NUMERICO DOS
NUMEROS DE LYAPUNOV

Considerando uma esfera U de raio pequeno centrada em vy (primeiro conjunto

de pontos da érbita), F' uma func¢ao suave em R™ associada ao sistema dindmico e

DF(vg) a matriz jacobiana em vgy. Seja J; = DF*(vy) a matriz jacobiana da t—ésima

iterada da F. Portanto, J;U é um elipséide com m eixos ortogonais. Quando os
. . . , ~ . ~ t

eixos possuem comprimento maior que 1 hd uma expansao na dire¢ao de F*(vy), e

quando o comprimento é menor que 1 ocorre uma contragao. A taxa de expansao

média multiplicativa dos m eixos ortogonais sao os nimeros de Lyapunov.

Normalmente, o célculo de J,U é dificil de ser determinado para ¢ grande.
Assim, aproximamos J;U = DF(v,_1) ... DF(vg)U por algoritmos computacionais,

utilizando o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidst.

Iniciamos com uma base ortonormal {w? w9, ... w?} € R™, e computamos

os vetores zi, 29, . . ., Z;, da seguinte maneira:
_ 0 _ 0 _ 0
21 = DF(vo)w?, zo = DF(vo)wy, ..., zm = DF(vo)w,),.

Os vetores da elipse DF*(vy)U nao sao necessariamente ortogonais. Resolve-
mos esse problema criando um novo conjunto de vetores ortogonais {w;, w3, ..., w} }
que geram um elipséide com mesmo volume que DF"*(vy)U. Para isso utilizamos o

processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt,

Y = =1,

_ 22°Y1
Yo = 22 — ||y1H2yla

_ _ 2z 232
Ys = 23 Twill? Y1 vzl Y2,

I Zm Y1
= Zy — 2y — L —
Um m Tyrll? Y1

Am Ym—1
llym—1l1?

Ym—1,
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onde - denota o produto escalar e || - || denota a norma euclidiana.

Considerando w} = yi,ws = yo,...,wk = y,,. Para eliminar problemas de

nimeros extramentes grandes ou extremamente pequenos normalizamos os w¥, k

1,...,m. Dal,
1 _ _w»n 1 _ Y2 1 _ _Ym
wy = wy = Cey Wy, =
Lo flnl2 2 7 lgef?2 002 m iy 2
formam a nova base ortonormal {wi,w?,... wl}. Portanto, aplicando a matriz

Jacobiana em vy, apds processo de ortogonalizacao obtemos
_ 1 _ 1 _ 1
21 = DF(vy)wy, 22 = DF(v))wy, ..., zm = DF(v)w,,.

e normalizando obtemos a nova base o novo conjunto ortonormal {w}, w3, ..., w2 }.
Repetindo esse procesoo t vezes obteremos o conjunto {w!, wh, ... w! } de vetores

que aproximam os eixos da elipséide J;U.

. t ~ t t—1 1 ~ . s . . ~
Assim, 7 ~ ||yi|||ly; |l - - - ||y || denota a expansao total na i—ésima diregao
apoés t iteragoes, k = 1,...,m. Portanto, a estimativa conveniente para o k—ésimo

numero de Lyapunov apos t iteracoes ¢ dado por
L= ()Y, k=1,....,m.

Consequentemente, a estimativa para o expoente de Lyapunov é dada por

In||yt ||+...+in||yt
hy, = M

k=1,...,m.



Apéndice C MATRIZES CIRCULANTES

Uma matriz circulante de ordem m ¢é uma matriz quadrada da forma

C1 C2 Cm
. Cm C Cm—1
C =circ(er, ey yep) =
Cy C3 C1

Resultados sobre matrizes circulantes (Davis [8]):
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Se C' é uma matriz circulante, entao existe uma mariz F' que diagonaliza C'.

Mais precisamente,
C=FQF1,

onde F' é a matriz de Fourier dada por

1 1 1 1
1 W 2 wm—l
F= \/—% 1 w? w? oo wAmeD
m—1 2(m—1) (m—1)(m—1)

onde w = exp(22) = cos(2) + isen(3X).

m m

A matriz Q = diag(wy,ws, ..., wn), onde wy,ws, .. .,w, sdo os autovalores de

C e sao dados por
wj=pw 1), j=1,...,m,
onde

p(z)=c1+cz+ ... +cpo2™
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Todas as matrizes circulantes sao diagonalizdveis! e as colunas de F' sao um

conjunto de autovetores para qualquer matriz circulante. Portando, se A e B sao

circulantes, temos que

A=F-lQF,
B = F!AF,

onde Q = diag(wy,ws, ..., wy) e A =diag(A1, Aoy ... A)-

Portanto, AB = F~'QAF e os correspondentes autovalores de AB sao dados
por w;\;, i =1,...,m.

Se A e B sao matrizes circulantes de ordem m, entao AB também é circulante

de ordem m, além disso, as matrizes A e B comutam (AB = BA).

Exemplos de calculo de autovalores e autovetores de matrizes circulantes de

ordem m:
®o_ 23 23
m //L m m
© 23
A= m m H

: =3

m

=3 23 H®o_
m m m H

onde 0 < pu < 1.

Os autovalores de A sao dados por

wy=pl)=L—p+L4+. .. +L=0,

1Uma matriz A m x m é diagonalizdvel se e somente se A tem m autovetores linearmente

independentes.



74

Os autovetores correspondentes a esses autovalores sao as colunas da matriz

de Fourier.

A=(1—-pI+ %‘1, onde 1 é uma matriz m x m com todos seus valores 1,

0<u<le—-1<A<1.
Os autovalores de A sao dados por

w=p(l)=1—p+22 42 My g\,

Os autovetores correspondentes a esses autovalores sao as colunas da matriz

de Fourier.
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