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RESUMO

Este trabalho aborda o problema de controle baseado em eventos para sistemas em
tempo discreto, considerando que o sistema possui os dispositivos atuadores e sensores
em nds diferentes e separados por uma rede de comunicacdo. A estratégia baseada em
eventos consiste em reduzir a utilizacdo da rede ao transmitir as informagdes do sensor
para o atuador apenas quando um evento é gerado pela violagdo de um determinado limiar
pela fun¢do de disparo. Primeiramente, sdo formuladas condi¢des para a estabilidade de
um sistema linear com realimentacdo estdtica de estados sob a estratégia proposta, com
base na teoria de Lyapunov. Como as condi¢Oes sdo postas na forma de desigualdades
matriciais lineares (LMlIs, do ingl€s linear matrix inequalities), problemas de otimizac¢ao
convexos podem ser utilizados na determinacdo dos parametros da fung¢do de disparo,
bem como na resolu¢do do problema de co-design, ou seja, do projeto simultaneo do
controlador e da fungdo de disparo, os quais sdo providos na sequéncia. A partir deste
resultado bésico, a metodologia € estendida para o caso em que ocorre a saturagdo do
atuador. A seguir, é apresentada a extensdao da metodologia para o caso em que o es-
tado da planta ndo estd disponivel para o sensor, sendo entdo utlizado um observador de
estados, considerando-se tanto o caso em que o modelo da planta utilizado no observa-
dor corresponde exatamente a dindmica real da planta quanto o caso em que este modelo
apresenta incertezas. Exemplos numéricos sdo apresentados para ilustrar todas as classes
de sistemas consideradas, com 0s quais constata-se que a estratégia proposta € eficiente
na reducdo da utilizacao dos recursos da rede de comunicacao.

Palavras-chave: Saturaciao de Controle, Co-design, Sistemas de Controle em Rede,
Controle Baseado em Eventos.



ABSTRACT

This work approaches the problem of event-triggered control for discrete time sys-
tems, considering that the system has the actuator and sensor devices in different nodes,
separated by a communication network. The event-triggered strategy consists in reduc-
ing the utilization of the network by only transmitting the information from the sensor
to the actuator when an event is generated by the violation of a determined threshold by
the trigger function. Firstly, conditions for the stability of a linear system with a static
state feedback under the proposed strategy are formulated based on the Lyapunov theory.
Since the conditions are given in the form of linear matrix inequalities (LMIs), convex
optimization problems can be used for the determination of the trigger function param-
eters, as well as the co-design of the feedback gain and the trigger function, which are
given next. From this basic result, the methodology is extended to the case where occurs
the saturation of the actuator. Following, the extension of the methodlogy to the case in
which the plant states are not available for measure is presented, and a state-observer is
used, considering both the case that the plant model corresponds exactly to the real plant
dynamics and the case where this model has uncertainties. Numeric examples are shown
to illustrate all the system classes considered, with which it is found that the proposed
strategy is efficient in the reduction of the network resources utilization.

Keywords: Control Saturation, Co-design, Networked Control Systems, Event-Based
Control.
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1 INTRODUCAO

Os sistemas de controle em rede (NCSs, do inglés Networked Control Systems t€m
se tornado cada vez mais comuns, atraindo o interesse de diversos pesquisadores, o que
pode ser evidenciado pelo grande nimero de publicacdes cientificas na drea, por exemplo,
nos surveys (ZHANG; BRANICKY; PHILLIPS, 2001), (TIPSUWAN; CHOW, 2003),
(YANG, 2006) e nos trabalhos citados nos mesmos. Estes trabalhos apontam diversas
vantagens no uso, como a flexibilidade e custo reduzido em sistemas com elementos dis-
tribuidos espacialmente e a facilidade de instalacdo e manutencao de sistemas embarca-
dos. Assim, cada vez menos sistemas de controle sdo implementados em plataformas
especificas e com canais de comunica¢ao dedicados. Esta ascensao dos NCSs trouxe tam-
bém atencdo ao estudo do controle com base em amostragens aperiddicas de varidveis,
em especial o controle baseado em eventos (ou event-triggered control, sendo este uma
forma de mitigar alguns dos problemas oriundos deste tipo de sistema, como a limita¢ao
de banda em redes compartilhadas (LIAN; MOYNE; TILBURY, 1999) e o consumo de
energia em redes sem fio (AKYILDIZ et al., 2001).

Os resultados encontrados em (ASTRC)M; BERNHARDSSON, 1999) demonstraram
alguns dos beneficios do controle baseado em eventos em relagdo ao controle com amos-
tragem periddica (também chamado time-triggered control) e, junto ao crescimento dos
NCSs, motivaram o que (HEEMELS; JOHANSSON; TABUADA, 2012) chama de “ul-
tima onda” do debate entre controle periddico e controle aperiddico. Além disso, (TABU-
ADA, 2007) demonstrou a existéncia de um limite inferior para o tempo entre eventos de
um controlador baseado em eventos estabilizante quando a funcao de disparo é dada por
um limiar no desvio relativo do estado amostrado em relagdo ao estado atual e (HESPA-
NHA; NAGHSHTABRIZI; XU, 2007) apontou o controle baseado em eventos como uma
das principais perspectivas a serem exploradas em NCSs. Com isso, diversos trabalhos
foram publicados apresentando implementagdes baseadas em eventos de leis de controle
estabilizantes, como (VELASCO; MARTI; BINI, 2009), (LUNZE; LEHMANN, 2010),
(POSTOYAN et al., 2011), (MARCHAND et al., 2013), (SBARBARO; TARBOURI-
ECH; GOMES DA SILVA Jr, 2014) e outros.

Os trabalhos citados previamente sdo referentes a sistemas em tempo continuo, ou
seja, consideram que a funcdo de disparo é monitorada continuamente. Contudo, a imple-
mentagdo dos controladores obtidos pelos métodos neles apresentados costuma se dar em
dispositivos digitais, de forma que o sistema opera em tempo discreto, ou seja, a fungdo
de disparo € checada apenas em instantes de tempo discretos. Portanto, apds o projeto
do sistema em tempo continuo, este deve ser discretizado, de modo que o sistema im-
plementado seja apenas uma aproximacao daquele projetado, como ressalta (HEEMELS;
DONKERS; TEEL, 2011). Neste trabalho, uma estratégia de controle baseado em even-
tos € proposta para sistemas em tempo discreto, considerando uma realimentagdo de es-
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tados, e é realizada uma comparacao entre a modelagem impulsiva (ou modelagem por
sistema hibrido) e a abordagem de sistema linear por partes (PWL, do inglés Piecewise
Linear). Outros trabalhos considerando sistemas discretos que podem ser destacados sao
(HENNINGSSON; JOHANNESSON; CERVIN, 2008) e (EQTAMI; DIMAROGONAS;
KYRIAKOPOULOQOS, 2010).

Além disso, a maioria dos trabalhos considera que o estado completo de sistema esta
disponivel para ser medido. Para o caso de sistemas discretos em que apenas a saida
da planta € acessivel, (YOOK et al., 2002) propde condicdes para a BIBO-estabilidade
de NCSs discretos e a reducao da utilizacdo da rede, porém, o método utiliza estimado-
res de estado completo em cada né do sistema, levando a um grande aumento na com-
plexidade computacional para sistemas de ordem elevada. J4 (JETTO; ORSINI, 2011)
apresenta condi¢Oes para a estabilidade interna do sistema, por meio de um funcional de
Lyapunov. Nesse caso, a fun¢do de disparo do sistema € baseada no valor do funcional
a cada instante, sendo que um grande nimero de amostragens periddicas € necessario
antes que o sistema entre em uma estratégia baseada em eventos. Mais recentemente,
(HEEMELS; DONKERS; TEEL, 2013) apresentou uma extensao dos resultados de (HE-
EMELS; DONKERS; TEEL, 2011) para uma realimentacdo de saida, enquanto (REI-
MANN et al., 2015) considerou uma realimentacdo baseada em um controlador PI. Uma
realimentacdo de saida baseada em modelo foi apresentada em (HEEMELS; DONKERS,
2013). O método consiste na utilizacdo de um preditor no controlador, permitindo que
o controlador estime os estados da planta mesmo quando ndo estd sendo atualizado pelo
sensor. E considerado que o controlador e o atuador estdo localizados no mesmo né da
rede, ou que um buffer no atuador é capaz de armazenar um determinado niimero de entra-
das futuras estimadas pelo controlador. Os intervalos entre eventos foram drasticamente
aumentados por este método. Todavia, (VERHAEGH; GOMMANS; HEEMELS, 2013)
demonstrou que o método € sensivel a perturbacdes. Ademais, o efeito de incertezas no
modelo da planta ndo € considerado.

A saturacao de atuadores, por sua vez, ¢ um fenOmeno onipresente nos sistemas de
controle real. Neste sentido, (LEHMANN; JOHANSSON, 2012), (SEURET et al., 2013)
e (KIENER; LEHMANN; JOHANSSON, 2014) apresentam metodologias para o controle
baseado em eventos de sistemas em tempo continuo. Ja para o caso discreto, em (WU;
REIMANN; LIU, 2014) uma metodologia para o projeto do controlador que maximiza
a estimativa da regido de estabilidade assintética (RAS, do inglés Region of Asymptotic
Stability) do sistema em malha fechada € proposta. Além dos acima citados, poucos
outros estudos abordam estratégias de controle baseado em eventos para sistemas sujeitos
a saturacdo de controle, sobretudo sistemas em tempo discreto.

Outra perspectiva importante em NCSs, apontada em (ARZEN et al., 2000), no con-
texto de agendamento de pacotes, e reiterada em (LEMMON, 2010), no contexto de ge-
radores de eventos, € o co-design, ou projeto simultaneo. Geralmente, se supde uma lei
de controle estabilizante projetada a priori e entdo uma amostragem aperidédica que man-
tenha a estabilidade do sistema € considerada. O co-design do controlador e da fungdo de
disparo foi considerado inicialmente em (LI; XU, 2011), e posteriormente alguns outros
estudos foram realizados, como (PENG; YANG, 2013) e (ABDELRAHIM et al., 2014),
mas ainda é uma drea incipiente.

Segundo o que foi exposto, o presente trabalho tem como objetivo geral a proposta de
uma estratégia de controle baseado em eventos para sistemas lineares em tempo discreto e
a extensao dessa estratégia abrangendo algumas dreas pouco abordadas na literatura. Para
tanto, os seguintes objetivos especificos podem ser identificados:
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e Proposta de uma estratégia bésica aplicada a realimentacdo de estados de um sis-
tema linear em tempo discreto e extensdo dos resultados para sistemas sujeitos a
satura¢do do atuador.

e Resolucdo do problema de co-design da condi¢do de disparo e do ganho de reali-
mentacdo de estados do sistema.

e Extensdo da estratégia basica para o caso da realimentacio de estados baseada em
um observador considerando a possibilidade da existéncia de incertezas paramétri-
cas no modelo utilizado no observador.

e Formulacdo de problemas de otimizacdo para a determinacdo dos parametros da
funcao de disparo.

Com este escopo, a organizacao desta dissertacdo de mestrado se dd da seguinte forma:
no Capitulo 2 os conceitos necessdrios a elaboracdo deste trabalho sdo revisados, abor-
dando a estabilidade no sentido de Lyapunov, os conceitos basicos sobre LMIs, sistemas
incertos, sistemas sujeitos a saturacdo e o controle baseado em eventos.

No Capitulo 3, € apresentada a formulagdo bésica da estratégia proposta para uma lei
de controle de realimentacdo de estados, com condi¢des para a estabilidade na forma de
LMIs e a extensao para o caso dos atuadores saturantes, bem como o problema de co-
design para ambos os casos. Além disso, problemas de otimizagdo sao apresentados para
lidar com alguns dos casos possiveis no projeto dos controladores baseados em eventos, e
exemplos numéricos sdo utilizados para validar e comparar os resultados obtidos com os
presentes na literatura.

No Capitulo 4, a realimentacdo de estados baseada em um observador é abordada,
inicialmente para o caso onde o modelo do observador é exato, e posteriormente para o
caso onde existem incertezas paramétricas no modelo. E mostrado ainda como utilizar os
problemas de otimizacao propostos para determinar os parametros da funcao de disparo,
e exemplos numéricos ilustram os resultados obtidos.

Por fim, no Capitulo 5 sdo apresentadas conclusdes e algumas discussdes sobre as
perspectivas de trabalhos futuros.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo serdo apresentados os conceitos utilizados ao longo do desenvolvi-
mento deste trabalho. Primeiramente, conceitos gerais a respeito do controle baseado em
eventos serdo abordados. Depois, serd apresentado o conceito de estabilidade no sentido
de Lyapunov, especialmente a caracterizacido da estabilidade interna de um sistema. A
seguir, serdo expostos alguns resultados encontrados na literatura para o tratamento de
sistemas sujeitos a saturacdo. Na sequéncia, serd feita a caracterizagdo das incertezas do
tipo politépico. Por fim, serdo abordados os métodos e lemas utilizados na formulagao
dos problemas na forma de LMIs.

2.1 Controle Baseado em Eventos

Os NCSs sao, em geral, implementados em plataformas digitais. Assim, a maioria
desses sistemas de controle sdo baseados na amostragem periddica dos estados ou saidas
da planta, de forma a ser possivel a utilizacdo das técnicas cldssicas de controle discreto,
(veja, por exemplo, (CHEN, 1999), (ASTROM; WITTENMARK, 1997)). Contudo, a
utilizacdo dessas técnicas, apesar de vantajosas do ponto de vista de andlise e sintese dos
sistemas de controle, implica em um uso ineficiente dos recursos de rede. O paradigma de
controle baseado em eventos tem sido proposto como uma das formas de se aumentar a
eficiéncia do uso destes recursos, o que foi evidenciado em alguns estudos comparativos,
como (KOPETZ, 1993), (ASTROM; BERNHARDSSON, 1999).

Assim, nesta se¢do sao apresentados os conceitos fundamentais de controle baseado
em eventos, as funcdes de disparo quadréticas, o problema de co-design e o problema da
existéncia de Zeno-behavior, topicos de interesse do controle baseado em eventos.

2.1.1 Conceitos Fundamentais

O controle baseado em eventos se diferencia do controle periddico por executar uma
tarefa de controle (que usualmente envolve a atualizacdo do controlador e envio do novo
valor do sinal de controle ao atuador) apenas quando um evento é gerado (ASTROM,
2008), o que ocorre sempre que uma determinada funcao de disparo ultrapassa um certo
limite. Assim, uma estratégia de controle baseada em eventos pode ser dividida em duas
partes: uma lei de controle estabilizante, que fornece um sinal de controle ao atuador com
base na informacao enviada pelos sensores e um gerador de eventos, o qual avalia a funcao
de disparo e determina quando o sinal de controle deve ser atualizado. Dessa forma, o
dispositivo gerador de eventos € o responsdvel por monitorar o estado atual do sistema e
decidir se € necessario que a informacgao dos sensores seja utilizada na atualizag¢ao do sinal
de controle ou ndo. Isso € feito através da fungdo de disparo, que consiste em um valor
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Figura 1: Estratégias de controle.

numérico, o qual é comparado a uma determinada constante (limiar) e, quando a condi¢ao
de disparo € violada (ou seja, quando a func¢do de disparo ultrapassa um determinado
limiar), um evento é gerado, o que sinaliza que o sinal de controle aplicado a planta deve
ser atualizado com base nos valores medidos pelos sensores.

Para melhor entender o funcionamento do controle baseado em eventos, a Figura 1
apresenta uma comparacdo entre os procedimentos de amostragem baseada em eventos
continua e discreta e a amostragem periddica. No primeiro caso, a fungdo de disparo
¢ monitorada constantemente e um evento € gerado no instante em que a condi¢do de
disparo for violada. Embora muito estudada, esta abordagem € pouco prética, ja que em
geral o monitoramento da funcdo de disparo é feita por dispositivos digitais, ou seja, €
realizada em intervalos de tempo discretos. O segundo caso retrata esta situacdo, onde
a fungdo de disparo é monitorada apenas nos instantes de tempo ¢t = k7', onde 1" € o
periodo de amostragem nominal, ou seja, o menor intervalo de tempo que pode decorrer
entre duas atualizagdes. Ja o terceiro caso consiste no controle discreto cldssico, ou seja,
o sistema € amostrado e o controle € atualizado em todos os instantes de tempo ¢ = k7.

2.1.2 Funcao de Disparo Quadratica

Como mencionado anteriormente, o controle baseado em eventos é fundamentado na
avalia¢do do valor de uma fun¢do de disparo, a qual gera um evento quando ultrapassa
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um determinado limiar. Nesse sentido, as fun¢des quadraticas na forma:

F(E[R]) = E[R]'QS[K], (1)

onde £[k] denota o vetor de varidveis monitoradas, sdo uma importante classe de fung¢des
de disparo, sendo amplamente encontradas na literatura, mesmo que nem sempre escritas
na forma (1). Por exemplo, considerando x[k] o estado do sistema e §[k| = x[n;] — x[k],
onde z[n;] é o valor do estado no tltimo evento ocorrido, a condi¢do de disparo ||§[k]|| <
\/o||x[k]|| pode ser escrita a partir de uma fun¢@o na forma de (1) considerando:

6t =i o] Q=7 Y] @

ok] = z[n;] — z[k]. 3)

Assim, sempre que f(£[k]) > 0, um evento ocorrerd.

Diferentes formulagdes de condi¢gdes de disparo da literatura expressas na forma de
fungdes quadraticas podem ser encontradas em (HEEMELS; DONKERS; TEEL, 2011).
Outros resultados consideram diretamente uma fun¢do quadrética, por exemplo em
(SBARBARO; TARBOURIECH; GOMES DA SILVA Jr, 2014) ou uma funcdo de Lyapu-
nov quadritica é usada para a geracdo de eventos, como em (VELASCO; MARTI; BINI,
2009), (MARCHAND et al., 2013).

Além disso, pode-se considerar o caso em que o limiar da fun¢do de disparo € diferente
de zero, por exemplo em (LEHMANN; JOHANSSON, 2012), para o qual, a fun¢do na
forma (1) pode ser dada por:

E[k] = olk], Q=1 (4)

e um evento é gerado quando f(¢[k]) > k. Apesar de esta estratégia ter alguns beneficios
(como a ndo ocorréncia de Zeno-behavior, veja adiante), ndo € possivel garantir a esta-
bilidade assintética do sistema nesse caso, pois a condi¢cdo de disparo nunca serd violada
préximo a origem. Este tipo de condi¢do de disparo faz com que a convergéncia se dé
para um ponto de equilibrio diferente da origem, no caso de sistemas estdveis, ou que as
trajetorias do sistema convirjam para um ciclo-limite, quando a planta € instavel.

No presente trabalho, serd utilizada uma generalizacao de (2), na forma:

et =t ] Q=% o). ®)

ou, alternativamente, f(J[k], z[k]) = §[k]'Qs0[k] — z[k] Qox[k].

2.1.3 Problema de Co-Design

Geralmente, os projetistas de sistemas de controle e de redes de comunicagdo perse-
guem seus diferentes objetivos de projeto em relativo isolamento, e no controle baseado
em eventos isso ndo € diferente. A maioria dos estudos sobre controle baseado em eventos
considera que um controlador estabilizante foi projetado a priori, e entdo sdo propostas
condicdes para que o sistema se mantenha estdvel sob uma amostragem aperiddica, no
que alguns autores chamam de projeto baseado em emulacio (ou emulation based de-
sign) (HEEMELS; JOHANSSON; TABUADA, 2012). Essa “separacdo de interesses” €
confortdvel do ponto de vista dos projetistas, mas obriga que cada parte do projeto seja
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feita de forma conservadora, muitas vezes levando a sistemas superdimensionados, de
acordo com (LEMMON, 2010).

O problema de co-design em sistemas de controle baseado em eventos consiste no
projeto simultineo de ambas as partes do sistema de controle, ou seja, da lei de controle
e da fun¢do de disparo. Com isso, pode-se escolher uma lei de controle que minimize a
necessidade de trasmissdo de dados ou uma func¢do de disparo menos conservadora que
garanta determinadas condicdes de performance do sistema em malha fechada.

2.1.4 Existéncia de Intervalo Minimo entre Eventos

Uma das preocupagdes ao se projetar um sistema de controle baseado em eventos é
garantir que existe um intervalo de tempo minimo e ndo nulo entre dois eventos, pois caso
1Ss0 ndo seja possivel, o sistema pode apresentar o que se chama de Zeno-behavior, que
¢ um fendmeno em que o periodo entre dois eventos se torna nulo, forcando uma amos-
tragem infinitamente rapida, o que € impraticavel (LEMMON, 2010). No contexto de
sistemas continuos, (TABUADA, 2007) demonstrou a existéncia de um intervalo minimo
garantido para a fun¢fo de disparo (2), considerando z(¢) o estado completo da planta.
No entanto, para uma realimentagdo de saida onde se considera x(t) como o estado do
controlador z.(t), a mesma func¢do pode apresentar Zeno-behavior.

Para compreender melhor esse fendmeno, considere uma realimentacio dinamica de
saida e uma funcao de disparo do tipo

F0@), 2(t) = =[lzc()]| + allo(@)]]; (6)

a qual gera um evento sempre que f(d(t), z.(t)) > 0. Caso ocorra uma amostragem em
um instante ¢ em que x.(t;) = 0 e o estado da planta x,,(¢;) # 0, entdo

FOt) we(ti) =0 flae(ty),6(t)) > 0 )

e, apés um periodo infinitesimal, ocorrerd um novo evento. Como nenhum periodo de
tempo finito foi decorrido, a mesma situagdo se apresentard, de modo que infinitos eventos
ocorreriam antes que o estado do sistema pudesse evoluir.

Por outro lado, quando se trata de sistemas discretos, o periodo de amostragem no-
minal é sempre um limitante inferior intrinseco, sendo esta uma das principais vantagens
do controle baseado em eventos para sistemas discretos em relacdo a sistemas continuos
(HEEMELS; DONKERS; TEEL, 2011). Assim, é suficiente garantir que f < 0 nos
instantes de amostragem n; para se assegurar que ndo ocorrerao dois eventos no mesmo
instante.

2.2 Estabilidade de Sistemas Dinamicos

Uma das mais importantes caracteristicas de um dado sistema € a estabilidade, uma
vez que sistemas instdveis em malha fechada sdo, em geral, pouco uteis e muitas vezes
perigosos (SLOTINE; LI et al., 1991). Na érea de controle baseado em eventos, a teoria
de Lyapunov tem se provado uma forma eficiente para a caracterizagao da estabilidade
interna dos sistemas (HEEMELS; JOHANSSON; TABUADA, 2012). Além disso, esta
teoria € a principal forma de andlise da estabilidade em sistemas incertos ou com nao-
linearidades (KHALIL, 1996), que serdo abordados neste trabalho. Assim, nesta se¢io
sdo apresentados o conceito de estabilidade no sentido de Lyapunov e o segundo método
(também chamado método direto) de Lyapunov, bem como suas aplicacdes para sistemas
em tempo discreto.
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2.2.1 Estabilidade no Sentido de Lyapunov

O estudo da estabilidade de um sistema baseado na teoria de Lyapunov estd relacio-
nado a estabilidade de seus pontos de equilibrio. Desse modo, considerando o seguinte
sistema dinamico em tempo discreto:

wlk + 1] = g(z[k]), )
as seguintes defini¢cdes podem ser feitas:

Definicao 1. Um estado x* serd considerado um ponto de equilibrio do sistema se, uma
vez que x|k] = x* em k = k1, x|k] permancerd igual a x* para qualquer k > ki, ou seja,
tenha-se que g(z*) = x* Yk > ky.

Para a anélise de estabilidade no sentido de Lyapunov, é conveniente que o ponto de
equilibrio em andlise esteja na origem, ou seja, z* = 0. Quando o ponto estiver deslocado,
ele pode ser transferido para a origem por uma troca de varidveis (SLOTINE; LI et al.,
1991).

Definicao 2. Seja x = 0 um ponto de equilibrio do sistema (8). Ele serd considerado
estavel se para todo 7 > 0 existirum r > 0 tal que:

[z(0)| <z = |z[k]| <7, Vk = 0. )
Este ponto serd considerado assintoticamente estdvel se, além disso,

lim ||z[k]|| = 0. (10)
k—o00

Essa definicao de estabilidade, chamada estabilidade no sentido de Lyapunov, signi-
fica que, se um ponto de equilibrio € estdvel, as trajetérias do sistema podem ser mantidas
arbitrariamente préximas do ponto de equilibrio se elas se iniciarem suficientemente pro-
ximas a ele. Caso isso ndo seja possivel, o ponto de equilibrio serd considerado instavel
(SLOTINE; LI et al., 1991).

Uma forma de se verificar a estabilidade interna do sistema € a aplica¢do do segundo
método de Lyapunov, que consiste na utilizacdo de uma fungdo escalar dos estados do
sistema. Caso essa funcdo seja positiva e decrescente em uma regiao em torno do ponto
de equilibrio, os estados se aproximam deste, e portanto ele € assintoticamente estavel. O
teorema a seguir formaliza este método:

Teorema 2.1 (Teorema de Lyapunov para Sistemas Discretos, (ASTROM; WITTEN-
MARK, 1997)). Seja x = 0 um ponto de equilibrio de (8) e D C R", ele serd consi-

derado localmente estdvel caso exista uma funcdo escalar V' : D — R continua em x, tal
que V(0) =0e:

V(z) >0, Vo € D — {0}, (11)
AV(z) =V (g(z)) = V(z) <0, Vo € D. (12)

Além disso, se AV (x) < 0, Vx # 0, ele serd considerado localmente assintoticamente
estdvel.
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Um ponto de equilibrio pode ainda ser considerado globalmente estdvel, caso D = R"
e V(x) seja radialmente ilimitada, ou seja, lim g0V (2) = o0.

Em geral, muitas fun¢des de Lyapunov podem existir para o mesmo sistema. Como
as condicdes do teorema de Lyapunov sdo apenas suficientes para provar a estabilidade de
um sistema, caso uma fun¢do candidata satisfaca as condi¢des do teorema de Lyapunov,
pode-se garantir que o ponto de equilibrio em questdo € estdvel. Caso contrdrio, nada
pode-se afirmar sobre a estabilidade ou instabilidade do sistema, apenas que alguma outra
fun¢do de Lyapunov pode ser capaz de demonstrar a sua estabilidade. Dessa forma, o
principal obstdculo no uso da teoria de Lyapunov estd em encontrar uma funcao adequada.

Uma funcdo comumente utilizada como candidata a fungdo de Lyapunov € a fungao
quadratica de forma:

V(z) =2'Px = Z Zpijxixj, (13)
i=1 j=1
na qual P € uma matriz simétrica definida positiva. Quando (8) é um sistema linear, ou
seja, g(x) = Axl|k], a variagdo de V' (z) é dada por:

AV (z) = z[k] (A’ PA — P)z[k], (14)
de forma que o conjunto de LMIs
P>0, APA-P<-Q, (15)

com () > 0, fornece uma condi¢do suficiente e necessdria para a estabilidade do sistema
em questao (ASTROM; WITTENMARK, 1997).

2.2.2 Regiao de Atracao

De modo geral, a estabilidade de sistemas ndo-lineares ndo pode ser caracterizada de
forma global. Nesse caso, torna-se importante determinar, além da estabilidade de um
ponto de equilibrio, a sua regido de atra¢do. A regido de atragao da origem do sistema (8)
€ definida como segue.

Definicdo 3. (TARBOURIECH et al., 2011) Seja x(k, z[0]) a trajetéria do sistema (8)
iniciada em x|0]. A regido de atracdo R 4 da origem é definida como:

Ra={x €R":z(k,2[0]) — 0 quando k — oo}. (16)

No caso de sistemas lineares, caso uma trajetéria do sistema seja convergente, entao
todas as trajetérias também serao (ASTROM; WITTENMARK, 1997). Em outras pala-
vras, R4 = R" para qualquer sistema linear estavel. Por outro lado, a caracterizacdo da
regido de atracdo de sistemas ndo-lineares €, em geral, uma tarefa dificil, uma vez que
esta pode ser ndo-convexo ou até mesmo ilimitada (KHALIL, 1996). Assim, torna-se ttil
caracterizar um conjunto de condi¢des iniciais para o qual se garante a convergéncia das
trajetdrias para a origem e que possa ser tratado de forma numérica ou analitica, e utilizar
este conjunto como uma estimativa da regido de atracdo do sistema. Esta estimativa, cha-
mada de regido de estabilidade assint6tica (RAS, do inglés region of asymptotic stability)
pode ser definida como segue.

Definicao 4. (TARBOURIECH et al., 2011) Uma regido Rs é uma RAS do sistema (8)
se:

Vz[0] € Rg, x(k,z[0]) — 0 quando k — oo (17)
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Evidentemente, pela Defini¢do 3, Rg € um subconjunto de R 4, ou seja, Rg C R 4.

Uma das formas de se obter uma RAS de um determinado sistema € através da utiliza-
cdo de curvas de nivel da funcdo de Lyapunov, ou seja, garante-se que AV < 0, Vx € Ry
e Rg = {x : 2/Pxr < c}. A vantagem deste método é que garante-se que Rs seja um
conjunto invariante.

2.3 Sistemas Incertos

A maioria dos sistemas de controle sao baseados em modelos matematicos. No en-
tanto, estes modelos sdo aproximagdes do comportamento do sistema real, sendo que cabe
ao projetista avaliar a aplicabilidade de uma solu¢do baseada em determinado modelo. Ao
levar e conta as inadequagdes e incertezas dos modelos durante a elaboracao do sistema de
controle, o projetista pode ter uma maior seguranga de que o sistema resultante funcionara
da forma esperada (ZHOU et al., 1996).

As incertezas presentes no modelo podem surgir de pardmetros desconhecidos no mo-
mento da andlise ou até mesmo de dindmicas ndo modeladas, geralmente devido a com-
plexidade que estas agregariam ao modelo. Muitas vezes, € preferivel a utilizacdo de um
modelo mais simples com a adi¢do de incertezas para tratar possiveis dindmicas omitidas
(DULLERUD; PAGANINI, 2000). No contexto de NCSs baseados em evento, além da
existéncia de incertezas paramétricas, existem ainda incertezas devido a variacdes nos pa-
rametros da rede e dos dispositivos digitais, como o periodo de amostragem e o atraso de
transporte, fenomenos que podem ser modelados na forma de incertezas (HETEL; DAA-
FOUZ; IUNG, 2008). Assim, nesta secao € feita a caracterizagdo do modelo de incertezas
politdpicas considerado neste trabalho.

2.3.1 Modelagem Politopica das Incertezas

Seja o seguinte sistema linear incerto em tempo discreto:

onde 1 € um vetor de pardmetros incertos, B3, é um politopo com 2" vértices, sendo n
o ndmero de parametros incertos e [3; € o maior valor admissivel para a incerteza do i-
ésimo parametro, ou seja, —(3; < n; < [3;, como exemplifica a Figura 2 para n = 2, onde
a regido hachurada corresponde aos possiveis valores dos parametros. Entdo, tem-se que:

2" 2"
Am) € A= Ao+ An: An =) qiAn; D aj=1,420p, (19
=1 =1

com A sendo um conjunto convexo e fechado, a matriz A, definida como A(0) e as
matrizes Ax; construidas a partir de .A(n) — Ay nos vértices do politopo B,,. Além disso,
por essa defini¢do, tem-se que Ay € Co{Ax;}. Nesse caso, a matriz Ay é a matriz de
transic¢ao de estados nominal do sistema, enquanto A é uma matriz de incertezas aditivas.

Uma das principais vantagens da representagdo politépica é que o conjunto resultante
€ convexo, de modo que, se um conjunto de condi¢des forem satisfeitas nos vértices do
politopo, essas mesmas condigdes estardo satisfeitas em todo o envelope convexo formado
por esses vértices (BOYD; VANDENBERGHE, 2004). No entanto, o nimero de vértices
cresce exponencialmente com o nimero de parametros incertos, o que torna a resolugao
de problemas com diversas incertezas custosa de um ponto de vista numérico.
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Figura 2: Politopo de incertezas BB, com 2 parametros e 4 vértices.

2.4 Sistemas Sujeitos a Saturacao

Embora muitos sistemas possam ser satisfatoriamente aproximados por modelos line-
ares, a maioria dos sistemas reais apresentam limitagdes fisicas que restringem o0s sinais
de controle que sdo efetivamente aplicados a planta. A saturacdo dos atuadores € uma
das mais comuns dessas limitacdes, e seus efeitos devem ser previstos, de forma a evitar
comportamentos indesejados do sistema (SLOTINE; LI et al., 1991).

Os sistemas lineares com saturagcdo do atuador estdo no limite entre sistemas lineares
e ndo-lineares, uma vez que o sistema pode apresentar comportamentos lineares em uma
determinada regido e comportamentos ndo-lineares em outra regido, especialmente em
malha fechada. Embora a saturacdo possa parecer uma nao-linearidade simples, ela faz
parte da classe de ndo-linearidades ditas “duras”, assim como a histerese e a zona-morta,
e € de dificil tratamento matematico (TARBOURIECH et al., 2011).

A literatura apresenta alguns métodos para se lidar com atuadores saturantes, des-
tacando-se entre eles a modelagem politdpica, a modelagem por regides de saturagdo e
a modelagem por ndo-linearidades de setor (TARBOURIECH et al., 2011). O primeiro
deles se baseia na utilizacdo de inclusdes diferenciais politdpicas para descrever local-
mente o sistema. Mais informagdes sobre este tipo de modelagem podem ser encontradas
no trabalho original (MOLCHANOV; PYATNITSKIY, 1989) e em outras generalizagdes
do método, por exemplo (HU; LIN, 2001) e (ALAMO; CEPEDA; LIMON, 2005). O se-
gundo método € baseado na divisao do espaco de estados do sistema em regides, onde em
cada regido a dinamica do sistema € descrita por um sistema linear. Este tipo de modela-
gem & utilizada em (GOMES DA SILVA Jr et al., 1997) e (MILANI, 2002). J4 o terceiro
método, que serd utilizado neste trabalho, € baseado em uma condicdo de setor, e serad
explicado em mais detalhes a seguir.
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2.4.1 Modelo de Nao-Linearidade de Setor
Considere a seguinte defini¢do:

Defini¢do 5 (TARBOURIECH et al., 2011)). Uma ndo-linearidade ¢o(x) satisfaz uma
condigdo de setor se

(do(z) — Loz) (¢po(z) — L1z) <0, Vo € S CR", (20)

para matrizes reais Ly, Lye L = L' = L1 — Ly > 0e 0 € S. Caso a condi¢do seja
satisfeita para S = R", entdo diz-se que ¢o(x) satisfaz a condigdo de setor globalmente.

Quando uma determinada ndo-linearidade ¢ (z) satisfaz a condigdo (20), diz-se que
¢o(x) pertence ao setor [Lq, Lo]. Seja a funcgdo saturagdo sat(v) : R™ — R™ definida
como:

—Hoi  S€ Vi < —[lo;
sat(v); = sat(v;) = ¢ v; se — po; < v < pgi , Vi €L . m, (21)
Hoi S€ v; > [oi

pode-se observar que sat(v) pertence globalmente ao setor [0, /] e localmente ao setor
a1 1, 1], para a; < 1, sendo que se @; = 1 a condigdo de setor € satisfeita apenas na
regido linear. Agora, observe que a saturacdo pode ser descrita a partir de uma nao-
linearidade do tipo zona-morta ¢(v) : R™ — R™, da seguinte maneira:

¢(v) = v — sat(v), (22)

ou seja:

Vi + po; S€ v < —[o;
P(v)i = ¢(vi) =1 0 se — poi < v < pigi » VEEL L. m. (23)
Vi — Ho;  S€ VU > [o;

Assim como sat(v), ¢(v) pertence globalmente ao setor [0, /]. Porém, diferentemente da
saturacdo, ela pertence localmente ao setor [0, o], para oy < 1. A Figura 3 apresenta
uma comparacdo das ndo-linearidades, satisfazendo uma condi¢@o global e uma condic¢ao
local com S = {v : |v| < vy }.

Dessa forma, o seguinte lema pode ser enunciado:

Lema 2.1 (Condic¢do de Setor Cldssica (TARBOURIECH et al., 2011)). Sejam a matriz
H = diag(hy, ..., hy) < I, o vetor plf, com ptl = po;(1 — h;)=1, e o conjunto Sy = {x :
|Kiz| < pdti=1,...,m,i =1,...,m}, entdo a relagdo:

O(Kz)'T(¢p(Kz) — HKx) <0, (24)
com T sendo uma matriz diagonal definida positiva, é satisfeita sempre que x € S,.

Note que quando 7' = [ esta relacdo é equivalente a condicao (20), com Ly, = O e
Ly = H. Além disso, para qualquer 71" diagonal e definida positiva, caso uma das relacdes
seja verificada, a outra também serd. Esta condi¢do de setor se aplica a uma classe de ndo-
linearidades da qual a zona-morta faz parte, ou seja, quando o Lema 2.1 € utilizado para
se provar a estabilidade de um sistema com a ndo-linearidade de zona-morta, na verdade
a estabilidade estd sendo garantida para uma classe maior de sistemas, o que pode ser
conservador (TARBOURIECH et al., 2011). Por outro lado, a seguinte condi¢ao de setor
modificada se aplica especificamente a zona-morta:
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U1

Figura 3: Condigdo de setor globalmente satisfeita [0, 1], e setores [a, 1] e [0, o para as
ndo-linearidades sat(v) e ¢(v), respectivamente.

Lema 2.2 (Condi¢do de Setor Generalizada (GOMES DA SILVA Jr; TARBOURIECH,
2004)). Seja o conjunto S = {z : |(K; — G;)z| < poi}, entdo a relagdo:

$(Kx)T(¢(Kx) — Gx) <0, (25)
com T sendo uma matriz diagonal definida positiva, é satisfeita sempre que x € S.

Pode-se perceber que o Lema 2.1 é um caso particular do Lema 2.2 quando G = H K,
ou seja, o Lema 2.2 € mais genérico e, portanto, menos conservador.

2.5 Desigualdades Matriciais Lineares

O uso de LMIs € muito importante na andlise e sintese de sistemas de controle, pois é
possivel se reduzir uma ampla gama de problemas de controle a problemas de otimizacao
convexos, 0s quais podem ser resolvidos numericamente de forma eficiente (BOYD et al.,
1994). O desafio consiste entdo em formular condi¢des para a resolu¢gdo do problema na
forma de LMIs, j4 que muitas vezes termos ndo-lineares estdo presentes na formulagao
resultante. Nesta secdo, sdo apresentadas a definicdo de LMI e algumas das técnicas
empregadas no tratamento das mesmas.

2.5.1 Definiciio

Uma LMI estrita ¢ uma desigualdade da forma:

F(z)=Fy+ Y a;F, >0, (26)

i=1
onde z € R™ ¢ um vetor de varidveis e as matrizes simétricas F; = F/ € R"™" sdo
conhecidas. Caso F'(x) > 0, a desigualdade ¢ dita ndo estrita. Uma das propriedades
fundamentais das LMIs € que a restri¢cao (26) € convexa em z, ou seja, o conjunto de

solugdes X = {x : F'(xz) > 0} é convexo, de modo que um problema na forma:

minimize: ¢’z

.. 27)
sujeito a: F'(x) > 0,

seja um problema de otimizacdo convexo (BOYD et al., 1994).
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2.5.2 Complemento de Schur

O Complemento de Schur € uma ferramenta muito ttil para se converter desigualdades
matriciais nao-lineares em LMIs equivalentes. Ele pode ser enunciado da seguinte forma:

Lema 2.3 (Complemento de Schur (BOYD et al., 1994)). Sejam Q = @, R = R' e S
matrizes reais de dimensoes apropriadas. Entdo:

i)R>0, Q— SRS >0, (28)
iﬂgﬂ>o (29)

sdo equivalentes.

Desta forma, a desigualdade quadratica (28) pode ser transformada na LMI (29), que
pode ser eficientemente tratada por métodos computacionais.

2.5.3 S-Procedure

Comumente sdo encontrados casos em que se deseja garantir a definicdo em sinal de
uma fun¢do quadrética sempre que outra fung¢do quadratica for definida em sinal. O S-
procedure € uma ferramenta que permite a aproximagao deste tipo de restricao através de
uma LMI. O S-procedure para desigualdades estritas € apresentado a seguir.

Lema 2.4 (S-procedure (BOYD et al., 1994)). Sejam Ty, ..., T,, € R™" matrizes simétri-
cas. Se existirem escalares positivos Ty, ..., T, tais que:

p
Ty — Z =T, > 0, (30)
i=1
entdo
2'Tox > 0, paratodo x # 0 tal que ' Tyx >0, 1 =1,....p (31)

é verificada.

2.5.4 Outros Lemas

Além do complemento de Schur e do S-procedure, os seguintes lemas serdo utilizados
neste trabalho para a obtencao de formulagdes LMI.

Lema 2.5. Sejam U, V e X = X' > 0 matrizes de dimensoes apropriadas. Entdo, as
relacoes:

VU+UV <UXU+V'X 'V (32)
—V'U-UV <UXU+V'X'V (33)

sdo verificadas.
Lema 2.6 (SEURET; GOMES DA SILVA Jr, 2012)). Seja X = M'XM e X > 0. Se:

Xo I

« M4 M —X > 0, (34)

entdo X < X,.
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2.6 Consideracoes Finais

Neste capitulo, incialmente foram apresentados os conceitos basicos relativos ao con-
trole baseado em eventos, bem como algumas das dificuldades encontradas no seu projeto.
A seguir, foi apresentada a teoria de Lyapunov, que serd fundamental na formulacdo de
condicdes de estabilidade para os sistemas com controladores baseados em eventos. Além
disso, foram discutidos os métodos de modelagem de incertezas e da funcdo de satura-
cdo que serdo utilizados na extensao dos resultados para sistemas incertos e para sistemas
sujeitos a saturacdo. Por fim, foram abordadas as técnicas utilizadas para a obtencdo
de condicdes na forma de LMIs, o que permite a aplicacdo de problemas de otimizagao
convexos para se determinar os parametros desconhecidos nas condi¢des de estabilidade
propostas. Nos proximos capitulos, estes conceitos serdo utilizados para o desenvolvi-
mento de metodologias de projeto de controladores baseados em eventos.
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3 REALIMENTACAO DE ESTADOS BASEADA EM EVEN-
TOS

3.1 Introducao

Este capitulo apresenta um método sistemdtico para o projeto de uma realimentacao
de estados baseada em eventos para sistemas em tempo discreto. A estratégia consiste
no projeto de uma funcao de disparo que garante a estabilidade assintética da origem do
sistema a partir da aplicacdo de problemas de otimiza¢do a um conjunto de restri¢des
LMIs.

A primeira parte do capitulo apresenta a formulacdo bésica para a realimentacdo de
estados baseada em eventos. A seguir, os resultados sdo estendidos para o caso em que
ocorre saturacao do atuador, utilizando-se a condi¢do de setor generalizada para modelar
o efeito da saturac@o. Na secdo seguinte sdo apresentados problemas de otimizacdo para
possibilitar o projeto da funcdo de disparo com base em determinados critérios. A fim de
ilustrar os métodos propostos, o capitulo € encerrado com alguns exemplos numéricos e
comentdrios finais.

3.2 Preliminares e Formulacao do Problema

Nesta secdo € apresentada a formulag@o basica do sistema de interesse € o projeto e
a implementacdo da estratégia baseada em eventos. O sistema a ser controlado (planta)
consiste em um sistema linear invariante no tempo. Assume-se que o controle da planta
continua € feito de maneira digital. Para tanto, considera-se um periodo nominal de amos-
tragem 7' e assume-se que o sinal de controle aplicado a planta € constante entre 2 instan-
tes de amostragem consecutivos. Neste caso, um modelo em tempo discreto, cujo valor
do estado coincide com o estado em tempo continuo, pode ser obtido. E considerado que
o sistema possui um sensor digital capaz de medir o estado da planta com uma taxa de
amostragem nominal elevada. Assume-se ainda que este sensor € um dispositivo inteli-
gente capaz de rodar o sistema de controle e que hd uma rede de comunicacio entre o
sensor € o atuador do sistema, através da qual € enviado o sinal de controle. A Figura
4 exemplifica o funcionamento do sistema em questdo, onde n; corresponde ao instante
discreto do i-ésimo evento. Esta configuracdo tem sido comumente utilizada no estudo
da estabilidade de NCSs sob diversas técnicas de amostragem, ja que ela € capaz de re-
presentar uma ampla gama de configuragdes de rede, como exposto em (HESPANHA;
NAGHSHTABRIZI; XU, 2007).
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N6 do Atuador N6 do Sensor

Atuador —X—» Planta _X_» Sensor

ZOH
f
MT)Y ..................................................................... [ o ot = nr
__________________________________________ l

Rede

Figura 4: Topologia para realimentacdo de estados baseada em eventos.

3.2.1 Modelo da Planta em Tempo Discreto

Considere o seguinte sistema linear em tempo continuo:
z(t) = Acx(t) + Beu(t), (35)

onde x € R" e u € R s@o os vetores de estado e entrada do sistema, respectivamente, e
A. e B, sdo matrizes de dimensdes apropriadas.

Suponha que o estado do sistema z(¢) ¢ amostrado periodicamente por um sensor com
periodo T'. Além disso, considerando um segurador de ordem zero (ZOH), assuma que
o sinal de entrada u(¢) é mantido constante entre dois instantes de amostragem, ou seja,
u(t) = w(kT),Vt € [kT (k + 1)T]. Dessa forma, o seguinte sistema em tempo discreto
classico pode representar o comportamento do sistema (35) nos instantes de amostragem
(ASTROM; WITTENMARK, 1997):

zlk + 1] = Az[k] + Bulk], (36)

com:
T
A—eAT  p_p, / ersds,  xlk] = (kT), ulk] = u(kT), (37)
0

em que z € R" e u € R s@o os vetores de estado e entrada em tempo discreto, respecti-
vamente.

3.2.2 Controle com Amostragem Periédica

Agora, considere uma lei de controle de realimentagdo de estados dada por:
ulk] = K.xz[k], (38)

onde K. € R" € o ganho de realimentacdo projetado para estabilizar o sistema. Esta lei
de controle leva ao seguinte sistema em malha fechada:

zlk + 1] = (A + BEK,)xz[k]. (39)
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O ganho K, pode ser definido utilizando as técnicas cldssicas de projeto para sistemas
discretos, por exemplo, as descritas em (OGATA, 1995), (ASTROM; WITTENMARK,
1997). Se K. for escolhido de modo que (A + BK.) seja Schur-estdvel, entdo o sistema
em malha fechada sera assintoticamente estavel.

No entanto, observe que para garantir a estabilidade do sistema € necessario que o
sinal de controle seja transmitido para o atuador a cada instante de tempo 7'. Caso o
periodo de amostragem seja relativamente baixo, as atualiza¢des do atuador serdao muito
frequentes, o que pode levar a problemas de congestionamento da rede. Além disso, em
redes sem fio, o consumo de energia durante a transmissdo de dados pode ser critico.
Consequentemente, a ideia € ndo enviar o sinal de controle atualizado periodicamente,
através da implementacdo de um controle baseado em eventos.

3.2.3 Estratégia de Controle Baseado em Eventos

Utilizando-se esta estratégia de controle, a comunicacdo entre a planta e o controlador
ndo é periddica. O sinal de controle € transmitido ao atuador apenas nos instantes de
tempo n;, ¢ = 1,2,3..., levando a seguinte lei de controle de realimentagdo de estados:

ulk] = uln;| = Ke.zng|, Yk € [ni, nipq). (40)

Entdo, a cada instante de amostragem periddico ¢,=kT, deve ser realizada uma decisao
em relagdo a amostrar ou ndo o estado da planta. Tal decisdo € baseada em um evento
associado a evolucdo da funcao de disparo.

Neste trabalho, seguindo as ideias propostas em (TABUADA, 2007) e (HEEMELS;
DONKERS; TEEL, 2011), é definido:

zlk] = x[n;] — o[k] 41)
ou, equivalentemente, 6 [k] = x[n;] — x[k]. Assim, ¢[k] é uma medida da diferenca entre o
estado utilizado no cdlculo do sinal de controle na tltima transmissdo de dados e o atual
estado da planta. Assim, a equagdo do sistema (39) pode ser reescrita como:

[k + 1] = (A + BK.)z[k] + BK.6[k] (42)

Além disso, uma fung¢do de disparo f(d[k],xz[k]) é considerada, de forma que a estra-
tégia proposta consiste em aplicar o seguinte algoritmo:

Algoritmo 1 Estratégia de Controle Baseado em Eventos
if £ = 0 then
u[0] < K.z[0]
141
else
if f(d[k],x[k]) > O then
ulk] + K.x[k|
1 1+1
else
end if
end if
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Esse algoritmo implica que se em qualquer instante de tempo k£ € Z, a funcdo de
disparo f(d[k],x[k]) for positiva, o sinal de controle serd atualizado, ou seja, o sinal de
controle serd calculado a partir do valor do estado no instante atual e serd enviado para o
atuador.

Deseja-se entdo projetar uma funcdo de disparo f([k],z[k]) que garanta que o sis-
tema ¢é assintoticamente estavel sob a lei de controle (40). Além disso, deseja-se que 0s
parametros da funcdo sejam tais que o nimero de transmissdes entre o sensor e o atuador
seja reduzido, de forma a se obter uma diminui¢do no uso da rede de comunicag¢do do
sistema. Esses objetivos sdo resumidos no seguinte problema:

P1 Dado um ganho de realimentagdo de estados K., determinar uma fun¢do de disparo
f(d]k],z[k]) que garanta a estabilidade assintética do sistema e reduza o nimero de
eventos ocorridos em um determinado intervalo de tempo.

Além disso, existe ainda o problema de co-design, que pode ser formulado da seguinte
maneira:

P2 Determinar simultaneamente uma func¢éo de disparo f(d[k],z[k]) e um ganho de
realimentacdo de estados K. que garantam a estabilidade assintética do sistema e
reduzam o nimero de eventos ocorridos em um determinado intervalo de tempo.

3.3 Condicoes de Estabilidade Propostas

Nesta secdo serdo apresentadas condi¢des para a estabilidade do sistema sob a estra-
tégia baseada em eventos proposta. As condicdes serdo formuladas na forma de LMIs, o
que permite a aplicacdo de problemas de otimizacdo convexos para a resolucdo de P1 e
P2.

Neste caso, a seguinte funcdo de disparo quadrética serd utilizada:

fo[k], x[k]) = o[k]' Qs0[k] — x[k] Qox[K], (43)

com a condi¢do de disparo f(d[k], z[k]) < 0, ou seja, um evento serd gerado sempre que
a funcdo de disparo se tornar positiva.

3.3.1 Condicoes para a Sintese da Funcao de Disparo

Considere a seguinte fun¢ao quadrética candidata a fun¢ao de Lyapunov associada ao
sistema (42):

V(z[k]) = z[k] Px[k]. (44)
Seja AV (z) = V (z[k + 1]) — V (x[k]), tem-se que:

AV (z[k]) =z[k])' ((A+ BK.)P(A+ BK.) — P)x[k]+
2x[k]'(A + BK.) PBK 0[k]+ (45)
5[k (BK.) PBK_S[k].

Definindo-se um vetor auxiliar:

& = [x[k]" O[K]'T, (46)
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pode-se reescrever (45) na forma:

((A+ BK,)P(A+ BK.)— P) (A+ BK.)PBK

AV(IU{;]) :§0 % (BKC)/PBKC ¢ 5(/3 (47)

A partir da defini¢do de f(0[k], z[k]), pode-se afirmar que, caso
AV (alk]) — [k Qs0[k] + (k] Qplk] < 0, (48)

entdo AV (z[k]) < 0, desde que f(J[k], x[k]) < 0.
Note que a equagdo (48) pode ser reescrita como:

&Woéo < 0, (49)

com

T — ((A+ BK.)P(A+BK,) — P)+Q, (A+ BK, PBK, (50)
0 * (BK.)PBK.— Qs|
Assim, o seguinte teorema pode ser enunciado:

Teorema 3.1. Considere que K. é tal que o sistema em tempo discreto (39) é assinto-
ticamente estdvel sob uma estratégia de amostragem periddica. Se existirem matrizes
simétricas definidas positivas P, (), e Qs tais que

vy <0, (&2))

entdo o sistema em malha fechada (42) é assintoticamente estdvel sob a estratégia base-
ada em eventos proposta no Algoritmo 1, com a fungdo de disparo definida em (43).

Prova. Caso a relacdo (51) seja satisfeita, entdo (49) e consequentemente (48) também
serdo satisfeitas. Suponha agora que n;,y; —n; > 1l e k € (n;,n;11). Nesse caso, pelo
Algoritmo 1, tem-se que f(J[k],z[k]) < 0, ou seja

5[k]/Q55[k] - x[k]/QUES [k] <0 (52)
e, a partir de (48), segue que

Por outro lado, suponha que em um determinado instante &, f(d,2) > 0 (note que esta
situacdo inclui o caso n; 1 —n; = 1). Entdo, um evento ocorre e pelo Algoritmo 1 tem-se
que n; = ke d[k] = 0, o que também implica que

AV (z[k]) <0, Vk=n; i=12.. (54)

Como resultado, conclui-se que AV (z[k]) < 0,VEk > 0 e o sistema em malha fechada
¢ assintoticamente estavel. [

Observe que, paraum K. dado, (51) é uma LMIem P, (), e ()5 e, portanto, problemas
de otimizacao convexos podem ser formulados a partir desta condicao para a sintese de
@, e (5. A formulacdo destes problemas de otimizacao serd abordada na se¢do 3.5.
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3.3.2 Condicao para Co-Design

Para resolver o problema de co-design, € preciso considerar que K. é uma varidvel
a ser determinada. No entanto, quando isso é considerado, a desigualdade (51) deixa
de ser uma LMI devido aos termos onde hd a multiplicacdo entre K. e P. Para que a
desigualdade volte a ser uma LMI, observe que W, pode ser escrito de forma andloga
como:

_P o O* /

[ e _QJ + T, P, (55)
com:

M, = [(A+BK,) BK,). (56)

Aplicando-se o Complemento de Schur a (55), chega-se a:

—P+Q, 0. (A+BK.)

* —Qs (BK,) : (57)
* * -Ww
Pré e pés-multiplicando-se (57) por:
W 0. 0,
Mi=1|*x W 0, (58)
* ]

e definindo-se as varidveis W = P71, Ky = KW, Qwo = WQoW e Qs = WQsW,
obtém-se:

W +Qw, 0, WA +K|,B

Ty = % —Qws K|, B’ . (59)
* * 4

Assim sendo, pode-se enunciar o seguinte corolério:

Corolario 3.1.1. Se existirem matrizes simétricas definidas positivas W, Qw, e Qws e
uma matriz Ky de dimensdes apropriadas tais que

Uy <0, (60)

entdo o sistema em malha fechada (42) é assintoticamente estdvel sob a estratégia ba-
seada em eventos proposta no Algoritmo 1, com a funcdo de disparo definida em (43),
considerando Q, = W 1Qw.W =1, Qs = W LQwsW ! e 0 ganho de realimentacdo de
estados dado por K, = Ky W L.

Prova. A prova decorre diretamente da prova do Teorema 3.1, basta observar que T e
W, sdo congruentes, de modo que ¥, < 0 € equivalente a ¥ < 0. [

A utilizagdo de (60) para resolver P2 a partir de problemas de otimizacao sera discu-
tida na secao 3.5.
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3.4 Extensao ao Caso de Sistemas com Saturacao do Atuador

Nas secoes 3.2 e 3.3, foram realizados a implementacao e o projeto de um sistema de
controle baseado em eventos considerando que o atuador € capaz de fornecer um sinal de
entrada sem qualquer restricdo de magnitude para a planta. No entanto, essa situagdo nao
ocorre na prética, ja que existem limitacdes fisicas com relagdo a magnitude do sinal for-
necido ao sistema. Nesta secdo, os resultados apresentados anteriormente sdo estendidos
para tratar do problema da saturacdo em magnitude da saida do atuador.

3.4.1 Preliminares e Formulacao do Problema

Considere o sistema apresentado em (36). Caso seja considerada a saturagdo do atua-
dor, a entrada do sistema pode ser descrita por:

ulk] = sat(v[k]), 61)

onde v[k| é o sinal de saida do controlador e sat(v[k]) é a fungdo de saturagdo padrdo
definida em (21) . Esta funcdo pode ser reescrita como uma fung¢do do tipo zona-morta da
seguinte forma:

¢(v[k]) = v[k] — sat(v[k]). (62)
Considerando-se ¢(v[k]) e a lei de controle de realimentagdo de estados:
v[k] = K x[k], (63)
a equacdo da dinamica do sistema € dada por:
zlk + 1) = (A+ BK.)z[k] — Bo(vlk]). (64)

Por outro lado, aplicando-se a estratégia de controle baseado em eventos, a lei de
controle passa a ser dada por:

vlk] = v[n) = Kezng], Yk € [ng, nigq). (65)

Considerando (65) e a defini¢ao de  dada em (41), a equagdo da dindmica do sistema sob
a estratégia de controle baseado em eventos € dada por:

[k +1] =(A + BK,)z[k] + BKO[k] — Bo(v[k]). (66)

Além disso, uma fung¢do de disparo f(d[k],xz[k]) é considerada, de forma que a estra-
tégia proposta consiste em aplicar o seguinte algoritmo, andlogo ao Algoritmo 1:

Algoritmo 2 Estratégia de Controle Baseado em Eventos
if £ = 0 then
v[0] « K .x[0]
141
else
if f(d[k],x[k]) > O then
v[k] « K x[k]
1 1+1
else
v[k] < v[ny]
end if
end if
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Assim como na secdo anterior, deseja-se agora projetar uma funcdo de disparo
f(d]k],z[k]) > 0 que garanta uma determinada RAS para o sistema sob a lei de controle
(65) e deseja-se escolher parametros para essa fun¢dao de forma que o nimero de trans-
missdes de dados entre o sensor e o atuador seja reduzido. Assim sendo, os seguintes
problemas podem ser formulados:

P3 Dados um ganho de realimentagdo K. e uma regido R(Fp), determinar uma fungao
de disparo f(d[k],z[k]) que garanta que R(F,) € uma RAS do sistema em malha
fechada e reduza o nimero de eventos em um determinado intervalo de tempo.

P4 Dados um ganho de realimentacdo K. e uma fung¢do de disparo f(§[k],z[k]), maxi-
mizar a RAS garantida R(P) do sistema em malha fechada.

P5 Dado um ganho de realimentacdo K., simultaneamente determinar uma funcio de
disparo f(d[k],z[k]) que reduza o nimero de eventos em um determinado intervalo
de tempo e maximizar a RAS garantida R(P) do sistema em malha fechada.

Ja o caso de co-design pode ser formulado da seguinte forma:
P6 Resolver P3, P4 ou P5 e simultaneamente projetar o ganho de realimentagdo /..

3.4.2 Condicoes de Estabilidade Propostas

A seguir, sdo apresentadas as condi¢cdes de estabilidade utilizadas para resolver P3,
P4, P5 e P6.
Considere a seguinte funcio quadratica candidata a funcio de Lyapunov:

V(z[k]) = z[k] Px[k]. (67)
Definindo:
AV (z[k]) = V(zlk + 1]) = V(z[k]), (68)
e omitindo-se sua dependéncia em k tem-se que:

AV (z) =2'((A+ BK.)P(A+ BK.) — P)z+
§'K!B'PBK. + ¢/ B PBo+
27'(A+ BK,.)PBK.§ — 28 K!B'PB¢—
2¢'(A+ BK.) PBé.

(69)

Agora, note que o argumento da func@o ¢, ou seja, v[k|, pode ser escrito da seguinte
forma:

X

Ko +0) = [K. K] |}

} 2 K, (70)

onde K, = [Kc KC} eV = [x’ 5’]/. Com isso, a partir do Lema 2.2 e do Algoritmo 2
tem-se que, caso v € S = {v: (K, — G,)v < o}, entdo a seguinte relacao:

AV (z) = 20(K,v)'T(¢(K,v) — Gr) < §'Qs0 — 'Q,u, (71)
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comG, = [G1 G implicaem AV (z) < Ose f([k], z[k]) < 0. Note que definindo-se:

&=[2 & ¢ (72)
I, = [(A+ BK.) BK. —B], (73)

pode-se reescrever (71) como:

-P+Q, 0, G/T
51 * —Q5 GQIT + H&PHl 51 < 0. (74)
* * =2T

Logo, se

-P+Q, 0, G/T
* —Qs G'T| + H&PHl <0, (75)
* * 2T

garante-se (71). Aplicando-se o complemento de Schur a (75), tem-se que esta € equiva-
lente a:

—P+Q, 0. G/'T (A+ BK,)

% —Qs G'T  (BK.)
T, = . 525 _22T (_ B,) < 0. (76)
* * * —p!

Observe que (76) ndo é uma LMI. No entanto, pode-se definir W = P~!, S = T 1,
Qwoe = WQ,W e Gy, = G1W e, a seguir, pré e pés-multiplicar ¥; por

W 0, 0, O,

* I 0, 0,
I = * xS 0, 77

* % ox ]

obtendo-se:
—W+Qw, 0. Gui' W(A+ BK,)
_ * _Q§ G2, (BKC)/
¥y = * x =28 —SB’ <0 (78)
* * * -W

Assim, se Uy < 0, garante-se que AV (z) — §'Qsd + 2'Q,x < 0, desde que v € S.

Agora, deseja-se garantir que v € S, Vk > 0, o que pode ser feito garantindo-se que
v[0] € R(P) ={z: 2’Px < 1} e que R(P) C S, jd que, caso (78) seja satisfeita, entdo
R(P) é uma regido invariante. Para tanto, considere a seguinte relag@o:

V(K —G)pug?(K, —G)v <1, VYv:vAw <1, (79)

com

Ay = {1: gj . (80)
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Esta relacdo € equivalente a dizer que v € S sempre que /Av < 1, o que € equivalente a
seguinte expressao:

V(Ao — (K, — G)pg (K, — G,))v > 0. (81)
Pode-se afirmar ainda, a partir do Algoritmo 2, que se a desigualdade
V(Ao — (K, — Gpg (K, — Gy))v > Qo — §'Qs0 (82)

for satisfeita, (81) também o serd. Por meio do Complemento de Schur e da definicao de
v, K, e G,, a desigualdade (82) é verificada se:

P—-Q, 0. K.—-G)
M= = Qs K.-Gy| >0 (83)
%
Apesar de (83) ser uma LMI, para que ela seja utilizada em conjunto com (78), é

necessdrio que elas possuam as mesmas varidveis de decisdo. Isso pode ser conseguido
pré e pés-multiplicando-se (83) por:

W 0, 0,
Ly=1|x I 0,], (84)
* ok ]

obtendo-se:

W= Qws 0. WK — Gl
Ay = * Qs K.—G, > 0. (85)
* * 4

Com isso, pode-se enunciar o seguinte teorema:

Teorema 3.2. Considere que K. é tal que o sistema em tempo discreto (64) é assinto-
ticamente estdvel sob uma estratégia de amostragem periodica. Se existirem matrizes
simétricas definidas positivas W, Qw., (s, matrizes de dimensées apropriadas Gy, Go
e uma matriz diagonal S > 0 tais que:

Ty <0 (86)
Ay 20, (87)

entdo a regido R(P) = {x : 2/Px < 1} é uma RAS do sistema em malha fechada (66)
sob a estratégia baseada em eventos proposta no Algoritmo 2, com a fung¢do de disparo

definida em (43) e Q, = W 1Quw W1

Prova. Note que por hipétese ['; € uma matriz ndo-singular, de forma que sua inversa
Fl_l exista. Assim, caso ¥y < 0, entdo ¥, = Fl_l\IlgFl_l < 0 também sera verificado, ja
que V¥, e ¥, sdo congruentes. Aplicando-se o Complemento de Schur a (76), observa-se
que ¥, < 0 implica em (71).

Por sua vez, (71) garante que AV (z) < §’Qs0 — 2’'Q,x, desde que v € S. A partir
disso, seguindo 0 mesmo raciocinio apresentado na prova do Teorema 3.1 conclui-se que
AV (z[k]) < 0,quando v € S.
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Agora, deseja-se demonstrar que A, > 0 garante que v € S sempre que z(0) € R(P),
ou seja, que a condicao de setor € verificada quando as trajetérias do sistema iniciam na
RAS estimada. Para tanto, observe que [y é uma matriz ndo-singular, e que A, > 0
implica em F;lAQFz_l > 0 e consequentemente em (83) e (82), ja que Ay e Ay sdo
congruentes.

A partir do Algoritmo 2, pode-se afirmar que, para k € (n;, n;.1), a verificacdo de
(82) garante a verificagdo de (81), ja que §'Qs6 — 2'Q,x < 0. Além disso, para k = n;,
0 = 0 e a verificacdo de (82) também garante a verificacdo de (81), a qual garante que se
r € R(P), entdo v € S, e a condi¢do de setor € verificada. Assim, como R(P) é uma
curva de nivel de V' (z), tem-se que AV (z) < 0, Vo € R(P), concluindo-se que R(P) é
invariante e contrativo, sendo assim uma RAS do sistema (66). ]

O Teorema 3.2 ¢ suficiente para garantir a estabilidade local do sistema em questao.
A aplicacdo de problemas de otimizacdo para a resolugdo de P3, P4 e P5 sera abordada
na secdo 3.5.

Além da estabilidade local do sistema, é possivel ainda demonstrar a estabilidade
global do sistema caso este seja estavel em malha aberta, ou seja, caso A possua todos os
seus autovalores dentro de um circulo de raio unitario centrado na origem. Uma condicdo
suficiente para tanto € apresentada no seguinte corolario:

Corolario 3.2.1. Considere que K. é tal que o sistema em tempo discreto (64) é assin-
toticamente estdvel sob uma estratégia de amostragem periddica. Se existirem matrizes
simétricas definidas positivas W, Qw,, Qs e uma matriz diagonal S tais que:

W +Qw, 0, WK' W(A+ BK,)

* — K’ BK.)
A A R 9
* * * -W

entdo a origem do sistema em malha fechada (66) é globalmente assintoticamente estdvel
sob a estratégia baseada em eventos proposta no Algoritmo 2, com a fungdo de disparo

definida em (43) e Q, = W 1Quw W1

Prova. A desigualdade (88) é idéntica a (78) com GG, = K. Neste caso, a condi¢do de
setor é satisfeita Vv € R?", isto é, S = R?". O restante da prova decorre da prova do
Teorema 3.2 OJ

3.4.3 Co-Design

Para o problema de co-design, ou seja, considerando-se /K. como uma varidvel, as
desigualdades (86) e (87) deixam de ser LMIs. Para que as desigualdades voltem a ser
afins nas varidveis de decisdo pode-se definir Gy, = GoW e Ky = K W e realizar-se
as seguintes transformacgdes de congruéncia:

T30yl = Uy, TyA T, = Ay (89)
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onde:
e
Ty = x x I 0,] e 0
x k]
x ok % ]
W+ Qw, 0, Gwi WA + KB’
T * —Qws Gwo' Ky B’
Uy = * % —25 —-SB’ O
* * * W
N W - QWO’ O* K[,/V - {/Vl
Ay = * Qws Ky —Gwa| . 92)
* * e

Com isso, o seguinte coroldrio referente ao problema de co-design para o sistema com
satura¢do do atuador pode ser enunciado:

Corolario 3.2.2. Se existirem matrizes simétricas definidas positivas W, Ky, Qwo, Qws,
Gw1, Gwe e uma matriz diagonal S tais que

Uy < 0, (93)
Ay >0 (94)

entdo a regido R(P) é uma RAS do sistema em malha fechada (66) sob a estratégia
baseada em eventos proposta no Algoritmo 2, com a fungdo de disparo definida em (43)
Qo =W 1Qw, W1 Qs =W QwsW e K. = KW

Prova. A prova decorre diretamente da prova do Teorema 3.2, bastando observar que Vo
e U, sdo congruentes, assim como As e Ay também o sdo. O

Observacao 1: O Coroldrio 3.2.2 pode ser utilizado para provar a estabilidade global
quando aplicdvel. Para tanto, basta considerar Gy = Gy = Ky e descartar a restricdo
(94).

Esta condicdo de estabilidade é uma LMI nos termos W, Qw,, Qws € Ky,. Assim,
€ possivel utiliza-la para resolver P6 através de problemas de otimizagdo convexos, como
seré discutido na préxima secao.

3.5 Problemas de Otimizacao

Nas secoes 3.2 e 3.4 foi proposta uma estratégia de controle baseado em eventos para
sistemas em tempo discreto e condi¢des para a estabilidade do sistema sob esta estratégia
foram fornecidas. No entanto, a funcio de disparo na qual a estratégia é baseada possui
elementos a serem determinados, notadamente (), e ()5, que sdo varidveis livres nas LMIs
dos Teoremas 3.1 e 3.2. Deseja-se entdo encontrar uma forma numérica para determinar
Q. e Q5. Além disso, no caso do sistema com atuador saturante, deseja-se ainda garantir
a estabilidade do sistema dentro de um conjunto de estados iniciais, ou maximizar este
conjunto para uma determinada fun¢do de disparo.

Com esse objetivo, nesta se¢do sdo propostos problemas de otimizagdo convexos ca-
pazes de determinar os pardmetros da funcdo de disparo de forma a reduzir a atividade
de transmissao de dados na rede. Ademais, condi¢des para especificar ou otimizar alguns
critérios de performance do sistema serdo fornecidas.
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3.5.1 Reducio do Nimero de Transmissoes

A reducdo no nimero de transmissdes de dados realizadas entre os nds sensor e atua-
dor do sistema, e a consequente redu¢io no consumo de poténcia e na utilizagcao da largura
de banda da rede € uma das principais vantagens do controle baseado em eventos em re-
lagdo as estratégias classicas de controle. Sendo assim, a aplicacdo de um problema de
otimizag¢do capaz de projetar (), e (s a fim de antingir esse objetivo € de grande interesse.
No entanto, a efetiva redu¢ao do nimero de amostras em um determinado intervalo € uma
tarefa complexa. Neste sentido, o objetivo dos problemas de otimizagdo discutidos nessa
secdo pode ser visto da seguinte forma: dado um evento, maximizar o intervalo minimo
de tempo até a ocorréncia do proximo evento. Com isso, tende-se a reduzir o ntimero de
transmissdes de dados pelo sistema de controle, abordando-se assim o P1.

Para tanto, observe a partir da funcado de disparo, tem-se que:

f(é[k]’ {L‘[k?]) S 5[k],5[k:]/\mam(Q6) - ‘T[k]/x[k]/\mm(Qa) (95)

Note que no pior caso, ou seja quando a restricao € uma igualdade, a condi¢do de disparo
pode ser dada por:

<1, (96)

e um evento ocorrerd quando:
Sk) (k) Aae (Qs) — x[k) 2[k] Ain(Qo) = 0. 97)
Como Apin (Qo) ™t = Anae (@), (96) pode ser escrita como:

/
%U(Qa, Q<1 (98)
comn(Qs, Q;1) = Mnaz(Qs) Amaz (Q5 ). Aideia, entdo, consiste em minimizar 7(Qs, Q5 '),
de forma que o tempo minimo para que «y evolua de 0 para 1 (ou, equivalentemente, para
f(0[k], z[k]) evoluir de —z[n;])'Q,x[n;] para 0) seja aumentado. No entando, n(Qs, Q, ')
ndo € uma fun¢do convexa, entdo, para formular uma fun¢@o objetivo convexa pode-se
minimizar a diferenca entre os pardmetros (s € (), minimizando-se assim uma aproxi-
magio de 7(Qs, Q,'). Fixando-se Qs = I e limitando-se (), na forma @, = pI, o valor
de p que minimiza a fungfo objetivo aproximada é o mesmo que minimiza 7(Qs, Q).

Nesse contexto, o seguinte problema de otimizag¢ao aplicdvel ao Teorema 3.1 pode ser
proposto:

PO 1:

minimizar —p 99)
sujeito a:  (51)

onde (), = pl e )s = I. Nesse caso, a verificacdo da fungdo de disparo é reduzida a
§[k]'6[k] < px[k])'z[k], ou, de forma alternativa, ||3[k]|| < p'/?||z[k]||, tornando explicito o
quanto os estados podem desviar do seu dltimo valor transmitido antes de um novo evento
ocorrer. Além disso, esse caso leva a mesma estrutura da fungdo de disparo comumente
encontrada na literatura, como em (TABUADA, 2007) e (TALLAPRAGADA; CHOPRA,



40

2012) no contexto de sistemas continuos, e em (HEEMELS; DONKERS; TEEL, 2011)
no contexto de sistemas discretos. Outro fator importante desta funcdo é que o processa-
mento necessario ao monitoramento da fungdo de disparo € reduzido.

Um segundo método intuitivo € considerar que (), ¢ uma matriz na forma (), =
diag(p1,...,pn), permitindo que cada varidvel de estado tenha um desvio maximo distinto.
Assim, seja py a solucdo 6tima do PO 1, o seguinte problema de otimizagdo pode ser
aplicado ao Teorema 3.1:

PO 2:

minimizar —trago(Q,) 100
sujeito a:  (51), Qs > pol (100)
onde Qs = I e Q, = diag(ps,...,pn), reduzindo a verificagdo da fungdo de disparo a
S 0alkl < S s / *z4[k]||. Basicamente, esse método considera o valor com-
putado em PO 1 como o menor autovalor admissivel de (), e tenta maximizar seu trago.
Observe que qualquer melhoria obtida em traco((),,) significa que alguns estados serdo
permitidos desviar mais do que no caso anterior, levando a uma redu¢do no nimero de
transmissdes. Note que, caso a restricdo (), > pol ndo seja utilizada, ndo ha garantias
de que o resultado obtido levard a uma maior intervalo entre eventos em relagao ao PO
2, j4 que a minimizagdo de —trago((),) com Qs = I ndo implica necessariamente na
minimizagdo de 7(Qs, Q).

Apesar de simples e intuitivos, estes métodos sdo um tanto conservadores. Uma abor-
dagem mais genérica é permitir que tanto ()5 quanto (), sejam matrizes definidas positivas
livres. Dessa forma, novos graus de liberdade sao adicionados e, portanto, o conservado-
rismo € reduzido. Para tanto, sendo py a solucio 6tima do PO 1, o seguinte problema de
otimizag¢do pode ser aplicado ao Teorema 3.1:

PO 3:

minimizar trago(Qs — Q,) (101
sujeito a (51)7 Qa > pOI) Q5 < ]7

onde ()5 e (), sdo matrizes definidas positivas livres. Esse método engloba os resultados
dos PO 1 e 2, ja que estes resultados sdo casos particulares de PO3, tendendo a levar
a um menor nimero de transmissdes de dados. No entanto, a verificagdo da funcdo de
disparo requer um esforco computacional maior, precisando calcular o valor das formas
quadriticas §[k])'Qs0[k| e x[k)' Q. x[k] a cada instante, oferecendo um compromisso entre
uma menor utilizacdo dos recursos da rede e o esforco computacional.

3.5.2 Reducao do Nimero de Transmissoes com RAS Garantida

Os problemas de otimizacdo apresentados até entdo sdo aplicdveis apenas a sistemas
nos quais a saturacdo nao € considerada, ou seja, sdo aplicdveis apenas as condi¢des do
Teorema 3.1 e a resolug¢do de P1. Quando se trata de sistemas com atuadores saturantes,
e a resolucao de P3, algumas modificacdes nos problemas de otimizagdo propostos sdao
necessdrias, devido a trés problemas principais:

a) Nao € possivel fixar um dos pardmetros;

b) (), ndo é uma variavel de decisido nas LMIs.
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¢) Nao hd nenhuma garantia em relagdao ao tamanho da RAS do sistema.

O primeiro problema surge das restricdes necessdrias a inclusdo da condi¢do de setor.
Como ¢é necessdrio que v/ (Ao — (K, — G))pg *(K, — G,)))v > 0, ndo é possivel garantir
que haja factibilidade caso ()5 possua um limite superior fixo. Isto é facilmente tratado
considerando-se um ()5 varidvel, como Q)5 = Qsque OU Qs = psl.

J4 o segundo problema € oriundo da mudanca de varidveis requerida para que a for-
mulagdo do Teorema 3.2 se dé em forma de LMIs. Com isso, (), aparece apenas de
forma implicita nas LMIs, ja que Qw, = WQ,W. Para tratar este problema considere a
seguinte desigualdade:

* Qo
Note que caso esta equagdo seja satisfeita, pelo Complemento de Schur e pela defini¢ao
de Qw.,, estard assegurado que WQ,W > WQ;'W e consequentemente Q, > Q1.
Assim, a minimizagio de 7(Qs, Q),) implica na minimizagdo de um limitante superior
para 1(Qs, Q;")

Por outro lado, o tdltimo problema € relevante do ponto de vista pratico de projeto
do sistema. Caso ndo seja especificada uma RAS garantida, as condigdes de disparo
podem ser tais que a regido de atragdo se torne extremamente pequena, de forma que a
aplicacdo do sistema se torna praticamente invidvel. Para lidar com esse problema, pode-
se considerar a inclusdo de uma regido pré-determinada R(Fy) = {z : ' Pyx < 1} na
RAS estimada do sistema. Assim, caso R(FP)) C R(P), garante-se que a regido pré-
determinada seja assintoticamente estdvel. Isso pode ser feito a partir da seguinte LMI:

w1
|: x PO

{QW” Wi (102)

} - 0. (103)

Observe que caso (103) seja satisfeita, entdo, aplicando-se o Complemento de Schur,
W — Pyt > 0, que é equivalente a P < P,. Assim, garante-se que Ry C R, jd que
x € Roimplicaem z € R.

Com isso, o seguinte problema de otimizagdo, andlogo ao PO 1, pode ser proposto no
contexto de sistemas com saturagao:

PO 1s:
mm‘nTnzar 5+ Po (104)
sujeito a:  (86), (87),(102), (103).

onde Q, = p,I e Qs = psI. Este problema de otimizacdo leva 2 minimizacdo de p; e
P, implicitamente maximizando p,. Note ainda que ndo ha garantias de que (), estara
na forma p/. No entanto, observe que (104) garante que AV < §'Qs0 — 2'Q,z. Como
Qs > po 11, entdo AV < §'Qsd — p, 'a'w, e pode-se considerar Q, = p, 11, o que
garante a estabilidade do sistema.

Ja o PO 2 pode ser formulado para sistemas com saturacdo da seguinte forma, consi-
derando p;, € p,, como a solucdo 6tima de p; € p, obtidas pelo PO 1s:

PO 2s:

minimizar traco(Qs + Q)

_ 105
sujeito a: (86),(87),(102), (103), Qs < ps, I, Qo < po,l, (19



42

com Q; = diag(ps,,...,s,) € Q, = diag(ps,, .., ps, ). Novamente, caso (), nio esteja na
forma desejada, pode-se considerar Q, = Q.

Por sua vez, o PO 3 pode ser aplicado a sistemas com atuadores saturantes como
segue:

PO 3s:

minimizar traco(Qs + Q) (106)
sujeito a:  (86),(87),(102), (103), Qs < ps, 1. Qo < oy
onde @5 e Q), sio matrizes definidas positivas livres.

E importante ressaltar que a escolha da regidio a ser incluida na RAS influencia na fun-
cdo de disparo projetada. Caso a atividade de disparo do sistema com a fun¢do projetada
para um determinada regido garantida seja muito elevada, € possivel reprojetar a funcao
de disparo considerando uma regido garantida menor, o que tende a levar a uma redugao
em tal atividade. Além disso, se a regido a ser incluida na RAS for muito grande, as LMIs
podem se tornar infactiveis, o que significa que ndo hd garantia de estabilidade.

3.5.3 Maximizacdo da RAS Estimada

Alternativamente, € possivel que a funcdo de disparo ja tenha sido projetada para aten-
der a um determinado requisito da rede de comunicacdo e deseja-se que a RAS estimada
seja maximizada, ou seja, deseja-se resolver P4. Nesse cendrio, sejam (05 e (0 os para-
metros prescritos para a funcdo de disparo, o seguinte problema de otimizagao possibilita
a maximizagao da RAS estimada:

PO 4:

minimizar trago(Fy)

sujeito a:  (86), (87),(102),(103), Q, < Q' Qs = Q3. (107
Observe que caso Q, < Q*7!, entdo Q, > Q*~!, de forma que a estabilidade da fungdo
de disparo prescrita estd garantida, pois AV < §Q36 — 2'Q;'x < §'Q%6 — 2'Qx. Note
também que este problema de otimizagdo considera a maximizagdo do elipséide R ()
inscrito na RAS estimada do sistema R (P), implicitamente maximizando a mesma.

E possivel, no entanto, que se deseje maximizar a RAS estimada em uma dada dire-
cdo, pois, por exemplo, considera-se a variacdo mdxima de um determinado estado mais
importante que a dos outros, ou para atender condi¢des de inicializagcdo especificas. Nesse
caso, sendo d um vetor que determina a direc@o a ser maximizada, os valores de z € R(P)
nesta direcdo serdo sempre um muitiplo de d, de forma que o limite de R(P) na diregio
do vetor € dado por:

x=0d:1—0dPdj >0, (108)

onde 6 é um escalar. Aplicando-se o Complemento de Schur a relacdo (108) chega-se a
seguinte forma equivalente:

[1 od'

. W} > 0. (109)

Dessa forma, a maximizacgéo de R(P) na dire¢do d pode ser realizada pelo seguinte
problema de otimizacao:
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PO 5:
minimizar —6

N _ o . (110)
sujeito a:  (86), (87),(102),(109), Q, < Q; ", Qs = 5.

3.5.4 Otimizacao Multiobjetivo

Pode-se ainda considerar o caso em que nem a funcio de disparo nem a RAS a ser ga-
rantida sdo especificados, e deseja-se que ambos sejam otimizados, o que estd relacionado
aresolucdo de P5. A vista disso, é necessdrio que o projetista determine um compromisso
entre os objetivos da funcdo, por meio de um fator de ponderacdo. Assim, o seguinte
problema de otimizacao multiobjetivo pode ser proposto:

PO 6:
minimizar o (trago(Po)) + o (,05 + ,50)

. (111)
sujeito a:  (86), (87), (102), (103),

onde Q, = p,I e Qs = psI e a1 e v sio fatores de ponderagio determinados pelo pro-
jetista. Assim, quanto maior for 1, mais importancia serd dada a maximiza¢ao da RAS
estimada. Por outro lado, quanto maior for a5, mais importancia serd dada a reducdo do
atividade de disparo do sistema. Alternativamente, a RAS pode ser maximizada em uma
determinada dire¢do substituindo-se trago(Fy) por —6 e a restricdo (103) pela restricdo
(109).

3.5.5 Otimizacao com Garantia de Taxa de Decaimento

E possivel que se deseje adicionar uma garantia de taxa de decaimento exponencial
do sistema, ou seja, deseja-se garantir que ||z[k]|| < BaF||x[0]]|. Essa situagdo ocorre, por
exemplo, quando € necessdrio impor um limite na degradacdo da performance do sistema
em relacdo ao sistema operando sob uma estratégia periddica. Além disso, essa situagao
¢ ainda mais relevante quando se trata do problema de co-design, ja que a priori a Gnica
restricdo em K. € que este seja tal que o sistema seja estavel em malha fechada, de forma
que o tempo de acomodagdo do sistema possa se tornar muito elevado.

Para esse fim, considere a seguinte desigualdade:

AV (z[k]) < (o — 1)z[k) Pz[k]. (112)
Caso essa restricdo seja satisfeita, entdo
o[k + 1) Pzlk + 1] < o*z[k)' Pz[k], (113)

e tem-se que 5 = \paa(P)/ Amin(P).
Considerando o Teorema 3.1, a restricdo pode ser incluida verificando-se a seguinte

LMI:

U, < [(0‘2 - P 8} (114)
em vez de (51). No caso do co-design, a seguinte LMI pode ser utilizada:

¥, < {(0‘2 - )W 8*] . (115)

Ja no que concerne ao Teorema 3.2, a restri¢do (112) pode ser incluida verificando-se
(115) em vez de (86) e substitundo-se W por ¥,. No caso do co-design, a mesma LMI
pode ser utilizada no lugar de (93) substituindo-se ¥, por Ws.
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3.5.6 Co-Design

O projeto simultaneo da funcdo de disparo e do ganho do controlador acarreta em
uma nova dificuldade na aplicagdo dos problemas de otimizacdo propostos, semelhante
ao problema b) da secdo 3.5.2, pois tanto ()5 quanto (), ndo sdo varidveis de decisdo nas
LMIs. Assim, para abordar P2 e P6 pode-se considerar a restricdo adicional (102) e a
restri¢do:

Qs I

a qual, segundo o Lema 2.6, garante que Qs > ;. Dessa forma, minimizando-se
n(Qs, Q,) Com isso, o seguinte problema de otimizagdo, andlogo a PO1, pode ser pro-
posto:

PO 7:

minimizar ps + p,
sujeito a:  (60), (102), (116), (117)
(ou (93),(94), (102), (116), (103),

onde Qs < psI e Q, < p,I. O primeiro conjunto de restrigdes se aplica ao caso
linear, enquanto o segundo conjunto de restricdes se aplica ao caso com saturacdo do atu-
ador. Seguindo a mesma metodologia, um resultado menos conservador pode ser obtido
utilizando-se um problema andlogo a PO3, a partir dos resultados de PO7. Para tanto, o
seguinte problema de otimizac¢io pode ser proposto:

PO 8:

minimizar tr(Qs + Q)
sujeito a:  (60), (102), (116),
Qs < psl, Qo < pol, (118)
(ou (93),(94),(102), (116), (103),
Qs < psl, Qo < pol),

onde ps € p, sdo as solucdes 6timas de PO7, e o primeiro conjunto de restri¢des se
aplica ao caso linear enquanto o segundo se aplica ao caso com saturacdo do atuador.
Novamente, este resultado engloba o resultado de PO7, tendendo a um menor grau de
conservadorismo.
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3.6 Exemplos Numéricos

Nesta secdo sao apresentados exemplos numéricos visando validar os resultados obti-
dos neste capitulo, bem como comparar estes resultados aos encontrados na literatura.

3.6.1 Exemplo 1: Sistema Linear Instavel

Considere o seguinte sistema instdvel em tempo continuo utilizado em (SBARBARO;
TARBOURIECH; GOMES DA SILVA Jr, 2014), modelado por (35) com:

01 1
A, = [4 0], B, = M, K.=[-6 -3]. (119)

Seguindo a metodologia apresentada, obtém-se um modelo como o descrito em (36),
considerando um periodo de amostragem nominal 7" = 0,05s, chegando-se as seguintes
matrizes:

Ao {1,0050 0,0501} B= {0,0501} | (120)

0,2003 1,0050 0,0050

Com o sistema disposto dessa forma, deseja-se agora projetar os parametros da funcao
de disparo de modo a se obter uma reduciao no nimero de transmissdes de dados entre o
sensor e o atuador. Para isso, pode-se aplicar o PO 1, encontrando-se py = 0.0889. A
partir disso, caso se deseje obter uma redugdo ainda maior no nimero de transmissoes,
PO 2 e 3 podem ser utilizados. O PO 2 fornece a seguinte matriz:

0,4189 0,0000
Qo = { * 0,0889} ‘ az2h
Por sua vez, o PO 3 chega aos seguintes resultados:
0,4189 0,0000 ~ 10,8182 0,3637
o = { * 0,08891 - Q5= { x 0,27281 ' (122)

A titulo de comparacdo, a modelagem PWL proposta em (HEEMELS; DONKERS; TEEL,
2011) foi aplicada, encontrando-se um opy;, = 0,2983. Isso € equivalente a uma fungao
de disparo f(d[k],z[k]) com Q5 = I e Q, = 0,08901, ou seja, um resultado muito similar
ao obtido pelo PO 1. No entanto, é importante lembrar que este valor de opyy;, foi ob-
tido por meio de uma busca linear no parametro, tendo assim um custo computacional de
projeto elevado.

Para aferir o desempenho das diferentes funcdes de disparo projetadas, o sistema em
malha fechada foi simulado com as seguintes condicoes iniciais:

z[0] = [_217152 5} : (123)

e um tempo de simulag@o de 10s, ou seja, k € [0, 200]. A Tabela 1 apresenta o niimero de
eventos ocorridos durante o intervalo de tempo da simulagdo para cada fun¢do de disparo
e para o caso periddico. Tanto a funcdo projetada pelo PO 1 quanto a projetada pelo
método de (HEEMELS; DONKERS; TEEL, 2011) geraram 51 eventos, o que demonstra
que, neste exemplo, a reducdo de conservadorismo obtida pela modelagem PWL foi muito
pequena. Ja a fungdo projetada pelo PO 2 gerou 37 eventos, apresentando uma redugdo
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Tabela 1: Exemplo 1: Comparag¢do do numero de eventos gerados por cada fungdo de
disparo.

Projeto da Funcio de Disparo Niimero de Eventos
Modelagem PWL 51
PO 1 51
PO 2 37
PO 3 29
Amostragem Periodica 201

considerdvel. Por sua vez, a funcdo projetada pelo PO 3 gerou apenas 29 eventos, o
que representa 14,5% dos instantes de tempo periddicos, evidenciando a importincia dos
graus de liberdade adicionais na redugdo da utiliza¢do dos recursos da rede.

As Figuras 5 e 6 apresentam a evolucdo dos estados, enquanto a Figura 7 apresenta a
evolugdo do sinal de controle para cada método. E perceptivel que quanto menos trans-
missdes de dados ocorrem, mais a resposta do sistema desvia daquela obtida com atu-
alizacdes periddicas do sinal de controle, e o sistema se torna mais oscilatério, ja que
no intervalo entre dois eventos o sistema instavel estd efetivamente operando em malha
aberta. Esta caracteristica instdvel da planta é muito evidente ao se observar a evolucio do
estado z; com a func¢do de disparo projetada pelo PO 3, onde pode-se notar que o estado
tende a divergir entre duas atualiza¢cdes do sinal de controle.

Além disso, na Figura 8 s@o apresentados os intervalos entre eventos, ou seja, cada
ponto representa um evento, e sua magnitude representa o tempo decorrido desde o tltimo
evento. Nesta figura, pode-se observar que o intervalo entre eventos aumenta considera-
velmente ao utilizar-se PO 2 em relacdo a PO 1, e aumenta sensivelmente ao utilizar-se
PO 3 em relagdo a 2, com a exce¢do de dois eventos, nominalmente k = nig e k = noy,
para os quais o intervalo foi substancialmente maior, o que ocorre devido a estrutura de
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Figura 5: Evolucdo do estado ;.
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Figura 6: Evolucdo do estado x5.

(2s. Para melhor entender esse fendmeno, considere a seguinte decomposi¢do de ()s:
Qs =VQ5V", (124)

onde Q§ = diag(Anin, -+, Amaz) € V' € uma matriz ortogonal formada concatenando-se os
autovetores de ()s. Para o caso em particular deste exemplo, tem-se que:

0,0910 0.0000 0,4472 —0,8944

A _ —
Qé‘[ . 1,0000]’ Vi=lo vl =] sou —oaara]- (125)

Assim, espera-se que a ocorréncia de eventos seja reduzida quando ¢ [k] tiver a mesma
direcdo de v;. Analisando-se d[k] no intervalo k& € (ny7, nig) verifica-se que o angulo
formado entre §[k] e vy varia entre 0,016 rad em k = ny7 + 1 e 0,203 rad em k = nyg — 1.

16
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Figura 7: Evolucgdo do sinal de controle .
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Figura 8: Tempos entre eventos.

De forma similar, este angulo varia entre 3,128 rad em & = ngy + 1 e 2,937 rad em
k = n9; — 1, conforme esperado.

3.6.2 Exemplo 2: Sistema Linear Instavel e Co-Design

Considere o sistema instdvel em tempo continuo apresentado em (HEEMELS; DON-
KERS; TEEL, 2011), modelado por (35) com:

0 1 0
A= {_2 3] , B, = M , Koo=1[1 —4]. (126)

O sistema discreto, com 7" = 0,05s, é dado por:

A {0,9974 0,0539] B- {0,0013} . (127)

—0,1078 1,1591 0,0539

Para testar a eficiéncia do método de co-design, serdo projetadas fungdes de disparo para o
ganho K, dado, e na sequéncia, o ganho de realimentac¢ao serd projetado simultineamente
a fun¢ao de disparo visando minimizar a geragao de eventos. Projetando-se a fungdo de
disparo por meio do PO 1, encontra-se p = 0,0299, e nenhum melhoramento é obtido
com o PO 2. Ja o PO 3 obtém as seguintes matrizes:

0,0299 0,0000 0,1438 —0,2140
} , Qs = { } . (128)

Qf’:[ « 0,0299 % 0,9465

Por sua vez, a modelagem PWL obtém opy;, = 0,2425, o que é equivalente a Qs = [ e
Q- = 0,05881. Pode-se observar que neste exemplo, a abordagem PWL € consideravel-
mente menos conservadora.

Agora, deseja-se projetar simultaneamente um ganho K. e uma fun¢do de disparo que
reduzam o ndmero de transmissdes de dados necessarias e garantam a estabilidade do sis-
tema. Além disso, K. havia sido projetada pelo método baseado em emulacgdo, ou seja,
era tal que o sistema periddico fosse estavel e respeitasse determinado critério de perfor-
mance. Os autovalores de A+ BK . eram 0,9711 + 0,0431. Para que os resultados sejam
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Tabela 2: Exemplo 2: Comparag¢do do numero de eventos gerados por cada fungdo de
disparo.

Projeto da Funcio de Disparo Niimero de Eventos

Modelagem PWL 66
PO1le2 86

PO 3 75
Co-Design com PO7 29
Co-Design com POS8 21

Amostragem Periddica 301

compardaveis, uma restri¢do foi adicionada as LMIs de forma a posicionar os autovalores
de A + BK, dentro da intersec¢ao de um disco centrado em 0,9711 e com raio 0,0431 e
um disco centrado na origem com raio 0,9720, utilizando-se a metodologia proposta em
(CHILALI; GAHINET, 1996). Com isso, os resultados obtidos foram:
0,0233 0,0007 ~ 10,0283 —0,1259 B B
Qo = { . 070208} , Qs = { . 0.5602 } , K. =[1,0319 —4,5898] (129)
Para avaliar a eficdcia do projeto, o sistema em malha fechada foi simulado com as
seguintes condi¢des iniciais:

(130)

e um tempo de simulagdo de 15s, ou seja, k& € [0, 300]. O nimero de eventos ocorridos
durante este intervalo de tempo pode ser encontrado na Tabela 1. Pode-se observar a dras-
tica redugdo proporcionada pelo método de co-design, com apenas 21 eventos gerados, o
que corresponde a 6,91% dos instantes de tempo periédicos.

A evolugdo dos estados € apresentada na Figura 9. Nota-se que conforme o numero
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Figura 9: Resultados de simulacdo para o Exemplo 2
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de eventos diminui, o sistema se torna mais amortecido. Este comportamento € oposto ao
encontrado no exemplo anterior, onde o sistema se tornava mais oscilatério com a redu-
cdo das transmissoOes de dados, o que indica que as restricdes de comunica¢ao impostas
ao sistema causam uma degradagdo na performance, mas a forma que essa degradacdo
tomard na dindmica do sistema pode variar. Além disso, analisando-se os intervalos entre
eventos, pode-se verificar o aumento considerdvel no tempo decorrido entre cada evento
ao se utilizar o método de co-design proposto.

Analisando os resultados, pode-se verificar que neste exemplo a redugdo de conser-
vadorismo propiciada pela modelagem PWL ¢é relevante. No entanto, verifica-se ainda
que o método de co-design apresenta um desempenho amplamente superior na redugdo
de conservadorismo. Com isso, observa-se que, apesar de conveniente, o projeto baseado
em emulacdo leva a resultados bastante conservadores.

3.6.3 Exemplo 3: Sistema Instavel Sujeito a Saturacao

Considere o sistema sujeito a saturacdo apresentado em (WU; REIMANN; LIU, 2014),
que representa o modelo linearizado de um péndulo invertido, com:

1,0018 0,01 ~ [~0,001 - -
A= [ 0,36 1,0018]’ B= [_07184}, o =1, T=0,01s. (131)

No trabalho citado, o ganho de realimentagcdo de estados K. foi projetado de modo a
maximizar a RAS estimada R(P,,1) £ X; para uma dada funcio de disparo. Para a
condigdo de disparo ||d[k]|| < 0,1||z[k]||, o método proposto naquele trabalho encontrou
K. = [6,3717 2,6619]. Note que esta funcio ¢ equivalente a f(5[k],z[k]) definida em
(43) com:

0,01 0 10
Qaz{ 0’01], Qs = L 1}. (132)

*

Agora, serd aplicado o PO 1s para projetar uma funcdo de disparo cuja RAS estimada
R(P,1) contenha X). Isso pode ser feito considerando-se Py = P, na LMI 103. Com
18s0, obtém-se:

0,0342 0 0,9156 0
1 , Qs = { 1 . (133)

QUZ{ x 0,0342 x 09156

Além disso, um problema de co-design pode ser aplicado para simultaneamente projetar
um ganho de realimentacdo K. e uma fun¢do de disparo que reduzam a utilizagdo dos
recursos de rede e garantam a estabilidade na regido R que contenha &, utilizando-se o
PO 7, obtendo-se:

K. — [5,3860 2.2053], O, — [0,0355 0,0001} 0= [0,8799 0,4047

x  0,0353 . 0,3953] (134)

A Figura 10 apresenta X; e R onde pode-se ver que X7 C Ry.
Para comparar os resultados, o sistema foi simulado considerando-se a seguinte con-
dicdo inicial:

2[0] = [g;] . (135)
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Trajectories

Figura 10: RAS estimadas para o sistema. Em vermelho, o resultado obtido em (WU;
REIMANN; LIU, 2014), em azul, o obtido aplicando-se o PO 8 e em preto, trajetdrias
obtidas utilizando-se K,

e um tempo de simulagdo de 10s, ou seja, com k& € [0,1000]. A Tabela 3 apresenta o
nimero de eventos ocorridos com a utilizacdo de cada func@o de disparo. Analisando-se
os resultados, fica evidente que o método proposto neste trabalho é menos conservador
do que o proposto em (WU; REIMANN; LIU, 2014), j4 que o Teorema 3.2 conseguiu
demonstrar a estabilidade para uma funcdo de disparo que gera menos eventos em um
determinado intervalo de tempo. Além disso, novamente o co-design se mostrou mais
eficiente reduzindo a ocorréncia de eventos do que o método baseado em emulacdo.

Pode-se ainda fixar a funcdo de disparo e o ganho de realimentacdo e, a seguir, resolver
PO 4 para maximizar a RAS estimada. Assim, utilizando-se K, = [6,3717 2,6619} e
@, e ()5 definidas em (132), obtém-se a seguinte matriz P:

(136)

[ [4,2889 0,5408}

«  0,2296

Como exposto em (TARBOURIECH et al., 2011), o volume do elipsdide estimado €
proporcional a y/det(P~1). Assim, pode-se facilmente comparar o volume dos elipséides

Tabela 3: Exemplo 3: Comparac¢do do nimero de eventos gerados por cada fungdo de
disparo.

Projeto da Funcao de Disparo Numero de Eventos
(WU; REIMANN; LIU, 2014) 218
PO 1s 130
Co-Design com OP7 96
Co-Design com OP8 90

Amostragem Periddica 1001
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306 04 02 0 02 0.4 0.6

Figura 11: RAS estimadas para o sistema. Em azul, o resultado obtido em (WU; REI-
MANN; LIU, 2014) e em vermelho, o obtido aplicando-se o PO 4.

R(P.) e R(P), sendo que este possui um volume 52,3% maior do que aquele, como pode
ser visto na Figura 11.

3.6.4 Exemplo 4: Relacio entre a RAS Garantida e a Func¢io de Disparo

Na secdo 3.5.2 mencionou-se a dependéncia entre o volume da RAS garantida e a
func¢do de disparo projetada. Este exemplo busca demonstrar tal dependéncia. Para tanto,
considere o seguinte sistema instdvel sujeito a satura¢do do atuador, modelado de acordo
com (66), em que:

Ao l1,0526 0,0553] B= lo,0013

0,0553 1,1632 0,0540] , Ko = [-6,428 —6,620], po=1. (137)

Para avaliar a influéncia da escolha da RAS a ser garantida sobre a funcao de disparo,
considere uma regido R(cFp), com:

40 20
Py = L 20} : (138)

Variando-se ¢ entre e aplicando-se PO 1s para garantir que R(cF,) C R(P), encontram-
se os valores de p; e p, apresentados na Tabela 4. Observe que f(0[k], z[k]) = pso[k]'d[k]—
P tx[k]'z[k], equivalente a uma fungdo de disparo normalizada f (§[k|, z[k]) = d[k]'d[k]—
oz[k)'z[k], onde ¢ = (psp,)~*. Assim, quanto maior for o valor de o, menor sera a ocor-
réncia de eventos.

Analisando-se os resultados obtidos, fica evidente que quanto menor for o valor de
¢, ou seja, quanto maior for a RAS garantida, menor € o valor de 0. Para valores de
c inferiores a 1, as LMIs se tornam infactiveis. J4 para valores de c superiores a 2, a
restricdo R(cPy) C R(P) deixa de ser relevante.
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Tabela 4: Relacdo entre 0 e R(cF,)
c Ps Po o

0.9 — — —

1 183,64 19858 2,742.1075
1,2 30,691 19,662 1,657.1073
14 23,190 10,495 4,108.1073
1,6 20,506 7,3401 6,643.1073
1,8 19,082 5,8024 9,031.1073
2 19,395 4,6131 1,117.1072
2.1 19,395 46131 1,117.1072

3.7 Comentarios Finais

Nesta sec@o uma estratégia de controle baseado em eventos foi proposta, com o obje-
tivo de reduzir a utilizacdo dos recursos da rede de comunicag@o sobre a qual o sistema
opera. Uma abordagem bdsica para sistemas lineares foi apresentada e estendida para
o caso de sistemas sujeitos a saturacdo do atuador. Além disso, foram propostas condi-
coes para o co-design da funcdo de disparo e do ganho de realimentagcdo de estados do
sistema. Assim, a principal vantagem desta abordagem em relacdo aos resultados encon-
trados na literatura € o fato de esta ser uma LMI na varidveis da funcdo de disparo (), e
(s e, no caso do co-design, no ganho de realimentagdo K., o que permite o projeto destes
parametros a partir de problemas de otimizagao.

Nesse sentido, problemas de otimizagdo convexa foram formulados com base nas con-
di¢des propostas, objetivando reduzir a ocorréncia de eventos e consequentemente a utili-
zacdo da rede. Além disso, foram apresentados problemas de otimiza¢ao que consideram
a estimativa de regiao de atrac@o dos sistemas com atuadores saturantes.

Por fim, a eficdcia dos métodos propostos foi demonstrada através de exemplos nu-
méricos, onde se mostrou que os resultados obtidos sdo menos conservadores do que os
presentes na literatura. Em especial, a utilizacdo de matrizes definidas positivas livres
@, e (Y5 e aresolugcdo do problema de co-design apresentaram uma significativa reducao
do nimero de eventos gerados nas simulagdes. Ainda, no Exemplo 4, foi demonstrada a
dependéncia entre a RAS garantida do sistema e a fungao de disparo projetada.
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4 REALIMENTACAO DE ESTADOS BASEADA EM UM OB-
SERVADOR

4.1 Introducao

Neste capitulo, o método de controle baseado em eventos apresentado anteriormente €
estendido para o caso em que os estados da planta ndo sdo diretamente acessiveis. Assim,
a realimentacdo de estados ¢ feita a partir de um observador de estados capaz de estimar
o estado da planta a partir da entrada e saida da mesma. No entanto, o observador de
estados € construido com base no modelo da planta, sendo que o estado s6 é estimado
com exatiddo quando o modelo corresponde precisamente a planta real. Devido a isso,
neste capitulo serd considerada ainda a influéncia de incertezas paramétricas no modelo
da planta.

Na primeira parte do capitulo, é apresentado o método aplicado a sistemas sem incer-
tezas, ou seja, quando se conhece precisamente o modelo da planta. Os resultados apre-
sentados nesta primeira parte do capitulo encontram-se de forma resumida em (GROFF
et al., 2016). A seguir, considera-se o caso em que existem incertezas paramétricas no
modelo. Para isso, assume-se que as incertezas podem ser descritas na forma politdpica,
e condi¢des em termos de LMIs sdo apresentadas para garantir a estabilidade assinto-
tica do sistema incerto. A seguir, sdo propostos problemas de otimiza¢do para definir os
parametros da fungdo de disparo a fim de reduzir a atividade de transmissdo de dados
do sistema. Na sequéncia, visando analisar a validade e a eficidcia dos métodos propos-
tos, sdo apresentados exemplos numéricos. Por fim, o capitulo € concluido com algumas
consideracoes finais.

4.2 Sistema em Tempo Discreto sem Incertezas

Na secdo 3.2, considerou-se que o sistema possuia sensores capazes de medir o es-
tado da planta. No entanto, muitas vezes apenas a saida da planta estd disponivel para
medi¢do, o que torna o uso de um observador essencial para a realizacdo de uma reali-
mentacdo de estados. Nesta secdo, é apresentada uma estratégia de controle baseado em
eventos considerando que o sensor sO tem acesso a saida da planta, e um observador de
estados € utilizado, da forma exposta na Figura 12. (HESPANHA; NAGHSHTABRIZI;
XU, 2007) caracteriza esta topologia como um caso particular da topologia utilizada no
capitulo anterior em que o sensor € inteligente. Uma vez que o sensor considerado ja
possuia capacidade computacional para executar o monitoramento da func¢ao de disparo,
a adi¢do de um observador de estados requer pouca inteligéncia adicional.
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Figura 12: Topologia para controle baseado em um observador.

4.2.1 Preliminares e Formulacao do Problema

Considere o sistema apresentado em (35). Agora, suponha que o estado x(¢) ndo estd
disponivel para a medi¢do pelos sensores, sendo:

y(t) = Cx(t) (139)

a varidvel mensuravel. Note que nos instantes de amostragem k, tem-se que y[k| = Cx[k].
Assim, o seguinte observador em tempo discreto pode ser utilizado para estimar o estado
da planta:

o[k + 1] = Axo[k] + Bulk] + Ko(yo[k] — y[k]),

140
volk] = CinafH], (140)

onde z, € R", u € Rey, € R sdo os vetores de estado, entrada e saida do observador,
respectivamente, ¢ K, € R" € o ganho do observador. Entdo, considere uma lei de
realimentacao do estado observado dada por:

ulk] = Kcxolk], (141)

onde K € R™ € um ganho projetado como discutido na secéo 3.2.1.
Pode-se definir o erro de observacdo como

z[k] = z,[k] — x[K], (142)

de forma que o sistema em malha fechada obtido da conexao de (36), (140) e (141) possa
ser representado pelas seguintes equacoes:

Tk +1] = (A+ K,C)z[k] (143)
zolk + 1] = (A+ BK,)x,[k] + K,Cz[k]. (144)
Da mesma forma que na secdo 3.2.1, o envio periddico do sinal de controle pode

levar a problemas na rede, tornando interessante o uso de uma estratégia baseada em
eventos. Para isso, considere que K, e K. foram projetados de forma que o sistema em
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malha fechada (143), (144) sob amostragem periddica seja assintoticamente estdvel, isto
é, (A+ K,C)e (A+ BK.) sejam Schur-estdveis. A lei de controle de realimentagdo de
estados baseada em observador para o sistema sob uma estratégia baseada em eventos €
entdo dada por:

ulk] = u[n;] = Kewo[ni], Vk € [ng, niy1). (145)
A partir disso e da seguinte defini¢ao:
50[k] = xo[ni} - xo[k]v (146)

as equacdes que descrevem o comportamento do sistema em malha fechada sdo dadas
por:

zk+ 1] = (A+ K,C)z[k], (147)

zolk + 1] = (A+ BK.)z, k| + BK.0,[k] + K.€lk]. (148)

Considerando uma fungéo de disparo f(d,[k|,z,[k]), o seguinte algoritmo implementa
a estratégia proposta considerando o observador de estados:

Algoritmo 3 Estratégia de Controle Baseado em Eventos com Observador
if £ = 0 then

ul0] + K x,|[0]
140
else
if f(Jo[k],z,[k]) > O then
ulk] < K.z,[k]
1 1+1
else
end if
end if

Deseja-se entdo resolver o seguinte problema:

P7 Dados o ganho do observador K, e o ganho de realimentagdo de estados K., deter-
minar uma fung¢do de disparo f(d,[k], x,[k]) que garanta a estabilidade assintética
do sistema (36) sob a estratégia de controle baseado em eventos apresentada e re-
duza o nimero de eventos ocorridos em um determinado intervalo de tempo.

4.2.2 Condicoes de Estabilidade Propostas

Nesta se¢@o serdo propostas condicdes de estabilidade que, em conjunto com proble-
mas de otimizagdo convexos, serdo utilizados na resolucao de P7 de forma similar ao feito
no capitulo anterior. No entanto, como agora presume-se que o gerador de eventos nao
tenha acesso ao estado da planta, a seguinte funcdo de disparo quadrética serd utilizada:

f(éo[k]axo[k]) = 6o[k],Q660[k] - xo[k]/chxo[kL (149)
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Agora, considere a seguinte funcdo composta candidata a func¢do de Lyapunov:

V(xo[k],Z[k]) = Vi(Z[k]) 4 Va(xo[k]), (150)
Vi(Z[k]) = Z[k]' P[] (151)
Va(wo[k]) = o[k]' Pao[K] (152)

sendo fungdes quadraticas associadas aos subsistemas (147) e (148), respectivamente. A
seguir, define-se

AV (zo[k],2[k]) = AVi(Z[k]) + AVa(wo[k]) (153)
AVI(Z[k]) = Vi(Z[k +1]) — Va(Z[k]) (154)
A%(xo[k]) - ‘/Q(xo[k: + ]) - %(xo[k]) (155)

Omitindo-se a dependéncia em k, AV;(Z) e AV,(z,) sdo dadas por:

AVi(z) =7 ((A+ K,C)P(A+ K,C) — P)z (156)
AVs(z,) =), ((A+ BK.) Py(A+ BK.) — P2)z,+
6! (BK.)PaBK.0, + & K, Py K e+
22/ (A4 BK.) P,BK0,+ (157)
27/ (A + BK.) PyK,é+
20! (BK,) Py K,é.

A partir da defini¢do da fungdo de disparo em (149), considere os seguintes limitantes
superiores:

AV (7)) < —7'C'Q.CT (158)
AVy(x,) < =2, Qoo + 0.Qs0, + 7' C'Q.CT. (159)
Note que a partir da defini¢do do vetor auxiliar
& =[x o €, (160)
pode-se reescrever (158) e (159) na forma:

T, <0 (161)

¢511 ¢512 ¢513
EWslo =& | *  Usy sy | &2 <0, (162)

* * s,

onde

A+ K,O)P(A+ K,C)— P+ C'Q.C

)

¢511 A+ BK.)Py(A+ BK.) — P, + Q,
o) P,BK,

V5, = (A+ BK, ) BK,

= (
(
s, = (A+ BE,
(
(B

@0522 ) PQBKC - Qé
¢523 = ( C) PQKO
w533 = K(/)PQKO - Qe-

Com isso, o seguinte teorema pode ser enunciado:
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Teorema 4.1. Sejam os ganhos K, e K. tais que o sistema discreto (143), (144) seja
assintoticamente estdvel em malha fechada sob uma estratégia periodica. Se existirem
matrizes definidas positivas Py, P, (), QQs e uma matriz livre (). de dimensées apropri-
adas tais que:

T, <0 (163)
U5 < 0, (164)

entdo o sistema em malha fechada (147), (148) ¢ assintoticamente estdavel sob a estratégia
baseada em eventos proposta no Algoritmo 3, com a funcdo de disparo definida em (149).

Prova. Caso as relagdes (163) e (164) sejam satisfeitas, entdo (161) e (162) também o
serdo, o que implica na verificacdo dos limites apresentados em (158) e (159). Com isso,
a partir da defini¢do de AV (z,,T) tem-se que:

AV (20,F) < 7. Quo + 0.Qs00 + € Qef — #C'Q.CF. (165)

Com base na defini¢do de ¢, segue que ¢'Q.¢ — 7'C'Q.CT = 0, entdo a seguinte
relacdo € verificada:

AV (24,) + 2. Qoo — 0, Qs, < 0. (166)

O restante da prova € semelhante a prova do Teorema 3.1 e consiste em demonstrar que o
Algoritmo 3 e a relagdo (166) implicam em AV (z,,7) < 0,Vk > 0. N

4.3 Sistema Incerto em Tempo Discreto

Nesta secdo, os resultados da secdo anterior serdo estendidos para o caso em que o
modelo do sistema apresenta incertezas no modelo do observador. Para isso, serd consi-
derada a classe de incertezas politdpicas, descrita na se¢ao 2.3.1.

4.3.1 Preliminares e Formulacio do Problema

Considerando a classe de incertezas politopicas, pode-se definir:
A=Ay+ Ax, B= By+ Ba (167)

onde Apn € Co{Aa;} e Ba € Co{Ba,}, de forma que a equacdo dindmica do sistema
dada em (36) possa ser reescrita como:

Por outro lado, o observador de estados € construido com base no modelo nominal do
sistema, ou seja:

Tolk + 1] = Aowo[k] + Bou[k] + Ko(yo[k] — y[k]),

? 169
Yolk] = Cz,[k]. (169)

Com isso, o erro de estimacdo Z passa a ser dado por:

[k + 1) = (Ao + K,O)Z[k] — Aax[k] — Baulk]. (170)
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Utilizando a defini¢do de z, pode-se reescrever (170) da seguinte maneira:
i’[k’ + 1] = (A() + AA + KOO)ZZ‘[I{J] - AAxo[k] - BAUU{?] (171)

Considerando agora a lei de controle baseado em eventos (145) e a defini¢ao de 6, em
(146), as equagdes do sistema em questdo podem ser dadas pelas equagdes:

'i'[k + 1} = (AO + AA + Koc)j[k} - (AA + BAKc)xo[k] - (BAKC)(SO[k] (172)
B[k 1] = (A+ B, [k] + BE.6,[k] + K,elk]. (173)

A implementacdo da estratégia de controle baseado em eventos pode ser feita pela
aplicag@o do Algoritmo 3. Com isso, o seguinte problema pode ser enunciado:

P8 Dados o ganho do observador K, e o ganho de realimentagdo de estados K., deter-
minar uma fung¢io de disparo f(d,[k], x,[k]) que garanta a estabilidade assintética
do sistema incerto (168) sob a estratégia de controle baseado em eventos apre-
sentada e reduza o numero de eventos ocorridos em um determinado intervalo de
tempo.

4.3.2 Condicoes de Estabilidade Propostas

A seguir, serdo apresentadas condi¢des para a estabilidade do sistema incerto (168)
sob a estratégia proposta, visando reduzir

Considere a funcao candidata a fun¢do de Lyapunov definida em (150) e a definicdo
de AV (z,[k],Z[k]) em (153). Entdo, avaliando-se AV (Z[k]) encontra-se:

AV1(Z) = & ((Ao + Aa + K,CO) Pi(Ag + Ax + K,C) — P)i—
27" (Ao + Aa + K,C) Py (BaK.)do—
28" (Ao + Aa + K,C) Pi(Ax + BaK.)wo+
20/ (BAK.) Pi(AA + BaK.)x,+
0o(BaK.) Py (BaK.)do+
,(Aa + BaK.) Pi(Aa + BaK.),,

(174)

enquanto AVs(x,) é dada por (157). Observe que, a partir do Lema 2.5, tem-se que
20’y < 2’Nx + N~y e —22'y < o’ Nx + 3y N~'y para quaisquer vetores x € y €
qualquer matriz N = N’ > 0 de dimensdes apropriadas. Entdo a seguinte relagao é
verificada:

AVi(Z) < & ((Ao + Aa + K,C) Pi(Ag + Aa + K,C) — Py) 2+

T'(Ag + Apx + K,C) PN P (Ag + Ax + K,C)i+

"(Ag + Apr + K,C) PN,y ' Py (Ag + Ax + K,C)i+

5! (BaK.) PNy 1P1(BAK )00+

8 (BAK,) Ni(BaK.)0+ (175)
2! (Apx + BAK.)' No(Ax + BAK)xo+

(Aa + BAK.Y N3(Ap + BaK,)zo+

5, (BaK.) Py(BaK.)d,+

2, (Apa + BaK,) Pi(Aa + BAK,)x,,

=

/
o
!/
o
/
O
/
0
!
o

onde Nj, Ny e N3 s@o matrizes simétricas definidas positivas.
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Definindo-se o vetor auxiliar:

&=[7 &, (176)

pode-se escrever (175) da seguinte forma:

%11 O* 0* O*
ot / e * 1/)622 0, 0.
AVi(Z[R]) < €Weks =& | ) o 0. & (177)
* * * 0.
com:
Ve, = (Ao + Aa + K,C) PI(AO + Ap + K,C) — P+
(Ag+ Apx + K,C) PN, P (Ag + Ax + K,C)+
(Ao + An + K,C) PlN 'Py(Ag + Aa + K,0) 178)
w622 - (AA + BAK ) (AA + BaK. ) (AA + BAKC),NZi(AA + BAKc)+
(AA -+ BAKC) Pl(AA -+ BAKC)
¢633 = (BAK ) Pl(BAKc) + (BAKC)/Nl(BAKC) + (BAKc)lplN?)_lPl(BAKC),
Observe que caso a desigualdade
£V +7'C'Q.CT < 0 (179)

seja satisfeita, entdo AV} (7) < —7'C'Q.C1.
Por outro lado, seguindo os mesmos passos apresentados na sec@o anterior, conclui-se
que caso

0. 0.
5;,{* v, | & <0, (180)

entdo AVi(x,) < T'C'Q.CT + §,Qs0 — ) Q.
A partir de (179) e (180), pode-se afirmar que caso

fg(% {C/%O \(I),Dﬁg<o (181)

entdo AV (z,x,) < 0. A restricdo (181) pode ser verificada por meio de duas restri¢ces
independentes, sendo elas:

' (Yo, +C'QLC)T <0 (182)
1/}622 0* 0*

& x Yoy 0| + U5 | & <0 (183)
* * 0,

Repare que vg,, pode ser escrito da seguinte forma:

Ve,, = UM, Tl — P, (184)
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com:
Pl(AD+AA+KOC)/ P 0, 0,
My = |Pi(Ag+ Aa + KoC)| , Myi=|% N 0, (185)
Pl(A0+AA+Koc) * * N2

Segundo esta definicdo, via Complemento de Schur, segue que (182) € satisfeita se:

-P+C'Q.C 1l

\117 - * —M1

< 0. (186)

J4 no que concerne a restricao (183), esta € verificada se:
s + I, M, T, < 0, (187)
com:

-Pl(AA + BAKC) 0
NQ(AA + BAKC) 0
Ng(AA + BAKC) 0
0* (BAKC)

0. (BAKC)

)

*

(188)

*

*

*
OOO*OOO

*

=
I
*
o oo
* ¥

(189)

*
O*CDCDO
OO*OOO

X % ¥ ¥ %
* % ¥ ¥
***o?

* % 0

Por esta definicdo, a aplicacdo do Complemento de Schur produz:

vy I
\118_[*5 4

| <O (190)

Agora, observe que as matrizes sdo afins em Ax e Ba. Assim, como as incertezas sao
politopicas, basta que as restricdes V; e Wy sejam verificadas nos vértices do envelope
convexo definido por estes conjuntos para que elas sejam verificadas em todo o interior
do envelope convexo.

Com isso, o seguinte teorema pode ser proposto:

Teorema 4.2. Sejam os ganhos K, e K. tais que o sistema discreto (143), (144) seja
assintoticamente estdvel em malha fechada sob uma estratégia periddica. Se existirem
matrizes definidas positivas Py, P», ()5, QQs, N1, Ny e N3 e uma matriz livre (). de dimen-
soes apropriadas tais que:

Uy, <0 Vi=1,..,n,4 (191)
Ugis <0 Vi=1,..n e Vj=1,..n, (192)
entdo o sistema (147), (148) ¢é assintoticamente estdvel sob a estratégia baseada em even-

tos proposta no Algoritmo 3, com a fungdo de disparo definida em (149), VAx € Co{An;}
e VBA € CO{BAJ'}.
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Prova. Caso (191) seja satisfeita nos vértices do envelope convexo Co{ Ax;}, entdo, por
convexidade, estara satisfeita para todo o conjunto A, satisfazendo (186), que é equiva-
lente a (182). Por outro lado, caso (192) seja satisfeita nos vértices dos envelopes conve-
x0s Co{An;} e Co{Ba,}, entdo, por convexidade, estard satisfeita para todo o conjunto
Aa B, verificando (190), que € equivalente a (183).

Dessa forma, tem-se que (182) e (183) sdo verificadas, o que implica na verificacdo
de (181). Analisando os passos percorridos nas equacdes (174)-(180), constata-se que:

AV (Z,x,) = AVI(T) + AVa(z,) < 8.Q50 — Q0. (193)

A partir de (193), seguindo o raciocinio apresentado no Teorema 3.1, conclui-se que
AV(z,x,) < 0,Vk > 0. O

4.4 Problemas de Otimizacao

Na secao anterior, foram apresentadas condi¢des suficientes para a estabilidade do sis-
tema em malha fechada sob a estratégia de controle baseado em eventos proposta. Agora,
assim como feito na se¢do 3.5, deseja-se utilizar as condi¢Oes propostas para projetar os
parametros da funcao de disparo de modo que a quantidade de eventos em um determi-
nado periodo de tempo seja reduzida, resolvendo assim P7 e P8, o que pode ser feito de
forma similar aquela apresentada na sec¢ao 3.5.1. Assim sendo, sdo propostos os seguintes
problemas de otimizagdo, andlogos a PO 1, 2 e 3, aplicados a realimentacio de estados
baseada em observador:

PO 1o:
minimizar —p
sujeito a:  (163),(164) (194)
(ou (191),(192)),

onde ), = ple Qs = 1.
Considerando py, como a solugdo 6tima do PO 1o, um problema andlogo ao PO 2 pode
ser formulado como:

PO 2o0:
minimizar —traco(Q),)
sujeito a:  (163),(164), Q, > pol (195)
(ou (191), (192), Q5 > pol),

com Q, = diag(p1,...,pn) € Qs = I;

Por sua vez, o PO 3 pode ser aplicado a sistemas com observadores de estados como
segue:

PO 3o0:

minimizar trago(Qs — Q)
sujeito a:  (163),(164), Q, > pol, Qs <1 (196)
(OU(191),(192), Qo‘ Z /90]7 Q§ S ])7

com (), e ()5 matrizes simétricas definidas positivas livres.
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4.5 Exemplos Numéricos

A fim de ilustrar e validar os resultados obtidos neste capitulo, a seguir sdo apresenta-
dos alguns exemplos numéricos.

4.5.1 Exemplo 1: Sistema sem Incertezas

Considere o seguinte sistema instavel em tempo continuo, modelado por (35), com:
—-05 1 0
A. = [ 0 1] , B. = [1] . (197)

Seguindo a metodologia proposta, obtém-se um modelo descrito por (36), considerando
um periodo de amostragem nominal 7" = 0,01s, chegando-se as seguintes matrizes:

0,9950 0,0100 ~ 10,001
A= [0,0000 1,0101} , B= {0,0101} ' (198)
Supondo que a tnica variavel disponivel ao sensor é:
ylk] = Czxlk], C = [1 0] , (199)
os seguintes ganhos estabilizantes sdo projetados:
—0,1000
K. = [-0,4000 —2,7500], K, = {_0’4000} : (200)

A partir desta configuracdo, PO 1o € aplicado, encontrando-se p = 0,1684, e PO 20
encontra os mesmos parametros para a fungao de disparo. Por sua vez, PO 30 obtém:

0,2050 —0,0732 0,2556 0,1083
] L Qs = [ ] . (201)

QU:[ £ 03148 £ 09843

Para comparar as duas funcdes de disparo projetadas, o sistema em malha-fechada
definido anteriormente pode ser simulado considerando-se a condi¢do inicial:

z[0] = {_1?0] : (202)

e o observador inicializado na origem, ou seja, z,[0] = [0 0}/. Além disso, sera consi-
derado um tempo de simulagdo de 10 s, o que implicaem k € [0 1000} .

O ntimero de eventos ocorridos no periodo de simulacdo estipulado € exposto na Ta-
bela 6. Pode-se observar que o nimero de eventos ocorridos foi drasticamente reduzido
quando comparado ao caso periddico, demonstrando que a metodologia proposta € muito
util quando a taxa de amostragem nominal do sensor € relativamente pequena.

A evolugdo dos estados da planta x1[k| e xo[k]| é apresentada nas Figuras 13 e 14,
respectivamente. Pode-se observar que hd uma degradacdo da resposta do sistema em re-
lagdo ao caso periddico, e que esta degradagdo € mais acentuada no caso em que ocorrem
menos eventos, o que € esperado, jd que o sistema opera em malha aberta no intervalo en-
tre dois eventos, o que pode ser verificado analisando-se o sinal de controle apresentado
na Figura 15.
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Tabela 5: Ocorréncia de eventos com cada funcdo de disparo.

Projeto da Funcao de Disparo Numero de Eventos

PO 1oe20 38
PO 3o 24
Caso Periodico 1001
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—PO lo
—PO 30
Periodico

100 200 300 400 5(‘])€0 600 700 800 900 1000
Figura 13: Evolugdo do estado ;.
—— PO 1o
— PO 30
Periddico
| | | | | | | | | |
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

k
Figura 14: Evolug¢do do estado zs.

Por sua vez, a Figura 16 apresenta os intervalos entre eventos para cada caso, onde
evidencia-se os maiores intervalos obtidos pelo PO 30. Além disso, pode-se notar que o
tempo entre eventos € reduzido no inicio da simulag@o. Isso ocorre pois a dindmica de
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x,|k] € muito mais rdpida do que a dindmica de z[k] quando existe um erro de observagdo
considerdvel. Quando este erro tende a 0, a dindmica de z,[k] se aproxima daquela de
x[k], mais lenta, e consequentemente ocorrem menos eventos.

80r

—— PO lo
—— PO 30
60- Periédico

0 100 200 300 400 5(‘})60 600 700 800 900 1000

Figura 15: Evolugdo do sinal de controle w.

1201
0 + PO lo
o PO3o
o - Periddico
100
o o o o
8 o
£ 80¢ ]
)
ds:)' o
£60-
o e .
[oR
g N °©
ﬁ 40+ +o L S S S S e S S S S S S
* o
20+ « 7
@
° o
0e—%
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
k

Figura 16: Periodos entre eventos.
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4.5.2 Exemplo 2: Sistema Incerto

Considere o sistema apresentado no exemplo anterior. Agora, suponha que este sis-
tema estd sujeito a uma incerteza que pode ser descrita da seguinte forma:

A [0,9950 0,0100] , _ [0,001
0~ 10,0000 1,0101]° 7 |0,0101]|"

B ~0,9950 —0,0100] | 5 [0,9950 0,0100] 4
AA_CO([O,OOOO —1,0101} 40 ’[o,oooo 1,0101} 10 ) (203)

B ~0,0050] |5 [0,0050] | 4
BA_CO({—LOOSO] 10 ’{1,0050} 40 )

Agora, aplicando-se PO 1o para projetar uma funcdo de disparo que garanta a esta-
bilidade assintotica do sistema, obtém-se p = 0,0184, e novamente nenhuma melhoria é
encontrada por PO 20. J4 PO 30 obtém os seguintes parametros:

0,0190 —-0,0017 0,0123 0,0838
} , Qs = [ } (204)

Q”:[ % 0,0228 x  0,5763

A Tabela 6 apresenta os resultados das simulagdes nos vértices dos envelopes con-
vexos de Ax e Ba. Comparando-se o nimero de eventos gerados com o caso onde nao
ha incertezas, percebe-se que a garantia de robustez do sistema em relacio as incertezas
acarreta em um maior nimero de eventos. Além disso, observa-se que a funcdo proje-
tada por PO 30 apresentou uma menor variacdo no nimero de eventos gerados, tanto em
relac@o ao caso sem incertezas, quanto em relacdo a simulacdo da planta nos vértices do
politopo de incertezas admissiveis. Com isso, verifica-se novamente a importancia dos
graus de liberdade adicionais de PO 3o.

Tabela 6: Numero de eventos gerados pelas funcdes de disparo nos vértices dos envelopes
convexos

. - . Numero de Eventos
Projeto da Funcao de Disparo
[AA17 BAl] [AAm BAI] [AA17 BA2] [AA2> BA2]

PO 1o e 20 86 100 100 110
PO 3o 43 44 40 43
Caso Periodico 1001 1001 1001 1001

4.6 Comentarios Finais

Neste capitulo, o resultado apresentado na sec¢do 3.3 foi estendido para o caso onde
os estados do sistema nao estdo disponiveis para medicdo. Assim, foi considerada a utili-
zagao de um observador de estados e a realizacdo de uma realimentacao estatica baseada
nos estados observados. Para isso, inicialmente foi abordado o caso em que se conhece
precisamente o modelo da planta, e, a seguir, foi apresentada uma metodologia para sis-
temas com incertezas politépicas. Além disso, problemas de otimizacdo convexos que
permitem determinar os parametros da funcdo de disparo que levam a uma reducdo da
utilizac@o dos recursos de rede foram formulados.
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A partir de exemplos numéricos, foi demonstrado que a metodologia proposta é capaz
de estabilizar o sistema com uma quantidade de transmissdes de dados significativamente
menor do que um sistema sob uma estratégia periddica. Para o caso de sistemas incertos,
verificou-se que a funcdo de disparo com (), e ()5 sendo matrizes definidas positivas
livres apresentou uma sensibilidade consideravelmente menor a variacao nos parametros
da planta.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho foi proposta uma metodologia de controle baseado em eventos para
sistemas em tempo discreto. Esta abordagem possui a vantagem de representar mais fi-
elmente a implementagdo efetiva de sistemas de controle em NCSs do que a abordagem
continua, ja que o monitoramento dos sinais dos sensores € feita de forma digital. Ade-
mais, extensdes do resultado foram apresentadas para sistemas com saturagdo e para a
realimentacao de estados baseada em um observador.

Para isso, na primeira parte do Capitulo 3, uma estratégia bdsica para a sintese da
fun¢do de disparo considerando uma realimentacdo de estados € um sistema em tempo
discreto foi formulada. Além disso, condicdes para o co-design da funcdo de disparo e do
ganho de realimentacao foram expostas. A seguir, este resultado foi estendido para o caso
em que hé saturacdo do atuador. A principal vantagem da metodologia proposta é que a
formulacao das condicdes é dada na forma de LMIs, o que permite a utilizagao de proble-
mas de otimizagdo convexa para a determinacdo das varidveis de projeto (parametros de
func¢do de disparo e ganho de realimentagdo), sendo isto um diferencial com relagdo aos
trabalhos presentes na literatura, nos quais os parametros da fun¢do de disparo precisam
ser determinados a priori. Assim, na segunda parte do Capitulo 3, foi demonstrado como
utilizar problemas de otimizagdo para a sintese da funcdo de disparo e do ganho de rea-
limentacdo de forma a reduzir a ocorréncia de eventos em um determinado intervalo de
tempo e, no caso de sistemas com saturacdo, garantir ou maximizar a RAS estimada do
sistema. Além disso, foram propostos problemas de otimizacao capazes de explorar graus
de liberdade adicionais no projeto da fun¢do de disparo, obtendo assim resultados menos
conservadores do que os presentes na literatura. A partir de exemplos numéricos, foi de-
monstrada a importancia dos graus de liberdade adicionais e do co-design na obten¢do de
melhores resultados, e, por fim, alguns comentérios finais foram realizados.

No Capitulo 4 foi considerado o caso em que os estados do sistema nao estao disponi-
veis para a medi¢do, sendo utilizado um observador para a realiza¢do da realimentacao de
estados. Em um primeiro momento foi analisado o caso em que o modelo da planta usado
no observador corresponde exatamente a dindmica da planta real observada, e condi¢des
para a estabilidade e sintese da fun¢do de disparo foram propostas na forma de LMIs. No
entanto, em aplicagdes praticas, raramente € possivel obter um modelo exato da planta.
Tendo isso em vista, em um segundo momento foi estudado o caso em que hé incertezas
no modelo da planta, ou seja, quando existem parametros incertos na planta ou dindmicas
complexas ndao modeladas. Condic¢des expressas na forma de LMIs para a estabilidade do
sistema e sintese da funcao de disparo foram apresentadas. Novamente, foi demonstrado
como aplicar problemas de otimizacdo convexos para a determinacdo dos parametros da
funcao de disparo que reduzem o nimero de eventos gerados. Os resultados obtidos fo-
ram entdo aplicados a exemplos numéricos visando a sua validagdo e, por fim, algumas
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condideragdes finais foram exprimidas.

Apesar de este trabalho apresentar aplicacdes da estratégia de controle baseado em
eventos para diversas classes de sistemas, esta drea de pesquisa ainda possui muito campo
a ser explorado. Nesse sentido, pode-se destacar as seguintes perspectivas de trabalhos
futuros:

e Andlise dos efeitos da quantizagdo: A quantizacdo dos dados € inerente aos siste-
mas digitais, e na maioria dos casos, considera-se que a perda de informag¢ado devido
a quantizacio € pequena, podendo ser desprezada. No entanto, em sistemas de con-
trole em rede, a minimiza¢do do tamanho dos dados (e o consequente aumento no
quantidade de informacdo perdida pela quantiza¢do) pode ser um fator importante
na reducdo da utilizacdo da rede, tornando-se um tema de interesse para a drea de
controle em rede.

e Tratamento de sistemas com atraso de transporte: O atraso na transmissao e rece-
bimento de dados € intrinseco aos sistemas de controle em rede. Dessa forma, é
interessante apresentar uma modelagem especifica para estes sistemas, o que pode
potencialmente resultar em resultados menos conservadores do que a descri¢ao do
atraso a partir de incertezas genéricas.

e Modelagem de incertezas mais complexas: Neste trabalho foram abordados os efei-
tos das incertezas no modelo do sistema ao utilizar-se um observador. No entanto,
foi considerada apenas a modelagem das incertezas politopicas. Ainda que essa
classe de incertezas seja bastante abrangente, tratar incertezas descritas de forma
mais complexa pode levar a métodos menos conservadores.

e Métodos para andlise e sintese de controladores dinamicos: Os resultados de ané-
lise e sintese de realimentagdo estitica de estados apresentados neste trabalho po-
dem ser estendidos para a realimentacdo dinadmica de saida, como por exemplo o
caso de controladores PID. Neste sentido, pode-se considerar duas topologias. A
primeira considera que o controlador roda no né do sensor, sendo que com isso
a extensdo dos resultados obtidos neste trabalho € direta, porém, exige uma capa-
cidade computacional adicional neste n6. A segunda considera que o controlador
opera em um no diferente da rede. Neste caso, o desafio consiste no fato de que
o gerador de eventos ndo tem acesso ao estado do controlador, sendo que novas
condi¢des de estabilidade precisam ser derivadas considerando apenas a saida na
funcao de disparo.
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