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RESUMO

Este trabalho aborda o problema de controle baseado em eventos para sistemas em
tempo discreto, considerando que o sistema possui os dispositivos atuadores e sensores
em nós diferentes e separados por uma rede de comunicação. A estratégia baseada em
eventos consiste em reduzir a utilização da rede ao transmitir as informações do sensor
para o atuador apenas quando um evento é gerado pela violação de um determinado limiar
pela função de disparo. Primeiramente, são formuladas condições para a estabilidade de
um sistema linear com realimentação estática de estados sob a estratégia proposta, com
base na teoria de Lyapunov. Como as condições são postas na forma de desigualdades
matriciais lineares (LMIs, do inglês linear matrix inequalities), problemas de otimização
convexos podem ser utilizados na determinação dos parâmetros da função de disparo,
bem como na resolução do problema de co-design, ou seja, do projeto simultâneo do
controlador e da função de disparo, os quais são providos na sequência. A partir deste
resultado básico, a metodologia é estendida para o caso em que ocorre a saturação do
atuador. A seguir, é apresentada a extensão da metodologia para o caso em que o es-
tado da planta não está disponível para o sensor, sendo então utlizado um observador de
estados, considerando-se tanto o caso em que o modelo da planta utilizado no observa-
dor corresponde exatamente à dinâmica real da planta quanto o caso em que este modelo
apresenta incertezas. Exemplos numéricos são apresentados para ilustrar todas as classes
de sistemas consideradas, com os quais constata-se que a estratégia proposta é eficiente
na redução da utilização dos recursos da rede de comunicação.

Palavras-chave: Saturação de Controle, Co-design, Sistemas de Controle em Rede,
Controle Baseado em Eventos.



ABSTRACT

This work approaches the problem of event-triggered control for discrete time sys-
tems, considering that the system has the actuator and sensor devices in different nodes,
separated by a communication network. The event-triggered strategy consists in reduc-
ing the utilization of the network by only transmitting the information from the sensor
to the actuator when an event is generated by the violation of a determined threshold by
the trigger function. Firstly, conditions for the stability of a linear system with a static
state feedback under the proposed strategy are formulated based on the Lyapunov theory.
Since the conditions are given in the form of linear matrix inequalities (LMIs), convex
optimization problems can be used for the determination of the trigger function param-
eters, as well as the co-design of the feedback gain and the trigger function, which are
given next. From this basic result, the methodology is extended to the case where occurs
the saturation of the actuator. Following, the extension of the methodlogy to the case in
which the plant states are not available for measure is presented, and a state-observer is
used, considering both the case that the plant model corresponds exactly to the real plant
dynamics and the case where this model has uncertainties. Numeric examples are shown
to illustrate all the system classes considered, with which it is found that the proposed
strategy is efficient in the reduction of the network resources utilization.

Keywords: Control Saturation, Co-design, Networked Control Systems, Event-Based
Control.
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1 INTRODUÇÃO

Os sistemas de controle em rede (NCSs, do inglês Networked Control Systems têm
se tornado cada vez mais comuns, atraindo o interesse de diversos pesquisadores, o que
pode ser evidenciado pelo grande número de publicações científicas na área, por exemplo,
nos surveys (ZHANG; BRANICKY; PHILLIPS, 2001), (TIPSUWAN; CHOW, 2003),
(YANG, 2006) e nos trabalhos citados nos mesmos. Estes trabalhos apontam diversas
vantagens no uso, como a flexibilidade e custo reduzido em sistemas com elementos dis-
tribuídos espacialmente e a facilidade de instalação e manutenção de sistemas embarca-
dos. Assim, cada vez menos sistemas de controle são implementados em plataformas
específicas e com canais de comunicação dedicados. Esta ascensão dos NCSs trouxe tam-
bém atenção ao estudo do controle com base em amostragens aperiódicas de variáveis,
em especial o controle baseado em eventos (ou event-triggered control, sendo este uma
forma de mitigar alguns dos problemas oriundos deste tipo de sistema, como a limitação
de banda em redes compartilhadas (LIAN; MOYNE; TILBURY, 1999) e o consumo de
energia em redes sem fio (AKYILDIZ et al., 2001).

Os resultados encontrados em (ÅSTRÖM; BERNHARDSSON, 1999) demonstraram
alguns dos benefícios do controle baseado em eventos em relação ao controle com amos-
tragem periódica (também chamado time-triggered control) e, junto ao crescimento dos
NCSs, motivaram o que (HEEMELS; JOHANSSON; TABUADA, 2012) chama de “úl-
tima onda” do debate entre controle periódico e controle aperiódico. Além disso, (TABU-
ADA, 2007) demonstrou a existência de um limite inferior para o tempo entre eventos de
um controlador baseado em eventos estabilizante quando a função de disparo é dada por
um limiar no desvio relativo do estado amostrado em relação ao estado atual e (HESPA-
NHA; NAGHSHTABRIZI; XU, 2007) apontou o controle baseado em eventos como uma
das principais perspectivas a serem exploradas em NCSs. Com isso, diversos trabalhos
foram publicados apresentando implementações baseadas em eventos de leis de controle
estabilizantes, como (VELASCO; MARTÍ; BINI, 2009), (LUNZE; LEHMANN, 2010),
(POSTOYAN et al., 2011), (MARCHAND et al., 2013), (SBARBARO; TARBOURI-
ECH; GOMES DA SILVA Jr, 2014) e outros.

Os trabalhos citados previamente são referentes a sistemas em tempo contínuo, ou
seja, consideram que a função de disparo é monitorada continuamente. Contudo, a imple-
mentação dos controladores obtidos pelos métodos neles apresentados costuma se dar em
dispositivos digitais, de forma que o sistema opera em tempo discreto, ou seja, a função
de disparo é checada apenas em instantes de tempo discretos. Portanto, após o projeto
do sistema em tempo contínuo, este deve ser discretizado, de modo que o sistema im-
plementado seja apenas uma aproximação daquele projetado, como ressalta (HEEMELS;
DONKERS; TEEL, 2011). Neste trabalho, uma estratégia de controle baseado em even-
tos é proposta para sistemas em tempo discreto, considerando uma realimentação de es-
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tados, e é realizada uma comparação entre a modelagem impulsiva (ou modelagem por
sistema híbrido) e a abordagem de sistema linear por partes (PWL, do inglês Piecewise
Linear). Outros trabalhos considerando sistemas discretos que podem ser destacados são
(HENNINGSSON; JOHANNESSON; CERVIN, 2008) e (EQTAMI; DIMAROGONAS;
KYRIAKOPOULOS, 2010).

Além disso, a maioria dos trabalhos considera que o estado completo de sistema está
disponível para ser medido. Para o caso de sistemas discretos em que apenas a saída
da planta é acessível, (YOOK et al., 2002) propõe condições para a BIBO-estabilidade
de NCSs discretos e a redução da utilização da rede, porém, o método utiliza estimado-
res de estado completo em cada nó do sistema, levando a um grande aumento na com-
plexidade computacional para sistemas de ordem elevada. Já (JETTO; ORSINI, 2011)
apresenta condições para a estabilidade interna do sistema, por meio de um funcional de
Lyapunov. Nesse caso, a função de disparo do sistema é baseada no valor do funcional
a cada instante, sendo que um grande número de amostragens periódicas é necessário
antes que o sistema entre em uma estratégia baseada em eventos. Mais recentemente,
(HEEMELS; DONKERS; TEEL, 2013) apresentou uma extensão dos resultados de (HE-
EMELS; DONKERS; TEEL, 2011) para uma realimentação de saída, enquanto (REI-
MANN et al., 2015) considerou uma realimentação baseada em um controlador PI. Uma
realimentação de saída baseada em modelo foi apresentada em (HEEMELS; DONKERS,
2013). O método consiste na utilização de um preditor no controlador, permitindo que
o controlador estime os estados da planta mesmo quando não está sendo atualizado pelo
sensor. É considerado que o controlador e o atuador estão localizados no mesmo nó da
rede, ou que um buffer no atuador é capaz de armazenar um determinado número de entra-
das futuras estimadas pelo controlador. Os intervalos entre eventos foram drasticamente
aumentados por este método. Todavia, (VERHAEGH; GOMMANS; HEEMELS, 2013)
demonstrou que o método é sensível a perturbações. Ademais, o efeito de incertezas no
modelo da planta não é considerado.

A saturação de atuadores, por sua vez, é um fenômeno onipresente nos sistemas de
controle real. Neste sentido, (LEHMANN; JOHANSSON, 2012), (SEURET et al., 2013)
e (KIENER; LEHMANN; JOHANSSON, 2014) apresentam metodologias para o controle
baseado em eventos de sistemas em tempo contínuo. Já para o caso discreto, em (WU;
REIMANN; LIU, 2014) uma metodologia para o projeto do controlador que maximiza
a estimativa da região de estabilidade assintótica (RAS, do inglês Region of Asymptotic
Stability) do sistema em malha fechada é proposta. Além dos acima citados, poucos
outros estudos abordam estratégias de controle baseado em eventos para sistemas sujeitos
à saturação de controle, sobretudo sistemas em tempo discreto.

Outra perspectiva importante em NCSs, apontada em (ÅRZÉN et al., 2000), no con-
texto de agendamento de pacotes, e reiterada em (LEMMON, 2010), no contexto de ge-
radores de eventos, é o co-design, ou projeto simultâneo. Geralmente, se supõe uma lei
de controle estabilizante projetada a priori e então uma amostragem aperiódica que man-
tenha a estabilidade do sistema é considerada. O co-design do controlador e da função de
disparo foi considerado inicialmente em (LI; XU, 2011), e posteriormente alguns outros
estudos foram realizados, como (PENG; YANG, 2013) e (ABDELRAHIM et al., 2014),
mas ainda é uma área incipiente.

Segundo o que foi exposto, o presente trabalho tem como objetivo geral a proposta de
uma estratégia de controle baseado em eventos para sistemas lineares em tempo discreto e
a extensão dessa estratégia abrangendo algumas áreas pouco abordadas na literatura. Para
tanto, os seguintes objetivos específicos podem ser identificados:
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• Proposta de uma estratégia básica aplicada à realimentação de estados de um sis-
tema linear em tempo discreto e extensão dos resultados para sistemas sujeitos à
saturação do atuador.

• Resolução do problema de co-design da condição de disparo e do ganho de reali-
mentação de estados do sistema.

• Extensão da estratégia básica para o caso da realimentação de estados baseada em
um observador considerando a possibilidade da existência de incertezas paramétri-
cas no modelo utilizado no observador.

• Formulação de problemas de otimização para a determinação dos parâmetros da
função de disparo.

Com este escopo, a organização desta dissertação de mestrado se dá da seguinte forma:
no Capítulo 2 os conceitos necessários à elaboração deste trabalho são revisados, abor-
dando a estabilidade no sentido de Lyapunov, os conceitos básicos sobre LMIs, sistemas
incertos, sistemas sujeitos à saturação e o controle baseado em eventos.

No Capítulo 3, é apresentada a formulação básica da estratégia proposta para uma lei
de controle de realimentação de estados, com condições para a estabilidade na forma de
LMIs e a extensão para o caso dos atuadores saturantes, bem como o problema de co-
design para ambos os casos. Além disso, problemas de otimização são apresentados para
lidar com alguns dos casos possíveis no projeto dos controladores baseados em eventos, e
exemplos numéricos são utilizados para validar e comparar os resultados obtidos com os
presentes na literatura.

No Capítulo 4, a realimentação de estados baseada em um observador é abordada,
inicialmente para o caso onde o modelo do observador é exato, e posteriormente para o
caso onde existem incertezas paramétricas no modelo. É mostrado ainda como utilizar os
problemas de otimização propostos para determinar os parâmetros da função de disparo,
e exemplos numéricos ilustram os resultados obtidos.

Por fim, no Capítulo 5 são apresentadas conclusões e algumas discussões sobre as
perspectivas de trabalhos futuros.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo serão apresentados os conceitos utilizados ao longo do desenvolvi-
mento deste trabalho. Primeiramente, conceitos gerais a respeito do controle baseado em
eventos serão abordados. Depois, será apresentado o conceito de estabilidade no sentido
de Lyapunov, especialmente a caracterização da estabilidade interna de um sistema. A
seguir, serão expostos alguns resultados encontrados na literatura para o tratamento de
sistemas sujeitos à saturação. Na sequência, será feita a caracterização das incertezas do
tipo politópico. Por fim, serão abordados os métodos e lemas utilizados na formulação
dos problemas na forma de LMIs.

2.1 Controle Baseado em Eventos

Os NCSs são, em geral, implementados em plataformas digitais. Assim, a maioria
desses sistemas de controle são baseados na amostragem periódica dos estados ou saídas
da planta, de forma a ser possível a utilização das técnicas clássicas de controle discreto,
(veja, por exemplo, (CHEN, 1999), (ÅSTRÖM; WITTENMARK, 1997)). Contudo, a
utilização dessas técnicas, apesar de vantajosas do ponto de vista de análise e síntese dos
sistemas de controle, implica em um uso ineficiente dos recursos de rede. O paradigma de
controle baseado em eventos tem sido proposto como uma das formas de se aumentar a
eficiência do uso destes recursos, o que foi evidenciado em alguns estudos comparativos,
como (KOPETZ, 1993), (ÅSTRÖM; BERNHARDSSON, 1999).

Assim, nesta seção são apresentados os conceitos fundamentais de controle baseado
em eventos, as funções de disparo quadráticas, o problema de co-design e o problema da
existência de Zeno-behavior, tópicos de interesse do controle baseado em eventos.

2.1.1 Conceitos Fundamentais

O controle baseado em eventos se diferencia do controle periódico por executar uma
tarefa de controle (que usualmente envolve a atualização do controlador e envio do novo
valor do sinal de controle ao atuador) apenas quando um evento é gerado (ÅSTRÖM,
2008), o que ocorre sempre que uma determinada função de disparo ultrapassa um certo
limite. Assim, uma estratégia de controle baseada em eventos pode ser dividida em duas
partes: uma lei de controle estabilizante, que fornece um sinal de controle ao atuador com
base na informação enviada pelos sensores e um gerador de eventos, o qual avalia a função
de disparo e determina quando o sinal de controle deve ser atualizado. Dessa forma, o
dispositivo gerador de eventos é o responsável por monitorar o estado atual do sistema e
decidir se é necessário que a informação dos sensores seja utilizada na atualização do sinal
de controle ou não. Isso é feito através da função de disparo, que consiste em um valor
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Figura 1: Estratégias de controle.

numérico, o qual é comparado a uma determinada constante (limiar) e, quando a condição
de disparo é violada (ou seja, quando a função de disparo ultrapassa um determinado
limiar), um evento é gerado, o que sinaliza que o sinal de controle aplicado à planta deve
ser atualizado com base nos valores medidos pelos sensores.

Para melhor entender o funcionamento do controle baseado em eventos, a Figura 1
apresenta uma comparação entre os procedimentos de amostragem baseada em eventos
contínua e discreta e a amostragem periódica. No primeiro caso, a função de disparo
é monitorada constantemente e um evento é gerado no instante em que a condição de
disparo for violada. Embora muito estudada, esta abordagem é pouco prática, já que em
geral o monitoramento da função de disparo é feita por dispositivos digitais, ou seja, é
realizada em intervalos de tempo discretos. O segundo caso retrata esta situação, onde
a função de disparo é monitorada apenas nos instantes de tempo t = kT , onde T é o
período de amostragem nominal, ou seja, o menor intervalo de tempo que pode decorrer
entre duas atualizações. Já o terceiro caso consiste no controle discreto clássico, ou seja,
o sistema é amostrado e o controle é atualizado em todos os instantes de tempo t = kT .

2.1.2 Função de Disparo Quadrática

Como mencionado anteriormente, o controle baseado em eventos é fundamentado na
avaliação do valor de uma função de disparo, a qual gera um evento quando ultrapassa
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um determinado limiar. Nesse sentido, as funções quadráticas na forma:

f(ξ[k]) = ξ[k]′Qξ[k], (1)

onde ξ[k] denota o vetor de variáveis monitoradas, são uma importante classe de funções
de disparo, sendo amplamente encontradas na literatura, mesmo que nem sempre escritas
na forma (1). Por exemplo, considerando x[k] o estado do sistema e δ[k] = x[ni]− x[k],
onde x[ni] é o valor do estado no último evento ocorrido, a condição de disparo ‖δ[k]‖ ≤√
σ‖x[k]‖ pode ser escrita a partir de uma função na forma de (1) considerando:

ξ[k] =
[
x[k]′ δ[k]′

]′
, Q =

[
−σ 0∗
∗ I

]
(2)

δ[k] = x[ni]− x[k]. (3)

Assim, sempre que f(ξ[k]) > 0, um evento ocorrerá.
Diferentes formulações de condições de disparo da literatura expressas na forma de

funções quadráticas podem ser encontradas em (HEEMELS; DONKERS; TEEL, 2011).
Outros resultados consideram diretamente uma função quadrática, por exemplo em
(SBARBARO; TARBOURIECH; GOMES DA SILVA Jr, 2014) ou uma função de Lyapu-
nov quadrática é usada para a geração de eventos, como em (VELASCO; MARTÍ; BINI,
2009), (MARCHAND et al., 2013).

Além disso, pode-se considerar o caso em que o limiar da função de disparo é diferente
de zero, por exemplo em (LEHMANN; JOHANSSON, 2012), para o qual, a função na
forma (1) pode ser dada por:

ξ[k] = δ[k], Q = I, (4)

e um evento é gerado quando f(ξ[k]) ≥ κ. Apesar de esta estratégia ter alguns benefícios
(como a não ocorrência de Zeno-behavior, veja adiante), não é possível garantir a esta-
bilidade assintótica do sistema nesse caso, pois a condição de disparo nunca será violada
próximo a origem. Este tipo de condição de disparo faz com que a convergência se dê
para um ponto de equilíbrio diferente da origem, no caso de sistemas estáveis, ou que as
trajetórias do sistema convirjam para um ciclo-limite, quando a planta é instável.

No presente trabalho, será utilizada uma generalização de (2), na forma:

ξ[k] =
[
x[k]′ δ[k]′

]′
, Q =

[
−Qσ 0∗
∗ Qδ

]
, (5)

ou, alternativamente, f(δ[k], x[k]) = δ[k]′Qδδ[k]− x[k]′Qσx[k].

2.1.3 Problema de Co-Design

Geralmente, os projetistas de sistemas de controle e de redes de comunicação perse-
guem seus diferentes objetivos de projeto em relativo isolamento, e no controle baseado
em eventos isso não é diferente. A maioria dos estudos sobre controle baseado em eventos
considera que um controlador estabilizante foi projetado a priori, e então são propostas
condições para que o sistema se mantenha estável sob uma amostragem aperiódica, no
que alguns autores chamam de projeto baseado em emulação (ou emulation based de-
sign) (HEEMELS; JOHANSSON; TABUADA, 2012). Essa “separação de interesses” é
confortável do ponto de vista dos projetistas, mas obriga que cada parte do projeto seja
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feita de forma conservadora, muitas vezes levando a sistemas superdimensionados, de
acordo com (LEMMON, 2010).

O problema de co-design em sistemas de controle baseado em eventos consiste no
projeto simultâneo de ambas as partes do sistema de controle, ou seja, da lei de controle
e da função de disparo. Com isso, pode-se escolher uma lei de controle que minimize a
necessidade de trasmissão de dados ou uma função de disparo menos conservadora que
garanta determinadas condições de performance do sistema em malha fechada.

2.1.4 Existência de Intervalo Mínimo entre Eventos

Uma das preocupações ao se projetar um sistema de controle baseado em eventos é
garantir que existe um intervalo de tempo mínimo e não nulo entre dois eventos, pois caso
isso não seja possivel, o sistema pode apresentar o que se chama de Zeno-behavior, que
é um fenômeno em que o período entre dois eventos se torna nulo, forçando uma amos-
tragem infinitamente rápida, o que é impraticável (LEMMON, 2010). No contexto de
sistemas contínuos, (TABUADA, 2007) demonstrou a existência de um intervalo mínimo
garantido para a função de disparo (2), considerando x(t) o estado completo da planta.
No entanto, para uma realimentação de saída onde se considera x(t) como o estado do
controlador xc(t), a mesma função pode apresentar Zeno-behavior.

Para compreender melhor esse fenômeno, considere uma realimentação dinâmica de
saída e uma função de disparo do tipo

f(δ(t), xc(t)) = −‖xc(t)‖+ α‖δ(t)‖, (6)

a qual gera um evento sempre que f(δ(t), xc(t)) > 0. Caso ocorra uma amostragem em
um instante tk em que xc(tk) = 0 e o estado da planta xp(tk) 6= 0, então

f(δ(tk), xc(tk)) = 0 ḟ(xc(tk), δ(tk)) > 0 (7)

e, após um período infinitesimal, ocorrerá um novo evento. Como nenhum período de
tempo finito foi decorrido, a mesma situação se apresentará, de modo que infinitos eventos
ocorreriam antes que o estado do sistema pudesse evoluir.

Por outro lado, quando se trata de sistemas discretos, o período de amostragem no-
minal é sempre um limitante inferior intrínseco, sendo esta uma das principais vantagens
do controle baseado em eventos para sistemas discretos em relação a sistemas contínuos
(HEEMELS; DONKERS; TEEL, 2011). Assim, é suficiente garantir que f ≤ 0 nos
instantes de amostragem ni para se assegurar que não ocorrerão dois eventos no mesmo
instante.

2.2 Estabilidade de Sistemas Dinâmicos

Uma das mais importantes características de um dado sistema é a estabilidade, uma
vez que sistemas instáveis em malha fechada são, em geral, pouco úteis e muitas vezes
perigosos (SLOTINE; LI et al., 1991). Na área de controle baseado em eventos, a teoria
de Lyapunov tem se provado uma forma eficiente para a caracterização da estabilidade
interna dos sistemas (HEEMELS; JOHANSSON; TABUADA, 2012). Além disso, esta
teoria é a principal forma de análise da estabilidade em sistemas incertos ou com não-
linearidades (KHALIL, 1996), que serão abordados neste trabalho. Assim, nesta seção
são apresentados o conceito de estabilidade no sentido de Lyapunov e o segundo método
(também chamado método direto) de Lyapunov, bem como suas aplicações para sistemas
em tempo discreto.
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2.2.1 Estabilidade no Sentido de Lyapunov

O estudo da estabilidade de um sistema baseado na teoria de Lyapunov está relacio-
nado à estabilidade de seus pontos de equilíbrio. Desse modo, considerando o seguinte
sistema dinâmico em tempo discreto:

x[k + 1] = g(x[k]), (8)

as seguintes definições podem ser feitas:

Definição 1. Um estado x∗ será considerado um ponto de equilíbrio do sistema se, uma
vez que x[k] = x∗ em k = k1, x[k] permancerá igual a x∗ para qualquer k ≥ k1, ou seja,
tenha-se que g(x∗) = x∗ ∀k ≥ k1.

Para a análise de estabilidade no sentido de Lyapunov, é conveniente que o ponto de
equilíbrio em análise esteja na origem, ou seja, x∗ = 0. Quando o ponto estiver deslocado,
ele pode ser transferido para a origem por uma troca de variáveis (SLOTINE; LI et al.,
1991).

Definição 2. Seja x = 0 um ponto de equilíbrio do sistema (8). Ele será considerado
estável se para todo r > 0 existir um r > 0 tal que:

‖x(0)‖ < r =⇒ ‖x[k]‖ < r, ∀k ≥ 0. (9)

Este ponto será considerado assintoticamente estável se, além disso,

lim
k→∞
‖x[k]‖ = 0. (10)

Essa definição de estabilidade, chamada estabilidade no sentido de Lyapunov, signi-
fica que, se um ponto de equilíbrio é estável, as trajetórias do sistema podem ser mantidas
arbitrariamente próximas do ponto de equilíbrio se elas se iniciarem suficientemente pró-
ximas a ele. Caso isso não seja possível, o ponto de equilíbrio será considerado instável
(SLOTINE; LI et al., 1991).

Uma forma de se verificar a estabilidade interna do sistema é a aplicação do segundo
método de Lyapunov, que consiste na utilização de uma função escalar dos estados do
sistema. Caso essa função seja positiva e decrescente em uma região em torno do ponto
de equilíbrio, os estados se aproximam deste, e portanto ele é assintoticamente estável. O
teorema a seguir formaliza este método:

Teorema 2.1 (Teorema de Lyapunov para Sistemas Discretos, (ÅSTRÖM; WITTEN-
MARK, 1997)). Seja x = 0 um ponto de equilíbrio de (8) e D ⊂ Rn, ele será consi-
derado localmente estável caso exista uma função escalar V : D 7→ R continua em x, tal
que V (0) = 0 e:

V (x) > 0, ∀x ∈ D − {0}, (11)
∆V (x) = V (g(x))− V (x) ≤ 0, ∀x ∈ D. (12)

Além disso, se ∆V (x) < 0, ∀x 6= 0, ele será considerado localmente assintoticamente
estável.
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Um ponto de equilíbrio pode ainda ser considerado globalmente estável, casoD = Rn

e V (x) seja radialmente ilimitada, ou seja, lim‖x‖→∞V (x) =∞.
Em geral, muitas funções de Lyapunov podem existir para o mesmo sistema. Como

as condições do teorema de Lyapunov são apenas suficientes para provar a estabilidade de
um sistema, caso uma função candidata satisfaça as condições do teorema de Lyapunov,
pode-se garantir que o ponto de equilíbrio em questão é estável. Caso contrário, nada
pode-se afirmar sobre a estabilidade ou instabilidade do sistema, apenas que alguma outra
função de Lyapunov pode ser capaz de demonstrar a sua estabilidade. Dessa forma, o
principal obstáculo no uso da teoria de Lyapunov está em encontrar uma função adequada.

Uma função comumente utilizada como candidata a função de Lyapunov é a função
quadrática de forma:

V (x) = x′Px =
n∑
i=1

n∑
j=1

pijxixj, (13)

na qual P é uma matriz simétrica definida positiva. Quando (8) é um sistema linear, ou
seja, g(x) = Ax[k], a variação de V (x) é dada por:

∆V (x) = x[k]′(A′PA− P )x[k], (14)

de forma que o conjunto de LMIs

P > 0, A′PA− P < −Q, (15)

com Q > 0, fornece uma condição suficiente e necessária para a estabilidade do sistema
em questão (ÅSTRÖM; WITTENMARK, 1997).

2.2.2 Região de Atração

De modo geral, a estabilidade de sistemas não-lineares não pode ser caracterizada de
forma global. Nesse caso, torna-se importante determinar, além da estabilidade de um
ponto de equilíbrio, a sua região de atração. A região de atração da origem do sistema (8)
é definida como segue.

Definição 3. (TARBOURIECH et al., 2011) Seja x(k, x[0]) a trajetória do sistema (8)
iniciada em x[0]. A região de atraçãoRA da origem é definida como:

RA = {x ∈ Rn : x(k, x[0])→ 0 quando k →∞}. (16)

No caso de sistemas lineares, caso uma trajetória do sistema seja convergente, então
todas as trajetórias também serão (ÅSTRÖM; WITTENMARK, 1997). Em outras pala-
vras, RA = Rn para qualquer sistema linear estável. Por outro lado, a caracterização da
região de atração de sistemas não-lineares é, em geral, uma tarefa difícil, uma vez que
esta pode ser não-convexo ou até mesmo ilimitada (KHALIL, 1996). Assim, torna-se útil
caracterizar um conjunto de condições iniciais para o qual se garante a convergência das
trajetórias para a origem e que possa ser tratado de forma numérica ou analítica, e utilizar
este conjunto como uma estimativa da região de atração do sistema. Esta estimativa, cha-
mada de região de estabilidade assintótica (RAS, do inglês region of asymptotic stability)
pode ser definida como segue.

Definição 4. (TARBOURIECH et al., 2011) Uma região RS é uma RAS do sistema (8)
se:

∀x[0] ∈ RS, x(k, x[0])→ 0 quando k →∞ (17)
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Evidentemente, pela Definição 3,RS é um subconjunto deRA, ou seja,RS ⊆ RA.
Uma das formas de se obter uma RAS de um determinado sistema é através da utiliza-

ção de curvas de nível da função de Lyapunov, ou seja, garante-se que ∆V ≤ 0, ∀x ∈ RS

e RS = {x : x′Px ≤ c}. A vantagem deste método é que garante-se que RS seja um
conjunto invariante.

2.3 Sistemas Incertos

A maioria dos sistemas de controle são baseados em modelos matemáticos. No en-
tanto, estes modelos são aproximações do comportamento do sistema real, sendo que cabe
ao projetista avaliar a aplicabilidade de uma solução baseada em determinado modelo. Ao
levar e conta as inadequações e incertezas dos modelos durante a elaboração do sistema de
controle, o projetista pode ter uma maior segurança de que o sistema resultante funcionará
da forma esperada (ZHOU et al., 1996).

As incertezas presentes no modelo podem surgir de parâmetros desconhecidos no mo-
mento da análise ou até mesmo de dinâmicas não modeladas, geralmente devido à com-
plexidade que estas agregariam ao modelo. Muitas vezes, é preferível a utilização de um
modelo mais simples com a adição de incertezas para tratar possíveis dinâmicas omitidas
(DULLERUD; PAGANINI, 2000). No contexto de NCSs baseados em evento, além da
existência de incertezas paramétricas, existem ainda incertezas devido a variações nos pa-
râmetros da rede e dos dispositivos digitais, como o período de amostragem e o atraso de
transporte, fenômenos que podem ser modelados na forma de incertezas (HETEL; DAA-
FOUZ; IUNG, 2008). Assim, nesta seção é feita a caracterização do modelo de incertezas
politópicas considerado neste trabalho.

2.3.1 Modelagem Politópica das Incertezas

Seja o seguinte sistema linear incerto em tempo discreto:

x[k + 1] = A(η)x[k], ∀η ∈ Bη = {ηi : |ηi| ≤ βi, i = 1, ..., n}, (18)

onde η é um vetor de parâmetros incertos, Bη é um politopo com 2n vértices, sendo n
o número de parâmetros incertos e βi é o maior valor admissível para a incerteza do i-
ésimo parâmetro, ou seja, −βi ≤ ηi ≤ βi, como exemplifica a Figura 2 para n = 2, onde
a região hachurada corresponde aos possíveis valores dos parâmetros. Então, tem-se que:

A(η) ∈ A =

{
A0 + A∆ : A∆ =

2n∑
j=1

qjA∆j,
2n∑
j=1

qj = 1, qj ≥ 0

}
, (19)

com A sendo um conjunto convexo e fechado, a matriz A0 definida como A(0) e as
matrizes A∆j construídas a partir de A(η)−A0 nos vértices do politopo Bη. Além disso,
por essa definição, tem-se que A∆ ∈ Co{A∆j}. Nesse caso, a matriz A0 é a matriz de
transição de estados nominal do sistema, enquantoA∆ é uma matriz de incertezas aditivas.

Uma das principais vantagens da representação politópica é que o conjunto resultante
é convexo, de modo que, se um conjunto de condições forem satisfeitas nos vértices do
politopo, essas mesmas condições estarão satisfeitas em todo o envelope convexo formado
por esses vértices (BOYD; VANDENBERGHE, 2004). No entanto, o número de vértices
cresce exponencialmente com o número de parâmetros incertos, o que torna a resolução
de problemas com diversas incertezas custosa de um ponto de vista numérico.
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η1

η2

(β1, β2)(−β1, β2)

(β1,−β2)(−β1,−β2)

Figura 2: Politopo de incertezas Bη com 2 parâmetros e 4 vértices.

2.4 Sistemas Sujeitos à Saturação

Embora muitos sistemas possam ser satisfatoriamente aproximados por modelos line-
ares, a maioria dos sistemas reais apresentam limitações físicas que restringem os sinais
de controle que são efetivamente aplicados à planta. A saturação dos atuadores é uma
das mais comuns dessas limitações, e seus efeitos devem ser previstos, de forma a evitar
comportamentos indesejados do sistema (SLOTINE; LI et al., 1991).

Os sistemas lineares com saturação do atuador estão no limite entre sistemas lineares
e não-lineares, uma vez que o sistema pode apresentar comportamentos lineares em uma
determinada região e comportamentos não-lineares em outra região, especialmente em
malha fechada. Embora a saturação possa parecer uma não-linearidade simples, ela faz
parte da classe de não-linearidades ditas “duras”, assim como a histerese e a zona-morta,
e é de difícil tratamento matemático (TARBOURIECH et al., 2011).

A literatura apresenta alguns métodos para se lidar com atuadores saturantes, des-
tacando-se entre eles a modelagem politópica, a modelagem por regiões de saturação e
a modelagem por não-linearidades de setor (TARBOURIECH et al., 2011). O primeiro
deles se baseia na utilização de inclusões diferenciais politópicas para descrever local-
mente o sistema. Mais informações sobre este tipo de modelagem podem ser encontradas
no trabalho original (MOLCHANOV; PYATNITSKIY, 1989) e em outras generalizações
do método, por exemplo (HU; LIN, 2001) e (ALAMO; CEPEDA; LIMON, 2005). O se-
gundo método é baseado na divisão do espaço de estados do sistema em regiões, onde em
cada região a dinâmica do sistema é descrita por um sistema linear. Este tipo de modela-
gem é utilizada em (GOMES DA SILVA Jr et al., 1997) e (MILANI, 2002). Já o terceiro
método, que será utilizado neste trabalho, é baseado em uma condição de setor, e será
explicado em mais detalhes a seguir.
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2.4.1 Modelo de Não-Linearidade de Setor

Considere a seguinte definição:

Definição 5 ((TARBOURIECH et al., 2011)). Uma não-linearidade φ0(x) satisfaz uma
condição de setor se

(φ0(x)− L2x)′(φ0(x)− L1x) ≤ 0, ∀x ∈ S ⊆ Rn, (20)

para matrizes reais L1, L2 e L = L′ = L1 − L2 > 0 e 0 ∈ S . Caso a condição seja
satisfeita para S = Rn, então diz-se que φ0(x) satisfaz a condição de setor globalmente.

Quando uma determinada não-linearidade φ0(x) satisfaz a condição (20), diz-se que
φ0(x) pertence ao setor [L1, L2]. Seja a função saturação sat(v) : Rm → Rm definida
como:

sat(v)i = sat(vi) =


−µ0i se vi < −µ0i

vi se − µ0i ≤ vi ≤ µ0i

µ0i se vi > µ0i

, ∀i ∈ 1, ...,m, (21)

pode-se observar que sat(v) pertence globalmente ao setor [0, I] e localmente ao setor
[α1I, I], para α1 ≤ 1, sendo que se α1 = 1 a condição de setor é satisfeita apenas na
região linear. Agora, observe que a saturação pode ser descrita a partir de uma não-
linearidade do tipo zona-morta φ(v) : Rm → Rm, da seguinte maneira:

φ(v) = v − sat(v), (22)

ou seja:

φ(v)i = φ(vi) =


vi + µ0i se vi < −µ0i

0 se − µ0i ≤ vi ≤ µ0i

vi − µ0i se vi > µ0i

, ∀i ∈ 1, ...,m. (23)

Assim como sat(v), φ(v) pertence globalmente ao setor [0, I]. Porém, diferentemente da
saturação, ela pertence localmente ao setor [0, α2I], para α2 < 1. A Figura 3 apresenta
uma comparação das não-linearidades, satisfazendo uma condição global e uma condição
local com S = {v : |v| ≤ v1}.

Dessa forma, o seguinte lema pode ser enunciado:

Lema 2.1 (Condição de Setor Clássica (TARBOURIECH et al., 2011)). Sejam a matriz
H = diag(h1, ..., hm) ≤ I , o vetor µH0 , com µH0i = µ0i(1− hi)−1, e o conjunto S0 = {x :
|Kix| ≤ µH0i, i = 1, ...,m, i = 1, ...,m}, então a relação:

φ(Kx)′T (φ(Kx)−HKx) ≤ 0, (24)

com T sendo uma matriz diagonal definida positiva, é satisfeita sempre que x ∈ S0.

Note que quando T = I esta relação é equivalente à condição (20), com L2 = 0 e
L1 = H . Além disso, para qualquer T diagonal e definida positiva, caso uma das relações
seja verificada, a outra também será. Esta condição de setor se aplica a uma classe de não-
linearidades da qual a zona-morta faz parte, ou seja, quando o Lema 2.1 é utilizado para
se provar a estabilidade de um sistema com a não-linearidade de zona-morta, na verdade
a estabilidade está sendo garantida para uma classe maior de sistemas, o que pode ser
conservador (TARBOURIECH et al., 2011). Por outro lado, a seguinte condição de setor
modificada se aplica especificamente à zona-morta:
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L1=0

L2=1

vv1

u

sat(v)

L1=α

u

vv1

φ(v)

L2=α

L2=1

L1=0

Figura 3: Condição de setor globalmente satisfeita [0, 1], e setores [α, 1] e [0, α] para as
não-linearidades sat(v) e φ(v), respectivamente.

Lema 2.2 (Condição de Setor Generalizada (GOMES DA SILVA Jr; TARBOURIECH,
2004)). Seja o conjunto S = {x : |(Ki −Gi)x| ≤ µ0i}, então a relação:

φ(Kx)′T (φ(Kx)−Gx) ≤ 0, (25)

com T sendo uma matriz diagonal definida positiva, é satisfeita sempre que x ∈ S.

Pode-se perceber que o Lema 2.1 é um caso particular do Lema 2.2 quandoG = HK,
ou seja, o Lema 2.2 é mais genérico e, portanto, menos conservador.

2.5 Desigualdades Matriciais Lineares

O uso de LMIs é muito importante na análise e síntese de sistemas de controle, pois é
possível se reduzir uma ampla gama de problemas de controle a problemas de otimização
convexos, os quais podem ser resolvidos numericamente de forma eficiente (BOYD et al.,
1994). O desafio consiste então em formular condições para a resolução do problema na
forma de LMIs, já que muitas vezes termos não-lineares estão presentes na formulação
resultante. Nesta seção, são apresentadas a definição de LMI e algumas das técnicas
empregadas no tratamento das mesmas.

2.5.1 Definição

Uma LMI estrita é uma desigualdade da forma:

F (x) = F0 +
m∑
i=1

xiFx > 0, (26)

onde x ∈ Rm é um vetor de variáveis e as matrizes simétricas Fi = F ′i ∈ Rn×n são
conhecidas. Caso F (x) ≥ 0, a desigualdade é dita não estrita. Uma das propriedades
fundamentais das LMIs é que a restrição (26) é convexa em x, ou seja, o conjunto de
soluções X = {x : F (x) > 0} é convexo, de modo que um problema na forma:

minimize: c′x
sujeito a: F (x) > 0,

(27)

seja um problema de otimização convexo (BOYD et al., 1994).
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2.5.2 Complemento de Schur

O Complemento de Schur é uma ferramenta muito útil para se converter desigualdades
matriciais não-lineares em LMIs equivalentes. Ele pode ser enunciado da seguinte forma:

Lema 2.3 (Complemento de Schur (BOYD et al., 1994)). Sejam Q = Q′, R = R′ e S
matrizes reais de dimensões apropriadas. Então:

i)R > 0, Q− SR−1S ′ > 0, (28)

ii)
[
Q S
∗ R

]
> 0 (29)

são equivalentes.

Desta forma, a desigualdade quadrática (28) pode ser transformada na LMI (29), que
pode ser eficientemente tratada por métodos computacionais.

2.5.3 S-Procedure

Comumente são encontrados casos em que se deseja garantir a definição em sinal de
uma função quadrática sempre que outra função quadrática for definida em sinal. O S-
procedure é uma ferramenta que permite a aproximação deste tipo de restrição através de
uma LMI. O S-procedure para desigualdades estritas é apresentado a seguir.

Lema 2.4 (S-procedure (BOYD et al., 1994)). Sejam T0, ..., Tp ∈ Rn×n matrizes simétri-
cas. Se existirem escalares positivos τ1, ..., τp tais que:

T0 −
p∑
i=1

τiTi > 0, (30)

então

x′T0x > 0, para todo x 6= 0 tal que x′Tix ≥ 0, i = 1,...,p (31)

é verificada.

2.5.4 Outros Lemas

Além do complemento de Schur e do S-procedure, os seguintes lemas serão utilizados
neste trabalho para a obtenção de formulações LMI.

Lema 2.5. Sejam U , V e X = X ′ > 0 matrizes de dimensões apropriadas. Então, as
relações:

V ′U + U ′V ≤ U ′XU + V ′X−1V (32)
−V ′U − U ′V ≤ U ′XU + V ′X−1V (33)

são verificadas.

Lema 2.6 ((SEURET; GOMES DA SILVA Jr, 2012)). Seja X̄ = M ′XM e X > 0. Se:[
X0 I
∗ M +M ′ − X̄

]
> 0, (34)

então X < X0.
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2.6 Considerações Finais

Neste capítulo, incialmente foram apresentados os conceitos básicos relativos ao con-
trole baseado em eventos, bem como algumas das dificuldades encontradas no seu projeto.
A seguir, foi apresentada a teoria de Lyapunov, que será fundamental na formulação de
condições de estabilidade para os sistemas com controladores baseados em eventos. Além
disso, foram discutidos os métodos de modelagem de incertezas e da função de satura-
ção que serão utilizados na extensão dos resultados para sistemas incertos e para sistemas
sujeitos à saturação. Por fim, foram abordadas as técnicas utilizadas para a obtenção
de condições na forma de LMIs, o que permite a aplicação de problemas de otimização
convexos para se determinar os parâmetros desconhecidos nas condições de estabilidade
propostas. Nos próximos capítulos, estes conceitos serão utilizados para o desenvolvi-
mento de metodologias de projeto de controladores baseados em eventos.
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3 REALIMENTAÇÃO DE ESTADOS BASEADA EM EVEN-
TOS

3.1 Introdução

Este capítulo apresenta um método sistemático para o projeto de uma realimentação
de estados baseada em eventos para sistemas em tempo discreto. A estratégia consiste
no projeto de uma função de disparo que garante a estabilidade assintótica da origem do
sistema a partir da aplicação de problemas de otimização a um conjunto de restrições
LMIs.

A primeira parte do capítulo apresenta a formulação básica para a realimentação de
estados baseada em eventos. A seguir, os resultados são estendidos para o caso em que
ocorre saturação do atuador, utilizando-se a condição de setor generalizada para modelar
o efeito da saturação. Na seção seguinte são apresentados problemas de otimização para
possibilitar o projeto da função de disparo com base em determinados critérios. A fim de
ilustrar os métodos propostos, o capítulo é encerrado com alguns exemplos numéricos e
comentários finais.

3.2 Preliminares e Formulação do Problema

Nesta seção é apresentada a formulação básica do sistema de interesse e o projeto e
a implementação da estratégia baseada em eventos. O sistema a ser controlado (planta)
consiste em um sistema linear invariante no tempo. Assume-se que o controle da planta
contínua é feito de maneira digital. Para tanto, considera-se um período nominal de amos-
tragem T e assume-se que o sinal de controle aplicado à planta é constante entre 2 instan-
tes de amostragem consecutivos. Neste caso, um modelo em tempo discreto, cujo valor
do estado coincide com o estado em tempo contínuo, pode ser obtido. É considerado que
o sistema possui um sensor digital capaz de medir o estado da planta com uma taxa de
amostragem nominal elevada. Assume-se ainda que este sensor é um dispositivo inteli-
gente capaz de rodar o sistema de controle e que há uma rede de comunicação entre o
sensor e o atuador do sistema, através da qual é enviado o sinal de controle. A Figura
4 exemplifica o funcionamento do sistema em questão, onde ni corresponde ao instante
discreto do i-ésimo evento. Esta configuração tem sido comumente utilizada no estudo
da estabilidade de NCSs sob diversas técnicas de amostragem, já que ela é capaz de re-
presentar uma ampla gama de configurações de rede, como exposto em (HESPANHA;
NAGHSHTABRIZI; XU, 2007).
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PlantaAtuador Sensor

Rede

ZOH

t = kTt = kT

t = niTt = niT

Nó do Atuador Nó do Sensor

Disparo

Figura 4: Topologia para realimentação de estados baseada em eventos.

3.2.1 Modelo da Planta em Tempo Discreto

Considere o seguinte sistema linear em tempo contínuo:

ẋ(t) = Acx(t) +Bcu(t), (35)

onde x ∈ Rn e u ∈ R são os vetores de estado e entrada do sistema, respectivamente, e
Ac e Bc são matrizes de dimensões apropriadas.

Suponha que o estado do sistema x(t) é amostrado periodicamente por um sensor com
período T . Além disso, considerando um segurador de ordem zero (ZOH), assuma que
o sinal de entrada u(t) é mantido constante entre dois instantes de amostragem, ou seja,
u(t) = u(kT ), ∀t ∈ [kT (k + 1)T ]. Dessa forma, o seguinte sistema em tempo discreto
clássico pode representar o comportamento do sistema (35) nos instantes de amostragem
(ÅSTRÖM; WITTENMARK, 1997):

x[k + 1] = Ax[k] +Bu[k], (36)

com:

A = eAcT , B = Bc

∫ T

0

eAcsds, x[k] = x(kT ), u[k] = u(kT ), (37)

em que x ∈ Rn e u ∈ R são os vetores de estado e entrada em tempo discreto, respecti-
vamente.

3.2.2 Controle com Amostragem Periódica

Agora, considere uma lei de controle de realimentação de estados dada por:

u[k] = Kcx[k], (38)

onde Kc ∈ Rn é o ganho de realimentação projetado para estabilizar o sistema. Esta lei
de controle leva ao seguinte sistema em malha fechada:

x[k + 1] = (A+BKc)x[k]. (39)
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O ganho Kc pode ser definido utilizando as técnicas clássicas de projeto para sistemas
discretos, por exemplo, as descritas em (OGATA, 1995), (ÅSTRÖM; WITTENMARK,
1997). Se Kc for escolhido de modo que (A + BKc) seja Schur-estável, então o sistema
em malha fechada será assintoticamente estável.

No entanto, observe que para garantir a estabilidade do sistema é necessário que o
sinal de controle seja transmitido para o atuador a cada instante de tempo T . Caso o
período de amostragem seja relativamente baixo, as atualizações do atuador serão muito
frequentes, o que pode levar a problemas de congestionamento da rede. Além disso, em
redes sem fio, o consumo de energia durante a transmissão de dados pode ser crítico.
Consequentemente, a ideia é não enviar o sinal de controle atualizado periodicamente,
através da implementação de um controle baseado em eventos.

3.2.3 Estratégia de Controle Baseado em Eventos

Utilizando-se esta estratégia de controle, a comunicação entre a planta e o controlador
não é periódica. O sinal de controle é transmitido ao atuador apenas nos instantes de
tempo ni, i = 1,2,3..., levando à seguinte lei de controle de realimentação de estados:

u[k] = u[ni] = Kcx[ni], ∀k ∈ [ni, ni+1). (40)

Então, a cada instante de amostragem periódico tk=kT, deve ser realizada uma decisão
em relação a amostrar ou não o estado da planta. Tal decisão é baseada em um evento
associado à evolução da função de disparo.

Neste trabalho, seguindo as ideias propostas em (TABUADA, 2007) e (HEEMELS;
DONKERS; TEEL, 2011), é definido:

x[k] = x[ni]− δ[k] (41)

ou, equivalentemente, δ[k] = x[ni]−x[k]. Assim, δ[k] é uma medida da diferença entre o
estado utilizado no cálculo do sinal de controle na última transmissão de dados e o atual
estado da planta. Assim, a equação do sistema (39) pode ser reescrita como:

x[k + 1] = (A+BKc)x[k] +BKcδ[k] (42)

Além disso, uma função de disparo f(δ[k],x[k]) é considerada, de forma que a estra-
tégia proposta consiste em aplicar o seguinte algoritmo:

Algoritmo 1 Estratégia de Controle Baseado em Eventos
if k = 0 then
u[0]← Kcx[0]
i← 1

else
if f(δ[k],x[k]) > 0 then
u[k]← Kcx[k]
i← i+ 1
ni ← k

else
u[k]← u[ni]

end if
end if



30

Esse algoritmo implica que se em qualquer instante de tempo k ∈ Z+ a função de
disparo f(δ[k],x[k]) for positiva, o sinal de controle será atualizado, ou seja, o sinal de
controle será calculado a partir do valor do estado no instante atual e será enviado para o
atuador.

Deseja-se então projetar uma função de disparo f(δ[k],x[k]) que garanta que o sis-
tema é assintoticamente estável sob a lei de controle (40). Além disso, deseja-se que os
parâmetros da função sejam tais que o número de transmissões entre o sensor e o atuador
seja reduzido, de forma a se obter uma diminuição no uso da rede de comunicação do
sistema. Esses objetivos são resumidos no seguinte problema:

P1 Dado um ganho de realimentação de estados Kc, determinar uma função de disparo
f(δ[k],x[k]) que garanta a estabilidade assintótica do sistema e reduza o número de
eventos ocorridos em um determinado intervalo de tempo.

Além disso, existe ainda o problema de co-design, que pode ser formulado da seguinte
maneira:

P2 Determinar simultaneamente uma função de disparo f(δ[k],x[k]) e um ganho de
realimentação de estados Kc que garantam a estabilidade assintótica do sistema e
reduzam o número de eventos ocorridos em um determinado intervalo de tempo.

3.3 Condições de Estabilidade Propostas

Nesta seção serão apresentadas condições para a estabilidade do sistema sob a estra-
tégia baseada em eventos proposta. As condições serão formuladas na forma de LMIs, o
que permite a aplicação de problemas de otimização convexos para a resolução de P1 e
P2.

Neste caso, a seguinte função de disparo quadrática será utilizada:

f(δ[k], x[k]) = δ[k]′Qδδ[k]− x[k]′Qσx[k], (43)

com a condição de disparo f(δ[k], x[k]) ≤ 0, ou seja, um evento será gerado sempre que
a função de disparo se tornar positiva.

3.3.1 Condições para a Síntese da Função de Disparo

Considere a seguinte função quadrática candidata a função de Lyapunov associada ao
sistema (42):

V (x[k]) = x[k]′Px[k]. (44)

Seja ∆V (x) = V (x[k + 1])− V (x[k]), tem-se que:

∆V (x[k]) =x[k]′
(
(A+BKc)

′P (A+BKc)− P
)
x[k]+

2x[k]′(A+BKc)
′PBKcδ[k]+

δ[k]′(BKc)
′PBKcδ[k].

(45)

Definindo-se um vetor auxiliar:

ξ0 = [x[k]′ δ[k]′]′, (46)
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pode-se reescrever (45) na forma:

∆V (x[k]) = ξ0

[(
(A+BKc)

′P (A+BKc)− P
)

(A+BKc)
′PBKc

∗ (BKc)
′PBKc

]
ξ′0. (47)

A partir da definição de f(δ[k], x[k]), pode-se afirmar que, caso

∆V (x[k])− δ[k]′Qδδ[k] + x[k]′Qσx[k] < 0, (48)

então ∆V (x[k]) < 0, desde que f(δ[k], x[k]) ≤ 0.
Note que a equação (48) pode ser reescrita como:

ξ′0Ψ0ξ0 < 0, (49)

com

Ψ0 =

[(
(A+BKc)

′P (A+BKc)− P
)

+Qσ (A+BKc)
′PBKc

∗ (BKc)
′PBKc −Qδ

]
. (50)

Assim, o seguinte teorema pode ser enunciado:

Teorema 3.1. Considere que Kc é tal que o sistema em tempo discreto (39) é assinto-
ticamente estável sob uma estratégia de amostragem periódica. Se existirem matrizes
simétricas definidas positivas P , Qσ e Qδ tais que

Ψ0 < 0, (51)

então o sistema em malha fechada (42) é assintoticamente estável sob a estratégia base-
ada em eventos proposta no Algoritmo 1, com a função de disparo definida em (43).

Prova. Caso a relação (51) seja satisfeita, então (49) e consequentemente (48) também
serão satisfeitas. Suponha agora que ni+1 − ni > 1 e k ∈ (ni, ni+1). Nesse caso, pelo
Algoritmo 1, tem-se que f(δ[k],x[k]) ≤ 0, ou seja

δ[k]′Qδδ[k]− x[k]′Qσxs[k] ≤ 0 (52)

e, a partir de (48), segue que

∆V (x[k]) < 0, ∀k ∈ (ni,ni+1). (53)

Por outro lado, suponha que em um determinado instante k, f(δ,x) > 0 (note que esta
situação inclui o caso ni+1−ni = 1). Então, um evento ocorre e pelo Algoritmo 1 tem-se
que ni = k e δ[k] = 0, o que também implica que

∆V (x[k]) < 0, ∀k = ni, i = 1, 2... (54)

Como resultado, conclui-se que ∆V (x[k]) < 0,∀k ≥ 0 e o sistema em malha fechada
é assintoticamente estável.

Observe que, para umKc dado, (51) é uma LMI em P ,Qσ eQδ e, portanto, problemas
de otimização convexos podem ser formulados a partir desta condição para a síntese de
Qσ e Qδ. A formulação destes problemas de otimização será abordada na seção 3.5.
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3.3.2 Condição para Co-Design

Para resolver o problema de co-design, é preciso considerar que Kc é uma variável
a ser determinada. No entanto, quando isso é considerado, a desigualdade (51) deixa
de ser uma LMI devido aos termos onde há a multiplicação entre Kc e P . Para que a
desigualdade volte a ser uma LMI, observe que Ψ0 pode ser escrito de forma análoga
como: [

−P +Qσ 0∗
∗ −Qδ

]
+ Π′0PΠ0, (55)

com:

Π0 =
[
(A+BKc) BKc

]
. (56)

Aplicando-se o Complemento de Schur a (55), chega-se a:−P +Qσ 0∗ (A+BKc)
′

∗ −Qδ (BKc)
′

∗ ∗ −W

 . (57)

Pré e pós-multiplicando-se (57) por:

Γ1 =

W 0∗ 0∗
∗ W 0∗
∗ I

 (58)

e definindo-se as variáveis W = P−1, KW = KcW , QWσ = WQσW e QWδ = WQδW ,
obtém-se:

Ψ̃0 =

−W +QWσ 0∗ WA′ +K ′WB
′

∗ −QWδ K ′WB
′

∗ ∗ −W

 . (59)

Assim sendo, pode-se enunciar o seguinte corolário:

Corolário 3.1.1. Se existirem matrizes simétricas definidas positivas W , QWσ e QWδ e
uma matriz KW de dimensões apropriadas tais que

Ψ̃0 < 0, (60)

então o sistema em malha fechada (42) é assintoticamente estável sob a estratégia ba-
seada em eventos proposta no Algoritmo 1, com a função de disparo definida em (43),
considerando Qσ = W−1QWσW

−1, Qδ = W−1QWδW
−1 e o ganho de realimentação de

estados dado por Kc = KWW
−1.

Prova. A prova decorre diretamente da prova do Teorema 3.1, basta observar que Ψ̃0 e
Ψ0 são congruentes, de modo que Ψ̃0 < 0 é equivalente a Ψ0 < 0.

A utilização de (60) para resolver P2 a partir de problemas de otimização será discu-
tida na seção 3.5.
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3.4 Extensão ao Caso de Sistemas com Saturação do Atuador

Nas seções 3.2 e 3.3, foram realizados a implementação e o projeto de um sistema de
controle baseado em eventos considerando que o atuador é capaz de fornecer um sinal de
entrada sem qualquer restrição de magnitude para a planta. No entanto, essa situação não
ocorre na prática, já que existem limitações físicas com relação à magnitude do sinal for-
necido ao sistema. Nesta seção, os resultados apresentados anteriormente são estendidos
para tratar do problema da saturação em magnitude da saída do atuador.

3.4.1 Preliminares e Formulação do Problema

Considere o sistema apresentado em (36). Caso seja considerada a saturação do atua-
dor, a entrada do sistema pode ser descrita por:

u[k] = sat(v[k]), (61)

onde v[k] é o sinal de saída do controlador e sat(v[k]) é a função de saturação padrão
definida em (21) . Esta função pode ser reescrita como uma função do tipo zona-morta da
seguinte forma:

φ(v[k]) = v[k]− sat(v[k]). (62)

Considerando-se φ(v[k]) e a lei de controle de realimentação de estados:

v[k] = Kcx[k], (63)

a equação da dinâmica do sistema é dada por:

x[k + 1] = (A+BKc)x[k]−Bφ(v[k]). (64)

Por outro lado, aplicando-se a estratégia de controle baseado em eventos, a lei de
controle passa a ser dada por:

v[k] = v[ni] = Kcx[ni], ∀k ∈ [ni, ni+1). (65)

Considerando (65) e a definição de δ dada em (41), a equação da dinâmica do sistema sob
a estratégia de controle baseado em eventos é dada por:

x[k + 1] =(A+BKc)x[k] +BKcδ[k]−Bφ(v[k]). (66)

Além disso, uma função de disparo f(δ[k],x[k]) é considerada, de forma que a estra-
tégia proposta consiste em aplicar o seguinte algoritmo, análogo ao Algoritmo 1:

Algoritmo 2 Estratégia de Controle Baseado em Eventos
if k = 0 then
v[0]← Kcx[0]
i← 1

else
if f(δ[k],x[k]) > 0 then
v[k]← Kcx[k]
i← i+ 1
ni ← k

else
v[k]← v[ni]

end if
end if
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Assim como na seção anterior, deseja-se agora projetar uma função de disparo
f(δ[k],x[k]) > 0 que garanta uma determinada RAS para o sistema sob a lei de controle
(65) e deseja-se escolher parâmetros para essa função de forma que o número de trans-
missões de dados entre o sensor e o atuador seja reduzido. Assim sendo, os seguintes
problemas podem ser formulados:

P3 Dados um ganho de realimentação Kc e uma regiãoR(P0), determinar uma função
de disparo f(δ[k],x[k]) que garanta que R(P0) é uma RAS do sistema em malha
fechada e reduza o número de eventos em um determinado intervalo de tempo.

P4 Dados um ganho de realimentação Kc e uma função de disparo f(δ[k],x[k]), maxi-
mizar a RAS garantidaR(P ) do sistema em malha fechada.

P5 Dado um ganho de realimentação Kc, simultaneamente determinar uma função de
disparo f(δ[k],x[k]) que reduza o número de eventos em um determinado intervalo
de tempo e maximizar a RAS garantidaR(P ) do sistema em malha fechada.

Já o caso de co-design pode ser formulado da seguinte forma:

P6 Resolver P3, P4 ou P5 e simultaneamente projetar o ganho de realimentação Kc.

3.4.2 Condições de Estabilidade Propostas

A seguir, são apresentadas as condições de estabilidade utilizadas para resolver P3,
P4, P5 e P6.

Considere a seguinte função quadrática candidata a função de Lyapunov:

V (x[k]) = x[k]′Px[k]. (67)

Definindo:

∆V (x[k]) = V (x[k + 1])− V (x[k]), (68)

e omitindo-se sua dependência em k tem-se que:

∆V (x) =x′
(
(A+BKc)

′P (A+BKc)− P
)
x+

δ′K ′cB
′PBKcδ + φ′B′PBφ+

2x′(A+BKc)
′PBKcδ − 2δ′K ′cB

′PBφ−
2x′(A+BKc)

′PBφ.

(69)

Agora, note que o argumento da função φ, ou seja, v[k], pode ser escrito da seguinte
forma:

Kc(x+ δ) =
[
Kc Kc

] [x
δ

]
, Kνν, (70)

onde Kν =
[
Kc Kc

]
e ν =

[
x′ δ′

]′. Com isso, a partir do Lema 2.2 e do Algoritmo 2
tem-se que, caso ν ∈ S = {ν : (Kν −Gν)ν < µ0}, então a seguinte relação:

∆V (x)− 2φ(Kνν)′T
(
φ(Kνν)−Gνν

)
≤ δ′Qδδ − x′Qσx, (71)



35

comGν =
[
G1 G2

]
implica em ∆V (x) < 0 se f(δ[k], x[k]) ≤ 0. Note que definindo-se:

ξ1 =
[
x′ δ′ φ′

]′ (72)

Π1 =
[
(A+BKc) BKc −B

]
, (73)

pode-se reescrever (71) como:

ξ′1

−P +Qσ 0∗ G1
′T

∗ −Qδ G2
′T

∗ ∗ −2T

+ Π′1PΠ1

 ξ1 < 0. (74)

Logo, se −P +Qσ 0∗ G1
′T

∗ −Qδ G2
′T

∗ ∗ −2T

+ Π′1PΠ1

 < 0, (75)

garante-se (71). Aplicando-se o complemento de Schur a (75), tem-se que esta é equiva-
lente a:

Ψ1 =


−P +Qσ 0∗ G1

′T (A+BKc)
′

∗ −Qδ G2
′T (BKc)

′

∗ ∗ −2T −B′
∗ ∗ ∗ −P−1

 < 0. (76)

Observe que (76) não é uma LMI. No entanto, pode-se definir W = P−1, S = T−1,
QWσ = WQσW e GW1 = G1W e, a seguir, pré e pós-multiplicar Ψ1 por

Γ1 =


W 0∗ 0∗ 0∗
∗ I 0∗ 0∗
∗ ∗ S 0∗
∗ ∗ ∗ I

 (77)

obtendo-se:

Ψ2 =


−W +QWσ 0∗ GW1

′ W (A+BKc)
′

∗ −Qδ G2
′ (BKc)

′

∗ ∗ −2S −SB′
∗ ∗ ∗ −W

 < 0. (78)

Assim, se Ψ2 < 0, garante-se que ∆V (x)− δ′Qδδ + x′Qσx < 0, desde que ν ∈ S.
Agora, deseja-se garantir que ν ∈ S, ∀k ≥ 0, o que pode ser feito garantindo-se que

ν[0] ∈ R(P ) = {x : x′Px ≤ 1} e que R(P ) ⊆ S, já que, caso (78) seja satisfeita, então
R(P ) é uma região invariante. Para tanto, considere a seguinte relação:

ν ′(K ′ν −G′ν)µ−2
0 (Kν −Gν)ν ≤ 1, ∀ν : ν ′Λ0ν ≤ 1, (79)

com

Λ0 =

[
P 0∗
∗ 0∗

]
. (80)
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Esta relação é equivalente a dizer que ν ∈ S sempre que ν ′Λν ≤ 1, o que é equivalente à
seguinte expressão:

ν ′
(
Λ0 − (K ′ν −G′ν)µ−2

0 (Kν −Gν)
)
ν ≥ 0. (81)

Pode-se afirmar ainda, a partir do Algoritmo 2, que se a desigualdade

ν ′
(
Λ0 − (K ′ν −G′ν)µ−2

0 (Kν −Gν)
)
ν ≥ x′Qσx− δ′Qδδ (82)

for satisfeita, (81) também o será. Por meio do Complemento de Schur e da definição de
ν, Kν e Gν , a desigualdade (82) é verificada se:

Λ1 =

P −Qσ 0∗ K ′c −G′1
∗ Qδ K ′c −G′2
∗ ∗ µ2

0

 ≥ 0. (83)

Apesar de (83) ser uma LMI, para que ela seja utilizada em conjunto com (78), é
necessário que elas possuam as mesmas variáveis de decisão. Isso pode ser conseguido
pré e pós-multiplicando-se (83) por:

Γ2 =

W 0∗ 0∗
∗ I 0∗
∗ ∗ I

 , (84)

obtendo-se:

Λ2 =

W −QWσ 0∗ WK ′c −G′W1

∗ Qδ Kc −G2

∗ ∗ µ2
0

 ≥ 0. (85)

Com isso, pode-se enunciar o seguinte teorema:

Teorema 3.2. Considere que Kc é tal que o sistema em tempo discreto (64) é assinto-
ticamente estável sob uma estratégia de amostragem periódica. Se existirem matrizes
simétricas definidas positivas W , QWσ, Qδ, matrizes de dimensões apropriadas GW1, G2

e uma matriz diagonal S > 0 tais que:

Ψ2 < 0 (86)
Λ2 ≥ 0, (87)

então a região R(P ) = {x : x′Px ≤ 1} é uma RAS do sistema em malha fechada (66)
sob a estratégia baseada em eventos proposta no Algoritmo 2, com a função de disparo
definida em (43) e Qσ = W−1QWσW

−1.

Prova. Note que por hipótese Γ1 é uma matriz não-singular, de forma que sua inversa
Γ−1

1 exista. Assim, caso Ψ2 < 0, então Ψ1 = Γ−1
1 Ψ2Γ−1

1 < 0 também será verificado, já
que Ψ1 e Ψ2 são congruentes. Aplicando-se o Complemento de Schur a (76), observa-se
que Ψ1 < 0 implica em (71).

Por sua vez, (71) garante que ∆V (x) ≤ δ′Qδδ − x′Qσx, desde que ν ∈ S. A partir
disso, seguindo o mesmo raciocínio apresentado na prova do Teorema 3.1 conclui-se que
∆V (x[k]) < 0, quando ν ∈ S.
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Agora, deseja-se demonstrar que Λ2 ≥ 0 garante que ν ∈ S sempre que x(0) ∈ R(P ),
ou seja, que a condição de setor é verificada quando as trajetórias do sistema iniciam na
RAS estimada. Para tanto, observe que Γ2 é uma matriz não-singular, e que Λ2 ≥ 0
implica em Γ−1

2 Λ2Γ−1
2 ≥ 0 e consequentemente em (83) e (82), já que Λ1 e Λ2 são

congruentes.
A partir do Algoritmo 2, pode-se afirmar que, para k ∈ (ni, ni+1), a verificação de

(82) garante a verificação de (81), já que δ′Qδδ − x′Qσx ≤ 0. Além disso, para k = ni,
δ = 0 e a verificação de (82) também garante a verificação de (81), a qual garante que se
x ∈ R(P ), então ν ∈ S , e a condição de setor é verificada. Assim, como R(P ) é uma
curva de nível de V (x), tem-se que ∆V (x) < 0, ∀x ∈ R(P ), concluindo-se que R(P ) é
invariante e contrativo, sendo assim uma RAS do sistema (66).

O Teorema 3.2 é suficiente para garantir a estabilidade local do sistema em questão.
A aplicação de problemas de otimização para a resolução de P3, P4 e P5 será abordada
na seção 3.5.

Além da estabilidade local do sistema, é possível ainda demonstrar a estabilidade
global do sistema caso este seja estável em malha aberta, ou seja, caso A possua todos os
seus autovalores dentro de um círculo de raio unitário centrado na origem. Uma condição
suficiente para tanto é apresentada no seguinte corolário:

Corolário 3.2.1. Considere que Kc é tal que o sistema em tempo discreto (64) é assin-
toticamente estável sob uma estratégia de amostragem periódica. Se existirem matrizes
simétricas definidas positivas W , QWσ, Qδ e uma matriz diagonal S tais que:


−W +QWσ 0∗ WK ′c W (A+BKc)

′

∗ −Qδ K ′c (BKc)
′

∗ ∗ −2S −SB′
∗ ∗ ∗ −W

 < 0. (88)

então a origem do sistema em malha fechada (66) é globalmente assintoticamente estável
sob a estratégia baseada em eventos proposta no Algoritmo 2, com a função de disparo
definida em (43) e Qσ = W−1QWσW

−1.

Prova. A desigualdade (88) é idêntica a (78) com Gν = Kν . Neste caso, a condição de
setor é satisfeita ∀ν ∈ R2n, isto é, S = R2n. O restante da prova decorre da prova do
Teorema 3.2

3.4.3 Co-Design

Para o problema de co-design, ou seja, considerando-se Kc como uma variável, as
desigualdades (86) e (87) deixam de ser LMIs. Para que as desigualdades voltem a ser
afins nas variáveis de decisão pode-se definir GW2 = G2W e KW = KcW e realizar-se
as seguintes transformações de congruência:

Γ3Ψ2Γ3 = Ψ̃2, Γ4Λ2Γ4 = Λ̃2 (89)
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onde:

Γ3 =


I 0∗ 0∗ 0∗
∗ W 0∗ 0∗
∗ ∗ I 0∗
∗ ∗ ∗ I

 , Γ4 =

I 0∗ 0∗
∗ W 0∗
∗ ∗ I

 (90)

Ψ̃2 =


−W +QWσ 0∗ GW1

′ WA′ +K ′WB
′

∗ −QWδ GW2
′ K ′WB

′

∗ ∗ −2S −SB′
∗ ∗ ∗ −W

 (91)

Λ̃2 =

W −QWσ 0∗ K ′W −G′W1

∗ QWδ K ′W −GW2

∗ ∗ µ2
0

 . (92)

Com isso, o seguinte corolário referente ao problema de co-design para o sistema com
saturação do atuador pode ser enunciado:

Corolário 3.2.2. Se existirem matrizes simétricas definidas positivasW ,KW ,QWσ,QWδ,
GW1, GW2 e uma matriz diagonal S tais que

Ψ̃2 < 0, (93)

Λ̃2 ≥ 0 (94)

então a região R(P ) é uma RAS do sistema em malha fechada (66) sob a estratégia
baseada em eventos proposta no Algoritmo 2, com a função de disparo definida em (43)
e Qσ = W−1QWσW

−1, Qδ = W−1QWδW
−1 e Kc = KWW

−1.

Prova. A prova decorre diretamente da prova do Teorema 3.2, bastando observar que Ψ̃2

e Ψ2 são congruentes, assim como Λ̃2 e Λ2 também o são.

Observação 1: O Corolário 3.2.2 pode ser utilizado para provar a estabilidade global
quando aplicável. Para tanto, basta considerar GW1 = GW2 = KW e descartar a restrição
(94).

Esta condição de estabilidade é uma LMI nos termos W , QWσ, QWδ e KW . Assim,
é possível utilizá-la para resolver P6 através de problemas de otimização convexos, como
será discutido na próxima seção.

3.5 Problemas de Otimização

Nas seções 3.2 e 3.4 foi proposta uma estratégia de controle baseado em eventos para
sistemas em tempo discreto e condições para a estabilidade do sistema sob esta estratégia
foram fornecidas. No entanto, a função de disparo na qual a estratégia é baseada possui
elementos a serem determinados, notadamenteQσ eQδ, que são variáveis livres nas LMIs
dos Teoremas 3.1 e 3.2. Deseja-se então encontrar uma forma numérica para determinar
Qσ e Qδ. Além disso, no caso do sistema com atuador saturante, deseja-se ainda garantir
a estabilidade do sistema dentro de um conjunto de estados iniciais, ou maximizar este
conjunto para uma determinada função de disparo.

Com esse objetivo, nesta seção são propostos problemas de otimização convexos ca-
pazes de determinar os parâmetros da função de disparo de forma a reduzir a atividade
de transmissão de dados na rede. Ademais, condições para especificar ou otimizar alguns
critérios de performance do sistema serão fornecidas.
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3.5.1 Redução do Número de Transmissões

A redução no número de transmissões de dados realizadas entre os nós sensor e atua-
dor do sistema, e a consequente redução no consumo de potência e na utilização da largura
de banda da rede é uma das principais vantagens do controle baseado em eventos em re-
lação às estratégias clássicas de controle. Sendo assim, a aplicação de um problema de
otimização capaz de projetarQσ eQδ a fim de antingir esse objetivo é de grande interesse.
No entanto, a efetiva redução do número de amostras em um determinado intervalo é uma
tarefa complexa. Neste sentido, o objetivo dos problemas de otimização discutidos nessa
seção pode ser visto da seguinte forma: dado um evento, maximizar o intervalo mínimo
de tempo até a ocorrência do próximo evento. Com isso, tende-se a reduzir o número de
transmissões de dados pelo sistema de controle, abordando-se assim o P1.

Para tanto, observe a partir da função de disparo, tem-se que:

f(δ[k], x[k]) ≤ δ[k]′δ[k]λmax(Qδ)− x[k]′x[k]λmin(Qσ). (95)

Note que no pior caso, ou seja quando a restrição é uma igualdade, a condição de disparo
pode ser dada por:

γ =
δ[k]′δ[k]λmax(Qδ)

x[k]′x[k]λmin(Qσ)
≤ 1, (96)

e um evento ocorrerá quando:

δ[k]′δ[k]λmax(Qδ)− x[k]′x[k]λmin(Qσ) = 0. (97)

Como λmin(Qσ)−1 = λmax(Q
−1
σ ), (96) pode ser escrita como:

δ[k]′δ[k]

x[k]′x[k]
η(Qδ, Q

−1
σ ) ≤ 1, (98)

com η(Qδ, Q
−1
σ ) = λmax(Qδ)λmax(Q

−1
σ ). A ideia, então, consiste em minimizar η(Qδ, Q

−1
σ ),

de forma que o tempo mínimo para que γ evolua de 0 para 1 (ou, equivalentemente, para
f(δ[k], x[k]) evoluir de −x[ni]

′Qσx[ni] para 0) seja aumentado. No entando, η(Qδ, Q
−1
σ )

não é uma função convexa, então, para formular uma função objetivo convexa pode-se
minimizar a diferença entre os parâmetros Qδ e Qσ, minimizando-se assim uma aproxi-
mação de η(Qδ, Q

−1
σ ). Fixando-se Qδ = I e limitando-se Qσ na forma Qσ = ρI , o valor

de ρ que minimiza a função objetivo aproximada é o mesmo que minimiza η(Qδ, Q
−1
σ ).

Nesse contexto, o seguinte problema de otimização aplicável ao Teorema 3.1 pode ser
proposto:

PO 1:

minimizar −ρ
sujeito a: (51)

(99)

onde Qσ = ρI e Qδ = I . Nesse caso, a verificação da função de disparo é reduzida a
δ[k]′δ[k] ≤ ρx[k]′x[k], ou, de forma alternativa, ‖δ[k]‖ ≤ ρ1/2‖x[k]‖, tornando explícito o
quanto os estados podem desviar do seu último valor transmitido antes de um novo evento
ocorrer. Além disso, esse caso leva à mesma estrutura da função de disparo comumente
encontrada na literatura, como em (TABUADA, 2007) e (TALLAPRAGADA; CHOPRA,
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2012) no contexto de sistemas contínuos, e em (HEEMELS; DONKERS; TEEL, 2011)
no contexto de sistemas discretos. Outro fator importante desta função é que o processa-
mento necessário ao monitoramento da função de disparo é reduzido.

Um segundo método intuitivo é considerar que Qσ é uma matriz na forma Qσ =
diag(ρ1,...,ρn), permitindo que cada variável de estado tenha um desvio máximo distinto.
Assim, seja ρ0 a solução ótima do PO 1, o seguinte problema de otimização pode ser
aplicado ao Teorema 3.1:

PO 2:

minimizar −traço(Qσ)

sujeito a: (51), Qσ ≥ ρ0I
(100)

onde Qδ = I e Qσ = diag(ρ1,...,ρn), reduzindo a verificação da função de disparo a∑n
i=1 ‖δxi[k]‖ ≤

∑n
i=1 ‖ρ

1/2
i xsi[k]‖. Basicamente, esse método considera o valor com-

putado em PO 1 como o menor autovalor admissível de Qσ e tenta maximizar seu traço.
Observe que qualquer melhoria obtida em traço(Qσ) significa que alguns estados serão
permitidos desviar mais do que no caso anterior, levando a uma redução no número de
transmissões. Note que, caso a restrição Qσ ≥ ρ0I não seja utilizada, não há garantias
de que o resultado obtido levará a uma maior intervalo entre eventos em relação ao PO
2, já que a minimização de −traço(Qσ) com Qδ = I não implica necessariamente na
minimização de η(Qδ, Q

−1
σ ).

Apesar de simples e intuitivos, estes métodos são um tanto conservadores. Uma abor-
dagem mais genérica é permitir que tantoQδ quantoQσ sejam matrizes definidas positivas
livres. Dessa forma, novos graus de liberdade são adicionados e, portanto, o conservado-
rismo é reduzido. Para tanto, sendo ρ0 a solução ótima do PO 1, o seguinte problema de
otimização pode ser aplicado ao Teorema 3.1:

PO 3:

minimizar traço(Qδ −Qσ)

sujeito a: (51), Qσ ≥ ρ0I, Qδ ≤ I,
(101)

onde Qδ e Qσ são matrizes definidas positivas livres. Esse método engloba os resultados
dos PO 1 e 2, já que estes resultados são casos particulares de PO3, tendendo a levar
a um menor número de transmissões de dados. No entanto, a verificação da função de
disparo requer um esforço computacional maior, precisando calcular o valor das formas
quadráticas δ[k]′Qδδ[k] e x[k]′Qσx[k] a cada instante, oferecendo um compromisso entre
uma menor utilização dos recursos da rede e o esforço computacional.

3.5.2 Redução do Número de Transmissões com RAS Garantida

Os problemas de otimização apresentados até então são aplicáveis apenas a sistemas
nos quais a saturação não é considerada, ou seja, são aplicáveis apenas às condições do
Teorema 3.1 e à resolução de P1. Quando se trata de sistemas com atuadores saturantes,
e a resolução de P3, algumas modificações nos problemas de otimização propostos são
necessárias, devido a três problemas principais:

a) Não é possível fixar um dos parâmetros;

b) Qσ não é uma variável de decisão nas LMIs.
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c) Não há nenhuma garantia em relação ao tamanho da RAS do sistema.

O primeiro problema surge das restrições necessárias à inclusão da condição de setor.
Como é necessário que ν ′

(
Λ0− (K ′ν −G′ν)µ−2

0 (Kν −Gν)
)
ν ≥ 0, não é possível garantir

que haja factibilidade caso Qδ possua um limite superior fixo. Isto é facilmente tratado
considerando-se um Qδ variável, como Qδ = Qδaux ou Qδ = ρδI .

Já o segundo problema é oriundo da mudança de variáveis requerida para que a for-
mulação do Teorema 3.2 se dê em forma de LMIs. Com isso, Qσ aparece apenas de
forma implícita nas LMIs, já que QWσ = WQσW . Para tratar este problema considere a
seguinte desigualdade: [

QWσ W
∗ Q̄σ

]
> 0. (102)

Note que caso esta equação seja satisfeita, pelo Complemento de Schur e pela definição
de QWσ, estará assegurado que WQσW > WQ̄−1

σ W e consequentemente Qσ > Q̄−1
σ .

Assim, a minimização de η(Qδ, Q̄σ) implica na minimização de um limitante superior
para η(Qδ, Q

−1
σ )

Por outro lado, o último problema é relevante do ponto de vista prático de projeto
do sistema. Caso não seja especificada uma RAS garantida, as condições de disparo
podem ser tais que a região de atração se torne extremamente pequena, de forma que a
aplicação do sistema se torna praticamente inviável. Para lidar com esse problema, pode-
se considerar a inclusão de uma região pré-determinada R(P0) = {x : x′P0x ≤ 1} na
RAS estimada do sistema. Assim, caso R(P0) ⊂ R(P ), garante-se que a região pré-
determinada seja assintoticamente estável. Isso pode ser feito a partir da seguinte LMI:[

W I
∗ P0

]
> 0. (103)

Observe que caso (103) seja satisfeita, então, aplicando-se o Complemento de Schur,
W − P−1

0 > 0, que é equivalente a P < P0. Assim, garante-se que R0 ⊂ R, já que
x ∈ R0 implica em x ∈ R.

Com isso, o seguinte problema de otimização, análogo ao PO 1, pode ser proposto no
contexto de sistemas com saturação:

PO 1s:

minimizar ρδ + ρ̄σ

sujeito a: (86), (87), (102), (103).
(104)

onde Q̄σ = ρ̄σI e Qδ = ρδI . Este problema de otimização leva à minimização de ρδ e
ρ̄σ, implicitamente maximizando ρσ. Note ainda que não há garantias de que Qσ estará
na forma ρI . No entanto, observe que (104) garante que ∆V ≤ δ′Qδδ − x′Qσx. Como
Qσ > ρ̄σ

−1I , então ∆V ≤ δ′Qδδ − ρ̄σ−1x′x, e pode-se considerar Qσ = ρ̄σ
−1I , o que

garante a estabilidade do sistema.
Já o PO 2 pode ser formulado para sistemas com saturação da seguinte forma, consi-

derando ρδ0 e ρσ0 como a solução ótima de ρδ e ρ̄σ obtidas pelo PO 1s:

PO 2s:

minimizar traço(Qδ + Q̄σ)

sujeito a: (86), (87), (102), (103), Qδ ≤ ρδ0I, Q̄σ ≤ ρσ0I,
(105)
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com Qδ = diag(ρδ1 ,...,ρδn) e Q̄σ = diag(ρσ1 , ..., ρσn). Novamente, caso Qσ não esteja na
forma desejada, pode-se considerar Qσ = Q̄−1

σ .
Por sua vez, o PO 3 pode ser aplicado a sistemas com atuadores saturantes como

segue:

PO 3s:

minimizar traço(Qδ + Q̄σ)

sujeito a: (86), (87), (102), (103), Qδ ≤ ρδ0I, Q̄σ ≤ ρσ0I,
(106)

onde Qδ e Q̄σ são matrizes definidas positivas livres.
É importante ressaltar que a escolha da região a ser incluída na RAS influencia na fun-

ção de disparo projetada. Caso a atividade de disparo do sistema com a função projetada
para um determinada região garantida seja muito elevada, é possível reprojetar a função
de disparo considerando uma região garantida menor, o que tende a levar a uma redução
em tal atividade. Além disso, se a região a ser incluída na RAS for muito grande, as LMIs
podem se tornar infactíveis, o que significa que não há garantia de estabilidade.

3.5.3 Maximização da RAS Estimada

Alternativamente, é possível que a função de disparo já tenha sido projetada para aten-
der a um determinado requisito da rede de comunicação e deseja-se que a RAS estimada
seja maximizada, ou seja, deseja-se resolver P4. Nesse cenário, sejam Q∗δ e Q∗σ os parâ-
metros prescritos para a função de disparo, o seguinte problema de otimização possibilita
a maximização da RAS estimada:

PO 4:

minimizar traço(P0)

sujeito a: (86), (87), (102), (103), Q̄σ ≤ Q∗−1
σ , Qδ = Q∗δ .

(107)

Observe que caso Q̄σ ≤ Q∗−1
σ , então Qσ ≥ Q∗−1

σ , de forma que a estabilidade da função
de disparo prescrita está garantida, pois ∆V ≤ δ′Q∗δδ − x′Q̄−1

σ x ≤ δ′Q∗δδ − x′Q∗σx. Note
também que este problema de otimização considera a maximização do elipsóide R(P0)
inscrito na RAS estimada do sistemaR(P ), implicitamente maximizando a mesma.

É possível, no entanto, que se deseje maximizar a RAS estimada em uma dada dire-
ção, pois, por exemplo, considera-se a variação máxima de um determinado estado mais
importante que a dos outros, ou para atender condições de inicialização específicas. Nesse
caso, sendo d um vetor que determina a direção a ser maximizada, os valores de x ∈ R(P )
nesta direção serão sempre um mútiplo de d, de forma que o limite de R(P ) na direção
do vetor é dado por:

x = θd : 1− θd′Pdθ ≥ 0, (108)

onde θ é um escalar. Aplicando-se o Complemento de Schur à relação (108) chega-se à
seguinte forma equivalente: [

1 θd′

∗ W

]
≥ 0. (109)

Dessa forma, a maximização de R(P ) na direção d pode ser realizada pelo seguinte
problema de otimização:
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PO 5:
minimizar −θ
sujeito a: (86), (87), (102), (109), Q̄σ ≤ Q∗−1

σ , Qδ = Q∗δ .
(110)

3.5.4 Otimização Multiobjetivo

Pode-se ainda considerar o caso em que nem a função de disparo nem a RAS a ser ga-
rantida são especificados, e deseja-se que ambos sejam otimizados, o que está relacionado
à resolução de P5. À vista disso, é necessário que o projetista determine um compromisso
entre os objetivos da função, por meio de um fator de ponderação. Assim, o seguinte
problema de otimização multiobjetivo pode ser proposto:

PO 6:
minimizar α1

(
traço(P0)

)
+ α2

(
ρδ + ρ̄σ

)
sujeito a: (86), (87), (102), (103),

(111)

onde Q̄σ = ρ̄σI e Qδ = ρδI e α1 e α2 são fatores de ponderação determinados pelo pro-
jetista. Assim, quanto maior for α1, mais importância será dada à maximização da RAS
estimada. Por outro lado, quanto maior for α2, mais importância será dada à redução do
atividade de disparo do sistema. Alternativamente, a RAS pode ser maximizada em uma
determinada direção substituindo-se traço(P0) por −θ e a restrição (103) pela restrição
(109).

3.5.5 Otimização com Garantia de Taxa de Decaimento

É possível que se deseje adicionar uma garantia de taxa de decaimento exponencial
do sistema, ou seja, deseja-se garantir que ‖x[k]‖ ≤ βαk‖x[0]‖. Essa situação ocorre, por
exemplo, quando é necessário impor um limite na degradação da performance do sistema
em relação ao sistema operando sob uma estratégia periódica. Além disso, essa situação
é ainda mais relevante quando se trata do problema de co-design, já que a priori a única
restrição em Kc é que este seja tal que o sistema seja estável em malha fechada, de forma
que o tempo de acomodação do sistema possa se tornar muito elevado.

Para esse fim, considere a seguinte desigualdade:

∆V (x[k]) ≤ (α2 − 1)x[k]′Px[k]. (112)

Caso essa restrição seja satisfeita, então

x[k + 1]′Px[k + 1] ≤ α2x[k]′Px[k], (113)

e tem-se que β = λmax(P )/λmin(P ).
Considerando o Teorema 3.1, a restrição pode ser incluída verificando-se a seguinte

LMI:

Ψ0 <

[
(α2 − 1)P 0∗

0∗

]
(114)

em vez de (51). No caso do co-design, a seguinte LMI pode ser utilizada:

Ψ̃0 <

[
(α2 − 1)W 0∗

0∗

]
. (115)

Já no que concerne ao Teorema 3.2, a restrição (112) pode ser incluída verificando-se
(115) em vez de (86) e substitundo-se Ψ1 por Ψ2. No caso do co-design, a mesma LMI
pode ser utilizada no lugar de (93) substituindo-se Ψ1 por Ψ̃2.
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3.5.6 Co-Design

O projeto simultâneo da função de disparo e do ganho do controlador acarreta em
uma nova dificuldade na aplicação dos problemas de otimização propostos, semelhante
ao problema b) da seção 3.5.2, pois tanto Qδ quanto Qσ não são variáveis de decisão nas
LMIs. Assim, para abordar P2 e P6 pode-se considerar a restrição adicional (102) e a
restrição:

[
Q̄δ I
∗ 2W −QWδ

]
, (116)

a qual, segundo o Lema 2.6, garante que Q̄δ > Qδ. Dessa forma, minimizando-se
η(Q̄δ, Q̄σ) Com isso, o seguinte problema de otimização, análogo a PO1, pode ser pro-
posto:

PO 7:

minimizar ρ̄δ + ρ̄σ

sujeito a: (60), (102), (116),
(ou (93), (94), (102), (116), (103),

(117)

onde Q̄δ ≤ ρ̄δI e Q̄σ ≤ ρ̄σI . O primeiro conjunto de restrições se aplica ao caso
linear, enquanto o segundo conjunto de restrições se aplica ao caso com saturação do atu-
ador. Seguindo a mesma metodologia, um resultado menos conservador pode ser obtido
utilizando-se um problema análogo a PO3, a partir dos resultados de PO7. Para tanto, o
seguinte problema de otimização pode ser proposto:

PO 8:

minimizar tr(Q̄δ + Q̄σ)

sujeito a: (60), (102), (116),
Q̄δ ≤ ρ̄δI, Q̄σ ≤ ρ̄σI,

(ou (93), (94), (102), (116), (103),
Q̄δ ≤ ρ̄δI, Q̄σ ≤ ρ̄σI),

(118)

onde ρ̄δ e ρ̄σ são as soluções ótimas de PO7, e o primeiro conjunto de restrições se
aplica ao caso linear enquanto o segundo se aplica ao caso com saturação do atuador.
Novamente, este resultado engloba o resultado de PO7, tendendo a um menor grau de
conservadorismo.
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3.6 Exemplos Numéricos

Nesta seção são apresentados exemplos numéricos visando validar os resultados obti-
dos neste capítulo, bem como comparar estes resultados aos encontrados na literatura.

3.6.1 Exemplo 1: Sistema Linear Instável

Considere o seguinte sistema instável em tempo contínuo utilizado em (SBARBARO;
TARBOURIECH; GOMES DA SILVA Jr, 2014), modelado por (35) com:

Ac =

[
0 1
4 0

]
, Bc =

[
1
0

]
, Kc =

[
−6 −3

]
. (119)

Seguindo a metodologia apresentada, obtém-se um modelo como o descrito em (36),
considerando um período de amostragem nominal T = 0,05s, chegando-se às seguintes
matrizes:

A =

[
1,0050 0,0501
0,2003 1,0050

]
, B =

[
0,0501
0,0050

]
. (120)

Com o sistema disposto dessa forma, deseja-se agora projetar os parâmetros da função
de disparo de modo a se obter uma redução no número de transmissões de dados entre o
sensor e o atuador. Para isso, pode-se aplicar o PO 1, encontrando-se ρ0 = 0.0889. A
partir disso, caso se deseje obter uma redução ainda maior no número de transmissões,
PO 2 e 3 podem ser utilizados. O PO 2 fornece a seguinte matriz:

Qσ =

[
0,4189 0,0000
∗ 0,0889

]
. (121)

Por sua vez, o PO 3 chega aos seguintes resultados:

Qσ =

[
0,4189 0,0000
∗ 0,0889

]
, Qδ =

[
0,8182 0,3637
∗ 0,2728

]
. (122)

A título de comparação, a modelagem PWL proposta em (HEEMELS; DONKERS; TEEL,
2011) foi aplicada, encontrando-se um σPWL = 0,2983. Isso é equivalente a uma função
de disparo f(δ[k],x[k]) com Qδ = I e Qσ = 0,0890I , ou seja, um resultado muito similar
ao obtido pelo PO 1. No entanto, é importante lembrar que este valor de σPWL foi ob-
tido por meio de uma busca linear no parâmetro, tendo assim um custo computacional de
projeto elevado.

Para aferir o desempenho das diferentes funções de disparo projetadas, o sistema em
malha fechada foi simulado com as seguintes condições iniciais:

x[0] =

[
−1.125

2.75

]
, (123)

e um tempo de simulação de 10s, ou seja, k ∈ [0, 200]. A Tabela 1 apresenta o número de
eventos ocorridos durante o intervalo de tempo da simulação para cada função de disparo
e para o caso periódico. Tanto a função projetada pelo PO 1 quanto a projetada pelo
método de (HEEMELS; DONKERS; TEEL, 2011) geraram 51 eventos, o que demonstra
que, neste exemplo, a redução de conservadorismo obtida pela modelagem PWL foi muito
pequena. Já a função projetada pelo PO 2 gerou 37 eventos, apresentando uma redução
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Tabela 1: Exemplo 1: Comparação do número de eventos gerados por cada função de
disparo.

Projeto da Função de Disparo Número de Eventos
Modelagem PWL 51

PO 1 51

PO 2 37

PO 3 29

Amostragem Periódica 201

considerável. Por sua vez, a função projetada pelo PO 3 gerou apenas 29 eventos, o
que representa 14,5% dos instantes de tempo periódicos, evidenciando a importância dos
graus de liberdade adicionais na redução da utilização dos recursos da rede.

As Figuras 5 e 6 apresentam a evolução dos estados, enquanto a Figura 7 apresenta a
evolução do sinal de controle para cada método. É perceptível que quanto menos trans-
missões de dados ocorrem, mais a resposta do sistema desvia daquela obtida com atu-
alizações periódicas do sinal de controle, e o sistema se torna mais oscilatório, já que
no intervalo entre dois eventos o sistema instável está efetivamente operando em malha
aberta. Esta característica instável da planta é muito evidente ao se observar a evolução do
estado x1 com a função de disparo projetada pelo PO 3, onde pode-se notar que o estado
tende a divergir entre duas atualizações do sinal de controle.

Além disso, na Figura 8 são apresentados os intervalos entre eventos, ou seja, cada
ponto representa um evento, e sua magnitude representa o tempo decorrido desde o último
evento. Nesta figura, pode-se observar que o intervalo entre eventos aumenta considera-
velmente ao utilizar-se PO 2 em relação a PO 1, e aumenta sensivelmente ao utilizar-se
PO 3 em relação a 2, com a exceção de dois eventos, nominalmente k = n18 e k = n21,
para os quais o intervalo foi substancialmente maior, o que ocorre devido à estrutura de
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Figura 5: Evolução do estado x1.
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Figura 6: Evolução do estado x2.

Qδ. Para melhor entender esse fenômeno, considere a seguinte decomposição de Qδ:

Qδ = V Qλ
δV
′, (124)

onde Qλ
δ = diag(λmin, ..., λmax) e V é uma matriz ortogonal formada concatenando-se os

autovetores de Qδ. Para o caso em particular deste exemplo, tem-se que:

Qλ
δ =

[
0,0910 0.0000
∗ 1,0000

]
, V =

[
v1 v2

]
=

[
0,4472 −0,8944
−0,8944 −0,4472

]
. (125)

Assim, espera-se que a ocorrência de eventos seja reduzida quando δ[k] tiver a mesma
direção de v1. Analisando-se δ[k] no intervalo k ∈ (n17, n18) verifica-se que o ângulo
formado entre δ[k] e v1 varia entre 0,016 rad em k = n17 + 1 e 0,203 rad em k = n18− 1.
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Figura 7: Evolução do sinal de controle u.
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Figura 8: Tempos entre eventos.

De forma similar, este ângulo varia entre 3,128 rad em k = n20 + 1 e 2,937 rad em
k = n21 − 1, conforme esperado.

3.6.2 Exemplo 2: Sistema Linear Instável e Co-Design

Considere o sistema instável em tempo contínuo apresentado em (HEEMELS; DON-
KERS; TEEL, 2011), modelado por (35) com:

Ac =

[
0 1
−2 3

]
, Bc =

[
0
1

]
, Kc0 =

[
1 −4

]
. (126)

O sistema discreto, com T = 0,05s, é dado por:

A =

[
0,9974 0,0539
−0,1078 1,1591

]
, B =

[
0,0013
0,0539

]
. (127)

Para testar a eficiência do método de co-design, serão projetadas funções de disparo para o
ganhoKc dado, e na sequência, o ganho de realimentação será projetado simultâneamente
à função de disparo visando minimizar a geração de eventos. Projetando-se a função de
disparo por meio do PO 1, encontra-se ρ = 0,0299, e nenhum melhoramento é obtido
com o PO 2. Já o PO 3 obtém as seguintes matrizes:

Qσ =

[
0,0299 0,0000
∗ 0,0299

]
, Qδ =

[
0,1438 −0,2140
∗ 0,9465

]
. (128)

Por sua vez, a modelagem PWL obtém σPWL = 0,2425, o que é equivalente a Qδ = I e
Qσ = 0,0588I . Pode-se observar que neste exemplo, a abordagem PWL é consideravel-
mente menos conservadora.

Agora, deseja-se projetar simultaneamente um ganho Kc e uma função de disparo que
reduzam o número de transmissões de dados necessárias e garantam a estabilidade do sis-
tema. Além disso, Kc havia sido projetada pelo método baseado em emulação, ou seja,
era tal que o sistema periódico fosse estável e respeitasse determinado critério de perfor-
mance. Os autovalores de A+BKc eram 0,9711± 0,0431i. Para que os resultados sejam
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Tabela 2: Exemplo 2: Comparação do número de eventos gerados por cada função de
disparo.

Projeto da Função de Disparo Número de Eventos
Modelagem PWL 66

PO 1 e 2 86

PO 3 75

Co-Design com PO7 29

Co-Design com PO8 21

Amostragem Periódica 301

comparáveis, uma restrição foi adicionada às LMIs de forma a posicionar os autovalores
de A + BKc dentro da intersecção de um disco centrado em 0,9711 e com raio 0,0431 e
um disco centrado na origem com raio 0,9720, utilizando-se a metodologia proposta em
(CHILALI; GAHINET, 1996). Com isso, os resultados obtidos foram:

Qσ =

[
0,0233 0,0007
∗ 0,0208

]
, Qδ =

[
0,0283 −0,1259
∗ 0,5602

]
, Kc =

[
1,0319 −4,5898

]
(129)

Para avaliar a eficácia do projeto, o sistema em malha fechada foi simulado com as
seguintes condições iniciais:

x[0] =
[
2 −1

]′ (130)

e um tempo de simulação de 15s, ou seja, k ∈ [0, 300]. O número de eventos ocorridos
durante este intervalo de tempo pode ser encontrado na Tabela 1. Pode-se observar a drás-
tica redução proporcionada pelo método de co-design, com apenas 21 eventos gerados, o
que corresponde a 6,91% dos instantes de tempo periódicos.

A evolução dos estados é apresentada na Figura 9. Nota-se que conforme o número

0 50 100 150 200 250 300

Time(k)

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

x
1
[k
]

0 50 100 150 200 250 300

Time(k)

-8

-6

-4

-2

0

2

u
[k
]

0 50 100 150 200 250 300

Time(k)

-0.5

0

0.5

1

1.5

x
2
[k
]

PWL

OP7

OP8

0 50 100 150 200 250 300

Time(k)

0

5

10

15

20

In
te
r-
ev
en
t
T
im
e

Figura 9: Resultados de simulação para o Exemplo 2
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de eventos diminui, o sistema se torna mais amortecido. Este comportamento é oposto ao
encontrado no exemplo anterior, onde o sistema se tornava mais oscilatório com a redu-
ção das transmissões de dados, o que indica que as restrições de comunicação impostas
ao sistema causam uma degradação na performance, mas a forma que essa degradação
tomará na dinâmica do sistema pode variar. Além disso, analisando-se os intervalos entre
eventos, pode-se verificar o aumento considerável no tempo decorrido entre cada evento
ao se utilizar o método de co-design proposto.

Analisando os resultados, pode-se verificar que neste exemplo a redução de conser-
vadorismo propiciada pela modelagem PWL é relevante. No entanto, verifica-se ainda
que o método de co-design apresenta um desempenho amplamente superior na redução
de conservadorismo. Com isso, observa-se que, apesar de conveniente, o projeto baseado
em emulação leva a resultados bastante conservadores.

3.6.3 Exemplo 3: Sistema Instável Sujeito à Saturação

Considere o sistema sujeito à saturação apresentado em (WU; REIMANN; LIU, 2014),
que representa o modelo linearizado de um pêndulo invertido, com:

A =

[
1,0018 0,01
0,36 1,0018

]
, B =

[
−0,001
−0,184

]
, µ0 = 1, T = 0,01s. (131)

No trabalho citado, o ganho de realimentação de estados Kc foi projetado de modo a
maximizar a RAS estimada R(P∗, 1) , X1 para uma dada função de disparo. Para a
condição de disparo ‖δ[k]‖ ≤ 0,1‖x[k]‖, o método proposto naquele trabalho encontrou
Kc =

[
6,3717 2,6619

]
. Note que esta função é equivalente a f(δ[k],x[k]) definida em

(43) com:

Qσ =

[
0,01 0
∗ 0,01

]
, Qδ =

[
1 0
∗ 1

]
. (132)

Agora, será aplicado o PO 1s para projetar uma função de disparo cuja RAS estimada
R(P, 1) contenha X1. Isso pode ser feito considerando-se P0 = P∗ na LMI 103. Com
isso, obtém-se:

Qσ =

[
0,0342 0
∗ 0,0342

]
, Qδ =

[
0,9156 0
∗ 0,9156

]
. (133)

Além disso, um problema de co-design pode ser aplicado para simultaneamente projetar
um ganho de realimentação Kc e uma função de disparo que reduzam a utilização dos
recursos de rede e garantam a estabilidade na regiãoR0 que contenha X1, utilizando-se o
PO 7, obtendo-se:

Kc =
[
5,3860 2,2953

]
, Qσ =

[
0,0355 0,0001
∗ 0,0353

]
, Qδ =

[
0,8799 0,4047
∗ 0,3953

]
(134)

A Figura 10 apresenta X1 eR0 onde pode-se ver que X1 ⊂ R0.
Para comparar os resultados, o sistema foi simulado considerando-se a seguinte con-

dição inicial:

x[0] =

[
0,2
0,8

]
. (135)
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Figura 10: RAS estimadas para o sistema. Em vermelho, o resultado obtido em (WU;
REIMANN; LIU, 2014), em azul, o obtido aplicando-se o PO 8 e em preto, trajetórias
obtidas utilizando-se Kc

e um tempo de simulação de 10s, ou seja, com k ∈ [0, 1000]. A Tabela 3 apresenta o
número de eventos ocorridos com a utilização de cada função de disparo. Analisando-se
os resultados, fica evidente que o método proposto neste trabalho é menos conservador
do que o proposto em (WU; REIMANN; LIU, 2014), já que o Teorema 3.2 conseguiu
demonstrar a estabilidade para uma função de disparo que gera menos eventos em um
determinado intervalo de tempo. Além disso, novamente o co-design se mostrou mais
eficiente reduzindo a ocorrência de eventos do que o método baseado em emulação.

Pode-se ainda fixar a função de disparo e o ganho de realimentação e, a seguir, resolver
PO 4 para maximizar a RAS estimada. Assim, utilizando-se Kc =

[
6,3717 2,6619

]
e

Qσ e Qδ definidas em (132), obtém-se a seguinte matriz P :

P = W−1 =

[
4,2889 0,5408
∗ 0,2296

]
. (136)

Como exposto em (TARBOURIECH et al., 2011), o volume do elipsóide estimado é
proporcional a

√
det(P−1). Assim, pode-se facilmente comparar o volume dos elipsóides

Tabela 3: Exemplo 3: Comparação do número de eventos gerados por cada função de
disparo.

Projeto da Função de Disparo Número de Eventos
(WU; REIMANN; LIU, 2014) 218

PO 1s 130

Co-Design com OP7 96

Co-Design com OP8 90

Amostragem Periódica 1001
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Figura 11: RAS estimadas para o sistema. Em azul, o resultado obtido em (WU; REI-
MANN; LIU, 2014) e em vermelho, o obtido aplicando-se o PO 4.

R(P∗) eR(P ), sendo que este possui um volume 52,3% maior do que aquele, como pode
ser visto na Figura 11.

3.6.4 Exemplo 4: Relação entre a RAS Garantida e a Função de Disparo

Na seção 3.5.2 mencionou-se a dependência entre o volume da RAS garantida e a
função de disparo projetada. Este exemplo busca demonstrar tal dependência. Para tanto,
considere o seguinte sistema instável sujeito à saturação do atuador, modelado de acordo
com (66), em que:

A =

[
1,0526 0,0553
0,0553 1,1632

]
, B =

[
0,0013
0,0540

]
, Kc =

[
−6,428 −6,620

]
, µ0 = 1. (137)

Para avaliar a influência da escolha da RAS a ser garantida sobre a função de disparo,
considere uma regiãoR(cP0), com:

P0 =

[
40 20
∗ 20

]
. (138)

Variando-se c entre e aplicando-se PO 1s para garantir que R(cP0) ⊆ R(P ), encontram-
se os valores de ρδ e ρ̄σ apresentados na Tabela 4. Observe que f(δ[k], x[k]) = ρδδ[k]′δ[k]−
ρ̄σ
−1x[k]′x[k], equivalente a uma função de disparo normalizada f(δ[k], x[k]) = δ[k]′δ[k]−

σx[k]′x[k], onde σ = (ρδρ̄σ)−1. Assim, quanto maior for o valor de σ, menor será a ocor-
rência de eventos.

Analisando-se os resultados obtidos, fica evidente que quanto menor for o valor de
c, ou seja, quanto maior for a RAS garantida, menor é o valor de σ. Para valores de
c inferiores a 1, as LMIs se tornam infactíveis. Já para valores de c superiores a 2, a
restriçãoR(cP0) ⊆ R(P ) deixa de ser relevante.
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Tabela 4: Relação entre σ eR(cP0)

c ρδ ρ̄σ σ

0.9 − − −
1 183,64 198,58 2,742.10−5

1,2 30,691 19,662 1,657.10−3

1,4 23,190 10,495 4,108.10−3

1,6 20,506 7,3401 6,643.10−3

1,8 19,082 5,8024 9,031.10−3

2 19,395 4,6131 1,117.10−2

2.1 19,395 4,6131 1,117.10−2

3.7 Comentários Finais

Nesta seção uma estratégia de controle baseado em eventos foi proposta, com o obje-
tivo de reduzir a utilização dos recursos da rede de comunicação sobre a qual o sistema
opera. Uma abordagem básica para sistemas lineares foi apresentada e estendida para
o caso de sistemas sujeitos à saturação do atuador. Além disso, foram propostas condi-
ções para o co-design da função de disparo e do ganho de realimentação de estados do
sistema. Assim, a principal vantagem desta abordagem em relação aos resultados encon-
trados na literatura é o fato de esta ser uma LMI na variáveis da função de disparo Qσ e
Qδ e, no caso do co-design, no ganho de realimentação Kc, o que permite o projeto destes
parâmetros a partir de problemas de otimização.

Nesse sentido, problemas de otimização convexa foram formulados com base nas con-
dições propostas, objetivando reduzir a ocorrência de eventos e consequentemente a utili-
zação da rede. Além disso, foram apresentados problemas de otimização que consideram
a estimativa de região de atração dos sistemas com atuadores saturantes.

Por fim, a eficácia dos métodos propostos foi demonstrada através de exemplos nu-
méricos, onde se mostrou que os resultados obtidos são menos conservadores do que os
presentes na literatura. Em especial, a utilização de matrizes definidas positivas livres
Qσ e Qδ e a resolução do problema de co-design apresentaram uma significativa redução
do número de eventos gerados nas simulações. Ainda, no Exemplo 4, foi demonstrada a
dependência entre a RAS garantida do sistema e a função de disparo projetada.
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4 REALIMENTAÇÃO DE ESTADOS BASEADA EM UM OB-
SERVADOR

4.1 Introdução

Neste capítulo, o método de controle baseado em eventos apresentado anteriormente é
estendido para o caso em que os estados da planta não são diretamente acessíveis. Assim,
a realimentação de estados é feita a partir de um observador de estados capaz de estimar
o estado da planta a partir da entrada e saída da mesma. No entanto, o observador de
estados é construído com base no modelo da planta, sendo que o estado só é estimado
com exatidão quando o modelo corresponde precisamente à planta real. Devido a isso,
neste capítulo será considerada ainda a influência de incertezas paramétricas no modelo
da planta.

Na primeira parte do capítulo, é apresentado o método aplicado a sistemas sem incer-
tezas, ou seja, quando se conhece precisamente o modelo da planta. Os resultados apre-
sentados nesta primeira parte do capítulo encontram-se de forma resumida em (GROFF
et al., 2016). A seguir, considera-se o caso em que existem incertezas paramétricas no
modelo. Para isso, assume-se que as incertezas podem ser descritas na forma politópica,
e condições em termos de LMIs são apresentadas para garantir a estabilidade assinto-
tica do sistema incerto. A seguir, são propostos problemas de otimização para definir os
parâmetros da função de disparo a fim de reduzir a atividade de transmissão de dados
do sistema. Na sequência, visando analisar a validade e a eficácia dos métodos propos-
tos, são apresentados exemplos numéricos. Por fim, o capítulo é concluído com algumas
considerações finais.

4.2 Sistema em Tempo Discreto sem Incertezas

Na seção 3.2, considerou-se que o sistema possuía sensores capazes de medir o es-
tado da planta. No entanto, muitas vezes apenas a saída da planta está disponível para
medição, o que torna o uso de um observador essencial para a realização de uma reali-
mentação de estados. Nesta seção, é apresentada uma estratégia de controle baseado em
eventos considerando que o sensor só tem acesso à saída da planta, e um observador de
estados é utilizado, da forma exposta na Figura 12. (HESPANHA; NAGHSHTABRIZI;
XU, 2007) caracteriza esta topologia como um caso particular da topologia utilizada no
capítulo anterior em que o sensor é inteligente. Uma vez que o sensor considerado já
possuía capacidade computacional para executar o monitoramento da função de disparo,
a adição de um observador de estados requer pouca inteligência adicional.
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PlantaAtuador Sensor

Rede

ObservadorZOH

t = kT

t = kT

t = kT

t = niTt = niT

Nó do Atuador Nó do Sensor

Disparo

Figura 12: Topologia para controle baseado em um observador.

4.2.1 Preliminares e Formulação do Problema

Considere o sistema apresentado em (35). Agora, suponha que o estado x(t) não está
disponível para a medição pelos sensores, sendo:

y(t) = Cx(t) (139)

a variável mensurável. Note que nos instantes de amostragem k, tem-se que y[k] = Cx[k].
Assim, o seguinte observador em tempo discreto pode ser utilizado para estimar o estado
da planta:

xo[k + 1] = Axo[k] +Bu[k] +Ko(yo[k]− y[k]),

yo[k] = Cxo[k],
(140)

onde xo ∈ Rn, u ∈ R e yo ∈ R são os vetores de estado, entrada e saída do observador,
respectivamente, e Ko ∈ Rn é o ganho do observador. Então, considere uma lei de
realimentação do estado observado dada por:

u[k] = Kcxo[k], (141)

onde K ′c ∈ Rn é um ganho projetado como discutido na seção 3.2.1.
Pode-se definir o erro de observação como

x̃[k] = xo[k]− x[k], (142)

de forma que o sistema em malha fechada obtido da conexão de (36), (140) e (141) possa
ser representado pelas seguintes equações:

x̃[k + 1] = (A+KoC)x̃[k] (143)
xo[k + 1] = (A+BKc)xo[k] +KoCx̃[k]. (144)

Da mesma forma que na seção 3.2.1, o envio periódico do sinal de controle pode
levar a problemas na rede, tornando interessante o uso de uma estratégia baseada em
eventos. Para isso, considere que Ko e Kc foram projetados de forma que o sistema em
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malha fechada (143), (144) sob amostragem periódica seja assintoticamente estável, isto
é, (A + KoC) e (A + BKc) sejam Schur-estáveis. A lei de controle de realimentação de
estados baseada em observador para o sistema sob uma estratégia baseada em eventos é
então dada por:

u[k] = u[ni] = Kcxo[ni], ∀k ∈ [ni, ni+1). (145)

A partir disso e da seguinte definição:

δo[k] = xo[ni]− xo[k], (146)

as equações que descrevem o comportamento do sistema em malha fechada são dadas
por:

x̃[k + 1] = (A+KoC)x̃[k], (147)
xo[k + 1] = (A+BKc)xo[k] +BKcδo[k] +Koẽ[k]. (148)

Considerando uma função de disparo f(δo[k],xo[k]), o seguinte algoritmo implementa
a estratégia proposta considerando o observador de estados:

Algoritmo 3 Estratégia de Controle Baseado em Eventos com Observador
if k = 0 then
u[0]← Kcxo[0]
i← 0

else
if f(δo[k],xo[k]) > 0 then
u[k]← Kcxo[k]
i← i+ 1
ni ← k

else
u[k]← u[ni]

end if
end if

Deseja-se então resolver o seguinte problema:

P7 Dados o ganho do observador Ko e o ganho de realimentação de estados Kc, deter-
minar uma função de disparo f(δo[k], xo[k]) que garanta a estabilidade assintótica
do sistema (36) sob a estratégia de controle baseado em eventos apresentada e re-
duza o número de eventos ocorridos em um determinado intervalo de tempo.

4.2.2 Condições de Estabilidade Propostas

Nesta seção serão propostas condições de estabilidade que, em conjunto com proble-
mas de otimização convexos, serão utilizados na resolução de P7 de forma similar ao feito
no capítulo anterior. No entanto, como agora presume-se que o gerador de eventos não
tenha acesso ao estado da planta, a seguinte função de disparo quadrática será utilizada:

f(δo[k],xo[k]) = δo[k]′Qδδo[k]− xo[k]′Qσxo[k], (149)
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Agora, considere a seguinte função composta candidata a função de Lyapunov:

V (xo[k],x̃[k]) = V1(x̃[k]) + V2(xo[k]), (150)

com

V1(x̃[k]) = x̃[k]′P1x̃[k] (151)
V2(xo[k]) = xo[k]′P2xo[k] (152)

sendo funções quadráticas associadas aos subsistemas (147) e (148), respectivamente. A
seguir, define-se

∆V (xo[k],x̃[k]) = ∆V1(x̃[k]) + ∆V2(xo[k]) (153)
∆V1(x̃[k]) = V1(x̃[k + 1])− V1(x̃[k]) (154)

∆V2(xo[k]) = V2(xo[k + 1])− V2(xo[k]). (155)

Omitindo-se a dependência em k, ∆V1(x̃) e ∆V2(xo) são dadas por:

∆V1(x̃) = x̃′
(
(A+KoC)′P1(A+KoC)− P1

)
x̃ (156)

∆V2(xo) =x′o
(
(A+BKc)

′P2(A+BKc)− P2

)
xo+

δ′o(BKc)
′P2BKcδo + ẽ′K ′oP2Koẽ+

2x′o(A+BKc)
′P2BKcδo+

2x′o(A+BKc)
′P2Koẽ+

2δ′o(BKc)
′P2Koẽ.

(157)

A partir da definição da função de disparo em (149), considere os seguintes limitantes
superiores:

∆V1(x̃) < −x̃′C ′QeCx̃ (158)
∆V2(xo) < −x′oQσxo + δ′oQδδo + x̃′C ′QeCx̃. (159)

Note que a partir da definição do vetor auxiliar

ξ2 = [x′o δ
′
o ẽ
′]′, (160)

pode-se reescrever (158) e (159) na forma:

x̃′Ψ4x̃ < 0 (161)

ξ′2Ψ5ξ2 = ξ′2

ψ511 ψ512 ψ513

∗ ψ522 ψ523

∗ ∗ ψ533

 ξ2 < 0, (162)

onde

Ψ4 = (A+KoC)′P1(A+KoC)− P1 + C ′QeC

ψ511 = (A+BKc)
′P2(A+BKc)− P2 +Qσ

ψ512 = (A+BKc)
′P2BKc

ψ513 = (A+BKc)
′P2Ko

ψ522 = (BKc)
′P2BKc −Qδ

ψ523 = (BKc)
′P2Ko

ψ533 = K ′oP2Ko −Qe.

Com isso, o seguinte teorema pode ser enunciado:
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Teorema 4.1. Sejam os ganhos Ko e Kc tais que o sistema discreto (143), (144) seja
assintoticamente estável em malha fechada sob uma estratégia periódica. Se existirem
matrizes definidas positivas P1, P2, Qσ, Qδ e uma matriz livre Qe de dimensões apropri-
adas tais que:

Ψ4 < 0 (163)
Ψ5 < 0, (164)

então o sistema em malha fechada (147), (148) é assintoticamente estável sob a estratégia
baseada em eventos proposta no Algoritmo 3, com a função de disparo definida em (149).

Prova. Caso as relações (163) e (164) sejam satisfeitas, então (161) e (162) também o
serão, o que implica na verificação dos limites apresentados em (158) e (159). Com isso,
a partir da definição de ∆V (xo,x̃) tem-se que:

∆V (xo,x̃) < −x′oQσxo + δ′oQδδo + ẽ′Qeẽ− x̃′C ′QeCx̃. (165)

Com base na definição de ẽ, segue que ẽ′Qeẽ − x̃′C ′QeCx̃ = 0, então a seguinte
relação é verificada:

∆V (xo,x̃) + x′oQσxo − δ′oQδδo < 0. (166)

O restante da prova é semelhante à prova do Teorema 3.1 e consiste em demonstrar que o
Algoritmo 3 e a relação (166) implicam em ∆V (xo,x̃) < 0,∀k ≥ 0.

4.3 Sistema Incerto em Tempo Discreto

Nesta seção, os resultados da seção anterior serão estendidos para o caso em que o
modelo do sistema apresenta incertezas no modelo do observador. Para isso, será consi-
derada a classe de incertezas politópicas, descrita na seção 2.3.1.

4.3.1 Preliminares e Formulação do Problema

Considerando a classe de incertezas politópicas, pode-se definir:

A = A0 + A∆, B = B0 +B∆ (167)

onde A∆ ∈ Co{A∆i} e B∆ ∈ Co{B∆j}, de forma que a equação dinâmica do sistema
dada em (36) possa ser reescrita como:

x[k + 1] = (A0 + A∆)x[k] + (B0 +B∆)u[k]. (168)

Por outro lado, o observador de estados é construído com base no modelo nominal do
sistema, ou seja:

xo[k + 1] = A0xo[k] +B0u[k] +Ko(yo[k]− y[k]),

yo[k] = Cxo[k].
(169)

Com isso, o erro de estimação x̃ passa a ser dado por:

x̃[k + 1] = (A0 +KoC)x̃[k]− A∆x[k]−B∆u[k]. (170)
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Utilizando a definição de x̃, pode-se reescrever (170) da seguinte maneira:

x̃[k + 1] = (A0 + A∆ +KoC)x̃[k]− A∆xo[k]−B∆u[k]. (171)

Considerando agora a lei de controle baseado em eventos (145) e a definição de δo em
(146), as equações do sistema em questão podem ser dadas pelas equações:

x̃[k + 1] = (A0 + A∆ +KoC)x̃[k]− (A∆ +B∆Kc)xo[k]− (B∆Kc)δo[k] (172)
xo[k + 1] = (A+BKc)xo[k] +BKcδo[k] +Koẽ[k]. (173)

A implementação da estratégia de controle baseado em eventos pode ser feita pela
aplicação do Algoritmo 3. Com isso, o seguinte problema pode ser enunciado:

P8 Dados o ganho do observador Ko e o ganho de realimentação de estados Kc, deter-
minar uma função de disparo f(δo[k], xo[k]) que garanta a estabilidade assintótica
do sistema incerto (168) sob a estratégia de controle baseado em eventos apre-
sentada e reduza o número de eventos ocorridos em um determinado intervalo de
tempo.

4.3.2 Condições de Estabilidade Propostas

A seguir, serão apresentadas condições para a estabilidade do sistema incerto (168)
sob a estratégia proposta, visando reduzir

Considere a função candidata a função de Lyapunov definida em (150) e a definição
de ∆V (xo[k],x̃[k]) em (153). Então, avaliando-se ∆V1(x̃[k]) encontra-se:

∆V1(x̃) = x̃′
(
(A0 + A∆ +KoC)′P1(A0 + A∆ +KoC)− P1

)
x̃−

2x̃′(A0 + A∆ +KoC)′P1(B∆Kc)δo−
2x̃′(A0 + A∆ +KoC)′P1(A∆ +B∆Kc)xo+

2δ′o(B∆Kc)
′P1(A∆ +B∆Kc)xo+

δ′o(B∆Kc)
′P1(B∆Kc)δo+

x′o(A∆ +B∆Kc)
′P1(A∆ +B∆Kc)xo,

(174)

enquanto ∆V2(xo) é dada por (157). Observe que, a partir do Lema 2.5, tem-se que
2x′y ≤ x′Nx + y′N−1y e −2x′y ≤ x′Nx + y′N−1y para quaisquer vetores x e y e
qualquer matriz N = N ′ > 0 de dimensões apropriadas. Então a seguinte relação é
verificada:

∆V1(x̃) ≤ x̃′
(
(A0 + A∆ +KoC)′P1(A0 + A∆ +KoC)− P1

)
x̃+

x̃′(A0 + A∆ +KoC)′P1N
−1
1 P1(A0 + A∆ +KoC)x̃+

x̃′(A0 + A∆ +KoC)′P1N
−1
2 P1(A0 + A∆ +KoC)x̃+

δ′o(B∆Kc)
′P1N

−1
3 P1(B∆Kc)δo+

δ′o(B∆Kc)
′N1(B∆Kc)δo+

x′o(A∆ +B∆Kc)
′N2(A∆ +B∆Kc)xo+

x′o(A∆ +B∆Kc)
′N3(A∆ +B∆Kc)xo+

δ′o(B∆Kc)
′P1(B∆Kc)δo+

x′o(A∆ +B∆Kc)
′P1(A∆ +B∆Kc)xo,

(175)

onde N1, N2 e N3 são matrizes simétricas definidas positivas.
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Definindo-se o vetor auxiliar:

ξ3 =
[
x̃′ ξ′2

]′
, (176)

pode-se escrever (175) da seguinte forma:

∆V1(x̃[k]) ≤ ξ′3Ψ6ξ3 = ξ′3


ψ611 0∗ 0∗ 0∗
∗ ψ622 0∗ 0∗
∗ ∗ ψ633 0∗
∗ ∗ ∗ 0∗

 ξ3 (177)

com:

ψ611 = (A0 + A∆ +KoC)′P1(A0 + A∆ +KoC)− P1+

(A0 + A∆ +KoC)′P1N
−1
1 P1(A0 + A∆ +KoC)+

(A0 + A∆ +KoC)′P1N
−1
2 P1(A0 + A∆ +KoC)

ψ622 = (A∆ +B∆Kc)
′N2(A∆ +B∆Kc) + (A∆ +B∆Kc)

′N3(A∆ +B∆Kc)+

(A∆ +B∆Kc)
′P1(A∆ +B∆Kc)

ψ633 = (B∆Kc)
′P1(B∆Kc) + (B∆Kc)

′N1(B∆Kc) + (B∆Kc)
′P1N

−1
3 P1(B∆Kc).

(178)

Observe que caso a desigualdade

ξ′3Ψ6ξ3 + x̃′C ′QeCx̃ < 0 (179)

seja satisfeita, então ∆V1(x̃) < −x̃′C ′QeCx̃.
Por outro lado, seguindo os mesmos passos apresentados na seção anterior, conclui-se

que caso

ξ′3

[
0∗ 0∗
∗ Ψ5

]
ξ3 < 0, (180)

então ∆V2(xo) < x̃′C ′QeCx̃+ δ′oQδδ − x′oQσxo.
A partir de (179) e (180), pode-se afirmar que caso

ξ′3

(
Ψ6 +

[
C ′QeC 0∗
∗ Ψ5

])
ξ3 < 0, (181)

então ∆V (x̃,xo) < 0. A restrição (181) pode ser verificada por meio de duas restrições
independentes, sendo elas:

x̃′(ψ611 + C ′QeC)x̃ < 0 (182)

ξ′2

ψ622 0∗ 0∗
∗ ψ633 0∗
∗ ∗ 0∗

+ Ψ5

 ξ2 < 0 (183)

Repare que ψ611 pode ser escrito da seguinte forma:

ψ611 = Π3M
−1
1 Π′3 − P1 (184)
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com:

Π3 =

P1(A0 + A∆ +K0C)
P1(A0 + A∆ +K0C)
P1(A0 + A∆ +K0C)

′ , M1 =

P1 0∗ 0∗
∗ N1 0∗
∗ ∗ N2

 (185)

Segundo esta definição, via Complemento de Schur, segue que (182) é satisfeita se:

Ψ7 =

[
−P1 + C ′QeC Π3

∗ −M1

]
< 0. (186)

Já no que concerne à restrição (183), esta é verificada se:

Ψ5 + Π4M
−1
2 Π′4 < 0, (187)

com:

Π4 =


P1(A∆ +B∆Kc) 0∗ 0∗
N2(A∆ +B∆Kc) 0∗ 0∗
N3(A∆ +B∆Kc) 0∗ 0∗

0∗ P1(B∆Kc) 0∗
0∗ P1(B∆Kc) 0∗
0∗ N1(B∆Kc) 0∗



′

(188)

M2 =


P1 0∗ 0∗ 0∗ 0∗ 0∗
∗ N2 0∗ 0∗ 0∗ 0∗
∗ ∗ N3 0∗ 0∗ 0∗
∗ ∗ ∗ P1 0∗ 0∗
∗ ∗ ∗ ∗ N3 0∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ N1

 . (189)

Por esta definição, a aplicação do Complemento de Schur produz:

Ψ8 =

[
Ψ5 Π4

∗ −M2

]
< 0. (190)

Agora, observe que as matrizes são afins em A∆ e B∆. Assim, como as incertezas são
politópicas, basta que as restrições Ψ7 e Ψ8 sejam verificadas nos vértices do envelope
convexo definido por estes conjuntos para que elas sejam verificadas em todo o interior
do envelope convexo.

Com isso, o seguinte teorema pode ser proposto:

Teorema 4.2. Sejam os ganhos Ko e Kc tais que o sistema discreto (143), (144) seja
assintoticamente estável em malha fechada sob uma estratégia periódica. Se existirem
matrizes definidas positivas P1, P2, Qσ, Qδ, N1, N2 e N3 e uma matriz livre Qe de dimen-
sões apropriadas tais que:

Ψ7i < 0 ∀i = 1,...,na (191)
Ψ8ij < 0 ∀i = 1,...,na e ∀j = 1,...,nb, (192)

então o sistema (147), (148) é assintoticamente estável sob a estratégia baseada em even-
tos proposta no Algoritmo 3, com a função de disparo definida em (149), ∀A∆ ∈ Co{A∆i}
e ∀B∆ ∈ Co{B∆j}.
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Prova. Caso (191) seja satisfeita nos vértices do envelope convexo Co{A∆i}, então, por
convexidade, estará satisfeita para todo o conjunto A∆, satisfazendo (186), que é equiva-
lente a (182). Por outro lado, caso (192) seja satisfeita nos vértices dos envelopes conve-
xos Co{A∆i} e Co{B∆j}, então, por convexidade, estará satisfeita para todo o conjunto
A∆B∆, verificando (190), que é equivalente a (183).

Dessa forma, tem-se que (182) e (183) são verificadas, o que implica na verificação
de (181). Analisando os passos percorridos nas equações (174)-(180), constata-se que:

∆V (x̃,xo) = ∆V1(x̃) + ∆V2(xo) < δ′oQδδ − x′oQσxo. (193)

A partir de (193), seguindo o raciocínio apresentado no Teorema 3.1, conclui-se que
∆V (x̃,xo) < 0,∀k > 0.

4.4 Problemas de Otimização

Na seção anterior, foram apresentadas condições suficientes para a estabilidade do sis-
tema em malha fechada sob a estratégia de controle baseado em eventos proposta. Agora,
assim como feito na seção 3.5, deseja-se utilizar as condições propostas para projetar os
parâmetros da função de disparo de modo que a quantidade de eventos em um determi-
nado período de tempo seja reduzida, resolvendo assim P7 e P8, o que pode ser feito de
forma similar àquela apresentada na seção 3.5.1. Assim sendo, são propostos os seguintes
problemas de otimização, análogos a PO 1, 2 e 3, aplicados à realimentação de estados
baseada em observador:

PO 1o:

minimizar −ρ
sujeito a: (163), (164)

(ou (191), (192)),
(194)

onde Qσ = ρI e Qδ = I .
Considerando ρ0 como a solução ótima do PO 1o, um problema análogo ao PO 2 pode

ser formulado como:

PO 2o:

minimizar −traço(Qσ)

sujeito a: (163), (164), Qσ ≥ ρ0I

(ou (191), (192), Qσ ≥ ρ0I),

(195)

com Qσ = diag(ρ1,...,ρn) e Qδ = I;
Por sua vez, o PO 3 pode ser aplicado a sistemas com observadores de estados como

segue:

PO 3o:

minimizar traço(Qδ −Qσ)

sujeito a: (163), (164), Qσ ≥ ρ0I, Qδ ≤ I

(ou(191), (192), Qσ ≥ ρ0I, Qδ ≤ I),

(196)

com Qσ e Qδ matrizes simétricas definidas positivas livres.
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4.5 Exemplos Numéricos

A fim de ilustrar e validar os resultados obtidos neste capítulo, a seguir são apresenta-
dos alguns exemplos numéricos.

4.5.1 Exemplo 1: Sistema sem Incertezas

Considere o seguinte sistema instável em tempo contínuo, modelado por (35), com:

Ac =

[
−0.5 1

0 1

]
, Bc =

[
0
1

]
. (197)

Seguindo a metodologia proposta, obtém-se um modelo descrito por (36), considerando
um período de amostragem nominal T = 0,01s, chegando-se às seguintes matrizes:

A =

[
0,9950 0,0100
0,0000 1,0101

]
, B =

[
0,001
0,0101

]
. (198)

Supondo que a única variável disponível ao sensor é:

y[k] = Cx[k], C =
[
1 0

]
, (199)

os seguintes ganhos estabilizantes são projetados:

Kc =
[
−0,4000 −2,7500

]
, Ko =

[
−0,1000
−0,4000

]
. (200)

A partir desta configuração, PO 1o é aplicado, encontrando-se ρ = 0,1684, e PO 2o
encontra os mesmos parâmetros para a função de disparo. Por sua vez, PO 3o obtém:

Qσ =

[
0,2050 −0,0732
∗ 0,3148

]
, Qδ =

[
0,2556 0,1083
∗ 0,9843

]
. (201)

Para comparar as duas funções de disparo projetadas, o sistema em malha-fechada
definido anteriormente pode ser simulado considerando-se a condição inicial:

x[0] =

[
10
−10

]
, (202)

e o observador inicializado na origem, ou seja, xo[0] =
[
0 0

]′. Além disso, será consi-
derado um tempo de simulação de 10 s, o que implica em k ∈

[
0 1000

]
.

O número de eventos ocorridos no período de simulação estipulado é exposto na Ta-
bela 6. Pode-se observar que o número de eventos ocorridos foi drasticamente reduzido
quando comparado ao caso periódico, demonstrando que a metodologia proposta é muito
útil quando a taxa de amostragem nominal do sensor é relativamente pequena.

A evolução dos estados da planta x1[k] e x2[k] é apresentada nas Figuras 13 e 14,
respectivamente. Pode-se observar que há uma degradação da resposta do sistema em re-
lação ao caso periódico, e que esta degradação é mais acentuada no caso em que ocorrem
menos eventos, o que é esperado, já que o sistema opera em malha aberta no intervalo en-
tre dois eventos, o que pode ser verificado analisando-se o sinal de controle apresentado
na Figura 15.
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Tabela 5: Ocorrência de eventos com cada função de disparo.
Projeto da Função de Disparo Número de Eventos

PO 1o e 2o 38

PO 3o 24

Caso Periódico 1001
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Figura 13: Evolução do estado x1.
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Figura 14: Evolução do estado x2.

Por sua vez, a Figura 16 apresenta os intervalos entre eventos para cada caso, onde
evidencia-se os maiores intervalos obtidos pelo PO 3o. Além disso, pode-se notar que o
tempo entre eventos é reduzido no início da simulação. Isso ocorre pois a dinâmica de
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xo[k] é muito mais rápida do que a dinâmica de x[k] quando existe um erro de observação
considerável. Quando este erro tende a 0, a dinâmica de xo[k] se aproxima daquela de
x[k], mais lenta, e consequentemente ocorrem menos eventos.
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Figura 15: Evolução do sinal de controle u.
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Figura 16: Períodos entre eventos.
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4.5.2 Exemplo 2: Sistema Incerto

Considere o sistema apresentado no exemplo anterior. Agora, suponha que este sis-
tema está sujeito a uma incerteza que pode ser descrita da seguinte forma:

A0 =

[
0,9950 0,0100
0,0000 1,0101

]
, B0 =

[
0,001
0,0101

]
,

A∆ = Co
([
−0,9950 −0,0100
0,0000 −1,0101

]
.10−3,

[
0,9950 0,0100
0,0000 1,0101

]
.10−3

)
,

B∆ = Co
([
−0,0050
−1.0050

]
.10−3,

[
0,0050
1,0050

]
.10−3

)
.

(203)

Agora, aplicando-se PO 1o para projetar uma função de disparo que garanta a esta-
bilidade assintotica do sistema, obtém-se ρ = 0,0184, e novamente nenhuma melhoria é
encontrada por PO 2o. Já PO 3o obtém os seguintes parâmetros:

Qσ =

[
0,0190 −0,0017
∗ 0,0228

]
, Qδ =

[
0,0123 0,0838
∗ 0,5763

]
(204)

A Tabela 6 apresenta os resultados das simulações nos vértices dos envelopes con-
vexos de A∆ e B∆. Comparando-se o número de eventos gerados com o caso onde não
há incertezas, percebe-se que a garantia de robustez do sistema em relação às incertezas
acarreta em um maior número de eventos. Além disso, observa-se que a função proje-
tada por PO 3o apresentou uma menor variação no número de eventos gerados, tanto em
relação ao caso sem incertezas, quanto em relação à simulação da planta nos vértices do
politopo de incertezas admissíveis. Com isso, verifica-se novamente a importância dos
graus de liberdade adicionais de PO 3o.

Tabela 6: Número de eventos gerados pelas funções de disparo nos vértices dos envelopes
convexos

Projeto da Função de Disparo
Número de Eventos

[A∆1 , B∆1 ] [A∆2 , B∆1 ] [A∆1 , B∆2 ] [A∆2 , B∆2 ]

PO 1o e 2o 86 100 100 110

PO 3o 43 44 40 43

Caso Periódico 1001 1001 1001 1001

4.6 Comentários Finais

Neste capítulo, o resultado apresentado na seção 3.3 foi estendido para o caso onde
os estados do sistema não estão disponíveis para medição. Assim, foi considerada a utili-
zação de um observador de estados e a realização de uma realimentação estática baseada
nos estados observados. Para isso, inicialmente foi abordado o caso em que se conhece
precisamente o modelo da planta, e, a seguir, foi apresentada uma metodologia para sis-
temas com incertezas politópicas. Além disso, problemas de otimização convexos que
permitem determinar os parâmetros da função de disparo que levam a uma redução da
utilização dos recursos de rede foram formulados.
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A partir de exemplos numéricos, foi demonstrado que a metodologia proposta é capaz
de estabilizar o sistema com uma quantidade de transmissões de dados significativamente
menor do que um sistema sob uma estratégia periódica. Para o caso de sistemas incertos,
verificou-se que a função de disparo com Qσ e Qδ sendo matrizes definidas positivas
livres apresentou uma sensibilidade consideravelmente menor à variação nos parâmetros
da planta.
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5 CONCLUSÃO

Neste trabalho foi proposta uma metodologia de controle baseado em eventos para
sistemas em tempo discreto. Esta abordagem possui a vantagem de representar mais fi-
elmente a implementação efetiva de sistemas de controle em NCSs do que a abordagem
contínua, já que o monitoramento dos sinais dos sensores é feita de forma digital. Ade-
mais, extensões do resultado foram apresentadas para sistemas com saturação e para a
realimentação de estados baseada em um observador.

Para isso, na primeira parte do Capítulo 3, uma estratégia básica para a síntese da
função de disparo considerando uma realimentação de estados e um sistema em tempo
discreto foi formulada. Além disso, condições para o co-design da função de disparo e do
ganho de realimentação foram expostas. A seguir, este resultado foi estendido para o caso
em que há saturação do atuador. A principal vantagem da metodologia proposta é que a
formulação das condições é dada na forma de LMIs, o que permite a utilização de proble-
mas de otimização convexa para a determinação das variáveis de projeto (parâmetros de
função de disparo e ganho de realimentação), sendo isto um diferencial com relação aos
trabalhos presentes na literatura, nos quais os parâmetros da função de disparo precisam
ser determinados a priori. Assim, na segunda parte do Capítulo 3, foi demonstrado como
utilizar problemas de otimização para a síntese da função de disparo e do ganho de rea-
limentação de forma a reduzir a ocorrência de eventos em um determinado intervalo de
tempo e, no caso de sistemas com saturação, garantir ou maximizar a RAS estimada do
sistema. Além disso, foram propostos problemas de otimização capazes de explorar graus
de liberdade adicionais no projeto da função de disparo, obtendo assim resultados menos
conservadores do que os presentes na literatura. A partir de exemplos numéricos, foi de-
monstrada a importância dos graus de liberdade adicionais e do co-design na obtenção de
melhores resultados, e, por fim, alguns comentários finais foram realizados.

No Capítulo 4 foi considerado o caso em que os estados do sistema não estão disponí-
veis para a medição, sendo utilizado um observador para a realização da realimentação de
estados. Em um primeiro momento foi analisado o caso em que o modelo da planta usado
no observador corresponde exatamente à dinâmica da planta real observada, e condições
para a estabilidade e síntese da função de disparo foram propostas na forma de LMIs. No
entanto, em aplicações práticas, raramente é possível obter um modelo exato da planta.
Tendo isso em vista, em um segundo momento foi estudado o caso em que há incertezas
no modelo da planta, ou seja, quando existem parâmetros incertos na planta ou dinâmicas
complexas não modeladas. Condições expressas na forma de LMIs para a estabilidade do
sistema e síntese da função de disparo foram apresentadas. Novamente, foi demonstrado
como aplicar problemas de otimização convexos para a determinação dos parâmetros da
função de disparo que reduzem o número de eventos gerados. Os resultados obtidos fo-
ram então aplicados a exemplos numéricos visando a sua validação e, por fim, algumas
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condiderações finais foram exprimidas.
Apesar de este trabalho apresentar aplicações da estratégia de controle baseado em

eventos para diversas classes de sistemas, esta área de pesquisa ainda possui muito campo
a ser explorado. Nesse sentido, pode-se destacar as seguintes perspectivas de trabalhos
futuros:

• Análise dos efeitos da quantização: A quantização dos dados é inerente aos siste-
mas digitais, e na maioria dos casos, considera-se que a perda de informação devido
à quantização é pequena, podendo ser desprezada. No entanto, em sistemas de con-
trole em rede, a minimização do tamanho dos dados (e o consequente aumento no
quantidade de informação perdida pela quantização) pode ser um fator importante
na redução da utilização da rede, tornando-se um tema de interesse para a área de
controle em rede.

• Tratamento de sistemas com atraso de transporte: O atraso na transmissão e rece-
bimento de dados é intrínseco aos sistemas de controle em rede. Dessa forma, é
interessante apresentar uma modelagem específica para estes sistemas, o que pode
potencialmente resultar em resultados menos conservadores do que a descrição do
atraso a partir de incertezas genéricas.

• Modelagem de incertezas mais complexas: Neste trabalho foram abordados os efei-
tos das incertezas no modelo do sistema ao utilizar-se um observador. No entanto,
foi considerada apenas a modelagem das incertezas politópicas. Ainda que essa
classe de incertezas seja bastante abrangente, tratar incertezas descritas de forma
mais complexa pode levar a métodos menos conservadores.

• Métodos para análise e síntese de controladores dinâmicos: Os resultados de aná-
lise e síntese de realimentação estática de estados apresentados neste trabalho po-
dem ser estendidos para a realimentação dinâmica de saída, como por exemplo o
caso de controladores PID. Neste sentido, pode-se considerar duas topologias. A
primeira considera que o controlador roda no nó do sensor, sendo que com isso
a extensão dos resultados obtidos neste trabalho é direta, porém, exige uma capa-
cidade computacional adicional neste nó. A segunda considera que o controlador
opera em um nó diferente da rede. Neste caso, o desafio consiste no fato de que
o gerador de eventos não tem acesso ao estado do controlador, sendo que novas
condições de estabilidade precisam ser derivadas considerando apenas a saída na
função de disparo.
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