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RESUMO 

O presente trabalho t e m  como obje t ivo  analisar os 

esforços em estruturas tridimensionais de edi f ic ios  altos, 

quando submetidos a carregamentos horizontais e verticaia. 

A e s t r u t u r a  é idealizada como um conjunto de pilares, 

paredes e v i g a s  podendo ser dispastos de uma maneira as- 

sim+trica no plano da laje e variarem suas propriedades 

geodtr i cas  ao longo da altura. 

A análise B fe i ta  pelo &todo dos deslocamentos. 

Admite-se que as lajes em cada n l v e l  dos pavimentos tenham o 

funcionamento de diafragma ri gido . 
São utilizados elementos de barra para representação 

das vigas e pilares. Para a determinaçZo dos e s f o x a s  em 

paredes resistentes são apresentados +rios elementos obtidos 

pela analogia de Nrticos.  Tais elementos &o incorporados ao 

programa possuindo unia formulação bem simples. 
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ABSTRACT 

The purpouse of this paper is to analyse the strees 

in three-dimensional structures of high buildings, when 

submitted to vertical and horizontal loading. 

The st ructure  is conceived as a body of columns, 

walls and beams which can be arranged i a  an asymmetric way on 

the leve1 o£ the slab and vary their geometric properties along 

the height. 

The analyais is made through the displacement method. 

It is admitted that the slabs on each lave1 of the f loo r  work 

like dfaphragm. 

B a r  elements are used to repreaent beams and columns. 

To determine t he  stresaas in reaistant walls many elementa 

obtained through portico analyses are presented. SuCh elementa 
are included in t he  program and have a simple formulation. 
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O aumento da popula~So nos grandes centros urbanos e 

o a l t o  cuato do metro quadrado nestas Areas faz com que se 

desenvolvam projetos arquitet8nicos que m a x i m i z e m  as taxas 

de ocupação dos terrenos das grandes cidades. Os ed i f i c ios  

a l t o s  tornam-se cada vez mais comuns em tais situações. O 

obdetivo deste trabalho B criar uma ferramenta que auxilie 

a a d l i s e  de t a i s  estruturas. 

E sabido que, à medida que aumenta a altura de um 

prgdio, torna-se mais importante analisar seu comportamento 

perante as ações horizontais. A estabilidade global da 

c o n s t r u ~ ã o ,  quando for submetida a estes e s f o ~ o s ,  ser& 
garantida por uma parcela da estrutura convenfetemente 

dimensionada. A concep~Xo de estruturas cada vez mais esbeltas 

e o cont inuo avanço tecnblogico na A r e &  da i n f o r d t i c a  são 

d o i s  fa tores  que tem levado os pesquisadores a formularem 

hipdteses de cblculo que se utilizem de modelos matedticas 
que consigam simular o comportamento das eatruturas o mais 

prbximo posd vel do seu funcionamento real. 

A analise de tais estruturas poda ser fe i ta  atravks 

da tkcnica do meio contlnuo ou pelo tratamento discreto. 

A tkcnice. do meio contfnuo consiate em mbbtituir as 

vigas ,  pilares, paredes e lajes por elementos com propriedades 

equivalentes distribuidas uniformemente ao longo da altura do 

e d i f f c i o .  Q comportamento deste modelo estrutural 

interpretado por uma equação diferencial ou por um sistema de 

equações diferenciais, que resolvidas por integração direta ou 

por um processo n u d r i c o ,  fornecem os deslocamentos e esforços 

em toda a es t ru tu r a .  Este t i p o  de tratamento tem se mostrado 

vanta joso  quando a rigidez dos elementos &o constantes da base 

ao topo, permitindo aasim definir  os elementos do ed i f i c io  com 



um número relativamente pequeno de parAmetros. 

FIGURA I. 1 - Planta baixa de um pavimento t i p o  

Dentro desta Wcnica vhrios trabalhos tratam de 

configurações especiais de paredes de seção aberta submetidas a 

carregamentos espscificos. MiCHAEL (1969) analisa o e f e i t o  do 

carregamento de torção  em urna estrutura formada por d o i s  canais 

contraventados entre si por linteis ao nivel. dos andares.  Essa 

m e s m a  estrutura abordada por TSO e BISWAS (19731, que 

apresentam um processo de solução grAfica e por COULL (1975), 

que trata do efeito de engastamento elas t ico  nas fundaqões. 

HEIDEBRECHT e SMITH (1971) m o s t r a m  uma anAlise 

simples e grAfica, utilizando a teoria das  vigas de seção 

delgada, para paredes de segso aberta contraventadas ou não 

por linteis e submetidas a carregamento de torção.  MDRTELMANS 

e outros (19811 analisam estruturas não s i d t r i c a s  em planta 

mas com elementos com propriedades constantes as longo da 

a l tura  do prbdio. BALENDRA e outros (1984) usam esta técnica 

para edi f f  cios assim+tricos em planta e com variação das 

propriedades dos elementos ao longo da altura. 



No tratamento discre to ,  atravbs do &todo dos 

es fo rços  ou dos deslocamentos, chega-se a um sistema de 

equaqBes lineares de grande porte; cuja soluçKo fornece os 

deslocamentos e e s f o ~ o s  em toda a estrutura. 

Embora as estruturas de edif ic ioei  posaam ser 

consideradas reticuladas, a presenqa das la jes ,  no nlvel  dos 

pisos ,  colocam-nas em uma categoria especial. Tais lajes são 

corpos r i g i d o s  inseridos dentro do modela. A concepção, 

usualmente aceita, 8 de considerA-las como corpos infinitamente 

r i g i d o s  no seu plano e de rigidez nula A £LexEo, Eid 

t r ansmi t indo  forças horizontais entre os elementos verticais. 

Tal consideraqXo denomina-se de diafragma r i g i d o .  

onda 

FIGURA 1.2 - Estrutura Tridimensional 

V A r i o s  trabalhos, desenvolvidos pelo tratamento 

discreto, t e m  em comum esta concepção do diafragma r í g i d o ,  

diferindo pela forma de considerar a montagem da estrutura. A 

primeira maneira & considerar a e s t r u t u r a  discretizada em 

diversos p ó r t i c o s  planos orientados nas direções X e Y, e 

sobrepor suas rigidezes para simular o funcionamento 

tridimensional do conjunto (fig.l.2). CLOUGH (1964) desenvolveu 

um t rabalho sob este prisma, s e m  considerar a rigidez a 

torqzu dos elementos, e para estruturas em que os p8rticoã 

planos apresentam-se paralelos a dois eixos perpendiculares 

e n t r e  si. Tal configuraç%o limita a análise a casos bem 

particulares.  O trabalha de WIMOKUR ( 1968 1, aplicavel a 



estruturas assirktricas,  considera o e fe i to  de to rção  dos 

pilares, p o e m  despreza as deformações axiais dos m e s m o s .  

STAMATQ e SMITH (1968) apresentam um t rabalho,  que considera 

os efeitos axiaia nas colunas mas despreza a r ig idez  A torção. 

SORIANO (1971) desenvolveu um programa para e s t r u t u r a s  

particulares em que os Nrt icos  &o ortogonais entre si. 

A segunda maneira considerar diretamente a 

estrutura como tridimensional, particularizando-a pela 

i n t r u d u ~ ã o  dos diafragmas. WEAVER e NELSON (1966) mostram uma 

anAliaa onde todos os deslocamentos e rigidezes dos elementos 

são consideradas, porkm não dispSiem de um meio de anAlise para 

paredes resistentes. WEAVER, BRANDOW e MANNING (1971) 

generalizaram o trabalho anterior incorporando elementos de 

barra com 7 graus de liberdade por  nb para anAlise de paredes 

resis tentes ,  onde o &timo grau da liberdade mede a deformação 

causada pelo bimomento. Tal ariálise deve ser para paredes 

resistentes com propriedades constantes ao longo da altura do 

p d d i o .  G W C K  e KALEV (1972) e BARBOSA (1978) desenvolveram o 

trabalho anterior para estrutura com variasão daa propriedades 

das paredes resistentes ao longo da altura. FONTE (1972) mostra 

um trabalho ande a consideraçXo de paredes resistentes B feita 

atravbs de elementos de barra comum de N r t i c o  espacial com 

seis graus de liberdade por nh. CÃMARA JONIOR (1978) 

desenvolveu o trabalho de FONTE (1972) para estruturas com 

maior número de nds e acrescentando elementos de vigas e 

pilares com eixos longitudinais e seções transversais de v6rias 

formas. Todos estes trabalhos carecem de &todos mais precisos 

para avaliação das e s f o r ç o s  nas paredes resistentes. 

O s  &todos para analisar paredes resistentes podem 

ser enquadrados em duas categorias. A primeira  delas consiste 

na analise por elementos tipo "painel", onde a parede é 

idealizada como um conjunto de elementos cujas propriedades 

seguem um comportamento similar ao da estrutura cont inua real. 

O método geralmente empregado 8 o dos elementos f i n i t o s .  Alguns 

trabalhos desenvolvidos especificamente para t a l  anAlise são 

encontrados na bibliografia. POPOV e PETERSSON (1979) criaram o 



para sistemas complexos de paredes resistentes. MACLEOD (1969) 

utiliza elementos retangulares para problemas de elasticidade 

plana. Todavia, a i n c o n v e n i h c i a  do uso de elementos f i n i t o s  

para paredes resistentes encontra-se no seu custo e e x i g h c i a  

de grande rnern6ria de computador. 

Outro &todo, aplicavel para anAliae de paredes 

resistentes & o da analogia de colunas largas como Hr t i cos .  

MACLEOD (1972,1973,1976,1977), SMITH e GIRGIS (1984),apresentm 
uma &rie  de elementos para paredes resistentes com ou s e m  
aberturas adaptadas a programas de Hr t i cos  planos. MEDEIRDS 

FILHO (1985) fez varias testes comparando os resu l t ados  de ta is  

elementos com os obtidos v ia  elementos f i n i t o s ,  mostrando-se 

esta solução bastante eficaz. 

No presente trabalho, aborda-se a a d l i s e  e l i s t i c o -  
linear de estruturas tridimensionaia de e d i f i c i o s  submetidas 

a carregamentos estaticoa horizontais e verticais. Inclui-se 

no modelo estrutural as elementos especiais para represent~qzo 

de paredes planas testados por MEDEIROS 11985) que &o 

adaptados a um programa de pórtico espacial com a consideraçSa 

do diafragma ri g ido .  



P a r a  a definição das caracterl sticas topolhgicas e 

analise dos 'deslocamentos e reações de apoio da estrutura B 

adotado um sistema de refefincia tri-ortogonal direto X,Y,Za 
com origem localizada em um ponto arbi t rar io  da base da 

estrutura, e eixo vertical Za orientado para cima. 

FIGURA 2.1 - Sistema de referência global 
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A estrutura & idealizada como tridimensional, sendo 

c o n s t i t u i d a  basicamente por barras representando vigas e 

pilares, canectadas entre si atravks de suas extremidades em 

pontos nodais, e por "paredes resistentes" tratadas atravks de 

elementos especiais adequadamente incorporados em um programa 

de analise de pórtico espacial. A posição de uma barra, nas 

vigas e pilares, Ç definida pela linha que passa pelo centro de 

gravidade de sua swxo transversal. A s  "paredes resistentes" 

são representadas por elementos de barras obtidos pela analogia 

de W r t i c o  dispostos conforme o t ipo de elemento utilizado. 

Considera-se, que as Lajes tenham rig idez  i n f i n i t a  em 

seu plano e nula transversalmente. A esta i d e l i z a ~ s o  

denomina-se diafragma r i g i d o .  

FIGURA 2.2 - Diafragma r ig ido  



O elemento utilizado para representação de uma viga B 

unidimensional e estA sempre contido no plano horizontal 

correapondente ao nivel do andar a que pertence. A posição 

relativa desse elemento em um determinado andar pode ser 

qualquer. Seus extremos devem co inc id i r  com pontos nodais de 

outras elementos . E livre a disposição das vigas entre os 

vArios andares, podendo exis t ir  um a r ran jo  di£erente em cada 

andar. 

VIGA 

FIGURA 2.3 - Vigas 

O elemento utilizado para a representação de um pilar 

é unidimensional e interpõe-se a d o i s  andares cont iguos,  

devendo sua seção permanecer -constante en t r e  dai8 andares. Seus 

extremos também podem ser exc@ntricos em relaçxo aos pontos 

nodais da estrutura, o que permite representar eventuais 

mudanças da posiqso do eixo de uma coluna vertical cujas 

dimensões transversais sofram alterações ao longo do e d i f i c i o .  

E livre a disposição '  das colunas em planta e nXo se exige sua 

continuidade em toda altura db pMdio. 



FIGURA 2.4  - Pi la rea  

As paredes resis tentes  planas a30 representadas por 

elementos especiais adequadamente incorporados ao programa de 

pbr t i co  espacial. Os elementos utilizados neste trabalho são 

apresentados a seguir. 

Elemento t i p o  "1" - A figura 2 . 5  mostra  um elemento 

padrKo de H r t i c o  plano. 

FIGURA 2.5 - Elemento t ipo " 1" 



Elemef i to  t i p o  "2" - A figura 2.6 mostra um elemento 

com extremidades ri gidas podendo a parte f lexlvel  deformar-se A 

flexzo, axialmente e no cor te .  E utilizado em paredes com aber- 

turas. 

GRAUS DE 
L IBERWE 

FIGURA 2 . 6  - Elemento t ipo  "2" 

Elemento tipo "3" - A figura 2.7 mostra um elemento 

que permite a representação de paredes s e m  aberturas. 

GRAUS DE 
LIBERDADE 

FIGURA 2.7 - Elemento tipo "3" 



Elemento t i p o  " 4 "  - A figura 2.8 mostra wn elemento 

padrso de H r t i c o  plano, com inércia  a flexão nula. 

GRAUS DE 
LIBERDADE 

FIGURA 2.8 - Elemento t i p o  " 4 "  

Elemento t i p o  "5" - A figura 2.9 mostra um elemento 

que simula um m6dulo para analogia de colunas largas como 

Hrticos.  

T I R  ANTES MSPOSTOB 

EM DUOONAL 

FIGURA 2.9 - Elemento tipo "5" 

COLUNA CONECTA 
RIOIDAAAENTE AS 



Elemento t i p o  "6" - A figura 2.10 mostra um elemento 

que simula um módulo para analogia de colunas largas como 

Hr t i cos .  

TIRANTES DISPOSTOS 
EM OIAGONAL 

COLUNAS COM ECTADAS 
AIOIDAMENTE AS VIGAS 

FIGURA 2.10 - Elemento tipo "6" 

Elemento tipo "7" - A figura 2.11 mostra um elemento 

que simula um inódulo para analogia de colunas largas como 

p6rticos. 

COLUNAS 
RIGIDAMENTE 

CONECTAD AS 
AS VIGAS 

TIRANTES DISPOSTOS 
EM DIAGONAL 

Ti RANT E 

FIGURA 2.11 - ~iemento t ipo  "7" 



As figuras 2.12 a 2.15 apresentam paredes planas sendo 

representadas utilizando os elementos t i p o  "Z", 
"3", "5" e " 7 " ,  

reapectivamente. 

FIGURA 2.12 - Parede c8m abertura utilizando elemento tipo "2" 

FIGURA 2.13 - Parede com abertura utilizando elemento tipo "3" 



FIGURA 2.14 - Parede com abertura utilizando elemento t i p o  "5" 

P T G I J M  2.15 - Par-?e com abertura utilizando elemento t i p o  "7" 



Uma parede de s e ~ ã o  aberta, como mostrada na figura 

2.16, representada por elementos de analogia de Mrtico nos 

planos das paredes conectados entre si nos nbs de intersecçso 
dos planos. 

FIGURA 2.16 - Parede resistente de s-30 aberta 

Nas vigaa, consideram-se a rigidez A t o w ã o  e A 

flexso no plano vertical que a con-m. 

Nos pilares, consideram-se todas as rigidezes, bem 

como o efeito do e a f o ~ o  cortante naa deformações. 

Nas paredes resiatentes, são consideradas as rfgide- 

zes axial, ao cortante e A flexão. 

Considerando-se a hipótese das lajes trabalhando como 
diafragma, pode-se ter d o i s  tipos de nds: os vinculados ao 

diafragma e os nAo vinculados. 

Os nbs não vinculados ao diafragma, podem se deslocar 
independentemente ~egundo as direções Xa , Y, e Za e sofrer 

rotações em to rno  dos eixos Xr , YG e Zo, poasuindo assim seis  
graus de liberdade. 

Os nds vinculados ao diafragma podem se deslocar 



independentemente segundo a direção vertical Za e sofrer uma 

rotação horizontal decomponivel segundo Xa e Yo, possuindo 

assim trés graus de liberdade. A estes movimentos denominar-se- 

& "deslocamentos independentes de nh". 

Cada andar pode sofrer uma translaçso horizontal 

decomponivel nas direções Xo e Ya e uma rota~ão segundo o eixo 

vertical Za, sendo estes trgs graus de liberdade os 

correspondentes ao movimento do andar como um corpo rigido em 

seu plano. Por  este motivo, &o designados de "deslocamentos de 

corpo r i g i d o  de andar". O ponto de referencia para a medida 

destea deslocamentos o n6 principal do andar, que é 

arbitrariamente definido. ( ver figura 2.17 ) 

FIGURA 2.17 - Deslocamentos independentes e de corpo r i g i d o  

A figura 2.18 representa um andar tipo, onde A B o n6 

principal do andar e J um nh genkrico. O movimento de corpo 

ri gido da andar é def in ido  pelas componentes de translação DAx, 

DAu e de rotação DA= do ponto A .  



X3 

FIGURA 2.18 - Movimento de corpo rigido de um andar 

Admita-se um movimento de translação da laje, fazendo 
o ponto A e o nó J passarem a ocupar as posições A '  e J', 

seguido de uma rotacão em torno do eixo vertical que passa por 

A '  ( ver figura 2.18). Considerando a hipatese do diafragma 

r ig ido tem-se 

+ 4 

D J z  = DAz 
+ + 
AA' = JJ' 
--+ + 
JJ*' = JJ + J'J 

Para pequenos deslocamentos, sendo XJ e 

coordenadas do ponto J, tem-se 



Em forma matricial, obem-se 

ou, escrevendo de uma forma simplificada, tem-se 

onde a matriz de tranaformaçXo TAJ H , representa operador 

geo&trico, que tranaforma para o andar, deslocamentos do ponto 

A em deslocamentos do nb J. 

Para determinar as ações no ponto A em termos das 

a@es no ponto J, considera-se FJx, FJY e FJz aplicadas no n6 J 
I ver figura 2.19 ) e chega-se ao sistema de açBes, 

estaticamente equivalente, aplicado ao ponto A. Pelas leis da 

estat ica escreve-se 

FAx = FJx 

FAY = FAY 

FAZ = - YJ FJx + XJ FJY + FJz 

que escrito sob a forma matricial tem-se 

ou ainda 



FIGüRA 2.19 - Ações aplicadas em A e em J 

Comparando-se as expressas (2.8.4) e (2.7.8) conclui- 

se que 

e a equação (2.8.5) pode ser escrita sob a forma 

2.9 - D e s 1 o c ~ t . n ~  de h l o n w  de an- 

Nesta anAlise, ao se estabelecer os graus de 

liberdade de um andar como um corpo r l g i d o ,  considera-se que os 

seus movimentos &o acompanhados par todos os demais andares 

sobrepostos. Trabalha-se, po i s ,  com o conceito de deslocamentos 

de "b locos  de andares" , contados em relação ao pavimento 

imediatamente subjacente. Este concei to ,  proporciona uma 

diminuição da quantidade dos coeficientes não nulos do sistema 

de equaçaes de equil ibrio da estrutura, em comparação com o 



mesma sistema obtido com a conaidera~ão de deslocamendos 

"absolutos" de andar (ver figura 2.20). 

FIGITRA 2.9 - Deslocamentoa de blocos de andares 

Do exposto, conclui-se que o nirmero de graua de 

liberdade de um pavimento qualquer "i" é 

onde nvi é a quantidade de nbs vinculados ao diafragma 

e nnvi a quantidade de nós não vinculadoa ao diafragma. 

Portanto o número total de graus de liberdade da estrutura é. 

onde p & o nilrmero de pavimentos do e d i f i  cio. 

O s  carregamentos considerados n e s t a  anAlise,  todos de 

natureza estAtica, são supostos atuarem sobre a estrutura da 

seguinte maneira: 

- sobre as vigas como cargas concentradas 



distr ibuidas ,  ta is  que provoquem deformações no plano vertical 

que a contbm. 

- diretamente nos nbs, como cargas verticais e 

momentoa segundo as dire~ões  dos deslocamentos independentes de 

nd . 
- sobre os andares, como forças horizontais e 

momentos segundo as direçaes das dealocmentaa de corpo 

rlgido de andar ( carregamentoa t ípicos  do efe i to  do vento ), 

aplicados no nb principal do respectivo andar. O momento faz-se 

preaente em estruturas assinirhtricas devido ao posicionamento 

assiMtrico do centro de torção, e em estruturas aimétricas 

quando sujeitas a uma pressa lateral não uniforme em sua 

distribuição horizontal. 

FIGURA 2.21 - Carregamento no n6 principal 



A cada viga é associado um sistema de referência tri- 

ortogonal direto XLYLZL . 
O eixo I(, coincide com o eixo da viga e or ien tado  

do nb i n i c i a l  J ao nb final K. O e i x o  YL B horizontal  e princi- 

pal de inkrc ia  da seção transversal. Consequentemente,~ eixo ZL 
ser& sempre paralelo ao eixo Za do sistema global (fig.3.1). 

FIGURA 3.1 - Elemento de viga 



Devido a hiwtese do diafragma rigido,  cada extremo 

de uma viga possui 3 graus de liberdade. S o  eles: as rotações 

nas direçaes XL e YL e uma translação segundo a d i r s % o  Z Os 
L' 

demais deslocamentos não produzem esfor~os nos elernentós, 

motivo pelo qual não &o considerados como graus de liberdade 

independentes. A figura 3.2 ilustra os seis paasiveis 
deslocamentos das extremidade8 das vigaa. 

FIGURA 3.2 - Graus de liberdade de uma viga 

A relação entre os esfowos e deslocamentos nos 

extremos de uma viga,  no sistema de refef incia  local B dada 

pela expreaMo matricial 

onde F e D são os c i t ados  eãfowos e deslocamentos, 
,VI- ,VL 

df spos tos  em vetores e numerados de acordo com a figura 

5.2 e K B a matriz de rigidez do elemento dada por 
VL 

WEAVER (1981). 



Oa deslocamentos da estrutura são referidos ao sistema 

global, todavia para os elementos, os e a f o x o s  &o relacionados 

ao sistema de coordenadas lqcal. Torna-se necesdrio a obtenção 

de re la~sea  entre os deslocamentos nos sistemas local e global, 

bem como para as ações. 

FIGURA 3 . 3  - Sistemas global e local  



Seja XaYclZct e x Y L Z L  os sistemas global e l o c a l  

respectivamente, com os eixos Za e ZL coincidentes. O Angulo O 

B formado pelos eixos Xa e 3, tomado como positivo de X, para 

Ya. As componentes Fx,, F,, e FzL de uma a ~ ã o  F, no sistema 

local, podem ser relacionadas com as componentes Fx,, FY, e FZa 

no sistema global, pela expressão 

que na forma expandida tem-se 

onde a matriz RT i dita  matriz de rotação. Obtêm-9ie  a relação 
c. 

entre Eva e F pela expresso 
,VL 

ou seja 

Atrav&s das expressões (3.1.3) e (3.1.6 ) chega-se a 

logo a matriz RT B ortogonal. Para os deslocamentos, nos d o i s  
w 

sistemas, obtém-se relações a n A  logas 



A matriz de rigidez K va da viga, em relação ao 

sistema global, pode ser obtida a partir da matriz de rigidez 

K 
VL 

no sistema local, pela relaçgo 

onde a matriz R 8 dada por - 

ou seja 

onde Q B o ingulo formado entre os eixos X, e x, sendo o 

primeiro paralelo ao eixo X, e tendo a origem coincidente com o 

sistema'local. Este Angulo e - calculado automaticamente pelo 

programa atra-s das coordenada8 dos pontos nodais do elemento. 

O sistema de refefincia local de um pilar 

cons t i tu i  do por t d s  eixos x Y L Z L  formando um triedro direto 

t a l  que a origem coincida com o extremo inferior do elemento, 

XL e YL sejam os eixos principais de inbrcia da seção 

transversal e ZL 
figura 3.4) .  

contenha o eixo longitudinal da barra (ver  



L-. 

FIGURA 3 . 4  - Elemento de pilar 

Para o elemento de pilar &o conaiderados os se i s  

deslocamentos por  nd, numerados conforme a figura 3.4. Os 

deslocamentos 1,2 e 3 para a extremidade J e os deslocamentos 

4 , 5  e 6 para a extremidade K, correspondem aos deslocamentos 

independentes de nb. Estes &o do.mesmo t i p o  que os vistoa para 
as vigas. Os deslocamentos 7,8 e 9 do nh 3 e 10,11 e 12 do nB 

K, correspondem aos deslocamentoa diretamente relacionados com 

o movimento de corpo rfgido das lajes acima e abaixo, 

respectivamente, do referido elemento. 

Os coeficientes da matriz de rigidez do pilar, 

incluindo o e fe i to  do e a f o ~ o  cortante nas deformaqões, &o 

dados por PRZEMIENIECKI C171. 

Denominando por 

Ix = momento de i n k r c i a  da aeçzo transversal em 



relação ao eixo x. 
Iy = momento de inkrc ia  da seção transversal em 

relação ao eixo YL. 
I, = momento de i n k r c l a  da seç%õ transversal A to rqão .  

AZ = brea da seção transversal. 

= área da seção transversal, para e fe i to  do cor- 

tante na direçzo %. 
Ay = área da seção transversal. para e f e i t o  do cor- 

tante na direcão Y,. 
E = nirSdulo de elasticidade longitudinal. 

G = imSdulo de elast icidade tran~versal. 

1 = comprimento da barra. 

tem-se que e. matriz de rigidez de um pilar fica como a indicada 





Do m e s m o  modo que para as vigas, a matriz de rigidez 

do pilar, p a ,  no sistema global, pode ser obtida pela relação 

FIGURA 3.5 - Elemento de pilar - rotaçãea 



onde a matriz R & dada por 
* 

onde, neste caso, o Angulo y dever& aer fornecido ao programa 

como dado de entrada. - 

A operação de transforma~go da matriz de rigidez do 

pilar tem por finalidade alterar as partes da matriz de rigidez 
do pilar, que envolvem deslocamentos de corpo rigido do andar 

acima e do andar abaixo do memo, para um sistema de 

coordenadas comum a todos oa pilare~. 

20 

FIGURA 3.6 - Deslocamentos de pilar 



Para isto, adota-se a transformac30 ação-deslocamento 

com o emprego da matriz TA dada por 
).I 

Esta matriz contAm quatro submatrizes de 3x3 na 

diagonal. A primeira e a aegunda são matrizes identidade. A 
terceira e a quarta &o do t ipo  apresentada na equaçio (2.7.11) 
e seus subscritos indicam os d s  J e K do andar auperior e 

i n f e r i o r  ao pilar, respectivamente, sendo as demais nulas. 

Sendo DE os deslocamentos das extremidades do pilar 
*I 

(ver  figura 3 . 4 ) ,  . referidos ao sistema global e DA o vetor que 
N 

contém os deslocamentoa como representados na figura 3.6, 

tem-se 

ou na forma expandida 

onda os vetorea DA3 e DA4 conWm os deslocamentos de corpo 
H w 

r ig ido  do andar superior e inferior ao pilar, respectivamente. 

De modo anAlogo, para as ações Wm-se 

FA = TA= FE 
I* IV w (3.2.9) 

A equaçzo açso-deslocamento para o elemento, no 



sistema global é 

onde K a m a t r i x o b t i d a p e l a r e l a ~ ã o  (3 .2 .4 ) .  Substituindo- - pa 
se em 3.2.10 o valor de DE tirado da expresso 3 . 2 . 7 ,  obMm-se - 

e, combinando-se as relações 3.2.9 e 3.2.11, tem-se 

que relaciona as forças atuantes nas extremidades do pilar, 

indicadas na figura 3.4 com as f o ~ a s ,  jA transformadas levando 

em conta o diafragma rigido,  indicadas na figura 3.6.  Logo, a 

matriz de rigidez K ., do pilar, aerA 
H 

A s  paredes reaistentea podem ser de dois tipos. O 

primeiro consiste em paredes planaa. Este tipo de parede O 

t ratado atra-s dos elementos apresentados em 2.5.1. O outro 

tipo são as paredes de seçzo composta. 

%o apresentados a seguir as matrizes dos elementos 

implantados no programa. A numeração doa elementos a m e s m a  

apresentada no trabalho de MEDEIROS FILHO (1985). 

O sistema de r e f e r h c i a  local  da uma parede 

resistente plana const i tu ído  por 3 eixos formando um triedro 

ortogonai d i r e t o  XLYLZL,  de tal forma que a origem deste 

sistema coincida com o nb i n f e r i o r  do elemento, XL e Yt sejam 

os eixos principais de inkrcia da parede e ZL contenha o eixo 



longitudinal da pesa, conforme a figura 3.7. 

FIGURA 3.7 - Elemento de parede plana 

3.3.2 - EJ-n Tivn 7, # I  I L  

A figura 3.8 mostra o elemento com extremidade rlgi- 

da onde a parte flexivel pode deformar-se na flexão, axialrnente 

e no corte. E utilizado em paredes com aberturas. Eate elemento 
possui t M a  graus de liberdade par nb. A relação entre os 

e s f o x o s  entre  a parte rigida e o i n i c io  da parte rigida B dado 

por matrizes de transferencia, indicadas por MACLEOD (1976). 

Este elemento é de f in ido  entre os nbs "1" e "2" da figura 3.9  

informando-se os comprimentos X1, X2,  Y1 e YS. 

Para o elemento mostrado na figura 3.8 a r e l a ~ z s  

entre  as a ~ õ e s  nodaia F, w onde F ~ =  #u { PXI, PYI, M ~ ,  pXI pIP ,a 1 
e os correspondentes deslocamentos U 9 

w 

unde K & a matriz de rigidez do elemento de parede do t i p o  " 2 " .  
-, 

R matriz K pode ser obtida a par t i r  do sistema apresentada 
* 



FIGURA 3.8 - Elemento Tipo "2" 

na figura 3.9.a para o da figura 3.9.b , onde 

Chamando de % H a matriz que relaciona ae ações da 

figura 3.9' com as correspondentes deformações, tem-se que 

Os termoa k . não dependem da força axial. I s t o  e 
L J 

val ido quando a carga axial O menor que a carga crit ica de 

Euler,que B o caso normal em paredes resistentes. Uma maneira 

de determinarmos os termos ki i achar os equivalentes 

coeficientes de flexibilidade. 

0s. coeficientes f. . dependem das deformações , por 
J 

flexão e por corte. Para deformações de flexzo, tem-se 

e para as deformaçBes por corte obem-se 



I a )  t b )  [ c )  

FIGURA 3.9 - Desentrolvimento para elemento t i p o  "2" 

- - - 1 fZ2 - fZ9  - fS2 - fS3  = - LGA 
C 

portanto a relação entre os deslocamentos e os esforços 6 

Definindo 

obt+m-se, para os coeficientes e ka, da equaçzo (3.3.3) 

As ações da figura 3.9.c M o  relacionadas com as da 

figura 3.9.b pela matriz de tranafedncia H. 
w 



que pode ser escrita de forma compactada 

= F rib ly 

onde F ab estA relacionada com F iz por 
w 

e a matriz de rotação para os eixos globais e 

sene 

cose 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

L O 

O cose 

O -ser@ 

O O 

* 

O 

O O 

O 

sen8 (3.3.14) 

cose O 

O 1 

Desenvolvendo a expressão (3.3.21, obtém-se a matriz 

de rigidez para o elemento t i p o  "Z", indicada na expresGo 

( 3.3.15 ) da pagina seguinte .  



2SOMA lol -CT] k261 
SOMA (v]-[-) k36] 
L dA 

8 [D) [- V) 
f 3-1 da 

onde 

- SOMA 2 XI 
%3- - T I L  :I] 

A y2 
2 It xz 

kdd= 
+ 2 SOMA ($- + -) + kbb 

L L 

SOMA = k 
ua 



Este elemento B utilizado na representação de pare- 

des sem aberturas. Consiste na substituição de um segmento de 

uma parede resis tente  por um H r t i c o  equivalente, com d o i s  

extremos r i g i d o s  unidos, perpendicularmente por uma parte fle- 

xFvel, que pode se deformar axialmente, por  flexso e por corte, 

conforme MACLEOD (1973). ( figura 3.10 ) 

FIGURA 3.10 - Elemento t i p o  "3" 

O sistema de ações correspondentes aos graus de 

liberdade 1, 2 e 3 & estaticamente equivalente a um sistema 

convencional de duas forqas perpendiculares entre si e um 

momento atuando em um na. A s  correspondentes deforma~ões são, 

t a m b é m ,  cinernaticarnente equivalentes. 

Para o elemento mostrado na figura 3.10 relação 
entre as ações nodais F, onde F ~ =  { I ,  P2, P3, P4, P5, P6 1, e 

w w 

os correspondentes deslocamentos U e : 
h. 

Bnde K a matriz de r ig idez  do elemento de parede sólida. A 
.v 



matriz K pode ser obtida a p a r t i r  do sistema apresentado na 
w 

figura 3.11.a para o da figura 3.11.b , onde 

A matriz de rigidez Q relaciona, aa açBes nodais d& 
w 

figura 3.11.a, F , onde = I Na, Ma, Mb I ,  para auas correa- 
,R ,R 

pondentes deslocamentos, ou seja, 

que, escrevendo de forma expandida, fica 

t a )  ( b )  I c 1 
FIGURA 3.11 - Desenvolvimento para elemento tipo "3" 

Os coeficientes ki são os m e s m o s  utilizados no 

elemento tipo "2". 



onde 

A matriz relaciona as aqões nodaia da figura 
H 

3.11.b F ,AB > o n d e F  ,AH = { N A  , V A  , M A  , N B  , V e ,  Mg )com I? ,R 
pela expressão 

que pode-se escrever em u m a  forma expandida como 

Analogamente, relaciona F com F ou seja - H ,AB' 

e, detalhando os componentes da equa~Xo acima, tem-se 

Desenvolvendo a expresso ( 3.3.25 1 ,  obtém-se a matriz 

K,  para o elemento t i p o  "3" ,  apresentada na expressão 
* 

(3.3.32). 



SOMA 

A 

ZSOMA SOMA 

A ,  kab SOMA kab 

A, kbb SOMA [ 4 , w 4 1  -[-I L [:-=I < 
2 SOMA SOMA 1 2 3 I-) = % 

O elemento da t i p o  "4" consiste em uma barra de 

Hrtico com inkrc ia  a flexão nula (ver  figura 3.12). 

FIGURA 3.12 - Elemento t i p o  "4" 

O elemento do tipo "5"  consiste em duas vigas 

horizontais nos nive i s  dos andares, de comprimento igual 

ao da parede resistente, ligadas por uma coluna central .  



Colocando-se duas diagonais com rigidez axial, simula-se o 

comportamentw do conjunto  aos e fe i tos  de f lexso,  corte e 

esforço axial ( ver figura 3.13 ) .  

A rigidez ao corte determinada pela soma das 

rigidezes da coluna e das componentes horizontais das 

diagonais. 

FIGWRA 3.13 - Elemento tipo "5" 

Equacionando a rigidez ao corte do rbdulo de H r t i c o  
com o do segmento de parede resistente temos: 

onde 

G = mbdulo de elasticidade transversal 

h = altura da m6dulo 

-t espessura do mbdulo 

b = largura do m5dulo 

1 = comprimento dos elementos diagonais 

A,= brea dos elementos diagon'ais 

I = =  momento de f n & r c i a  da coluna 

A== Area da coluna 

8 = Angulo formado entre o elemento diagonal -e a 

h o r i z o n t a l .  



A r ig idez  axial composta pela r ig idez  ?ia1 da 

coluna, mais a soma das componentes verticais dos elementos 

diagonais. Equacionando, tem-se que 

Resolvendo as equações (3.3.31) e (3.3.32) e 

considerando que a i n k r c i a  a flexão do segmento de parede & 

igual a inbrcia  da coluna central, obtem-se as propriedades 

geowtricas dos elementos do e d u l o  . 

Para a coluna central : 

FIGURA 3.14 - Elemento t i p o  "5" submetido a esforços 

a) de flexão; b) cortante; c)axial. 



Para as elementos diagonais 

onde 

Da equa~ão 13-3-36), pode-se observar que para 

rnbdulos em que a r e l a ~ ã o  entre a aitura e a largura seja 
f / Z  

maior do que [ 4 ( 1 + v ) I , a Area da coluna torna-se 

negativa. 

A anA1ise.d~ m5dulo nos fornece as forças em cada 

elemento. Os esf o w o s  necessArios para determinar as 

solicitações nas paredes são os momentos f letorea,  f o ~ a  

cortante e axial na coluna e f o ~ a  axial nas elementos 

diagonais. E s s e s  esforços @o usados em cada módulo para 

determinar as resultantes de momento, f o s a  axial e força 

cor tante  que &o aplicados ao segmento de seção, para avaliar 

as ten&es na parede. A resultante de momentos no segmento 

de seçzo e obtida pala &dia dos momentoei no topo a base da 

coluna. A resultante de forças axiais á a soma da força axial 

na coluna e sa componentes verticais nas diag0nais.A resultante 

de esforço cortante a soma dos cortante8 da coluna e as 

componentes horizontais das fo rças  axiais das diaganais. 

Estas solicitações pião referidas a altura &dia de 

cada segmento. A resultante vertical de tensães, que 6 obtida 

da combinação das t e n a e s  de flèxão e axial, varia linearmente 

ao longo da largura do d d u l o  e B uniforme sobre a altura. A s  

tensões de corte são uniformes em todo,m5dulo. 

3.3.6 - E k u e n t o  tiwo 6 e 7 I .  1. I, I ,  

E s t e s  elementos 60 compostos por barras simulando u m  
Wdulo de parede. SPIITH (1984) desenvolveu um elemento s i d t r i -  

co com duas vigas rigidas, nos extremos auperior e inferior, 

ligadas por duas colunas nos extremos das vigas e dois elemen- 

t a s  diagonais I ver figura 3.15.a ). Conforme SMTTH (1984), o 

d d u l o  c i tado  trabalha satisfatoriamente para paredes planas 

sem aberturas e com ligações entre paredes ortogonais com menos 

do que duas paredes chegando em um mesmo na. Em casos gerais de 



paredes subdivididas em vArias partes os graus de liberdade de 

um nb nSo permitem o giro independente de d o i s  d d u l o s  

adjacentes independentemente como deveriam. Por i s t o  f o i  criado 

por SMLTB (1984) um elemento ass id t r i co  ( ver figura 3.15.b 1, 
com uma coluna ligando os extremos esquerdos das vigas e uma 

barra somente com rigidez axial ligando os extremos d i r e i t o s  

das vigas. 

l a )  Ib) 

FIGURA 3.15 - Elemento t ipo "6" e "7" 

Os extremos esquerdos das vigas junto com os extremos 

da coluna giram com os nas, enquanto que os extremos A d i r e i t a  

da viga com a barra vertical giram aem acompanhar o nó. 

{ a 1  ( b )  ( c )  

FIGURA 3.16 - Elemento tipo "7" submetido a esforços 

a) de flexão; blcortante; claxial. 



Embora geometricamente a s s i d t r i c o ,  o ~ d u l o  se com- 

porta simetricamente e seu desempenho e i dgn t i co  ao Wdulo 

s imé t r i co .  

As propriedades dos elementos são obtidas atra+s das 

igualdades entre  a rigidez do d d u l o  de p ó r t i c o  e o correspon- 

dente segmento de parede. 

A rigidez a £ l e s o  obtida atra+s da aoma da 

rigidez a flexão da coluna A esquerda com a seçZa da coluna 

atuando em torno do ponto central da viga do r&dulo. 
Equacionando t a l  rigidez e admitindo-se que todos componentes 

possuem o mesmo m6dulo de elasticidade tem,-se que 

A rigidez ao corte B igual a aoma da rigidez ao corte 

da coluna com as componentes horizontais' dos elementos 

diagonais. 

12 E I C 2 E 4 cosz8 - G b t  + 
h3 1 h 

A rig idez  axial igual a soma das rigidezes axiais 

da coluna com as componentes verticais dos elementos diagonais. 

2 E A  
C 

2 E A, senZe - E b t  
4- - 

h 1 h 

Resolvendo taf s equações, obtem-se as propriedades 

geombtricas dos elementos do m5dulo. 

Para a coluna A eaquerda : 



Para a coluna A d ire i ta  r 

I = o  
C 

Para os elementos diagonais : 

( 0.25 + B ) 
*c = s 

aen 8 

Pela observação das equações acima, pode-se notar que 

para d d u l o s  em que a relação entre a altura e largura seja  

inferior a 2 C ( 1 + v )/3 3 i 1 2  a inkrcia da coluna torna-se 
i / 2  

negativa e para valores maiores do que 2 1 1 + v 3 , A C 

torna-se negativa. 

O momento resultante no m5dulo serA a soma da momento 

d d i o  entre os extremos super ior  e inferior da coluna com o 

produto da f o ~ a  axial das colunas A direita e A esquerda pela 

metade da largura do d d u l o .  A força cortante resultante aerA a 

soma dos cortantes da coluna A esquerda com as componentes 

horizontais das diagonais. 

FIGURA 3.17 - Paredes de seç-o composta 



Paredes de swão composta podem ser representadas 

pelos elementos apresentados, bastando para i s t o  existirem 

pontos na interseeção entre duas paredea, como mostra  a figura 

3.17. 



No método da rigidez , que é adotado no presente 

t rabalho,  as inc6gnltaa S o  os deslocamentos e o sistema de 

equações apresenta-se sob a forma : 

onda : 

K - d a matriz de rigidez global da estrutura; 
w 

U - o vetor de deslocamentos da estrutura; 
r* 

F - 8 o vetor daa cargas nodais. 

O problema em quesWo envolve um grande nilrmero de 

i ncbgnf t a s ,  impossibilitando de se t e r  presente, na me&ria 

centra l  de uni microcomputador, toda matriz de rigidez K. Desta 
w 

forma o algoritmo utilizado para resolver o sistema gerado 

emprega o conceito de blocos e utiliza o método da eliminação 

de Gauss. 

Faz-se a resolução do sistema montando-se apenas a 

faixa superior da matriz K armazenada na forma de vetor. A 

obtençso dos coeficientes da matriz é f e i t a  somando-se as 

cont r ibuições  dos coeficientes de rig idez  dos elementos 

envolvidos  em cada um dos graus de liberdade considerados.  

A primeira etapa de resolução do &todo d a 

triangularização da matriz de rigidez global da estrutura.  Esta 

etapa é feita para cada bloco, sendo o bloco triangularizado 

armazenado em medr ia  auxiliar. Na triangularização do bloco 

seguinte  levada em consideração a influencia do bloco 

anterior j A  triangularizado. O processo termina quando todos 

blocos foram t r ianmlar izados e, então, t ê m - s e  a matriz  de 



rigidez da estrutura  triangularizada e armazenada em memaria 

auxiliar. 

Com a matriz triangularizada, parte-se para 

retrosubstituição e obt@rn-se os deslocamentos U, ri. que são as 

i n c ó g n i t a s  procuradas. A par t i r  dos deslocamentos conhecidos, 

passa-se ao cAlculo dos e s f o r ~ o s  que atuam nas extremidades dos 

elementos. 

E criado um arquivo que contem a matriz doa 

coeficientes a s s i m  como os termos independentes. Os termos 

independentes, correspondentes a cada equação, são colocados 

imediatamente depois dos coeficientes da aemi-banda. As f i l t i m a s  

equações, onde o tamanho da semi-banda fica diminui da, a o  

preenchidas com zeros para obter-se uma largura de ban'da 

uniforme. I s t o  B f e i t o  para facilitar a manipula~ão de dadas. 

FIGURA 4.1 - Organização do arquivo 

Devido as caracteristicas do sistema de equações, 

precisa-se somente da parte triangular superior da matriz, 

algm da diagonal p r i n c i p a l .  

A Area de trabalho, um vetor chamado de A ,  e d i v i d i d a  

em d o i s  blocos,  dispostas consecutivamente, os quais chamam-se 

de bloco 1 e bloco 2 .  Cada um destes blocos pode conter at& N2 



equações completas. O bloco 1 inicia em A ( 1 ) ,  e o bloco 2 

i n i c i a  em AIINIS). A primeira equação contida no bloco 1 e a 

equação nbmero NE1, e a primeira equaç%o contida no bloco 2 & a 

NE2. 

Define-se agora dois procedimentos distintos. O 

primeira usa as equações do bloco 1 para modificar as do bloco 

2. Neste ponto, as equa~aes do bloco 1 esmo no estado - f i n a l ,  

enquanto que as equagaes, do bloco 2 estão na forma 
intermediária modificada. O segunda procedimento usa as 

equa~ões do bloco 1 para modificar elas mesmas. Quando este 

procedimento termina, as equaçõea do bloco 1 alcançaram seu 

estado final. 

MEMORIA CENTRAL ARQUIVO 1 

SEGUN W PROCEDIMENTO 
E APLLCADO 

I 1  19 PASSO 

=IYEl' 
wf yEr\ Q 

PRIWRO PROCEDIEMü ARCADO 

1x1 AS EQUAÇÕES DO 2 o  BWO são 
PASSADAS 
PARA O 

"23 10  BLDCO 

PROCESSO ü€ ' 
M Q O ~ F ~ C A ~ ~ ; ~  

FIGURA 4.2 - I n i c i o  do processo 



C o n s i d e r a d o  o exposto acima, a subrotina TRIAN faz 

o seguinte: 

Pega-se as primeiras 2 x N2 equaçses, do sistema, se 

existirem equações suficientes para t a l ,  transfere-se e s t a s  

para os blocos 1 e 2, agora considerado bloco 1, e o segundo 

procedimento B aplicado. Estas equações &o retomadas ao 

arquivo 1, no disco. A figura 4.2 mostra graficamente este 

processo. Se não existir mais equações a subrotina termina. Se 

não, continua da maneira descrita a seguir. 

A - PRIMEIRO BLOCO AGUARDANDO PARA SER USAM). 

8 - ATUAL B W  

c - i 0  BWCO JÁ USAOO 

D - ATUAL 20 BUICO 

E - 20 AGUARDANMI PARA SER M001FICA00 

FIGURA 4.3 - Etapa Intermediaria 



Pega-se um grupo de NZ equações que seguem aquelas 

que foram transferidas para o disco, se t i v e r  número suf ic ien te  

- do outro modo pega-se as que restaram. E s t a s  equaqões são 

t ransfer idas  para o bloco 2 da mem5ria central. Pega-se então 

as equações acima destas, em grupos de N2, cantanto que nestes 

grupos existam equaçSies que possam modificar as do bloco 2. 

Cada um destes grupos de equações B transferido ao bloco 1 e o 

primeiro procedimento & aplicado. Quando não existir outro 

grupo de equações que possam modificar as do segundo bloco, 

estas &o transferidas para o bloco 1, e o segundo procedimento 

aplicado. Então estas equações retornam ao seu lugar original 

no arquivo 1, a, o processo continua aW que um grupo contenda 

as últimas equações do sistema &o tratadas pelo segundo 
procedimento. Então a subrotina termina. 

A figura 4.3 mostra graficamente o processo de um 

passo fntermediirio. 

Nesta etapa divide-se a mena6ria em dois blocos. No 

primeiro bloco coloca-se as Nl equações a serem resolvidas. No 

segundo bloco coloca-se os termos independentes somente. No 

topo do bloco coloca-se o termo independente da equação do 

primeiro bloco e abaixa o resultado das equações previamente 

resolvidas. Primeiramente coloca-,se no segundo bloco zeros e 

leva-se o Q l t i m o  e as N1 equações ao primeiro bloco. EnWo o 

segundo bloco & esvaziado com o objetivo de criar espar;o para 

locar os termos independentes das equações a serem resolvidas.  

As equações &o então resolvidas, e quando termina, o segundo 

bloco cont&m as soluções das equações tratadas neste  passo. 

Estas soluções sso gravadas no arquivo 1 no disco .  

Um novo bloco de N1 equa~Ees ou menos, se não houver 

s u f i c i e n t e s ,  t+ transferido para o primeiro bloco e o processo B 

repet ido  continuamente at& o f i n a l .  

A f i a r a  4 . 4  mostra graficamente o processo. 
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Com a finalidade de efetuar os testes das condiçaes 

de func ionamento e desempenho d8 programa, f orm anal isadas 

algumas cries de 'exemplos de estruturas. 

Todos os exemplos foram processados em um microcom- 

putador do tipo 386. 

A seguir &o fornecidos alguns pormenores acerca do 

exemplos. 

Neste exemplo foi analisado uma parede resistente 

com 15 andares, com planta baixa mostrada na figura 5.1., 

e seus r e s u l t a d o s  comparados com os de SMITH (19841, que 

utilizou elementos  f i n i t o s  para discret izar  a parede. 

O carregamento consiste em um momento torfior de 271 

KN.m por  andar e de 136 KN.m no topo,  aplicados no nd principal 

de cada andar. O n-bdulo de elasticidade e 28085,7 MPa e o 

coeficiente de Poiason 0,17. 

Trgs tipos de estruturas foram analisadas. A primeira 

com a parede de swZo aberta s e m  contraventamento nas nlveis 

dos andares. A segunda possui  uma viga de contraventamento, ao 

n i v e l  dos  andares, de 30 cm x 51 cm, e, a terceira ,  uma viga de 

41 cm x 92 cm. A figura 5.2 moãtra a parede com e s e m  as 

vigas de contraventamento. 
. . 

Cada tipo de estrutura  f o i  discretizada com os 

elementos t i p o  " Z " ,  tipo "5" e t i p o  " 7 " .  A figura 5.3 ilustra a 

d i s c r e t i z a ~ ã o  da es t ru tu r a  com os elementos do t i p o  " 7 ' ' .  Na 

tabela 5.1 são apresentados os resultados de rotaçxo obtidos 

no último andar nas tres anAlises utilizando os elementos 



tipo "2","5" e "7", e os resultados obtidos por SMITH (1984). 

A tabela 5.2 apresenta as rotações em cada andar 

obtidas pelos elementos t ipo  "5" a tipo "7". A figura 5.4 

mostra os resultadoss da tabela 5.2 em forma de grAfico, 

FIGURA 5.1 - Planta baixa do exemplo 1 

FIGURA 5.2 - Paredes com e sem vigas de contravantamento 



TABELA 5.1 - Rotações no topo da parede - exemplo 1 

rotações no ú l t i m o  andar ( x 1 0 - ~ r a d  1 

TABELA 5.2 - Rotações nos andares - exemplo 1 

parede com 
viga de 41x92 w 

parede s e m  
viga de 30x51 

rnétode de 
analise 

1 

andar 

base 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

parede s e m  
vigas 

tipo "2" 

rotações nos andares. ( x I O - ~  rad 1 

--- 7.9540 

tipo "5" 

tipo "7" 

elementos 
f initos 

2.1260 

parede com 

8.996 

11.030 

parede sem 

7 

8 

viga de 

t i p o  "5" 

0.0000 

0.1072 

0.2802 

0.4845 

1.2660 

1.4240 

parede com 

3.7720 

4.4270 

vigas 

t ipo  "5" 

O. 000 

O. 382 

1.132 

2.330 

9.679 

11.880 

1.9900 

1.9980 

2.0860 

27 -9.600 

25.6500 

25.4100 

41x92 

tipo "7" 

0.0000 

0.1047 - 
0.2785 

0.4825 

1.5630 

1.6830 

viga de 

tipo "5" 

0,0000 ------ 
0.1850 

0.5770 

1.1120 

t ipo  "7" 

0.000 

0.305 

1.058 

2.178 

3.848 

5.612 

7.576 

7.7960 

7.7850 

7.9020 

30x51 

tipo "7" 

0.0000 

0.1800 

0.5750 

1,1030 

3.590 

5.234 

7.052 

3.7550 ------ 
4.4100 

0.6927 

0.8989 

1-0910 

1.7350 

2.4040 

3.0930 

1.2670 

1.4240 

9 5.0290 

5.6030 

14.180 1.5640 

I. 6790 

13.110 

15.220 

1.7220 

2.3910 

3.0760 

6.1270 

6.6030 

7,0320 

6.1450 

6.6190 

7.0460 

5.0480 

5.6190 

11 

12 

13 

0.6952 

0.8974 

1.0920 

10 16.460 

1.7790 

1.8580 

1.9150 

18.780 

21.100 

23.400 

1.7810 

1.8610 

1.9220 

1.9620 

1,9900 

14 

15 

17.330 

19.440 

21.520 

1.9670 

1.9980 

7.4370 

7.7960 

25.690 

27.960 

1,4230 

7.7850 

23,590 

25.650 



andar 
I6 

FIGURA 5.3 - Diacretização da parede 

utilizando elementos t ipo "7" 

* * - - tipo ' 7 V 1  x 82 
- tipo '6' 41 x 92 
- tipo "2" 41 x 82 
---* tipo '7' 30 x 61 
- tipo '6' 30 x 61 
- tipo "2' 30 x 61 
--*-.  tlpo 'f' sem viga 
- tipo '5" sem vlga 

O 
O 6 - ?O 15 20 25 30 

Rotações nos andares ( x 0.001 rad ) 

FIGURA 5.4 - Rotações nos andares 



Neste exemplo f o i  analisado urn ed i f i c io  de 15 

andares, com planta baixa apresentada na figura 5.5 submetida a 

um momento torsor de 431 HN.m por andar e de 215,5 KN.m no 

topo, aplicados no n6 principal de cada andar. O naddulo de 

elasticidade é 28085,7 PIPa e o coeficiente de Poisson 0,15. A 

origem do sistema global de coordenadas f o i  escolhida no ponto 

"0" indicado na figura 5 . 5 .  A s  paredes A , B , C , D  e E, indicadas 

na figura 5.5 foram discretizadas com os elementos tipo "5" e 

"7". O ponto C.C. indicado na figura 5 . 5  a centro de 

ciaalhmento da seção transversal e escolhido como nó principal 

da estrutura em cada andar. Duas analises foram feitas. A 

primeira analise f o i  feita com a parede de seção aberta, s e m  

contraventmento, e a segunda com contraventamento, ao nível 

dos andares, par vigas de mesma espessura da parede e com 

48 cm de altura, 

FIGURA 5 . 5  - Planta baixa do exemplo 2 



A altura entre os andares 8 de 3,81 m e a altura t o t a l  

da estrutura d de 57,15 metros. A figura 5.6 mostra a estrutura 

em corte e indica a posição do eixo global Za. 

FIGURA 5 . 6  - Elevasão da estrutura 



A figura 5.7 mostra a discretização utilizada p o r  

elementos do tipo " 5 " ,  nas paredes A, C e E. 

PAREDE 

O 

FIGURA 5.7 - Discret izaqão com elementos t i p o  "5" 



A figura 5.8 mostra a discretização utilizada por 

elementos do t i p o  " 7 " ,  nas paredes A , C  e E. 

Na tabela 5.3 são apresentados os resultados de 

rotaçza obtidos em cada andar nas duas anAlises utilizando os 

elementos T i p o  "5" e "7", e na tabela 5.4 os nfimeros de nbs e 

de barras em cada discretização. Ma figura 5.9  estes resultados 

são apresentados graficamente. 

PAREDE (C?) PAREDE PAREDE 

FIGURA 5 . 8  - ~iacretização com elementos t ipo "7" 



TABELA 5.3 - Deslocamentos - exemplo 2 

andar 

base 

1 

2 

TABELA 5 . 4  - Número de nds e barras - exemplo 2 

rotações ( x IQ-' rad ) 

andar 

nbs por 
andar 

total de 
nb s 

barras 

3 O. 935 1.026 O. 343 O. 429 
1 

4 1.669 1.691 O .  832 O. 649 

5 2.459 2.517 O. 875 O. 929 

sem viga 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

&todo de analise 

tipo "5" 

O. O00 

O. 164 

O. 462 

com viga 

t i p o  "7" 

O. O00 

O. 113 

O. 460 

tipo "5" 

0. 000 

O. 009 

O. 189 

3.300 

4.382 

5.375 

6.382 

7.517 

8.667 

9.721 

10.860 

12.030 

sem viga 

tipo "7" 

O.  000 

0. 004 

0.190 

t i p o  "5" 

12 

192 

375 

com viga 

3.446 

4.405 

5.470 

3.061 

tipo "7" 

7 

112 

37 5 

tipo "5" 

12 

192 

390 

2.932 15 

tipo "7" 

7 

112 

390 

1.087 

1.398 

1.663 

I. 220 

1.463 

1.749 

13.100 

1.995 

2.200 

2.438 

2.609 

2.766 

2.947 

6.550 

7.632 

8.779 

9.085 

11.000 

12.140 

13.230 

1.842 

2.098 

2.333 

2.457 

2.638 

2.839 



andar 
15 Smith comviga 

x Barbosa com viga 
- - - -  tipo "7Qcom viga 
- tipo '6' com viga 

a Sml th sem vlga 

x Barbosa aemvlge 
.---- tipo "7' sem vige 

- tipo '5" sem viga 

FIGURA 5.9 - Rotaçaea noa andares 

FIGüRA 5.10 - Discretização da estrutura 

utilizando elemento t i p o  "5" 



Neste exemplo f o i  analisado um e d i f í c i o  de 12 

andares com planta baixa indicada na figura 5.11 submetida a um 

carregamento horizontal na di reção  do eixo Y de 10 KN par 
andar. O d d u l o  de elast icidade d 20.000 m a  e o coef i c fen te  de 
Poisson 0,1?. A estrutura B composta pelos pilares A,A',B,B',C, 

CO,D e D' com dimenaes 40 cm x 60 cm, pelas vigas 1,2,3 e 4 de 

20 crn x 60 cm de altura e pelas paredes 5 e 6 com dimensões de 
15 cm x 240 cm . A origem para o sistema global f o i  escolhida 
no ponto "G". 

FIGURA 5.11 - Planta baixa do exemplo 3 (medidas em m) 



A anAlise fo i  fe i ta  Cbm os- elementos tipo " 3 " ,  "5" 

e "7" para representaçzo das paredes planas. A figura 5.12 

mostra a dfscretização utilizada por elementos do t i p o  "3". 

A tabela 5 . 5  mostra o número de nas e de barras requeridos pela 

= A l i s e  com cada tipo de elemento. 

FIGURA 5.12 - Discretizaqão da parede utilizando o 

elemento tipo "3" 
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TABELA 5.5 - Número de nós e barras - exemplo 3

A figura 5.13 mostra

elementos do tipo "5".

E
~
A

o..
IC)
)C
10

a discretização porutilizada

i 2,4m
t

PAREDE@
FIGURA 5.13 - Discretização da parede utilizando o

elemento tipo "5"

método de análise

tipo "3" tipo "5" tipo "7"

nós por 15 19 17andar
total 195 247 221de nós

barras 264 360 360



A f igura  5.14 mostra a discretização utilizada por 

elementos do tipo "7". Nas figuras 5.15 a 5.18 &o apresentados 

alguns resultados obt idos .  

A tabela 5.6 apresenta os deslocamentos na d i r e ~ % o  do 

eixo Y por andar. 

FIGURA 5.14 - DiscretizaçYo da parede utilizando o 

elemento tipo "7" 



andar 
I2 stamato 

- - - -  Tipo '7' 
- Tipo 'bm 
- Tipo "3' 

O 
O. O Q-5 1. O 1-6 2.0 

( x 0.01 m 1. 

F I G m  5.15 - Deslocamento na direção do eixo Y 

TABELA 5 . 6  - Deslocamentos na direçzo do eixo Y - exemplo 3 



andar 
12 

. . 
20 40  60 80 100 

Esforço Axial no PiIar D- (UN) 

- -x- - S tamato 
*--- Tipo '7" 

- Tipo '5' 
- Tipo '31 

andar 
12 

FIGURA 5.16 - E s f o s o  na coluna D 

Esforço Cortante na Parede 5 (KN) 

FIGURA 5.17 - Esforço cortante na parede 5 



andar 

12 Stamato 
- - " -  Tipo '7* 
- Tipo "5' 
- Tipo "# 

O 
-100 O 100 200 300 400 600 

Momento Fletor Parede 5 (KN.m) 

andar 
I2 

FIGURA 5.18 - Momento fletor na parede 5 

O 
-15 -10 -5 O 5 

Esforço Axial no Pilar A' (KN) 

- -x-. Stamato 
*- - -  Tipo '7' 
- Tipo '5' 
- Tipo '3' 

FIGURA 5.19 - Esforço axial na coluna A '  



A determinação das solicita~ões nos diversos 

elementos que compõem uma estrutura de ed i f i c io  alto, é uma 

etapa preliminar e indispendvel  para o engenheiro dimensionar 

tais peças com economia e seguranga. Um b o m  modelo mated t i co  

deve levar em consideração todos os fatores que afetam o 

comportamento da estrutura e obter soluçBea pr8ximas ao do seu 

funcionamento real. A tkcnica doe elementos f i n i t o s  e uma 

ferramenta de grande utilidade neste  sent ido ,  pala permite uma 

simulação dos problemas reais.  No caso de paredes resistentes, 

vArios tipos podem ser utilizados. Como sua formula~ão nzo @ 

tão simples, seu uso nxo tão comum nos escritbrios de 

engenharia. Mesmo que tenha o dominio da tkcnica, a aeu uso 

requer um computador com boa velocidade de processamento e 

razoAvel quantidade de medria. Neste trabalho, procurou-se dar 

uma alternativa ao &todo dos elementos finitos para a 

determinação dos esforços em estrutura8 de e d i f i c i a s  a l t o s ,  que 

possuam paredes resistentes, tendo-se conseguido bons 

r e su l t ados .  Utilizando-se ainda um,algor i tmo de resolução por 

blocos,  a l imi tação  do problema a ser analisado fica restrita a 

quantidade de memaria auxiliar do microcomputador. 

Os resultados obtidos foram comparados com exemplos 

de o u t r o s  autores como STAMATO (1968). SMITH (19811 . (1984), e 

BARBOSA (1978). 

O elemento proposto "Z", que 4 um elemento de 

H r t i c o  com extremidades rigidas,  incluindo, em sua matriz de 

rigidez, as deformações devido ao esforgo cortante, apresentou 

bons resultados. 

ú elemento proposta "3",  para paredes sem abertura, 

t w m  apresentou bons resultados. I s t o  ocorreu devido a 
inc lusão  das deformações por corte na matriz de rigidez deete 



elemento. E s t e  elemento não B mais preciso que os elementos "5" 

e "7", mas bem mais simples, utilizando urna quantidade bem 

menor de nas e barras. 

O elemento "4" apenas para dar suporte ao 

programa, caso wn t irante seja requieitado, como B o caso dos 

elementos "5" e " 7 " .  

Os elementos "5" e "7" apresentaram excelentes 

resultados, com precisão equivalente a testes f e i t o s  com 

elementos f i n i t o a .  No caso de nircleos de aeção transversal 

composta o elemento "7" mostrou-se particularmente melhor pois 

devido a sua assimetria permite uma iteração entre dois  nbdulos 

perpendiculares entre si. 

Em geral todoa elementos propostos apresentaram bons 

resultados podendo perfeitamente aer usados como técnica 
alternativa ao &todo doa elementos f i n i t a s ,  para d l i s e  de 

estruturas de edif i  cios a l to s ,  com boa precisão, requerendo 

somente'um programa de p5rtico espacial com algumas 

modificações. 



ANEXO 

A t i t u l o  iluatrativo, @a apresentadas as listagens 

doa dados de entrada e os resultados obtidos para o exemplo 3, 

utilizando para discretizaçZo da8 paredes 5 e 6 o elemento t i p o  

"5". 



............................................................... 
---------------------------------------------+---+------------- 

exemplo 3 - elemento Tipo "5" 
............................................................... 
-+------------------------------------------------------------- 

1) C A R A C T E R I S T I C A S  G E R A I S  
............................................................... ............................................................... 
Quantidade de nos ..............: = 247 

Quantidade de barras ........-.... = 360 
- Quantidade de nos res t r i tos  ..... - 19 
- Quantidade de estados de carga .. - 1 

Modulo de elast.  long. E ( K N / m 2 ) .  = 20000000.00 

Modulo de e1ast.transv.G ( K N / m S ) ,  = 

-----------------+--------------------------------------------- ............................................................... 
2) C O O R D E N A D A S  N O D A I S  

............................................................... 
----------------*---------------------------------------------- 

No XCm) Y(m> Z(m1 







15.00 

15.00 

15.00 

15.00 

15.00 

15.00 

15.00 

15.00 

15.00 

15.00 

15.00 

15.00 

15.00 

15.00 

15.00 

15.00 

15.00 

18.00 

18.00 

ia. oo 
18.00 

18.00 

18.00 

18.00 

-18. o0 

18.00 

18.00 

18.00 

18.00 

18.00 

18,00 

18.00 

18.00 

18.00 

18.00 

18.00 

21.00 

21.00 
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212 10.00 .00 33.00

213 12.00 ."00 33.00

214 .00 2.00 33.00

215 12.00 2.00 33.00

216 4.50 4.80 33.00

217 7.50 4.80 33.00

218 4.50 6.00 33.00

219 7.50 6.00 33.00

220 4.50 7.20 33.00

221 7.50 7.20 33.00

222 .00 10.00 33.00

223 12.00 10.00 33.00

224 .00 12.00 33.00

225 2.00 12.00 33.00

226 10.00 12.00 33.00

227 12.00 12.00 33.00

228 6.00 6.00 33.00

229 .00 .00 36.00

230 2.00 .00 36.00

231 10.00 .00 36.00

232 12.00 .00 36.00

233 .00 2.00 36.00

234 12.00 2.00 36.00

235 4.50 4.80 36.00

236 7.50 4.80 36.00

237 4.50 6.00 36.00

238 7.50 6.00 36.00

239 4.50 7.20 36.00

240 7.50 7.20 36.00

241 .00 10.00 36.00

242 12.00 10.00 36.00

243 .00 12.00 36.00

244 2.00 12.00 36.00

245 10.00 12.00 36.00

246 12.00 12.00 36.00

247 6.00 6.00 36.00

==============================================================



B A R R A S  
-----------------------------------------------------------++- .............................................................. 

Secao Area 12 fY IX NI 

Bar. Nf NF ALFA NPI NPF X1 X2 Yl Y2 AE DA DB TP SC 



















-----------------------------.---------------------------------- 
---------------------------------+----------------------------- 

4 )  C O N D I C O E S  D E C O N T O R N O  
-------li+-----i-----------+4----&+--------k---------------d--- ............................................................... 

I L i v r e  : 1 - Impedido : O ) 

M o  Des l  .X Desl . Y Des l .  Z R o t  .X Rot-Y R o t , S  

---------------------------------------------------+----+------ 

1 o o O O o O 



-_-_________lll__f___----------------------dh---------------- - 
-------------_____-------------d-----------dh-----------------h 

5 )  C A R R E G A M E N T O S  
__________________------------------_---- e----- 
-_-_________________e-------- ----- -- 
Cargas Nodais para o Carregamento 3 

NO FX FY Fz Mx 



-----------------------------------------------------------+--- ............................................................... 
RESULTADOS - DESLOCAMENTOS PARA O CARREGAMENTO I 

No desl. X d e s l .  Y desl. Z ra t .  X rot. Y rot. Z 













224 -.139E-10 .18QE-01 -.53FE-03 -.235E-03 -.167E-03 -.119E-12 

225 -.139E-10 .180E-01 -.290E-03 -.464E-03 -.354E-04 -.119B-12 

326 -.139E-10 .18OE-O1 -.290E-03 -.464E-03 .354E-04 -.119E-12 

227 -.139E-10 .180E-O1 -.5363-03 -.235E-03 .167E-03 -.119E-I2 

228 -.346E-10 -1BOE-O1 .000E+00 .000E+00 .QOOE+OO -.119E-12 

229 -.146E-10 .194E-01 -435E-03 -.207E-03 -9293-04 -.141E-12 

230 -.146E-10 .194E-01 .29lE-03 -.449E-03 -2963-04 -.141E-12 

231 -.146E-10 -194E-01 .291E-03 -.449E-03 -.296E-04 -.141E-I2 

232 -.146E-10 .194E-O1 .435B-03 -.207E-03 -.929E-04 -.141E-12 

233 -.143E-10 .194E-01 -.211E-04 -.2?0E-03 .462E-11 -.141E-12 

234 -.143E-10 .194E-01 -.211E-04 -.270E-03 -462E-11 -.141E-12 

235 -.139E-10 .194E-01 .544E-03 -.4533-03 .310E-I2 -.141E-12 

236 -.139E-10 .194E-01 .544E-03 -.453E-03 . 3 l O E - 1 2  -.141E-12 

237 -.137E-10 .194E-01 -.653E-13 -.453E-03 .310E-12 -.141E-12 

238 -.137E-10 -194E-01 .316E-12 -.453E-03 .310E-12 -.141E-12 

239 -.136E-10 -194E-01 -.544E-03 -.453E-03 -310E-12 -.141E-12 

240 -.136E-10 -194E-01 -.544E-03 -.453E-03 .310E-12 -.I41E-12 

241 -.132E-10 -194E-01 .211E-04 -.270E-03 .468E-11 -.141E-12 

242 -.132E-10 .194E-01 .21lE-04 -.2?0E-03 -4683-11 -.141E-12 

243 -.129E-10 -194E-01 -.435E-03 -.207E-03 -.929E-04 -.141E-12 

244 -.129E-10 -194E-03. -.29lE-03 -.449E-03 -.2963-04 -.141E-12 

245 -.123E-10 -194E-01 -.291E-03 -.449E-03 .296E-04 -.141E-12 

246 -.129E-10 .194E-01 -.435E-03 -.207E-03 -929E-04 -.141E-12 

247 -.137E-10 -194E-01 .000E+00 .000E+QU .000E+00 -.141E-12 
............................................................... ............................................................... 

RESULTADOS - REACOES NOS APOIOS P/ O CAR. 1 
............................................................... ............................................................... 



--Ll-f----_-_-_-___------h----------------&-d-----------------& 
----____L_l-__fl__f__------------d------------------d------------- 

RESULTADOS - BSFORCOS NAS BARRAS P/ CAR. 1 
----__+-_11_111______--------------------------------------~------ ----_____________----------------------------------- 

Na N & Y Q z M x M Y M a 

5 .114E+02 -2373-06 .47?3+01 .115E-10 -.119E+02 .870E-06 

24 -.114E+O2 -.237E-06 -.4773+01 -.115E-10 -.2433+01 -.160E-06 
BARRA --------------------------------------------------> 4 

6 .114E+02 ,237E-06 .4773+01 .ll5E-10 -.119E+02 .870E-06 

25 -.114E+02 -.237E-06 - .477E+Ol  -.115E-10 -.243E+01 -.160E-06 

BARRA ---------------------------------------------+---- > 5 

13 -.114E+02 -2373-06 .47?3+01 -115E-10 -.119E+QS -870E-06 
ri- .->, .114",+0 - . Y37E-06 - .47?E+31 -- ,115E-10 -, 243E+01 -. 160E-06 







BARTA .................................................. > 42 

195 -.172E+01 -404E-06 .9343+01 .704E-09 -.138E+O2 .557E-O6 

214 . 1 7 2 ~ + 0 i  -. 4043-06 - .934E+01 - ,704E-09 -. 143E+O2 -6543-06 
BARRA .................................................. > 43 

214 -.144E+Ol .4963-'06 .116E+O2 .102E-08 -.153E+02 -638E-06 

2 .?44E+Gl -.496E-05 - .116E+02 -. lOSE-C8 - .134E+02 .85OE-06 
BARRA -----------------------------------+-------------- > 44 

25 .101E+02 .471E-06 .101E+OS -5773-10 -.lBSE+OS -106E-05 

44 - . l O l E + O S  -.47lE-06 - . l O l E + O Z  -.577E-10 -. lS?E+02 -350E-06 
EARf4 -------------------------------------------------- 

U 45 

44 .812E+01 -605E-36 .133E+O2 .238E-03 -.218E+O2 -113E-05 

53 -.al2E+O1 -.605E-06 -.133E+O2 -.238E-09 -.181E+O2 ,6853-06 

BARRA --- ........................................... 46 
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