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RESUMO

PANDIA, E.E. Ruptura de materiais quase-frageis em cargas ciclicas considerando mudancas
de escala. 2016. Dissertacdo (Mestrado em Engenharia) — Programa de Pos-Graduacdo em
Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre.

No trabalho estuda-se o crescimento de trincas em carga monotonica e ciclica nos casos de
materiais quase-frageis, introduzindo uma lei de dano ciclico. Revisam-se conceitos sobre
modelos coesivos, leis de carga-descarga, leis de evolucdo de dano e efeito de escala. E
seguido o modelo coesivo irreversivel proposto por Wang e Siegmund (2006). Em particular
se da énfase aos efeitos de escala ndo estatisticos. O modelo de zona coesiva irreversivel
apresenta uma formulacdo de dano e considera carregamento em fadiga. Quando o tamanho
estrutural é reduzido (ou as trinca se extendem), a fratura por fadiga ndo mais ocorre por

propagacao de trinca, mas sim por uma decoesdo uniforme.

O objetivo desde trabalho é implementar este modelo e verificar sua potencialidade na captura

de efeitos de escala, comparando com experimentos e dados disponiveis na literatura.

Palavras-chave: Modelo coesivo irreversivel de dano; efeito de escala; materiais quase-frageis



ABSTRACT

PANDIA, E.E. Size effect on fatigue crack growth in quase-brittle materials. 2016.
Dissertacdo (Mestrado em Engenharia) — Programa de Pds-Graduacdao em Engenharia Civil,
UFRGS, Porto Alegre.

At present work is intended to study crack growth in cyclic and monotonic loading in the case
of quasi-brittle materials, introducing a damage mechanism, is reviewed concepts of cohesive
models, loading-unloading laws, damage evolution laws and effect of scale. The irreversible
cohesive zone model proposed by Wang e Siegmund (2006) is followed. In particular
emphasizes in the not statistical size effects. The irreversible cohesive zone model, presents a
damage formulation and considers fatigue loading. It is demonstrated in this study that, when
the structure size is reduced (or extend cracks), the fatigue fracture no longer occurs by crack
propagation, then occurs by uniform decohesion .

The objetive of this work is implementing this model and verify its capability to capture the

scale effect compared with experiments and data available in literature.

Keywords: Irreversible cohesive zone model; size effect; quasi-brittle material.
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1 INTRODUCAO

Por definicdo a fadiga € a fratura no tempo de um material submetido as tensées ciclicas que
estdo abaixo da tensdo de falha do material (em carregamento estatico). Assim a fadiga so
ocorre se, pelos menos numa parte do carregamento ciclico as tensdes trativas estdo presentes
(BITTENCOURT, E., 2011). No processo em que acontecem as tensfes ciclicas a trinca
inicia-se em pontos onde ha imperfeicdo estrutural ou de composicdo e/ou de alta
concentracdo de tensdes produzindo-se micro trincas, deformacdes plasticas, rugosidades,
asperezas, e outros processos (originando assim dano micro estrutural), que vdo degradar as
propriedades mecanicas, resultando numa origem de trinca que com 0 prosseguimento do

carregamento, vai crescendo, até atingir um tamanho suficiente para provocar a ruptura final.

A fadiga em geral, pode ser caracterizada por 3 etapas: I-Nucleacdo, Il-Propagacédo estavel,
I11-Propagacdo instdvel. Na Nucleacdo (etapa 1) existe acumulacdo de dano que vai dar
origem a trinca, existindo um namero de ciclos de incubacdo. Na propagacao estavel (etapa
I1) a trinca avanca a velocidade constante. A propagacdo instavel (etapa Ill) e a ultima parte
do ciclo de vida de uma estrutura sendo que a falha ocorre quando atinge um determinado
nivel de diferenca de intensidade de tensGes ou o material encontra-se o suficientemente

danificado para opor resisténcia as tensdes externas.

A fadiga ao longo da histéria tem causado muitos acidentes catastroficos principalmente apés
a revolucéo industrial com o aumento de escala e magnitude das constru¢des. Um dos mais

emblematicos ocorreram:

Em 1953-1954 com a queda dos avides Comets. Descobriu-se que as quedas ocorreram por
propagacao de trincas que se originaram nas proximidades dos cantos das janelas quadradas
do avido, e que se propagavam por fadiga causada pela pressurizacdo/despressurizacdo da
cabine. Apds a descoberta nenhum avido pressurizado usaria janelas sem cantos

arredondados.

Em 1967 a ponte Silver que ligava o estado de W. Virginia a Ohio desaba. O véo central tinha
mais de 130 metros. Em lugar de cabos, a ponte era suspensa por correntes ligadas por pinos.

Um de elos de corrente se rompeu por clivagem devido ao clima frio e a sobrecarga, causando

Evandro Esteban Pandia Cayro (evandro.pandia@ufgrs.br)-Dissertacdo de Mestrado.PPGEC/UFRGS, 2016
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ruptura ductil de um dos pinos. Com a ruptura de uma das correntes, toda a estrutura
colapsou, causando a morte de 46 pessoas. A ruptura foi causada por micro trincas que

cresceram por fadiga e corrosdo combinados.

Em 1980, em Noruega, a plataforma de perfuracdo de petréleo “Alexander L. Kielland”
colapsou. Mais de 200 trabalhadores estavam fora de servigo nas acomodagdes da plataforma,
quando ocorreu um rompimento. Cinco dos seis cabos de ancoragem da plataforma
romperam. Mais de 120 trabalhadores foram mortos durante o naufragio. A origem do colapso
foi causada pela fissuracdo por fadiga em um dos suportes estruturais da plataforma. A trinca
inicial foi atribuida a um pequeno corddo de solda de seis mm. As tensdes ciclicas

experimentadas pela plataforma no Mar do Norte serviram para agravar ainda mais a situacao.

Segundo um estudo independente feito por Battelle (1982), as falhas em componentes
causadas por mecanismos de fadiga representam 80 a 90% de todas as falhas estruturais
registradas em associacdo com mecanismos de plasticidade ciclica, escorregamento ou
contato, dano ambiental (fadiga por corrosdo) e temperaturas elevadas (dano por fluéncia)
(RITCHIE, 1999). Assim é importante 0 estudo e a compreensdo dos processos e fatores
envolvidos durante o desenvolvimento da fadiga no tempo. Sendo parte chave na aplicagéo
em diversos campos da indlstria e engenharia. A aplicacdo dos conceitos da mecanica de
fratura em fadiga permite estabelecer tolerancias admissiveis no projeto de estruturas como:
vasos de pressao, fuselagem de avides, cascos de navios, pas de turbinas, fundacdes e pilares
de pontes de concreto armado, barragens de concreto, etc. Assim as estruturas podem ser

reparadas antes que a trinca alcance um tamanho critico.

O concreto sendo um material quase fragil apresenta uma zona denominada zona de fratura e
processos (ZFP) (Figura 1.1). Quando o corpo é submetido a esforgos externos. A zona de
fratura de processos segue um processo de danificacdo. O processo de falha do concreto pode

ser dividido em trés fases:

e Formacdo, desenvolvimento e coalescéncia de microfissuras.
e Formacéo de pontes entre as faces da fissura pelos graos de agregados

e Formacéo de um macro fissura, com possibilidade de engrenamento dos agregados.
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Fissura real

1) Zona de Processo ,  Concreto

de Fratura (ZPF) X Intacto

+

Figura 1. 1 Zona de fratura de processos no concreto

Em Ritchie (1999), consideram-se dois tipos de mecanismos de dano, para carregamento
ciclico, um dano intrinseco micro estrutural (coalescéncia de vazios, fratura por clivagem) o
qual é desenvolvido logo da ponta da trinca, € um mecanismo extrinseco que atua antes da
trinca como escudo para retardar o crescimento da mesma (pontes de fibras, pontes de graos).

No caso do concreto a duas zonas formariam parte da zona de fratura de processos.

Dano extrinseco Dano intrinseco
Pontes
: -
~ .
P

- = = ¥

coalescencia
de vazios
oxidacdo 5N
Pontes
de fibra zona
plastica

Figura 1. 2 Mecanismos de danificacdo em carga ciclica. Adaptado de Ritchie (1999)

Assim a fadiga no concreto e outros matérias quase-frageis ocorre na zona de processo de
fratura, que é uma zona ndo desprezivel com respeito ao tamanho da estrutura, onde
acontecem processos complexos e obedecem a certas leis que estdo relacionadas & perda de
ligagBes (pontes entre os agregados, varias micro trincas, friccdo e atrito). Segundo o estudo
recente de Bazant e Kirane (2016) é verificado numérica e experimentalmente que o tamanho
da zona e fratura de processos para 0 caso de carga ciclica € menor comparada com 0 caso

monotonico. O tamanho é reduzido em ao redor de 50-60%.
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Apresenta-se um exemplo de uma trinca desenvolvendo um processo de fadiga em um pilar
de uma ponte de concreto, sujeita a carregamentos variaveis dos veiculos que transitam por o
mesmo. (BITTENCOURT, T. N., 1999).

Figura 1. 3 Trinca por fadiga em um pilar de uma ponte

A tensdo nominal de um material dado, muda com o escalonamento do tamanho do espécime.
Em consequéncia a tensdo deixa de ser uma constante do material, e tal efeito € denominado
efeito de escala (SPAGNOLI; CARPINTIERI, 2004). Segundo Bazant (2004), o efeito de
escala é principalmente deterministico envolvendo redistribuicdo de esforcos e alivio de

energia armazenada, produzida pela trinca ou pela zona de fratura de processos.

A faixa de escala nos testes de laboratdrio é geralmente pequena, e assim é crucial para as leis
de escalonamento a extrapolagdo correta das tensdes em estruturas grandes para as quais 0
salto de escala dos espécimes de laboratério pode acrescentar muitas ordens de magnitude
(SPAGNOLI; CARPINTIERI, 2004). Recentemente, h& crescentes esforcos para utilizar
materiais quase frageis modernos (materiais reforcados com fibra, compdsitos avancados)
para construir grandes infraestruturas, aeronaves de baixo consumo de combustivel,
automoveis esportivos com resisténcia a colisdo e grandes navios de baixo peso, para 0s quais

existe uma grande diferenca entre a estrutura de grande escala e o espécime de laboratdrio.
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A escala e o tamanho governa quase tudo em fratura, em concreto normal o concreto
ciclépico, a zona de processos de fratura tém um comprimento ¢z ~ 0,5 m; em concreto de
represas com agregado grande cr = 3 m; nas mesmas condi¢cdes para propagacao de fratura
em gelo marinhocy = 10 m, em uma montanha com rochas cp = 50 m. Por outro lado, a
zona de fratura de processos num bloco de granito ¢ = 1 ¢cm, em ceramicas de Oxido de
silicone cr = 0.1 mm, numa pequena fatia de silicone puro ¢y = 10 — 100 nm (BAZANT,
2002). Baseado nestas caracteristicas do material Bazant (2002) projeta uma relacdo de
dimensdo entre a altura de uma estrutura H e o tamanho da fratura de zona de processos cg

nos métodos de analise:

Para H/cp > 100, é aplicavel a mecéanica da fratura linear elastica.
Para5 < H/cp < 100, é aplicavel a mecanica da fratura ndo linear em matérias quase frageis.

Para H/cp < 5, aplicivel o dano ndo local, modelos de elementos discretos, plasticidade.

Quando H tende a zero, a falha ndo se propaga e deve acontecer simultaneamente ao longo da
superficie inteira de falha (decoesdo), para dimensdes de H ndo muito grandes, a fratura
coesiva se desenvolve em diferentes secBes causando efeitos de escala complexos. Para
valores de H maiores, a fratura ocorre em sequencia e somente € governado pela forca
aplicada (BAZANT, 2004).

Os grandes valores do fator de seguranca (cerca de 3 a 8 para as estruturas de tamanho
pequeno) considerados nos codigos de desenho em concreto mostram que para o colapso de
estruturas ndo somente é considerado o efeito de escala, sendo que varios erros acontecem na
pratica. Assim o efeito de escala pode ser um fator significativo no colapso da estrutura.
Investigacdo recente mostra que o efeito de escala tem desempenhado um papel importante no
colapso da Malpasset Dam (1959), St. Francis Dam em L. A. (1928), armazém em Wilkins
Airforce base (1955) e plataforma de petréleo Sleipner na Noruega (1991). Um estudo
preliminar do colapso da ponte de Koror-Babeldaob na Republica de Palau (1996) também
mostra uma redugdo maior das tensdes resistentes devido ao efeito de escala (BAZANT et al.,
2009).

Um método apropriado para a analise da fadiga com efeito de escala & o método de elementos

finitos. Quando acoplado com elementos de interface consegue modelar as variagoes
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energeéticas que existem num corpo quando sdo variadas suas dimensdes (altura e espessura),
sendo que estas variagcBes energéticas no corpo originam o efeito de escala. Assim, ja
mostraram resultados satisfatorios na analise de efeitos de escala como é reportado em Bazant
(2002).

1.1 OBJETIVOS

O objetivo geral desde trabalho é explorar a propagacdo de uma trinca em carregamento
monot6nico e carregamento ciclico em materiais quase-frageis, além de capturar o efeito de
escala com a mudanca no tamanho dos espécimes analisados. Tém-se 0s seguintes objetivos

especificos:

e Implementar o modelo de dano proposto por Roe e Siegmund (2003) dentro do
programa Metafor (PONTHOT, 1995).

e Validar o efeito de escala da tensdo Gltima em carga monotonica

e Verificar o comportamento da velocidade do avango da trinca nos estagios do
processo de fadiga e com variagdo de escala.

e Validar resultados através da comparacdo com resultados obtidos por Wang e
Siegmund (2006).

e Verificar os mecanismos de ruptura (crescimento progressivo e decoesdo uniforme), a

medida que se varia a altura do espécime.

1.2 JUSTIFICATIVA

O estudo do modelamento da falha em fadiga em matérias quase frageis tomando em conta o
tamanho e a geometria, ainda é um assunto pendente. Tem-se uma vasta informagéo sobre o
comportamento da fadiga em materiais metalicos sendo pouca a informagdo em materiais
quase-frageis. Em materiais quase-frageis ¢ importante o comportamento da zona de fratura
de processos, a qual é analisada em carga ciclica e com aumento ou diminui¢do do tamanho

da estrutura.

E conhecido que a tensdo de materiais esta influenciada pelo tamanho da estrutura, tem-se

evidencia experimental que manifesta isto: Walsh (1972), Bazant e Xu (1991), entre outros. O
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estudo do processo da fadiga misturado com efeito de escala é ainda um tema em
desenvolvimento, as andlises tipicas ndo consideram o efeito de escala (elasticidade,
plasticidade, visco elasticidade, visco plasticidade). Praticamente todas as estruturas estdo
submetidas a algum tipo de carga ciclica. Portanto a consideracéo dos dois efeitos € de grande
importancia tecnoldgica, além de cientifica. Sendo que a maioria do projeto estrutural atual
em grades escalas é baseada na identificacdo de propriedades do material em pequena escala.

1.3 ESTRUTURA DO TRABALHO

Esta dissertagdo esté estruturada em 4 capitulos.

No Capitulo 1 que é a Introducdo se define a fadiga e se faz uma descricdo dos casos
historicos, refere-se também a fadiga em materiais quase-frageis e efeito de escala e se mostra
exemplos casos de falha em materiais quase-frageis em fadiga e considerando mudancas de
escala.

No Capitulo 2 que é a Revisdo Bibliografica. Descrevem-se 0s modelos de fadiga
cronologicamente e os modelos coesivos aplicados a fadiga classificados em funcdo a carga
descarga e a modelos de consideram e ndo consideram dano. Descreve-se a teoria de dano de
dano de Lemaitre (2012). Discorre-se também sobre o efeito de escala fazendo uma revisdo

das teorias principais presentes na literatura e suas principais caracteristicas.

No Capitulo 3 que é a Metodologia. Faz-se uma descri¢do da ferramenta dos elementos finitos
com elementos de interface, descricdo do modelo coesivo de Needleman (1990b), descrigédo
detalhada do modelo ciclico de dano de Siegmund (2003). Descreve-se também o algoritmo e

se faz um exemplo simples.

No Capitulo 4. Seguem as aplicagdes desde o caso mais simples de duas superficies, uma
analise em dois elementos finitos com um elemento de interface e finalmente a analise de um
espécime tipico sujeito primeiro a um deslocamento prescrito monotdnico e posteriormente a

um deslocamento prescrito ciclico.
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2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 MODELOS DE FADIGA

2.1.1 Modelos sem considerar efeitos de escala

2.1.1.1 Modelo de Wohler (1855)

Wohler no século XIX estudou a falha de eixos do trem. Os eixos do trem sdo basicamente
uma viga de flexdo em quatro pontos, a qual produz tensdes compressivas ao longo da
superficie superior e tens@es trativas ao longo da superficie inferior. Apds o eixo tenha rodado
uma meia volta a parte inferior torna-se a parte superior e vice-versa. De modo que as tensées
sobre uma determinada regido de material na superficie varia sinusoidalmente de tensdo a

compressdo e de volta. Este gera assim uma carga ciclica sinusoidal.

Wiz wr2

Figura 2. 1 Diagrama dos eixos de trem analisados por Wohler

Assim Wohler reportou as seguintes conclusées que foram chamadas como leis de Wohler:

Um material pode ser induzido a falhar por a repeticdo constante de tensdes, todas as tensdes
estdo abaixo da tensdo de falha estatica. As amplitudes de tensdo sdo decisivas para a

destruicdo da coesdao do material

Wohler representou seus resultados em tabelas. Seu sucessor Spangenberg (1875), plotou as
curvas em escala normal de tensdo vs nimero de ciclos (quando em uma certa tensdo S, 0
material falha em N ciclos), as quais foram chamadas as curvas de Wohler ou S-N.
Aplicagcdes comecaram em 1910 quando Basquin representou a regido de vida da curva de
Wohler em escala logaritmica, a qual ainda € usada hoje (SCHUTZ, 1996).
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Nos grafico S-N (Figura 2.2), é definido o conceito de tensdo de fadiga limite of, como a
amplitude de tensdo méaxima abaixo do qual o material nunca falha, presente em alguns
materiais metalicos ferrosos. Para os acos o limite de resisténcia a fadiga oy esta entre 35-65%
do limite de resisténcia a tracdo. Embora que em materiais como o aluminio ndo existe a

tensdo de fadiga limite. Estes conceitos ajudam ao calculo de tempo de vida das estruturas.

600 I [ T T T
500 +— -
400
_ \ 1045 Steel
S
o a.
= 300 [ —
tn
200 —
2014-T6 Al
100 —
0 | i | | ]
3 4 5 6 7 8 9
logN

Figura 2. 2 Curvas S-N para 0 aco e o aluminio

As curvas S-N tiveram uso pratico no projeto de estruturas com a incorporacao do conceito de
acumulacdo linear de dano proposto por Palgrem (1924). Conhecida como a lei de Palgrem-
Miner, esta lei assume que a acumulacdo do dano é um processo linear, e é obtido somando os
danos ocorridos em cada nivel de tensdo até que o dano atinge o valor de um. Na realidade

fisica, a evolucdo do dano ndo € um processo linear como é explicado nas sec¢fes 2.2.2 e 3.3.

2.1.1.2 Modelo de Paris

Os modelos da mecéanica da fratura tratam o problema da fadiga como um fenémeno de
crescimento de trinca. Assim Irwin (1957) relaciona os fendmenos de fadiga em metais com a

fratura relacionada com os fatores de intensidade de tensoes.

Paris (1961) notou a evidéncia experimental que sugeria que a taxa de crescimento da trinca

da/dN podia ser relacionada linearmente com a variacdo ciclica do fator de intensidade de
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tensdes AK em escala logaritmica, como se mostra na Figura 1.1. Assim prop0e a expressdo

(1).

da
TN =C [AK] (1)

Sendo da/dN a taxa de crescimento em fadiga por ciclo, AK = K4 — Kinin, € a diferenca do
valor do fator de intensidade maximo menos o fator de intensidade minimo correspondentes a
tensdo maxima e minima respectivamente e C e m sdo parametros que dependem do material,

do ambiente, da frequéncia, temperatura € do R = 0,,i5/ Omasx (Stress ratio).

Zona l Zonal ll Zonal lll

A m
1

v

log(AK)

Figura 2. 3 Representacdo grafica da lei de Paris

Na préatica estas teorias deram resultado eficaz s6 em problemas ciclicos de amplitude de
carga constante e em materiais homogéneos. Isto representa uma limitacdo muito grande na
aplicacdo de tensdes combinadas e seu uso fica restrita a zona 11 do processo de fadiga, que a
zona de crescimento estavel da trinca. O uso mais generalizado se da no estudo da degradacéo
por delaminacdo em fadiga.

Também ¢é possivel o uso do modelo de Paris em concreto, considerando as corre¢fes do

modelo da trinca efetiva elastica proposto por Jeng e Shah (1985).

Tém-se outras leis empiricas baseadas na lei de Paris que adicionam outros parametros, pode
se ver uma revisdo detalhada em Beden et al. (2009). Como exemplos podemos mencionar o

modelo de Forman e Mettu (1990) que amplia a analise para as regides Il e 111, o modelo de
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Klesnil e Lukas (1992) para a regido | e 1l, e 0 modelo empregado pela NASA, paras as trés

regides, entre outros modelos.

2.1.2 Modelos com consideracdes de efeitos de escala
2.1.2.1 Modelo de Paris dependente do tamanho (BAZANT, ZDENEK P, 1984)

Foi observado que, ao plotar em escala bi logaritmica os valores de da/dN vs AK em vigas
de concreto de diferente tamanho, os gréaficos resultantes ndo eram coincidentes, mas
achavam-se separadas e aproximadamente paralelas, implicando um efeito de escala no

coeficiente C da lei de Paris, embora ndo no exponente m (Figura 2.4).

OH=15in,logC=-167

O H=3in,logC=-18.2

+ H=6in,log C=-19.6
m=10.6

Log (Aa/AN)
1

1.1 13 L5 1.7
Log (AKy/Ky)

Figura 2. 4 Retas e dados experimentais da lei de Paris dependente do tamanho. Adaptado de
Bazant (2002)

Para expressar a lei de Paris como uma propriedade do material, independente do tamanho da
estrutura. Bazant e Zdenek (1984) propdem uma modificagdo (equacdo 2) baseando-se nas

leis de escalonamento e considerando que o efeito de escala € originado no alivio de energia
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acumulada devido ao crescimento estavel de trincas longas ou longas zonas de dano antes da
falha (BAZANT, 2003).

(2)

AK 1" AKT™ H
=Cl l 1+—=

K.(H) K H

da

w=c|
Sendo H a altura o espécime, K.(H) é o fator de intensidade de tensbes dependente da
dimensdo H, Ky € o fator de intensidade de tensdes em uma estrutura infinitamente grande
(Kf = limy_,, K.(H)), a € o comprimento da trinca, N € o nimero de ciclos, AK € a
diferenca entre o fator de intensidade de tensGes méximo e o fator de intensidade de tensdes
minimo correspondente a um histérico de carregamentos de amplitude constante. O valor de
H,,, esta relacionado com o tamanho da zona de fratura de processos em carga monotonica e

com a geometria do espécime, e vem das formulas achadas por Bazant e Zdenek (1984) para o

escalonamento (como é explicado mais adiante na se¢do 2.1.1.1).

Em Lee et al. (2014) apresenta-se uma outra deducdo para a Lei de Paris tamanho dependente,
considerando uma quantidade de energia para a propagacdo da trinca por fadiga. Se obtém a

seguinte expressao

m
da Hy.\2 (3)
- = m AL m

= C[aK] (1 += ) C(AKy)

Sendo: AKj, o parametro tamanho dependente ajustado de AK, H,. esta relacionado com o

tamanho da zona de fratura de processos em carga ciclica.

No estudo recente de Bazant e Kirane (2016), € demostrado que a lei de Paris tamanho
dependente (equacdo ( 2)), precisa levar em consideracdo os termos relacionado com o
tamanho da zona de fratura em carga monotonica H,,, € em carga ciclica Hy. . Assim

propuseram a seguinte correcao:
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m

=, [AK]| |——=2] = ¢,(AKp)™ (4)

Porém nestes modelos ndo é factivel achar resposta em espécimes pequenos, onde 0S
mecanismos de falha séo diferentes aos propostos pela mecénica de fratura linear elastica, isto

é quando falham por decoesédo uniforme.

2.1.2.2 Modelo de Paris dependente do tamanho com analise fractal (CARPINTERI;
SPAGNOLLI, 2004)

O conceito basico da geometria fractal € descrito em Maldenbrot (1983). Um dominio de
dimensdo euclidiana apresenta um inteiro como dimensdo (1 para uma reta, 2 para uma
superficie e 3 pata um sélido). No enquanto que o dominio de um fractal € um conjunto

matematico com uma dimensao ndo inteira.

Os fractais sdo um conjunto de geometrias que seguem duas propriedades:

e Igual-Similaridade, isto é apresentam a mesma forma ou caracteristica em cada escala.
e A dimenséo ndo inteira. Quando apresentam uma dimensdo grande sdo denominados

fractais invasivos e quando apresentam uma dimensdo pequena, fractais lacunares.

As superficies de fratura (depois da ruptura) podem ser consideradas fractais invasivos com
uma dimensao compreendida entre 2 e 3. Assim os ligamentos do material antes de atingir a

carga pico poderem ser considerados multifractais (MALDENBROT, 1983).

Mandelbrot (1983) apontou que a ndo-uniforme (multifractal) escalonamento dos fractais
naturais, difere daguele uniforme dos fractais matematicos. Isto é, na realidade fisica, a
transicdo que ocorre de um regime fractal de estruturas pequenas a um regime euclidiano para
estruturas maiores com respeito a um comprimento caracteristico do material. Em outras
palavras o efeito da desordem microestrutural (heterogeneidades e/ou dano micro mecanico)
de um dado material no comportamento macroscépico gradualmente comega sumir com o

aumento do tamanho da estrutura, como se pode observar na Figura 2. 5.
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A aproximacao fractal prové leis de escalonamento completamente consistentes com aquelas
determinadas pelo analise dimensional. Williford (1988) modelou as superficies da trinca,
perto da ponta como fractais invasivos, onde os parametros sdo funcao das dimensdes fractais
da superficie. Segundo esta linha Spagnoli (2005) prop6s a uma lei de fadiga dependente do
tamanho, conforme equacédo (5), (CARPINTERI; PAGGI, 2011). Definem também a energia
de fratura e os fatores de intensidade de tensdes baseados em dimensdes fisicas diferentes das

classicas. A energia de fratura normalizada é definida independente da escala de observacéo.

da*
dN

= C [AK*]™ ®)

Os valores a* e AK* séo quantidades renormalizadas e dizer que viram independentes da

_%g , R . x
escala. Sendo: a* = al*% e AK*=AKa 3.0 dg é um parametro relativo a dimenséo

fractal do perfil invasivo da trinca e m uma constante do material.

A equacdo (5) pode ser reescrita em términos da rapidez de propagacéo de trinca da/dN e o

fator de intensidade de tenses AK, da seguinte maneira:

da C da(14™

— - 9(1"‘7) AK™ 6
AN " 1+dg” |AK] ©
Este modelo refere-se a uma aproximacdo monofractal (a dimensdo fractal é constante em

qualquer escala de observacgéo) de efeito de escala no crescimento de trinca por fadiga.

Paggi e Carpinteri (2009) propuseram uma aproximacdo multi-fractal para o efeito de escala
no parametro C da lei de Paris. Sendo representado como uma fungéo de interpolacéo entre a
assintota para trincas curtas onde dg — 1/2 e para trincas longas onde dg — 0 (Figura 2.5).

A lei de mudanca do parametro C é dada por Cy,r, nNa equagéo (7).

an 1 m
Cur = € (1+—2)21"2) (7)
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Figura 2. 5 Lei de escalamento multifractal do parametro C da lei de Paris. Adaptado de Paggi
e Carpinteri (2009)
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2.2 MODELOS DE ZONA COESIVA EM FADIGA

Os modelos de zona coesiva foram inicialmente propostos por Dugdale (1960) e Barenblatt
(1962). O primeiro uso combinado com o método de elementos finitos se apresenta em
Needleman (1985). No caso da fadiga, a degradacdo do material tem que ser considerado para

0 estudo do crescimento da trinca.

2.2.1 Modelos coesivos em fungéo da lei de carga-descarga

A lei de carga e descarga representa o comportamento do material, quando o mesmo é
submetido a carga ciclica. A lei de carga e descarga relaciona os deslocamentos com as
tensdes, segundo funcgdes lineais e ndo lineais. Dependendo do tipo de material, autores
sugerem diversos tipos de leis.

2.2.1.1 Leis de carga-descarga linear

A carga descarga dentro do processo ciclico acontece pela mesma trajetéria linear, pudendo
variar a inclinacdo da relacdo de tensdo deslocamento conforme védo se degradando as

propriedades elasticas do material.

Para o material fragil a carga descarga linear é o mais adequado, sendo que a inclinacdo da
carga e recarga tenha direcdo até a origem, como se mostra nas Figuras 2.7 e 2.8. Embora
fosse usado em materiais quase-frageis por Wang e Siegmund (2006), mas com um
escalonamento da funcdo das tensdes normais T,,. Este escalonamento obedece a uma lei de
dano proposto por Roe e Siegmund (2003) e é 0 modelo usado no presente trabalho, como se
mostra na Figura 2.6. Xu e Yuang (2009) apresentaram uma variacdo do modelo de Wang e
Siegmund (2006) considerando duas defini¢cGes de dano, uma para a nucleagéo e outra para a

propagacao.
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>
An

Figura 2. 6 Lei de carga-descarga linear até a origem com diminuicdo e escalamento da tensdo

coesiva

Yang e Ravichandar (1996) consideraram uma lei coesiva bi linear e efeitos de carga-descarga
lineares, assim consideram o dano ao diminuir a inclinagdo da linha de carga-descarga, uma
analise parecida e feita pelo Camacho e Ortiz, (1996) onde também se prop6s uma lei coesiva
irreversivel, que consiste em diminuir o valor da tensdo coesiva com o incremento da abertura
da trinca, usado para modelar a propagacao da trinca sob impacto em materiais frageis.

Tn A Tn ‘l

. »
- Lag

Oy An An

Figura 2. 7 Lei coesiva usada em Yang ¢ Figura 2. 8 Lei coesiva usada em
Ravichandar (1996) Camacho e Ortiz (1996)

De Andrés et al, (1999), apresentou uma formulagdo com lei coesiva irreversivel,
considerando uma variavel de dano, fazendo diminuir irreversivelmente o valor da tenséo
coesiva maxima para cada ciclo. O dano é relacionado com o numero de ciclos de
carregamento. O tipo de carga descarga considerado € como o mostrado na figura 2.9. Para a

analise foi usado um elemento coesivo tridimensional e o material analisado foram placas de
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aluminio. Ortiz e Pandolfi (1999) apresentaram uma andlise tridimensional similar para o
analise dinamico do crescimento da trinca, considerando condic¢des de plasticidade em longa

escala. Os dois autores usam como referéncia a lei coesiva de Needleman (1990b).

Ay

Figura 2. 9 Lei coesiva usada em De andrés et al (1999) e Ortiz e Pandolfi (1999)

Ural et al. (2009), apresentaram um modelo coesivo de crescimento de trinca em placas de
aluminio usando uma lei linear de modelo coesivo. Propuseram uma lei de evolucdo de dano
baseado nos principios do dano em plasticidade. Consideraram descarga linear com inclinacao
a origem de coordenadas, com o qual limita o estudo a materiais frageis. Também é levada em
conta a retardacao da trinca (no tramo da descarga DO da Figura 2.10), onde o valor do dano

pode diminuir.

0 A,

Figura 2. 10 Lei coesiva usada em Ural et al. (2009)
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2.2.1.2 Leis de carga-descarga linear com deslocamento residual

Enquanto para materiais ducteis pode se considerar a lei de carga-descarga também linear,
mas a inclinacdo da linha de descarga-recarga com uma direcao até um deslocamento residual
e j& ndo até a origem (Figura 2.11), isto pode ser explicado pelo fato que a separacdo
ineléstica é irreversivel desde que o trabalho para originar dano é totalmente dissipado na
nucleacdo de micro trincas, crescimento de vazios e coalescéncia. Foi utilizado por Siegmund
(2004), Deshpande et al. (2001), Machado (2007). Ndo h& neste caso degradacdo das

propriedades eldsticas.

.
|

Ap

Figura 2. 11 Lei de lei de carga-descarga linear com deslocamento residual

2.2.1.3 Leis de carga ndo linear e descarga linear

Foram propostos por Yang et al. (2001) e Nguyen et al.(2001). A vantagem desta formulacao
é que possibilita levar em conta mecanismos dissipativos como deslizamento cristalografico e
as interaces entre as asperezas na superficie da trinca (LIU et al., 2013), como se pode
observar na figura 2.10. O dano encontra-se incluido intrinsecamente nas formulacGes de
carga-descarga. Assim, Yang et al., (2001), modelou um espécime retangular de concreto com
uma trinca, em modo | e em modo Il, predizendo satisfatoriamente a iniciacdo e crescimento
da trinca em materiais quase-frageis enquanto de Nguyen et al (2001) faz uma analise
elastoplastica. Além Nguyen et al. (2001) reporta que este tipo lei de carga descarga facilita o

processo de convergéncia numérica.
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-
»

Ap
Figura 2. 12 Lei de carga-recarga néo linear e descarga linear

T, I,

Damage locus

—p
Ay
Figura 2. 13 Lei coesiva usada em Yang et  Figura 2. 14 Lei coesiva usada em Nguyen et
al. (2001) al. (2001)

2.2.2 Modelos coesivos em funcgdo da incorporacéo da lei de dano

Considerando que a inclinacdo e o alcance da linha carga-recarga diminuem, se esta
assumindo que existe uma degradacdo progressiva e acumulada do material, assim se
degradam as propriedades elasticas e ndo elasticas. O dano pode ser calculado como a divisdo
entre a energia consumida por ciclo, entre a energia total por ciclo isto &, no contexto da zona
coesiva, a razdo entre a area T, A, coesiva danificada e a area T,,A,, coesiva inicial sem dano,
como € considerado por: Yang e Ravichandar (1996), Camacho e Ortiz (1996), De Andrés et
al (1999) e Ortiz e Pandolfi (1999).

Também a lei de evolucdo de dano pode ser incorporada de maneira implicita dentro das leis
de carga e recarga como é apresentado nos trabalhos de Yang et al. (2001) e Nguyen et
al.(2001)
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Pode-se também incorporar uma lei de dano na equacdo constitutiva do material. Lemaitre
(2012) mostra as condicdes que deve seguir esta lei de evolucdo de dano, como € explicado a
sequir.

2.2.2.1 ConsideracOes do dano de Lemaitre (2012)

Dado que a evolucdo do dano é um processo ndo linear de deformacéo inelastica, pode-se
estabelecer uma analogia com os modelos de zona coesiva e 0s principios de plasticidade
(L1U; LI; WU, 2013).

No caso da plasticidade (LEMAITRE, 2012):

Seja a R 0 modulo de endurecimento isotropico, X 0 médulo de endurecimento cinematico e

o, atensdo de escoamento. A tensdo unidimensionalizada o se define como:

o=0,+ R+ X (8)

De (8) forma-se a funcdo potencial pléastica.

F=lo—-Xl- R—-o, 9)

Segundo o Lemaitre (2012) o dano D, pode ser inserido na funcdo potencial do seguinte

modo:

F=(—X)—R—0,+Fy(Y;(r,D,)) (10)

Com:

é : é atensdo efetiva
Fj, é a funcdo potencial do dano, que depende de Y que é a densidade da taxa de alivio de

energia, r e a deformacéo plastica e D, que é a variavel de dano.
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O termo Fj, € parte do potencial do qual a lei cinética de evolucdo do dano é derivada. Os
experimentos mostram que ndo depende explicitamente da tensdo atual (o) nem do mddulo

de endurecimento cinemaético (X), nem do modulo de endurecimento isotropico (R).

Segundo Lemaitre (2012), a caracteristica principal é a proporcionalidade da varia¢do do dano
(D), com a densidade da taxa de alivio de energia (Y) e com a variacdo da deformacio
plastica acumulada (7), enquanto esteja acima de um valor limite de deformacgéo

pléastica (pp). Assim a variacio de dano D é definida como:

. 0Fp
P (11)
o |
1
Com7 =p(1—D,),sendop = (§ é/;€5)z ou seja a deformagéo pléastica equivalente.
Assim a lei de evolugéo de dano fica:
. OF
D =—>p1~D)HPp —pp) (12)
Sendo H uma funcao tipo Heaviside, com seguinte defini¢éo:
H(p — =1 Sep=
(p —pp) P=Dpp (13)

Hp—pp) =0 Sep<pp

A escolha da funcdo Fj, é por certo a chave para a representacdo da evolucdo do dano. A

variavel p é sempre positiva ou zero, representando a natureza irreversivel do dano.

Assim derivam-se varias leis de evolucdo de dano segundo os principios expostos em: Roe e
Siegmund (2003), Ural et al. (2009), Xu e Yuang (2009a), Bouvard et al. (2009), Gong et
al.(2012), Beaurepaire e Schuéller (2011), Walander (2016) entre outros.
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2.1 EFEITO DE ESCALA

O efeito de escala representa o desvio na capacidade de carga de uma estrutura devido a
mudanc¢a do tamanho da estrutura. A capacidade de carga prevista pela analise de limite
plastico ou outra teoria deterministica (na qual os critérios de falha do material sdo expressos
em termos de tensdo ou deformacédo (ou ambos)) ndo considera o efeito de escala (BAZANT,
ZDENEK P; PLANAS, 1997). O efeito de escala é definido na comparagdo de estruturas

geometricamente similares, mas de diferente tamanho.

Leonardo da Vinci nos meados dos 1500’s, ja tinha notado o efeito de escala em cabos, ¢

mencionou que existia uma relagéo inversa entre a tenséo e o tamanho.

Mariotte (1886) menciona que um cabo longo e um cabo curto suportam 0 mesmo peso, a

menos que o cabo longo tenha vazios, entdo falhara antes do cabo curto.

Griffith (1921), demostrou experimentalmente que a tensdo nominal de fibras de vidro
aumenta de 42 300 psi a 491 000 psi, quando o didmetro € diminuido de 0,0042 in a 0,00013
in. Isto € que a tensdo decresce nos filamentos de vidro por a presenga de micro trincas das

quais o tamanho é proporcional ao diametro da secdo transversal.

Peterson (1933), observou o efeito de escala em materiais frageis sob carga em fadiga.

A seguir descrevem-se as principais teorias de efeito de escala:

2.1.1 Leis de efeito de escala procedentes da mecénica da fratura

Leicester (1969) parece ter sido o primeiro em pesquisar o efeito de escala na tensdo de
estruturas com trinca em um material quase fragil. Identificou dois aspectos fundamentais que
originam o efeito de escala: i) a heterogeneidade do material e ii) a ocorréncia de entalhes e
outras descontinuidades no fluxo da tensdo. Prop6s um efeito de escala menos severo que o
que prediz a teoria de Griffith, representado na equacéo (14) (KARIHALOO, 1999).
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A (14)

Sendo A uma constante, s um valor menor que 1/2, gy a tensdo normal e H a altura do

espécime.

2.1.1.1 Lei de efeito de escala proposto por Bazant (1984)

Apresenta-se uma deducdo simples para o efeito de escala em Bazant (2004). Considerando
uma explicacdo ndo estatistica do efeito de escala e baseada fundamentalmente na liberacdo

da energia.

Considera-se paneis retangulares de diferentes tamanhos sob tenséo uniaxial uniforme (Figura
2.15). Os modos de falha s&o geometricamente similares, o que significa que a,/H vai-se

mantendo constante nos espécimes escalonados e quando ocorre a carga maxima.

Prerttt don

po—

Fayasen

Figura 2. 15 Esquema para a explicacdo do efeito de escala. Adaptado de Bazant (2004)

A formacéo da trinca suaviza as tensfes e em consequéncia € liberada energia de deformacao
de aproximadamente os triangulos formados aos lados da trinca (Figura 2.15), limitados por

linhas de alguma inclinagdo k, que saem do meio da Zona de Processos de Fratura.

Crescimento ciclico de trincas e efeito de escala em materiais quase-frageis



40

Assumimos que é suficiente saber que o valor de k é constante para paneis escalonados da
mesma forma geométrica. A energia potencial (com os extremos fixados) é: Il(a) = I, —
(62/2E)bA,, sendo II, constante, A, area dos triangulos sombreados (4, = ka?), a
comprimento de trinca equivalente (a = a, + ¢f), a, € a trinca efetiva e ¢, € a metade do
comprimento da zona de fratura de processos. Assim a trinca pode-se propagar, se a taxa e
energia liberada —dIl/da € igual a taxa de energia de dissipacdo bGy, sendo Gy a energia de

fratura do material. Resolvendo para gy se obtém a lei de efeito de escala energética

(BAZANT, 2004).
EG
= | (15)
oN /k(a0+cf)

Sendo H a dimensdo caracteristica da estrutura, assume-se que o valor de a,/H € constante

em qualquer tamanho dos espécimes. Além se considera que:
ao/H = cs/Hy (16)

Sendo H, uma constante. A equacdo mostra que o valor de H, é assumido proporcional ao

comprimento da metade da zona de fratura de processos cy.

Substituindo (16) em (15), pode ser obter:

(17)

Pode se observar na equacdo (17), quando H — oo se reduz a uma andlise el&stica linear da

mecanica da fratura.

Expandindo a equacéo (17), em series de Taylor (ver Bazant (2002, p.23) ). Pode se expressar

como:

oy = 0p(1+ B) "2 (18)
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Sendo 8 = H/H,
Hy = ¢r(H/ao)

EGf 1/2
Oy =\|7—
0 ka
Sendo g, e H, constantes positivas.

Esta lei de escala é valida para varios tipos de geometria e foi corroborada por analises

assimptdticos, analises experimentais e modelos de fissura coesiva e distribuida.

Posteriormente Bazant (2002) deriva equagdes com dependéncia dos dois primeiros termos
ndo zerados da expansdo assimptotica da equacdo (18) em funcgio das potencias de H e H™!
(series de Taylor), achando que somente existem trés tipos de efeito e escala: (ver Bazant
(2002, p.189).

Quando H — 0, pode se mostrar que:
oy = bo _COH+... (19)

Quando H — oo, realizando expansdes assintoticas baseadas no método distribuido, resultam
as equagoes (20), (21) e (22)

O'N == b1 + ClH_l‘l‘. - (20)
oy = HY2(by + c,H ' +...) (21)
oy = HY2(bs + csH '+...) (22)

Sendo by, ¢y, by, ¢4, by, ¢4, b3, 53 CONStantes positivas.

Assim se denomina a equacao (20), efeito de escala do tipo 1, a equacéo (21) efeito de escala
do tipo 2 e a equacdo (22) de efeito de escala do tipo 3. Sendo que o tipo 1 acontece quando
se se danifica a zona de fratura de processos em superficies planas (sem trinca) e falham
quando inicia a propagacéo da trinca (Figura 2.16). Acontece em estruturas que ndo tenham

trincas longas preexistentes. O tipo 2 acontece quando existe uma zona faixa longa de
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superficie danificada tendo uma propagacéao estavel antes de atingir a carga maxima (Figura
2.17) e o tipo 3 acontece quando existe uma trinca no meio do elemento em forma de vazio

(superficie negativa).

A
—F 7..\\
R Tipo 1 ¢
- \\‘
L N\ PR
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L \\
0.3 __\_Wi\,,';,:fr—;,
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|
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Figura 2. 16 Efeito de escala tipo 1 em estruturas sem trinca
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Figura 2. 17 Efeito de escala tipo 2 em superficie com trinca e efeito de escala tipo 3 em

estrutura com zona danificada.

Também Karihaloo (1999) deduz uma lei de efeito de escala similar, mas so no caso de vigas
de trés pontos. Usando conceitos de aproximacdes assintoticas do modelo coesivo e fator de

intensidade de tensdes conclui:
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(23)

Sendo A e B constantes. Esta formula ndo é valida quando H é pequeno, os coeficientes A e B
estdo relacionados ao tamanho da zona de fratura de processos de uma estrutura grande e a

um fator de geometria.

2.1.1.1 Lei de efeito de escala com fractais proposto por Carpinteri (1994)

O efeito de escala é explicado considerando a natureza fractal das se¢des transversais, isto €, a
tensdo de fadiga renormalizada é representada por uma amplitude e forca atuando sobre uma

superficie com uma dimenséo fractal menor que 2.

Considerando a monofractalidade (isto é, que a dimenséo fractal se mantem constante) pode
se deduzir uma lei de escala linearmente decrescente entre a tensdo nominal o, e o tamanho

da estrutura H em escala bi logaritmica, como € apresentado em Carpinteri et al. (2001).

Também é apresentada uma deducdo considerando a multifractalidade (isto €, que a dimensao
fractal diminui com o incremento do tamanho da estrutura). Em consequéncia o efeito da
microestrutura do material no comportamento macroscopico da fadiga gradualmente
desaparece para estruturas maiores com respeito ao tamanho microestrutural caracteristico
(CARPINTERI, SPAGNOLI; VANTADORI, 2001).

O conceito conta com a homogeneidade e ndo homogeneidade do material. Isto é, em
estruturas pequenas de concreto o tamanho do agregado e grande com respeito ao tamanho da
estrutura. Assim a ndo homogeneidade é maxima é o efeito de escala forte. Pelo contrario em
estruturas de concreto maiores o tamanho de agregado € pequeno, comparado com a estrutura
e o material fecha perfeitamente homogéneo. Como consequéncia o efeito de escala
desaparece. Assim é proposta uma lei multifractal de efeito de escala como: (CARPINTERI,
2002).

o= (45 (2
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Sendo gy a tensdo nominal, H o tamanho da estrutura, A e C sdo constantes. A constante C
tem um conotacdo de comprimento caracteristico da estrutura. Isto €, quando o H > C o efeito
de escala tende a desaparecer em consequéncia a estrutura falha com a iniciagdo da trinca

(fratura fragil). Se H < C, o efeito de escala é forte e a resposta estrutural € mais ductil.

Ao N

. régime homogéneo
log ¥C '] —— =

—

-
log C/A
Figura 2. 19 Lei de escala multifractal em diagrama bi logaritmico.
No trabalho de Kosteski et al. (2011), se obtém uma correlacdo satisfatoria da lei de

escalonamento multifractal em espécimes de placas de rocha de diferente tamanho, usando o

Método de Elementos Discretos.

Evandro Esteban Pandia Cayro (evandro.pandia@ufgrs.br)-Dissertacdo de Mestrado.PPGEC/UFRGS, 2016



45

2.1.2 Lei de efeito de escala estatistico proposto por Weibull (1939)

A teoria estatistica do efeito de escala foi explicada por Weibull (1939) e Weibull (1951), e
estendida aos s6lidos. O modelo de unido fraca proposto por Peirce (1926) € usado, junto com
os valores estatisticos extremos propostos por Tippett (1925) e Frechet (1927) e outros.

As funcdes de probabilidade de falha seguem também um tipo de efeito de escala, sendo que
em estruturas menores com tensdes de falha maiores seguem uma distribuicdo de Gauss e
estruturas maiores com tensdes de falha menores seguem uma distribuigao tipo Weibull como
se observa na Figura 2.21 (BAZANT, 2004).

A [
=
\l dtzdy

D= - X1 i
=l N PS'naIII) "7‘" :
o N\ =
& | Gaussian pdf L"; Weibull pdf %
. o "
— '{ \- '
‘LargeH 7
)£
log H

Figura 2. 20 Mudanca de distribuicdo de Gauss a Weibull

A definicdo classica da integral de Weibull para tensdes de estruturas pode ser derivada de um
ordenamento de volumes representativos acoplados em series (modelo de cadeia, Figura
2.22). Cada volume representativo é independente dos outros e sua tensdo é uma variavel

aleatoria com uma funcdo de distribuicdo de probabilidade.
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Figura 2. 21. Arranjo de modelos em serie e paralelo na representagcdo de um volume
representativo da estrutura.

Se a funcdo de densidade acumulada € idéntica para todos os segmentos da cadeia, entdo
podemos dizer que todos os segmentos sdo independentes e identicamente distribuidos. Todos
0S segmentos compartem o mesmo carregamento o (devido a uma forca externa F).
(KADEROVA; VORECHOVSKY, 2013).

A probabilidade de falha de um volume representativo P; (o) € igual a funcdo de densidade da
probabilidade da tensdo. A probabilidade complementar, é dizer de nao falha, de um

segmento € 1 — P; (o). Assim a probabilidade complementar da cadeia inteira € 1 — Py e é

dada a condicdo que todos os segmentos ndo devem falhar (O colapso de um segmento
significa o colapso da cadeia inteira). Para elementos independentes a probabilidade de néo
falha é o produto das probabilidades de falha dos segmentos individuais unidos em series.

1-F = 1-P)A-P)..A-P)(A-P)=(1-P)V

Tomando logaritmos & equacéo se obtém:
In(1-P;)=NIn(l—-Py)

Como a probabilidade de falha da cadeia Pr € um nimero muito baixo em situagGes praticas, a

expressao In(1 — P,) = Py, 0 qual leva a aproximacéo:

Evandro Esteban Pandia Cayro (evandro.pandia@ufgrs.br)-Dissertacdo de Mestrado.PPGEC/UFRGS, 2016



47

Ps(0) = 1 —exp(—NP;(0)) (25)

Onde P, (o) é a probabilidade de distribuicdo de falha do comprimento de referéncia [, para
um nivel de tensdo o. O comprimento de referéncia pode ser entendido como uma parte do
comprimento total [ da estrutura e cada comprimento do segmento é considerado
independente das partes. O numero total de segmentos de cadeia independentes é logo:
N =1/l,. Assim:
[
Pr(0) = 1= exp(= - Pa(0)) (26)

A chave ¢ a distribuicdo P; (o). N&o foi identificada com sucesso até Weibull (1939) que
reconheceu a grafica desta lei de poténcia. Denotando o exponente da grafica como m. Pode-

se mostrar que, se a estrutura é suficientemente maior que o volume representativo entdo

probabilidade de falha de uma estrutura como uma funcéo de oy, é:

m
pr=1-ew|-(3) | @)
0
Sendo:
So = so(lp/D)na/myp=1/m (28)

A equacdo (27) é a distribuicdo acumulada de Weibull com pardmetro de escala S, e

parametro de forma ¥ = fV [6(&)]™AV(é) que é um fator constante que depende da
geometria da estrutura, V é o volume da estrutura, ¢ vetor relativo as coordenadas
(independente do tamanho), (&) campo adimensional de tensGes (dependente da geometria),
gue escalado com ao méaxima tensdo deve ser igual a 1. n é o nimero das dimens@es espaciais

(n = 1,2 ou 3), L, € comprimento caracteristico do volume representativo.

Das equac0es (26), (27) e (28) pode-se mostrar que a tensdo nominal media oy e 0 coeficiente

de variagdo da tenséo w sao:
ay = Cs(lo/DY™™ (29)

Com:
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C;=T(1+m™Hp-t/mg, (30)
oo [FA+2m™) (31)
rZ2(1+m-1)

Sendo I" a fungdo gama. A equacéo (29) mostra o efeito de escala na meia da tensdo nominal,
sendo 0 gy diretamente proporcional a D™™, se 0 n = 1, A inclinagio da linha ajustada em

um gréfico bi logaritmico log(oy) vs log(D) resulta —1/m.

A hipoétese basica da falha é que a tensdo se encontre danificada e alcance seu valor de
colapso em algum ponto da estrutura. Em consequéncia se produz o colapso da estrutura
completa. Isto é verdade para os materiais quase frageis somente se a estrutura é
extremadamente grande (represas). Em estruturas de dimensGes menores, onde a zona de
fratura de processos tem um tamanho consideravel com respeito a estrutura, se desenvolve um

processo de falha progressivo e estavel antes do colapso.
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3 METODOLOGIA

3.1 PRINCIPIO DE TRABALHOS VIRTUAIS (PTV)

Na analise em elementos finitos € usado o principio de trabalhos virtuais (PTV) na resolucéo
do problema de equilibrio. Na equacdo global de equilibrio (equacdo (32)) é adicionado um
trabalho interno que representa a abertura da trinca através da zona com superficie coesivas
I'T (segundo termo da equacéo (32)). Esta zona de superficies coesivas esta governada por
outras leis constitutivas diferentes do volume Q. Tem-se também uma zona restricdes I'Y,

como se mostra na Figura 3.1.

_ aéUuU _ (32)
o:(——)dV+ | Tcz-6AdS= | F-8UdS

Q ax I‘T I‘F

Na qual, U define os deslocamentos no corpo Q, A é a abertura da superficie coesiva, F
representa o vetor de forcas aplicadas no contorno I'F, & representa as tensdes de Cauchy, o
simbolo & define uma variacdo arbitraria virtual e compativel e T, representa o vetor de
tensdes coesivas normais e tangentes nas interfaces com: T, = T, + Tt e A= A, A + A,
onde fiet sdo vetores unitarios que definem a direcdo normal e tangencial da superficie

coesiva.

FU

Figura 3. 1 Corpo de estudo

Discretizando o corpo em elementos finitos e eliminando varia¢fes arbitrarias resulta que a
equacdo de equilibrio pode ser escrita como um equilibrio de forcas internas e externas
(equacdo (33)). Esta condicdo deve ser satisfeita em todos os nos dos elementos finitos.

Fing = Fexe =0 (33)

Sendo F;,; e F., representam as forcas internas e externas.
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3.2 DESCRICAO DO MODELO COESIVO DE NEEDLEMAN

E utilizado a lei coesiva de Needleman (1990b) na zona de superficies coesivas T7.
Needleman (1990b) estabeleceu leis para as tensdes normais e tangentes a partir de um
potencial. Assim relaciona uma tenséo para um deslocamento, dando a esta curva uma forma

exponencial (para mais detalhe ver Fedrigo (2001)). As tensdes resultantes do potencial séo:

AN (A, A2\ 1-gq A?
Ty = Omax,0 €xp(1) exp (— 6_0) 5, exp | — 52 t— 1 —exp(— 6_5) (34)
A Ay Ay A
Te = 20mapexp(D a5 (1+57) exp (=52 exp (35 (3)
t

Sendo T,, a tensao coesiva na direcdo normal e T, a direcdo coesiva na direcdo tangente, A,
corresponde a abertura na direcdo normal, A; a abertura na dire¢do tangencial, 5§, é 0
comprimento caracteristico na direcdo normal, §; € o comprimento caracteristico na direcdo
tangencial, g = ¢/, T = Ay /6y, Onde ¢, € o trabalho de separacdo normal, ¢, € 0
trabalho de separacdo tangencial, A, é o valor de A, ap6s a separacdo completa por
cisalhamento com T, = 0.

Segue os gréaficos das tensdes T, e T, normalizadas em funcdo dos deslocamentos A,, e A,

respectivamente.

1.0
0.5 \\\
~—
“To/Omx (.0 I —
-0,5 //
-1.0 I
1.5
-1,0 0,0, 1.0 2.0 3.0 4,0 5.0 6.0 7.0
A/ Sn

Figura 3. 2 Tensdo normal T,, normalizada como uma fungdo de A,
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T T 0.0

RN
B v

-3.0 -2,0 -1,0 0,0 1.0 2,0 3,0

A&
Figura 3. 3 Tensdo normal T, normalizada como uma funcgéo de A,

Em modo I (isto é aberturas somente na direcdo normal a trinca) a tensdo coesiva normal se

reduz a:

AN A, 36
Th = Omax,0 exp(1) exp (_ 5_) 5o (36)
0 0
Os parametros do modelo coesivo de Needleman (1990b) sdo calibrados mediante ensaios
experimentais uniaxiais. Os parametros sdo: a energia de fratura ¢, a tensdo coesiva maxima
Omax,0 € 0 parametro do comprimento caracteristico coesivo &,, conhecidos dois parametros o

terceiro pode ser derivado através da expressao:
Omax,0 = $o/ (80 exp(1)) (37)

A equacdo (36) mostra uma gréafica de duas fases (Figura 3.2). A primeira fase consta de um
carregamento monot6nico crescente, nesta fase ha ocorréncia de dano. A segunda fase é de
amolecimento a partir do comprimento caracteristico &, (tipico dos materiais quase-frageis) o
qual decresce até o ponto em que ocorre a separacdo total das interfaces coesivas, nao

havendo mais coesdo entre as mesmas.

As leis coesivas para T, e T;, sdo inseridos nos elementos de interface mediante os pontos de
Gauss. Os elementos de interface constam de 4 nés e 4 pontos de Gauss. Os nés 1 e 2,
conectam com a superficie inferior e os 3 e 4, com a superior. Inicialmente os nodos 2,3 e 1,4

se encontram superpostos (Figura 3.4), com o desenvolvimento das forgas externas os nds
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mencionados comegcam-se a separar. Da separacdo nos nds sdo calculados os deslocamentos
nos pontos de Gauss mediante fungdes de interpolacdo. Com os deslocamentos obtidos nos
pontos de Gauss sdo calculados as tensdes com a lei coesiva de Needleman (1990b). As
tensdes obtidas nos pontos de Gauss sdo distribuidas nos nos mediante funcbes de

interpolacéo e levadas ao mecanismo de equilibrio global.

3y y4
2 1

Figura 3. 4 Elemento de interface

3.3 DESCRICAO DO MODELO DE DANO DE ROE E SIEGMUND (2003)

A fadiga por acumulacdo de dano é um processo irreversivel sendo que as propriedades do
material se deterioram e degeneram continuamente sob carga ciclica. Para incluir esta
deterioracdo, € preciso definir uma lei de dano e incluir a mesma na lei constitutiva do

material.

Nesta dissertacdo é seguido o modelo de dano proposto por Roe e Siegmund (2003). O
modelo incorpora uma lei de dano a lei coesiva exponencial proposta por Needleman (1990b),

resultando na lei de carga-descarga representada na Figura 3.5.

Tn = Omax,0 eXp(1) (0n/80)exp(-An /)
Ciclo 1
Tn = (1 - Dcl)o_max,oexp(l) (An/Su)eXp (’An/su)

Ciclo 2
T = (1= De2)Omar0exp(1) (Ay /So)exp(-Ay, /)
Ciclo 3

A\

f : An

Figura 3. 5 Lei ciclica de tensdo-deslocamento incluindo o dano
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O modelo proposto segue uma trajetoria ciclica entre as tensfes normais e a abertura da

trinca, como se observa na Figura 3.5 e se descreve a seguir:

No primeiro ciclo, no processo de carga, 0 trajeto segue a lei coesiva tradicional de
Needleman (1990b) até o comeco do processo de descarga. No processo de descarga segue
um trajeto linear em direcdo até a origem, podendo ser que a abertura atinja valores negativos,
nesse caso segue um trajeto procedente do método da penalidade. Ao final o primeiro ciclo é

calculado o dano e € armazenado em uma variavel D,;.

No segundo ciclo, agora o processo de carga se divide em dois trajetos diferentes, o primeiro
trajeto segue a linha com a mesma inclinag¢do da descarga do ciclo anterior, 0 segundo trajeto
segue a lei coesiva de Needleman, mas multiplicada por o fator (1 — D.;). No processo de
descarga segue um trajeto linear com uma inclinacdo até a origem e se a abertura € negativa
segue o trajeto dado pelo método da penalidade. Ao final do segundo é calculado o dano
acumulado e é armazenado em uma variavel D.,. Se segue 0 mesmo procedimento com 0s
ciclos sucessivos até que o dano acumulado atinja o valor de 1, entdo ocorre a falha do

material.

Para o célculo do dano € seguido o estabelecido por Roe e Siegmund (2003). Onde propbe
uma lei de evolucdo de dano baseado nas sugestfes do Lemaitre (2012). Roe e Siegmund
(2003) estabelecem trés condigdes para a lei de evolugéo do dano:

) O dano comega-se a acumular uma vez que a deformacéo acumulada (A, 4c¢), Seja
maior que uma magnitude critica (5,).

i) O incremento do dano D, é proporcional ao incremento de deformagdo A,,

multiplicado por valores de carga atuais (ai [T—“ - ])

w L Omax Omax,0
i) Existe uma tracdo de tensdo limite (af), embaixo do qual o carregamento ciclico

pode continuar infinitamente sem acumulagéo de dano.

Além a incorporacdo do dano, é feita ao final de cada ciclo, atualizando a tensédo coesiva
MAaxima o,,4x,0. , POr uma tensdo coesiva efetiva o,,,4,, na lei coesiva de Needleman (1990),

da seguinte forma:
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Omax = Gmax,O(l - DC) (38)

A equacdo de tensdo-abertura atualizada fica:

An\ A,

T, = (1 - DC)Gmax,O exp(l) exp (_ 6_0> 6_0 (39)

Baseado nestas condicdes, a evolucdo do dano é definida por Roe e Siegmund como:

A T o
D, = 5 —
w Omax  Omax,0

l H(An,acc - 60) (40)

SeDy >0, Apgee= j lA, |dt (41)
t

Sendo A,, a variacdo da abertura normal & trinca, T,, é a tensdo normal atual, o,,,, € a tensdo
maxima coesiva atual, 0,4, 0 € a tensdo maxima coesiva inicial, A, ,.. € a abertura da trinca

acumulada, &, é o comprimento coesivo, H designa a fungdo de Heaviside.

O oy, € definida como uma tensédo de tragdo limite, que é a maior tragdo, ou uma faixa de
tracdo, que pode ser repetido infinitamente, sem ter dano na zona coesiva, e dizer que abaixo

de este valor ndo ha acumulacéo de dano.

O 6,,, € denominado comprimento coesivo acumulado. Divide o incremento de separacdo do
material e também determina a magnitude do incremento de dano, que ocorre hum estado

dado de carga, influenciando assim no numero de ciclos até a falha do elemento.

Observa-se na equacdo (40), se T,,/0max < 0f/Omax,o (@ tensdo T,, normalizada pela tenséo

coesiva maxima o,,,,, € menor que a tensdo de tragdo limite of, normalizada pela tensédo

coesiva inicial oy,,x o) NA0 se acumula dano pois D, viraria negativo.

A descarga é definida linear, desde o ponto onde ocorre a abertura maxima, em cada ciclo, até

a origem, considera-se também que ndo ha dano neste processo. Assim segue a seguinte lei:

T’I’l ,ymax

T, = Tn,max + * (A, — An,max) (42)

An,max
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Durante a descarga o valor da abertura normal A,,, pode atingir valores nulos e negativos, em
consequéncia as superficies podem entrar em contato, para evitar a superposicdo e

interpenetracdo das superficies, € assumida a penalidade A = 30. Assim a lei que segue é:

A A
Se A< 0, T, = ACmax0€ — €Xp (——n) (43)

"~ 8, S
Pode-se ver a lei de evolugdo de dano desde outro ponto de vista, fazendo uma analogia entre
a lei de dano proposta por Roe e Siegmund (2003) (equacbes (40) e (41)) com as
recomendacdes dadas por Lemaitre (2012) para materiais elastoplasticos, que foram

mencionadas na se¢éo 2.2.2.1, da seguinte maneira:

An,aCCE p
8o = pp
|An| =p

1| T, o J0F
—[ - ]s 7 (1-D)
5w Omax O-max,O oY

Sendo pp, um valor limite de deformacédo plastica, p a deformacdo plastica equivalente, Fp

funcéo potencial do dano, Y densidade da taxa de alivio da energia.

3.3 DESCRICAO DO ALGORITMO

Se implementou o modelo de zona coesiva em fadiga de Roe e Siegmund (2003), no
programa de elementos finitos Metafor, desenvolvido pelo Ponthot (1995) e modificado por
Fedrigo (2001).

O modelo de Roe e Siegmund (2003) é inserido modificando a lei tensdo-abertura dos
elementos coesivos por uma lei nova como a mostrada na Figura 3.5. Devido as consideractes
geométricas do espécime analisado nas aplicagbes (Capitulo 4), onde o comprimento
horizontal é muito maior que o comprimento vertical, consideram-se os valores da tenséo

tangencial T, nulos.

A matriz de rigidez tangente do elemento de interface pode ser escrita como:
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1
K&, = f BTOR 0T Bdet]deté

-1

Sendo B a matriz de funcéo de forma, J a matriz do jacobiano, © é a matriz de rotacéo, ¢ €

coordenada natural, a matriz de rigidez R é definida como:

o)
B 0 0T, |
| °  3a,l

Finalmente o vetor forgas coesivas é descrito como:

1

el = j BT0Tdet]deté
-1

As forcas coesivas resultantes sdo somadas as forcas internas e levadas ao equilibrio global. O

equilibrio é verificado quando o problema converge, mediante 0 método de Newton Raphson,

sob uma tolerancia dada (para mais detalhe ver Fedrigo (2001)).

O algoritmo completo e detalhado apresentasse no anexo A em forma de fluxograma, onde

também se inclui o algoritmo da lei de dano.

A Figura 3.6 mostra a sequéncia de passos do algoritmo simplificado para um s6 ponto de
Gauss. Sendo os valores de entrada as aberturas normais A,, e os valores de saida, as tensfes
coesivas normais T,,. Sendo A, ,.. a abertura da trinca acumulada, §, 0 comprimento coesivo
e delum o ponto do carregamento onde acontece a mudanga de uma lei linear (equagao (42))

a uma ndo linear (equagao (39)).
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& A P Ndo entra na routina,
Leé Qy Uy continua o programa
v
En cargao
descarga ?

Segue lei da
penalidade
(equacio 43)

Descarga

Segue lei linear

Segue lei linear
(equagio 42)

(equacio 42)

Segue lei da Segue lei nao linear
S0 no primeiro ciclo penalidade (equagdo 39) |
segue lei nao linear (equacio 43) /
(equacdo 36) v An final do ciclo caleula o Dano

acumulado Ay, .- e atualiza a
Calcula Ay o nova lei nao linear (equacio 38)
(equacio 41)

Calcula "l:l"ﬂ ACE
(equacao 41)

Figura 3. 6 Algoritmo dos processos de implementacdo computacional (simplificado)

A seguir é apresentado um exemplo simples para testar a validade do modelo.

Consideram-se duas superficies, cuja separacdo segue a lei coesiva proposta por Needleman
(1990b), e 0 modelo de dano proposto por Roe e Siegmund (2003). As superficies estdo

submetidas ao deslocamento ciclico prescrito A, conforme a figura 3.11.

0,0012
0,001
0,0008

0,0006

Ay (m)

0,0004
ciclo 4 ciclo 5 ciclo6 ciclo 7
0,0002

00 05 1,0 15 20 25 3,0 35 40 45 50 55 60 65 7,0 75 80 85 9,0 9,5 10,010,511,011,512,012,5 13,013,5 14,0

t(s)
Figura 3. 7 Deslocamentos prescrito de duas superficies vs tempo

Caracteristicas e dados das superficies:
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Tabela 3. 1 Dados do material

te=25 Omaxo = 1,5 - 10° Pa E =10 Pa
Omax,0 50

Segundo o0 modelo de interfaces coesivas de Needleman:

An> A,

T, = Omax,0 € €XpP (_5_ 6_
0 0

Segundo a evolugdo do dano descrito por Roe e Siegmund (ROE; SIEGMUND, 2003):

|4 I Tn oy l
D. = -
c 6W

Omax  Omax,0

Sendo que AD., ndo pode tomar valores negativos e s6 acontece depois de atingir um valor

acumulado de A,,=> §, enquanto que, durante o descarregamento, o valor do dano € cero.

Paraociclol:

Considera-se que as superficies comecam a separar-se desde zero até alcancar o maior
deslocamento em t = 1 s, para depois descarregar e voltar a separacdo nula. O intervalo de
tempo por cada ciclo de t. = 2 segundos, 1 segundo para o carregamento 1 segundo o
descarregamento, na avaliacdo das expressdes, s6 se consideram 2 pontos no carregamento e 2
pontos no descarregamento, deste jeito o passo de tempo é de 0,5 segundos (Salienta-se que
nos célculos apresentados aqui, tanto D, como A,, serdo considerados como incrementos e ndo

taxas).

O dano comeca a se acumular quando atinge o comprimento caracteristico §,-, até o valor
méaximo de deslocamento A,,.x, €M seguida a variavel dano D., se mantém constante

durante o descarregamento.

O primeiro intervalo de deslocamento a considerar é A,= A, — A,,_;, neste caso:

Ap= Apmax — 8o = 0.001 — 0.0009

A,,=0.00015 m
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Avaliandoovalorde T, emt =1s

Th,=o e ex (— ﬂ) * %
ni max,o p 60 60
Tn = 1,4792 - 10°N /m?
Avaliando o primeiro intervalo de dano

Anl (Tnl . Gf

6W Omax Gmax,O

AD.y =

AD,; = 0,0207
O dano acumulado D, é:
DC - DCl = ADCl = 0,0325

Para o ciclo 2 : O ciclo tem 2 pontos de avaliacdo no carregamento:

» O primeiro ponto avaliado é quando t = 2,5 s

A=A, (t =255)—A,_1(t=2,05)
Ay, =5-10"*m

Avaliando o valor de T, em t =2,5s . Como se tem a primeira recarga, ele terd um

comportamento linear, como se apresenta na equacao 17, € sera do seguinte jeito:

Tnl
Thy =Ty + A_ * (Apz — Dpp)

ni
Top = 7,3961 - 108N /m?
Avaliando o valor do dano no intervalo

Anz Tnz Uf

AD,, = 22 ( -
2 5W Omax (1_Dcl) Omax,0

)

AD,, = 0,0382

O dano acumulado D, é:

D, = AD,, + D, = 0,0766
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» O segundo ponto avaliado € quando t = 3 s

A=A, (t =3,05) —A,_1(t=2,55)
Ap=5%10"*m

Avaliando o valorde T,,emt =3 s

A A
Ty = (1 - Dcl) Omax,0 € €XP <_ LZ) * =
' 8o 8o
T,, = 1,4312 - 10°N /m?
Avaliando o valor do dano no intervalo

AnZ Tn2 Gf

AD,., = ( —
2 0w Omax (1 — D¢q) Omax,0

)
AD,, = 0,1083

O dano acumulado D, é:

Dc = D., = Dcy + AD_,(ponto 1) + AD.,(ponto 2) = 0,1789

Os demais ciclos séo avaliados da mesma forma que o ciclo 2, a seguir na Tabela 3.2 ,

Apresentam-se os resultados finais obtidos até o rompimento do material quando o dano

atinge a unidade.

Tabela 3. 2 Valores das tensées normais T,,;, incrementos de dano
AD,; e dano total D, em cada ciclo

Ciclo Thi Ani ADci D¢

1 1,47921782E+09| 0,00015 | 0,03248 | 0,03248
7,39608911E+08| 0,0005 0,03818 | 0,07066
1,43117727E+09| 0,0005 0,10826 | 0,17891
7,15588636E+08 | 10,0005 0,04868 | 0,22759
1,21456565E+09| 0,0005 0,10826 | 0,33585
6,07282823E+08| 0,0005 0,05288 | 0,38873
9,82425289E+08| 0,0005 0,10826 | 0,49698

Al lWlWININ
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Ciclo T Ay AD, D,
5 4,91212645E+08 | 0,0005 0,05897 | 0,55596
5 7,44069460E+08| 0,0005 0,10826 | 0,66422
6 3,72034730E+08| 0,0005 0,07186 | 0,73607
6 4,96698752E+08| 0,0005 0,10826 | 0,84433
7 2,48349376E+08| 0,0005 0,11964 | 0,96397
7 2,30269302E+08| 0,0005 0,10826 | 1,07223

No ciclo 7, em estado de carregamento antes do segundo ponto avaliado o valor do dano

acumulado atinge a 1, é onde as superficies falham.

Na Figura 3.8, apresenta-se a trajetoria percorrida do carregamento-descarregamento em cada

ciclo até a falha.

1,5E+09

1,3E+089

1,1E+09

SE+08

T, (Pa)

JE+0B8

SE+08

3E+08

1E+08

X

0 0 0,0002

0,0004 0,0006
Ay (m)

0,0008

0,0010

Figura 3. 8 Grafico histerético das tensdes vs deslocamentos (cargas e descargas)
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4 APLICACOES

APLICACAO 1: DUAS SUPERFICIES COM SOBRECARGA

62

Consideram-se duas superficies que se separam com 0 seguinte deslocamento ciclico de

amplitude variavel:

0,000014
0,000012

0,00001

‘& 0,000008
Ry
=
< 0,000006
[ ]
0,000004 ™
®
0,000002 e
@
0 '@
7 3

Figura 4. 1 Deslocamentos prescrito de duas superficies vs tempo

13

23

t(s)

Para o material se considera os seguintes dados:

33

43 53

Tabela 4. 1 Dados do material e do modelo de dano

Omaxo = 10'° Pa Sw E = 10'? Pa
5 =
8o=5%10"°m or = 0,25
Omax,0

Realizando a analise se obtém a Figura 4.2 como correspondéncia para as tensées normais e

0s deslocamentos, onde se pode corroborar o comportamento da lei ciclica devido a

incorporacdo do modelo de dano. Na tabela 4.2 apresentam-se o0s valores de dano acumulados

ao finalizar cada ciclo.
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T, (Pa)

1,200000E+10

1,000000E+10

8,000000E+09

6,000000E+09

4,000000E+09

2,000000E+09

0,000000E+00 @&

Tabela 4. 2 Valores do dano ao final de cada ciclo

DANO ACUMULADO
1°ciclo 10,245%
2° ciclo 29,681%
3°ciclo 43,375%
| J

0,000002 0,000004

0,000006  0,000008 0,00001
Ay (m)

0,000012

Figura 4. 2 Relac&o histerética de tensoes vs deslocamentos

0,000014
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Figura 4. 3 Evolucéo do dano no tempo
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0 0,000002 0,000004 0,000006 0,000008 0,00001 0,000012 0,000014
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Figura 4. 4 Evolucao do dano com o deslocamento

Na Figura 4.2, consegue-se representar satisfatoriamente a lei coesiva com a incorporagéo do
dano descrita anteriormente, Na Figura 4.3 e Figura 4.4, observa-se a evolugédo crescente do
dano conforme o tempo e o deslocamento. O dano aumenta somente no carregamento em

cada ciclo, no descarregamento o dano se mantém constante.
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APLICACAO 2: FADIGA EM DOIS ELEMENTOS FINITOS E UM ELEMENTO DE
INTERFACE

E analisado uma configuracdo que consta de dois elementos finitos, inicialmente de forma
quadrada com lados de comprimento igual ao comprimento caracteristico &,, € um elemento

de interface entre eles (Figura 4.5), submetido a um deslocamento prescrito u(t) (Figura 4.6).

I u(t) Iu(t)

o A |

Elemento 2 8y

S Elemento de interface

Ay |

Elemento 1 —=1

Figura 4. 5 Esquema do exemplo analisado

0,00030
0,00025

—. 0,00020

R

~ 0,00015

£

e

= 0,00010
0,00005
0,00000

0 20 40 60 80 100 120 140

t(s)

Figura 4. 6 Deslocamento prescrito nos nos superiores
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Para o material se considera os seguintes dados:

Tabela 4. 3 Dados do material e do modelo de dano

Omaxo = 10° Pa Sw _ 4 E =10 Pa
o
So=1-10"*m % 025
Omax,0

Para a analise da convergéncia se considerou um passo de tempo At = 0,02 segundos.
Mostram-se os resultados do deslocamento com o tempo para o primeiro ponto de Gauss do
elemento de interface (Figura 4.7), tém valores de deslocamento normal A,,, da mesma ordem
do deslocamento prescrito u(t), variando a forma devido ao processo de convergéncia. E
atingido o valor o valor de dano D, igual a 1, quando t=93,653 segundos (9,4 ciclos),

momento em que 0 material rompe.

0.00030
0.00025

0.00020

‘E' 0.00015
=

<1
0.00010

0.00005

0.00000 - ¥ ¥ u y f ¥ ¥ ! ! "
0 10 20 30 40 50 60 70 20 920 100

t(s)

Figura 4. 7 Deslocamento normal no primeiro ponto de Gauss vs tempo

Na Figura 4.8, se mostra a relacao histerética das tensdes normais T,,, com 0s deslocamentos
normais A,,, em cada iteracdo e passo de tempo, como o previsto no modelo, no primeiro ciclo
tem carregamento nao lineal e descarregamento lineal, nos demais ciclos o carregamento ao
inicio tem uma parte lineal e depois uma parte néo lineal e um descarregamento lineal, sendo
0s primeiros 2 ciclos onde os valores de tensées normais T,,, tem maior decrescimento, para

logo decrescer a valores bem menores.
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1.20E+09

1.00E+09

8.00E+08

6.00E+08

4.00E+08

T, (Pa)

2.00E+08

0:00E+00
-5.00E-05 0.00E+00 5.00E-05 1.00E-04 1.50E-04 2.00E-04 2.50E-04 3.00E-04

Ay (M)
-2.00E+08

-4.00E+08

-6.00E+08

-8.00E+08

-1.00E+09

Figura 4. 8 Relacdo histerética de tensdes normais com o deslocamento normais em

cada ciclo de carregamento

Na Figura 4.9, se mostra o valor do dano D., em relacdo com o deslocamento 4A,,, sendo que
durante o processo de carga e recarga o valor do dano se acrescenta, enquanto que na descarga
o valor permanece constante, o espécime falha quando o dano atinge o valor de 1, isso
acontece no carregamento no ciclo 9,4 como ja mencionados. Os trés pontos de Gauss

restantes, tem comportamentos iguais ao primeiro ponto de Gauss.
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n

Figura 4. 9 Evolugéo do dano no percorrido do deslocamento

APLICACAO 3: ANALISE DO EFEITO DE ESCALA EM CARREGAMENTO
MONOTONICO

S4o analisados vérios espécimes em estado plano de deformagdo conforme a Figura 4.10. E
variada a altura 2hg, 0 espécimen tem um comprimento (L) constante muito maior que altura
(2h). O comprimento da trinca é a, e estd localizada até L/3 e ao centro da altura. Na
continuacdo da trinca sdo inseridos elementos de interface, com uma lei coesiva de
Needleman (1990b). Nestes espécimes aplica-se um deslocamento prescrito, uniforme e

monotonico u, (t).

u,(t

el | l I 1 1 D

F —21 |

A o x1 Ehs
B c

) u,lt) X
J L
L/3 '

Figura 4. 10 Espécime analisado em carga monotonica variando a altura

Caracteristicas do material:
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Tabela 4. 4 Dados do material e do modelo de dano

v =034 Omaxo = 10°Pa | E = 10 Pa
8o =1%10"*m % _ o025 5_W_4
Omax,0 ’ do B

A analise tedrica é baseada no alivio de energia. No anexo B1, se apresenta uma deducdo do
efeito de escala usando o conceito da integral J com a lei do modelo coesivo de Needleman
(1990b). No anexo B2 apresenta-se uma dedugéo usando o conceito da integral J e do modelo
distribuido. As duas dedugdes sdo sugeridas em Bazant (2002).

Com o uso dos conceitos da integral J e 0 modelo coesivo discreto (Anexo B1l), se chega a
uma relagédo entre a tensdo o,, € hy (equacdo 42), que representa uma linha em escala bi

logaritmica entre a tensdo o, e & altura hy, a qual é desenhada na figura 4.12.

(1 +v)(1 = 2V) Omaxolhs (A +V)(1 = 2V) Omaxo hs

o _ J (1-v) E o J (1-vexp(1) E & ”
Omax,0

Porém o modelo numérico estabelece que enquanto o tamanho do espécime é pequeno, a
tensdo € independente do tamanho (o,2/0maxo = 1), isto € a falha segue o conceito de
analise limite falhando quando a tenséo normal o, € igual a tensdo coesiva Maxima o4y o-
No caso de especimes maiores a relagdo entre o,,/0max0 € 8o/hs S€QUE a equacdo (44),
sendo uma linha em escala bi logaritmica como é mostrado na Figura 4.12. Assim é previsto
uma dependéncia do tamanho. O ponto de transicdo entre os casos dependente a néo
dependente do tamanho, se da para h,/5,=420.25.

Apresenta-se uma outra deducdo no Anexo B2, segundo conceitos do modelo distribuido e a

integral J.

Com uso do método dos elementos finitos com elementos de interface inseridos, sé@o
analisados os seguintes espécimenes de comprimento L = 3740 §, constante, variando a

altura hg.
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Tabela 4. 5 Valores normalizados das alturas dos espécimenes analisados
(hs/60) 10 20 80 100 150 750 900

A anélise é realizado com o método dos elementos finitos e comparado com as analises

tedricas.
10
20
80
022/ max,0
1,0
150
750
0,0

Figura 4. 11 Distribuicdo de tensdes normais no contorno da trinca em varios espécimes
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Na tabela 4.6, se resume os valores de tensdo ultima calculados na ponta da trinca no

momento da propagacao.

Tabela 4. 6 Resultados das tensfes normais normalizadas na ponta da trinca para vérias alturas
normalizadas

hy/8, 10 20 80 100 150 240 750 900

022

0,9998 | 0,9999 | 0,9994 | 0,9999 | 0,9850 | 0,9100 | 0,6602 | 0,6252

Gmax,O

A Figura 4.11 mostra a distribuicdo das tensdes o;;/0max0- POde-se observar que os
espécimes pequenos tendem a falhar integralmente em todo o elemento, enquanto que o0s
espécimenes maiores apresentam concentracdo das tensfes na ponta da trinca. Desenhando 0s
pontos de tensdo normal vs altura, se obtém correspondéncia com as analises tedrica previstas,

como se mostra na Figura 4.12.

1.00000 ko — o r—
~4—Analise FEM
(WANG, SIEGMUND, 2006)
<
a —{—Presente Analise FEM
bE
~
o~
t{; Andlise Tedrica 1: Integral
J-Modelo discreto
0.10000 : : :
1 10 100 1000 10000
hs/ 8o

Figura 4. 12 Comparacéo dos estados de falha monotdnicos (tedricos e computacionais) em
funcéo da tenséo normal e a altura dos espécimes em escala bilogaritmica
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APLICACAO 4: ANALISE DO EFEITO DE ESCALA EM FADIGA

Séo analisados varios espécimes, com as mesmas caracteristicas da aplicacdo 3, com a
diferengca que o deslocamento prescrito u,(t), tem um comportamento ciclico de carga e

descarga, como se mostra na Figura 4.14.

uo(1)

X2 I
2hs

X4

ux(1)

L
Figura 4. 13 Espécimen analisado em carga ciclica variando sua altura
u,,mn.
0 te 2t 3t. 4t 5t. 6t,

t(s)
Figura 4. 14 Deslocamento ciclico prescrito de carga e descarga

Tabela 4. 7 Dados do material e do modelo de dano

tC: 20 Seg O-max‘O = 109 Pa E = 1011 Pa
8=1-10"*m U —025 ow _,
Omax,0 50
AG /¢y = 0,2 v = 0,34

Calcula-se a amplitude de deslocamento maxima u,,,,, com a condicdo AG/¢p, =0,2 e

R = 0, onde R é definido como R = Gin/Gmax

E — Gmax - Gmin _
¢O Gmax,O exp(l) 60

0.2 (45)
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Sabendo que: 0 < u,(t) < Upqy » S€ pode formar os limites de G (t), assim:

0 < EQ1-v) [u, (D)]? < EQ1-v) [tmax]?
“2(1+v)(1-2v) hy ~20+v)(1-2v) hg

E (1 - U) [umax]2
0=<6O=<yarya=zn% i, (46)
De onde:
Gmin =0 (47)
_ E(1-v) [umax]2 (48)

Gmax = 2(1+v)(1-2v) h

Substituindo (47) e (48) em (45), se obtém:

_ [0.2¢g hs (1+v) (1 —20)

Obtendo-se assim os resultados dos deslocamentos prescritos u,,,, @ medida que aumenta a

altura hg dos espécimes, como mostra-se na Tabela 4.10

Tabela 4. 8 Amplitude maximo do deslocamento prescrito para cada espécimen

hs/60 umax (m)
10 | 1,87939324-10°5

20 | 2,65786340-107°

50 |4,20245103-107°

80 |5,31572681-107°

100 |5,94316324-10"°

150 | 7,27885870-10"°

200 | 8,40490206-10~°
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hs/b Umnax (M)
240 |9,20710891-10°5

400 | 1,18863265-107*

750 | 1,62760229 -10~*

900 | 1,78294897-10~*

Logo da simulacdo do modelo nas diferentes escalas se tem:

a) Comeco da propagagéo

A propagacao comeca quando o primeiro ponto de Gauss atinge um valor de dano D, = 1, em
certo numero de ciclos, denominado ciclos de incubacdo. A quantidade de ciclos de incubacéo
€ maior nos espécimenes pequenos (no E1, N=35,5 ciclos), e vai decrescendo conforme
aumenta o tamanho até convergir em valores perto de 5 ciclos para 0s espécimenes maiores
(Figura 4.16, Tabela 4.11).

Na figura 4.15 observa-se que os picos de deslocamento normal A, no primeiro ponto de
Gauss, apresentam uma tendéncia de crescimento com o aumento do numero de ciclos, que €
mais notdrio nos espécimes grandes sendo uma caracteristica da perda de rigidez. Também o
valor do deslocamento normal maximo A, vai aumentando a medida que o tamanho do

espécime acrescenta.
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Figura 4. 15 Deslocamento normal vs nimero de ciclos em espécimes representativos
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Tabela 4. 9 Namero de ciclos de incubacdo por espécime

hs/8o Nini

(ciclos)

10 35,581

20 18,235
50 9,582
80 8,550
100 8,475
150 7,492
200 6,588
240 5.544
400 7,217
750 7,511
900 7,013

= o
Siegmand (2008
E ha/So

Figura 4.16 NUmero de ciclos iniciais para 0 comeco da propagacao
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Pode-se observar que os resultados obtidos aproximam aos do Wang e Siegmund (2006), a
ndo coincidéncia exata acontece por varios motivos: tipo de malha dos espécimes, o tamanho
de passo na convergéncia e o caso que o deslocamento prescrito € do tipo linear e do Wang e
Siegmund (2006) ¢ Sinusoidal.

b) Propagacéo da trinca

A propagacdo da trinca vai ocorrer quando os elementos de interface atinjam um dano igual a
1. O processo de falha progressiva dos elementos de interface durante o numero de ciclos tem
comportamentos diferentes a medida que se vai escalonando os espécimes, como se mostra na
Figura 4.17.

600.00
80 200 |240
500.00
—10
—20
- —50
% 400.00 —s0
100!
< —100
——150
300.00 200
240
400
750
200.00
150 900
100.00 400
i
1 750
50 J-'/ 10
7—‘
= 20 _l"J
0.00 = —_—
0 10 20 30 40 50 60 70 &0 90
N (ciclos)

Figura 4. 17 Extenséo de trinca normalizada com o nimero de ciclos, para todos 0s
espécimenes
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100 -~ 10
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N (ciclos)

Figura 4. 18 Extensdo de trinca normalizada com o nimero de ciclos, para todos 0s espécimes
obtido por Wang e Siegmund (2006)

Na Figura 4.17 se mostra a extensdo da trinca normalizada Aa/é, dependendo do ndmero de
ciclos de carregamento aplicado. Para todos os tamanhos de espécimes considerados, um
namero inicial de ciclos de incubagdo N;,; € requerido, como ja discutido. Para os espécimes
grandes hy/8, = 750 e hs/6, = 900 o periodo de incubacdo é seguido por uma fase de

extensdo com uma velocidade de crescimento quase-constante.

Para espécimes menores 100 < hy/8, < 750, inicialmente tem um comportamento como 0s
espécimes maiores com um periodo de incubacdo maior, seguido por uma fase de crescimento
de trinca, até atingir um ciclo critico N, quando ocorre a falha repentina do espécime

completo.

O terceiro grupo de espécimes menores, h; /6, < 100, apresenta um maior nimero de ciclos
de incubagdo, em seguida falham sem desenvolver nenhum crescimento gradual de trinca. A

falha é sempre por decoesédo uniforme.
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O crescimento de trinca ndo se pode calcular para espécimenes menores que hg/&, < 50,
devido ao tipo de falha é por decoesdo, portanto se estes espécimes contém uma trinca, leis

baseadas na lei de Paris ndo podem ser usadas.

Para espécimes na faixa 50 < hy/d, < 200 , a variagdo da taxa de crescimento da trinca é
prevista decrescente com o tamanho de espécimen, ou seja menor o tamanho mais rapida a
propagacdo. Esses resultados tem correlacdo com os estudos experimentais (BAZANT,
ZENEK P; SCHELL, 1993) e (BAZANT, ZDENEK P; XU, 1991). Para estes espécimes uma
lei de Paris dependente do tamanho (equacdo 2), pode ser usada para representar o

crescimento da trinca.

Para os espécimes de maior tamanho (hg/&, =750 e 900), o calculo computacional prediz a
taxa inicial de evolugdo da trinca independentemente do tamanho e também da Figura 4.17 se
pode deduzir que o valor dN /da é constante para o nivel de AG considerado. Nesta faixa a lei
de Paris é valida (equacdo 1). O célculo do crescimento da taxa da evolucdo da trinca deste

modo pode ser transferido para outros espécimes maiores.

Assim para corroborar o anterior é plotado a relacdo de rapidez de avango da trinca da/dN
com diferentes variacGes de energia AG (sendo ¢, a energia coesiva), para 0 espécime
hs/8, =750 (Figura 4.19). Resultando uma relagédo com tendéncia linear, o que valida a lei de

Paris.

160

140 >
120 i

100

80

da/dN

60
40

20

0 019 029y 03¢y 04Py 05¢; 068 07% 08
AG
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Figura 4. 19 Lei de Paris para o espécime hy/8, =750

c¢) Distribuicdo do dano e do deslocamento quando N=15,5 ciclos

Na figura 4.20, se mostra a distribuicdo do dano D, ao longo da zona coesiva quando o
numero de ciclos N=15.5 ciclos, para o espécimen intermediario hg/6, = 240 e para 0
espécime maior h,/8, = 750, a distribuicdo do dano é igual a 1 até um valor aproximado de
125 ciclos, ou seja os elementos de interface até esse valor falharam, desse ponto seguem
valores decrescentes até valores proximos de zero. Para 0 mesmo nimero de ciclos o dano
para o espécime hg/8, = 20, se mantém abaixo de 1. A simulacdo prediz que o crescimento
da trinca tipo falha progressiva s acontece nas estruturas maiores: hy /6, = 240 e hy/&, =
750. Enquanto que em estruturas menores hg/6, = 20, a falha ocorre por decoesdo

uniforme.

O mesmo comportamento acontece com a abertura de trinca (Figura 4.21). Para 0s espécimes
h/8, = 240 e hy/5, = 750, se tem que a abertura da trinca vai decrescendo gradualmente, o
que significa uma falha por crescimento da trinca e tipo falha. No enquanto que para o
espécimen hg /6, = 20, o valor é constante, ou seja a falha acontece por decoesao uniforme.

Os valores obtidos tem semelhanga com os obtidos por Wang e Siegmund (2006).

1,2

L

o 240 240 Wang e Siegmund (2006)
R o6 H 26 L 20 Wang e Siegmund (2006)

\ 20Wa&s \ =750 Presente trabalho
0,4 )40 Presente trabalho
=0 Presente trabalho

240 W&S

0,2 750 W&S \

w750 Wang e Siegmund (2006)

\
0 50 100 150 200 250 300 350 400
x/8g

Figura 4. 20 Distribuigédo do dano ao longo do comprimento da linha de elementos coesivos

quando N=15,5 ciclos
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1,2

=750 Wang e Siegmund (2006)
agc 240 Wang e Siegmund(2006)
=06
<1

== 20 Wang e Siegmund (2006)

w750 Presente trabalho

0,4

=740 Presente trabalho

=0 Presente trabalho

20 W&S
02 . — 750
, %40 W&S
750 W&S
0
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
x/6

Figura 4. 21 Distribuicao do deslocamento ao longo do comprimento da linha de elementos

coesivos quando N=15,5 ciclos

d) Distribuicéo das tensdes ao redor da trinca

Na Figura 4.22, se mostra a distribuicdo das tensdes o;,/0,,4x,0 NO decorrer do tempo (quando
0 numero de ciclos é: 0,5; 15,5 e 25,5), para o espécime maior (Figura 4.22a). A concentracao
de tensdes esta presente desde o inicio, e vai se propagando por crescimento de trinca, até que
num momento o material rompe, e a trinca se propaga tendo uma falha final do tipo decoeséo
uniforme, como se pode notar também na Figura 4.17. Para o espécimen menor (Figura
4.22b) néo se apresenta a concentracdo de tensfes na ponta, por tanto a falha sempre ocorre
por decoesdo uniforme, os resultados apresentam similitude com os resultados obtidos por
Wang e Siegmund (2006), apresentados na Figura 4. 23.
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0722 / amax,O
1,0

240
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2,0

N=255
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Figura 4. 22 Distribuicéo das tensdes normalizadas o, /0max o, 20 redor da ponta da trinca
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Figura 4. 23 Distribuigéo das tensdes normalizadas o, /0max o, 20 redor da ponta da trinca
obtidos pelo Wang e Siegmund (2006)
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5 CONSIDERACOES FINAIS

5.1 CONCLUSOES

O modelo implementado consegue representar corretamente as caracteristicas do processo de
fadiga em materiais quase frageis, isto é a degradacdo progressiva das tensdes resistentes do
material na zona de fratura de processos. Assim também € representado o efeito de escala
quando sdo variadas as dimensbes do espécime estudado, observando principalmente que a
analise em elementos finitos, com interfaces coesivas, consegue captar as variacGes e
redistribuicdes energéticas no corpo quando o mesmo é escalonado (sendo estas variagdes o

principal motivo do efeito de escala).

No caso monoténico com 0 uso das interfaces coesivas se consegue verificar o efeito de
escala ao testar a tensdo de falha Gltima para cada espécime de diferente altura. Os resultados
fecham quase coincidentes com os de Roe e Siegmund (2006), com a andlise tedrica baseada
em conceitos da integral J e 0 modelo coesivo. Também pode se notar a variagdo dos campos
de tensBes normais ao redor da trinca, sendo esta uma caracteristica do efeito de escala.

No caso de carregamento ciclico, se consegue monitorar a vida em crescimento da trinca,
desde o comeco da propagacdo até a falha final. Conforme vai se testando os espécimes com
diferente tamanho pode-se observar as caracteristicas do efeito de escala, expressas em termos

de rapidez de avanco da trinca, deslocamentos normais, tensdes e dano.

Nos espécimes menores se tem um maior nimero de ciclos de incubagdo para 0 comeco da
propagacdo, e uma rapidez de avanco de trinca também maior. Sendo que para os dois
espécimes menores a falha completa acontece pouquissimo tempo depois de atingido o
namero de ciclos de incubacdo e com uma rapidez que tende ao infinito, isto € denominada
uma falha por decoesdo uniforme. Enquanto os espécimes maiores, depois de atingido o
numero de ciclos de incubacdo tem um maior numero de ciclos de desenvolvimento até a
falha completa. Isto é uma falha progressiva. Os espécimes intermedidrios tem um

comportamento misto de avanco progressivo e falha por decoeséo uniforme.
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Esta caracteristica progressiva dos espécimes maiores apresenta uma relacdo linear entre a
abertura da trinca e 0 numero de ciclos. Também é considerado que o deslocamento prescrito
vem de considerar um valor de variacdo de energia constante (AG). Estas duas caracteristicas
fazem que estes espécimes possam ser modelados mediante a lei de Paris. Os espécimes
intermediarios também podem ser modelados mediante a lei de Paris dependente do tamanho,
mas sO na faixa de crescimento progressivo e quando exista relacdo linear entre a abertura da

trinca e o numero de ciclos.

5.2 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

O presente trabalho permitiu explorar um modelo coesivo de dano ciclico. Durante o processo
apresentaram-se novos temas de estudo. A seguir sdo apresentadas algumas sugestfes e

passos a seguir para trabalhos futuros:

e Consideracdo do modo tangencial na implementagdo do c6digo computacional, o que
permitiria ampliar o analise para casos de deslocamentos mistos. Também a aplicacédo

do modelo analisado em trés dimensdes.

e A inclusdo de outros tipos de materiais como 0s metais, em uma analise similar,

acrescentando na formulacéo de dano o dano devido & deformag&o pléstica.

e Exploracdo com mais detalhe do efeito de escala tanto em materiais frageis, cuase-

frageis e ducteis, assim como estruturas de dois materiais diferentes.

e Implementacdo de outras leis irreversiveis de dano, que permitam analisar outros
efeitos assim como o fechamento de trinca e o analise com varias trincas paralelas na

ponta.
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ANEXO A - FLUXOGRAMA DA IMPLEMENTACAO DO MODELO

O modelo é inserido na lei dos elementos coesivos, assim para cada abertura normal no ponto
de Gauss (die(nu, j,el)) é calculada uma tensdo normal a abertura (tnp(nu, j, el)), segundo
a lei coesiva de Needleman (1990b) e a lei de dano irreversivel de Roe e Siegmund (2003),

sendo nu 0 numero de iteragdo, j 0 nimero de ponto de Gauss e el 0 nimero de elemento.

A seguir apresenta-se o diagrama de fluxo para o célculo das tensfes nos pontos de Gauss na

Figura A.1 e na figura A.2 se apresenta o fluxograma do modelo de dano. O significado dos

simbolos usados nas Figuras A.1 e A.2 apresentam-se na Tabela A.1.

Tabela A.1 Legenda dos simbolos da figura 2.10 e 2.11

Simbolo Descrigcao
nu Numero de iteracao
j Numero de ponto de Gauss
el Numero de elemento de interface

die(nu,j,el)

Deslocamento normal, na iteracdo nu, no ponto de Gauss j

e no elemento el

deltacontrol(mm,j)

Valores de referéncia dos deslocamentos normais

convergidos, mm é o numero de iteracdo convergida

ci(j,el)

Contador de ciclos para um ponto de Gauss j, e um

elemento el
tn(j) Tensdo normal no ponto de gauss j
delum(j,el) Ponto de intersecdo entre a reta de carregamento e a
nova configuracdo da curva tensao normal-deslocamento
Qmax0 Tensdo coesiva maxima

damal(nu,j,el)

Deslocamento acumulado até a iteracdo nu, do ponto de

gauss j e o elemento el

delum(j,el)

Deslocamento localizado na intersecdo da reta de
carregamento e a nova configuracdo escalonada da curva

de tensdo normal-deslocamento.

Evandro Esteban Pandia Cayro (evandro.pandia@ufgrs.br)-Dissertacdo de Mestrado.PPGEC/UFRGS, 2016




tnpaso(j,el)

Ultimo valor da tensdo coesiva normal antes de comecar o

descarregamento, em cada ponto de gauss j, em cada

elemento el

paso(j,el) Ultimo valor do deslocamento normal antes de comegar o
descarregamento, em cada ponto de gauss j, em cada
elemento el

daci(j,el) Valor do dano acumulado dos ciclos anteriores

ddano(nu,j,el)

Incremento do dano no intervalo considerado, na iteracao

nu, ponto de gauss j e elemento el

Dc(nu,j,el)

Valor do dano acumulado atual

Abreviaturas da formulacéo:

f(QmaxO, die(nu, j, el)) = Qmax0 exp(1) exp(—die(nu,j,el)/8,) die(nu,j,el)/8,

delum (j,el) = =8, In[

tnpaso(j, e) 8 |
paso(j, el) Qmax0 (1 — daci(j, el)) exp(1)

abs(die(nu, j,el) — die(nu — 1,j, el)) tn(nuy, j, el) Of

ddano(nu,j, el) =

46 Qmax0 (1 — daci(j, el)) ~ Qmax0

)
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Lee:
diefnu,jel)

ci(j.el)=0 [ deltacontrol(1,j}=0 F» deltacontrolmm,j)>deltacontrolimm-1,j) F
- die{nu,j,el)=0 F v —

l L 4 ; | dam(nu,jel}=0 |
| tn(jl=famaxo,diefnu,j.el) | | tn(jl=30*flamao,die(nu,jel)) | v F l v
¢ i

|damal{nu,j_.el}:dam{nu,j,el}-rdamal{nu—l,j,el}|

l tn{j)=f(Qmax0,die(nu,j,&l)) ‘

| dam{nu,j_.el}:abs[die{vnu,j_.el}—die{nu—l,j,el}] | | dam(nu,jel)=abs[die(nu,jel}-die(nu-1,j,el)] | |tn[i}:{tnpaso{j,el}fpaso{i,el]-}*diel{nu,i_.el]-|
| damaI{nu,j_.el}:dam{nu,j,el}-l-damal{nu—l,],el}| ¢ tnpasolj,el)=tn(j
| damal{nu,],el}:dam{nu,j,el}-ﬁ-damal{nu—l,j,el}| ddano(nu,j,el)=0

| paso(j.el}=die(nu,j,el) |
. |

napal(j.el)}=nu v

| Dec(nu,jel)=auxdano(j.el) |

| auxdano(j,el)=ddano(nu,j,ell+auxdano(j,el) |

die(nu,j,el)<delum(jel] —=

|tn{i}:tnpaso{i,el}j’paso{j,el]- * die{nu,j,el}l | tn{j)=(1-daci(j,el))*f{ Qmax0, die{nu,j,el)) |

h 4 h 4
‘paso{j_.el}:die{nu,j_.el}| |paso{j_.el}:die{nu,j_.el}‘ | daminu,j,el)=abs[die(nu,j,el)-die(nu-1,j.el)] | |delum:ﬁ[tnpaso{j_.el},paso{i,el},ﬁmaxﬂ,daci{j,el}}

A 4 h 4
| tnpaso(j,elj=tn(j) ‘ |damal{nu,j,el}:dam{nu,j,el}-t—damal{nu-l,j,el}|

h J k4

> s die{nu,j,el)<0

: '
tn{j)=F(A Qman0,diefnu jel)) |

h 4
| daci(jel}=Dc{nu-1,j,el) |
Y

h 4
tnpaso(j.el)=tn(j)

=
-

[ del=cerr |

Figura A.1 Diagrama de fluxo que transforma os deslocamentos em tensdes, segundo o modelos coesivo e de dano
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DANO

¥

ddano{nu,j.el)=f(die{nu,j,el}),die(nu-1 j,el) daci{nu,j.el})

ddano{nu,j,el}=0

¥

Y
auxdano(j,ell=ddano(nu,j,el}+auxdano(j,el
V ddano(nu,j,el)<0 ! U.el) (nuj.el+ (i.el)
¥

ddano(nu,j,elj=0 ‘

v

auxdanolj,elj=ddanol{nu,j,elFauxdano(j.el)

v

Dc(nu,j.elj=auxdano(jel)

L

h

Delnu,jel)=auxdano(j,el)

Figura A.2 Parte do diagrama de fluxo correspondente ao dano
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ANEXO B - DEDUCAO TEORICA DA FORMULACAO DO EFEITO DE ESCALA

B.1 - DEDUCAO DO EFEITO DE ESCALA USANDO A INTEGRAL J

u,ft

E F 3 1 F 3 r F 3 I.D

Xa 1

E — ——— 1 X4 Ehs

B c
u,ft)

. J L
L/3 '

Figura B.1 Espécime analisado

Considerando a integral J, sobre o contorno da figura ABCDEF, se obtém:

h
s h

ou;
] = j (Wn1 —T; —‘) dx, = | Wdx, =W (2hy)
axl _hS
—hg

(B1)

Sendo n, 0 a projecdo em x; do vetor normal externo a superficie em estudo, T; os vetores
~ . du; , . . , .
tensdes de superficie e a_xl é o gradiente de deslocamento com respeito a x,, W € a energia
1

especifica de deformacéo.

W = Eo-ijgij (BZ)

Com:
0ij = Ciji €x1 » Cijri = 4 616k + 1t (661 + 6:1651) (B3)

A e u sdo as constantes de Lamé

E 2uEv

“ra+y AT ava-m (B4)

U
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Substituindo (21) e (22) em (20) e considerando que somente se tem deslocamento na direcéo

X,, resulta:

1—v E
_ 2 B5
W=1% 20+ (B5)

A deformacdo na direcdo do eixo x, é:

_ U; (t) (BG)

&g =
h

A integral /, que é igual a taxa de alivio de energia G, se pode expressar finalmente como:

E1-v)  2(u®)? (B7)
21 +v)(1-2v) hs

J@&) =61 =

No modelo coesivo de Needleman (1990b), a energia coesiva sob carregamento monotonico

é:

¢0: Umax,o exp(l) 60 (BS)

Devido a que as taxas de energia para o0 avanco da trinca, devem ser iguais:

J@®© =G = ¢ (B9)

Desta Ultima expressao se pode chegar a:

039 _ \/ (1 - V) E ¢0 \/ (1 B V) exp(l) E 60 (BlO)

(1 +v)(1 = 2V) Omaxohs (L +V)(1 = 2V) Omaxo hs

Gmax,o
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B.2 - DEDUCAO DO EFEITO DE ESCALA USANDO CONCEITOS DO MODELO
DISTRIBUIDO E A INTEGRAL J

Considerando o espécime tipico a densidade de energia de deformacéo é o2/2E. A formagéo
da trinca pode ser imaginada como uma aproximacdo da energia de deformacdo e tensdo da
area 1264351. Considerando a area 1234 como a faixa do modelo distribuido e os triangulos

246 e 153 como complementos de area a ser aliviados e com uma inclinacéo k.

e

I—} -—
5 ~
3 \\ 1 f
oY) nd,
4 272
|k

// 1
6

YYvyyyy:®
|  J

Figura B.2 Zonas de alivio de energia segundo 0 modelo distribuido

A energia total liberada é: W =W, + W,

5 0222 0222
Wl =a kbﬁ e Wz = a(nda)bﬁ

(B11)
Sendo a o comprimento da trinca total, a inclinagdo dos triangulos sombreados e d, é o
tamanho menor do agregado, n é um multiplicador da faixa do modelo distribuido em

concreto n=3, E modulo de elasticidade e b a espessura do espécime.

Assumem-se 0s extremos se encontram fixos durante o fraturamento é dizer que o trabalho da

carga externa aplicada nos extremos é zero. A taxa do alivio de energia potencial é:
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% = (Zak + Tlda)bﬁ
Devido ao requerimento de balance de energia dW /da, deve ser igual a integral /(t), achada

na equacgéo B.7 do anexo B.1.

ow
 — 3
— =J(t) (B13)

0%  E(l—-v) 2 ()
Qak +ndd)bor = o0 d—zy  h

Ordenado os termos se pode chegar a expressdo B14, onde se observa uma dependéncia do

valor de tensdes normais o,, com a altura h, e 0s deslocamentos prescritos u, (t).

[ Ea-v 26 1 a1
022 = j(1 VA =20 (2ak +ndy) by 2O (B14)

Assim a equacdo B.14, se observa uma relagéo de efeito de escala entre a tensdo normal o, e
a altura hg, mas que também depende do deslocamento prescrito u,(t). Assim considerando
valores tipicos o concreto e valores monotonamente crescentes para o deslocamento prescrito
u,(t) (como se mostram nas tabelas B.1 e B.2), pode-se ajustar uma curva continua que
representa o efeito de escala para os espécimes analisados desde 0os pequenos até 0s maiores

como é mostrado na Figura B.3.

Tabela B. 1 Dados do material para o efeito de escala para a equagao 40
n=3 d, = 0,0035 E =10 Pa

a=0,11566 m ¢r =0,01 k=13

Tabela B. 2 Deslocamento prescrito monotonico u, (t)
u,(t) m | 0,0001 | 0,00015 | 0,0002 | 0,0003 | 0,0004 | 0,0005 | 0,0006 | 0,0007
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1.00000 b = o
=—4=—Analise FEM
(WANG,SIEGMUND,2006)
o —i—Presente Analise FEM
bE Analise Tedrica 1: Integral
= I-Modelo discreto
(8
© Anadlise Tedrica 2: Integral
J-Modelo Distribuido
0.10000
1 10 100 1000 10000
hs/ 6o

Figura B. 3 Comparagdo dos estados de falha monoténicos (tedricos e computacionais) em
funcéo da tensdo normal e a altura dos espécimes em escala bilogaritmica

Pode se observar que com os dados assumidos pode-se ajustar uma curva nao linear (Analise

Teorica 2) que aproxima por perto os analises feitos anteriormente.
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