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Resumo

O conceito de limite ¢ a base para qualquer aluno de um curso superior que faga a
disciplina de célculo, portanto deveria haver uma énfase especial na sua aprendizagem por parte
de professores e alunos. Na sala de aula a énfase ¢ dada sobre a defini¢cdo formal e sobre a forma
que ela é apresentada nos livros de calculo.

Neste trabalho foi feita uma pesquisa sobre a natureza do conceito de limite junto com
uma reflexdo sobre o que ¢ um conceito. Houve uma pesquisa para entender quais 0os mecanismos
cognitivos que estdo envolvidos quando um sujeito atua sobre um problema que envolve tal
conceito. Buscaram-se elementos de apoio para a investigagdo no processo historico de
desenvolvimento deste conceito matematico e € preciso destacar a importancia deste processo
para desenvolver objetos digitais interativos que pudessem ser utilizados em experimentos
desenvolvidos para entender os mecanismos cognitivos deste conceito.

De modo paralelo ao estudo da historia do conceito e seus antecedentes houve um outro
estudo sobre objetos digitais interativos e as possibilidades de utiliza-los na investigagao dos
mecanismos cognitivos. A teoria escolhida para a andlise epistemoldgica do conceito foi a
Epistemologia Genética de Jean Piaget, especificamente a teoria relativa a relagdes e operagdes
infraldgicas, logicas e ao pensamento formal.

Na investigacdo realizada foi utilizado um problema como desequilibrio inicial. Este
forneceu o ponto de partida para questionar as certezas e dividas do sujeito de forma a investigar

0s mecanismos cognitivos que formam o conceito de limite e do continuo numérico.

Palavras-chave: Limite. Conceito. Objetos Digitais Interativos. Rela¢des Infralogicas.

Relagdes Logicas. Pensamento Formal. Epistemologia Genética.
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Abstract

The concept of limit is the basis for every student accessing the college and needs study
calculus, therefore it should be an emphasis about its learning from students and teachers. At the
classroom the emphasis is on the formal definition and over the way it is presented at the books
of calculus.

On this work a research was carried on and it was about the nature of concept of limit
together with a reflexion about what is a concept. There was a research for understanding the
cognitive mechanisms related when um individual acts on a problem with that concept.

There was a search for elements, in the historic development, that supported the
investigation about that mathematic concept and is necessary to regard the importance of that
process for the design of interactive digital objects that could be used in experiments designed for
understanding the cognitive mechanism related to the concept of limits.

In a parallel with the study about the history of limit concept and his ancestors there was
another study about interactive digital objects and the possibilities for using that in the
investigation of cognitive mechanism. The theory to be used in the analysis was The Genetic
Epistemology of Jean Piaget, especially the section about infralogic and logic relation and
operations and the formal thinking.

In this work it was used a start problem that supplied the beginning point to argue the
certainties and doubts of the subject in a way to investigate the cognitive mechanisms that form

the limit concept and the numeric continuum, its basis.

KEYWORDS: Limit. Concept. Interactive Digital Objects. Infralogic Relations. Logic

Relations. Formal Thinking. Genetic Epistemology.
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1 - Apresentacio

O aprendizado do conceito matematico de limite apresenta diversas dificuldades,
conforme o autor pdde comprovar em sua experiéncia como professor de calculo de curso
superior da area de exatas. Em geral ha um baixo desempenho. Dado este problema, que ¢
cronico no ensino superior, pode-se questionar sobre o desenvolvimento de processos e métodos
que permitam investigar tais dificuldades de aprendizagem do conceito de limite, que ¢
fundamental para o aprendizado de derivada e integral? Que inovagdes introduzir no curriculo
para melhorar a aprendizagem deste conceito? Este trabalho tem como objetivo contribuir para
responder a primeira pergunta, pois o conhecimento de como acontece a aprendizagem de limite
pode permitir mudangas. A segunda pergunta demanda novas investigacdes que podem ser feitas
em outros trabalhos de pesquisa.

Existem estudos relativos a aprendizagem do conceito de limite dentro do calculo,
considerando que a histéria dos dois se confunde, como ¢ possivel verificar nos trabalhos
publicados em (Tall, 1991) e (Brolezzi, 1996). No livro organizado por Tall sobre o pensamento
matematico avangado (aquele que trata com definicdes formais e deducdes) ha os relatos e
trabalhos de investigacdo sobre conceitos matematicos relativos a limite (Vide Anexo F), anélise
(Michele Artigue), e sobre o pensamento matematico avangado e o computador (Ed Dubinsky e
David Tall). No trabalho de Brolezzi ha um estudo sobre a oposicdo entre o discreto € o continuo
na historia da matematica e como isto influenciou a constru¢ao conceitual do calculo. Ha também
os trabalhos sobre o estudo do uso de ambientes informatizados para a aprendizagem de calculo
conforme pode ser visto em Lima (2004) e Sauer (2004). Estes dois tltimos dao énfase na andlise
de processos de aprendizagem de conceitos de calculo dentro de um contexto de trabalho em um
ambiente informatizado.

Em geral, o conteudo relativo aos estudos de limite em sala de aula segue os livros textos
de calculo, nos quais os conceitos sdo apresentados de maneira formal, seguindo uma ordem
dedutiva. Entretanto (Tall, ibid, pag. XIV):

“... ha um grande abismo entre a maneira como as idéias envolvidas
em matematica avancada sdo construidas cognitivamente e apresentadas
em uma ordem dedutiva. Isto nos adverte que simplesmente apresentar
uma teoria matematica como uma seqiiéncia de defini¢des, teoremas e
provas (como acontece em um curso universitario tipico) podem mostrar



a estrutura logica da matematica, mas falha no objetivo de permitir o
funcionamento psicolégico da mente humana em desenvolvimento”.
(Traducao do autor).

Considerando esta diferenca entre o processo cognitivo do aluno e a forma como o
conteudo relativo a limite ¢ apresentado em livros textos e em sala de aula o autor deste trabalho
pensou em desenvolver uma pesquisa, na qual o computador pudesse ser utilizado como uma
ferramenta para investigar e evidenciar os mecanismos cognitivos envolvidos na construgao deste
conceito matematico. Neste processo de investigagdo o computador serd uma importante
ferramenta sob dois aspectos. O primeiro aspecto considera a constru¢do de objetos digitais que
permitam a criacdo de situagdes que evidenciem a constru¢do conceitual de limite. O segundo
aspecto considera o computador como ferramenta de registro deste processo de modo que se
possam reconstruir os procedimentos realizados pelos sujeitos na interagao com objetos digitais.
A teoria utilizada como ferramenta de suporte para a analise dos mecanismos cognitivos relativos
ao conceito de limite foi Epistemologia Genética de Jean Piaget. Em (Piaget, 1993) sdo
apresentados os resultados sobre as nogdes que envolvem o conceito de continuo em criangas.
Este conceito ¢ fundamental pra o conceito de limite e esses estudos foram considerados na
construcdo da investigagdo proposta no presente trabalho.

Através da construcdo deste conceito pode-se pensar em intervengdes no processo de
ensino/aprendizagem, inclusive utilizando o computador como ferramenta que possibilite a

melhoria da aprendizagem.



2 - Justificativa da Pesquisa
Segundo Cornu em (Tall, ibid.,, pag. 153) o conceito de limite ¢ uma nocdo
particularmente dificil, tipica do pensamento necessario em matematica avangada. Uma das
dificuldade em ensinar e aprender este conceito esta nao s6 na sua riqueza e complexidade, mas
também na extensdo de que os aspectos cognitivos ndo podem ser gerados puramente da
definicdo matematica.
Cornu, conforme (Tall, idem, pag. 153), estudou o desenvolvimento conceitual de limite e
apontou quatro obstaculos epistemoldgicos (Bachelard, 1938) para aprendizagem deste conceito:
e A impossibilidade de estabelecer a ligacdo entre o geométrico € o
numérico;
¢ A nogdo de infinitamente grande e infinitamente pequeno;
e Aspecto metafisico da nogao de limite e

e A duvida se o limite ¢ atingido ou ndo.

Estes obstaculos se apresentam ainda hoje quando os estudantes se defrontam com o
estudo do conceito de limite.

Além destas consideragdes anteriores, como aluno de licenciatura em matematica na
Universidade Federal do Amazonas e professor de Calculo I no Centro Federal de Educagao
Tecnoldgica do Amazonas o autor constatou as dificuldades que o aluno enfrenta nesta
disciplina dos cursos de ciéncias exatas. A forma como o conceito de limite ¢ apresentado aos
alunos nos livros de matematica e em sala de aula, quando o professor faz uma exposicao da
definicdo, apresenta alguns exemplos, teoremas e logo apds faz uma série de exercicios. Um
questionamento que o autor fez, ao longo dos anos como professor de calculo, foi o de como
auxiliar os alunos a aprenderem um conceito considerado dificil e como utilizar os recurso da
informatica utilizando programas como o Cabri-Géometre Il e Mathcad no auxilio as disciplinas
ministradas. Entretanto, o uso do computador, apesar de aumentar a motivagdo dos alunos e
demandar mais tempo no preparo de atividades, nao garantiu melhora no aprendizado. Faltava o
conhecimento sobre os mecanismos cognitivos envolvidos no aprendizado de matemadtica e em
especial no conceito de limite usando o computador. Uma investigacido que permita evidenciar

o processo de construcao de tal conhecimento ¢é a justificativa deste trabalho.



Neste estudo do processo de construgao do conceito de limite o autor deste trabalho teve
que fazer uma investigacdo dos fundamentos do célculo e tentar entender como, desde os gregos,
se pensava ao tentar achar a drea, por exemplo, do circulo, ou seja, como se pensava a
matematica. Pesquisando estes fundamentos do pensamento da matematica em (Davis, 1986, pag.
371) ficou evidenciado, para o autor, que a analise matematica obtinha seu significado e
legitimidade através de suas ligagdes com a geometria (e a intuigdo geométrica), que tinha entao
como expressao somente a geometria euclidiana. No século dezenove aconteceram alguns fatos
que abalaram esta confianca:

e A descoberta de geometrias ndo-euclidiana, mostrando que havia mais de
uma geometria imaginavel;

e O desenvolvimento da andlise de tal maneira que ultrapassou a intui¢ao
geométrica (descoberta de curvas que enchem o espago e curvas continuas

que nao tém derivada em nenhum ponto).

Ainda, segundo Davis, a perda da certeza na geometria implicou na perda de toda certeza
no pensamento humano. Como resposta, a este problema, os matematicos do século dezenove
liderados por Dedekind, Cantor e Weierstrass, passaram da Geometria a aritmética como
fundamento para a matematica. Para realizar tal tarefa cada um deles apresentou uma construcao
do continuo linear (sistema dos numeros reais) para mostrar como este continuo podia ser
construido a partir dos inteiros 1, 2, 3... Nos trés métodos foi necessario usar algum conjunto
infinito de nimeros racionais para definir ou construir um nimero real. Com este esfor¢o de
reduzir a andlise e a geometria a aritmética, introduziram-se conjuntos infinitos nos fundamentos
da matematica. Cantor desenvolveu a Teoria dos conjuntos e parecia que a idéia de um conjunto,
como uma colecdo arbitraria de objetos distintos, era tdo simples e fundamental que poderia ser a
base para construir toda a matematica. A teoria dos conjuntos era confundida com a prépria
logica, por exemplo, a relagdo de inclusdo entre dois conjuntos B incluindo A, pode ser uma
implicacdo “se A, entdo B”. Desta forma parecia que a logica (leis fundamentais da razio)
poderia ser a base para toda a matematica. Assim, Russel ¢ Whitehead procuraram mostrar em
seus Principia Matematica que toda a matematica ¢ somente uma elaboracdo das leis da logica.

Como toda a matematica pode ser reduzida a teoria dos conjuntos, devem-se considerar os



fundamentos da teoria dos conjuntos, mas Russel descobriu que a no¢ao de conjunto possui
armadilhas, sdo contradi¢cOes, chamadas de antinomias. A mais famosa delas é o Paradoxo de
Russel (veja anexo B, Definigdes Matematicas). Este paradoxo e outras antinomias mostraram
que a logica intuitiva podia conduzir a contradigdes. Estas estdo associadas a “crise dos
fundamentos”, que teve como resposta trés solucdes (Davis, op. cit. pags. 374-380):

1. A tentativa do “logicismo”, a escola de Frege e Russel, que procurou achar uma
reformulacdo da teoria dos conjuntos que pudesse evitar o paradoxo de Russel e salvar o projeto
de Russel-Frege-Whitehead que baseava toda a matematica nos alicerces da logica.

2. A tentativa do Construcionismo — foi originada com o topdlogo holandés L.E.J.
Brouwer, em torno de 1908. Segundo Brouwer os nlimeros naturais nos sdo dados por uma
intuicdo fundamental, que ¢ o ponto de partida de toda a matematica. Ele afirmava que toda a
matematica deveria estar baseada construtivamente nos nUmeros naturais. Os objetos
matematicos sao dados por uma constru¢ao, em um numero finito de procedimentos, partindo dos
niimeros naturais.

3. A tentativa do Formalismo, desenvolvida por David Hilbert, cujo projeto tinha trés
passos:

¢ Introduzir uma linguagem formal e regras formais de inferéncia suficientes
para que toda “demonstragdo correta” de um teorema classico pudesse ser
representada por uma dedugdo formal, partindo dos axiomas, com cada
passo mecanicamente verificavel.

e Desenvolver uma teoria das propriedades combinatorias desta linguagem
formal, considerada como um conjunto finito de simbolos sujeitos as
permutacdes e reajustes, conforme permitido pelas regras de deducdo
(metamatematica).

e Demonstrar, por meio de raciocinios puramente finitos, que uma
contradi¢@o, ndo pode ser deduzida dentro deste sistema.

Na busca pela certeza em matematica o golpe final veio com Gddel, que 1930, com os
seus teoremas da imperfei¢do mostraram que o projeto de Hilbert era irrealizavel, ou seja, que
qualquer sistema formal consistente suficientemente forte para conter a aritmética elementar seria

incapaz de demonstrar sua propria consisténcia.
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Piaget, em (1976/2, pag. 1-28) faz um estudo sobre o objeto e os métodos da logica, e,
nesta andlise, ele aborda as relacdes entre a ldgica e a matematica, no qual ele aponta as trés
escolas de pensamento, que sdo ligadas as trés tentativas, ja relacionadas acima, de solucdo a
“crise dos fundamentos” da matemadtica. Em sua conclusdo ele recusa as trés visdes (logicismo,
construcionismo/intuicionismo e formalismo) e aponta uma quarta visao, que seria concebendo as
estruturas logicas e matemadticas sendo parcialmente separadas, mas constituindo uma parte

1133

comum por assimilagdes reciprocas e ndo mais em sentido unico. Para Piaget “““... a logica ndo se
‘aplica’, pois, de fora, a matemadtica: ela lhe ¢ parcialmente incorporada ¢ se acha assim
generalizada em l6gica matematica. “Inversamente, a matematica nao se reduz tampouco a
légica, mas a completa e a modifica num processo de troca continuo”. Ele afirma que a
assimilacdo reciproca entre a ldgica e a matematica ¢é especialmente clara no terreno da
quantidade e que a quantificagdo logica, com freqiiéncia, reduz-se apenas as relagdes de parte ao
todo e de complementaridade (quantidade intensiva), enquanto as estruturas matematicas
supdem, além disso, uma relagdo quantitativa entre as proprias partes dos conjuntos (quantidade
extensiva). E possivel construir estruturas logicas sem fazer apelo 4 matematica (classificagdes)
e, inversamente, ha um conjunto consideravel de estruturas matemadticas que ultrapassam a
quantidade logica. Entretanto, as estruturas intensivas estdo incluidas no seio da matematica (em
teoria dos conjuntos) e ¢ possivel estabelecer relagdes sempre mais estreitas entre as estruturas
comuns a logica e a matematica (inclusdes e complementaridades) e as estruturas extensivas
(correspondéncias entre elementos, etc.) sem que se possa pensar em separacao pura e simples
das duas.

No presente trabalho o autor procura identificar, além das estruturas logicas e
matematicas, as estruturas infraldgicas, relativas as vizinhangas e distancias espaco-temporais,
abordadas no item 6.2. Haverd uma tentativa de entender a relagdo destas estruturas, pelo menos
em termos de mecanismos cognitivos, com aquelas l6gico-matematicas, sendo que o estudo das
relagdes entre estruturas logicas e matematicas ja foi abordado por Piaget e suas conclusdes sobre
a relagdo entre as estruturas logicas e matematicas sao apresentadas no Anexo G - Consideragdes

de Piaget: a relagdo entre classes e numeros inteiros.
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3 - 0O Problema

Alguns conceitos, tais como o de limite, ndo estdo presentes no contexto do cotidiano dos
estudantes e também ndo se configuram em objetos tangiveis do mundo material, o computador
podera ser uma ferramenta importante nesta investigagao? Encontramos recursos na informatica
que possam aportar novas solu¢des? Novos recursos do mundo virtual estdo sendo desenvolvidos
em educagdo, sdo os objetos digitais de aprendizagem.

O principal problema de investigag@o neste estudo € o seguinte:

Que objetos digitais e como utiliza-los para investigar o desenvolvimento de
mecanismos cognitivos presentes no processo de construcio do conceito matematico de
limite (de uma fun¢do com dominio e imagem no conjunto dos reais) em aprendizes?

Ao longo do desenvolvimento do trabalho outros problemas, relacionados com o
principal, foram investigados:

e Quais as diretrizes pra conceber objetos digitais que possam ser utilizados
no processo de aprendizagem de limite?

e Fatos e aspectos histéricos relativos ao conceito de limite devem ser
considerados na construcao de objetos digitais voltados pra a aprendizagem
ou investigagao deste conceito?

e Como evidenciar mecanismos cognitivos nas condutas presentes numa

construgdo conceitual do sujeito aprendiz?
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4 — Objetivos

O objetivo principal deste trabalho ¢ utilizar o computador para investigar e tentar
identificar os mecanismos cognitivos envolvidos na constru¢do do conceito matematico de limite
na aprendizagem com o uso de objetos digitais interativos. Neste processo de investigacdo o
referencial tedrico utilizado foi a Epistemologia Genética de Jean Piaget.

A necessidade de atingir o objetivo principal envolve a atengdo em outros objetivos
secundarios e a0 mesmo tempo importantes para os resultados deste trabalho de pesquisa:

e C(ritérios para a elaboracdo e uso de objetos digitais de aprendizagem
voltados para a aprendizagem matematica;

e Realizacdo de uma pesquisa historica do conceito de limite e
aproveitamento dos obstaculos epistemologicos surgidos no processo de
desenvolvimento deste conceito na Matematica, para a construcdo de
objetos digitais, que contemplem os aspectos cognitivos, historicos e as
possibilidades que o objeto digital pode oferecer;

e Elaboracdo de uma metodologia baseada na Epistemologia Genética de
Jean Piaget que permita evidenciar os mecanismos cognitivos relativos a

constru¢ao do conceito de limite.
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5 - A Historia da no¢ao de limite e no¢oes correlatas

Esta parte do presente trabalho serd destinada a um estudo do conceito de limite, seu
desenvolvimento ao longo da histéria, dos conceitos que tiveram alguma influéncia na sua
formacgdo e a uma tentativa de construir a relacdo deste conceito com as operacdes infralogicas,
que ja foram abordadas anteriormente.

O conceito do limite como o conhecemos nos livros de calculo e matematica do ensino
médio ¢ apresentado sob a forma de uma sentenca que relaciona grandezas. Vejamos alguns

exemplos:

“Seja f uma funcao real de variavel real e seja a, a€ R, tal que exista uma vizinhanga reduzida de
a contida no dominio de f. O limite dos valores f(x) para x tendendo a a é o niumero real L se, e

somente se, para qualquer real positivo €, existe algum real positivo 9, tal que:

"0<|x-a|<0do—|f(x)-L|<e” (Paiva, 1995. pag. 397)

“Seja f uma fungdo definida para todo numero em um intervalo aberto contendo a exceto
possivelmente no proprio a. O limite de f(x) quando x tende a a serd L., escrito como:

limy,, f(x)=L

se a seguinte afirmativa for verdadeira:

“Dado £>0 qualquer, existe um 6 > 0, tal que se 0<|x -a|<dentdo | f(x) - L | <¢”

(Leithold, 1994, pag.58).

Os exemplos apresentados sdo relativos a funcdes, mas a definicdo de limite para
seqiiéncias de nimeros reais possui 0 mesmo raciocinio envolvendo a relagdo entre vizinhangas
representadas por épsilons e deltas.

Para que este conceito chegasse a tal estado de formalismo matematico deve-se perguntar:
quais foram as construgdes tedricas que tiveram de serem realizadas por nossos antepassados?
Tal constru¢do comeca com os gregos e tem relacdo com a crise dos incomensuraveis, com a
idéia de numero, de continuo ¢ com os célculos da area de figuras geométricas. Em (Piaget,

1993) foi apresentado um estudo, no qual as no¢des de continuo, espago, vizinhanga e outras
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necessarias ao conceito de limite foram estudadas junto a criangas com idades ate mais ou menos

12 anos.

5.1 Antecedentes historicos
5.1.1 Os gregos

Segundo Brolezzi (1996, pag. 20) a crise dos incomensuraveis (que aconteceu em 420 a.C.
e evidenciou a existéncia de numeros irracionais) ¢ considerada de grande importancia para o
estudo da evolugdao da Matematica, e, mais especificamente, para a evolugao da idéia de niumero.
Para a compreensao do alcance dessa descoberta ¢ preciso ter em mente dois conceitos basicos da
visdo matematica pitagorica: o conceito de numero e a idéia de razdo. Os pitagéricos, ndo
consideravam niimeros nem O zero nem O um, nem outras combina¢des nado-naturais, como
numeros fracionarios, etc. Para os pitagdricos, quaisquer duas grandezas seriam comensuraveis,
bastando encontrar a unidade de medida compativel com ambas. Depois da crise dos
incomensuraveis, surgiu outra grande polémica entre os filosofos pré-socraticos. Segundo Boyer
citado por em Brolezzi, (ibid, pag. 22) o problema da incomensurabilidade entre magnitudes
gerou algumas concepgdes polémicas acerca da natureza do mundo fisico, como a doutrina
atomistica, defendida por Demdcrito, que propunha a existéncia do infinitamente pequeno
compondo o ser das coisas. Democrito, no século quinto a.C., foi o primeiro matematico grego a
determinar o volume da pirdmide e do cone. Ele generalizou a maneira de determinar o volume
para piramides de base poligonal qualquer. Para obter o volume do cone, bastava uma inferéncia
natural obtida pelo aumento, repetido indefinidamente, do nimero de lados do poligono regular
formando a base da piramide. Segundo, Boyer (pag. 21) aparentemente, ele foi o primeiro a
falar de infinitesimais, ¢ a considerar a possibilidade de trabalhar com o infinitamente pequeno, a
fim de recompor o todo, como no caso de utilizar ldminas circulares infinitamente finas para
calcular o volume de cilindros e cones, antecipando-se assim ao teorema de Cavalieri, nesses
casos. Segundo Davis (1986, pag. 273) um infinitésimo “¢ um nimero maior que zero € que, no
entanto, permanece menor do que 1, por exemplo, ndo importa quantas vezes (em numero finito)

for adicionado a si proprio”.
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Entretanto a teoria dos infinitesimais de Demdcrito e seus seguidores foi combatida por
outra escola filosofica, nascida em Eléa (Magna Grécia), pelo influxo das idéias de Parménides.
Esta escola chamava a ateng¢do para os paradoxos e contradi¢des existentes na concepcdo do
mundo fisico como composto por particulas infinitamente pequenas e indivisiveis. Propunha, em

substituicao, considerar a imutabilidade e unidade essencial do mundo fisico.

Zeno de Elea propds quatro paradoxos (da Dicotomia, de Aquiles e a Tartaruga, da Flecha e
o do Estadio) que trouxeram controvérsias quanto a no¢ao de movimento e velocidade. Segundo
(Boyer, 2001. pag. 52) os paradoxos de Zeno parecem ter influenciado profundamente o
desenvolvimento da matematica grega, e talvez tenha relacio com a descoberta dos
incomensuraveis. Para Boyer a Matematica adquiriu outra configuracdo apos Zeno. Em Os
Elementos, escrito por Euclides cerca de 300 a.C., as grandezas passaram a ser associadas a
segmentos de reta e ndo mais a nimeros ou pedras. Segundo ( Boyer, 2001, pag. 53). O reino dos
numeros continuava a ser discreto, mas o mundo das grandezas continuas era algo a parte e devia
ser tratado por métodos geométricos. Isto contribui pra o desenvolvimento da Algebra
Geométrica, que resolvia problemas aritméticos ou algébricos lidando diretamente com grandezas
continuas, realizando todas as operagdes sem necessidade de referéncia direta a numeros ¢ suas
representagdes. O reflgio na algebra geométrica esta registrado principalmente no Livro II de Os
Elementos de Euclides (Brolezzi, op.cit., pag.24) e a obra de Euclides representa o inicio da
busca que resultard no Calculo Diferencial e Integral. Esta obra retine toda a elaboracdo grega dos
séculos anteriores, e registra 0 momento em que os pesquisadores comecam a se voltar para a
possibilidade da exploragdo da continuidade ¢ da geometria em termos de analise algébrica,
interessando-se mais por métodos de redugdo como o método de exaustdo de Eudoxo. Segundo
(Maor, 2003, pag. 66) os gregos nao desenvolveram o calculo por duas razdes: o mal-estar dos
diante do infinito - chamado horror infiniti - e o fato de que eles ndo possuiam a linguagem da
algebra. Brolezzi (ibid p.25) observa que para Euclides a razdo ndo era um ndmero no sentido
aritmético abstrato, e o tratamento dado aos irracionais em Os Elementos é totalmente

geométrico.

O préximo passo no caminho até o conceito de limite pode ser registrado quando os gregos

idealizaram o método da exaustdo. Eudoxo desenvolveu o seu Método da Exaustdo, que se
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baseia num principio que ficou conhecido como Postulado de Arquimedes. O enunciado desse
axioma ¢ dado por Euclides X, 1, dizendo que, dadas duas grandezas diferentes (ambas nao
nulas) (Boyer, 20021, pag. 63) : “Se de uma grandeza qualquer subtrairmos uma parte néao
menor que sua metade e do resto novamente subtrair-se ndo menor que a metade e se esse de
subtracdo € continuado, finalmente restard uma grandeza menor que qualquer grandeza da
mesma espécie . (Neste enunciado ja podemos ver a expressao “menor que a grandeza dada”
significando-se que se pode obter uma grandeza tdo pequena quanto se queira, mostrando uma
relacio com o conceito formal de limite que temos hoje). Nesta definicdo foi excluido o
infinitesimal de todas as demonstragdes geométricas dos gregos. Além disso, ela permite
raciocinar sem ultrapassar a compreensao intuitiva clara, pois Eudoxo ndo propde ir até o infinito
para de fato atingir o limite, mas apenas afirma que se pode chegar a uma grandeza tdo pequena
quanto qualquer outra dada. Esta defini¢do se aproxima do conceito de limite, pois a diferenca
entre o método de exaustdo e o limite do Calculo Diferencial e Integral reside apenas no fato de
0s gregos nao realizarem essa passagem ao infinito, pois ndo tinham nog¢do de um continuum
aritmético. Mas o tipo de argumentagdo € o mesmo, tanto no caso do atual limite quanto no

método de exaustdo geométrico.

O préximo conceito relativo a limite € o de indivisiveis, ele foi usado por Arquimedes (287-
212 a.C.) para calcular 4 area sob a parabola. Conforme Heath apud Brolezzi (ibid pag. 28) em
sua obra O Método, Arquimedes chega ao resultado de que um segmento parabdlico ¢ 4/3 do
tridangulo de mesma base e vértice (o vértice do segmento ¢ o ponto a partir do qual a
perpendicular a base ¢ maior). Arquimedes considerou que superficies sdo constituidas por retas..
Parece que os considerava como indivisiveis, pois chegava a muitos resultados pelo método da
balanga, usando o principio do nivelamento como quem estivesse pesando mecanicamente uma
colecdo de laminas finas ou de fitas de algum material pesado. Apo6s obter um resultado pelo seu
método mecanico, demonstrava-o pelo método da exaustao. Para provar o resultado obtido para a
area sob a curva da parabola, Arquimedes inscreve no segmento parabolico um triangulo de area
A, tendo a mesma base e vértice que o segmento, e mostra que a area do segmento parabdlico
tem ¢ (4/3)A. Dentro de cada um dos segmentos menores tendo os lados do tridngulo como base,
ele inscreve triangulos similares. Prosseguindo da mesma forma, ele obteve uma série de

poligonos com um numero crescente de lados. Ele demonstrou que a area do n-ésimo poligono ¢
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dada pela soma de uma série. Arquimedes ndo achou o limite da série, apenas encontrou a soma
dos n termos e acrescentou o restante, que pode ser feito tAo0 pequeno quanto quisermos.
Arquimedes ndo usa a nogdo de limite e sim o principio da exaustdo, o qual permite considerar
que a area do segmento parabdlico ndo podia ser nem maior nem menor que o valor obtido,
(4/3)A. Brolezzi, (ibid pag. 29), comenta que para definir (4/3)A como a soma de uma série
infinita, Arquimedes precisaria valer-se de um conceito geral de nimero real, o qual ndo estava
disponivel em sua época. Faltava a Arquimedes a nog¢do de passagem ao limite, pois ele
partilhava com os gregos do chamado horror ao infinito. Como conclui Boyer citado por Brolezzi

(ibid 29), é incorreto imputar a Arquimedes as idéias expressas na integral e na derivada.

5.1.2 Newton Leibniz

O uso de infinitésimos teve o seu pleno florescimento, conforme (Davis, 1986. pag. 275)
nas geracoes apos Pascal: Newton, Leibniz, os irmaos Bernoulli (Jakob e Johann) e Leonhard
Euler. Segundo Davis (ibid. pag. 276) Newton tentou evitar o infinitésimo, em seu Principia
Mathematica. Resultados que tinham sido achados por métodos infinitesimais sdo apresentados

de uma maneira euclidiana e finita.

Newton trabalhava com quantidades variaveis que tinham um significado baseado na nogao
de movimento continuo, considerando-as fruto do movimento continuo de pontos, retas e planos.
Segundo Boyer citado por Brolezzi (supra. pag. 30) ele ndo considerava as varidveis como
agregados de elementos infinitesimais e em seu trabalho fazia referéncia aos infinitésimos, mas
foi removendo qualquer referéncia a eles ao longo do trabalho, até chegar a considerar que
quantidades matematicas nao deveriam ser constituidas por momentos ou partes muito pequenas,
mas sim como descritas pelo movimento continuo. Newton preferia usar velocidades, que
também chamava de movimentos, mutacOes, ou fluxdes de quantidades e referia-se ao seu
Calculo como o Método das Fluxdes. A fluxdo é uma velocidade finita, € ndo uma quantidade
infinitamente pequena. As variaveis eram todas consideradas como quantidades fluentes. Os
conceitos mecanicos e cinematicos, usados para expressar as variaveis, em linguagem de hoje,
seria 0 mesmo que considera-las em fungdo do tempo. Para Newton o conceito fundamental do

Calculo é eminentemente cinematico, e a idéia central ¢ a de fluxao x, vetor velocidade de x, ou
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taxa de mudancga da varidvel, que ¢ a decomposi¢ao no eixo x do vetor velocidade do ponto. Em
seu Principia Mathematica Newton reconheceu a necessidade do limite, embora ndo o tenha
usado em seu trabalho. No comego do livro I do Principia ele tentou dar uma formulagdo precisa

do conceito de limite.

Segundo Baron, citado por Brolezzi (ibid.pag. 31), para Leibniz a visualizagao do Calculo
se da de forma estatica: “Leibniz considerava as variaveis como percorrendo sequéncias de
valores infinitamente proximos. No seu Célculo ha pouco uso de conceitos de movimento™.
Leibniz utilizou os diferenciais infinitamente pequenos, ¢ tecia sobre eles analogias, buscando
uma visualizacdo do Calculo através de consideragdes discretas, através do diferencial. A
diferencial de uma variavel y ¢ a diferenca (dy) entre dois valores consecutivos de y em uma
seqiiéncia de niumeros infinitamente préximos. Os valores tinham de ser infinitamente pequenos,
para obter a reta tangente a curva no ponto (Xo,yo) dado. Para cada ponto (X,y) na curva podemos
formar o “tridngulo caracteristico” dx, dy, ds (ds ¢ a diferencial do comprimento do arco s). Se o

segmento de reta ds, infinitamente pequeno, for prolongado, formara a tangente a curva em (X,y).

O quadro seguinte apresenta uma comparagdo entre a forma que Newton e Leibniz

entendiam os problemas que envolviam o célculo da tangente de uma reta em um determinado

ponto.

Newton Leibniz

Quantidades variaveis Eram fruto do movimento | Percorrem  seqiiéncias  de
continuo de pontos retas e | valores infinitamente proximos
planos. Foram chamadas de
quantidades fluentes.

nfinitésimos ez referéncias a este | Julgava necessarios 0s

Infinit F it te | Jul
conceito, que foi abandonado infinitésimos, e tecia sobre eles

analogias,  buscando  uma

visualizagdo do Calculo através

de considera¢des discretas,
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através do diferencial

r

Principal Conceito Fluxdo — ¢ uma | a diferencial de uma variavel y
velocidade finita ¢ a diferenga (dy) entre dois

~ valores consecutivos de y em
Fluxdo de x. Vetor y

. uma seqiéncia de numeros
velocidade de x ou taxa de q

., . infinitamente préximos
mudanca da variavel. E a p
decomposicdo no eixo x do

vetor velocidade no ponto.

Diferenciacao/fluxao Tomar fluxdes | a diferenciacdo associava uma
significava  associar  uma | diferencial infinitamente

velocidade finita a uma varidvel | pequena a uma variavel

Inconsisténcia logica Fluxdo definida por | Diferencial como diferenca

razdo ultima infinitamente pequena

Figura 1- Quadro de Comparacao entre os conceitos de Newton e Leibniz

A seguir apresentamos um texto baseado em Maor (2003), nele ¢ apresentado, de

forma mais detalhada e com exemplos, o entendimento de Newton e Leibniz:

e Newton - imaginou o grafico de uma fungdo como uma curva gerada por um ponto moével
P(x,y). Quando P traca uma curva x e y variam continuamente com o tempo, imaginava-
se o tempo “fluindo”, dai a palavra “fluente”. Newton partiu para encontrar as taxas de
mudanga de x ¢ y em relagdo ao tempo, ou seja seus fluxdes, que eram calculados
considerando a diferenca, ou a mudanga nos valores de x e y entre duas ocasides
“adjacentes”, dividida pelo intervalo de tempo transcorrido. O ponto crucial, e ponto de
inconsisténcia, era fazer o intervalo de tempo transcorrido igual a zero, ou pensar neste
intervalo tdo pequeno a ponto de ser desprezivel. Vejamos um exemplo: a fungio y = x°.
Considerando um pequeno intervalo de tempo € . Durante esse intervalo de tempo a
coordenada x muda na quantidade x’e (Newton usou um ponto sobre x, mas devido a
dificuldade de escrita e impressdo sera usado o apostrofe). De modo semelhante, a

mudanga no y é y’e. Ao substituir X por x+ X’g e y por y+y’e = (x+ x’g)’ = x° + 2x (x’¢) +
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(x‘g)*. Como y = x* podemos cancelar y no lado esquerdo da equagdo com o x* no lado
direito e obtemos y’e = 2xx’c + x’* 7. A seguir dividem-se os dois lados da equagio por
¢ . Finalmente se faz ¢ igual a zero resultando em y’= 2xx’. Obtém-se entdo a relacdo
entre as fluxdes de dois fluentes, X e y, ou seja, entre as taxas de mudanca das varidveis x
e y, sendo cada uma considerada como uma fun¢ao do tempo. A inconsisténcia nesse
raciocinio aparece na relacdo entre os fluxdes quando se faz o intervalo de tempo igual a
zero, assim os fluxdes tendem a zero e a divisdo y’/x’= 2x que ¢ a inclinacdo da reta em

um ponto qualquer se torna 0/0. Esta divisdo de 0 por 0 ¢ uma inconsisténcia.

Leibniz — concebeu seu célculo diferencial e integral por volta de 1675 e em 1677 ja tinha
um sistema desenvolvido. Suas idéias foram moldadas de um modo mais abstrato. Ele
pensava em termos diferenciais, que eram pequenos acréscimos nos valores das varidveis
x ey. A figura 7 (Maor, ibid.3, pag. 115 ) mostra o grafico de uma fun¢do y = f(x) e um
ponto P(x,y) sobre ela. Podemos tracar a linha tangente ao grafico em P e consideramos
um ponto vizinho T. Isto forma o tridngulo PRT que foi chamado por Leibniz de
triangulo caracteristico. Seus lados PR e RT sdo os aumentos nas coordenadas de x ¢ de
y quando nos deslocamos de P para T. Estes aumentos forma chamados de dx e dy
respectivamente. Ele argumentou que se dx e dy fossem suficientemente pequenos, a linha
tangente ao grafico em P seria quase idéntica ao proprio grafico na vizinhanga de P,
dizendo de outra forma, o segmento de linha PT vai quase coincidir com o segmento de
curva PQ, onde Q ¢ um ponto no grafico acima ou abaixo de T. Para acharmos a
inclinacdo da linha tangente em P precisamos achar dy/dx. O raciocinio de Leibniz era de
que dx e dy poderiam se tornar quantidades tdo pequenas que sua relagdo representaria
ndo apenas a inclinagdo da linha tangente em P, mas também a inclina¢ao do grafico em
P. Segundo Maor (2003) havia uma falha fundamental neste argumento. A linha
tangente e a curva so0 coincidiriam se os pontos P e T coincidissem, ou seja, o
tridngulo caracteristico se tornasse um ponto e assim ambos os lados dx e dy se
tornariam iguais a zero e a divisdo entre eles seria uma indeterminacio 0/0. Para
ilustrar a idéia vamos encontrar a derivada da fungdo y = x* usando a nota¢do moderna.
Aumentando x por uma quantidade Ax tem-se um aumento correspondente em y de Ay =

(x+Ax)* — x%, o que depois de expandido e simplificado resultard em (2xAx+ (Ax)?). O
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coeficiente diferencial Ay/Ax serd igual a (2xAx+ (Ax)?)/Ax = 2x + Ax. Se Ax tender para

zero, Ay também tenderd para zero e teremos Ay/Ax = 0/0 = 2x, que ¢é uma
inconsisténcia.
y
D —
I
I5
P R
dx
1
0 X

Figura 2 - Tridngulo Caracteristico de Leibniz.

5.1.3 Cauchy, Weierstrass, Dedekind e Cantor.

Em 1826 (Brolezzli, ibid pag. 32) Cauchy estabelece a hoc¢do de limite (vide anexo B -
Definicdes Matematicas), com esta ferramenta Weierstrass (1815-1897) formaliza o célculo
utilizando a linguagem de Epsilons e Deltas. Para exemplificar o uso dos épsilons e deltas na
forma que Weirstrass raciocinava pode-se calcular a velocidade da fungdo espago utilizada
anteriormente y = t>, y com sendo a posi¢do em fungio do tempo t. Se desejamos calcular a
velocidade em t=3. A velocidade serd definida como um limite aproximado por razdes de
incrementos finitos. Seja At um incremento de tempo finito, ¢ Ay o incremento de espaco
correspondente. A quantidade varidvel Ay/At = 2t + At . Escolhendo valores de At
suficientemente pequenos podemos fazer com que a razdo Ay/At se torne tdo proxima quanto

queiramos de 2t, com t = 3, entdo a velocidade serd tdo proxima quanto queiramos de 6. Davis
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(ibid. 279) comenta que este método consegue remover qualquer referéncia a nimeros que nao
sdo finitos e evita também qualquer tentativa de fazer At igual a zero na fracdo Ay/At, evitando as
armadilhas l6gicas do uso de infinitésimos. Davis comenta ainda que a velocidade instantanea,
quantidade fisicamente mensuravel e intuitivamente clara torna-se sujeita a nogdo de “limite”. A
situagdo apresentada até agora para calcular a velocidade instantanea poderia ser expressa da
seguinte forma (com base em Davis op. cit . pag. 280):

A velocidade ¢ v, se para qualquer nimero positivo &, (Ay/At) — v é menor do que € em
valor absoluto, para todos os valores de At que sdo menores em valor absoluto do que um certo
outro numero positivo & (que dependerd de € e t). A velocidade instantanea v foi definida por
meio de uma relagdo entre duas quantidades, € e 6, que ndo influenciam v. Davis (op. cit pag.
280) afirma que para satisfazer a consisténcia logica aceitamos uma definicdo muito mais dificil
de entender que o conceito definido. Ele afirma ainda que a reconstrucdo do célculo baseado no
conceito de limite e sua defini¢do por épsilons e deltas equivale a uma reducao do célculo a
aritmética dos nuimeros reais e que isto foi uma volta, depois de dois milénios e meio, ao
problema dos niimeros irracionais, abandonado pelos gregos apos Pitagoras.

O conceito de limite deve ser entendido dentro do contexto dentro no qual ele foi
desenvolvido que ¢ o da constru¢do do Calculo. Segundo Brolezzi (op. cit. pag. 32) os dois
caminhos percorridos por Newton e Leibniz se encontraram em um mesmo ponto, o Calculo, no
qual o discreto e o continuo interagem, e para a formaliza¢do do Calculo, foi necessario elaborar
a teoria sobre o continuo e tentar compreender a natureza da reta real. Assim para construir toda
a teoria envolvida era preciso o apdio sobre os niimeros reais, ¢ sobre a idéia de limite. Georg
Cantor (1845-1918) discutiu a continuidade da reta real. Ele propds a construcao de um conjunto
especial de pontos, chamado de Conjunto de Cantor ou Poeira de Cantor. A constru¢do do
conjunto de Cantor comega com o intervalo unitério [0,1], representado como um segmento de
reta. Primeiro removemos um ter¢o central, o que nos deixara com dois segmentos, [0,1/3] ¢
[2/3,1]. O préximo passo ¢ a remocao de um tergo central de cada segmento, e assim por diante,
indefinidamente. O resultado desse processo infinito ¢ a chamada Poeira de Cantor, conjunto

denotado por C. Calculando o que foi removido, vemos que seu comprimento ¢

13 +2(1/3)* +4(13)° +...=1.
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Este processo de retirada dos tergos esgota completamente o intervalo [0,1]

Segundo Young citado em Brolezzi (op. cit. pag. 33) existe uma fun¢do que mapeia C
sobre o intervalo unitario, mostrando que C tem a mesma cardinalidade de tal intervalo[0,1]. Este
tipo de exploragdo, juntamente com outras pesquisas de Cantor, permitiu formalizar o conceito de
numero real. Tais pesquisas permitiram elaborar a hipdtese do continuo. Segundo a hipotese de
Cantor o continuo tem uma poténcia infinitamente superior ao infinito enumeravel, e ndo existe
poténcia "entre" a poténcia do infinito enumeravel e a poténcia do continuo. Dedekind (1831-
1916) utilizou cortes para representar os reais e expressou a continuidade da reta real através da
no¢ao de conjuntos, permitindo trabalhar com quaisquer grandezas, racionais ou irracionais,
dentro de uma estrutura algébrica, ndo geométrica. Os niimeros reais foram definidos ainda por
Georg Cantor por meio de certos processos de limite, conforme (Courant, 2000, pag. 86). A idéia
de Cantor foi sugerida pelo fato de que os nimeros reais podem ser considerados como decimais

infinitas ¢ decimais infinitas sao limites de fracdes decimais finitas.

5.2 Sintese do Aspecto Historico do Conceito de Limite

O resgate do historico do conceito de limite juntamente com o de outros conceitos,
que de alguma forma influenciaram na sua constru¢cdo, mostra que, em geral, as ferramentas
desenvolvidas pelo ser humano ndo sdo fruto do trabalho de uma pessoa, mas dos esforcos de
muitos. Os desequilibrios tedricos que surgiram ao longo do desenvolvimento conceitual de
limite possuem estreita relagdo com pensamento do ser humano sobre a natureza dos nimeros e

de sua relagdo com a reta real e os pontos que a formam.

A crise dos incomensuraveis, enfrentada pelos gregos, levou a uma separacdo entre a
aritmética e a geometria. Tal fato gerou, por conseqiiéncia, a separa¢dao entre as operagdes
logicas daquelas infralogicas e também influenciou na maneira que se pensava o mundo fisico.
Afinal as grandezas eram discretas formadas por infinitésimos ou eram de natureza continua e
indivisivel? A teoria que encarava o mundo como discreto foi combatida pela escola eleética que

considerava a imutabilidade e unidade essencial do mundo fisico.
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A palavra crise ja tras na sua origem o conceito de separagdo. Entdo como unir o discreto

com o continuo, como unir o légico com o infraldégico?

A partir desta crise comegou a necessidade pelo conceito de limite, que permitiria explicar
0s numeros irracionais, que seriam a resposta para tal separagdo. Como resposta ao problema os
gregos criaram o método da exaustao de Eudoxo. Tal método era baseado no Postulado de
Arquimedes, que ja falava em grandezas de tamanho arbitrario e afastava os infinitésimos de
todas as demonstracdes geométricas dos gregos. Este método atingiu uma aproximagdo com o
calculo diferencial e integral, entretanto ndo havia uma passagem ao infinito, pois ndo existia, na
época, tal nogdo. Arquimedes usou os indivisiveis que também eram discretos, entretanto, ele

usava-os para indicar resultados de areas e volumes e ndo para provar os resultados.

Newton, Leibniz e outros matematicos do século XVII também utilizaram os
infinitésimos. O primeiro tentou evitar este conceito em suas publica¢cdes. Newton trabalhou com
quantidades varidveis e Leibniz com as discretas. Entretanto o infinitésimo ndo conseguiu
eliminar a contradicdo em seus calculos de fluxdes e diferenciais que sempre acabavam em

divisdo de zero por zero.

Foi a definicdo de Cauchy junto com a formalizacdo construida por Weierstrass com
¢épsilons e deltas que permitiram formular a constru¢ao formal do conceito de limite e do Célculo,
com a sua reducdo a aritmética dos nimeros reais levando a uma volta, depois de dois mil e
quinhentos anos, ao problema dos nimeros irracionais. Como foi dito em Brolezzi (ibid.) o
calculo ¢ o “reino” da interacdo entre o discreto e o continuo e, segundo minha compreensao,
entre o logico e o infraldgico. Mas apesar do conceito de limite ainda havia uma necessidade para
a defini¢do do Calculo, que era a compreensdo da natureza da reta real e dos numeros reais
associados aos pontos desta reta. Esta discussao foi feita por Cantor, que usou a Poeira de Cantor
e Dedekind que usou o conceito de cortes. Cantor formulou a hipdtese do continuo, definindo a

continuidade da reta real com relacdo ao infinito enumeravel do conjunto dos nimeros racionais.

O estudo feito por Cornu em (Tall,1991) sobre o desenvolvimento conceitual do limite,
evidencia quatro grandes obstaculos epistemologico. Concluo que tais dificuldades estdo
relacionadas com a forma como se concebe as grandezas fisicas, os numeros ¢ a reta real. Outra

relacdo com tais dificuldades estd nos mecanismos cognitivos envolvidos com este conceito.
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Nestes, estdo envolvidas operacdes ldgicas, construidas sobre relacdes que envolvem qualidades
que independem do espaco-tempo, e operacdes infraldgicas, construidas sobre relacdes
topologicas construidas sobre o espago-tempo. Sdo estas operagdes que, segundo os estudos de
Piaget, respectivamente constroem os conceitos de niimeros inteiros e irracionais, dai a relagdo da
pesquisa realizada nesta se¢do com o item sobre operacdes infraldgicas e com o objetivo deste

trabalho.
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6 - Referencial Teorico

6.1 O conceito de Conceito

6.1.1 Revisao

Para atender os objetivos deste trabalho faz-se necessdrio ter um referencial tedrico que
permita construir uma noc¢ao do que ¢ um conceito, como ocorre a sua génese € quais sao as
variantes ou niveis de evolucao desta categoria. Este ¢ um trabalho que poderia ser desenvolvido,
com mais profundidade, por alguém da area de teoria do conhecimento ou filosofia, entretanto o
autor tentou apresentar, ainda que com certa superficialidade, algumas defini¢gdes que possam
servir como elementos auxiliares na reflexao sobre o que ¢ um conceito.

Em (Abbagnano, 1970) tem-se que conceito ¢:

“Em geral todo processo que torne possivel a descricdo, a
classificacdo e a previsao de objetos cognosciveis (grifo do autor). Assim
entendido, o termo tem significado generalissimo e pode incluir toda
espécie de sinal ou procedimento semantico, qualquer que seja o objeto a
que se refere abstrato ou concreto, proximo ou longinquo; universal ou
individual (grifo meu) etc. Pode-se ter um conceito da mesa como do
numero 3, do homem como de Deus, do Género e da espécie (0s chamados
universais) como de uma realidade individual, por ex. , de um periodo
historico ou de uma instituicdo histérica ( o *“Renascimento” ou o
“Feudalismo™). Embora o conceito seja normalmente indicado por um
nome, ele ndo € o nome, ja que diferentes nomes podem exprimir 0 mesmo
conceito ou diferentes conceitos podem ser indicados, por equivoco pelo
mesmo nome. O conceito, além disso, ndo € um elemento simples ou
indivisivel, mas pode ser constituido de um conjunto de técnicas
simbolicas extremamente complexas (grifo meu); como € o caso das
teorias cientificas que também podem ser chamadas conceito (0 conceito
da relatividade, o conceito da evolucéo) (...). Enfim, o alegado carater de
universalidade subjetiva ou validade intersubjetiva do conceito é, na
realidade, simplesmente sua comunicabilidade de signo linguistico (grifo
meu): a fungdo primeira e fundamental do conceito é a mesma da
linguagem, isto é a comunicacgdo”. (grifo meu).

Neste texto, Nicola Abbagnano representa de forma parcial, todo um processo de

conceituacao que teve de realizar para poder apresentar a definicdo de conceito na forma de um
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conjunto de signos articulados que permitem a um entendimento por parte de quem I€. No
desenvolvimento do texto da referida obra ¢ apresentada uma visdo histérica de como o conceito
de conceito evoluiu. Entretanto, o texto pesquisado ndo evidencia a preocupacdo de mostrar, e
isto sera abordado no texto do Anexo A— Génese e evolucdo do Conceito para Piaget, como uma
crianca passa do pensamento individual aos conceitos e ao pensamento possivel de ser coletivo e
compartilhado com outras pessoas. Nessa definicdo de conceito de Abbagnano ora o conceito ¢
um processo, ora ¢ um termo, depois ¢ um sinal ou um procedimento semantico, um conjunto de
técnicas simbolicas. Esta multiplicidade gera confusdo na defini¢do do que ¢ um conceito. Com
base em tal defini¢do foi construido um quadro, apresentado na figura 1, que destaca alguns

aspectos que devem ser considerados quando se pensa na defini¢do de conceito.

Atributos/simbolos

Permite Descricao

Permite Classificagao

Permite Previsao

Comunicacio/Signo

Contempla o Aspecto Universal

Contempla o Aspecto Individual

Permite a Representacdo

E um sistema

Figura 3- Aspectos do conceito de Conceito

Para Ausubel, segundo Moreira (1997. pag. 19), um conceito comunica o significado de
alguma coisa e pode ser definido como um termo que representa uma série de caracteristicas,
propriedades, atributos, regularidades e/ou observagdes de um objeto, fendmeno ou evento. Esta
defini¢ao aborda o aspecto da comunicabilidade e expressa o conceito como um termo que
representa as regularidades e que permite a descricdo de um objeto, fendmeno ou evento.

Para Frege (Campos, 2004. pag. 55) “Um conceito ¢ predicativo. (...) Por outro lado, um

nome de um objeto, um nome proprio, € totalmente incapaz de ser usado como um predicado
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gramatical”. Ele propde a nocao de extensdo de conceito, que € um macro-objeto semantico
constituido por todos aqueles objetos que caem sob o conceito e o pensou como sendo mais
relacionado a fundamentacdo logica de seu sistema. Ele vinculou o conceito a idéia de funcdo,
pois sua preocupacdo estava voltada exclusivamente para a filosofia da matematica, ¢ usou a
dupla argumento—fungdo para substituir a dupla sujeito-predicado, considerada pela logica
classica.

Com a finalidade de eliminar a confusdo que se estabelece entre nome proprio e conceito
Frege procura acentuar a distingdo nome proprio-termo conceitual. Este tem como papel designar
um conceito. Somente quando combinado com um artigo definido ou pronome demonstrativo
pode corresponder a um nome proprio. Mas nesse caso para de corresponder a um termo
conceitual geral. O nome de uma coisa ¢ um nome proprio.

Frege pensava que a funcdo s6 pode cumprir seu papel logico se relacionada a idéia de
verdade. O valor de uma fun¢do ¢ um valor-de-verdade. Ele distingue entre o valor-de-verdade
do verdadeiro (verdadeiro) e o valor-de-verdade do falso (falso). Conceito ¢ uma funcdo cujo
valor ¢ sempre um valor-de-verdade.

As duas primeiras definigdes possuem em comum o aspecto da possibilidade de
comunicagdo através do uso do conceito € ¢ ai que se abre a perspectiva que permite que o
conhecimento do individuo possa ser compartilhado e questionado por outros. A terceira tem
como objetivo principal trabalhar a defini¢do de conceito dentro do contexto da logica (que tem
como finalidade estabelecer as leis ou normas do pensamento correto ou julgamento, cujo
conteudo ¢ o objeto essencial de sua investigagdo) e do uso desta como fundamento da aritmética,
que no comego do século XIX passava a ser tida como a pedra de base da matematica ( uma
apresentacdo mais detalhada pode ser encontrada no Anexo I - Consideragdes de Frege sobre o
Nome ).

Pode-se fazer uma pergunta apropriada ao contexto deste capitulo: Qual a importancia do
conceito para a aprendizagem? O conceito tem importdncia tanto para a construcdo do
conhecimento do individuo como para a constru¢do do conhecimento social. No ambito social
pode-se destacar que a comunicabilidade, viabilizada também pela representagdo, permite que as
pessoas discutam, compartilhem idéias e conhecimentos. Isto ¢ muito importante no meio

cientifico, onde para se adotar um conceito como sendo valido existe discussao entre os pares. No
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ambito individual os conceitos permitem aos individuos construirem o seu entendimento do
mundo.
Considerando, ainda, as diferentes abordagens apresentadas anteriormente poder-se-ia
pensar nos seguintes questionamentos:
e Como e quando ¢ gerado um conceito e quais as fases que ele atravessou
no seu processo de formagao?
e Como ocorre o desenvolvimento do conceito nas criangas, mesmo naquelas

que ainda nao dominam a linguagem de forma plena?

Uma discussdo sobre as respostas a estas perguntas ¢ apresentada por Piaget no livro “
Formagdo do Simbolo na Crianga”, (Piaget, 1978). Neste livro ¢ abordada a discussao sobre a

*“... funcdo simbdlica, como mecanismo comum aos diferentes

sistemas de representacdes, e como mecanismo individual cuja existéncia

prévia é necessaria para tornar possiveis as interagdes de pensamento

entre individuos e, por conseqliéncia, a constituicdo ou aquisicdo das

significacOes coletivas.”

Neste trecho Piaget faz a conexdo entre o individual e o social através da funcdo
simbolica.
Para estudar o que € conceito para Piaget deve-se ter conhecimento de alguns pontos:

e A pesquisa que ele desenvolveu volta-se para a adaptagdo do sujeito ao
meio ambiente e neste esfor¢o o sujeito utiliza-se de todo o seu aparelho de
assimilagdo incluindo os sistemas fisicos (esquemas sensorios-motores) e
0s sistemas cognitivos (sistemas conceituais)

e No estudo da formag¢do do simbolo na Crianca (Piaget, ibid.) foram
abordados os esquemas representativos que fazem parte do aspecto
figurativo (representacdo ou percepcao) do pensamento. Tais esquemas
possuem como papel fornecer uma sinalizagao ou representagao dos dados

sobre os quais o raciocinio se apdia através da organizacao logica.
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e Depois Piaget discorreu sobre a evolugdo das formas de raciocinio do
sujeito, que atuam sobre as formas de representagdo (aspecto figurativo do
pensamento).

e Finalmente, ele trata do desenvolvimento da inteligéncia (da inteligéncia
sensOrio-motora ~ a  conceitual) pela  otica da  adaptacdo

(equilibrio/desequilibrio entre assimilagcdo e acomodagao).

Um texto sobre o estudo de Piaget descrevendo a génese e evolugdao do conceito €

apresentado, com mais detalhes, no anexo A.

6.1.2 Consideracoes sobre conceitos e a Teoria de Piaget

A opcao da escolha da teoria desenvolvida por Jean Piaget para explicar o conceito de
Conceito deve-se ao fato de que ela mostra a génese e os varios estados no processo da
construgao conceitual.

Os esquemas sensorio-motores sdo os ancestrais dos conceitos. Eles permitem a
assimilacdo de ordem pratica, ou seja, na acdo. Quando o sujeito coordena esquemas sensorio-
motores entre si tal fato pode ser considerado como um raciocinio sensério-motor, entretanto
ainda ndo existe a representagdo (fungdo simbdlica), na qual o significado e o significante sdo
diferenciados € a0 mesmo tempo sdo coordenados.

Alem dos esquemas sensorio-motores Piaget evidenciou também os varios intermediarios
que o conceito possui:

e Esquemas verbais (18 meses a 2 anos) sdo intermediarios entre os
esquemas sensorio-motores € 0s esquemas conceituais. S30 os primeiros
signos verbais que servem de expressdo a crianga, estes sdo intermediarios
entre significantes simbodlicos ou imitativos e verdadeiros signos.

e Pré-conceitos (entre os dois e os quatro anos) - na narragdo ou na
descrigcdo atual acontece o emprego dos pré-conceitos. As nocdes que a

crianga emprega sem cessar oscilam entre generalidade e individualidade e
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ainda lembram a estrutura dos esquemas sensorio-motores, bem como das
imagens imitativas ou ludicas dai derivadas.

¢ Finalmente o conceito

Neste processo evolutivo do conceito existe o equilibrio/desequilibrio entre assimilagdo e
acomodagdo. O jogo e a imitacdo sdo formas de representacdo que ocorrem quando acontece o
desequilibrio entre assimilagcdo e acomodagao. No jogo ocorre o predominio da assimilagdo sobre
a acomodag¢do e o objeto dado ¢ assimilado a quaisquer realidades, gracas as imagens imitativas
que servem de significantes. E uma forma de assimilagdo egocéntrica. A imitagdo é um
prolongamento da acomodagdo. A imagem ¢ uma imitagdo interiorizada, um prolongamento da
imitagdo (Piaget,id, pag. 98). Ela ¢ o produto de uma acomodac¢ao imitativa. Na imitacdo existe
um predominio da acomodagdo sobre a assimilacdo. A evolucdo da coordenagdo espaco-tempo €
um aspecto que indica passagem do equilibrio sensdrio-motor para o equilibrio representativo
(representagdo cognitiva), o qual permite chegar ao conceito. No equilibrio sensério-motor a
assimilacdo e a acomodacdo sdo sempre atuais, ao passo que no equilibrio representativo as
assimilagdes e acomodacdes anteriores interferem com as presentes a titulo de significantes e a
assimilagdes anteriores a titulo de significagdes.

Com base nas leituras realizadas pode-se dizer que o Conceito ¢ uma superestrutura, um
esquema que coordena sistemas de representacdo, sistemas de classificacdo e um sistema 16gico,
o qual constrdi sistemas de relagdes. Estas podem ser de equivaléncias ou diferengas que evoluem
em operagdes. O conceito como elemento do sistema de assimilacdo do sujeito permite a
descri¢do, classificacdo, previsdo, a comunicagdo e permite abordar os aspectos universal e
individual dos objetos.

O conceito possui relagdo com a operacdo, pois ele precisa da reversibilidade do
pensamento, o que acontece quando a crianga estd no nivel das operacdes. A reversibilidade ¢ a
expressdo do equilibrio permanente alcancado entre uma acomodagdo generalizada e uma
assimilacdo que se tornou nao-deformante. A reversibilidade ¢ a possibilidade de encontrar um
estado anterior dos dados, ndo se opondo ao estado atual (assimilacdo); e um estado tdo real ou
realizdvel quanto esse estado atual (acomodacdo). Esse equilibrio mével e reversivel garante

tanto a conservagdo dos conceitos e dos juizos quanto o sistema conceitual interior a cada um,
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regulando as correspondéncias das operagdes entre individuos (intercambio social de
pensamento). O pensamento reversivel s6 € possivel quando o sujeito possui a conserva¢dao do
todo, que seria o conjunto formado pela estrutura de classes relativas ao sistema conceitual
formado. Realizar operagdes, adicionar, subtrair, multiplicar, dividir elementos e classes
conservando o conceito significa a presenga do pensamento reversivel e descentrado, ou seja, a
assimilagdo dos objetos pelo sujeito ndo ocorre em fungdo de um elemento especifico da classe.
O conceito em sua forma “plena” se consolida quando o sistema de signos ¢ acrescentado a um
conjunto de agdes interiorizadas, quando o pensamento ja ¢ totalmente reversivel, ou seja, essas
acOoes podem ser executadas e compostas no sentido direto e inverso. O sistema de signos
permite que haja o intercambio social entre os individuos.

O desenvolvimento do sujeito que passa do plano das acgdes praticas ao plano dos
conceitos necessita da construcdo de um sistema de operacgdes, que esta imbricado com o
pensamento reversivel. Outra necessidade ¢ uma coordenacgdo interindividual destas operagoes,
possibilitada por um sistema de signos, o que garante, a0 mesmo tempo, a reciprocidade geral

dos pontos de vista e a correspondéncia do pormenor das operacdes e dos resultados respectivos.

6.2 Operacoes Infralogicas
6.2.1 Defini¢ao

Neste trabalho, até o presente momento, foi explorado o conceito de Conceito e a sua
relacdo com operagoes logicas. Estas (Piaget, 1993, pag. 478) apoiam-se em objetos individuais
considerados como invariantes e limita-se a reuni-los ou relaciona-los independentemente de suas
vizinhangas ou distancias espago-temporais que os separam ou ainda, segundo suas semelhangas
(classes e relagdes simétricas) ou suas diferencgas (relagdes assimétricas). Por exemplo: sejam
duas classes A e A’ tal A+A’= B; B+B’= C; etc. ou ainda A<B<C, etc. B ¢ uma classe
reconhecivel, quaisquer que sejam as distancias entre A ¢ A’ e a relagdo A<B também independe
dos arranjos espaco-temporais. Entretanto, quando se deseja tratar com o conceito matematico de
limite, um dos temas mais importantes deste trabalho, deve-se abordar nogdes topoldgicas do tipo
vizinhanga, separacdo, ordem, envolvimento e continuo, nas quais o arranjo espacgo-temporal ¢é
decisivo. Conforme (Piaget, 1993. pag. 15) as nogdes espaciais fundamentais sdo topologicas e

estas relagdes sdo construidas antes que qualquer organizacao projetiva ou euclidiana do espago.
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Com relagdo a tais arranjos espago-temporais existem operagdes de outra natureza que podem
ajudar a explicar a constru¢cdo do conhecimento relativo a “intui¢do” do espacgo. Tais operacdes
foram estudas por Piaget (idem, p. 480) e foram chamadas de Operacdes infralégicas. Estas ao
invés de reunir ou de dissociar os objetos segundo suas semelhangas (fundamentalmente classes e
relagdes simétricas) ou suas diferencas (fundamentalmente relagcdes assimétricas), reunem ou
dissociam as partes do objeto segundo suas vizinhangas ou diferengas de posicdo. Assim alguns
elementos vizinhos constituirdo uma reunido o qual acrescentada a uma reunido o formard a
reunido P, etc., constituindo cada reunido a, P, y, d, etc. um objeto parcial e, sendo essas

totalidades de diversos graus elas mesmas partes do objeto total que € o espago considerado.

6.2.2 Relacao entre operacoes infralogicas e operacoes logicas

Segundo Piaget (idem, pag. 479) as operacées infralégicas nao sio componiveis com as
operacdes logicas. Se a reunido de elementos a faz parte de 3, se B faz parte de v, e se o objeto y
pertence a classe logica A, que esta incluida na classe B, pode-se concluir que y ¢ um B, ja que
ele ¢ um A, mas nem o nem 3 s3o A ou B. Neste exemplo y é, portanto, a0 mesmo tempo, o
ponto de chegada das operagdes infralogicas que ligam a o e B, ¢ o ponto de partida das
operagoes logicas que o ligam a A e B, mas ndo hd composicao transitiva possivel entre dois
sistemas operatorios. Pode-se tomar como exemplo o caso de a ser um segmento que faz parte da
linha B que faz parte do quadrado vy, pode-se dizer que o quadrado vy pertence a classe ldgica dos
quadrados A e em conseqliéncia a dos quadrilateros B, mas nem o segmento o nem a linha 3

pertencem as classes A e B dos quadrados e dos quadrilateros. Vide figura 4.

v

o

Figura 4 — Quadrado y e segmento de reta o



34

As operacoes infraldégicas, cujas composicoes sio fundadas na vizinhanca e ndo na
semelhanca (como as operagdes logicas), acabam na constru¢do de esquemas Unicos e continuos,
que s30 0s espacos totais, ao passo que as operagdes logico-aritméticas acabam em sistemas de
conjuntos descontinuos. O continuo intervém, num certo grau, na elaboragdo da série de
numeros, quando aos numeros racionais sao acrescentados os numeros irracionais, cuja
fungdo ¢ precisamente preencher as lacunas deixadas pelos primeiros. Sabe-se que 0s numeros
irracionais sdo originados da consideracdo do espago e que a sua introdugdo ¢ precisamente
devida a necessidade de corresponder a seqiiéncia dos niimeros ao continuo espacial: eles ndo
constituem, portanto, um produto espontaneo das operacgdes logico aritméticas, mas antes o ponto
de solda entre essas operagdes e as operagdes infralogicas. Existem “espacos abstratos” que
podem ser descontinuos e que se pode falar do “espaco dos nimeros inteiros”, etc.

Quais as operagdes infralogicas que intervém na constru¢ao do espaco € em que consiste
sua correspondéncia com as operagdes logico-aritméticas que intervém na constru¢do do nimero
na crianga ?(esta construcao foi abordada no Livro “A génese do nlimero na crianca” de Piaget)
Com esta pergunta Piaget investiga uma relacdo que tem paralelo com a Crise dos
Incomensuraveis (Piaget,1967, pag. 365), na qual os gregos, de forma contraria dissociaram o
geométrico do numérico, tal dissociagdo foi realizada para fugir da impossibilidade, por exemplo,
de achar o numero correspondente ao tamanho do lado de um quadrado de area 2. O resultado
que mais chamou atencdo nas investigagcdes de Piaget foi o fato de que as operacdes constitutivas
das relagdes topologicas invocarem durante muito tempo a quantidade “intensiva” apenas. Piaget
diz que apesar da contradicao aparente elas sdo espaciais sem serem ainda matematicas. Somente
quando sdo constituidas e agrupadas entre si que as operagdes infraldgicas de carater “intensivo”
engendram, por suas proprias combinagdes, as operagdes de cardter “extensivo”, isto &,
matematico, métricas ou ndo métricas.

Para melhor compreender estes conceitos foram considerados dois conjuntos A e A’ cuja
reunido constitui o conjunto B, as operacdes que intervém podem ser divididas em:

[3

e Intensiva — diremos que uma quantificagdo sera simplesmente “intensiva” quando as
operacdes limitam-se a utilizar as relacdes A<B e A’<B sem ocupar com as relagdes

entre A e A’. Em outras palavras, quando tais operagdes nos ensinam simplesmente que o
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todo ¢ maior do que a parte sem se preocupar em saber se uma das partes contém mais ou
menos elementos que a outra.

e Extensiva — considerando o exemplo apresentado anteriormente diremos que uma
quantifica¢do torna-se extensiva se € possivel estabelecer, por outro lado, que A contém
mais elementos que A’, ou menos ou a mesma quantidade. A quantificacdo extensiva se
divide em

0 Métrica ( ou numérica) quando intervém uma unidade nessa comparagdo entre A
e A’ ouentre A (ou A’) e B, e em conseqiiéncia pode-se dizer quanto A ¢ inferior
ou superior a A’ (ou quantas vezes A ou A’ entram em B).

0 Nio métrica se na comparagdo entre A e A’ ou entre A (ou A’) e B ndo intervém
uma unidade. Assim pode-se apenas dizer que A ¢ inferior ou superior a A’, sem

poder dizer quanto.

Com relacdo as nogdes espaciais Piaget aponta uma diferenciagdo no uso do termo
“qualitativo” quanto as relagdes utilizadas pelos matematicos e por ele.

Os matemadticos repartem as nogdes espaciais em relacdes métricas e relagdes
“qualitativas”. A topologia, em particular, sendo considerada qualitativa na medida em que
ignora as relacées métricas. A légica, por outro lado, ¢ dita como “qualitativa”.

Para Piaget ndo ¢ o mesmo sentido, pois:

O A logica das classes e das relacdes ¢ qualitativa no sentido intensivo, ou seja,
ndo se preocupa com as relacdes entre as partes disjuntas pertencentes a0 mesmo
todo, ignora as relagdes métricas, e considera a relagao entre o todo e as partes.

0 A topologia ¢ qualitativa no sentido “extensivo”, ou seja, ignora as relacdes
métricas, mas ndo desconsidera as relagdes entre as partes: por exemplo, dirlamos
que o conjunto A contém “quase todos” os elementos de B, isto €, “todos com
excec¢do de um conjunto fracamente representado ou conjunto finito A’ = B-A”. E
assim que o postulado de Cantor, que determina o continuo por uma sucessao de
intervalos encaixados, apela para uma sucessao de relagcdes “quase todos”. Piaget
afirma que se vé de imediato que a relagdo “quase todos” ¢ de um carater

extensivo (ja que A>A’), que ignora a logica das classes.
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Como existe neste trabalho o interesse pelas operagoes infraldgicas estas nogdes propostas
por Piaget foram utilizadas para entender a relagdo entre as operacdes infraldgicas e logicas.

Segundo Piaget (idem) as operagdes infralégicas, que permitem a crianca construir sua
representacdo elementar do espago, sdo de carater simplesmente intensivo, ¢ em conseqiiéncia
podem ser comparadas as da pura légica qualitativa de classes e das relacdes definidas
apenas por suas qualidades. Em outras palavras, as relacdes topoldgicas que o sujeito constroi
procedem, inicialmente, por simples encaixes ou por constru¢do de ordens, mas sem chegar, por
falta de analise do continuo, a outra coisa além de uma série de logica qualitativa do espago
(portanto a uma infralogica intensiva). Antes de ser capaz de medir a crianga v€ que uma parte de
um conjunto ¢ maior ou menor do que outra parte (por exemplo, que sua fatia de bolo ¢ menor do
que a do vizinho), mas tais reagdes extensivas permanecem por muito tempo intuitivas e ndo dao
lugar a sistemas operatorios definidos antes da construcdo das perspectivas e das semelhangas
(proporgcdes), ao passo que as relacdes intensivas dao lugar a intuigdes mais precoces €
agrupamentos mais rapidos. A topologia elementar da crianca ¢ unicamente de carater
intensivo e apenas a introducdo do infinito na analise do continuo torna a topologia extensiva,
isto ¢ matematica, ao passo que até antes do nivel formal todas as operagdes espaciais da crianca
se apoéiam somente no finito.

Segundo as pesquisas de Piaget em (Piaget ,1993, capitulos de 1 a 5) a crianga de mais ou
menos 7 anos constroi diversos sistemas operatorios por meio de relacdes intensivas,
desenvolvidas desde o nascimento, de vizinhanga, de separacio, de ordem, de envolvimento e
de continuo (relacoes topologicas):

1 A vizinhan¢a — relacdo espacial mais elementar, correspondendo a condi¢do mais
simples de toda a estrutura perceptiva ou representativa do espaco, isto €, a “proximidade” dos
elementos percebidos num mesmo campo. Piaget afirma que desde os trabalhos da psicologia da
forma (Gestalt), sabe-se que o fator fundamental para organizacdo das estruturas é a proximidade
dos elementos estruturados. A fun¢do de proximidade evolui com a idade: quanto menor a
crian¢a mais a proximidade leva vantagem sobre os outros fatores de organizacdo (semelhanca,
simetria, etc.); com o desenvolvimento, ao contrario, o fator proximidade prima menos em

relacdo aos outros e os elementos de um todo podem ser relacionados a distdncias menos exiguas.
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A vizinhanga como tal ndo ¢ construida, mas dada desde as intui¢des iniciais e serve de ponto de
partida para a constru¢do operatoria.

2 Separacio — Dois elementos vizinhos podem se interpenetrar e se confundir em parte:
introduzir entre eles uma relagdo de separacdo consiste em dissocid-los, ou pelo menos, em
fornecer um meio de distingui-los. Esta relacdo espacial corresponde a uma relagao perceptiva
muito primitiva: a que intervém na segregacao das unidades ou, de modo geral, na andlise dos
elementos dentro de uma totalidade global ou sincrética. Numa percepgao sincrética como a de
um bebé vendo um objeto apoiado contra uma parede & maneira de uma mancha que apenas
sobressai aquela, hd vizinhanga sem separagdo clara, ao passo que quanto maior o
desenvolvimento, mais a percepcao ¢ analitica e as relacdes de separacdo foram determinadas. Da
mesma forma que os progressos da andlise levam a crianga a estabelecer “separagdes” cada vez
mais numerosas entre elementos inicialmente indiferenciados, estes mesmo progressos levam-na
a construcao de figuras percebidas, a ter em conta “vizinhangas” em graus diversos e segundo
zonas cada vez maiores, em vez de limitarem-se as relacdes de proximidade imediata. Dois
elementos A e A sdo separados quando eles ndo tém elementos comuns: A x A’ = O. Mas a
crianga € capaz de uma intui¢do mais refinada da separacdo quando as combina com as nogdes de
cercadura ou envolvimento e de fechamento ou fronteira. Como testemunho os desenhos
anteriores a 4 anos (anteriores aos primeiros desenhos de figuras euclidianas), que representam
um elemento interior a uma superficie fechada, ou exterior a ela ou na fronteira.

3 Envolvimento (ou circunscricdo ou envoltorio) — em uma seqiiéncia ordenada ABC, o
elemento B ¢ percebido como estando “entre” A e C, o que constitui uma circunscri¢do a uma
dimensdo. Sobre uma superficie, um elemento pode ser igualmente percebido como rodeado
pelos outros, como o nariz, enquadrado pelo resto do rosto. A trés dimensdes, a circunscri¢ao €
dada numa certa relacdo de interioridade, como o de um objeto num caixa fechada. A relagdo de
envolvimento ¢ dada perceptivamente tao logo sejam organizadas as vizinhangas, as separagdes ¢
os diversos tipos de ordem. Ela déa lugar a uma evolugdo complexa, em particular quanto as trés
dimensdes. Por exemplo: uma desapari¢ao parcial de um objeto atrds de um anteparo ndo provoca
de imediato uma percep¢do adequada, mas a percep¢do de alguma coisa comparavel a uma
absorcdo. Por volta de um ano ainda, para colocar um anel em volta de uma haste rigida o sujeito

limita-se a aplica-la contra a haste, como se o envolvimento fosse resultar diretamente do contato
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em vez de implicar o ato de enfiar a haste no anel. Envolvimento de um elemento ¢ um conjunto
de suas vizinhangas, elas mesmas gradualmente vizinhas, e tal elemento ou sua cercadura ¢
envolvido por uma fronteira se podemos determinar as situagdes:
e Interior a A - um ponto (ou um elemento qualquer de ordem inferior a A ) serad
interior a A se existe um envolvimento desse ponto que s6 contém pontos de A;
e Exterior a A - um ponto (ou um elemento qualquer de ordem inferior a A ) sera
exterior a A se existe um envolvimento desse ponto que ndo contém nenhum
ponto de A;
e Na fronteira de Ap — um ponto estara na fronteira A, se qualquer envolvimento
desse ponto contiver, ao mesmo tempo, pontos interiores € pontos exteriores a A.
No caso de uma fronteira que separa A de A’ a separacdo serd expressa pela dupla
disjuncdo (A+A))xA’=0e (A’ +Ap)xA=0.

4 Ordem (ou sucessdo espacial) - intervém muito precocemente quando o olhar ou o
tocar do bebé percorrem uma seqii€éncia de elementos arranjados de maneira constante (como as
barras de sua cama, etc.). Intervém ainda quando a percepcao guia, segundo pontos de referéncia
ordenados, uma seqiiéncia de movimentos habituais: por exemplo, a visdo de uma porta que ¢
aberta, de uma figura que aparece ¢ de certo nimero de movimentos anunciadores da refei¢cao
formam uma seqiiéncia de percepcodes ordenadas tanto no espaco quanto no tempo, ligadas aos
habitos da succ¢do. As relagdes de ordem também sao suscetiveis de desenvolvimentos ulteriores
indefinidos em funcdo da complexidade crescente dos conjuntos a serem percebidos. A nogdo de
ordem ¢ construida por meio de uma sucessdo linear de elementos ou de uma sucessdo de
envolvimentos (linhas que formam uma superficie ou superficies que fecham um volume).

5 Continuo — intervém desde o inicio de toda percep¢ao no caso das linhas e das
superficies dadas, mas a questdo ¢ saber em que sentido o conjunto de um campo perceptivo
constitui um campo espacial continuo. Independentemente do fato de, por muito tempo, os
diversos espagos qualitativos inicias (boca, tato, visdo,etc.) ndo serem coordenados entre si, nao
fica provado que num campo particular, tal como uma campo visual, por exemplo, o continuo
perceptivo seja de mesmo cardter em todos os niveis do desenvolvimento. A percepcdo da
continuidade modificar-se-4 em funcdo do aperfeicoamento crescente dos limiares de

sensibilidade e, em conseqiiéncia, da evolugdo das relagdes de vizinhanga e separagdo. A nocao
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de continuo aparece no nivel das intui¢des representativas e das operacdes concretas (isto €, antes
que as operacdes formais permitam a compreensdo do infinito e a introducdo de uma
quantifica¢do extensiva fundada nele), sob uma forma intermedidria entre o continuo perceptivo e
o continuo matematico. Poincaré exprimia o continuo perceptivo na formula X =Y ( X ¢
indiscernivel de Y); Y = Z, mas X # Z, o que traduz bem o irracional da percep¢do. No nivel das
intuigdes representativas e das operagdes concretas o continuo € expresso sob a forma nao
irracional ( mas insuficiente do ponto de vista matematico): X ¢ vizinho, mas nao separado (nio
disjunto) de Y; Y ¢é vizinho, mas ndo separado de Z; mas Z ¢ separado de X por Y. Em
(Piaget,1993. Pag. 159) o continuo perceptivo ou intuitivo ¢ entendido como uma sintese entre a
vizinhanga (que procede da “proximidade “ perceptiva) e a separagdo (separagdo entre elementos
espaciais distinguidos pela analise, sejam vizinhos ou nd0), mas uma sintese inacabada, pois A e
B sdo percebidos como vizinhos (ja que indiferenciados), mas nao separados, B ¢ C da mesma
forma, ao passo que A e C sdo separados e percebidos como mais vizinhos do que sdo na
realidade. Quanto a nocdo de Piaget do continuo matemdtico pode-se obter mais detalhes no
Anexo E — Conclusdes de Piaget sobre as No¢des do ponto e do continuo.

Piaget constatou que, uma vez que essas diversas nogdes eram fornecidas pela
representacao intuitiva, a crianca chega as estruturas operatorias listadas a seguir quando a
articulagdo das intuicdes em jogo torna-se suficiente para assegurar sua composi¢do reversivel,

ou seja, desde o nivel das operagdes concretas:

I - Particao e adicdo primitiva — as reagdes estudadas no capitulo V de (Piaget , 1993)
mostram a capacidade, desde 6-7 anos, de dissociar um continuo em elementos vizinhos (e
separados por essa dissociacdo), que, adicionados gradualmente, reconstituem um todo. Dai: A +
A’=B,B+B’=C,etc. e C- B’ =B; B—- A’= A. Este agrupamento, no dominio infralégico das
vizinhancas, é o exato equivalente, ao agrupamento dos encaixes das classes A, B, C, etc., no

dominio légico.

IT — Ordem de colocacdo — O capitulo II do livro citado no item I mostrou como ¢
construida a no¢do de ordem linear pela composi¢do gradual das vizinhancas. Dai as ordens

direta e inversa entre os elementos A, B, C, etc.: A>B—C... e C->B—A. A ordem sera ciclica se
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A—>B—C... 5 X—>A—B... igualmente com inversdao de sentido possivel. A ordem inversa, por
resultar da mudanga do sentido de percurso da seqiiéncia, ja constitui um deslocamento, nao
segundo o significado euclidiano de um movimento de objetos, mas do ponto de vista dos
movimentos necessarios ao sujeito para percorrer a seqliéncia.

Este mesmo agrupamento (ordem de colocac¢do) intervém quando sdo ordenados,
niao mais os elementos de uma seqiiéncia linear, mas as cercaduras ou envolvimentos
sucessivos de um elemento de partida. Se A ¢ um primeiro envolvimento (curva fechada
cercando uma superficie, ou uma superficie envolvendo um volume), B o segundo, etc. encontra-
se uma ordem ABC... que pode coincidir com as adi¢des primitivas do agrupamento. Mas este
ultimo permanece independente da ordem no sentido de que temos tanto A’+ A = B como A +
A’= B. Este agrupamento que engendra a ordem de colocacio é equivalente as seriacoes de
relacdes assimétricas, no dominio logico. A natureza infraldogica deste agrupamento ¢ atestada
pela intervengdo das vizinhancas e pelo fato de que ele conduzira, no terreno euclidiano, as

operacdes de deslocamento.

IIT — Reciprocidade das vizinhancas — Se no agrupamento I o sujeito parte do elemento
A, considerando A’ como elemento vizinho (escrevemos A; e A;’), ele pode igualmente partir de
A como elemento vizinho (que sera designado A’,). Ele compreendera entdo que :
A+tA’ = A+ A%(=B);
Da mesma forma que B;+B’; =B, + B’,( = (), etc.
Essa reciprocidade das vizinhancas (que também se aplica as separagdes) constitui o

equivalente infralégico do agrupamento das “vicariancias” no plano logico.

IV — Relac¢des simétricas de intervalos — da mesma forma que, no terreno das
operacdes logicas qualitativas, o agrupamento das vicariancias (que ¢ um agrupamento de
classes) se traduz em termos de relacdes pelo agrupamento das relacdes simétricas, também
no terreno infraldgico a reciprocidade das separacdes se traduz em termos de relacdes por
um sistema de relagdes simétricas, que sio as relacoes de intervalos. No dominio das nogdes
topologicas elementares, que ignoram as distdncias e suas conservagodes, tais intervalos sdo

marcados simplesmente no seio dos agrupamentos de ordem II pela relagdo “entre”: por exemplo
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B esta entre A e C na ordem direta, da mesma forma que esta situado entre C ¢ A na ordem
inversa. Temos, portanto em conseqiiéncia do agrupamento II, o agrupamento seguinte (que pode
ser extraido dele da mesma maneira pela qual um sistema de relagdes simétricas pode ser sempre
extraido de uma seriagao):

AoB (=0); AC (=B); AoD (=B, C), etc. ( O simbolo <> significa a relacao
“entre”).

Essa relagao simétrica “entre” ¢ adquirida tdo logo ¢ construida a ordem linear, enquanto
antes ela da lugar a multiplas dificuldades. Na ordem ciclica ABCDAB... a crianca descobre que
um elemento qualquer (por exemplo, D) esta sempre situado entre dois outros (por exemplo,
entre B e A) na ordem inversa e entre os mesmo, mas permutados (por exemplo, entre A e B) na
ordem inversa. O mesmo agrupamento pode ser aplicado a uma sucessdo ordenada de

envolvimentos.

V — Multiplicacao biunivoca de elementos — existem trés espécies de envolvimentos que
fornecem a imagem intuitiva mais simples das dimensdes, ou seja, um sistema a trés dimensoes
tem por fronteira uma superficie (um sistema a duas dimensdes), um sistema a duas dimensdes
tendo por fronteira uma linha (a uma dimenso) e um sistema a uma dimensao tendo por fronteira
um ponto (a dimensao 0). A elaboragao de tais relagdes leva a um agrupamento multiplicativo tao
logo o sujeito passa de uma dimensao a muitas. No caso da seqiiéncia unidimensional ABCD, a
linha que liga B a D constitui um segmento da linha ABCD, ja que ela ndo corta sendo pontos
que pertencem a esta linha (como C). Em contrapartida, a linha que liga um ponto interior de uma
superficie fechada a um ponto exterior corta a linha fronteira. Se representarmos essa linha
fronteira pela seqiiéncia AB;CD;... etc., e a linha que a corta pela seqiiéncia A,B,C;D;... etc.
existe, pois, um determinado ponto que pertence as duas linhas a0 mesmo tempo. Por exemplo, o
ponto C1 coincidira com D2 e serd necessario escreve-lo CiD,, 0 que constitui uma operacao
multiplicativa exprimida pelas palavras “ao mesmo tempo” indicando que o ponto C,D; pertence
as duas seqiiéncias. Um agrupamento multiplicativo a duas dimensdes ¢ a generalizacao de tal
operacdo no caso de intersecdo de dois feixes de curvas e a crianga tem a imagem intuitiva dele
em qualquer rede que pode ser lida simultaneamente nos dois sentidos como uma tabela de dupla

entrada.
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VI — Multiplicacio biunivoca de relacdes — uma mesma rede a duas ou trés dimensdes
pode ser construida em termos de relagdes. Em termos concretos, uma correspondéncia biunivoca
consiste, com efeito, em estabelecer uma rede tal como a que acabamos de examinar: Os
elementos A1BC;... etc., de uma seqiiéncia sdo colocados em correspondéncia com os elementos
A’1, B’;, C’; de uma outra seqiiéncia quando certa conexdo ¢ estabelecida entre A; e A;’, entre
Aze A’,. A conexdo poderia ser desenhada sob a forma de linhas, que simbolizariam as relagoes,
que ligam os elementos postos em correspondéncia. Neste caso essas linhas cruzariam as

seqliéncias A|B;C; ... e A;’B,’C’, etc., segundo um sistema multiplicativo a duas dimensdes.

VII e VIII — Multiplicacdes co-univoca de elementos ou relacdes — ¢ evidente que os
sujeitos capazes de correspondéncias biunivocas, isto €, um termo a um termo foram igualmente
aptos a construir correspondéncias um a diversos, isto €, co-univocas. Por exemplo, num mosaico
qualquer, o elemento A;, corresponderd a muitos elementos vizinhos A;B,C; ..., essa seqiiéncia
A;ByC; ... corresponderd a um grande numero de elementos vizinhos A3;B;C;DsFj... etc.

Estes sdo os sistemas operatorios que exprimem as relagdes topologicas em posse da
crianca no nivel das operagdes concretas. Mas mesmo explicitando assim, através de uma
formulagdo simbdlica, o que permanece implicito na a¢do do sujeito, constata-se que cada um
desses sistemas limita-se a apelar para encaixes, ordens de sucessdo ou correspondéncias entre si,
isto ¢, nogdes das quais nenhuma supde ainda uma quantificacdo extensiva. Os encaixes dos
sistemas em [ e III limitam-se a ligar os elementos parciais as totalidades das quais sdo
integrantes, os sistemas II e IV fazem a mesma coisa, mas em termos de relagdes e de intervalos,
e as correspondéncias V a VIII consistem em encaixes simultaneos segundo dois sistemas ao
mesmo tempo. Esses sistemas supdem raciocinios qualitativos, que procedem gradualmente por

distingdes dicotdmicas: sdo agrupamentos € nao grupos.

6.3 Caracterizaciao do pensamento formal

No processo de desenvolvimento cognitivo do ser humano ele constrdi sistemas para a

assimilacdo da realidade externa e interna ao seu organismo. Tais sistemas comecam com 0S
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reflexos seguidos de esquemas sensorio-motores e a partir da constru¢do da funcdo simbolica
inicia-se a constru¢do dos esquemas conceituais. Neste processo o ser humano passa pelos
estadios sensorio-motor, pré-operatdrio, operatdrio e formal, assim definidos por Piaget em seus
estudos. Em cada um desses estadios sdo construidos sistemas que coordenam os esquemas,
sejam eles sensorio-motores ou conceituais, ¢ quando o ser humano atinge, durante o seu
desenvolvimento, o estadio formal ele passa a realizar, além das operagdes concretas, as
operagdes proposicionais ou formais. Estas passam a formar um unico grande sistema, o qual
reine em um mesmo todo as duas formas de reversibilidade das operagdes (inversdo e
reciprocidade) juntamente com o conjunto das operacdes logicas (Piaget citado em Montangero
,1998, pag. 191). Estas duas formas de reversibilidade operatdria (inversa e reciproca) podem ser
coordenadas em um sistema unico. Tal sistema ¢ o grupo das quatro transformagdes proprio da
logica proposicional do adolescente (inversdo, reciprocidade, inversdo da reciproca ou
reciprocagdo da inversa e transformacdo idéntica). As operagdes formais passam a constituir
também uma outra estrutura que € a estrutura de redes. Estas permitem reunir todas as operacoes
em um sistema Unico, caracterizado pelas leis de rede. A rede ¢ obtida pela constru¢do de um
“conjunto de partes”. Esse conjunto é construido por meio de combinatéria. S3o as operagdes
combinatorias e a estrutura de grupo que diferenciam a rede formal dos agrupamentos concretos.
O concreto esta limitado ao real, aquilo que o sujeito percebe da realidade e o formal € construido
pelos possiveis, que se caracterizam pelas possibilidades.

Segundo Piaget citado em (Montangero, idem. Pag. 192) o Pensamento Formal ¢
caracterizado pela estrutura de conjunto de grupo e de rede coordenadas. Ele afirma ainda que se
tal estrutura constitui uma forma de equilibrio o seu modo de existéncia consiste em um conjunto
de possibilidades, em que somente sdo realizadas as operacdes € 0s esquemas operatorios
efetivamente construidos, reduzindo-se o resto as transformacdes virtuais, podendo produzir-se a
partir dessas realidades efetivas. Na estrutura de conjunto de grupo estd presente a dupla

reversibilidade do pensamento. Na estrutura de rede esta presente a combinatoria.

6.3.1 O pensamento formal, o conceito de limite e os objetos digitais interativos.
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Conforme o texto sobre o pensamento formal, este se caracteriza pela estrutura de
conjunto de grupo e de redes coordenadas, entdo cabe a seguinte pergunta: o que existe de
estrutura de grupo e de redes no caso do estudo sobre o conceito de limite utilizando objetos
digitais interativos?

Com o objetivo de responder a esta pergunta foram detalhados, a principio, os conceitos
de limite, grupo e rede:

Seja a seguinte defini¢do do conceito de limite:

“Seja f uma funcao definida para todo numero em um intervalo aberto contendo a, exceto
possivelmente no préoprio a. O limite de f(x) quando x tende a a sera L. , escrito como

limy,, f(x)=L

se a seguinte afirmativa for verdadeira:

Dado £>0 qualquer, existe um é > 0, tal que se 0<|x -a|<dentdo | f(x) - L | <g”

(Leithold, 1994, pag.58).

Ela possui as condigoes :

e Seja f uma funcao definida para todo nimero em um intervalo aberto contendo, a
exceto possivelmente no proprio a
e Dado £>0 qualquer, existe um 6 > 0,

Ela possui também uma proposi¢ao condicional escrita na forma “se p entao q”.
O conteudo da proposicido p=*“0<|x-a|<d”

O contetdo da proposicdo q= “|f(x)-L|<¢g”

I - Estruturas de grupo:

A defini¢do de limite ¢ construida utilizando uma implicacdo ldgica na forma “se p entao
q”. Fazendo o agrupamento destas duas proposi¢cdes “p” e “q” combinadas na forma da
multiplicagdo légica e considerando as formas em que elas sdo afirmadas e negadas teriamos o
agrupamento multiplicativo nas quatro primeiras linhas do quadro seguinte. As operacdes

presentes nas 16 linhas do quadro formam de todas as combinagdes possiveis de formar com os

o par de proposicdes p e q, considerando verdadeiro e falso:
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Dpq 9p.qvp'.q

2)p.q 10)p’.qvp’.q

3)p’.q 1) p.qvp.q'vp’.q

Hp’.q 12)p.qvp.q'vp’. q

S)p.qvp’.q 13) p.qvp’.qvp’. q (conceito de
limite)

6)p.qvp’.q 14)p.qvp.qvp.q

7p.qvp.q 15)p.qvp’.qvp.qvp.q

)p.qg°vp.q 16) 0

Figura 5 - Quadro de Proposicoes Logicas

Da linha 1 ate a 4 estdo as combinagOes 1 a 1. Da linha 5 até a 10 estdo as combinagdes 2
a 2. Da linha 11 até a 14 estdo as combinagoes 3 a 3. Na linha 15 esta a combinagao 4 a 4e na
linha 16 o zero significa que ndo héd combinagdes 0 a 0. Estas dezesseis combinagdes possiveis
constituem operagdes novas que resultam da combinacdo de proposi¢des do ponto de vista de sua
verdade ou falsidade. Como o conceito de limite ¢ dado por uma implicagdo (linha 13), ou seja,
se p implica q (p—q), entdo a associagao p.q’ € falsa e a representacdo do conceito através de
proposi¢des seria: (p-9 v (p’.q9) v(p’q’), que corresponde ao numero treze do quadro anterior.
Ao mesmo tempo se aplicarmos as operacdes logicas de inversdo (N), reciprocidade(R) e
correlagdo (C) ao numero 13 foram obtidas as operagdes 2, 12 e 3 respectivamente. A cada uma
das outras operagdo presentes no quadro 1 podemos aplicar as 4 operagdes logicas e assim
obteremos uma operagdo presente no quadro, pois cada uma delas possui sua inversa, sua
reciproca e sua correlativa entre as dezesseis operacdes possiveis.

Piaget, conforme citado em (Chiarottino, 1972, pag. 31), mostra que se nos ativermos ao
aspecto algébrico da estrutura de grupo constataremos que o sujeito se comporta como se a
qualquer destas operagdes proposicionais pudéssemos fazer corresponder de um lado uma inversa
e do outro uma reciproca. Tal estrutura ¢ o grupo de duas reversibilidades INRC. Este grupo
comporta todas as operagdes dos agrupamentos, mas componiveis entre si: I (Identidade), N(

Inversdo), R(Reciprocidade), C (Correlatividade) fundida numa estrutura de grupo que ¢
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comutativo, pois satisfaz as seguintes condi¢cdes: N=RC; R =NC; e I =NRC. Entdo resta
comprovar se as dezesseis proposi¢des formam um grupo ou um conjunto de grupos.
Examinando a figura seguinte podemos visualizar que as dezesseis proposi¢cdes formam

quatro grupos do tipo INRC.

(e D) (s B e (PP

correlativa reciproca mrrT““ correlativa mdpro\mﬂla““
11) p.gv p.q' v p'.q 4—__1,“,; 12) p.gv p.q'vp'.q' 4———inversa——b

reciproca reciproca

15) p.qvp.q'vp'.q vp'.q
(afirmacdo completa)

C 2

reciproca reciproca

" ) ' inversa/ " . 0
10)p'.qvp.q’ |[¢— ,ec,mca——i' 7)p.avp.q

inversa/ - 16) 0

inversa,
/ correlativa nagacdo total

correlativa

5)pqvp.q |[4—

inversa/ _ [ 6)p.qv p'.q

reciproca

correlativa

- lati correlativa
correlativa correlativa

Figura 6 — Redes envolvendo proposi¢oes logicas

Com base no figura 5, com dezesseis proposicdes € nas estruturas vistas na figura anterior
pode-se mostrar que as proposi¢des resultantes da aplicagdo das operagdes logicas de identidade,
reciproca, inversdo e correlatividade na implicacdo que define o conceito de limite comportam
um grupo do tipo INRC. Para realizar tal demonstracdo sdo necessarios um conjunto, uma
operagdo (o = composicao entre operagdes logicas) aplicada a elementos deste conjunto e a
satisfacdo de quatro condi¢des que foram listadas a seguir. Além das quatro existe uma quinta,
que ndo ¢ fundamental, mas que permite identificar se o grupo ¢ comutativo.

Os elementos do conjunto G s3o:

I[=p—>q=pqvp.qvp.q

N=p.q

R=q—->p=pqvp.qvp.q

C=p’.q.
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Condigdes para formar um grupo:

1)Todo elemento do conjunto composto com qualquer outro elemento do conjunto resulta
num terceiro elemento do conjunto.
I aplicada em qualquer elemento resulta no proprio elemento:

I0)=1, IN)=N, I(R)=R, IC)=C.

N aplicada em I,N,R,C resulta:
N@=N(p.qvp’.qvp.q)=p.q =N
N(N)=N(p.q)=p.qvp’.qvp’.q=I
NR)=N(p.qvp.qvp.q)=p .q=C
N(O)=N(p’.q9)=p.qvp.qvp'.q’=R

R aplicada em ILN,R,C resulta:
RM=R(p.qvp.qvp.q)=pqvp.qvp.q=R.
R(N) =R(p.q")=p’.q=C
RR)=R(p.qvp.qvp.q)=(p’. q vp.qvp.q=I
R(C)=R(p’.@)=p.q" =N

C aplicada em I,N,R,C resulta em:

CH=Cpqvp.qvp.q)=p.q=C
CN)=C(p.q’)=p.qvp.qvp.q=R
CR)=C(p.qvp.qvp.q)=pq=N
CO)=Cp’.9=pqvp.qvp.qg=L

2) A operagdo de composi¢do (0) € associativa.

Exemplo1: NoR)oC=No(Ro(C)=1

(NoR)oC=CoC=1
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No(RoC)=NoN=1

Exemplo 2: (RoC)oR=Ro(CoR)
NoR=C =RoN=C
Cc=C.

3) Existe em G= {I,N,R,C} um elemento neutro I tal que para qualquer elemento x de G
tem-se x o I =x, como foi verificado anteriormente.

4) Para todo elemento x de G existe um inverso y talque x oy =y o x =1. No caso de G o
inverso de cada elemento ¢ ele mesmo.

5) O grupo ¢ abeliano, pois sejam quais forem x e y pertencentes a G ter-se-a Xoy = yox.

IT — Estrutura de Rede:

A segunda parte da pergunta feita no inicio do item 6.3.1 é: o que existe de rede no
conjunto das dezesseis proposicdes presentes no quadro da figura 5?

Para entender conceito de rede existe a demanda pelo conceito de grafo e conceitos
relativos. Estes conceitos foram listados a seguir(Goldbarg, ?, pag.485.):

Grafo — ¢ uma estrutura que representa um conjunto de elementos denominados nds e
suas relagdes de interdependéncias ou arestas.

Um Grafo ¢ representado matematicamente por:

G’=(V, E)

Onde V ¢ o conjunto de vértices, E o conjuntos de arestas ou ligacdes entre os vértices.
(IV=n, [E=m). Onde n é o numero de vértices ¢ m o nimero de arestas. Poderiamos usar o G
como simbolo do grafo, mas para ndo confundir com o G do grupo, usaremos G’. Por exemplo,

vide a figura a seguir:
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a
D :

Figura 7 - Exemplo de Grafo.

V= {1,2,3,4,5}, E = {(1,2).(1,3),(2,3),(2,4),(3,4),(4,5)}, |[V| =5, |E| = 6.

Grafo rotulado - Um grafo G’= (V,E) é rotulado se existem atribui¢cdes associadas a seus
nods (tanto numéricas como alfabéticas).

Multigrafo - um grafo G’= (V,E) ¢ um multigrafo se existem mais de uma aresta ligando
0 mesmo par de vértices.

Grafo Direcionado - um grafo ¢ dito direcionado quando o sentido das ligacdes entre os
vértices ¢ importante. Nesse caso normalmente as arestas sao chamadas por arcos.

Rede — uma rede R = {V, E, F} ¢ um grafo direcionado G’= (V,E) atravessado por um

fluxo F = {f}, f3, ..., fo} que circula em suas m arestas.

Com base nas defini¢des anteriores relativas a redes e grafos pode-se concluir que as
operagoes logicas de Identidade(I), Inversao (N), Reciprocidade (R) e correlatividade (C)
aplicadas sobre as proposi¢cdes do quadro 1 com as dezesseis proposi¢des formam varias redes.
Examinando ainda a figura 5, com as proposi¢des, em especial a parte de cima no lado direito,
podemos conferir visualmente a formagao de varias redes. Isto se justifica por: as proposigdes
juntamente com as operacdes logicas que as ligam de forma orientada formam um multigrafo
rotulado (as atribuigdes dos nds sdo as proposi¢des logicas) com um fluxo entre seus vértices. O
fluxo entre os vértices do grafo ¢ permitido pela aplicagdo das operacdes logicas [LN,R, C junto

as proposi¢oes associadas aos vértices.
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Detalhando em uma representagdo formalizada o multigrafo e a rede formados pelas
proposi¢des 2,3,12,13 tem-se:

vV = {2, 3, 12, 13}, E = {(2,3),(2,12),(2, 13),(3, 2),(3, 12),(3, 13),(12, 2),(12,
3),(12,13),(13,2),(13,3),(13,12)}, F= {I,N,R,C}.

6.3.2 O conceito de limite: operacdes infralégicas, grupos e redes

Considerando os conceitos de grupo e de rede apresentados anteriormente deve-se mostrar
como o conceito de limite, que é uma implicagdo logica do tipo p —q pode estar inserido dentro
de um estrutura que coordena rede e grupo. Entdo no caso especifico do conceito do limite a
sentenca correspondente a identidade seria:

Identidade (I) (p—q): Se (eu escolho um valor de x suficientemente proximo, e
diferente, de a) entdo (eu posso tornar f(x) tdo préximo quanto eu queira de L)

Como inversa teriamos:

Inversa (N) (p.~q): existe pelo menos um € > 0 para o qual ndo consigo escolher uma
vizinhang¢a de a de modo que para todo x nessa vizinhanga f(x) esteja na vizinhanca (L - €, L +¢).
(nfo existe o limite). Outra pergunta para a inversa: (¢ possivel escolher valores proximos de a e
f(x) ndo estar tdo proximo quanto eu queira de L) ou (existe algum valor de ¢ tal que ndo importa
o valor de a que eu escolha f(x) ndo estard na vizinhang¢a de raio € de L).

Reciproca (R) (q—p): Se (eu escolher f(x) suficientemente proximo de L, podendo ate
coincidir com L) entdo (eu posso tornar x tdo proéximo de a quanto eu queira, com x diferente de
a). (existe o limite com restricoes).

Correlativa (C) (~p . q): ( Eu escolho x fora do intervalo aberto (a- 5, a+93)) e (eu

posso tornar f(x) tdo proximo quanto eu queira de L ).

6.4 Consideracoes sobre a natureza do conceito de limite
O capitulo IV mostrou um estudo histdérico das nogdes que contribuiram para a construgdo

do conceito de limite. No presente capitulo houve um estudo sobre elementos da teoria de Piaget
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que pudessem permitir a descricdo dos mecanismos cognitivos envolvidos na constru¢ao do
conceito de limite. O estudo apontou na dire¢do das operagdes infraldgicas. Outro fato importante
¢ que existe uma relagdo entre as operagdes l0gico-matematicas e infraldgicas, tal relacdo mostra
uma ligagdo entre os processos envolvidos no conceito de limite ¢ de continuo, o qual foi
estudado no capitulo V de (Piaget, 1993). As operagdes logicas possuem estreita relacdo com o
aspecto discreto dos niimeros descrevendo grandezas fisicas. As infralogicas, conforme o que foi
estudado, possuem estreita relacdo com o aspecto continuo dos numeros descrevendo estas
mesmas grandezas fisicas. As reflexdes sobre o contetido do capitulo 5 e o presente capitulo
propiciaram a constru¢do de algumas consideragcdes, que foram apresentadas com suas

respectivas respostas propostas:

6.4.1 O que é o conceito de limite?
Uma tentativa de resposta ¢ apresentada a seguir :
A seguir temos trés definicdes de limite:
1 - “Seja f uma funcao real de variavel real e seja a, a€ R, tal que exista uma vizinhanga
reduzida de a contida no dominio de f. O limite dos valores f(x) para x tendendo a a é o nimero

real L se, e somente se, para qualquer real positivo €, existe algum real positivo J, tal que :

0<|x-a|<d—|f(x)~L|<g” (Paiva, 1995. pag. 397)

2 - “Seja f uma fun¢do definida para todo numero em um intervalo aberto
contendo a exceto possivelmente no proprio a. O limite de f(x) quando x tende a a sera L.
, escrito como
lim 4, f(x)=L
se a seguinte afirmativa for verdadeira:

Dado £>0 qualquer, existe um 6 > 0, tal que se 0<|x-a|<dentdo |f(x)—L |<¢g”

(Leithold, 1994, pag.58).

3 — Diz-se que o nimero a ¢ o limite da seqiiéncia (x,) quando, para todo nlimero

real > 0, dado arbitrariamente, pode-se obter ng € N (naturais) tal que todos os termos X,
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com indice n>ny cumprem a condigdo |x, — a| < &. Escreve-se a = lim x,. (Lima, 2002,

pag. 23).

Pode-se fazer a seguinte interpretagdo da definicdo 1 ou 2: A qualquer real positivo (g),
escolhido para ser o comprimento de um intervalo haverd sempre um numero real positivo
correspondente (J), escolhido para ser o comprimento de outro intervalo, tal que se x esta dentro
do intervalo formado por 6 em torno de a entdo y esta dentro do intervalo formado por € em torno
de L.

A interpretacdo da defini¢do 3 pode ser: A qualquer real positivo (g), escolhido para ser o
comprimento de um intervalo, haverd sempre um inteiro no, tal que se n> ny serd cumprida a
condicdo de que o elemento de indice n da seqiiéncia estard dentro do intervalo de didmetro € em
torno de L.

Pode-se fazer o seguinte questionamento: Quais os tipos de relacées, quais as operacoes
logicas e quais as operacdes infralogicas envolvidas quando um sujeito trabalha com a
defini¢ao e com o conceito de limite.

Quanto as relacdes pode-se pensar em:

e Existe uma relacao légica que liga os dois intervalos. Ela é do tipo implicacao.
Pois “se” x esta dentro do intervalo de centro a “entao” y estd dentro do intervalo
de centro L e raio €. No caso das séries —definicdo 3- existe uma relacao de
implicacdo logica, pois se obtivermos um valor de indice n>n, isto implicard que
o valor de x, estard dentro do intervalo de raio ¢ e centro L.

e Existem dois sistemas de encaixes de intervalos, portanto ha relacoes
infralogicas. Um relacionado a “existe um 6”. O outro relacionado a “dado
qualquer €”. No caso o relacionamento direto entre os intervalos representador por
€ e 0 ¢ dado pela relacao “menor que”, pois para qualquer valor de intervalo que
se escolha sempre ha um valor menor possivel. Isto ¢ uma quantificacdo extensiva.
Assim cada conjunto de € ou 0 esta relacionado pela relagdo de ordem “menor

29

que”.

Quanto as operacoes logicas envolvidas com o conceito de limite pode-se pensar em
dois tipos:
e As operacdes logicas envolvidas no conceito de nimeros inteiros ( vide Anexo G

- Consideracdes de Piaget: a relacdo entre classes e nimeros inteiros) que sdo a
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base para formagdo dos niimeros racionais que, por sua vez, sao a base para a
construcao dos irracionais.

e As operagdes logicas envolvidas com as proposi¢des da definicdo formal de limite
foram detalhadas em 6.3 Caracterizagdo do pensamento formal. Elas se estruturam

na forma de uma coordenacao de grupos e redes.

Quanto as operacdes infralogicas envolvidas no conceito de limite:
Quando se pensa em uma func¢do real de variavel real existe a relacdo com as operagdes
infralégicas que influenciam na construcdo do continuo numérico. O continuo numérico

(representado pela reta real) ¢ o conjunto dos numeros reais. Este tem entre suas caracteristicas:

e E um corpo (possui duas operagdes, soma e multiplicagdo que obedecem a
algumas condicdes) (vide Anexo B — Definigdes ldgicas e/ou matematicas).

e Tem uma relagdo de ordem ( “menor que”, “maior que”) que permite comparar
diretamente dois elementos do conjunto, esta relacdo permite uma quantificagdao
extensiva. (no Corpo do Complexos ndo podemos comparar dois niimeros
complexos em termos de ordem).

e E completo — ou seja, todo conjunto nio-vazio, limitado superiormente, Xc R (R
¢ o Conjunto dos reais) possui supremo b = sup X € R (de forma similar todo
conjunto nao-vazio, limitado inferiormente X — R possui infimo a = inf X € R).
Intuitivamente este fato significa que a reta real nio tem “furos”. A
completude necessaria ao conceito de real implica na existéncia de supremos e
infimos. Todo conjunto nao-vazio limitado contido nos Reais possui supremos e
infimos que pertencem aos reais. Para definir supremos e infimos precisamos das
relacdes de ordem < e >, que ocorrem entre os proprios elementos do conjunto dos
reais. Tais relagdes de ordem pode ser feitas de forma infinita, pois se
perguntamos qual o préximo numero real maior que trés teremos uma infinidade
de respostas. Este processo infinito estd relacionado com o conceito de ponto de

acumulacao.
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Em sua obra sobre a Representacao do Espaco na Crianca (vide Anexo E) Piaget discorre
sobre as quatro relagdes de vizinhanga, separacdo, ordem, envolvimento e as operagdes de
divisdo, composi¢ao, ordenar e envolver. Ele afirma que o continuo se constitui na sintese dessas
quatro relagdes, embora falte aos sujeitos dos experimentos as no¢des de nimeros irracionais, de
limite e de ponto de acumulagao.

Analisando a definicao de limite e a defini¢cdo formal do continuo numérico pode-se dizer
que as relagdes de vizinhanga, separacdo e as operagdes de divisdo e composi¢do estdo
relacionadas a propria defini¢do de nimero real se considerarmos a definicdo de Dedekind ( vide
Anexo B — Defini¢coes logicas e/ou matematicas), baseada em cortes e classes. A ordem e o
envolvimento estdo presentes quando pensamos em sistemas de intervalos encaixados tendendo

para um ponto limite.

6.4.2 E necessario o conceito de continuidade para haver o conceito de limite?
Nao, pois € possivel aplicar o conceito de limite com uma série, que partindo dos inteiros
chegue aos reais. Na verdade existe a necessidade do conceito do continuo numérico (Conjunto

dos Reais).

6.4.3 E possivel aplicar limite em um intervalo s6 de niimeros racionais?

Nao, o conceito de limite precisa da completude. Vejamos o caso dos racionais: se
aplicarmos o conceito de limite a uma seqiiéncia de numeros racional maiores que zero e que o
quadrado de cada um desses numeros seja menor que dois. Este conjunto ¢ limitado
superiormente e pela proposicao que diz “todo conjunto ndo vazio de niimeros reais, que seja
limitado superiormente, possui supremo” (Avila, 1993, pag. 3) ele tem supremo, mas esse
supremo nao € racional, pois ele ¢ o nimero irracional raiz de 2. Assim o conjunto dos nimeros

racionais ndo ¢ “fechado” para a operacao de limite.

6.4.4 Qual é a relacao entre operacdes infraldgicas e o conceito de limite?
Em (Piaget, 1993) foi abordada a construgao do esquema espaco na crianga € a constru¢ao

das relagdes topoldgicas, euclidianas e projetivas. Pelas experiéncias realizadas Piaget concluiu
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que o conceito de continuo repousa sobre relagcdes de vizinhanga, separagdo, envolvimento e
ordem. O conceito de limite (que depende dos conceitos de vizinhanga e ponto de acumulacdo)
(vide definicdes no Anexo 1) se fundamenta no continuo numérico, construido através destas
relacdes topoldgicas estudadas. Cabe aqui uma diferenciacdo entre a relagdo de vizinhanga e a
defini¢ao formal de vizinhanga que encontramos em livros de matematica. A relacdo de
vizinhanga citada por Piaget e Inhelder ¢ perceptiva ou representativa, portanto intuitiva, por
outro lado a defini¢do formal de vizinhanga (vide Anexo B, Defini¢des Matematicas) permite a
operacionalizacdo deste conceito no contexto da matematica em nivel formal. Existe uma estreita
relagdo entre elas, pois se de um lado Piaget fala de vizinhanca com o sentido de “proximidade”
em seus estudos, por outro lado na definicdo formal de vizinhanga esta implicita a no¢ao do “tdo
proximo quanto queira”, ou seja, a no¢ao de proximidade estd definida de uma maneira que
permita a sua utilizagdo em um sistema formal. E interessante que no estudo do desenvolvimento
histérico destes conceitos, conforme (Brolezzi, 1996, pag. 32) a defini¢do formal de limite foi
construida primeiro, depois veio a construcao da defini¢do formal do continuo numérico.
Segundo as pesquisas de Piaget a crianca de mais ou menos 7 anos constroi diversos
sistemas operatorios por meio de relacdes intensivas de vizinhanca, de separacio, de ordem,
de envolvimento e de continuo. Ele constatou que, uma vez que essas diversas nogdes eram
fornecidas pela representa¢do intuitiva, a crianca chega as estruturas operatérias do tipo
parti¢do/adicao primitiva, ordem de colocagdo, reciprocidade de vizinhangas, e outras listadas no
item 6.2, quando a articulacdo das intuicdes em jogo torna-se suficiente para assegurar sua
composi¢ao reversivel, ou seja, desde o nivel das operagdes concretas. S3o essas nogodes ¢
operagoes infraldgicas que permitirao ao sujeito construir o continuo, que € a base do conceito de

limite.

6.4.5 Qual a relacao entre a construcao do nimero e o conceito de limite?

Em (Piaget, 1975, pag. 15) o conceito de nimero aparece como: uma sintese, num unico
sistema, de duas estruturas mais simples que, que sdo a inclusdo de classes (A + A’ =B; B+ B’ =
C; C+C’=D; etc.) e o da seriagdo ou das relagdes de ordem (A-A’-B’- C’, etc.). Ele comenta que
tal sintese s se constitui por volta dos 7-8 anos. Sobre o conceito de nimero Battro (1965, pag.

128) ao falar dos experimentos feitos por Piaget sobre a reconstrucdo de correspondéncia
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cardinal, na qual sdo utilizados bonecos e bastdes, comenta que a compreensdo de que um
enésimo elementos de uma série € necessariamente o ultimo termo de n elementos, supde-se que
a crianga pode fazer abstracdo das qualidades dos elementos para considerar que cada um ¢
equivalente a qualquer de todos os outros ¢ diferente apenas por sua posi¢ao de ordem. Este
conceito de nimero tem suas bases em operagdes logicas, pois a crianca faz abstracdo das
qualidades para considerar equivaléncias e diferencas (no caso a posi¢do na reta) entre eles. Este
tipo de relacdo ndo considera a dimensao espaco temporal. Sendo assim, os niumeros, descritos se
apresentam de forma discreta na reta, ou seja, podem ser separaveis (sdo discretos) pela intuigao.
Mesmo os niimeros racionais, que pela intui¢do podem parecer estar associados a todos os pontos
da reta, deixam lacunas. Como preencher tais lacunas?

O conceito de limite tem suas bases assentadas no conceito do continuo da reta real. O
conjunto dos niumeros naturais (N) ndo poderia, obviamente, fornecer essa base, pois os naturais
sdao discretos. Os inteiros (Z) possuem também a caracteristicas de serem discretos. Quando
passamos a tratar com os racionais (Q) nossa intuicdo poderia sugerir, enganosamente, que
teriamos cada ponto da reta real associada a uma fracao, entretanto conforme (Courant 2000, pag.

84)

“Uma vez que os numeros racionais sdo densos' na reta, €
impossivel determinar por qualquer operagdo fisica, por mais precisa que
seja, se um dado comprimento ¢ racional ou irracional. Assim poderia
parecer que os numeros irracionais sao desnecessarios para a descri¢ao de
fendmenos fisicos.... a verdadeira vantagem que a introdu¢ao de niumeros
irracionais trouxe para a descri¢gdo matematica de fenomenos fisicos ¢ que
esta descrigdo torna-se muito simplificada pela livre utilizacdo do
conceito de limite, para o qual o continuo numérico constitui a base”.

Assim o conceito de limite depende do continuo numérico que possui relagdo com a
continuidade da reta e o conceito do continuo, por sua vez, depende da existéncia dos nimeros

irracionais. Os numeros irracionais permitiram “fechar” as lacunas da reta real, uma vez que os

! Vide definigao no Anexo B
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conjuntos N, Z ¢ Q deixam lacunas. Assim o reino dos numeros pode ser associado ao reino da

geometria.

6.4.6 Por que Piaget afirma que os nimeros irracionais sio o “ponto de solda” entre
operacdes logico-aritméticas e operacoes infralogicas?

Primeiro ¢ possivel mostrar, conforme (Courant, 2000, pag. 71), que uma construcio
geométrica simples (exemplo: a constru¢do da raiz de 2) pode resultar em um segmento
incomensuravel com a unidade, ou seja, um nimero irracional, o que significa que este segmento
ndo pode ser representado por uma fracdo de numeros inteiros. Este tipo de segmento quando
demarcado sobre a reta numérica ndo pode coincidir com nenhum nimero racional. Os pontos
extremos desses segmentos, quando demarcados a partir do ponto 0 da reta numérica, sdo
chamados de pontos irracionais. Como relacionar a medida deste comprimento com um ntimero,
que ¢ uma construgdo feita em cima de relagdes logico-aritméticas? Se considerarmos que a reta
numérica ndo pode ter lacunas devido a sua condi¢do de continuidade, entdo deve haver uma
correspondéncia mutua entre nimeros por um lado e pontos da reta por outro. Dai a necessidade
de introduzir o conceito de nimeros irracionais. Estes sdo construidos em cima do conceito de
limite, que por sua vez ¢ construido sobre as relagdes topoldgicas de vizinhanga, separacgdo,
ordem e envolvimento. Estas relagdes segundo Piaget (ibid. pag. 480) “acabam na construgdo de
esquemas Unicos € continuos, que sdo os espagos totais, ao passo que as relagdes logico-
aritméticas acabam em sistemas de conjuntos descontinuos”.

Ao mesmo tempo em que os numeros irracionais foram construidos em cima de
consideracdes do espaco (grandezas incomensuraveis) eles podem ser pensados como limites
de séries de numeros racionais, os quais sio construidos sobre numeros relativos, estes por
sua vez sao construidos sobre os inteiros, construidos sobre os naturais, que por sua vez sao
a sintese da inclusio de classes e relacdes de ordem. Por isso eles conseguem fazer a ligacao
entre operacdes infraldogicas com operagoes logicas.

Com base nestas reflexdes, no histdrico do conceito de limite e no estudo que sera
realizado sobre objetos de aprendizagem, foram elaborados objetos digitais com a finalidade de
pesquisar quais 0s mecanismos cognitivos envolvidos na aprendizagem deste conceito

matematico.
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6.5 Objetos digitais: por que usa-los?

Nesta se¢do havera um estudo sobre objetos digitais de aprendizagem com o objetivo de
delimitar os aspectos gerais necessarios em objetos que possam ser utilizados numa investigacao
ndo s6 da aprendizagem de contetdos curriculares, mas, prioritariamente, que sejam recursos
para investigar mecanismos cognitivos na constru¢cao de conceitos matematicos. Outro ponto
importante serd a possivel relacdo dos objetos digitais com o conceito matematico de limite neste
processo investigativo.

A justificativa para o uso de objetos digitais nesta investigagdo pode ser apoiada na
afirmagao encontrada em (Fagundes, 1986, pag. 314): “O que encontramos foi uma situagdo
especialmente estimuladora ao nivel de trocas simbolicas, que permitiu a observacdo do
funcionamento de mecanismos presentes na constru¢do de conhecimentos. S6 que, neste caso, o
conhecimento que aparece sendo construido ¢ um conhecimento sobre a propria acdo de
representar”’. Neste trabalho foi investigado o uso da programacao em LOGO e a construcao de
conhecimentos de criangas ao usar esta linguagem. O aspecto comum com o estudo ora realizado
¢ o uso de objetos simbdlicos na investigacdo de mecanismos cognitivos, embora haja niveis de
interagdo diferentes nos dois casos. As operagdes e relagdes realizadas pelo sujeito ao tratar com
formas geométricas poderiam ser feitas com objetos tangiveis de papel ou outro material, mas
sempre seriam dificultadas por outros atributos existentes, por exemplo textura, cor, peso. As
abstragdes poderiam ser empiricas, pseudo-empiricas e reflexionantes. J& no computador as
abstragdes sobre objetos representados na tela sdo, ao menos, pseudo-empiricas, pois atuam sobre
representacdes dos objetos. Os objetos digitais permitem verificar facilmente as antecipacdes
referentes aos conceitos em foco, se elas estdo corretas bem como o retorno caso nao estejam, ou
seja, existe mais facilidade para a constru¢do do pensamento operatorio. O sujeito faz hipodteses
sobre a configuracdo espacial das figuras geométricas e tem a possibilidade de verificar
rapidamente a hipdtese criada. No problema do estudo deste do presente trabalho o papel do
computador permitiu criar uma situacado em que o sujeito se deparou com interagdes envolvendo
configuracdes espaciais, atingindo uma situacao de desequilibrio: por que o lado ao quadrado nao
resulta no valor dois?

Pode-se argumentar que o ambiente digital estd limitado as propriedades que o

programador atribui ao objeto, sendo um recorte da realidade. Porém, tais recortes podem incidir
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sobre aspectos relevantes do conceito que se deseja elaborar, permitindo focalizagdo da

inteligéncia e da vontade.

6.5.1 Definicdo de Objetos Digitais de Aprendizagem

No texto seguinte foram apresentadas algumas definicdes relativas a objetos de
aprendizagem encontradas na literatura e em sites da internet de instituicdes que realizam
trabalhos com estudos sobre objetos digitais de aprendizagem. Segundo o Learning Technology
Standards Committee (LTSC, 2006), 6rgao da IEEE responsavel pela regulamentacdo de normas
referentes ao assunto, objetos de aprendizagem (learning objects) sdo definidos como sendo
qualquer entidade, digital ou ndo digital, que possa ser utilizada para aprendizagem, instru¢ao ou
treinamento. Esta definicdo abre um grande espectro de possibilidades e a partir dessa definigao,
os objetos de aprendizagem podem incluir apresentagcdes multimidia, contetidos instrucionais,
ferramentas de software, pessoas, organizagdes ou eventos que podem ser utilizados, reutilizados
ou referenciados durante a aprendizagem suportada por TIC’s (Tecnologias da Informacdo e

Comunicagao).

Em Wiley (2000) tem-se uma definicdo que destaca itens como a reusabilidade, a
possibilidade de serem utilizados em diferentes contextos de aprendizagem, as entidades digitais
passiveis de serem compartilhadas, em qualquer lugar da internet, por diversas pessoas € ao
mesmo tempo, bem como a possibilidade dos usuarios contribuirem para a melhoria dos objetos.
Wiley apresenta, ainda, uma taxonomia que aponta caracteristicas como a possibilidade de
combinagdo dos objetos, considerando o nimero e o tipo, a funcdo comum (como o objeto ¢
geralmente usado) e a necessidade de metadados sobre outros objetos (‘por exemplo, a
localiza¢do de um outro objeto na rede). Na definicdo de proposta objetos de aprendizagem sio
componentes instrucionais que podem ser reutilizados diversas vezes em diferentes contextos de

aprendizagem.

No site do Rived (Rede Interativa virtual de Educacdo da Secretaria de Educagdo a
Distancia — Ministério da Educacdo e Cultura) héa a seguinte defini¢do de objetos de

aprendizagem:
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“Um objeto de aprendizagem ¢é qualquer recurso que possa ser reutilizado
para dar suporte ao aprendizado. Sua principal idéia é "quebrar" o contetido
educacional disciplinar em pequenos trechos que podem ser reutilizados em
varios ambientes de aprendizagem. Qualquer material eletronico que provém
informagdes para a constru¢do de conhecimento pode ser considerado um objeto
de aprendizagem, seja essa informagdo em forma de uma imagem, uma pagina
HTM, uma animag¢ao ou simulagdo”. (RIVED, 2007).

Segundo SA FILHO e MACHADO (2004) um objeto de aprendizagem pode ser uma
montagem de recursos disponiveis e criados por outros desenvolvedores, tais como imagens,
textos e algum outro elemento que possa causar reflexao por parte dos alunos. Para esses autores,
os objetos devem fazer parte dos ambientes de aprendizagem para torna-los ricos e flexiveis. Eles
podem ser utilizados como recursos simples ou combinados, formando uma unidade maior.
Podem ser utilizados em um determinado contexto e reutilizados posteriormente em contextos
similares.

Estes autores apontam algumas caracteristicas necessarias aos objetos de aprendizagem,
tais como:

e A reutilizagdo dos mesmos. Um curso deve ser projetado em estrutura modular
obedecendo as regras da orientacdo a objetos, com um objetivo educacional
explicito.

e Devem ser projetados para serem Uteis sem causar problemas de atualizacdo de
hardware ou software.

e Podem ser criados em qualquer tipo de midia (texto, imagem, som, video, etc.).

e Devem ser padronizados em protocolos TCP/IP, HTTP e HTML para permitir sua
difusdo na rede e serem utilizados a distancia.

e Devem permitir a busca de solugdes de problemas e ndo apenas apresentarem

certezas prontas.

Dada a grande quantidade de objetos digitais de aprendizagem e a idéia de permitir ao seu
compartilhamento atualmente eles sao reunidos em repositorios, que utilizam metadados e que

permitem sua facil localiza¢do, tais como:

o CLOE (Cooperative Learn-Ware Object Exchange) - University Waterloo — Canada.
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« MERLOT (Multimedia Educational Repository for Learning and On-line Teaching) —
California — USA.
o CAREO — (Campus Alberta Repository of Educational Objects) — Canada.

o ROSA — (Repository of objects with Semantic Acess for Learning).
o RIVED — (Rede Internacional Virtual de Educagao).

o CESTA — (Coletanea de Entidades de Suporte ao uso de Tecnologia na Aprendizagem) —
CINTED — UFRGS — Brasil.

As defini¢des de objetos de aprendizagem apresentadas até o momento destacam

caracteristicas como a reusabilidade, a possibilidade de compartilhamento e permitem incluir

nesta classe um amplo espectro de objetos e até pessoas.

Considerando a nocdo de aprendizagem entendida na Epistemologia Genética de Jean

Piaget ¢ a utilizagdo de objetos digitais interativos utilizados no processo de investigacdo de

construgdes conceituais, o autor deste texto entende que a constru¢do de um objeto de

aprendizagem digital deve considerar as caracteristicas apresentadas em (Menezes ,2006):

b)

d)

No virtual existe a possibilidade de criar objetos de diversos niveis de
interacdo, tal como ocorre com os videogames, onde os jogos possuem varios

graus de dificuldade;

Aos objetos digitais podem ser integrados agentes inteligentes que
desempenhem, de alguma forma, o papel de um assistente que poderia instigar

a exploracao por parte do aluno;

Objetos digitais podem fazer os registros dos usos, por diferentes sujeitos,
possibilitando a criacdo de ferramentas de apoio a analise do professor e

reflexdo do aluno;

Objetos digitais s3o mais faceis de serem reutilizados (disponiveis na rede),

dando acesso a um grupo maior de usuarios em interagao;

Objetos digitais sdo reconfiguraveis, extensiveis, adaptativos e componiveis,

ampliando suas possibilidades de uso.
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A importancia dos objetos construidos considerando tais caracteristicas reside no fato de
que eles podem ser utilizados para investigar mecanismos cognitivos e também podem ser

utilizados em atividades pedagdgicas em diversas areas do conhecimento.

6.5.2 Objetos digitais e o conceito matematico de limite

Para realizar uma pesquisa sobre a constru¢do do conceito de limite ¢ necessaria escolha
de uma teoria que servird como elemento de analise nesse processo investigativo, mas a0 mesmo
tempo existe outra necessidade, que ¢ a realizacdo de experimentos, nos quais tal teoria possa ser
aplicada. Conforme ja foi explicitado ao longo deste trabalho, a teoria escolhida foi a
epistemologia Genética de Jean Piaget, considerando os conceitos envolvidos com as operagdes
infraldgicas e logicas. Para realizar os experimentos existe a necessidade de construir objetos
digitais que possam permitir a investiga¢ao proposta neste trabalho. Como devem ser construidos
e utilizados tais objetos? Nos conceitos de objetos digitais apresentados anteriormente as
caracteristicas mais comuns apontavam para a reusabilidade, o compartilhamento e a
possibilidade de combinagao de objetos “atomicos” em objetos ou sistemas maiores de forma a
uma possibilidade maior de utilizacdo do objeto. A estas caracteristicas o autor deste texto propde
que se deva considerar também, além daquelas apresentadas em (Menezes, ibid.), outras
propriedades para que tais objetos sejam utilizados como recurso na investigagdo de mecanismos
cognitivos, tal como configurado na questdo de investigagdo deste estudo. Buscando resposta nao
para serem usados na aprendizagem, mas para servirem de instrumentos na investigagao

proponho que sejam consideradas:

e O histérico do desenvolvimento do conceito, ou sistemas de conceitos,

envolvido com o objeto;
e Teoria sobre como acontece a construgao do conhecimento;

e Relacdo entre os mecanismos cognitivos envolvidos no processo de
aprendizagem do conceito e os aspectos computacionais do objeto de

aprendizagem.
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O aspecto historico do conceito foi considerado na realizagdo de pesquisas sobre os
precursores do conceito de limite, quando surgiu a necessidade deste conceito e qual o tipo de
desequilibrio foi enfrentado no momento de resolver um problema do tipo calcular o valor de I1,
calcular a area de um circulo ou achar a raiz quadrada de dois ou ainda os paradoxos de Zendo de
Elea. Estes problemas foram encontrados em (Maor, 2003) e (Enzensberger, 1997) e eles
serviram de inspiracdo para construir os objetos digitais utilizados na investigacdo da construcao

conceitual de limite.

A teoria adotada para explicar a construgdo do conhecimento, a Epistemologia Genética,
supde que a partir dos desequilibrios e reequilibrios do sistema de significagdes do sujeito ¢é
construido o conhecimento. Sendo assim, o objeto de aprendizagem ¢ concebido e utilizado
sempre partindo de um problema a ser resolvido e durante o uso do objeto em experimentos
partindo-se de um desequilibrio inicial e das respostas fornecidas pelos sujeitos propdem-se
novos desequilibrios, de forma que o sistema de significagdes do sujeito possa ser reconstruido

através das certezas provisorias e diividas que possam ser levantadas no experimento.

Quanto ao terceiro aspecto deve-se pensar em como construir ¢ utilizar objetos digitais de
aprendizagem que contemplem os conceitos € mecanismos cognitivos envolvidos que servem de
base ao conceito de limite. Assim surge o questionamento: como construir objetos digitais que
contemplem os conceitos de vizinhanga, ponto de acumulacao, os quais sdo a base do conceito de
limite? Ainda ha também o conceito do continuo, que sintetiza as nog¢des vizinhanga, separacao

ordem e envolvimento. Como considera-los?

Uma possivel resposta a estes questionamentos ¢ proposta através de dois objetos de
aprendizagem desenvolvidos em Flash, utilizando linguagem action script, com a colaboragio
dos bolsistas Carlos Eduardo Souza Ferreira e Hélio Corréa da Silva Neto do Projeto Laboratorio
Virtual de Psicologia Genética da Universidade Federal do Rio Grande do Sul. O endereco para
acessar e baixar 0s objetos digitais ¢
http://leg.lec.ufrgs.br/index.php/Objetos de Aprendizagem. Mais detalhes descritivos dos

objetos sdo apresentados no capitulo sobre Método, Técnicas e Ferramentas.

6.5.3 Consideracoes sobre objetos digitais e limites


http://leg.lec.ufrgs.br/index.php/Objetos_de_Aprendizagem�
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Os objetos digitais de aprendizagem existentes nos varios repositorios espalhados no
mundo e, da forma como estdo definidos na maior parte da bibliografia pesquisada, possuem
preocupagdes voltadas mais para a reusabilidade, compartilhamento, modularidade e outros
aspectos que sdo caracteristicos do aspecto computacional do assunto. Quando procuramos
analisar os aspectos enfatizados fica o questionamento sobre a concepcao de aprendizagem que
apoia a construgdo destes objetos. Outro ponto importante é: como avaliar se houve alguma
aprendizagem na utilizagdo do objeto?

Os objetos digitais concebidos e utilizados na pesquisa do presente trabalho ndo podem,
ainda, serem considerados de aprendizagem, pois ainda nao atendem aos requisitos listados
anteriormente, que apontam para os niveis de interag¢do, a integracdo de agentes inteligentes, o
registro do uso do objeto, a reusabilidade e a reconfiguragdao. Os objetos aqui propostos podem
ser uteis para a investigagdo da construgdo conceitual de limite quando apoiados por programas
como o Wink (Debugmode, 2007), que permite gravar a entrevista e as telas de computador
resultantes da utilizagdo do objeto digital e uma planilha eletronica, que permitiu registrar os

valores resultantes dos calculos realizados.
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7 — Método, Técnicas e Ferramentas

O método de pesquisa utilizado implementou estudo investigativo empirico, relacionado
com o conceito matematico de limite, para evidenciar os processos € mecanismos cognitivos

envolvidos quando o sujeito realiza atividades com objetos digitais interativos.
7.1 Tipo de Pesquisa

A pesquisa desenvolvida foi um estudo qualitativo, pois “A palavra qualitativa implica
uma énfase sobre as qualidades das entidades e sobre os processos e os significados que nao sao
examinados ou medidos experimentalmente (se ¢ que sdo medidos de alguma forma) em termos

de quantidades, volume, intensidade ou freqiiéncia. “ (Denzin, 2006 ,pag. 23).

O método de pesquisa foi Método Clinico (também chamado de Método de Exploragdo
Critica) (Carraher. 1994, pag. 13). Este método implica uma énfase na analise das qualidades dos
fendmenos envolvidos nos mecanismos cognitivos relativos ao conceito de limite. Os sujeitos
foram entrevistados durante a utilizagdo de objetos digitais interativos. Cada atividade com tais
objetos parte sempre de um desequilibrio cognitivo inicial e a partir desta situagdo o sujeito €
novamente questionado em suas respostas de forma a promover novos desequilibrios e
reequilibrios de suas estruturas cognitivas até que ndo haja novidades e os argumentos

apresentados pelo sujeito permitam analise.
7.2 Hipoteses

As hipoteses iniciais sao:

e Objetos digitais podem ser utilizados para evidenciar e investigar os

mecanismos cognitivos envolvendo o conceito matematico de limite.

e Os syjeitos no estadio formal (11 -12 anos em diante) possuem as nogodes
envolvidas na construcdo do conceito de continuo (vizinhanga, separacao,
ordem e envolvimento) o que evidenciaria que eles estdo no processo de

construcdo das nog¢des necessarias ao conceito de limite;
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7.3 Situagio experimental
7.3.1 Objetos Digitais
Foram criados dois objetos digitais:
I Objeto digital do experimento da fita

O objeto do experimento da fita veja figura 8, possui um palco, duas barras azuis (uma
superior, outra inferior), quatro botdes (instrucdes, dividir, reiniciar e créditos), uma tesoura e

uma fita verde que toca as duas barras. As fun¢des de cada botdo sdo apresentadas a seguir:

e O botdo “instrucdes” apresenta as instrugdes de uso do objeto.

e O botio “dividir” divide qualquer pedago de fita, ou a fita total, em dois
pedagos iguais.

e O botdo “reiniciar” faz o objeto digital retornar as configuragdes iniciais.

e O botdo “créditos” apresenta os envolvidos na construcdo do objeto digital.

e A “tesoura” tem a mesma funcao do botao dividir.

Na explicagdo do uso do objeto pede-se ao sujeito que atravesse uma sala com supostos
100 metros de comprimento através de uma seqiiéncia de passos. A cada passo o sujeito anda
metade do percurso que resta. Depois de um niimero limitado de passos realizados pergunta-se ao
sujeito se ele ird atingir o outro lado da sala. A fita verde (inteira na tela maior da figura) a
esquerda representa o percurso total. A cada passo dado ocorre a divisdo da fita verde da
esquerda pela metade. Cada metade obtida ¢ colocada do lado direito do palco. O conjunto de
pedacos de fitas verdes obtidos € colocado um sobre o outro do lado direito do palco, conforme
mostrado nas duas telas de baixo na figura 8. As operacdes de particao da fita no lado esquerdo e
recomposi¢ao desta mesma fita do lado direito da tela do objeto de aprendizagem sdo realizadas

pelo sujeito durante o experimento.
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Figura 8 — Aspectos do objeto digital do experimento da fita

II Objeto para o experimento da raiz quadrada de dois

O objeto digital para o experimento da raiz de dois (figura 9) possui um palco, no qual sdo
realizadas as agdes. Na esquerda do palco hd um quadrado e tridngulos de diversos tamanhos. Ao
clicar sobre este quadrado ou tridngulos o usudrio cria a cada clique uma instancia da forma

geométrica clicada. Logo ao lado destes triangulos ha um quadrado vermelho que € uma borracha
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para os riscos formados pelo lapis, também localizado a esquerda do palco. Abaixo dos diversos
tridngulos ha uma régua que pode ser deslocada e girada. Esta serd usada para medir o tamanho

dos lados das figuras geométricas. No lado direito do palco ha cinco botdes:

e Instrugdes — apresenta as instrugdes para interagir com o objeto digital;

e Rotacionar — rotaciona todos os triangulos, o quadrado e a régua;

e Apagar — apaga qualquer das formas geométricas formadas (triangulos e
quadrados);

e Reiniciar — restabelece a situagdo inicial do objeto digital;

e Créditos — apresenta o nome das pessoas envolvidas com o

desenvolvimento do objeto digital.

Na parte inferior do palco existem dois segmentos de reta que permitem, usando o lapis,
que o usuario marque os valores encontrados durante o experimento.

Relatando brevemente pode-se dizer que no experimento da raiz de dois pede-se ao sujeito
que crie um quadrado de area 1 e calcule a area deste quadrado. Depois se pede que utilizando
varios quadrados crie um quadrado de area 4, em seguida um outro quadrado de area 9. Pergunta-
se a ele qual tamanho dos lados destes quadrados. Pergunta-se também o tamanho do lado de um
quadrado de area 25, 36, 49... Em seguida pede-se ao sujeito que construa, utilizando os
triangulos marrons de 4rea 0,5 cm” uma figura geométrica qualquer, mas que tenha area 2 cm’.
Antes da construgdo o sujeito calcula a area do tridngulo. Caso haja sucesso pede-se que construa
com estes mesmos tridngulos um quadrado de area 2. No caso de sucesso pede-se para medir o
lado do quadrado. Como este lado pertence a um quadrado de area 2 quando ele for elevado ao
quadrado tem que dar 2. O que ndo acontece. Entdo se pergunta o que fazer para diminuir esta
diferenga. Esta pergunta ¢ o ponto de partida para outras e¢ finalmente pede-se para o sujeito

responder como, partindo da diferenca, achar o lado.
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Figura 9 — Aspectos do objeto digital do experimento da raiz de dois

7.4 Os sujeitos do experimento

Para verificar as hipdteses houve a aplicacdo do método clinico de Piaget em

experimentos envolvendo objetos de aprendizagem digitais com alunos da sétima série até o
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terceiro ano do ensino médio. Foram realizados experimentos com objetos digitais interativos e
entrevistas com alunos de escolas publicas (Centro Federal de Educag¢do Tecnoldgica do
Amazonas — CEFET/AM, Escola Estadual Luciana Ribeiro — Porto Alegre, Escola Estadual
Padre Agostinho Martins — Manaus). Esta escolha se deve ao fato de que Piaget ja estudou o
conceito de continuo e ponto em criangas até quase treze anos (doze anos e nove meses). Ele
conclui que as criangas nesta fase (inicio do pensamento formal ou hipotético dedutivo) possuem
uma sintese operatdria do continuo. Neste ponto faz-se necessario um esclarecimento: O
continuo a que nos referimos, principalmente nos experimentos, ¢ qualitativo (vide Anexo E
— Conclusdes de Piaget sobre as Nogodes do ponto e do continuo), pois o continuo extensivo seria
aquele definido formalmente em Matematica. Esta defini¢do formal os sujeitos, mesmo aqueles
do segundo grau e em muitos alunos de cursos superiores de exatas, ainda ndo tém. Dai a razao
de serem escolhidos alunos acima de doze anos e que ja tivessem alguma experiéncia com
calculo de areas de figuras geométricas. De outra forma poderia inviabilizar o uso dos objetos
digitais propostos, considerando que era necessario o calculo de area de tridngulos e quadrados.
Outro ponto importante a observar ¢ o de que quando se usa o termo nog¢ao da irracionalidade
da raiz de dois neste trabalho, especialmente nos experimentos, entende-se: a convic¢cido do

sujeito quanto a possibilidade de expressdo do nimero através de uma lista decimal finita.

7.5 Quantidade de experimentos

A quantidade de experimentos foi determinada pelo surgimento de novidades no processo
de investigacdo. A principio pretendeu-se fazer entrevistas com 20 alunos entre as escolas
listadas, mas a evolucdo do entendimento do conceito de limite por parte do autor do projeto

demandou um nimero maior de experimentos (38).

7.6 O registro dos dados

O registro dos eventos foi feito através de gravagdo das atividades realizadas pelos alunos
no uso de objetos digitais. Houve a gravagdo da tela do computador nos momentos em que o

aluno ird interagiu com os objetos digitais. H4 um programa chamado WINK (disponivel no
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enderecgo eletronico www.debugmode.com, em 27.05.2007), que permite a gravacao das telas do
computador durante o uso dos objetos digitais e, ao mesmo tempo, ele grava a entrevista
realizada. Este programa cria arquivos em formato wnk, que podem ser transformados ao final da
gravacdo em arquivos de formato flash ou html, o que permite compartilhar o resultado do
experimento na internet. Como o sincronismo entre a imagem e o som fica deficiente o autor
deste trabalho optou por fazer a gravacdo da entrevista com um aparelho de MP4, em formato
wave (wav), permitindo uma gravacdo com qualidade adequada para a analise das entrevistas

realizadas.

7.7 Analise dos dados

A analise do experimento foi feita sobre os registros da utilizacdo do computador e das
gravacdes das entrevistas. As fontes de informagdo e andlise sdo as respostas dos sujeitos do
experimento, com base na epistemologia genética de Jean Piaget. Dentro desta teoria geral foram
utilizados os conceitos e nog¢des de operacdes logicas(grupo INRC e implicacdo logica) e
infralogicas(vizinhanga separacdo, ordem, envolvimento e o continuo numérico) para tentar
evidenciar os mecanismos cognitivos envolvidos na constru¢do conceitual de limite, o qual tem
suas bases assentadas sobre o conceito do continuo. Além disso, foram considerados os

questionamentos do item 6.4, no qual se discutiu a natureza do conceito de limite.

Foram realizados experimentos envolvendo um objeto digital interativo relativo a raiz
quadrada de dois. O experimento envolvendo a divisdo da fita ndo foi analisado por que as
primeiras analises mostraram que seria redundante o seu uso junto com o experimento da raiz de
dois e que este ultimo preenchia melhor as necessidade para evidenciar os elementos da teoria
durante as experiéncias. Entretanto num trabalho posterior sobre o conceito de progressiao
geométrica esse experimento se mostra uma boa alternativa. As perguntas aplicadas no

experimento foram baseadas nas seguintes sentencas:


http://www.debugmode.com/�
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1. Sempre que eu fizer o valor do lado aumentar/diminuir, escolhendo valores que se
aproximam (convergentes), eu vou ter o valor do lado ao quadrado mais proximo
de 2?7 (Identidade - p—q)

2. E possivel que eu escolha valores de lado convergentes (aumente/diminua) para o
valor do lado e o valor do lado ao quadrado ndo fique mais proximo de 2?
(Inversa via negaciao — p.~q).

3. Se partir da diminui¢do da diferenga entre o 2 e o valor do lado ao quadrado entao
eu chego ao tamanho de lados tdo convergentes e proximos quanto eu queira?
(Reciproca - q—p).

4. E possivel escolher valores de lados divergentes (que nio estdo se tornando tio
préximo quanto eu queira) e obter valores do lado ao quadrado convergentes para

o valor dois?(Correlativa - ~p.q)

7.8 A realizacio do experimento

Durante os meses de maio, junho € novembro de 2007 e maio de 2008 foram realizados
38 experimentos, seis na Escola Estadual Luciana de Abreu, em Porto Alegre, ¢ 28 no CEFET-
AM e quatro na escola Estadual Padre Agostinho Martin em Manaus. Nas trés Escolas foram
utilizados os dois objetos digitais ja apresentados. Foram coletados os dados na forma de
entrevistas e transcricdes foram realizadas para permitir a anélise das informagdes obtidas. A
analise escolhida foi relativa ao experimento com alunos, cursando o ensino médio do Centro
Federal de Educacdo Tecnolégica do Amazonas- CEFET/AM, da Unidade de Ensino

Descentralizada de Manaus.

Na analise do conceito de limite deve-se considerar como evidenciar dois tipos principais
de categorias de relacdes e /ou operacoes:
e [ Operagdes infralogicas (que permitem evidenciar as operagdes de natureza

dependente da configuragdo espacial).
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e Il Operagdes logicas, que permitem evidenciar as estruturas de grupo e rede, o que

fornece o indicio de pensamento formal.

A seguir serdo apresentadas quatro entrevistas, consideradas representativas, escolhidas
entre 28 realizadas no CEFET/AM(Centro Federal de Educagao Tecnoldgica do Amazonas) entre
junho de 2007 e maio de 2008. Os nomes dos sujeitos envolvidos nos experimentos foram

substituidos por abreviagdes para preservar a identidade dos mesmos.

Entrevista 1-Fran[15] aluno do segundo ano nivel médio com 15 anos de idade.
A composicao das figuras geométricas ¢ facilmente executada por Fran[15]. Logo ele
constroi o quadrado de drea 2. Quando questionado qual o tamanho do lado do quadrado de area

2 ele responde prontamente que ¢ raiz de dois, evidenciando que ja tem nog¢ao do valor.

] esse quadrado que tem area dois
Experimentador 3
gual é o tamanho do lado dele?
. . mostra ter nogao
Fran[15] raiz de dois ) ]
da raiz de dois
Experimentador e quanto é que isso mede?
ja se confronta
Fran[15] 1. com o fato de que nédo da
um valor exato
Experimentador 1, quanto? Quer medir na régua?
vou usar a régua vou tentar um ja tem a nocao de
Fran[15] i ) )
método aproximado gue tem que aproximar

Nogao de ordem/seriacao
Ele evidencia a no¢do de ordem quando questionado se € possivel achar uma diferenga

(entre o valor da area do quadrado, que ¢ dois, ¢ area calculada) menor ainda
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] anote na planilha. Me diga 1.41 vezes 1.41 da
Experimentador i
dois realmente?
Fran[15] N&o, da aproximadamente 1.9881
Experimentador Quanto é a diferenca pra dois
Fran[15] aproximadamente 0.0119
Experimentador € possivel diminuir essa diferenca?
] nogéo de
Fran[15] sim
ordem
Experimentador como?
relacdo
Fran[15] adicionando mais casas decimais de ordem,
seriacao
Experimentador onde?
Ocorre
] ) . ainda uma
Fran[15] ao lado, pra ficar um numero mais preciso .
relacéo de
ordem
Experimentador qual seria esse outro numero?
Fran[15] 1.4142
) vocé ta lembrando o que vocé achou nha
Experimentador
calculadora?
Fran[15] hum, hum (sim).

Pensamento reversivel/operativo (reciproca)
Fran[15] evidencia dominio completo do pensamento reversivel, quer permite partir dos

valores das diferencas e achar os valores dos lados respectivos.

se vocé aumentou o numero de cada
] decimal vocé obteve 1,4142 e fez a diferenca pensamento
Experimentador | ) R i} .
ficar menor , se eu te der a diferenca vocé | reversivel, operacao

sabe chegar ao valor do lado?

Fran[15] hum, hum (sim).

Exemplo dez elevado a menos

Experimentador | cinco?Qual o tamanho do lado?
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subtrairia essa diferenca de dois e
Fran[15] tiraria a raiz quadrada
Experimentador entéo faca
Fran[15] 1.41421

Nocao de ordem
Fran[15] evidencia que desenvolveu a generalizacdo do processo de ordenagdo dos
intervalos quando afirma que ¢ sempre possivel diminuir a diferenca e quando diz que nunca o

valor do lado vai ser exatamente raiz de dois

} € possivel sempre diminuir essa
Experimentador | |
diferenca?

relacéo de
Fran[15] com certeza )
ordem de intervalos,

) mas em algum momento vocé vai
Experimentador ] )
chegar na raiz de dois?

hum...Poderia chegar a um valor bem o
. . vizinhanga,
proximo, mas sempre ndo, por que o valor i
Fran[15] _ o o separagdo, intervalos
tenderia a diminuir muito ai seria um valor bem )
_ ) . . encaixados, ordem
aproximado que seria um niimero proximo

} vocé chega a um ndmero préximo mas
Experimentador
nunca chega?

coordenacao
feita pela generalizacdo
Fran[15] nunca chega ]
dos intervalos que

diminuem sempre

Seriacdo, ordem, envolvimento, encaixe de nimeros.
Fran[15] evidencia também seriacdo, ordem, envolvimento e encaixe ao demonstrar
capacidade de saber a localizagdo aproximada da raiz de dois em um eixo cartesiano e saber onde

ficariam outros valores em relacao a esse valor.
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VOCcé conseguiria representar esses
Experimentador | nUmeros num eixo (cartesiano)(abre o

programa no Cabri Géometre Il

(através de manipulagdo do mouse e de
ponto sobre o eixo x localiza onde seria seriacao,
Fran[15] aproximadamente a raiz de dois) (demonstra | ordem, envolvimento,
saber a localizacdo e a posicdo dos outros | encaixe de nimeros

valores em relacdo a este valor

Nogao da irracionalidade da raiz de dois e da diferenca arbitraria

Eu vou conseguir chegar na raiz de dois
Experimentador
exato?
nogao da
Fran[15] exato ndo, vai dar um valor aproximado | irracionalidade da raiz
de dois
Experimentador por qué?
por que sempre que for colocar uma ja tem as
Fran[15] diferenca nunca vai ficar uma diferenca | ferramentas pra falar
inexistente, ndo vai dar um valor exato da diferenca arbitraria

Fran [15] mostrou seguranga em todas as operagdes logicas do grupo INRC, ele ja tinha
demonstrado seguranga na reciproca quando questionado anteriormente sobre o pensamento
reversivel e na inversa e reciproca ele evidenciou a mesma seguranga, conforme pode ser

evidenciado nos trechos de entrevistas listados a seguir.

Identidade e reciproca

vocé lembra do experimento que fizemos
) em junho no qual eu perguntava assim : do lado
Experimentador R X . .
vocé chegava na area do quadrado de area dois,

da diferenca em relacdo a dois vocé chegava no
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lado. Eu perguntava o que tem que fazer pra

diminuir a diferengca em relacao a dois?

Fran[15]

tem que ir aproximando da raiz de dois

de 1,4142..tem que aumentar 0 numero de Identidade

casas decimais

Experimentador

se eu propuser uma diferenca de 10 a

menos 7 vocé sabe chegar na diferenca

Reciproca

Fran[15]

executa (0]

sei. (calcula o valor do lado 1.414213527) | que representa a

reciproca

Inversa

Experimentador

€ possivel que eu fagca o valor do
lado chegue sempre mais proximo da raiz

de dois e o valor da diferenca ndo diminua

teste da inversa

por negacéao

Fran[15]

a diferenca vai sempre diminuindo
mas nunca vai ter um limite pra isso porque
0s numeros sédo infinitos , sempre vai ter um

ndmero que vai ter uma diferenca entre eles

Experimentador

€ possivel vocé fazer uma
aproximacdo da raiz de dois e a diferencga

nao diminuir

Fran[15]

quando a gente vai aproximando da
raiz de dois a diferenca € essa diferenca
diminuir cada vez mais, o lado vai se
aproximando da raiz de dois , a area vai se
aproximando de dois e a diferenca vai se

aproximando de zero.

certeza da

inversao por negacao

Experimentador

€ possivel algum caso em que isso

nao aconteca?

Fran[15]

nao que a gente for se aproximando

do valor a diferenca vai sempre diminuindo.

certeza da

inversao por negacao
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Correlativa
Na correlativa Fran[15] mostra seguranca com relacdo ao comportamento do valor da

diferenca.

) € possivel que eu me afaste de )
Experimentador ) o teste da correlativa
1.4142 e o valor da diferenca diminua.

vai sempre aumentar a diferenca,
] . ) ) seguranga na
Fran[15] o valor fica mais longe da raiz de dois e a )
correlativa.

diferenga vai sempre aumentar

Entrevista 2 - Ric [15] primeiro ano do nivel médio com 15 anos de idade

Mesmo realizando com seguranca as operagdes de composi¢do e recomposi¢do das
figuras geométricas Ric[15] s6 consegue construir o quadrado de area 2 com a ajuda do
Experimentador. Quando perguntado sobre qual o tamanho do lado que podera gerar o
quadrado de area 2 ele responde prontamente “ Raiz quadrada de dois” demonstrando que ja
tem nocdo da raiz quadrada de dois, entdo o experimentador procura testar as nogdes das

relagdes infralogicas e ldgicas:

Ordem (processo de aproximagao)

) anote na planilha. Como faco pra essa conta comeca 0 processo de
Experimentador | ) o . . .
ficar mais préximo de dois? aproximacéao

Ric[15] vai aumentar 004 no 1.4. Vai colocar 1.404

Experimentador | por que vocé vai colocar 0.04 |a no lado?

Ric[15] por que tem aumentar pra dar.....

) tem que aumentar o lado pra dar mais
Experimentador o L
proximo de dois. E isso?

Ric[15] sim

] guanto tem que aumentar o lado pra dar
Experimentador ) . ) R
mais proximo de dois, vocé sabe?

Ric[15] nao

Experimentador | vocé ta chutando 0.04?
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Ric[15]

iSSO

tem nocdo do processo
de aproximagdo e ordem
mas ainda ndo domina
pois faz tentativas sem
maior consciéncia do que

faz

Experimentador

entdo tente

Ric[15]

(executa)

Experimentador

1.404 ao quadrado vai dar dois?

Ric[15]

nao sei

Experimentador

vamos testar

Ric[15]

possui nogao

do processo de convergéncia e de ordenagdo pois quando

perguntado como fazer pra fazer o valor da area ficar mais proximo de dois ele sugere aumentos

de 0.04, mas na forma de “chutes”

Experimentador

€ possivel fazer essa diferenca

menor ainda?

Ric[15]

é aumentando o lado do

quadrado

nocdo de ordem

Experimentador

pra quanto vai esse lado agora?

Ric[15]

1.408

Experimentador

experimenta

Ric[15] (obtém 1.982464)
Experimentador quanto é a difernca pra dois?
Ric[15] 0.017536
Experimentador a diferenca ficou menor ainda?
Ric[15] ficou

Experimentador

eu quero um diferenca menor,

como vocé faria?

Ric[15]

1.412

nocado de ordem

Experimentador

por que 1.412?

Ric[15]

por que ta aumentando de 0.04
em 0.04
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Experimentador

anote os valores

Ric[15]

(obtém 1.993744)

Experimentador

guanto d& a diferenca pra dois?

Ric[15]

0.006256

Experimentador

da pra ficar menor essa diferenca

Ric[15]

teria que aumentar o lado do

guadrado

Experimentador

pra quanto?

Ric[15]

1.414

nocado de ordem

Experimentador

tente

Ric[15]

(obtém 1.999396 com diferenca
0.000604)

Experimentador

ficou menor a diferenca?

Ric[15]

ficou

Encaixe /envolvimento

Experimentador

guanto menor a diferenca entre
as areas o que acontece com a diferenca

entre os lados?

percebe

mas falta testar o encaixe

(o]

comportamento dos valores,

Ric[15]

tdo diminuindo também?

Experimentador

qual seria o proximo numero que

vocé colocaria depois do 1.41403677

Ric[15] 1.4141
Experimentador depois do 1.4141?

Ric[15] 1.4141 alguma coisa
Experimentador escreva

Ric[15] 1.41411

Experimentador

€ possivel colocar algum namero
entre 1.4141 e 0 1.41411

Ric[15]

1.414101

Experimentador

é possivel colocar algum namero
entre 1.41411 e 0 1.414101?

Ric[15]

E

Experimentador

qual seria?




81

Ric[15]

1.414102

tem nocao do

encaixe/envolvimento

Experimentador

e entre 0 1.414101 e o 1.414102
€ possivel colocar algum numero entre

eles?

Ric[15]

é sim

Experimentador

sempre € possivel colocar entre

dois nimeros um outro nimero?

Ric[15]

é sim

Experimentador

esse processo € finito ou finito?
Chega uma hora que vocé nédo pode mais

colocar nimero?

Ric[15]

acho que é infinito

Experimentador

sempre vou poder colocar entre

dois nimeros um outro niimero

Ric[15]

hum, hum (sim).

Experimentador

nao tem fim isso. Vai ser sempre

possivel?

Ric[15]

acho que sim

ja tem nocdo embora
nao demonstre total
seguranca da generalizacédo

do processo de encaixe

Experimentador

tem certeza?

Ric[15]

eu acho

Experimentador

mas nao tem certeza?

Idem

Ric[15]

Sim

Quando questionado sobre diferencas menores ainda ele responde prontamente

€

confirma a no¢do de ordem. No desenvolvimento do experimento ele evidencia que percebe o

comportamento dos valores da drea calculada e apresenta no¢cdo do encaixe, embora nio

apresente seguran¢a na generalizacdo do encaixe/envolvimento, pois ele diz que nao em

certeza de que o processo de colocar niimeros entre dois nlimeros iniciais dados ¢ infinito.

Irracionalidade da raiz de dois
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Experimentador essa diferenca essa diferenga vai ser zero?
Ric[15] Vai
) guanto vai ser o lado com diferenca zero.é
Experimentador i
possivel achar o valor do lado?
Ric[15] nao é possivel
Experimentador por qué ?
Ric[15] vai ser raiz quadrada de dois
Experimentador € possivel achar a raiz quadrada de dois?
Nocéo
] da
Ric[15] L .
irracionalidade
Néo da raiz de dois

A resposta de Ric[17] sobre a possibilidade de achar a raiz quadrada de dois evidencia que
ele tem nogdo sobre a irracionalidade deste nimero e de que a diferenga entre a area calculada e
dois nunca vai ser zero.

Reciproca/pensamento reversivel (reciproca)

agora vamos pra outra pergunta : sempre
] € possivel da diferenca chegar no lado ou tem
Experimentador ]
algum caso que eu vou e dar o valor da diferenca

e vocé ndo vai chegar no valor do lado?

Ric[15] nocao da
ic
acho que sempre vai ser possivel operacao reciproca

) essa diferenca essa diferenca vai ser
Experimentador
zero?

Ric[15] Vai

sempre que os valores do lado véo
Experimentador | ficando préximos os valores da diferenca véo

ficar proximos?

) reciproca e
Ric[15] . i
Vao pensamento reversivel
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Inversa
€ possivel que os valores do lado se
Experimentador | aproximem e os valores da diferenca ndo se Verificando
aproximem a Inversa
) nocdo da
Ric[15] .
N&o inversa
Experimentador € impossivel ?
Ric[15] hum, hum.
Correlativa
é possivel que os valores da diferenca
Experimentador | diminuam e os valores dos lados ndo se aproximem nogdo da
um do outro? correlativa

Ric[15] E impossivel. Eu acho que n&o
Experimentador (repete a pergunta)
Ric[15] eu acho que é impossivel

Ric[15] evidencia uma relacao entre os valores dos lados e os valores das diferencgas. Isso

pode ser percebido nas respostas envolvendo as operagdes de reciproca, inversa e correlativa.

Uma forma de evidenciar o pensamento reversivel estd presente nas perguntas sobre a reciproca.

Entrevista 3 - Cas[17] terceiro ano do nivel médio com 17 anos de idade

Cas[17] precisou da interven¢do do experimentador para construir o quadrado de area

2.Evidenciou a no¢ao de ordem, entretanto ndo atingiu a generalizacdo do processo de ordenagao.

Cas|[17]

2.00052736
diferenca 0.00052736

com

Experimentador

€ a menor diferenca?

Cas[17] E
) 1.4144 ,da pra achar
Experimentador
menor?
Cas[17] Sim
Experimentador qual seria?

Cas[17]

1.41444

Experimentador

Experimente
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Cas[17]

2.0006405136
diferenga 0.0006405136

com

Experimentador

esse valor ndo deu a
1.413

também ndo deu vocé vai

menor diferenca

usar o que?

Cas[17]

Experimentador

€ possivel sempre

essa diferenca diminuir?

Cas[17]

é aumentando os

lados

Experimentador

da

diferenca diminuir ele € finito

esse  processo

ou infinito?

Cas|[17]

eu acho que é finito

por que ele chega num fim

ndo generalizou o processo de

ordenacgéo

Pensamento reversivel/operatorio e nocao da irracionalidade da raiz de dois

Ela ndo evidenciou nog¢do da irracionalidade da raiz de dois, mas evidencia o pensamento

reversivel/operatdrio que na verdade ¢ operagao reciproca do grupo INRC.

Experimentador

da

diferenca diminuir ele é finito

esse processo

ou infinito?

Cas[17]

eu acho que é finito

por que ele chega num fim

ndo generalizou o processo de

ordenacéo

Experimentador

a diferenca pode ser

zero?

ndo tem nocdo da irracionalidade

da raiz de dois

Cas|[17]

Isso

Experimentador

eu vou sugerir um

diferenga 0.00001

Cas[17] Ok
do lado eu achei a
Experimentador | diferenca, da diferenca ¢é

possivel achar o lado?

pensamento reversivel/operatorio
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) evidencia pensamento reversivel
Cas[17] Sim .
operatorio
Experimentador como voceé faria?
do lado eu elevo ao
guadrado e diminuo de dois
Cas[17] . ) )
entdo eu somaria de dois e
dividiria por dois
esse € 0 processo
inverso do que tu fizestes? O
i lado vocé elevou ao quadrado
Experimentador _ ) _
e depois subtraiu de dois, se
eu te der a diferenca vocé vai
somar com dois?
Cas[17] s6 somar
Experimentador somar ou subtrair
Cas[17] s6 somar
) e pra achar o lado
Experimentador L )
vocé vai dividir por dois.
€ pois 0 numero ta ao
Cas[17]
quadrado
. entdo o inverso do ndo tem consciéncia plena do
Experimentador L
quadrado € a divisdo? processo para achar o valor do lado
Cas[17] nao, é a raiz
Experimentador entdo tira araiz
(obtém lado
Cas|[17] 1.4142170979 para a
diferenga 0.00001)

Encaixe

Nao tem consciéncia plena do processo para achar o valor do lado do quadrado de area 2.
Apos realizar contas para achar a diferenca toma consciéncia de que o processo € infinito.Toma
consciéncia de que o processo de mudanca do tamanho do lado ¢ infinito.Tem dificuldade na
no¢do do encaixe, achando, inicialmente, que o encaixe ¢ impossivel. Entdo o Experimentador

compara o encaixe com a diferenga menor sempre possivel, mesmo assim ela ndo consegue
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atingir a nogdo do encaixe embora afirme “tem hora que da pra pensar que da. Quando eu vou
tentar achar o nimero que da pra botar sé vem nimeros apds esse um aqui, no caso o dois ou
outro um depois desse nuamero aqui sempre seria depois disso aqui, ndo aqui.”. Quando
interrogada sobre a possibilidade do encaixe ela afirma que sabe que o encaixe é possivel, mas

ndo sabe fazer.

vocé acha que tem um
namero entre eles ou vocé acha que
Experimentador | tem mais de um ndmero ou vocé acha

gue ndo tem numero algum entre

eles?
~ i tem dificuldade na
Cas|[17] nao tem nenhum namero . )
nogao do encaixe
Experimentador € impossivel?
3 acha que o encaixe é
Cas[17] E ) )
impossivel
mas como € possivel achar o} Experimentador

) sempre uma diferenca menor ainda , | compara 0 encaixe com a
Experimentador . _ .
como vocé conseguiu fazer essas | diferenca menor sempre

contas? possivel

Cas[17] é verdade

é possivel colocar esse
Experimentador | nUmero entre 1.414 e 1.4141? Qual

seria esse proximo numero?

tem hora que da pra pensar
gue da.Quando eu vou tentar achar o
namero que da pra botar s6 vem
Cas[17] ndmeros apos esse um aqui, no caso
0 dois ou outro um depois desse
namero aqui sempre seria depois

disso aqui, ndo aqui...

) vocé acha que da mas vocé
Experimentador | _
nao sabe fazer ?

sabe que o encaixe é
Cas|[17] Isso . .
possivel mas ndo sabe fazer
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Quando o Experimentador tenta testar a no¢ao de convergéncia de valores Cas[17] a

principio nao evidencia a nog¢ao da convergéncia dos valores do lado do quadrado de area 2. O

Experimentador ndo faz a pergunta de forma adequada, pois pode induzir ao erro ou a construcao

de uma relacdo que o sujeito ndo faria sem a pergunta..

Experimentador

se a diferenca diminuir cada vez mais a

diferenca entre os lados vai diminuir?

testando a
nocdo da convergéncia

dos valores do lado

Cas[17]

vai diminuir

Experimentador

0 que vai acontecer com os valores dos

lados?

Cas[17]

vao diminuir

Experimentador

mas eles aumentaram aqui. O que ta

diminuindo o valor dos lados?

Cas[17]

nao....é

Experimentador

o valor dos lados ta diminuindo?

Cas[17]

a principio nao
da

dos

tem nocao
convergéncia

valores do lado

Experimentador

quando as diferencas diminuem o que
acontece com os valor dos lados comparando

entre eles ?

Cas[17]

sdo maiores

Experimentador

aconteceu algo mais? Sempre que oS
valores dos lados cresceram as diferencas
diminuiram e os valores dos lados fiquem

proximos de um valor?

0
Experimentador néo faz
a pergunta de forma
adequada, pois pode

induzir ao erro

Cas[17]

E

Experimentador

sempre é possivel?

Cas[17]

Sempre
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é possivel que os valores dos lados
Experimentador | ndo se aproximem um do outro e a diferenca testando a
figue menor? correlativa
nao se a diferenca ficar menor os tem nocdo da
Casl17] valores dos lados vao se aproximando correlativa
€ possivel que os valores dos lados se
Experimentador | aproximem e os valores da diferengca néo testando a
diminuam? inversa
Cas[17] nao
Experimentador € impossivel?
tem nogdo da
Cas[17] acho que é ]
inversa
€ possivel que os valores da diferenca
Experimentador | diminuam e os valores do lado ndo se
aproximem Correlativa
tem nocdo da
Cas[17] nao por que o inverso que tem ndo
correlativa
€ possivel que os valores da diferenca
Experimentador | diminuam e os valores do lado n&do se
aproximem
Cas[17] também nao
é possivel os valores do lado se
Experimentador | aproximar e os valores da diferenca néo tem nogdo da
diminuir? inversa
Cas[17] n&o. E impossivel
€ possivel os valores da diferenca nédo
Experimentador | diminuir e os valores do lado ndo se reciproca na
aproximar? forma de negacgéo
houve confuséo
Cas[17] N&o
causada pela pergunta
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Cas [17] evidenciou ter a nogao da inversa ¢ da correlativa e talvez tenha se confundido

na resposta sobre a reciproca, pois esta foi feita na forma de negacdo o que pode ter gerado

confusdo, talvez a pergunta devesse ser feita de outra forma.

Entrevista 4 — Nil[17] aluno do segundo ano do ensino médio com 17 anos de idade

Com alguma intervengdo do autor Nil[17] consegue montar a figura do quadrado de area

2. Como primeiro valor para o lado quadrado ele faz a medida e propde 1,5, mas diante do

resultado do célculo da area com valor 2,25 e depois de questionado sobre esse valor Nil[17]

refaz a medida do lado do tridngulo e chega a um valor mais proximo. Comega entdo a

verificacdo da existéncia dos mecanismos infraldgicos( vizinhanga, separa¢do, e envolvimento

com as operagdes separar, recompor, ordenar, envolver ) e logicos e da implicagdo logica entre

intervalos.

Ordem, vizinhancga e separacao (elementos do grupo INRC)

Ator

Didlogo

Comentéario

1.42 ficou melhor que 1.5 pra dois
ficou uma diferenca de 0.0164 vocé acha

que é possivel que fiqgue mais proximo de

teste da nocdo de

Experimentador | dois ainda? ordem
Apresenta nocdo de
Nil[17] € sim ordem
Experimentador como?

Nil[17]

diminuindo o lado.

Experimentador

de 1.42 eu vou jogar que valor

agora?

Nil[17]

1.415 (e obtém 2.002225)

Experimentador

qual o que ficou mais préximo de

dois?

Nil[17]

1.415

Experimentador

guanto deu a diferenca dele pro lado

anterior?
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Nil[17]

0.005

Experimentador

qual seria 0 proximo nimero que

vocé usaria?

Vizinhanga e

separacao

Nil[17]

1.412

Experimentador

por que vocé ta usando o 1.412?

Nil[17]

por que é menor que o0 1.415

Ordem e encaixe do

novo nimero

Experimentador

por que ele é menor que o 1.415 e

maior que 0 1.411 é isso?

Ordem e encaixe

(envolvimento)

Nil[17]

Sim

Experimentador

entdo vamos testar com o0 1.412

pra ver o que vai dar

Nil[17]

obtém 1.993744
0.006256

com diferenca

Experimentador

qual é a menor diferenca de todos?

Nil[17]

ainda é a resultante do 1.415

Experimentador

qual é o préximo ndmero que vocé

usaria (pra diminuir a diferenga)?

Nil[17]

1.414 (deu é&rea 1.999396 com
diferenca 0.000604)

Experimentador

gual é menor diferencadas 4 ?

Nil[17]

essa ultima

(Continuagao)

Experimentador

1.415 fez ficar mais préximo de
dois, qual seria o nimero que faria ficar

mais proximo ainda de dois a area?

ordem e encaixe

Nil[17]

tem que diminuir, né? Acho que
1,411.

Ordem e encaixe
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Experimentador

experimenta. (comenta 0s

resultados)

Nil[17]

deu 1,990921

Experimentador

qual é que t4 mais proximo de

dois é esse ou 0 anterior(2.002225)

Ordem

Nil[17] o de cima (2.002225)
Experimentador gual é a menor diferenca?
Nil[17] o de cima

Experimentador

da pra achar uma diferenca

menor ainda?

Nil[17]

Da

Ordem e encaixe de nimeros

Experimentador

E possivel fazer essa diferenca fincar

menor ainda?

Ordem e encaixe

de intervalos

Nil[17]

1.4142

Experimentador

por que esse nUmero Vvocé ta

lembrando de alguma coisa?

Nil[17]

ele é maior que 1.414

Experimentador

vamos testar

Nil[17]

obtém 1.99996164 (com diferenca
0.00003836)

Experimentador

€ possivel uma diferenca menor

ainda?

Nil[17]

Sim

Experimentador

qual seria o proximo nimero que vocé

usaria?

Nil[17]

1.41424

Ordem e encaixe

Experimentador

€ possivel fazer essa diferenca igual a

zero? Em algum momento ela vai ser zero ?

Nil[17]

ela vai chegar bem préximo, talvez
ela ndo se iguale, mas bem proximo ela vai

chegar
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Experimentador

vocé acha que ela vai chegar a zero
em algum momento ou vocé acha que ela
nunca vai chegar a zero, mas que eu vou

poder ficar me aproximando dela ?

testando a
generalizagéo da

operacao de ordenacéo

Nil[17]

acho que pode se aproximar

Experimentador

€SSe processo em que eu vou me
aproximar ele é finito ou ele é infinito, ou seja,
em algum momento eu vou chegar na
diferenca zero ou eu continuar sempre e
nunca vou chegar a zero. Esse processo ele

é finito ou infinito ?

nao tem certeza

da generalizacdo da
operacdo de ordenacéo e
ndo tem nogcdo da

irracionalidade da raiz de
dois

Nil[17]

acho que vocé pode determinar
algum espaco, se vocé chegar ao zero ele é
finito , mas se vocé pode se aproximar mais

do zero ele é infinito

nao tem certeza
infinitude do
de

ja

sobre a
processo
aproximacdo, mas

domina as duas

possibilidades

Experimentador

eu vou chegar a zZero ou nunca vou

chegar?

Nil[17]

eu acho que da pra chegar

Experimentador

vocé falou "se eu continuar eu vou
ficar me aproximando ". VOCE acha que da
pra controlar o quanto eu vou ficar préximo de
zero esse valor, da pra controlar o quanto eu
vou me aproximar de dois na area. Se eu te
digo eu quero uma diferenga de 10 a menos 6
(0.000001) eu vou conseguir o valor do lado

gue me dé essa diferenca?

Testando noc¢éo
da ordenacdo infinita ou

do intervalo arbitrario

Nil[17]

Acho que da

Nil[17] obviamente possui a no¢do de ordem, mas ndo tem certeza da generalizagdo da
operacao de ordenagdo, ndo tem nogdo da irracionalidade da raiz de dois, ndo tem certeza sobre a
infinitude do processo de aproximacdo, mas admite a possibilidade do processo ser finito ou

infinito e tem nocao do intervalo de tamanho arbitrario.
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Convergéncia dos valores do lado do

Experimentador

€ 0 que aconteceu com

a diferenca entre os lados?

Nil[17]

ta diminuindo

percebe a

valores dos lados

convergéncia dos

Experimentador

0 que ta acontecendo

com os lados

Nil[17]

chegando mais préximo

ele diminui, o lado

Experimentador

quem ta chegando mais

proximo?

Nil[17]

o lado , quando lado
chega mais proximo a area
vai mais

também chegar

préximo .

lados,

diferenca

convergindo,

percebe a relacdo variacdo dos

convergéncia da

Experimentador

quando a area chega
mais proximo o lado também

chega mais préximo?

Nil[17]

Isso

Experimentador

olha s6 pros lados o

gue ta acontecendo com eles

Nil[17]

estdo diminuindo

Experimentador

estdo diminuindo?

o lado ta aumentando,

Nil[17] ta diminuindo a diferenca entre Percebe o] processo de
eles convergéncia dos lados
Encaixes (ordem e envolvimento) e continuo numérico
da pra e achar um numero mais proximo que a principio nao

Experimentador

esse que vocé falou?(usa um desenho da

reta representando intervalo

possivel

um nimero entre 1.41424 e

numeérico)é

percebe a possibilidade do
encaixe mesmo vendo um

desenho representando o
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1.414241?

intervalo

Nil[17]

nao ...nao

Experimentador

é impossivel?

Nil[17]

&, por que depois dele ja& vem o outro

Experimentador

quer analisar?(usa a figura do

intervalo de novo)

Nil[17]

Da

toma consciéncia da
do

entre os dois niimeros

possibilidade intervalo

Experimentador

por que vocé conclui isso?

Nil[17]

por que acrescentando mais zero

entre o quatro e...

possibilidade de

encaixes diversos

Experimentador

0 desenho serviu pra te ajudar?

Nil[17]

Sim

Experimentador

0 que o desenho te deu que vocé
chegou a conclusdo que da pra colocar mais

um ndmero?

Nil[17]

por que ainda ha um espaco entre os dois nimeros

Experimentador

foi por causa do espaco foi isso que

te ajudou?

o desenho ajudou ,
pois a sua resposta correta
sobre a possibilidade de
fazer um novo encaixe soO
veio depois de ele olhar para

o desenho

Nil[17]

nao ...ndo, ajudou

Experimentador

por que vocé chegou a conclusdo que podia colocar mais zeros

Nil[17]

daria pra ser 1.41424001 (conclui que 0 espago na reta diminuiu)

Experimentador

(usando o desenho da reta) ainda assim € possivel colocar outro

nimero entre 1.41424 e 1.414240017?

Nil[17]

Sim

Experimentador

qual seria 0 pr6ximo nimero que vocé

usaria?

Nil[17]

1.41424000001

mais encaixes
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possiveis

eu sempre vou poder colocar um nimero entre dois nimeros reais?

Experimentador | Sempre eu vou ter um nimero mais proximo?

Nil[17] Sim
Experimentador esse processo € finito ou infinito?
generalizagcédo do
Nil[17] Infinito encaixe

A principio o sujeito ndo percebe a possibilidade de encaixar um outro nimero entre
1.41424 e 1.414241 mesmo vendo um desenho representando o intervalo. Mas ao visualizar um
desenho representando o intervalo (Figura 10) ele admite a possibilidade do intervalo entre os
dois nimeros e depois a possibilidade de fazer varios encaixes, como no trecho em que ele diz *
por que acrescentando mais zero entre o quatro e....”* e depois “por que ainda ha um espago
entre os dois niumeros”. O desenho do intervalo, uma forma de intui¢ao, ajudou , pois a sua
resposta correta sobre a possibilidade de fazer um novo encaixe s6 veio depois de ele olhar para o
desenho. O Experimentador testa a generalizagdo do processo de encaixe com a pergunta “ eu
sempre vou poder colocar um nimero entre dois numeros reais? Sempre eu vou ter um nimero
mais proximo?” e Nil[17] responde que sim. Finalmente quando ele ¢ questionado se o processo

¢ finito ou infinito ele responde que o processo ¢ infinito, 0 que permite concluir que houve a

generalizacdo do processo de encaixe entre dois numeros reais.
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Figura 10 — Visualizacido da possibilidade de encaixe de niimeros

Ap0s verificagdo dos mecanismos infraldgicos o Experimentador tentou testar a vidéncia

de mecanismos e processo 16gicos:

Dominio da operagdo Reciproca

Experimentador

vocé partiu do tamanho do lado e achou a
diferenca , se eu te apresentar um valor de diferenca
vocé pode fazer o caminho contrario, vocé chega no

tamanho do lado?

nogdo da
Nil[17] acho que da reciproca
entdo calcule com essa diferenca 10 a
Experimentador | menos 7
dominio,
(tirou a raiz de 10 a menos 7,depois de | com auxilio do

Nil[17]

questionado achou 1.414213555884, usa a lousa

escrevendo formulas)

entrevistador, da

reciproca

Experimentador

se eu te der um diferenca menor vocé acha o

lado?

ordem e

encaixe

Nil[17]

Sim

Experimentador

é possivel que essa diferenca seja zero?

Nil[17]

ai nao
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Experimentador

por qué?

Nil[17]

nao sei dizer

Experimentador

sempre é possivel de o lado chegar na

diferenca e da diferenca chegar no lado?

dominio da
Nil[17] sim, sempre reciproca
Dominio da inversa e da correlativa
Experim E possivel que eu escolha valores do lado bem préximo e Invers
entador os valores da diferenca nao diminuam? a
domini
Nil[17] acho que é impossivel o da inversa
Experim E possivel que a diferenca diminua e os valores do lado Correl
entador nao figuem proximos? ativa
domini
o] da
Nil[17] acho que nédo , é impossivel correlativa

Nil[17]apresentou o dominio das operagdes logicas da inversa, correlativa e da reciproca,

na verificagdo desta ultima houve a necessidade da intervengdo do Experimentador, logo

depois ele ja apresenta seguranga em responder que sempre € possivel partir do valor da

diferenca e obter o valor do lado.

Relagdo entre as variacoes dos lados e o valor das diferengas (Identidade).

Experimentador

e dos lados o que vocé pode concluir?

NIl[17]

glesndo dimmenitandiferenca entre dois

Experimentador

valores o que acontece?

Nil[17]

fica bem préximo, o lado ta

aumentando e a diferenca ta diminuindo

Identidade -
relacdo entre variacdo

dos lados e a diferenca

Experimentador

da pra concluir alguma coisa disso?

Nil[17]

a area ta ficando mais préxima
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vocé acha que sempre vai ter uma
relacdo entre os valores dos lados e a

Experimentador | diferenca?

relagdo entre
variacdo dos lados e

Nil[17] nesse caso acho que sim a diferenca

sempre vai ter relacdo ?tanto na ida
quanto na volta quando os valores dos lados
se aproximarem os valores das diferencas
vao ficar menores e se os valores da relacdo entre
diferenga ficarem menores os valores dos | variacdo dos lados e

Experimentador | lados véo ficar mais proximos? a diferenca

Nil[17] evidenciou a no¢do da relacdo de implicacdo entre a convergéncia do valor dos
lados do triangulo e o seu efeito na convergéncia dos valores da diferenga da area em relagdo a

dois.

7.9 Consideracoes sobre os experimentos

As entrevistas realizadas permitiram evidenciar as seguintes categorias:

e Relagdo entre as variacdes dos lados e o valor das diferencas

e Dominio de nogdes sobre as relagdes infralégicas da vizinhanga, separagdo,
ordem, envolvimento e sua participagdo na constru¢do da no¢ao do continuo .

e Dominio das nogdes das operagdes infraldgicas do Grupo INRC (identidade,
reciprocidade, inversdo e correlatividade).

e Encaixes de numeros (ordem e envolvimento) que se relacionam com as nogdes
do continuo numérico

e Processo de convergéncia dos valores do lado do quadrado de 4rea 2 e dos valores

da diferenca entre area calculada do quadrado e a area 2.
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Pensamento reversivel (partindo valores do lado do quadrado calcular a diferenca
entre 2 ¢ a area calculada e vice-versa).

Generalizagdo do processo de encaixe e ordem dos valores do lado do quadrado e
dos valores da diferenca entre a area obtida e o valor 2.

Nogao da racionalidade da raiz quadrada de dois (a convicgdo do sujeito quanto a
possibilidade de expressdao do numero através de uma lista decimal finita, sem o

envolvimento de prova matematica).

Considerando a definicdo de limite, os mecanismos cognitivos envolvidos e o

desempenho dos sujeitos pode-se dividir o experimento em 4 partes:

Na primeira ¢ testada a capacidade do individuo de realizar parti¢des e adicdes,
basicamente adicdes, pois as figuras geométricas sdo dadas e ele tem como
principal atividade montar figuras geométricas, dada a restri¢do de ter uma area
determinada (dois). Mas existem partigdes quando o sujeito faz tentativas sem
sucesso e tem que desagrupar a figura obtida para fazer novas tentativas. Esta ndo
¢ a fase principal do experimento. Entretanto sem ela o sujeito ndo se vé diante do
desequilibrio principal que ¢ achar um niimero que elevado ao quadrado permita

obter o a area do quadrado de area 2.

Na segunda parte, apds o sujeito verificar que o lado elevado ao quadrado nao
permite obter o valor dois, ele se confronta com o questionamento de por que nao
deu dois. Em seguida ele ¢ desafiado a obter uma diferenca, entre o valor do lado
ao quadrado e dois, menor que aquela obtida pela primeira vez. Sucessivamente o
sujeito ¢ desafiado a achar diferengas menores. Pergunta-se também o que deve
ser feito para diminuir essa diferenca. Nesta parte verificam-se as nogodes de
vizinhanga, separacdo, ordem e envolvimento, continuo e finalmente se ¢ possivel
achar uma diferenca arbitraria, o que implica na generalizagdo do processo de

diminui¢do da diferenga e consequentemente da generalizacdo da relacdo de
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ordem. Verifica-se ainda na no¢do do continuo numérico o aspecto da

generalizacdo do encaixe de numeros reais.

e Na terceira parte verifica-se o pensamento operativo do sujeito através da
pergunta: “Se tenho o lado vocé acha a diferenca. Caso vocé tenha um valor de
diferenga vocé poderia achar o lado?”. Este pensamento operativo esta relacionado
com a defini¢do formal de limite (e com a operagdo logica da reciproca), pois nela
temos a correspondéncia sempre existente, no caso de existir o limite, entre duas

vizinhang¢as que sdo denominadas de épsilon e delta.

e Na quarta parte verificam-se as operacdes logicas que o sujeito realiza a partir da
proposicdo escolhida como Identidade e atingir ou decidir sobre a
falsidade/verdade das proposicdes possiveis de ser geradas pelas operacdes logicas

da Inversdo, Reciprocidade e Correlatividade.

A avaliagdo do desempenho dos sujeitos durante a realizacdo do experimento pode ser
feita da seguinte maneira: se ele evidencia dominio das operagdes logicas e infralogicas e sabe
decidir sobre a verdade/falsidade verdade das proposi¢des possiveis de ser geradas pelas
operacdes logicas da Inversdo, Reciprocidade e Correlatividade pode-se dizer que ele esta no
nivel IV. Se ele tem dominio do pensamento operativo, mas ainda ndo sabe afirmar sobre
verdade/falsidade sobre as proposicdes logicas e também tem dominio sobre as relacdes
infralogicas pode-se dizer que o sujeito estd no nivel III. Quando o sujeito tem dominio da
generalizacdo do encaixe e da ordem pode-se dizer que ele estd no nivel II. Quando sujeito
apenas consegue construir o quadrado de area 2, mas ndo consegue atingir a generalizacdo do
encaixe e da ordem ele esta no nivel 1.

As relagdes de vizinhanca e separacdo nao foram exploradas de forma explicita durante o
experimento. Isso se deve ao fato de que a relagdo de envolvimento ¢ dada perceptivamente tdo
logo sejam organizadas as vizinhangas, as separagdes e os diversos tipos de ordem (vide item
6.2.2 — Relacdo entre operagdes infraldgicas e operacdes logicas) estas duas relagdes estdo entre

as relacdes mais primitivas, logo a vizinhanca e separagdo ja estdo sendo verificadas quando



101

verifica-se as relacoes de ordem e também quando se verifica o encaixe entre dois nimeros reais
certamente € necessario que o sujeito ja tenha a vizinhanga e a separacao.

Foram escolhidas quatro entrevistas para serem apresentadas no presente trabalho escrito,
o motivo da escolha é que as entrevistas iniciais, devido a fase de apropria¢do da teoria e do
M¢étodo Clinico, ainda ndo possuem alguns dos elementos tedricos que o autor tentava evidenciar,
sendo que o processo de investigagdo sofreu um influéncia significativa das reflexdes sobre o
conceito de continuo numérico o que se refletiu nas ultimas entrevistas realizadas. Como
conseqiiéncia o autor privilegiou estas entrevistas consideradas como mais representativas entre

todas realizadas:

Entrevista 1-Fran[15] aluno do segundo ano nivel médio com 15 anos de idade.

A composi¢ao das figuras geométricas ¢ facilmente executada por Fran[15]. Logo ele
constréi o quadrado de area 2. Ele evidencia a nogdo de ordem quando questionado se ¢ possivel
achar uma diferenga (entre o valor da drea do quadrado, que ¢ dois, e area calculada) menor
ainda. Evidencia pensamento reversivel/operativo (reciproca) com dominio completo do
pensamento reversivel, quer permite partir dos valores das diferencas e achar os valores dos lados
respectivos. Evidencia que desenvolveu a generalizagdo do processo de ordenagdo dos intervalos
quando afirma que é sempre possivel diminuir a diferenca. Ao dizer que nunca o valor do lado
vai ser exatamente raiz de dois evidencia que possui nogdo da irracionalidade da raiz quadrada de
dois. Fran[15] mostra que possui nocdes de seriagcdo, ordem, envolvimento e encaixe ao
demonstrar capacidade de saber a localiza¢dao aproximada da raiz de dois em um eixo cartesiano e
saber onde ficariam outros numeros em relagao a esse valor.

Fran [15] mostrou seguranca em todas as operagdes logicas do grupo INRC, ele ja tinha
demonstrado seguranca na reciproca quando questionado anteriormente sobre o pensamento
reversivel e na inversa ele evidenciou a mesma seguranga,conforme pode ser evidenciado nos
trechos de entrevistas. Na correlativa Fran[15] mostra seguranga com relagdo ao comportamento
do valor da diferenca quando questionado sobre o que aconteceria se os valores do lado nao
convergissem ele responde: “vai sempre aumentar a diferenga, o valor fica mais longe da raiz de
dois e a diferencga vai sempre aumentar”. Fran [15] poderia ser classificado no nivel IV, pois

ele conseguiu construir sem intervencao do experimentado o quadrado de area 2, apresentou
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dominio das operacdes logicas e infralogicas. Evidenciou ter a no¢ao de ordem e encaixe, embora
ndo se tenha verificado adequadamente a generalizacdo destas duas relacdes, pois no momento de
sua entrevistas ainda ndo havia sido feita a ultima reflexdo sobre o conceito de limite quanto as
questdes sobre generalizacdo de encaixe e ordem. Quanto as operagdes do grupo INRC ele

evidenciou ter a nogao de todas elas.

Entrevista 2 - Ric [15] primeiro ano do nivel médio com 15 anos de idade

Mesmo realizando com seguranca as operacdes de composi¢do e recomposicdo das
figuras geométricas Ric[15] sO6 consegue construir o quadrado de area 2 com a ajuda do
Experimentador. Quando perguntado sobre qual o tamanho do lado que podera gerar o quadrado
de area 2, ele responde prontamente “ Raiz quadrada de dois” demonstrando que ja tem no¢ao da
raiz quadrada de dois, entdo o experimentador procura testar as nogdes das relagdes infraldgicas e
logicas. Ric[15] evidencia possuir nocdo do processo de convergéncia e de ordenagdo, pois
quando perguntado como fazer para o valor da area ficar mais proximo de dois ele sugere
aumentos de 0.04, mas na forma de “chutes”. Quando questionado sobre diferencas menores
ainda ele responde prontamente e confirma a nocdo de ordem. No desenvolvimento do
experimento ele evidencia que percebe o comportamento dos valores da area calculada e
apresenta nocdo do encaixe, embora nio apresente seguranca na generalizacio do
encaixe/envolvimento, pois ele diz que ndo em certeza de que o processo de colocar nimeros
entre dois nimeros iniciais dados ¢ infinito. A resposta de Ric[17] sobre a possibilidade de achar
a raiz quadrada de dois evidencia que ele tem nocdo sobre a irracionalidade deste nimero e de
que a diferenca entre a area calculada e dois nunca vai ser zero. Ric[15] evidencia uma relagao
entre os valores dos lados e os valores das diferengas. Isso pode ser percebido nas respostas
envolvendo as operacdes de reciproca, inversa e correlativa. Uma forma de evidenciar o
pensamento reversivel esta presente nas perguntas sobre a reciproca. Quando perguntado se €
possivel partir da diferenca e chegar ao valor do lado ele responde que vai ser sempre possivel
fazer isso, entretanto ele diz que essa diferenca vai ser zero, contradizendo o que ja afirmara
sobre a diferenca entre a area calculada e dois. Durante o experimento consegue fazer o calculo
certo. Depois quando questionado se o valor dessa diferenga podera ser zero ele responde que

sim, mas quando questionado sobre o tamanho do lado que vai dar diferenga zero ele recua e diz
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que ¢ impossivel tal diferenca. Pois sabe que ndo existe numero racional para exprimir tal raiz
quadrada. Ric[15] evidencia uma relagdo entre os valores dos lados e os valores das diferencas.
Isso pode ser percebido nas respostas envolvendo as operacdes de reciproca, inversa e correlativa,
nas quais evidenciou ter as trés nogdes. O pensamento reversivel ficou evidente nas perguntas
sobre a reciproca.

Ric[15] poderia avaliado como tendo evidenciando dominio das operagdes e relagdes
presentes nas partes trés e quatro do experimento, mas teve desempenho fraco nas partes 1 e 2.
Quando ndo consegue fazer a generalizacdo do encaixe de nimeros mostra que possui
deficiéncias em sua conceituagdo de numero real e do continuo, o que o impede de uma
conceituacdo de limite. Ele poderia se avaliado como tendo nivel Il em transicdo para o trés.

Talvez fosse necessario fazer o experimento de novo com ele.

Entrevista 3 - Cas[17] terceiro ano do nivel médio com 17 anos de idade

Cas[17] precisou da intervengdo do experimentador para construir o quadrado de area 2.
Evidenciou a no¢do de ordem, entretanto ndo atingiu a generalizacio do processo de
ordenacgdo. Ela ndo evidenciou nocdo da irracionalidade da raiz de dois, mas evidencia o
pensamento reversivel/operatério que na verdade ¢ operagao reciproca do grupo INRC. Nao tem
consciéncia plena do processo para achar o valor do lado do quadrado de 4rea 2. Apds realizar
contas para achar a diferenca toma consciéncia de que o processo ¢ infinito. Toma consciéncia de
que o processo de mudanga do tamanho do lado ¢ infinito. Tem dificuldade na nocio do
encaixe, achando, inicialmente, que o encaixe é impossivel. Entdo o Experimentador
compara o encaixe com a diferenca menor sempre possivel, mesmo assim ela nio consegue
atingir a no¢io do encaixe, embora afirme “tem hora que da pra pensar que da. Quando eu vou
tentar achar o nimero que da pra botar s6 vem nimeros apds esse um aqui, no caso o dois ou
outro um depois desse nimero aqui sempre seria depois disso aqui, ndo aqui.”. Quando
interrogada sobre a possibilidade do encaixe ela afirma que sabe que o encaixe ¢ possivel,
mas nao sabe fazer.. Quando o Experimentador tenta testar a nogdo de convergéncia de valores
Cas[17] a principio nio evidencia a nocao da convergéncia dos valores do lado do quadrado
de area 2. O Experimentador ndo fez a pergunta de forma adequada, pois da forma que foi

executada poderia induzir ao erro ou a construcao de uma relagao que o sujeito nao faria sem a
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pergunta. Cas [17] evidenciou ter a nogdo da inversa e da correlativa e talvez tenha se confundido
na resposta sobre a reciproca, pois esta foi feita na forma de negacdo o que pode ter gerado
confusdo, talvez a pergunta devesse ser feita de outra forma. Cas[17] poderia ser avaliada, no

maximo, como estando no nivel II.

Entrevista 4 — Nil[17] aluno do segundo ano do ensino médio com 17 anos de idade

Com alguma intervencdo do autor Nil[17] consegue montar a figura do quadrado de area
2. Como primeiro valor para o lado quadrado ele faz a medida e propde 1,5, mas diante do
resultado do célculo da area com valor 2,25 e depois de questionado sobre esse valor Nil[17]
refaz a medida do lado do tridngulo e chega a um valor mais proximo. Nil[17] obviamente
possui a no¢do de ordem, mas ndo tem certeza da generalizacdo da operacio de ordenaciio ¢
parece ndo ter nogdo da irracionalidade da raiz de dois, ndo tem certeza sobre a infinitude do
processo de aproximacido, mas admite a possibilidade do processo ser finito ou infinito e
tem nocdo do intervalo de tamanho arbitrario. A principio o sujeito ndo percebe a
possibilidade de encaixar um outro nimero entre 1.41424 e 1.414241 mesmo vendo um desenho
representando o intervalo. Mas ao visualizar um desenho representando o intervalo ele admite a
possibilidade do intervalo entre os dois nimeros e depois a possibilidade de fazer véarios
encaixes, como no trecho em que ele diz “ por que acrescentando mais zero entre o quatro e....*
e depois “por que ainda ha um espago entre os dois nimeros”. O desenho do intervalo, uma
forma de intuigdo, ajudou, pois a sua resposta correta sobre a possibilidade de fazer um novo
encaixe s6 veio depois de ele olhar para o desenho. O Experimentador testa a generalizagdo do

[3

processo de encaixe com a pergunta “ eu sempre vou poder colocar um nimero entre dois
nimeros reais? Sempre eu vou ter um nimero mais proximo?” e Nil[17] responde que sim.
Finalmente quando ele ¢ questionado se o processo ¢ finito ou infinito ele responde que o
processo € infinito, o que permite concluir que houve a generalizacio do processo de encaixe
entre dois nimeros reais. Apoés verificagdo dos mecanismos infralégicos o Experimentador
tentou testar a evidéncia de mecanismos e processo logicos. Nil[17]apresentou o dominio das

operacdes logicas da inversa, correlativa e da reciproca, na verificacdo desta ultima houve a

necessidade da intervengdo do experimentador, logo depois ele ja apresenta seguranca em
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responder que sempre € possivel partir do valor da diferenca e obter o valor do lado. Relagao
entre as variacdes dos lados e o valor das diferencas

O sujeito evidenciou a nogdo da relacdo de implicacdo entre a convergéncia do valor

dos lados do quadrado e o seu efeito na convergéncia dos valores da diferenga da area em

relagdo a dois. Nil[17] poderia ser avaliado como estando na transi¢ao entre o nivel Il e IV.

7.10 Consideracoes sobre conceito, conceito de limite e pensamento formal

Conforme o estudo sobre caracterizagdo do pensamento formal, uma de suas
caracteristicas mais forte ¢ a possibilidade de reversibilidade dentro da rede, reversibilidade
possibilitada pelas operagdes logicas presentes no grupo INRC. No conceito uma das
caracteristicas mais fortes também ¢ a reversibilidade, que ¢ a expressdo do equilibrio
permanente alcancado entre uma acomodagdo generalizada e uma assimilagdo que se tornou nao-
deformante. A reversibilidade ¢ a possibilidade de encontrar um estado anterior dos dados, nao se
opondo ao estado atual (assimilacdo); e um estado tdo real ou realizdvel quanto esse estado atual
(acomodagao).

A analise dos mecanismos cognitivos do conceito de limite passa pela verificagdo da
reversibilidade do pensamento quando o sujeito ¢ confrontado com este conceito, que ¢€
apresentado na forma de uma implicagao logica. Como esta tem negacdo, correlativa e reciproca
a analise deste conceito matematico passa pela verificagdo da existéncia destas operagdes logicas
durante o experimento. Outros elementos importantes na analise dos mecanismos cognitivos do
sujeito sdo as relagdes infralogicas, de natureza topologica (vizinhanga, separacdo, ordem,
envolvimento e continuo), pois o conceito de limite possui estas estruturas como base e os
experimentos realizados mostraram que estas estruturas podem ser evidenciadas com a utilizacao
de um objeto digital interativo. Durante o experimento foi possivel verificar as operagdes ldgicas
atuando sobre elementos de natureza infraldgica, pois a identidade, a inversa, a reciproca e a

correlativa foram construidas sobre sentengas que envolviam intervalos, vizinhanga, separacgao,

ordem, envolvimento e continuo.
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Pode-se concluir que ¢ a reversibilidade o principal elemento comum entre conceito e
pensamento formal e esta relagdo pode ser visualizada na figura seguinte, na qual estd desenhado

o sistema conceitual relativo a conceito e pensamento formal.
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Figura 11 — Relacionamento entre conceito e pensamento formal

7.11 Conclusées parciais

Ao final do estudo realizado neste capitulo conclui-se que:

e Os mecanismos cognitivos do conceito de limite podem ser evidenciados através
do uso de objetos digitais interativos, entretanto para que tal evidéncia seja
possivel € necessaria uma teoria epistemoldgica que possibilite este processo de
investigagdo, tal teoria ¢ a Epistemologia Genética de Jean Piaget, que modela o
pensamento humano utilizando estruturas matematicas do tipo conjuntos,
agrupamentos, grupos e redes. Além destes elementos de natureza logica a teoria

de Piaget permite evidenciar os elementos de natureza espacial.
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Outra conclusdo ¢ a de que a reversibilidade do pensamento é um dos pontos mais
importantes na constru¢cdo dos conceitos. A reversibilidade presente no conceito
do continuo que ¢ a sintese de vizinhanga e separacao, ordem e envolvimento, ela
estd presente também em estruturas do tipo agrupamento, grupo e rede. O
desenvolvimento cognitivo passa pela construgdo desta reversibilidade por parte
do sujeito e ¢ o pleno dominio desta capacidade de operar, quando o sujeito
também ¢ capaz de fazer composigdes entre operagdes (que comportam a
reversibilidade) que mostra se o sujeito construiu o pensamento formal.

Por ultimo pode-se concluir que o conceito de limite coordena operacdes de
natureza espacial ( topologicas ) e logica (grupo INRC e relagdes logicas
envolvidas no conceito de numero inteiro e real). Estas operagdes e as relacdes

envolvidas ja foram explicadas anteriormente.
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8 — Conclusoes Finais

Ao final do processo de estudo da histéria do conceito de limite, de uma teoria
epistemologica que permitisse avaliar os mecanismos cognitivos envolvidos com este conceito,
da constru¢do de objetos digitais interativos que consideraram estes dois aspectos anteriores e
finalmente da realizagdo de experimentos envolvendo alunos utilizando tais objetos digitais, o
autor deste trabalho chegou as seguintes conclusoes:

E possivel identificar os mecanismos cognitivos envolvidos com o conceito de limite em
objetos digitais interativos, dentre eles as relagdes de vizinhanga, separacdo, ordem,
envolvimento e o continuo. Ha ainda as operagdes de separagdo, recomposicdo, ordenacdo
encaixe e envolvimento. Estas relagcdes e operagdes sao de natureza infraldgica e topologica.

Existem operagodes logicas envolvidas no conceito de nimero inteiro que serve de base
para construir os nmeros racionais e também as operagdes logicas envolvidas na construgdo do
grupo INRC relacionado com a implicagdo logica que define limite.

Depois de identificados os mecanismos cognitivos deve-se pensar no que pode ser feito de
forma a propor intervengdes em sala de aula. Como sugestdes o autor propoe:

1 Utilizar objetos digitais que permitam a interacdo do sujeito com um problema
relacionado ao conceito de limite, notadamente deve haver momentos em que o sujeito se
envolva com problemas relativos a ordem e a encaixes de numeros reais. Dois exemplos foram
apresentados neste trabalho. Um envolvendo a raiz quadrada de dois e o outro relacionado a soma
dos termos de uma progressdo geométrica infinita. Somente depois de tratar com problema que
envolva o conceito ¢ que seria apresentada a definicdo formal do conceito. Para utilizar tais
objetos € necessario um estudo anterior para definir as perguntas que devem ser feitas e os
desequilibrios propostos aos usuarios dos objetos.

2 Utilizar mapas conceituais para tentar identificar o sistema conceitual que o aluno
possui de forma a identificar dificuldades de estruturagdo do conhecimento. Como exemplo do
uso de mapas e a evolugdo conceitual o autor deste trabalho apresenta as figuras seguintes que

mostram a sua evolugao conceitual ao longo deste projeto.
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A figura 12 mostra uma “visdo” que poderia ser chamada de senso comum do autor sobre
0 conceito, o sistema de conceitos estava baseado em suas lembrancas dos cursos de célculo e
leituras de livros da area. A figura 13 apresenta um conjunto de conceitos misturados com
questionamentos construidos somente sobre definicdes matematicas sem considerar ainda os
mecanismos cognitivos. A figura 14 mostra, de forma resumida o levantamento histérico do
conceito, o que ja aponta na dire¢do da importancia do entendimento da natureza da definicao de
numero real para entender o conceito de limite. As figuras 15,16 e 17 ja apresentam estruturas
conceituais melhor organizadas e refletindo um estudo aprofundado sobre o conceito de limite
que contemplam a natureza do conceito com suas relagdes logicas e infralogicas.

Para a realizacdo deste trabalho foram criados dois objetos digitais com a finalidade de
propor situagdes em que os sujeitos se deparassem com desequilibrios envolvendo o conceito de
limite. A importancia dos objetos digitais se deve a possibilidade de criar: objetos com diversos
niveis de interagdo, capazes de realizar o registro dos passos executados pelo sujeito (o que
permite avaliar aspectos do seu processo de aprendizagem), passiveis de serem disponibilizados
em rede, passiveis de serem reconfigurados e com a possibilidade de incorporar agentes
inteligentes.

Como resultado da pesquisa realizada neste projeto o autor apresenta algumas propostas
que podem servir de diretrizes de uma metodologia para desenvolver objetos digitais interativos
para serem utilizados na aprendizagem de conceitos:

1. Verificar o sistema conceitual envolvido com o conceito em questdo utilizando mapas
conceituais.

2. Fazer um estudo sobre a natureza do conceito: se ¢ na forma de proposi¢do logica ou se €
de natureza infralogica, a natureza das relagdes envolvidas no sistema conceitual.

3. Pesquisar a historia do conceito e levantar os sistemas conceituais desde sua origem e as
variagoes que tal sistema sofre ao longo do tempo.

4. Considerar a evolugao historica do conceito, o sistema conceitual no qual ele estd inserido

e os desequilibrios epistemoldgicos ocorridos no processo historico. Estes desequilibrios

sdo importantes para criar os objetos digitais interativos.
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5. Sempre tomar como ponto de partida um problema para desenvolver um objeto digital
interativo.

6. Considerar a possibilidade de fazer o registro das atividades do sujeito quando da
interagdo com o objeto.

7. Considerar a possibilidade integrar um agente inteligente para interagir com o usudario do

objeto digital.

Como seqiiéncia da pesquisa realizada no presente trabalho, o autor propde que sejam
desenvolvidos trabalhos no sentido de entender os mecanismos cognitivos relacionados aos
conceitos de derivada e integral. Considerando que eles dependem do conceito de limite seria
apropriado desenvolver mais objetos digitais voltados para o conceito de limite e novos objetos
voltados para derivada e integral. O autor teve como meta contribuir na formacdo de uma base
tedrica para estas futuras pesquisas. Uma ilustragdo de proposta de objeto digital interativo
voltado para o ensino de derivada ¢ apresentada na figura seguinte. Trata-se de uma atividade
desenvolvida no programa Cabri-Géomeétre —II, que permite interagir com uma reta secante a
uma curva de forma que a reta, dependendo da manipulacdo que o usuario fizer, pode sumir.
Neste momento pode-se questionar o sujeito a explicar a razao do desaparecimento. Na resposta a
tal pergunta o sujeito se defronta com os conceitos de reta secante, tangente e consequentemente

com derivada.
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Figura 18 — Objeto digital interativo utilizando o conceito de derivada
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O estudo realizado nesta pesquisa permitiu concluir que o conceito de limite engloba muito mais
que a defini¢do. Ele envolve mecanismos cognitivos, os quais no exercitamos desde crianca tais
como ordenar seriar encaixar, separar, recompor ¢ realizar envolvimentos, ou seja, relagdes
topoldgicas estudadas por Piaget junto a criangas. Para atingir tais mecanismos na formalizagao
avancada € necessario construir o conceito de continuo numérico, que necessita destas relacdes,
mas realizadas de forma infinita. Existe ainda a necessidade de generalizagcdo destas relagdes e
das operacdes envolvidas. Atuando sobre este sistema de relagdes e operagdes infraldgicas estao
as operagoes logicas do INRC que também agem sobre a implicagcdo logica que ¢ a definigao
formal de limite. Qualquer intervenc¢do no processo de ensino aprendizagem deste conceito deve

considerar tais relagdes infralogicas e logicas.
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Anexos

Anexo A — Génese e evolucio do Conceito para Piaget

A génese e evolugdo do conceito ¢ apresentada no texto a seguir, que foi construido com
base na leitura do capitulo 8 de Piaget (1978).
Na tentativa de evidenciar o processo de constru¢do do conceito serdo abordados

inicialmente os esquemas representativos:

1 Os primeiros esbocos de conceitos: os esquemas verbais (entrel8 meses a 2 anos).

A formacao da representagdo necessaria aos conceitos comeca a partir dos esquemas
verbais, eles sdo intermedidrios entre 0s esquemas sensOrio-motores € 0os esquemas conceituais.
Os primeiros esquemas verbais (“tch, tch” para o trem que aparece e desaparece, para
automoveis, etc.; “au au” para um cavalo, para automoveis,etc.) sdo os primeiros signos verbais
que servem de expressdo a crianga, estes sdo intermedidrios entre significantes simbolicos ou
imitativos e verdadeiros signos. A reunido dos objetos sob uma mesma denominacao se prende
em parte a uma assimilacio direta entre eles (objetos) fundamentada em qualidades objetivas
com uma assimilagdo das coisas do proprio ponto de vista do sujeito. Em um conceito a
assimilagdo dos objetos ¢ realizada através de uma classe generalizadora, que retne os objetos
segundo relagdes de equivaléncia. O signo semiverbal “tch-tch” ¢ aplicado ao que aparece e
desaparece visto de uma janela. O sinal “au-au” designa cdes e o que se lhes assemelha, como
tudo aquilo que a crianga vé da perspectiva de uma sacada. Para a crianga o termo “papai” sdo os
personagens que acendem o cachimbo ou estendem os bragos como papai. Além da assimilacio
direta dos objetos ha também a generalizacio, relacionada com o aspecto do universal, que se
processa do ponto de vista do préprio sujeito. Uma das criancas, denominada T., designa um dia
Papai todos os homens afastados de 15 a 20 m e andando (por oposi¢do aos personagens
imdveis) antes de englobar em seguida qualquer um nessa classe de homens semelhantes ao pai.
Tanto a assimilacdo quanto a generaliza¢dao sdo centradas na perspectiva do sujeito o que indica
um egocentrismo que influencia a assimilacdo. Esses primeiros esquemas verbais sdo

esquemas sensorio-motores em processo de conceituacdo. Mesmo ndo sendo esquemas
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sensorio-motores puros nem conceitos, apresentam caracteristicas dos dois. Dos esquemas
sensorio-motores conservam o fato de serem modos de acdo generalizaveis que se aplicam a
objetos cada vez mais numerosos, ou seja, esquemas de acdo. Dos conceitos ja apresentam um
semidesligamento em relacdo a prépria atividade e uma situagdo que de agdo pura, tendendo a
anunciar o elemento caracteristico de comunicacfo, pois eles sdo designados por fonemas
verbais que colocam o sujeito (crianca) em relacdo com a acdo de outrem. Entre os simbolos
ludicos e estes esquemas verbais existem intermedidrios conforme pode ser observado em
(Piaget, ibid. pag. 282). Nos conceitos hé inclusdo de um objeto numa classe e de uma classe
numa outra (por exemplo, um cdo qualquer ¢ um cao e esta incluido na classe dos animais.). Num
esquema verbal existe simplesmente uma espécie de parentesco (ligagdo), sentido em fungdo do
sujeito, entre todos os objetos ligados uns aos outros. As primeiras palavras empregadas (“vuvu”,
“papai”) sdo anteriores aos signos® propriamente ditos. Elas permanecem intermediarias entre o
simbolo individual ou imagem imitativa e o signo propriamente social. Elas conservam do
simbolo o seu cardter imitativo quando sdo onomatopéias (imitagdo do objeto designado) ou
quando sdo extraidas da linguagem adulta e imitadas em estado isolado. Possuem ainda como
caracteristica do simbolo a mobilidade desconcertante em oposigdo a fixidez do signo.
Considerando a definicao de conceito apresentada anteriormente em (Abbagnano, id.) e o
que foi exposto com base em (Piaget, idem) pode-se fazer um quadro, figura 19, para evidenciar

a ocorréncia nos primeiros esquemas verbais dos aspectos relacionados anteriormente.

Aspecto Ocorréncia

Permite Descricao Nao

Permite Classificagdo Nao

Permite Previsao Nao

Comunicac¢ao (Signo) Sim, mas sem estabilidade e

ocupando uma posicao entre o simbolo e o
signo, mas com um predominio do

simbolo, pois a assimilacdo egocéntrica

? Signos sdo elementos articulados entre si de uma linguagem j4 organizada (Piaget,1978, pag. 283)
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tem predominio.

Contempla o Aspecto de Universal Nao

Contempla o Aspecto de individual Nao

Permite a Representagao Sim, sob a forma de esquemas
verbais

E um sistema Sim, por que um esquema sempre

estd inserido em um sistema de esquemas,
exceto nos primeiros dias de vida da
crianca. Possui ainda a diferenciacao e
coordenacdo entre significado e

significante

Figura 19 - Aspectos dos esquemas verbais

Depois dos esquemas verbais Piaget aponta como proxima fase da evolucdo dos

esquemas de representacao a manifestagdo dos pré-conceitos.

2 Os pré-conceitos. (1 Ano e sete meses até 7 anos)

Esta fase corresponde ao segundo periodo do desenvolvimento de esquemas
representativos. A linguagem inicial ¢ feita, principalmente, de ordens e expressdes de desejo e
neste nivel a denominacfo ndo ¢ simples atribuicdo de um nome, mas o enunciado de uma ag¢ao
possivel e a palavra se limita quase a traduzir a organizacdo de esquemas sensorio-motores.
O interesse de Piaget consistia em saber como da linguagem ligada ao ato imediato e presente a
crianca passa a construgcdo de representacdes verbais propriamente ditas (de juizos de acdo a
juizos de constatacio).

A narrativa ¢ um intermediario que se inicia entre o periodo dos esquemas verbais € o
dos pré-conceitos. As narrativas sdo dirigidas pelo sujeito tanto a ele proprio como aos outros.
Elas permitem assistir o momento em que a linguagem em formacao deixa de acompanhar
simplesmente o ato em curso para reconstituir a acdo passada e fornecer-lhe assim um

comeco de representacido. A palavra comeca entdo a funcionar como signo, ou seja, nio mais
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como uma simples parte do ato, mas como evocacio deste. E entio que o esquema verbal vem
a destacar-se do esquema sensorio-motor para adquirir a funcdo de representagdo. Enquanto a
imitagdo so pode reproduzir o ato tal qual, imitando-o exteriormente pelo gesto ou interiormente
pela imagem a narrativa acrescenta a isso uma espécie particular de objetivagdo e que esta
ligada a comunicagao ou socializacdo do proprio pensamento. Entretanto a narrativa ainda ¢
a reconstituicdo de uma acgao.

Quando a narrativa atualiza-se ¢ que ela, dando um passo a mais, passa da expressdao dos
atos a constatacdo propriamente dita. Ela acompanha a acdo em curso, mas descrevendo-a em vez
de fazer parte integrante dela. A descricio se torna, entdo, representagdao atual, duplicando a
representacdo perceptiva no presente como também representagdo tocante ao passado.

Um indicador do progresso no sentido da conceitualiza¢do ¢ o aparecimento da pergunta
“O que é?” que se relaciona com o nome e o conceito ou a classe do objeto designado. Esta
espécie de narrativa continuada e atual, com as denominagdes e descricdes que comporta
acrescenta ao esquema sensorio-motor, inerente a propria acdo, um esquema representativo,
traduzindo-o em uma espécie de conceito. A linguagem da crianca neste nivel permanece a meio
caminho entre a comunicagdo com outrem ¢ o mondlogo egocéntrico. As narrativas ¢ descri¢des
se dirigem tanto a si mesmo quanto a outrem e a socializagdo ¢ ainda ¢ uma indiferenciagdo entre
0 eu e os outros, em vez de troca fundada em diferenciagdo nitida de ponto de vista.

Entre os dois e os quatro anos na narra¢do ou na descri¢do atual acontece o emprego dos
esquemas verbais que mais parecem aproximar-se daquilo que virdo a ser mais tarde os
conceitos. Tais esquemas verbais sdo os pré-conceitos. A crianca desse nivel ndo atinge nem a
generalidade nem a individualidade verdadeiras. As nogdes que a crianga emprega sem cessar
oscilam entre esses dois extremos e ainda lembram a estrutura dos esquemas sensorio-motores,
bem como das imagens imitativas ou ludicas dai derivadas. Como exemplo temos a pergunta:
“Este senhor é um papai?”. Quando perguntada o que ¢ um papai a crianga responde: “Ele tem
muitas Lucienes e muitas Jacquelines”, numa referéncia a suas duas irmds. Os individuos
particulares aos quais o pensamento visa t€m menos individualidade. Isto pode ser percebido
quando J. (uma das criangas observadas por Piaget) dissocia-se a si propria conforme as imagens
que vé€ de sua pessoa, em “J. no espelho”, “J. faz assim” e J. da fotografia”. O mesmo individuo

pode ser composto de personagens distintos. Nesta fase do pré-conceito as classes sao menos
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genéricas e estaveis do que serdo a seguir, ¢ uma classe é uma espécie de individuo-tipo
repetido em véarios exemplares. Num dos exemplos citados por Piaget as lesmas sdo todas “a
lesma” que reaparecem sob novas formas.

O pré-conceito infantil esta a meio caminho do individual e do geral e se caracteriza
pela auséncia de inclusio num todo e identificacdo direta dos elementos parciais entre si,
sem mediacdo desse todo. Esta relacdo do todo com as partes tem um vinculo importante com
questdes do tipo: “Um besouro e pequenas minhocas sdo ‘bichos’ ?”. Para responder tal pergunta
seria preciso que a crianca soubesse reunir as partes num todo segundo um modo de composicao
reversivel. Essas estruturas pré-conceituais sao aparentadas com a estrutura dos simbolos no
plano ludico. O pré-conceito e o simbolo lidico procedem ambos por assimila¢do direta, sem
generalidades verdadeiras, por “participacdo” pré-logica e ndo por operagoes.

Piaget aponta outros intermediarios entre o simbolo lidico, a imagem imitativa e o pré-
conceito, os quais oscilam entre a “analogia atuante” e a simples comparagao concreta. Exemplo
de analogia atuante:

“Aos 4,7 (26) 3, ainda, ela (J.) pergunta se o xarope que se pode fazer com as

bagas de uma certa espécie de espinheiro é “0 xarope que arde””.(Piaget, idem,
pag.291.

“Uma haste de madeira curva: “E como uma maquina para colocar gasolina”
(torneira curva). ...”". (idem).

No simbolo lidico o objeto dado ¢ assimilado a quaisquer realidades, gragas as imagens
imitativas que servem de significantes. No pré-conceito o objeto dado ¢ também assimilado a
outros por uma espécie de participacdo direta. No conceito a classe geral serve de esquema
operatorio de assimilacdo. Tal assimilagdo conceitual dos objetos entre si seria feita
simplesmente através do fato de considera-los através de uma relagdo de equivaléncia dada pela
classe que formam. O “significante” desse esquema conceitual seria a palavra ou o signo verbal e
a imagem imitativa so serviria de simbolo individual que duplicasse o signo coletivo e seria

reduzida a categoria de puro significante, em oposi¢ao ao conteudo significado. Como neste nivel

® Quatro anos sete meses ¢ 26 dias
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ainda nao existem classes gerais funcionando a titulo de esquemas operatérios € como a
assimilagdo dos objetos entre si se efetua diretamente gragas a esquemas meio-gerais meio
individualizados que sdo os pré-conceitos, a palavra ou o signo coletivo permanece inadequado
ao conteudo dessas assimilagdes egocéntricas. Pelo fato de os objetos estarem diretamente
assimilados uns aos outros, o objeto assimilante torna-se uma espécie de exemplo ou de exemplar
privilegiado em relacdo ao objeto assimilado. A “lesma” ¢ assim o prototipo ou representante de
todas as lesmas. Em um conceito geral todas as lesmas s3o equivalentes gragas as seus caracteres
comuns e abstratos. O pré-conceito ¢ um esquema a meio caminho do individual e do geral,
esquema que se baseia na existéncia do prototipo individual. A imagem, que conserva uma
funcdo herdada de sua origem imitativa, constitui um significante em relagdo ao pré-conceito e
ela dele representa o individuo essencial e ndo um objeto qualquer. Ela é o representante do
objeto que exerce a fungdo de substituto de todos os outros.

No meio-caminho entre o simbolo ludico e o conceito, o pré-conceito implica a imagem e
¢ em parte determinado por ela. O conceito dela se liberta por sua propria generalidade e ndo a
emprega mais sendo a titulo de ilustracdo. O Conceito operatorio realiza um equilibrio
permanente entre a assimilacdo dos objetos entre si e a acomodacido a cada um deles. Esta
acomodacao ndo se prolonga em imagem e quando intervém fica num plano inferior.

Na fase dos 4 aos 7 anos os diversos caracteres do “pré-conceito” tendem na dire¢do do
conceito operatdrio, pela construgdo de imbricagdes hierdrquicas que tornam a assimilagdo
mediata e levam a uma generalidade progressiva. A generalidade completa s6 ¢ atingida com a
reversibilidade das operacdes. Entre o pré-conceito e o sistema de conceitos ligados
operatoriamente ocorre uma articulacdo gradual do pensamento intuitivo (que é pré-logico).
Essas intuigdes articuladas levam a construgdes parciais, ainda ligadas a configuracdo perceptiva
e a imagem, mas j& logicas no interior do campo assim delimitado. Exemplo de intuigdes
articuladas : ““J. aos 6;7 (8) : ‘Os cogumelos sdo o nome de tudo, ndo € assim? Os licopddios
(que procuramos nos prados) sdo cogumelos?’”” (Piaget,id.,pag. 294).

Nesta e em outras perguntas apresentadas existe a utilizacdo das relacdes entre a parte e o
todo, seja a proposito de uma objeto coletivo como uma aldeia, seja a proposito de inclusdes

abstratas como as classes zoologicas..
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Novamente podemos fazer um quadro para evidenciar a ocorréncia nos pré-conceitos dos

aspectos relacionados anteriormente

Aspecto

Ocorréncia

Permite Descrigao

Utilizando pré-conceitos a
descricdo se torna, entdo, representacao
atual, duplicando a  representagdo
perceptiva no presente como também

representagao tocante ao passado.

Permite Classificagao

o aparecimento da pergunta “O que
€?” que se relaciona com o nome € o

conceito ou a classe do objeto designado

Permite Previsao

Nao. Utilizando pré-conceitos a
narrativa ainda € a reconstituicdo de uma

acao.

Comunicagao (Signo)

Através do uso de pré-conceitos, a
narrativa acrescenta ao ato uma espécie
particular de objetivagdo e que esté ligada a
comunicacio ou socializacdo do proprio
pensamento. As narrativas e descrigdes se

dirigem tanto a si mesmo quanto a outrem

Contempla o Aspecto de Universal

O pré-conceito infantil estd a meio
caminho do individuo e do geral e se
caracteriza pela auséncia de inclusdo num
todo e identificacdo direta dos elementos

parciais entre si, sem media¢do desse todo.

Contempla o Aspecto de individual

Idem

Permite a Representacdo

Sim, na narrativa o esquema verbal

se desliga do sensdrio motor. A narrativa
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ainda ¢ a reconstituicao de uma agao.

A imagem, que conserva uma
fun¢do herdada de sua origem imitativa,
constitui um significante em relacdo ao
pré-conceito e ela dele representa o
individuo essencial e ndao um objeto

qualquer

E um sistema Sim

Figura 20 - Aspectos dos Pré-conceitos

No texto a seguir Piaget faz uma andlise da evolugdo da inteligéncia sensério-motora até a
representacdo cognitiva. Tal evolugdo ¢ abordada pela otica do invariante funcional da
assimilacdo/acomodacao em sua relacao com a fungdo simbolica. Nesta analise sao considerados
também os aspectos figurativos e operativos do pensamento, ou seja, as formas de representacdo

(esquemas representativos), o raciocinio e como ele age sobre as primeiras:

3 Da inteligéncia sensério-motora a representacio cognitiva.

Os esquemas sensorio-motores podem ser considerados como os “ancestrais” dos
esquemas conceituais, esses permitem a realizagdo da assimilacdo sensério-motora, que consiste
numa espécie de juizo de ordem pratica. Os esquemas da inteligéncia sensorio-motora constituem
o equivalente funcional dos conceitos e das relagdes. As coordenagdes de esquemas entre si
equivalem a um raciocinio sensorio-motor.

Entre a inteligéncia sensorio-motora e a inteligéncia conceitual existem quatro diferengas
fundamentais. Elas sdo:

1 - As conexdes estabelecidas pela inteligéncia sensoério-motora s6é chegam a ligar
percepcdes € movimentos sucessivos, sem representacdo de conjunto que domine os estados,
distintos no tempo, das a¢des assim organizadas e que os reflita em um quadro total e simultaneo.
Exemplo: ¢ em vao, por exemplo, que o sistema de deslocamentos que intervém quando se faz a

pesquisa de um objeto desaparecido, se coordena em uma espécie de “grupo” experimental, pois
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nao ha relagdo, a ndo ser entre movimentos sucessivos, em vez de representagao do conjunto do
sistema.

2 - A inteligéncia sensdrio-motora tende ao éxito e ndo a verdade; satisfaz-se com a
chegada ao €xito pratico a que visa e ndo com a constatacao (classificagdo ou seriagdo) ou com a
explicagdo. E inteligéncia puramente vivida e nio pensamento.

3 — Os esquemas sensorio-motores tendo o dominio delimitado pelo emprego dos
instrumentos perceptivos € motores, s6 trabalha nas proprias realidades, nos seus indicios
perceptivos e sinais motores, € ndo nos signos, simbolos e esquemas que a elas se referem.

4 — A inteligéncia sensoério-motora €, pois, essencialmente, individual em oposi¢do aos

enriquecimentos sociais adquiridos com o emprego dos signos.

Admitindo-se a continuidade funcional entre a inteligéncia sensério-motora ¢ o
pensamento conceitual para passar da primeira a segunda forma de inteligéncia quatro
condicoes bastam:

1 — Uma aceleracdo geral dos movimentos, fundindo-se as ag¢des sucessivas numa
abreviacao ou encurtamento movel da acdo de conjunto. O desenrolar rapido do filme da conduta
constituiria, assim, a representacio interior, concebida como esbog¢o ou esquema antecipador
do ato;

2 — Uma tomada de consciéncia que esclarece esse esbogo abreviado, isto ¢, que
desenrola o filme nos dois sentidos: a constatacdo e a explicacdo, fundadas na classificacdo
hierarquica e na seriacdo das relagdes, substituiriam, pois, a simples busca do objetivo pratico;

3 — Um sistema de signos, que se acresce as acdes, permitiria a constru¢do dos conceitos
gerais necessarios a essas classificagdes e seriacoes (eis a conexio entre o conceito e a
operacio: um esquema representativo, no qual ha a representaciao cognitiva, coordenado
com um esquema operatorio, no qual as acoes sdo totalmente reversiveis);

4 — A socializagdo que acompanha o emprego dos signos inseriria o pensamento
individual em uma realidade objetiva e comum.

Estas quatro condi¢des podem ser reduzidas a duas:

a- Um sistema de operagdes que transponha as agdes exteriores de sentido Unico para

acOes mentais moveis e reversiveis (condigdes 1 €2 ).
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b — Uma coordenagdo interindividual das operacdes, que assegure, a0 mesmo tempo, a
reciprocidade geral dos pontos de vista e a correspondéncia do pormenor das operacdes e dos
resultados respectivos (condi¢des 3 e 4). Dai a necessidade de um sistema de signos que permita
tal coordenagao.

O processo de construgao das operagdes ( ou seu “grupamento”) e a coordenagdo social
sdo dois processos interdependentes. Um sistema de operagdes ndo pode ser geral, se elas nao
corresponderem, termo a termo, as operacdes alheias, mas essa propria socializagdo das
operagdes supde o respectivo agrupamento possivel.

Em sua reflexdo sobre a relacao entre o processo de conceituacao e a forma de atuagdo do
raciocinio sobre as formas representativas, ou seja, como o conceito pode ser relacionado com o
aspecto operativo do pensamento, Piaget faz dois questionamentos:

1) Quais sdo os meios efetivos que permitem que a crianga que fala, imita e brinca consiga

realizar as quatro ou duas condigdes definidas anteriormente? Gracgas a coordenagdo

crescente dos esquemas sensorio-motores, €, portanto a aceleracdo dos movimentos e a

interiorizacdo das agdes (utilizando esquemas representativos) sob a forma de esbogos

antecipadores, a crianga ja chega (na faixa etaria compreendida entre um ano e seis meses

ate dois anos desse desenvolvimento) a:

e esbocos representativos, quando ha equilibrio atual entre a assimilacdo e a
acomodacao;
e aimitacgoes diferidas quando ¢ a acomodac¢do que domina;

e aesquemas ludicos simbdlicos quando ¢ a assimilagdo que domina.

2) Neste momento a aquisi¢cdo da linguagem se torna possivel e a palavra ou signo
coletivo permite evocar os esquemas ate entdo simplesmente praticos? Mas como esta evocacao
ha de acarretar a construcio das operagdes, niicleo motor da inteligéncia refletida?

Na reflexdo sobre estas perguntas Piaget afirma, com base em suas pesquisas, que as
primeiras palavras limitam-se a atrair ou facilitar a conceitualizacao dos esquemas sensorio-
motores sem, porém completa-la de modo algum. Por sua vez o conceito (que ¢ um esquema de
acdo) supde um jogo complexo de assimilagdes (sendo a assimilagdo conceitual o juizo) e de

acomodacgdes, isto ¢, aplicagdes a experiéncia. O conceito supde dupla acomodacao suplementar:
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e a todos os dados a que ele se refere fora do campo perceptivo atual ou do
campo das antecipacdes e reconstituicdes proximas, que interessam apenas
a acao em curso;

e a0 pensamento dos outros e as experiéncias particulares deles.

Além da assimilagdo de dados perceptivos e motores os conceitos tém de assimilar
também:
e Todos os outros conceitos em sistemas de conjuntos coerentes
(classificacdes e seriagoes);

e Os conceitos correspondentes alheios.

Outra reflexao de Piaget: a assimilacdo e a acomodacao sensoério-motoras vao prolongar-
se diretamente, gracas a linguagem, numa assimilacdo e acomodacdo operatdrias, ou seja, ao
nivel de acdes interiorizadas pelo sujeito, as quais desde logo, constituem sistemas logicos? A
resposta € ndo. As extensdes definidas no momento da assimilagdo e da acomodagdo, que sdo
todas necessarias a realizacao das quatro condi¢des acima indicadas para o desenvolvimento da
inteligéncia conceitual, supdem equilibrio permanente entre os processos assimiladores e
acomodadores. S3o as operac¢des que garantem tal equilibrio. Uma operac¢fo ¢ uma imitacdo das
transformagdes possiveis do real e, portanto, acomodagdo estavel e continua aos dados
experimentais; a0 mesmo tempo ¢ uma agao do sujeito, agdo que se assimila aos dados a que diz
respeito, apresentado essa assimilagcdo o carater de reversibilidade, ou seja, em vez de deformar
os objetos, reduzindo-os a atividade propria, ela os liga entre si mediante conexdes possiveis de
se desenrolar nos dois sentidos. Essa reversibilidade ¢ a expressdao do equilibrio permanente
alcancado entre uma acomodacao generalizada e uma assimilagdo que se tornou nao-deformante.
A reversibilidade ¢ a possibilidade de encontrar um estado anterior dos dados, ndo se opondo ao
estado atual (assimilagdo); e um estado tdo real ou realizdvel quanto esse estado atual
(acomodacgdo). Esse equilibrio movel e reversivel garante a conservacdo dos conceitos e dos
juizos e regula tanto as correspondéncias das operacdes entre individuos (intercambio social de
pensamento) quanto o sistema conceitual interior a cada um. A assimilaciio e a acomodacio que

atingiram o equilibrio provisorio na fase final da inteligéncia sensério-motora se dissociam
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no plano da representacio e da linguagem pela intervencio das realidades novas, de ordem
extraperceptiva e social, para reencontrar o equilibrio no plano representativo, tem-se, pois,
de novamente percorrer caminho semelhante ao que elas (criancas) acabam de completar.

Antes dos sete anos, em média, ndo aparece sistema algum de operacdes reversiveis e
entre si agrupadas. O grupamento, apenas, ¢ que atesta a existéncia de equilibrio permanente
entre a assimilagdo e a acomodagdo. De quatro a sete anos (fase II), s6 se apresentam algumas
intuigdes articulaveis (nimeros suscetiveis de formar figuras, inclusdes simples e coordenacdes
intuitivas de relagdes familiares), sem generalizagdes , porém, nem reversibilidade. No periodo
de 1;6 a 4;6 anos (fase I), ¢ notavel constatar que o pensamento nunca atinge, nesse periodo,
equilibrio permanente entre a assimilagdo e a acomodacdo, mas, pelo contrdrio, apresenta uma
série de equilibrios parciais ou instdveis, cuja gama explica, precisamente o conjunto dos
esquemas que vao do simbolo ludico e da imagem imitativa ao pré-conceito e a transdugao.

O processo fundamental que assinala, realmente, a passagem do equilibrio sensorio-
motor para o equilibrio representativo consiste em que, no primeiro a assimilacdo e a
acomodacdo sdo sempre atuais, enquanto que no equilibrio representativo as assimilagdes e as
acomodacdes anteriores interferem com as presentes. O esquema sensorio-motor ja ¢ acdo do
passado sobre o presente, mas nao esta localizado no passado. O proprio da representacdo ¢ que
as acomodacdes anteriores se conservam no presente a titulo de “significantes” e as assimilacdes
anteriores, a titulo de significacdes. A imagem mental, prolongamento das acomodag¢des
anteriores, intervém na atividade das acomodagdes anteriores, intervém na atividade tanto ladica
quanto conceitual a titulo de simbolizante. Gragas a imagem mental e, naturalmente, aos signos
verbais e coletivos que ela duplica no pensamento individual, os dados atuais podem ser
assimilados a objetos ndo percebidos e simplesmente evocados, ou seja, esses dados podem ser
revestidos de significa¢des fornecidas pelas assimilagdes anteriores.

As acomodacdes sdo, no plano representativo, duplas: atuais (acomodagdes simples) e
anteriores (imitagdes representativas e imagens); as assimilagdes também sdo atuais
(incorporagdes dos dados aos esquemas adequados) e anteriores (conexdes estabelecidas entre
esses esquemas e outros, cujas significacdes sdo apenas evocadas, sem serem provocadas pela

percepgao presente).
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Assim como no plano sensério-motor o equilibrio entre assimilagdo e acomodagdo nao
acontece desde logo, no plano representativo o caminho percorrido no primeiro plano sera refeito
até a coordenacdo completa dos diferentes processos assim diferenciados. A assimilacio
representativa, assim como no plano sensorio-motor, comec¢a por mecanismo de centragdo,
conforme vimos nos exemplos de pré-conceito e transdugdo. Este mecanismo explica a
irreversibilidade inicial do pensamento. Uma assimilagao reversivel entre objetos leva a formagao
de classes reais e ao raciocinio indutivo ou dedutivo. A assimilagio incompleta, porque
irreversivel, que caracteriza o esquema pré-conceitual corresponde, pois, acomodacdo
incompleta, por que também centrada num objeto, de constitui a imagem a titulo de
“significante” do esquema. Segue-se, entdo, que a assimilagdo e a acomodacdo atuais, ou seja,
relativas aos objetos novos e nao ao protdtipo, sao uma deformante e a outra inadequada; por isso
a instabilidade do respectivo equilibrio. E pé isso que o pré-conceito esta ligado, por uma série de
termos intermediarios, aos simbolos ludicos, (e a transdugdo aos raciocinios simbdlicos ou
coordenacdes ficticias), que subordinam a acomodacdo atual a assimilacdo. O pré-conceito esta
ligado ainda por outra série de termos intermediarios, as imitacdes representativas (e a transducao
a experiéncia mental ou reproducdo de um desenrolar empirico pela imagem). Sendo o ponto de
partida do processo representativo baseado em mecanismos de centracdo Piaget afirma que fica
claro que tal processo so se equilibrard no rumo da descentragdo. O pensamento que se centre em
um objeto ao qual assimila os outros ndo pode estar em equilibrio, ao passo que, atribuindo-lhes
alternativamente igual valor, a assimilagdo reciproca que nasce dessa descentracdo leva a
equilibrio estavel entre os dados atuais e anteriores. A acomodagdo a todos os elementos (tanto
atuais quanto anteriores) que resultam dessa mesma descentragdo mantém a respectiva
diferenciagdo, e a assimilacdo reciproca que os reune conduz, portanto, a elabora¢do de esquemas
a um so termo gerais e abstratos, isto €, de conceitos que assumem a forma de classes ou relagdes.
Da descentragdo resulta equilibrio entre a assimilagdo e a acomodac¢do, equilibrio que tende,
necessariamente, para uma estrutura reversivel.

Pode-se intercalar entre o pensamento pré-conceitual - caracterizado por assimilagdo
centrada num objeto tipico e por acomodagao que simboliza o esquema de conjunto pela imagem
desse tipo — e o pensamento operatorio, de outro lado — caracterizado pela descentragdo e pelo

equilibrio permanente entre a assimilacdo e a acomodagdo- certo namero de termos
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intermediarios, conforme o grau de reversibilidade atingido pelo raciocinio. Esses intermediarios
que ocorrem entre 0os quatro € os sete anos, com o nome de pensamento intuitivo cujas formas
superiores sdo constituidas de raciocinios aparentemente operatorios, porém ligados a dada
configuracdo perceptiva. Viu-se por exemplo que L. (uma das criancas observadas por Piaget) ¢
capaz de antecipar, mentalmente, a correspondéncia entre trés cadeiras de grandeza desigual e
trés meninas de tamanhos diferentes. Dos cinco aos sete anos, a crianga ¢ até capaz de efetuar
correspondéncias, termo a termo, entre conjuntos de seis a dez elementos, no caso desses
nimeros € preciso que a correspondéncia se apdie numa figura ou representagdo imagistica, se a
figura ¢ destruida (por exemplo, duas fileiras opticamente correspondentes), o sujeito nem
acredita mais na equivaléncia das colecdes, cuja correspondéncia, elemento a elemento, acaba de
constatar visualmente.

Essas intui¢cdes articuladas (formas superiores de pensamento intuitivo) revelam
assimilacdo ainda insuficientemente descentrada. Ja a acomodag¢ao nao se liga a imagem de um
objeto individual, como nos esquemas pré-conceituais, mas continua a ser fonte de imagens: o
esquema geral, ndo sendo ainda bastante abstrato para alcancar a mobilidade reversivel
caracteristica da operagdo, ainda ndo da lugar a acomodagdo igual para todas as situagcdes
possiveis, dai ficar preso a uma “configura¢ao”. Mas uma configuracao, que ¢ uma estrutura que
ndo se refere a um sé objeto, e sim a um conjunto de elementos ligados por forma total simples,
ainda ¢ uma imagem. Ja ndo ¢ a imagem de um objeto, mas do esquema que, no pensamento
intuitivo, ¢ necessaria a existéncia do esquema (exatamente como a imagem do objeto individual
tipico € necessaria a existéncia do pré-conceito). Assim ¢ que, nas seriagdes intuitivas, nas
inclusoes intuitivas, nas diversas formas cardinais ou ordinais de correspondéncias intuitivas etc.,
a percepcdo ou a imagem da configuragdo vém a ser indispensaveis ao pensamento, entdo
constituindo o que, por Ultimo, resta desse cardter simbodlico e imagistico que constatamos em
todas as formas iniciais do pensamento representativo.

Somente com o pensamento operatorio (que se inicia aos 7 - 8 anos) ¢ que a assimilagao
se torna completamente reversivel, porque a acomodagdo estd inteiramente generalizada,
cessando, assim, de traduzir-se em imagens. Subsiste a imagem, mas a titulo de puro simbolo do
esquema operatdrio, sem mais fazer dele parte integrante; pode-se, portanto intuicionar uma série

de numeros por meio de uma figura especial; ¢ livre, contudo, a opcao entre as representagdes. A
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operagao independe de cada figura particular do sistema escolhido, por que, essencialmente, ja
ndo exprime o estado como tal e sim a transformacao de um estado em outro. A figura ja nao é&,
entdo, mais que a ilustragdo capaz de acompanhar ou ndo o esquema operatério, este ja nio ¢é
exprimivel, de modo adequado, sendo por meio de sinais coletivos (linguagem ou simbolos
matematicos e logisticos) convenientemente definidos. Assim ficam preenchidas as quatro
condicdes necessarias a passagem da inteligéncia sensério-motora para o pensamento logico. As
operagdes constituem acdes possiveis, reduzidas, porém, a esquema antecipador que lhes acelera
as velocidades, embora podendo desenrola-las nos dois sentidos; sdo, além disso, acoes
expressas por signos, ¢ nao realmente executadas; enfim, asseguram a correspondéncia entre os

pontos de vista individuais, cuja objetividade s6 a coordenacdo garante.

Anexo B — Defini¢oes logicas e/ou matematicas.

Algumas definicoes sdo encontradas em (Lima, 2002).

Ponto aderente - diz-que um ponto a ¢ aderente ao conjunto X contido em R (reais)
quando a ¢ limite de alguma seqiiéncia de pontos x;, pertencente a X.

Fecho — Chama-se fecho de um conjunto X ao conjunto X’ com todos os pontos aderentes
a X. Tem-se X contido em X’. Se X estd contido em Y entdo X’ esta contido em Y’.

Denso — Seja X contido em Y. Diz-se que X ¢ denso em Y quando Y est4 contido em X,
isto €, quando todo b pertencente a Y ¢ aderente a X.

Por exemplo, Q ¢ denso em R, pois Q esta contido em R e todo ponto de R, seja ele
racional ou irracional é um ponto de aderéncia de Q, ou seja, todo ponto de R ¢ limite de alguma
seqliéncia de pontos de Q, em outras palavras todo ponto de R ¢ limite de uma seqiiéncia de
fracOes decimais.

Ponto de Acumulagdo — dize-se que a pertencente a R ¢ ponto de acumulacdo do
conjunto X contido em R quando toda vizinhanga V de a contém algum ponto de X diferente do
proprio a.

Ponto interior — Diz-se que um ponto a ¢ interior ao conjunto X contido em R quando
existe um namero £>0 tal que o intervalo aberto (a- €, a + €) estd contido em X. O conjunto dos

pontos interiores a X chama-se interior do conjunto X e pode ser representado pela notagdo int X.
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Vizinhan¢a — quando a pertence a int X diz-se que o conjunto X é uma vizinhanca do
ponto a.

Nocao de limite elaborada por Cauchy (Boyer, 1959) — Quando sucessivos valores
atribuidos a uma variavel se aproximam indefinidamente de um valor fixo de tal forma que
possam se diferenciar deste valor por uma quantidade tdo pequena quanto se queira, tal valor
fixo ¢ chamado de limite.

Paradoxo de Russel (Davis, 1986,p4dg. 373) — Um R-conjunto ¢ aquele que se inclui.

(13

(Exemplo: “ o conjunto de todos os objetos descritos por exatamente treze palavras em
portugués”). Considere outro conjunto M: o conjunto cujos membros sdo todos os conjuntos
possiveis, exceto os R- conjuntos. M ¢ um R-conjunto ? Nao. Assim a definicio de M ¢
autocontraditoéria.

Relacbes intensivas (Piaget ,1976/2, pag. 67) — sdo as relagdes quantitativas que
compreendem exclusivamente a desigualdade da parte e do todo ou a identidade, sem
consideracdo de relacdes quantitativas entre uma parte e as outras partes disjuntas pertencentes ao
mesmo todo, ou entre as partes de um todo e as de um outro todo.

Relacbes extensivas (Piaget ,1976/2, pag. 67) — sdo relagdes quantitativas entre classes
disjuntas, especialmente as relacdes entre uma parte e as outras partes disjuntas pertencentes ao
mesmo todo, ou entre uma parte e as partes quaisquer de outras totalidades.

Distin¢ido entre relacdes extensivas simples/ extensivas numéricas (Piaget ,1976/2,
pag. 67) - Faremos a distincdo entre as relacdes extensivas numéricas (ou métricas) que
implicam uma iteragdo de uma unidade ¢ as relagdes extensivas simples que englobam relagdes
quantitativas entre partes disjuntas, mas sem iteragao de unidades.

Quantidades intensivas - sdo as quantidades formadas pelas relacdes intensivas.
Exemplo : todos, alguns, um e algum. (o um logico ndo ¢ unidade aritmética, ja que ignora a
iteracdo {socrates} U {socrates}= {sOcrates} e nao 2 socrates.

Quantidades extensivas — sdo as quantidades formadas pelas relagdes extensivas.
Exemplo : “quase todos” quer dizer todos menos um numero finito. Se a classe B representa o
conjunto total, a classe A “quase todos” e a classe A’ o conjunto fracamente representado ou
finito correspondente a B-A; poder-se-a entdo conferir uma significacdo a relagdo quantitativa

A>A’.
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Corpo ( Lima 2002, pag.s. 11 — 19)

R( conjunto dos niimeros reais) ¢ um Corpo —

Estdo definidas em R duas operacdes, chamadas adicdo e multiplicagdo, que cumprem
certas condicdes, abaixo especificadas. A adi¢do faz corresponder a cada par de elementos X,y €
R, sua soma x+y € R, enquanto a multiplica¢cdo associa a esses elementos o seu produto x.y € R.

Os axiomas a que essas operagdes obedecem sdo:

e Associatividade: para quaisquer x,y, z € R tem-se (x + y)+z= x + (y +2).

e (Comutatividade: para quaisquer x,y € Rtem-se x +y=y + x e X.y = y.X.

e Elementos Neutros: Existem em R dois elementos distintos 0 e 1 tais que x + 0 =x
e X.1= X para qualquer x €.

e Inversos: Todo x € R possui um inverso Aditivo —x € R tal que x + (-x) =0 e, se
x # 0, existe também um inverso multiplicativo x ' € R tal que x.x' = 1.

e Distributividade: para x, y, z € R quaisquer, tem-se X. (y+z) = X.y + X.z.

Definicao de cota superior

Um conjunto X < R diz-se limitado superiormente quando existe algum b tal € R tal
que x< b para todo x € X. Diz-se que b ¢ uma cota superior de X.

Definicao de cota inferior

Um conjunto X c R diz-se limitado inferiormente quando existe algum a € R tal que a<

x para todo x € X. Diz-se que a ¢ uma cota inferior de X.

Defini¢ao de supremo (Lima, 2002, pag. 16).
Seja X — R limitado superiormente ¢ ndo-vazio. Um niimero b € R Chama-se o supremo
do conjunto X Quando ¢ a menor das cotas superiores de X. Isto equivale a duas afirmagdes:

0 Paratodox € X, tem-se x <b;
0 Sec e Rétal que x < cparatodo x € X entdo b<c.

Definicao de infimo (Lima, 2002, idem).
Seja X < R limitado superiormente e nao-vazio. Um niimero a € R Chama-se o infimo do
conjunto X Quando ¢ a maior da cotas inferiores de X. Isto equivale a duas afirmagdes :

0 Paratodo x € X, tem-se a <x;
0 Sec e Rétal que c<xparatodox € X entdoc<a.
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Definicao de Corte de Dedekind (Courant 2000, pag. 85)

Suponhamos que seja dado algum método para dividir o conjunto dos nimeros racionais
em duas classes, A ¢ B de tal modo que cada elemento b da classe B seja maior do que cada
elemento a da classe A. Qualquer classificagdo desse tipo ¢ denominada de corte no conjunto de
numeros racionais. Para um corte existem apenas trés possibilidades, sendo que uma e somente
uma deve ser valida:

e Existe um maior elemento a* em A. Este €, por exemplo, o caso em que A € o
conjunto de todos os nimeros racionais <1 ¢ B de todos os nlimeros racionais >1.

e Existe um menor elemento b* em B. Este ¢, por exemplo, o caso em que A € o
conjunto de todos os nimeros racionais <1 e B de todos os niumeros racionais >1.

e Naio existe nem um maior elemento em A nem um menor elemento em B. Este ¢,
por exemplo, o caso em que a ¢ o conjunto de todos os nimeros racionais
negativos, 0, e de todos os niumeros racionais positivos com quadrado menor que 2
e B de todos os niimeros racionais com quadrado maior que 2. A e B juntos
incluem todos os nimeros racionais, pois ja foi provado que nao existe nimero
racional cujo quadrado seja igual a 2.

No terceiro caso, em que ndo ha nem um maior nimero racional em A, nem um menor
nimero racional em B, o corte, segundo afirma Dedekind, define ou simplesmente ¢ um numero
irracional. Esta definicdo estd de acordo com a definicdo de numero real por intervalos
encaixados; qualquer seqiiéncia I;, I», I5,... de intervalos encaixados define um corte se
colocarmos na classe A todos aqueles numeros racionais que sdo excedidos pela extremidade do

lado esquerdo de pelo menos um dos intervalos In, e em B, todos os outros nlimeros racionais.

Anexo C — Roteiro do experimento da fita

Material: sera utilizada uma fita e uma tesoura uma régua lapis e borracha e calculadora.
Veja figura relativa ao experimento da fita.

Conceitos matematicos — vizinhanga e ponto de acumulagdo. Soma dos termos de uma
progressdo geométrica.

Desequilibrio inicial — cortar a fita no meio e deixar uma metade no lugar inicial e a outra
metade sera cortada no meio, gerando dois quartos, um quarto ¢ colocado sobre o meio inicial e

intacto, o outro quarto ¢ cortado no meio gerando dois oitavos um oitavo ¢ colocado sobre a fita
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cumulativa gerada pelas somas anteriores. Este processo prossegue enquanto for possivel. O

desequilibrio ¢ perguntar se ¢ possivel apds um numero muito grande de operacdes de cortar

somar geometricamente chegar ao tamanho inicial da fita

Procedimentos:

Procedimento

Elemento l6gico e/ou infralogico

1.

Solicitar ao sujeito que corte a fita no
meio. Uma metade sera cortada de novo
e a outra servira de suporte para os
pedacos de fita que serdo acrescentados
na forma de uma soma geométrica.
Solicitar ao sujeito que marque o
primeiro valor encontrado em uma reta.
Este valor representa o tamanho do
pedago que resultara da soma das partes
acrescentadas e serd marcado em uma
régua lateral. Exemplo o primeiro valor

sera meio.

Elemento infraldgico: Particdo e adi¢do
primitiva. Representacdo de um valor
por um ponto na reta.( o que ha de

l6gico neste ultimo ?)

Solicitar que a segunda metade seja
cortada de novo gerando dois quartos.
Um quarto sera colocado sobre o meio
de fita que ficou como base para a soma
geométrica. Pede-se a sujeito que
marque na reta lateral o valor resultante

da soma do meio com o quarto de fita

Idem

Prossegue-se tal seqiiéncia de passos
enquanto for possivel fisicamente fazer

as partigoes.

Idem

4. Apods fazer trés ou quatro divisdes

Nocao de infinito continuo e ponto de
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Pergunta-se ao sujeito qual seria o valor
mais proximo possivel do tamanho
inicial da fita. Pedir para marcar na
régua lateral. Perguntar se & possivel

achar um valor mais proximo ainda.

acumulacdo. Ordem

Perguntar quantas vezes seria possivel

fazer esta seqiiéncia de cortes e

montagens.

Verificar se a no¢do de separacdo pode

ser ilimitada

Pergunta-se qual o tamanho do

intervalo correspondente ao menor
valor possivel. Pedir para desenhar o
intervalo na régua lateral. Perguntar se ¢
possivel construir um intervalo menor e

que esteja dentro deste intervalo inicial

Envolvimento de vizinhancgas

Quantos pontos poderiam ser colocados

dentro deste intervalo menor
construido? Poderiam ser colocados
outros intervalos dentro deste intervalo.

Pedir para representar na reta

Nog¢do de continuo, envolvimento e
ordem de colocagdo dos intervalos,

pontos de acumulacao

Perguntar se seria possivel através dos
cortes ¢ montagens chegar ao valor
inicial da fita e quantas vezes seriam

necessarias pra atingir tal valor

Noc¢ao do conceito de limite, no¢ao de

ordem entre envolvimentos ou

vizinhangas, ponto de acumulagdo,

separagdo de forma infinita.

Figura 21 - Quadro de Procedimentos das experiéncia da fita

Anexo D — Roteiro do experimento do calculo da raiz quadrada de dois.

Material: serdo utilizadas figuras geométricas quadrados e tridngulos conforme a figura

relativa ao experimento da raiz quadrada de dois, uma régua, uma calculadora, um lapis e uma

borracha.
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Conceitos matematicos — vizinhanga ¢ ponto de acumulagdo, area de uma figura

geométrica.

Desequilibrio inicial — encontrar o tamanho do lado de um quadrado, de forma que com

este valor se possa formar um quadrado com uma area determinada.

Procedimentos :

Procedimento

Elemento l6gico e/ou infralogico

1.

Escolhe se um quadrado e combina-se
com o sujeito que a medida da lateral
do quadrado vale uma unidade de
comprimentos que pode ser centimetro,

decimetro ou metro.

Verificar se o sujeito ¢ capaz de
compor a area de uma superficie
quadrada ou retangular a traves da
multiplicagdo dos valores relativos aos

comprimentos dos lados.

Solicita-se ao sujeito que calcule a area

do quadrado

Idem

Pede-se ao sujeito que monte um
quadrado de area 4 e pergunta-se qual o
tamanho do lado necessario para montar

um quadrado de area 4.

Idem

Pede-se ao sujeito que monte um
quadrado de area 9 e pergunta se qual o
tamanho do lado necessario para montar

um quadrado de area 9.

Idem

Pede-se ao sujeito que monte um
quadrado de area 16 e pergunta-se qual
o tamanho do lado necessario para

montar um quadrado de area 16.

Idem

Pede-se ao sujeito que utilizando
qualquer uma das formas disponiveis
(quadrados e triangulos) de qualquer

tamanho monte um quadrado de éarea 2

I - Particio e adicdo primitiva e
composi¢ao do valor da area de uma
superficie quadrada

ou retangular

através da multiplicacdo dos valores
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e pergunta-se qual o tamanho do lado

necessario para montar esta figura.

relativos aos comprimentos dos lados.

Pede-se ao sujeito que marque em uma
reta o valor que ele encontrou para o
lado e, em outra reta, também para este
mesmo valor elevado ao quadrado.
Depois que seja verificado se o valor
encontrado elevado ao quadrado ¢ igual

a?2.

Representac¢do do ponto na reta,

Solicita-se que seja verificada a
diferenga entre o valor encontrado
(resultante da elevacdo ao quadrado) e
2. Pede-se para o sujeito representar na
reta o intervalo que seria formado com

2 +- esta diferenca.

Comparacdo extensiva que envolve
O intervalo

de

uma unidade métrica.

representa uma  seqiiéncia
envolvimentos, vizinhangas e ordem de

envolvimentos.

Pergunta-se se ¢ possivel fazer uma
diferenca menor e qual seria este valor
do lado. Perguntar se valor do lado
quando marcado na reta estaria contido

na vizinhanga anterior

Relagdo de ordem dos pontos na reta,
envolvimento entre vizinhancas (uma
vizinhanga maior envolvendo uma
menor), relacdo de ordem de colocagdo

do envolvimentos de um elemento.

10.

Pede-se para o sujeito representar o
novo valor (quadrado) na reta e
verificar se esse valor ¢ mais proximo

ou ndo de 2.

Relagdo de ordem dos pontos na reta

11.

Pergunta-se quantos niimeros poderiam
ser colocados no intervalo criado entre
o valor quadrado encontrado e 2. Pede-
se para o sujeito dar alguns exemplos e
que ele marque estes

pontos na

Verificar se o conceito de infinito e a

no¢ao sobre a reta real
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reta.(Quantos intervalos menores eu
poderia colocar no intervalo criado).
Quantas  vizinhangas (considerando
distancias, ou seja modulo da diferenca)
e de que tamanho elas poderiam ser

criadas em torno do valor de 2?

12.

E possivel achar algum intervalo (ou
vizinhanga) muito pequeno em torno de

2 que nao contenha algum ponto nele?

Ponto de acumulacdo (envolvimento de

vizinhangas)

13.

Indica-se na reta (dos valores elevados
ao quadrado) um valor de intervalo de
diferenca (para mais e para menos) em
relagdo a 2 pede-se ao sujeito que
encontre os valores que irdo gerar
aquela diferenca (apos ser elevado ao
quadrado) e que marque estes valores

na reta relativa ao lado do quadrado.

Correspondéncia biunivoca entre dois
pontos das retas vos valores quadrados
e a reta dos valores do lado do

quadrado.

14.

Pergunta-se se ¢ possivel fazer um
intervalo menor dentro do intervalo
criado pelos pontos e qual seria o

menor intervalo possivel de fazer.

Envolvimento de intervalos

15.

Perguntar se vai ser possivel achar um
valor de lado tal que sendo elevado ao
quadrado sera obtido o valor 2. Se em
algum momento serd achada a raiz
quadrada de 2 e quantas vezes seria
necessario fazer os calculos pra achar

tal valor.

Nog¢ao do conceito de infinito, de limite

e da irracionalidade de raiz de 2.

Figura 22 - Quadro de Procedimentos do Calculo da Raiz quadrada de dois
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Anexo E — Conclusées de Piaget sobre as Noc¢oes do ponto e do continuo.

Em seus estudo sobre as nogdes do ponto e do continuo em (Piaget,1993. pag.s. 160 —
163) ele chegou a varias conclusoes, elas serdo apresentadas de forma resumida no presente
texto.

Piaget constatou que no nivel hipotético-dedutivo, no qual as operagdes destacam-se do
seu contetido concreto para funcionar em virtude de sua tnica composi¢cdo formal, o sujeito
consegue ultrapassar as nog¢des de divisao e de ponto perceptiveis para realizar as decomposi¢des
e recomposicdes além de todo limite efetivo, razao pela qual uma sintese operatoria do continuo
torna-se possivel. Ele aponta um indicador forte e suficiente para falar do continuo operatério:
num dado momento o sujeito toma consciéncia do dinamismo da operacdo enquanto composi¢ao
formal indefinida. Neste momento a divisdo (parti¢do de uma figura ou linha até seus contornos
ultimos) ou recomposigdo cessam de figurar como simples operagdes aditivas que se apoéiam em
objetos concretos e finitos para ligar-se a série ilimitada, como tal, dos encaixes ou desencaixes.
Na analise de seus experimentos Piaget concluiu que as criangas entrevéem que o infinitamente
pequeno nao € um residuo estatico, mas a expressao de um processo indefinido de decomposicao.
O essencial ¢ a capacidade de prosseguir as operagdes de modo ilimitado, por oposicdo aos
limites do concreto e esse dinamismo ilimitado divide-se em duas dire¢des complementares e € a
sua reunido que constitui o continuo. A primeira direcido ¢ a separacdo entre pontos vizinhos
que pode prosseguir indefinidamente, as no¢des de vizinhanca e de separacdo ndo sdo mais
opostas como na intuicdo perceptiva, a separagdo intelectual devida a divisdo operatoria,
prevalece sobre a operacdo intuitiva e apdia-se na propria vizinhanga. Em segundo lugar, toda
vizinhanca de um ponto ¢ suscetivel de ser preenchida por novos pontos. Uma das criangas
entrevistadas diz: “terd mais espacos entre eles”. As imedia¢des ordenadas (envolvimentos a uma
dimensdo para a linha: lacunas situadas “entre”’os pontos; ou a duas dimensdes para as
superficies: lacunas “em volta”do ponto) sdo tornadas pontos vizinhos e intelectualmente
separaveis, 0 que assegura a sintese entre as quatro relagdes de vizinhanga, de separacdo, de
ordem e de envolvimento j& adquiridas no estadio III (10 - anos), mas ndo componiveis entre si

nesse nivel por auséncia de divisdes ou de encaixes ilimitados.



142

Piaget afirma que a estrutura 16gica do continuo ¢ adquirida gragas as operacdes formais,
mas ainda se trata essencialmente de uma estrutura qualitativa. O que falta aos sujeitos para
fundamentar sua nocao de continuo ¢ a no¢do do nimero irracional. Eles fazem corresponder os
pontos as seqiiéncias dos nimeros inteiros e ignoram a espécie especial dos nimeros destinados
a preencher as lacunas que subsistem entre os pontos ndo enumeraveis. Falta também uma teoria
dos limites ou dos pontos de condensacdo (pontos de acumulagdo) que asseguram uma
quantificag¢do extensiva dos encaixes em oposicao aos puros encaixes logicos (intensivos). Piaget
se questiona: essa no¢do do continuo extensivo faz realmente falta ou eles (sujeitos) nao
conseguem simplesmente formula-la? Ele aponta uma possibilidade observando que a relagao do
“sempre menor” invocada por umas das criangas mostra ndo estar certamente longe.

Piaget conclui que a construg¢do do continuo, observada nos sujeitos do estadio IV (10-
12), acaba numa sintese das relagdes topoldgicas elaboradas durante o estagio Ia Il (4-7 a 10 -
11 anos). As operagdes de divisdo ndo sao mais somente perceptivas ou intuitivas, mas
separacgdes intelectuais dos pontos vizinhos. Tais operagdes de divisdo encontram no continuo a
sua expressdo generalizada e realizam a conciliacdo entre as relagdes de vizinhanga e de
separagdo. Ao preencher as vizinhangas de cada ponto, o continuo permite as operagdes de ordem
e envolvimento encontrar também sua forma geral aplicavel as linhas, superficies e espagos a
trés dimensoes ¢ fornece um fundamento racional as suas manifestagoes intuitivas, de abertura e
fechamento. O continuo termina mais tardiamente a sua elaboracdo do que todas as outras

relagdes, pois ele constitui a sintese delas.

Anexo F - Outros estudos sobre o conceito de limite.

Existem diversos estudos realizados que abordam o conceito de limite. Entre eles
podemos citar as pesquisas realizadas por David Tall (Tall,1981), (Tall,1983), Cornu (Tall,
1991,pag. 153) e Sierpinska (Sierpinska ,1985).:

1. David Tall — em suas pesquisas sobre o aprendizado de matematica em nivel médio e
superior ele desenvolveu uma teoria que aborda estruturas cognitivas envolvidas na
aprendizagem. Alguns dos conceitos desenvolvidos sdo:

e Definicdo Conceito- ¢ disposicao de palavras para especificar conceitos
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e Imagem Conceito - consiste de todas as estruturas cognitivas associadas a
conceitos (figuras mentais, propriedades e processos).

e Conceitos — s3o simbolos ¢ nomes que permitem manipulagdo mental e
comunicacao.

e Fator de Conflito Potencial - fazem parte da imagem conceito e da definicao
conceito.

¢ A nogao de limite — ¢ estudada utilizando estas categorias tedricas e explorando os
conflitos cognitivos entre imagem conceito e definigdes conceitos, considerando
que “... as imagem conceito de limite e continuidade t€ém bastante probabilidade de

possuirem conflitos com a defini¢do conceito. ...”.

2. Bernard Cornu — faz um estudo sobre as dificuldades e obstaculos no aprendizado do
conceito de limite neste estudo ele utiliza os seguintes conceitos:

Concepgdes espontaneas — sdo idéias, intui¢cdes, imagens e conhecimento, anteriores ao
ensino formal, os quais sdo adquiridos na experiéncia diaria( ele ndo explica como sdo
adquiridos), tais como o uso coloquial dos termos. Essas idéias espontaneas sdo combinadas com
novos conhecimentos adquiridos, sdo modificadas e adaptadas para formar as concepcoes
pessoais dos estudantes.

Obstaculo cognitivo — ndo foi definido, mas ele observa que é importante estudar os
obstaculos cognitivos com a finalidade de identificar as dificuldades encontradas , e determinar
as estratégias apropriadas para o ensino. Ele diferencia os obstaculos cognitivos em:

Obstaculos genéticos e obstaculos psicoldégicos — ocorrem como resultado
desenvolvimento pessoal do estudante.

Obstaculos Didaticos — ocorrem devido a natureza de ensinar e do professor.

Obstaculos Epistemologicos (Bachelard, 1983) - ocorrem devido a natureza propria dos
conceitos matematicos. Ele €, no ato de aquisicdo de conhecimento em si, saber intimamente, o
que aparece, como inevitavel resultado de necessidade funcional, para retardar a velocidade de
aprendizagem e causar dificuldades cognitivas. E neste ponto que podemos encontrar as causas
da estagnacao e até da regressdo, que nods podemos perceber as razdes da inércia, os quais podem

ser chamados de obstaculos epistemologicos.
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Cornu apontou quatro obstaculos epistemologicos no desenvolvimento histérico do
conceito de limite:

e A impossibilidade de estabelecer a ligagdo entre o geométrico e o
numérico;

¢ A nogdo de infinitamente grande e infinitamente pequeno;

e Aspecto metafisico da no¢do de limite concepcdes espontaneas.

e A duvida se o limite ¢ atingido ou nao.

e O estudo de Cornu tem énfase nos obstaculos epistemologicos e
concepgoes espontaneas.

3. Anka Sierpinska — A sua pesquisa procura evidenciar os obstaculos epistemologicos
relativos a no¢ao de limite.

Ele baseia seu estudo sobre o aprendizado de limite na nogdo de obstaculo
epistemologico, o mesmo utilizado por Cornu. O estudo de Sierpinska foi feito com experimentos
nos quais foram observados o comportamento dos alunos em situagdao de elaboragdao operatoria
da noc¢ao de limite.

Com base no estudo do desenvolvimento historico da nog¢ao de limite e nos experimentos
realizados em seu estudo foram propostos os seguintes obstaculos epistemologicos relacionados
as nogoes deste conceito matematico:

o Horror Infiniti
Obstaculos ligados a nocao de fungdo
Obstaculos geométricos

Obstaculos logicos

O O O O

Obstaculos do simbolo.

4. Lan Li e David Tall (Tall, 1993).
Fazem um estudo de uma introducdo ao conceito de limite usando programacao.
Este foi concebido para mostrar que ao trabalhar com limites em termos de decimais
finitas existem dificuldades inerentes. O estudo envolve a um ambiente de programagao

como a transi¢ao entre o paradigma informal, no qual o limite ¢ visto como um processo
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infinito , e o paradigma formal (¢-N ). O paradigma computacional permite ao simbolo do
termo de uma seqiiéncia se comportar ora COmo processo, ora como objeto mental
permitindo que este simbolo seja visto como um procept. No sentido de (Gray & Tall,
1991). O conceito de limite pode ser investigado pelo calculo, usando programa, da
seqiiéncia de termos s(n) para n grande para verificar se os valores estabilizam em torno
de um valor fixo. Os experimentos mostraram que uma seqiiéncia ¢ vista como um tipo de

procept, mas que a no¢ao de limite permanece mais no plano de processo.

Anexo G - Consideracoes de Piaget: a relacao entre classes e nimeros inteiros

As conclusdes de Piaget sobre a relagdo entre as estruturas logicas e matematicas sao
relacionadas em (Piaget, 1976, pag. 181 - 202) e estdo resumidas no texto seguinte:

Ao se fazer a interpretacdo da passagem da logica das classes e das relacdes ao sistema de
nimeros, ndo se reduz o numero a esta logica intensiva, mas simplesmente se marca a
continuidade das transformagdes que os ligam. Ao generalizar as operagdes constitutivas da
classe e da relagdo assimétrica, obtém-se os numeros inteiros. O numero inteiro ¢ uma sintese da
classe e da relacdo assimétrica: € uma composi¢cdo de unidades a0 mesmo tempo substituiveis e
seriaveis. Ele ndo ¢ nem redutivel a l6gica intensiva, nem radicalmente distinto. Ele constitui uma
sintese operatoria nova das operacdes (substituicdo e seriacdo) que permanecem necessariamente
separadas em logica.

A passagem da ldgica intensiva ao numero efetua-se, essencialmente, por uma
generalizacdo das conexdes das partes entre elas, ou dos elementos entre eles, das operagdes que
a logica aplica apenas as conexdes das partes ao todo. Tal generalizagdo permite liberar os
elementos ou as partes de suas totalidades encaixantes para liga-las diretamente uma a outra. A
transformagao dos agrupamentos da adicao das classes e da adi¢dao das relagdes assimétricas no
grupo aditivo dos numeros inteiros equivale a satisfazer trés condigdes, que exprimem o
relacionamento das partes ou elementos entre eles, sem passar pelo todo:

e Supressdo das limitagdes devidas a continuidade, isto ¢é, relagdes de
complementaridade entre as classes (A e A’ em B, B ¢ B’em C; etc. ). O

que significa um relacionamento direto das classes elementares (A, A’, B’,
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C’...) entre si. O numero desencaixa as unidades para conferir-lhes uma
mobilidade operatéria completa.

e Generalizagdo da equivaléncia e da similitude, o que significa uma
substituigdo ou uma permutagdo possiveis entre quaisquer elementos,
independentemente de novo de seus encaixes.

e Supressdo da tautologia em proveito da iteracdo (por fusdo da adicdo da
classe e da adigdo das relagdes) o que torna possivel a composicao direta

de toda unidade com uma outra.

O fato de desencaixar as classes elementares de suas classes primarias encaixantes
transforma essas classes elementares em classes disjuntas.

Além da passagem da logica intensiva a teoria dos conjuntos seria necessario considerar
toda a passagem da quantidade intensiva a quantidade extensiva ndo numérica. No caso de
conjunto infinitos ndo enumeraveis como um sistema de intervalos encaixados tendendo para um
ponto limite, ocorre uma série de conexdes “quase todos’que dependem de uma quantificagdo
extensiva que ultrapassa a logica intensiva, sem, entretanto implicar uma sucessao de unidades se
se parte dos agrupamentos aditivo de classe e do agrupamento aditivo de relagdes, hd entdo
simplesmente o relacionamento direto das partes ou das diferencas existentes entre elas, por
exemplo sob a forma:

A>B>C> ...
a> b > c..

- o> -

Neste caso ha a comparacdo ordenada das partes, sem fusdo das classes e da relacdo
assimétrica, ou seja, sem iteracao, como no caso dos numeros inteiros infinitos.

Uma forma de representagdo do sistema conceitual contido neste anexo esta representado
nas trés figuras seguintes. Elas possuem mapas conceituais, construidos pelo autor do presente

trabalho que mostram as relacdes entre classes e nimeros inteiros segundo a visdo de Piaget .
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Anexo H — Algumas definicoes de termos relativos a classes e conjuntos

Estas defini¢des e comentarios foram retirados de (Piaget, 1976).

Classe — Uma classe ¢ um conjunto dos termos que podem ser substituidos uns pelo
outros a titulo de argumentos conferindo um valor de verdade a uma fun¢do proposicional, ou
seja, ¢ um conjunto de termos equivalentes, que possuem o mesmo valor de um atributo.

Unido de Classes - é a operagdo que, dadas duas classes, determina a menor classe que
contenha uma e outra.

Intersec¢@o ou multiplicacdo simples de classes - ¢ a operacdo que, sendo dadas duas
classes A e B, determina a maior das classes incluidas simultaneamente em A e em B, quer dizer,

sua “parte comum”.
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Conjunto - Piaget apresenta a definicdo de conjunto do grupo Bourbaki: “¢ formado de
elementos suscetiveis de possuir certas propriedades e de terem entre si, ou com outros elementos
de outros conjuntos certas relagdes”.

Piaget pergunta:

1. O que significam propriedades e relacdes?

a. Este problema ndo ¢ especifico da matematica e ele afirma que isto foi tratado do
ponto de vista logico.

b. Exemplo: a classe dos homens pode ser considerada como um ‘“conjunto”de
elementos que possuem certas propriedades (relacdes simétricas de co-
humanidade) que mantém entre si certas relagdes (mais ou menos altos,
inteligentes, etc.) Estas propriedades e relagdes sao todas redutiveis a relagdes de
parte ao todo. O todo ¢ a diferenca qualificada, ou seja, ¢ a equivaléncia
qualificada relativa a classe em questdo. As partes seriam as diferencas parciais
ou as subclasses com suas equivaléncias proprias

2. O que significa para os elementos dos conjuntos a capacidade de “ter relagdes com
elementos de outros conjuntos”? Esta afirmag¢do ndo ultrapassa necessariamente o
dominio da logica das classes e das relagdes intensivas.

Sobre a relagdo entre elementos de conjuntos diferentes Piaget afirma que no caso das
relagdes logicas tais relagdes podem ser de trés tipos:

1. A classe dos homens pode ser relacionada com a classe dos mamiferos, dos
vertebrados. Assim o um homem x, estara relacionado ndo somente com outros
homens, mas com mamiferos, com os vertebrados, etc. Sdo relagdes simétricas de
igualdade.

2. Os homens podem ser comparados com qualquer outra coisa por meio de relagdes
assimétricas qualificadas. Um homem pode ser considerado mais inteligente que um
macaco, maior que uma formiga.

3. Os relacionamentos podem consistir em multiplicagdes de classes ou de relagdes,
quer dizer, em correspondéncias biunivocas ou co-univocas.

Estas trés relagdes sdo todas baseadas na relacdo do encaixe da parte ( diferengca menor)
no todo (diferenga maior).

Relacionar elementos de conjuntos matemadticos “E” e “F” é imaginar um conjunto de
aplicacdes de “E” a “F” que ndo estdo sujeitas a essa condi¢do limitativa. A diferenga é que
enquanto o légico considera um elemento do conjunto relativamente aos encaixes ou as relagdes
que o qualificam ¢ o diferenciam, o matematico fala de um elemento qualquer independente de

encaixes diferenciados.
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Vejamos como exemplo o produto de diversos conjuntos:

0 Seja E conjunto composto de dois objetos X; € xz; e seja F o conjunto formado de trés
objetos y1, y2 € y3. O produto destes dois dara seis associagdes X1y1, X1yz2, X1y3, Xay1,
X2y2 € Xay3. Neste caso cada par Xy ¢ equivalente a cada um dos outros pares por que
composto de elementos “quaisquer”.

0 Seja uma classe B, constituida por duas classes singulares A; e A’;, e uma classe C,
constituida por trés classes singulares A,, A’; e B’,. A multiplicacdo logica de B, por
C, s6 tem significado na medida em que ela confere certas qualidades distintas a cada
par AjA;, AjA’y; etc. de tal modo que nenhuma destas classes multiplicativas
elementares ¢ equivalente as outras, sendo como parte da classe total B,C,.

Anexo I — Consideracgdes de Frege sobre o Nome

Em (Campos, 2004. pag. 55-78) as idéias de Frege sdo apresentadas: “Um conceito ¢
predicativo. (...) Por outro lado, um nome de um objeto, um nome proprio, ¢ totalmente incapaz
de ser usado como um predicado gramatical”. Ele propde a nogao de extensao de conceito, que ¢
um macro-objeto semantico constituido por todos aqueles objetos que caem sob o conceito, o
qual foi mais relacionado a fundamentacdo légica de seu sistema. Segundo Campos (ibid.) € o
conteudo do juizo ou pensamento que interessa a logica, ndo a ag¢do privada de pensar, mediante
o instrumento de idéias, aquele conteudo. Pensamentos ndo sdo entidades psicoldgicas e nao
consistem de idéias no sentido psicologico. E o carater experimental e objetivo do pensamento
que sustenta a sua propriedade de ser verdadeiro ou falso. O pensamento, algo objetivo que pode
ser apreendido por nossa mente, parece sempre depender de uma outra forma de linguagem, mas
ndo por qualquer vinculo de carater necessario e universal. A medida que a utilizagdo da
linguagem natural vai muito além da pura verificagdo da verdade ou falsidade dos pensamentos,
esta(a linguagem natural) em seus termos e formas gramaticais nao reflete necessariamente,
as formas légicas do pensamento, constituindo-se, nesse sentido, num instrumento de
mediacio inadequado e problematico. Ele observa que o desencontro entre a linguagem natural
e o pensamento nao ¢ apenas uma forte dificuldade a ser contornada, mas o grande obstaculo
subjacente a toda fundamentagdo da logica.

Para Frege ao se pretender a ldgica como uma ciéncia legisladora do modo como o
pensamento veicula a verdade de tal modo depende de uma linguagem, cuja forma natural de ser

nao pode expressa-lo precisa e adequadamente, trata-se de construir um outro codigo eficiente e
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especializado para isso. Ele propds a conceitografia, como sendo essa linguagem pretendida.
Como forma ela se aproxima da linguagem matematica, em sua propriedade sintatica de
expressdo de outro modo, ela, diferentemente do puro célculo, deve ser capaz de captar o
conteudo do pensamento a semelhanga da linguagem natural, mas, com a precisdo que esta ultima
ndo tem para os propositos cientificos.

O fato semantico de que o individuo caia sob um conceito justifica a necessidade de
distingui-los ¢ extremamente importante para a logica. Com esta andlise da distin¢do individuo
conceito, paralela a de argumento e fun¢do, como par destinado a substituir o sujeito e predicado,
Frege comeca a se envolver com a problematica categoria de nome proprio. Ao vincular o
conceito a idéia de fungdo, sua preocupacdo estava voltada exclusivamente para a filosofia da
matematica. Com a finalidade de eliminar a confusdo que se estabelece entre nome proprio e
conceito Frege procura acentuar a distingdo nome proprio-termo conceitual. Este tem como papel
designar um conceito. Somente quando combinado com um artigo definido ou pronome
demonstrativo pode corresponder a um nome proprio. Mas nesse caso para de corresponder a um
termo conceitual geral. O nome de uma coisa ¢ um nome proprio. Ele vinculou o conceito a idéia
de func¢ao, pois sua preocupacao estava voltada exclusivamente para a filosofia da matematica, e
usou a dupla argumento—fungdo para substituir a dupla sujeito-predicado, considerada pela logica
classica. Frege pensava que a funcdo s6 pode cumprir seu papel logico se relacionada a idéia de
verdade. O Valor de uma func¢do ¢ um valor-de-verdade. Ele distingue entre o valor-de-verdade
do verdadeiro (verdadeiro) e o valor-de-verdade do falso (falso). Conceito ¢ uma fungdo cujo
valor ¢ sempre um valor-de-verdade.

Na época de seu trabalho havia uma corrida para a matematizagao da logica e esta ¢ uma
ciéncia de carater normativo a expressar as leis mais gerais da verdade. A finalidade da logica ¢
estabelecer as leis ou normas do pensamento correto ou julgamento, cujo conteido é o objeto
essencial de sua investigagdo. Julgar é reconhecer que um pensamento ¢ verdadeiro, ¢ fazer uma
assercao ¢ comunicar este reconhecimento. Como ciéncia da inferéncia valida, entdo a Logica
examina a legitimidade da passagem de asser¢des para assergdes, ou seja, busca determinar a
validade de um argumento a partir do conteudo dos juizos tomados como verdadeiros. Ela ¢ um

instrumento prescritivo de como o pensamento pode alcangar a verdade e possibilitar a sua
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propagacdo, independente de cada area especifica de conhecimento. Essas regras, mesmo que

sejam normativas, ndo sdo arbitrarias.

Anexo J — Entrevistas na integra e calculos realizados
Neste anexo estao relacionadas as quatro entrevistas, na integra, entre aquelas realizadas

no CEFET/AM.

Sujeito: Fran[15] 12/06/2007 segundo ano do
nivel médio com 15 anos

Objeto com raiz quadrada de dois

(ap6s explicacdo pede ao aluno para criar um
guadrado de area 1 e em seguida pede pra
criar um quadrado de area 4 utilizando os
Prof. gquadrados verde que possuem 1 cm
guadrado de area.) Vocé criou um quadrado
de area 4. Qual é o tamanho do lado do
quadrado de area 4?
Fran[15] | 2 cm
e se eu quisesse um quadrado de area 9
dava pra criar?
Fran[15] | sim

Prof. como?
Fran[15] | (criou o quadrado de area 9)

Prof. qual o tamanho do lado deste quadrado?
Fran[15] | 3cm

um quadrado de area 16, qual seria o
tamanho do lado.

Fran[15] | 4 cm

Prof. e de area 25
Fran[15] | 5¢cm

Prof. e um quadrado de area 36
Fran[15] | 6 cm

Utilizando este quadrado ou este triangulo
Prof. maior ou combinando eles eu queria que desequilibrio
vocé fizesse um quadrado de area 2

Prof.

Prof.

Fran[15]
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qual é a area deste quadrado verde?e a area

Prof. deste tridngulo marrom embaixo do quadrado
verde?
Fran[15] | meio centimetro quadrado
Prof da pra formar, utilizando os triangulos
' (marrons), um quadrado de area 2?
Fran[15] | € possivel
Prof. vocé pode fazer?
Fran[15] | posso (executa) composicao
quantos triangulos vocé vai precisar
Prof. )
Francisco?
Fran[15] 4
Prof. por que 4?
Fran[15] | pra poder formar...
Prof esse quadrado que tem area dois qual é o
' tamanho do lado dele?
Fran[15] | raiz de dois mostra ter no¢ao da raiz de dois
Prof. e quanto é que isso mede?
Fran[15] | 1,.. ja se confronta com o fato de que nédo da
um valor exato
Prof. 1, quanto? Quer medir na régua?
VOu usar a régua vou tentar um método ., ~ .
Fran[15] aproximado ja tem a nogéo de que tem que aproximar
Prof. ok
Fran[15] | 1,41
anote na planilha. Diga-me 1.41 vezes 1.41
Prof. .
da dois realmente?
Fran[15] | N&o, da aproximadamente 1.9881.
Prof. quanto é a diferenca pra dois
Fran[15] | aproximadamente 0.0119
Prof. € possivel diminuir essa diferenca?
Fran[15] | sim nocao de ordem
Prof. como?
Fran[15] | adicionando mais casas decimais relacdo de ordem, seriacao.
Prof. onde?

Fran[15]

ao lado, pra ficar um numero mais preciso.

Ocorre ainda uma relacdo de ordem




154

Prof. qual seria esse outro numero?
Fran[15] 1.4142
Prof vocé ta lembrando o que vocé achou na
' calculadora?
Fran[15] | hum, hum. (sim)
Prof quanto vai dar se vocé elevar esse numero
' ao quadrado?isso € a area néo e'?
Fran[15] | sim
Prof.
Fran[15] (obtém 1,4142 e anota na planilha), (obtém a
area de 1,99962 e diferenca de 0.00004 ).
Prof. gual que é diferenca pra dois?
Fran[15] 0.00004
se vocé aumentou o numero de cada decimal
vocé obteve 1,4142 e fez a diferenca ficar . ~
Prof. ; -~ pensamento reversivel, operacao.
menor, se eu te der a diferenca vocé sabe
chegar ao valor do lado?
Fran[15] | hum, hum. (sim)
exemplo dez elevado a menos cinco?Qual o
Prof. tamanho do lado?
subtrairia essa diferenca de dois e tiraria a
raiz quadrada
Fran[15]
Prof. entdo faca
Fran[15] 1.41421
Prof. que valor é esse?
um numero bem aproximado da raiz =
Fran[15] quadrada de dois. nogao de ordem,
Prof. que € o lado, certo?
Fran[15] | hum, hum. (sim)
Entdo vamos revisar, se eu te dou o valor do
lado vocé acha a diferenca, se eu te dou o
Prof. . DA
valor da diferenca vocé vai achar o valor do
lado?
Fran[15] | sim
Prof. é possivel sempre diminuir essa diferenca?
Fran[15] | com certeza relacdo de ordem de intervalos,
Prof mas em algum momento vocé vai chegar na

raiz de dois?
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hum... Poderia chegar a um valor bem
préximo, mas sempre nao, por que o valor

vizinhanca, separagédo, intervalos

Fran[15] | tenderia a diminuir muito ai seria um valor encaixados. ordem
bem aproximado que seria um niimero ' '
préximo.
Prof vocé chega a um ndmero proximo, mas
' nunca chega?
coordenacdo feita pela generalizacéo dos
Fran[15] | nunca chega X ¢ pe€la g &
intervalos que diminuem sempre
Prof mas qualquer diferenca que eu te der vocé
) consegue achar o valor?
Fran[15] | com certeza
VOCé conseguiria representar esses nimeros
Prof. num eixo (cartesiano)(abre o programa no
cabri Geometre II)?
(através de manipulagéo do mouse e de
ponto sobre o eixo x localiza onde seria o . :
. . . seriagdo, ordem, envolvimento, encaixe de
Fran[15] | aproximadamente a raiz de dois) (demonstra nGmeros
saber a localizagéo e a posicdo dos outros '
valores em relagéo a este valor).
entdo se eu te de o valor da diferenca vocé
Prof. acha o lado e se eu te der o valor do lado
vocé acha a diferenca?
Fran[15] | sim
Eu vou conseguir chegar a raiz de dois
Prof.
exato?
Fran[15] | exato ndo, vai dar um valor aproximado. conceito da irracionalidade da raiz de dois
Prof. por qué?
por que sempre que for colocar uma L
) - , ja tem as ferramentas pra falar da
Fran[15] | diferenca nunca vai ficar uma diferenca . N
S ~ : diferenca arbitraria
inexistente, ndo vai dar um valor exato.
Qualquer diferenca que eu propuser vocé
Prof. sabe achar o lado e pra qualquer lado vocé
sabe achara diferenca?
Fran[15] | sim

data 26/11/2007 continuacéo

Objeto com raiz quadrada de
dois
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Prof.

vocé lembra do experimento que fizemos em
junho no qual eu perguntava assim: do lado
vocé chegava a area do quadrado de &area
dois, da diferenca em relacdo a dois vocé
chegava no lado. Eu perguntava o que tem
que fazer pra diminuir a diferenca em relacéo
a dois?

Fran[15]

tem que ir aproximando da raiz de dois de
1,4142... tem que aumentar 0 numero de
casas decimais

identidade

Prof.

se eu propuser uma diferenca de 10 a menos
7 vocé sabe chegar na diferenca

reciproca

Fran[15]

sei. (calcula o valor do lado 1.414213527)

executa o que representa a reciproca

Prof.

€ possivel que eu faca o valor do lado
chegue sempre mais préximo da raiz de dois
e o valor da diferenca ndo diminua

teste da inversa por negacao

Fran[15]

a diferenca vai sempre diminuindo, mas
nunca vai ter um limite pra isso porque os
ndmeros sédo infinitos, sempre vai ter um
ndmero gue vai ter uma diferenca entre eles.

Prof.

€ possivel vocé fazer uma aproximacao da
raiz de dois e a diferenga ndo diminuir

Fran[15]

guando a gente vai aproximando da raiz de
dois a diferenca é essa diferenca diminuir
cada vez mais, o lado vai se aproximando da
raiz de dois, a area vai se aproximando de
dois e a diferenga vai se aproximando de
zero.

certeza da inversdo por negacao

Prof.

€ possivel algum caso em que isso nao
acontecga?

Fran[15]

nao que a gente for se aproximando do valor
a diferenca vai sempre diminuindo.

certeza da inversdo por negacao

Prof.

€ possivel que eu ndo me aproxime
del,4142 e use 1,44, 1.45 e mesmo assim
os valores do lado ao quadrado nao se
aproximem de dois?

erro do entrevistador

Fran[15]

nao é impossivel, a gente vai multiplicar um
valor por ele mesmo , elevando ao quadrado
e ndo tem como ndo diminuir, a gente ta
diminuindo um ndmero e esse outro
continuar aumentando.

Prof.

€ possivel que eu me afaste de 1.4142 e o
valor da diferenga diminua.

teste da correlativa

Fran[15]

vai sempre aumentar a diferenca, o valor fica
mais longe da raiz de dois e a diferenca vai
sempre aumentar

seguranca na correlativa.
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Tabela de valores - Experimento sobre conceito de limite - raiz quadrada de 2

Escola cefet am uned Manaus

Nome Fran[15]

Série2 c Idade 15

Data_12 /06 / 2007

Célculo e Anotacdes

lado = L L(i+1)-L() | Area=A=LXL |A-2]
2.00000 4.00000
3.00000 9.00000
4.00000 16.00000
1,41 1.98810 0.01190
1.41420 1.99996 0.00004
1.41421 1.99999 0.00001
1.41421352700000 1.99999990000000 | 0.00000010000000

07/05/2008 Cefet/AM

Sujeito:Ric[15] 15 anos primeiro ano nivel médio

Objeto com raiz quadrada de dois

Prof. | Por favor crie um quadrado usando o objeto digital

interativo
Ric[13] (executa)
Prof. guanto vale o lado desse quadrado?
Ric[15] 1em
Prof. guanto € a area desse quadrado?
Ric[15]

1 cm ao quadrado

Prof. | juntando mais quadrados é possivel formar um quadrado

de area 4?
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Ric[15] | . ~ .
sim (executa) separacgdo e recomposicao
Prof. . .
esse quadrado de area 4 qual é o tamanho do lado dele?
Ric[15
[15] |,
Prof. . .
eu queria um quadrado de &rea 9
Ric[15
[15] (executa)
Prof.
gual o tamanho do lado dele?
Ric[15
[15] 3cm
Prof um quadrado de area 16 qual seria o tamanho do lado
" | dele?
Ric[15
[15] 4cm e um de area 257
Prof.
5cm
Ric[15 .
[15] (anota os valores na planilha).
Prof. | area9lado 2, area 16 lado 4, area 15 lado 5, se eu
quiser um quadrado de &rea 2 , quanto € o tamanho do
lado?
Ric[15] _ _ ja tem noc¢ao da raiz quadrada
raiz quadrada de dois de dois
Prof. | como vocé escreveria isso em forma de nimero decimal?
Que medida daria?
Ric[15] . .
um virgula alguma coisa
Prof. | é possivel usando sé quadrado verde criar uma afigura
de area 2?
Ric[15] | d& (executa, mas precisa de questionamentos do
experimentador)
Prof. | €u quero que vocé forme um quadrado de area 2. Da pra
formar um quadrado de area 2 s6 com os quadrados
verdes?
Ric[15] N&o
Prof.

E impossivel?
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Ric[15 .
[15] Eu acho que é?
Prof. ! A
(pede pra calcular a area do triangulo marrom)
Ric[15 .
[15] da um virgula alguma coisa
Prof. | essa é a Ginica base que vocé pode usar pra calcular a
area dele?
Ric[15] N&o
Prof. , A .
calcule a area desse tridngulo pra mim.
Ric[15] da meio
Prof. | usando s6 triangulo marrom é possivel fazer uma figura
geométrica de area 27?
RICIIS] | 44 sim
Prof.
entdo tente
Ric[15
[15] (forma um retangulo de area 2)
Prof. | é possivel transformar este retangulo de area 2 num composigao/recomposicao de
guadrado de area 2? figuras
Ric[15 . .
[15] usando estes aqui ou pode pegar mais?
Prof se vocé escolher mais um da pra formar um quadrado de
" | area?
Ric[15] o
Prof entdo tente s6 com estes que vocé tem, vocé pode
" | afastar girar...
Ric[15
[15] faz outro retangulo
Prof.
(pede pra ele tentar de novo).
Ric[15 . .
[15] pode ter espaco vazio no meio do quadrado?
Prof.
tenta
Ric[15
[15] (n&o consegue)
Prof.

€ impossivel?
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Ric[15
[15] acho que é
Prof experimente outras formas de colocar os triangulos
" | juntos
Ric[15] 0 experimentador teve que
(é necesséaria a intervencao do experimentador para que | intervir para que fosse montado
seja formado o quadrado) 0 quadrado de area 2
Prof.
qgual é a area desse quadrado?
Ric[15
[15] | ,
Prof. | area 9 lado 3 &rea 16 lado 4 e area 2 qual é o tamanho
do lado?
Ric[15
[15] 15
Prof. | vocé mediu direito?
Ric[15] | ndo.deu aproximadamente 1.4
Prof. | o que tu fizeste de quatro pra dar 16 de trés pra dar 9
Ric[15
[15] ao quadrado
Prof. .
1.4 ao quadrado da dois?
Ric[15
[15] deu 1.96
Prof. | se a area é dois o lado ao quadrado deveria dar dois. Por
gue ndo deu?
Ric[15 .
[15] por que é 1.40 alguma coisa
Prof. .
guanto faltou pra dois?
Ric[15
[15] 0.4
Prof.
0.4?
Ric[15
[15] |
Prof.
faca a conta na calculadora
Ric[15]

0.04
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Prof. | anote na planilha. Como faco pra essa conta ficar mais comeca o processo de
proximo de dois? aproximacgdo
Ric[15 . .
[15] vai aumentar 004 no 1.4. Vai colocar 1.404
Prof. . .
por que vocé vai colocar 0.04 14 no lado?
Ric[15
[15] por que tem aumentar pra dar.....
Prof. | tem que aumentar o lado pra dar mais préximo de dois. E
iSS0?
Ric[15 .
[15] sim
Prof. | quanto tem que aumentar o lado pra dar mais préximo de
dois, vocé sabe?
Ric[15] n30
Prof.
vocé ta chutando 0.04?
tem noc¢do do processo de
aproximagédo e ordem mas
Ric[15] ainda ndo domina pois faz
tentativas sem maior
iSSO consciéncia do que faz
Prof.
entdo tente
Ric[15
[15] (executa)
Prof. . .
1.404 ao quadrado vai dar dois?
Ric[15] nao sei
Prof.
vamos testar
Ric[15
[15] deu 1.971216
Prof. .
anote na planilha.
Ric[15]
executa
Prof. . .
guanto é a diferenca pra dois
Ric[15]

(calcula e obtém) 0.028784
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Prof. | qual das duas é a menor diferenca que vocé fez essa ou
a anterior?
Ric[15] essa ai
Prof. € possivel fazer essa diferenga menor ainda?
Ric[15] é aumentando o lado do quadrado nocéao de ordem
Prof. pra guanto vai esse lado agora?
RICIIST | 1 408
Prof. experimenta
RIS | (obtem 1.982464)
Prof. quanto é a difernca pra dois?
RIS | 017536
Prof. a diferenca ficou menor ainda?
Ric[19] ficou
Prof. eu quero um diferenga menor, como vocé faria?
RICIIS] | 410 nocéo de ordem
Prof- | por que 1.4122
Ric[15] por que ta aumentando de 0.04 em 0.04
Prof. anote os valores
RICLLST | obtém 1.993744)
Prof. quanto da a diferenca pra dois?
RICLST ] 006256
Prof. da pra ficar menor essa diferenca
Ric[15] teria que aumentar o lado do quadrado
Prof.

pra quanto?
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Ric[15
[15] 1.414 nocéo de ordem
Prof.
tente
Ric[15
[15] (obtém 1.999396 com diferenca 0.000604)
Prof. ) .
ficou menor a diferenca?
Ric[15] ficou
Prof. (pede ao sujeito para fgzer a diferenca entre os lados do
triangulo, sempre o ultimo valor usado menos o
penultimo) Qual seria 0 proximo niimero que vVOcé usuario
para o lado
Ric[15] | (escolhe 1.4149 com &rea 2.00194201 e diferenca
0.00194201)
Prof. .
gual é a menor diferenca de todas
RIcl13T | § 000604
Prof. | desses valores de area que vocé usou qual é o mais
proximo de dois?
RIS | 4 09ags
Prof.
gual é a diferenca do 1.4149 pro 1.414
Ric[15] 0.0009
Prof.
gual é a menor diferenca de todas e o que ta
acontecendo com a diferenca entre os lados?
Ric[15
[15] estdo aumentando
Prof. . , . .
(revisa os calculos feitos entre as diferencas)
Ric[15]

(conclui que as diferencas entre os lados diminuiram)
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Prof. | 4o lado eu acheia diferenca se eu te der a diferenca da
pra achar o lado? Por exemplo 0.0005.(relembra na lousa
0 processo que parte do lado para a diferenca e pergunta | testando o pensamento
de novo) reversivel/operatorio
Ric[15 . , . .
[15] acho que sim, sé que maior que dois
Prof eu quero partir da diferenca e chegar ao lado como se
- | faz?
Ric[15 _ L
[15] acho gque soma com dois e eleva ao quadrado tem uma noc¢ao inicial incorreta
Prof.
tente.
Ric[15] (tenta)
Prof. | se a diferenca for negativa a &rea vai dar maior ou menor
gue dois? nogéo de ordem
Ric[15] nog&o de ordem pois sabe a
ela vai somar com dois se for negativa relacdo da diferenca com a area
Prof.
ok entdo tente
Ric[15
[15] (obteve area 1.9995 )
Prof.
e o lado quanto é?
Ric[15 . .
[15] € a raiz quadrada da area (1.4140367746)
Prof. comparando os valores da diferenca pra area esse
1.4149 é um namero bom a ser usado se eu comparar
ele com 0 1.41403677467
Ric[15] o
Prof. . .
calcule a diferenca desse ultimo lado pro 1.4140
RIS | 6 00086
Prof. .
0 que ta acontecendo com a diferenca (entre os lados)?
Ric[15]

ta diminuindo
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Prof. percebe o comportamento dos
guanto menor a diferenca entre as areas o que acontece | valores, mas falta testar o
com a diferenca entre os lados? encaixe

Ric[15

Ic{19] tdo diminuindo também?

Prof. | qual seria o pré6ximo numero que vocé colocaria depois
do 1.41403677

Ric[1

159 | 1 4141

Prof.
depois do 1.4141?

Ric[15 .
[15] 1.4141 alguma coisa

Prof.

escreva
RICLST] 1 41411

Prof. | é possivel colocar algum nimero entre 1.4141 e o

141411
Ric[15

9 414101

Prof. | ¢ possivel colocar algum niimero entre 1.41411 e o
1.4141017

Ric[15
[18] |

Prof. .
gual seria?

: tem nocéo do

Ric[15 . .
[15] 1.414102 encaixe/envolvimento

Prof. | e entre 0 1.414101 e 0 1.414102 é possivel colocar
algum ndmero entre eles?

Ric[15] | , .
€ sim

Prof. | sempre é possivel colocar entre dois nimeros um outro

ndmero?
Ric[15] | , .
é sim

Prof.

esse processo € finito ou finito? Chega uma hora que
vocé ndo pode mais colocar nUmero?
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Ric[15 e
[15] acho que é infinito
Prof sempre vou poder colocar entre dois nUmeros um outro
" | nimero
Ric[15] hum, hum
Prof. - . .
ndo tem fim isso. Vai ser sempre possivel?
. ja tem nocéo embora ndo
Ric[15] demonstre total seguranca da
generalizacdo do processo de
acho que sim encaixe
Prof.
tem certeza?
Ric[15
[15] eu acho
Prof.
mas nao tem certeza? Idem
Ric[15 .
[15] sim
Prof. agora vamos pra outra pergunta : sempre € possivel da
diferenca chegar ao lado ou tem algum caso que eu vou
e dar o valor da diferenca e vocé nao vai chegar ao valor
do lado?
Ric[15] . . . ~ .
acho que sempre vai ser possivel nocéo da operacgéo reciproca
Prof. . . .
essa diferenca essa diferenca vai ser zero?
Ric[15 .
[15] vai
Prof. | quanto vai ser o lado com diferenca zero.é possivel achar
o valor do lado?
Ric[15
[15] ndo é possivel
Prof. .
por qué ?
Ric[15 . . .
[15] vai ser raiz quadrada de dois
Prof.

€ possivel achar a raiz quadrada de dois?
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Ric[15] noc&o da irracionalidade da raiz
néo de dois
Prof. ~ & o
sempre que os valores do lado véo ficando proximos os
valores da diferenca véao ficar proximos?
Ric[15] | . reciproca e pensamento
vao reversivel
Prof. | | i _
€ possivel que os valores do lado se aproximem e 0s
valores da diferenca ndo se aproximem Inversa
Ric[15] | . . .
néo nogédo da inversa
Prof. | ,. .
€ impossivel ?
Ric[15
[15] hum, hum.
Prof. 3 i . .
€ possivel que os valores da diferenca diminuam e os
valores dos lados n&o se aproximem um do outro? nocao da correlativa
Ric[15 .. . x
[15] . E impossivel. Eu acho que ndo
Prof.
repete a pergunta
Ric[15]

eu acho que é impossivel

Tabela de valores - Experimento sobre conceito de limite- raiz quadrada de 2
Escola cefet AM uned Manaus
Nome Ric[15] 15 anos primeiro ano ¢
Sérielc Idade 15 Data_ 07 /05 / 2008
Célculo e Anotacbes
lado = L L(i+1) -L(i) Area=A=LXL |A-2]
2.00000 4.00000
3.00000 9.00000
4.00000 16.00000
1.40000 1.96000 0.04000
1.40400 0.00400000 1.97121600 0.02878400
1.40800000000000 0.00400000 1.98246400 0.01753600




168

1.41200000000000

0.0040000000

1.9937440000

0.0062560000

1.41400000000000

0.0020000000

1.9993960000

0.0006040000

1.41490000000000

0.0009000000

2.0019420100

0.0019420100

1.41403677460000

0.0008600000

1.9995000000

0.0005000000

1.4141000000000

1.4141100000000

1.4141010000000

1.4141020000000

Nil[17] segundo anodo nivel médio com 17 anos aluno do
CEFET/AM 05/05/2008

Objeto com raiz quadrada de dois

Relacbes e operacbes légicas
e infralégicas

suponha que esse quadrado verde , o lado dele vale 1,

Prof. | centimetro, metro, o0 que vocé quiser. Crie um quadrado
Nil[17] | (executa)
Prof. | quanto é area desse quadrado?
Nil[17] | 1m quadrado
Prof. | porgue 1 metro quadrado?
Nil[17] | por que base X base da um metro quadrado
eu gostaria que vocé criasse um quadrado de 4 metros
Prof. | quadrados
Nil[17] | ( executa) divisdo e recomposicdo
Prof. | qual o tamanho do lado desse quadrado?
Nil[17] | 2 metros
Prof. | (pede ao sujeito para lancar os dados em planilha)
Nil[17] | executa
eu gostaria que vocé criasse um quadrado de 9 metros
Prof. | quadrados divisdo e recomposicéo
Nil[17] | (executa)
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esse quadrado de area 9, quanto é o tamanho do lado

Prof. | dele?
Nil[17] | 3 metros
se esse quadrado tem area 1 quanto de area tem esse
Prof. | tridngulo?( triangulo marrom)
Nil[17] 0.5
Prof. | crie um tridngulo
Nil[17] | (executa)
Prof. | como vocé mede a area do tridangulo?
Nil[17] | ........
Prof. | qual é a area desse triangulo?
Nil[17] 0.5
Prof. | vocé chutou ou calculou?
Nil[17] | calculei
Prof. | entdo vocé tem certeza...
Nil[17] | sim
se eu quisesse um quadrado de area 16 de quanto
Prof. | quadrados eu precisaria?
Nil[17] 16
Prof. | que tamanho vai ser o lado?
Nil[17] | vaiser4
Prof. | anote na planilha por favor
Nil[17]
Se eu quiser um quadrado de area 2 da pra fazer
Prof. | utilizando qualquer dessas figuras ?
faz um retdngulo de area 2 usando os triangulos marrons
e azuis, mas quando questionado a fazer um quadrado
apaga o0s azuis e usa s6 os marrons formando um
Nil[17] | retangulo de area 2
eu gostaria que vocé formasse um quadrado de area 2 .
Prof. | Da pra formar?
da (forma o quadrado depois de questionamentos) tem
alguma dificuldade, acha impossivel, mas encontra a
Nil[17] | solucdo. divisdo e recomposicéo
se o0 quadrado tem area 2 quanto mede cada lado desse
Prof. | quadrado?
Nil[17] 15
Prof. | tem certeza?
Nil[17] | sim (anota na planilha e calcula area de2,25).
Prof. | quanto mede a area?
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Nil[17]

2,25

1,5 ao quadrado deu 2,25 ,mas a area é 2, por que nao

desequilibrio confrontado aquilo

Prof. | deu 2? gue parece evidente
Nil[17] | por que as figuras ndo tém tamanho pra dar dois
se a area é dois o lado ao quadrado teria que dar dois,
Prof. | por que ndo deu dois? Ta correta a tua medida de 1,5?
diante do fato da medida néo
confere com os resultados ele
Nil[17] | (refaz a medida)é um pouco menor revisa a medic&o do lado
Prof. | quanto seria a medida?
Nil[17] | 1,42 (anota)
Prof. | quanto vai dar a area agora?
Nil[17] 2.0164
Prof. | quem t& mais préximo de dois 2.25 ou 2.0164?
Nil[17] 2.0164
guanto é a diferenca de lado desse que vocé fez agora
Prof. | pro anterior?
Nil[17] | 0.8 (corrige pra 0.08)
1.42 ficou melhor que 1.5 pra dois ficou uma diferenca de
0.0164 vocé acha que é possivel que figue mais préximo
Prof. | de dois ainda? teste da nocdo de ordem
Nil[17] | é sim nocéo de ordem
Prof. | como?
Nil[17] | diminuindo o lado. ordem
Prof. | de 1.42 eu vou jogar que valor agora?
Nil[17] | 1.415 (e obtém 2.002225)
Prof. | qual o que ficou mais préximo de dois?
Nil[17] 1.415
Prof. | quanto deu a diferencga dele pro lado anterior?
Nil[17] 0.005
1.415 fez ficar mais préximo de dois, qual seria o nUmero
Prof. | que faria ficar mais proximo ainda de dois a area? ordem e encaixe

Nil[17]

tem que diminuir, né? Acho que 1,411.

ordem e encaixe
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Prof. | experimenta. (comenta os resultados)
Nil[17] | deu 1,990921
gual é que t& mais préximo de dois é esse ou 0
Prof. | anterior(2.002225) ordem
Nil[17] | o de cima (2.002225)
Prof. | qual é a menor diferenca?
Nil[17] | o de cima
Prof. | da pra achar uma diferenca menor ainda?
Nil[17] | da
Prof. | qual seria o proximo niimero que vocé usaria?
Nil[17] 1.412
Prof. | por que vocé ta usando o0 1.412?
ordem e encaixe do novo
Nil[17] | por que é menor que 0 1.415 ndmero
por que ele € menor que 0 1.415 e maior que 0 1.411 é
Prof. | isso? ordem e encaixe (envolvimento)
Nil[17] | sim
Prof. | entdo vamos testar com o 1.412 pra ver o que vai dar
Nil[17] | obtém 1.993744 com diferenca 0.006256
Prof. | qual é a menor diferenca de todos?
Nil[17] | ainda é a resultante do 1.415
gual é o préximo nimero que vocé usaria (pra diminuir a
Prof. | diferenca)?
Nil[17] | 1.414 (deu area 1.999396 com diferenca 0.000604)
Prof. | qual é menor diferencadas 4 ?
Nil[17] | essa ultima
Prof. | E possivel fazer essa diferenca fincar menor ainda? ordem e encaixe de intervalos
Nil[17] 1.4142
por que esse nimero vocé ta lembrando de alguma
Prof. | coisa?
Nil[17] | ele é maior que 1.414
Prof. | vamos testar
Nil[17] | obtém 1.99996164 (com diferenca 0.00003836)
Prof. | é possivel uma diferenca menor ainda?
Nil[17] | Sim
Prof. | qual seria o proximo niimero que vocé usaria?

Nil[17]

1.41424

ordem e encaixe
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€ possivel fazer essa diferenca igual a zero? Em algum

Prof. | momento ela vai ser zero ?
ela vai chegar bem proximo, talvez ela néo se iguale, mas
Nil[17] | bem proximo ela vai chegar
vocé acha que ela vai chegar a zero em algum momento
ou vocé acha que ela nunca vai chegar a zero, mas que testando a generalizagdo da
Prof. | eu vou poder ficar me aproximando dela ? operacao de ordenacéo
Nil[17] | acho que pode se aproximar
€SSe processo em que eu vou me aproximar ele é finito ndo tem certeza da
ou ele é infinito, ou seja, em algum momento eu vou generalizagdo da operacgéo e
chegar na diferenga zero ou eu continuar sempre e nunca | ndo tem nogéao da
Prof. | vou chegar a zero. Esse processo ele é finito ou infinito ? | irracionalidade da raiz de dois
acho que vocé pode determinar algum espaco, se vocé
chegar ao zero ele é finito , mas se vocé pode se ndo tem certeza , mas ja
Nil[17] | aproximar mais do zero ele € infinito domina as duas possibilidades
Prof. | eu vou chegar a zero ou nunca vou chegar?
Nil[17] | eu acho que da pra chegar
vocé falou "se eu continuar eu vou ficar me aproximando
". VOCE acha que da pra controlar o quanto eu vou ficar
proximo de zero esse valor, da pra controlar o quanto eu
vou me aproximar de dois na érea. Se eu te digo eu
quero uma diferenca de 10 a menos 6 (0.000001) eu vou | tem nog¢&o da ordenacéo infinita
Prof. | conseguir o valor do lado que me dé essa diferenca? ou do intervalo arbitrario
Nil[17] | acho que da
Prof. | o processo é finito ou infinito?
Nil[17] | é finito
Prof. | calcule as diferencas entre os valores dos lados
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Nil[17] | (executa)
0 que esta acontecendo com essas diferencas entre 0s
Prof. | lados?
Nil[17] | ela ta diminuindo
Prof. | qual a menor diferenca da area para dois?
Nil[17] | foi essa ultima (0.00003836)
Prof. | e 0 que aconteceu com a diferenca entre os lados?
percebe a convergéncia dos
Nil[17] | ta diminuindo valores dos lados
Prof. | o que ta acontecendo com os lados
Nil[17] | chegando mais préximo ele diminui, o lado
Prof. | quem ta chegando mais préximo?
percebe a relacéo variagao dos
o lado , quando lado chega mais préximo a area também | lados, convergindo,
Nil[17] | vai chegar mais préximo . convergéncia da diferenca
guando a area chega mais préximo o lado também chega
Prof. | mais proximo?
Nil[17] | Isso
Prof. | olha s6 pros lados o que ta acontecendo com eles
Nil[17] | estdo diminuindo
Prof. | estdo diminuindo?
o lado ta aumentando, ta diminuindo a diferenca entre percebe o processo de
Nil[17] | eles convergéncia dos lados
quando diminui a diferenca entre dois valores o que
Prof. | acontece
fica bem proximo, o lado ta aumentando e a diferenca ta relacdo entre variacdo dos
Nil[17] | diminuindo lados e a diferenca
Prof. | da pra concluir alguma coisa disso?
Nil[17] | a area ta ficando mais préxima
Prof. | e dos lados o que vocé pode concluir?
Nil[17] | eles tdo aumentando
ok. 1.414 se eu te pergunto qual é o proximo ndmero que
Prof. | eu posso colocar ai 0 que vocé me diria?

Nil[17]

eu teria que fazer um calculo
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precisa vocé calcular?(faz questionamento e perguntas

Prof. | para melhor explicar a questao)
Nil[17] 1.414241
da pra e achar um numero mais préximo que esse que a principio néo percebe a
vocé falou?(usa um desenho da reta representando possibilidade do encaixe
intervalo numérico)é possivel um nimero entre 1.41424 e | mesmo vendo um desenho
Prof. | 1.414241? representando o intervalo
Nil[17] | ndo ...ndo
Prof. | é impossivel?
Nil[17] | é, por gue depois dele j& vem o outro
Prof. | quer analisar?(usa a figura do intervalo de novo)
toma consciéncia da
Nil[17] | Da possibilidade do intervalo
Prof. | por que vocé conclui isso?
possibilidade de encaixes
Nil[17] | por que acrescentando mais zero entre 0 quatro e... diversos
Prof. | o desenho serviu pra te ajudar?
Nil[17] | Sim
0 que o desenho te deu que vocé chegou a conclusao
Prof. | que da pra colocar mais um nimero?
Nil[17] | por que ainda ha um espaco entre os dois nimeros
o desenho ajudou , pois a sua
resposta correta sobre a
possibilidade de fazer um novo
encaixe so veio depois de ele
Prof. | foi por causa do espaco foi isso que te ajudou? olhar para o desenho
Nil[17] | n&o ...ndo, ajudou
Prof. | por que vocé chegou a concluséo que podia colocar mais zeros
Nil[17] | daria pra ser 1.41424001 (conclui gue o0 espaco na reta diminuiu)
(usando o desenho da reta) ainda assim € possivel colocar outro nimero entre 1.41424 e
Prof. | 1.41424001
Nil[17] | sim
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Prof. | qual seria o préximo nimero que vocé usaria?
Nil[17] 1.41424000001 | mais encaixes possiveis
eu sempre vou poder colocar um nimero entre dois nimeros reais?sempre eu vou ter um
Prof. | ndmero mais préximo?
Nil[17] | sim
Prof. | esse processo é finito ou infinito?
Nil[17] | infinito generalizag8o do encaixe
vocé partiu do tamanho do lado e achou a diferenca , se eu te apresentar um valor de
Prof. | diferenca vocé pode fazer o caminho contrdrio, vocé chega no tamanho do lado?
Nil[17] | acho que da | noc¢ao da reciproca
Prof. | entdo calcule com essa diferenca 10 a menos 7
(tirou a raiz de 10 a menos 7,depois de questionado
achou 1.414213555884, usa a lousa escrevendo dominio, com auxilio do
Nil[17] | férmulas) entrevistador, da reciproca
Prof. | se eu te der um diferenca menor vocé acha o lado? ordem e encaixe
Nil[17] | sim
Prof. | é possivel que essa diferenca seja zero?
Nil[17] | ai ndo
Prof. | por qué?
Nil[17] | n&o sei dizer
Prof. | sempre € possivel do lado chegar na diferenca e da diferenca chegar no lado?
Nil[17] | sim, sempre | dominio da reciproca
vocé acha que sempre é possivel que os valores do lado se aproximem os valores da
Prof. | diferenca figuem menores?
Nil[17] | sim
€ possivel que eu escolha valores do lado bem préximo e
Prof. | os valores da diferenca ndo diminuam? Inversa

Nil[17]

acho que é impossivel

dominio da inversa
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€ possivel que a diferenca diminua e os valores do lado
Prof. | ndo figuem préximos? Correlativa
Nil[17] | acho que ndo , é impossivel dominio da correlativa
Prof. | vocé acha que sempre vai ter uma relacdo entre os valores dos lados e a diferenca?
relagdo entre variagdo dos
Nil[17] | nesse caso acho que sim lados e a diferenca
sempre vai ter relacdo ?tanto na ida quanto na volta
quando os valores dos lados se aproximarem os valores
das diferencas vao ficar menores e se os valores da
diferenca ficarem menores os valores dos lados véo ficar | relagdo entre variacdo dos
Prof. | mais proximos? lados e a diferenca
Nil[17] | Sim

Tabela de valores - Experimento sobre conceito de limite- raiz quadrada

de 2

Escola cefet AM uned Manaus

Nome Nil[17]
Série2c Idade 17 Data 05 /05 / 2008
Célculo e Anotacdes
lado = L L(i+1) -L(i) Area=A=L XL |A-2]
2.00000 4.00000
3.00000 9.00000
4.00000 16.00000
1.50000 2.25000
1.42000 0.08000 2.01640

1.41500000000000

0.0050000000

2.0022250000

0.0022250000

1.41100000000000

0.0010000000

1.9909210000

0.0090790000

1.41200000000000

0.0020000000

1.9937440000

0.0062560000

1.41400000000000

0.0002000000

1.9993960000

0.0006040000

1.41420000000000

0.0002400000

1.9999616400

0.0000383600

1.4142400000000

1.4142410000000

1.4142400100000

1.4142400000100

1.414213555884

0.0000001000

| Sujeito:Cas [17] com 17 anos 3 ano do |
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nivel médio CEFET/AM 07/05/08

Objeto com raiz quadrada
de dois

Prof. Crie um quadrado
Cas[17] | (executa)
Prof. | quanto é a area desse quadrado?
Cas[17] | um
vocé conseguiria formar um quadrado de
Prof. . o o
area 4? composicdo /decomposicao
Cas[17] | (executa)
qual é o tamanho do lado desse
Prof.
quadrado?
Cas[17] 2
vocé conseguiria formar um quadrado de
Prof. .
area 9?
Cas[17] | (executa)
Prof. gual é o tamanho do lado desse
quadrado?
Cas[17] 3
um quadrado de area 16 de quantos
Prof. | quadrados (de um cm quadrado) eu
precisaria?
Cas[17] 6
Prof. | faca
Cas[17] | (se da conta do erro e responde 16)
qual é o tamanho do lado desse
Prof.
quadrado?
Cas[17] 4
Prof. | vamos pra planilha.
Cas[17]
€ possivel formar uma figura geométrica
Prof de érea 2 usando este objetos (quadrados
" | e triangulos).por exemplo da pra formar
um retangulo de area 2
(executa formando um retangulo de area 2
Cas[17] .
com dois quadrados verdes)
Prof. forme uma figura geométrica de area 2
com os triangulos marrons.
Cas[17] | (executa)
Prof. | essa figura que vocé criou tem area 2?

Cas[17]

tem
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utilizando essas figuras e sem sobre por

Prof. | ou cortar da pra criar um quadrado de
area 2?
Cas[17] | ndo
Prof. | vocé pode girar e deslocar os triangulos
Cas[17] | (n&o consegue)
Prof. (realiza ir~1terven(;é0 para possibilitar a , dai . .
construgdo do quadrado) precisou da intervengao do experlmentador
para construir o quadrado de érea 2
Cas[17] | (executa)
prof. | como guadrado de area 2 qual é o
tamanho do lado?
Cas|[17] 15
Prof. | vocé quer medir?
Cas[17] | (mede)deu 1.4
Prof. | anote
Cas[17] | anota os valores
Prof. | quanto falta pra dois?
Cas[17] 0.04
Prof. | por que nédo deu dois? desequilibrio
Cas[17] | a medida( do lado) seria um pouco mais ordem
é possivel a diferenca pra dois ficar
Prof.
menor?
Cas[17] | da
como eu faria pra essa difernca ficar
Prof.
menor? ordem
Cas[17] | aumentando o lado
Prof. pra quanto?
Cas[17] 1.42
Prof. | experimente
Cas[17] | deu 2.0164
Prof. | quanto foi a diferenca pra dois?
Cas[17] 0.0164
qual é a menor diferenca dessas duas que
Prof. «
vocé achou ?
Cas[17] | a segunda
Prof. | da pra achar uma diferenga menor ainda?
Cas[17] | da
Prof. | como?
Cas[17] | aumentando o lado ordem
Prof. pra quanto?
Cas[17] | 1.415 com area 2.002225
Prof. | quanto é a diferenca pra dois
Cas[17] 0.002225
Prof. quaIAé a menor diferenca dessas que
vocé achou ?
Cas[17] | essa
Prof. | é possivel fazer uma diferenca menor
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ainda?
Cas[17] | é
Prof. onde vocé mexeria?
Cas[17] | no tamanho do lado
Prof. | qual seria?
Cas[17] 1.41 | ordem/encaixe
Prof. entao tente
Cas[17] | (obtém 1.9881 com diferenga 0.0119)
Prof. | qual € a menor diferenca?
Cas[17] 0.002225
prof. | €OMO vocé faria pra diminuir essa
diferenca?
Cas[17] | usaria 1.412
Prof. entao tente
Cas[17] | (obtém 1.993744 com diferenga 0.006256)
Prof. | qual é a menor diferenca?
Cas[17] | € ado 1.415
0 que fazer pra diferenca ficar menor
Prof. .
ainda
Cas[17] | usarl.4155
Prof. | calcule
obtém 2.00364025 com diferenca
Casl17] | (o0anat2500 i
Prof. | qual é a menor diferenca
Cas[17] 0.002225
0 que ta faltando pra diferenca ficar menor
Prof. | que aquela diferenca 0.0022...?7 Que
namero vocé teria que usar?
Cas[17] | 1.414 n&o vai dar
Prof. por que yocé acha que nao vai dar?vocé
ja experimentou
Cas[17] | ndo
Prof. por que vocé falou esse valor?
diminuindo um vai dar uma diferenca
Cas[17] | o0 ¢
Prof. | experimente com 1.414
Cas[17] | (obtém 1.999396 e diferenga 0.000604)
Prof. | qual é a menor diferenca?
Cas[17] | essa
€ possivel fazer um diferenga menor
Prof. ainda?
Cas[17] | se for 1.413?
Prof. (experimenta)
Cas[17] | 1.996569 com diferenca 0.003431 ordem
Prof. | ficou a menor diferenca
Cas[17] | ndo
Prof. | €OMo faria pra ter um diferenca menor

ainda?
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Cas[17] 1.4145
Prof. por que vocé chutou esse nimero?
Cas[17] | por que eu tentei 0 1.415 e ndo deu certo
Prof. anote
Cas[17] | adiferenca é 0.00081025
Prof. | é menor diferenca ?
Cas[17] | ndo
Prof. | qual vocé vai usar?
Cas[17] 1.4144
Prof. | experimente
Cas[17] | 2.00052736 com diferenca 0.00052736
Prof. | é a menor diferenca?
Cas[17] | é
Prof. | 1.4144 ,da pra achar menor?
Cas[17] | sim
Prof. | qual seria?
Cas[17] 1.41444
Prof. | experimente
2.0006405136 com diferenca
Cas[17] | 5.0006405136 i
esse valor ndo deu a menor diferenca
Prof. 1.413 também néo deu vocé vai usar o
que?
Cas[17] | ....
Prof. é.pc.)ss_l'vel sempre essa diferenca
diminuir?
Cas[17] | € aumentando os lados
esse processo da diferenca diminuir ele é
Prof. - g
finito ou infinito?
Cas[17] eu acho que é finito por que ele chega -
num fim néo generalizou o processo de ordenacao
Prof. | adiferenca pode ser zero? giiostem nocao da irracionalidade da raiz de
Cas[17] | isso
Prof. | eu vou sugerir um diferenca 0.00001
Cas[17] | ok
Prof. qo Iadq eu achei a diferenca, da diferenca
€ possivel achar o lado? pensamento reversivel/operatério
Cas[17] | sim . . . L
evidencia pensamento reversivel operatorio
Prof. | como vocé faria?
do lado eu elevo ao quadrado e diminuo
Cas[17] | de dois entdo eu somaria de dois e
dividiria por dois
esse € 0 processo inverso do que tu
Prof. fizeste? O lado vocé elevou ao quadrado e

depois subtraiu de dois, se eu te der a
diferenca vocé vai somar com dois?
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Cas[17] | s6 somar
Prof. | somar ou subtrair
Cas[17] | sO6 somar
Prof. | e pra achar o lado vocé vai dividir por dois.
Cas[17] | é pois o nimero ta ao quadrado
Prof. entdo o inverso do quadrado é a divisdo? nao tem consciéncia p|ena do processo
para achar o valor do lado
Cas[17] | nao, é araiz
Prof. | entdotira araiz
obtém lado 1.4142170979 para a
Cas[17] <(jiferen(;a 0.00001) P
Prof. | €SSe processo da diferenca menor é
sempre possivel?
Cas[17] | € sempre possivel
Prof. | ele éfinito?
Cas[17] | ndo
apos realizar contas para achar a diferenca
Prof. | ele & infinito? toma consciéncia de que o processo é
infinito.
Cas[17] | é
Prof. | agora vocé mudou de idéia
Cas[17] | agora eu mudei de idéia
esse processo do lado ele é finito ou
Prof. | .~ .
infinito?
Cas[17] | € infinito toma consciéncia de que o processo de
mudanca do tamanho do lado € infinito
1.414 qual é o proximo ndmero que eu
Prof.
posso colocar do lado dele?
Cas[17] 1.4141
entre 0 1.414 e 0 1.4141 tem algum
p ndmero que eu posso colocar entre eles
rof. . 3
dois?(desenha no papel para ajudar na
visualizac&o) testando a noc¢&o do encaixe
Cas[17] 1.41400000000
Prof. | é a mesma coisa que 1.414
Cas[17] | ndo d&
Prof. | é impossivel?
Cas[17] | ndo é impossivel
vocé acha que tem um nimero entre eles
prof. | OY voc{a acha que ter~n mais dg: um ndmero
ou vocé acha que ndo tem numero algum
entre eles?
Cas[17] | ndo tem nenhum ndmero tem dificuldade na noc¢do do encaixe
Prof. | é impossivel?
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Cas[17] | é L .
acha que o encaixe é impossivel
mas como é possivel achar sempre uma
Prof. | diferenca menor ainda , como vocé 0 experimentador compara o encaixe com
conseguiu fazer essas contas? a diferenca menor sempre possivel
Cas[17] | é verdade
€ possivel colocar esse nimero entre
Prof. | 1.414 e 1.41417 Qual seria esses proximo
namero?
tem hora que da pra pensar que
da.Quando eu vou tentar achar o niimero
Cas[17] gue da pra b(_)tar sé vem numeros apos
esse um aqui, no caso o dois ou outro um
depois desse nimero aqui sempre seria
depois disso aqui, ndo aqui...
vocé acha que da mas vocé nao sabe
Prof.
fazer ?
Cas[17] | isso sabe que o encaixe é possivel mas nao
sabe fazer
do lado eu achei a diferenca é possivel
Prof. | fazer o contrario . Da diferenca achar o
lado
Cas[17] | é
Prof. | sempre é possivel?
Cas[17] | vai dar um nUmero muito extenso
prof. | S€@ diferenca diminuir cadg vez mgis a q 50 d ia d
diferenca entre os lados vai diminuir? testando a nogao da convergencia dos
valores do lado
Cas[17] | vai diminuir
0 gue vai acontecer com os valores dos
Prof.
lados?
Cas[17] | vao diminuir
mas eles aumentaram aqui. O que ta
Prof. T
diminuindo o valor dos lados?
Cas[17] | n&o....é
Prof. o valor dos lados ta diminuendo?
Cas[17] | ..... a principio ndo tem nogédo da convergéncia
dos valores do lado
quando as diferencas diminuem o que
Prof. acontece com os valor dos lados
comparando entre eles ?
Cas[17] | sdo maiores
aconteceu algo mais? Sempre que 0s
Prof. vglo_res, dos lados cresceram as dife_rengas _ )
diminuiram e os valores dos lados figuem | o experimentador ndo faz a pergunta de
préoximo de um valor? forma adequada, pois pode induzir ao erro
Cas[17] | é
Prof. | sempre é possivel?
Cas[17] | sempre
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€ possivel que os valores dos lados nao

Prof. | se aproximem um do outro e a diferenga
figue menor? testando a correlativa
Cas[17] ndo se a dif~erenga ficar_ menor os valores
dos lados vao se aproximando tem nocéo da correlativa
€ possivel que os valores dos lados se
Prof. | aproximem e os valores da diferenga néo
diminuam? testando a inversa
Cas[17] | ndo
Prof. | é impossivel?
Cas[17] | acho que é tem noc¢do da inversa
€ possivel que os valores da diferenca
Prof. | diminuam e os valores do lado néo se
aproximem correlativa
Cas[17] | ndo por que o inverso que tem nao tem noc¢do da correlativa
€ possivel que os valores da diferenca
Prof. | diminuam e os valores do lado néo se
aproximem
Cas[17] | também nédo
Prof. € possivel os valc_Jres do Iad~o se aprqximar
e os valores da diferenca n&do diminuir? tem noc&o da inversa
Cas[17] | ndo. E impossivel
Prof. e pos§|'vel 0s vqlores do Igdp n_ao se
aproximar e a diferenca diminuir correlativa
Cas[17] | também nédo tem noc¢do da correlativa
€ possivel os valores da diferenca ndo
Prof. | diminuir e os valores do lado néo se
aproximar? reciproca na forma de negacao
Cas[17] | ndo

houve confusdo causada pela pergunta

Tabela de valores - Experimento sobre conceito de limite- raiz quadrada de 2

Escola cefet AM uned Manaus

Nome Céssia Santos de Sousa 17 anos 3a telecomunicacdes 07/05/08

Sérielc Idade 15 Data 07 /05 / 2008
Célculo e Anotacdes
lado =L L(i+1) -L(i) Area=A=LXL |A-2]
2.00000 4.00000
3.00000 9.00000
4.00000 16.00000
5.00000 25.00000
1.40000 1.96000 0.04000
1.42000000000000 2.0164000000 0.0164000000
1.41500000000000 2.0022250000 0.0022250000
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1.41000000000000

1.9881000000

0.0119000000

1.41200000000000

1.9937440000

0.0062560000

1.41550000000000

2.0036402500

0.0036402500

1.4140000000000

1.9993960000

0.0006040000

1.4130000000000

1.9965690000

0.0034310000

1.4145000000000

2.0008102500

0.0008102500

1.4144000000000

2.0005273600

0.0005273600

1.414400000000

2.0006405136

0.0006405136

1.414217097900

0.000010000000

1.4141000000






