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RESUMO

As pesquisas em financas tem focado nos tltimos anos a modelagem da variancia devido
a dificuldade de se obter boa previsao dos retornos na média, negligenciando o uso deste
ultimo, quanto informacgao necessaria, no estabelecimento de estratégias de alocacao de
ativos em carteiras de renda variavel. Seguindo DeMiguel, Nogales e Uppal| (2014)), esse
trabalho adota o VAR como meio de se obter previsoes dos retornos um passo a frente, e
entao, usa-las na alocagao dos ativos. Para a insercao do VAR em finangas, foi permitido
que os parametros variassem no tempo, o que conseguiu captar com sucesso a dindmica
volatil do mercado de a¢oes. Ainda foram incorporadas técnicas bayesianas de estimacao,
a fim de driblar a sobreparametrizacao e obter estimacoes mais suavizadas, evitando deste
modo que a variancia das carteiras fossem muito altas. O método teve sucesso na aplicagao
e mostrou que o uso da previsao um passo a frente para os retornos pode ser usada como

uma boa estratégia, expressa nos altos indices de Sharpe encontrados.

Palavras-chave: BVAR. Volatilidade. Carteira.



ABSTRACT

Research in finance has focused in recent years in variance modelling due to the difficulty
of obtaining good forecasts of mean returns, neglecting the use of this latter on the es-
tablishment of asset allocation strategies in the equity portfolios. Following [DeMiguel,
Nogales e Uppall (2014), this work adopts the VAR as a way of obtaining forecasts of
returns one step ahead and to get use of them in the allocation of assets. For insertion
of the VAR in finance, the parameters was allowed to vary over time, which successfully
captured the volatile dynamics of the stock market. Bayesian estimation techniques was
incorporated in order to surmount overparameterization and to get more smoothed esti-
mates, thereby preventing the variance of the portfolio to be very high. The method was
successful in this application and showed that the making of one step ahead prediction of

returns can be used as a good strategy, which can be expressed in high levels of Sharpe.

Key-words: BVAR. Volatility. Portfolio.
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1 INTRODUCAO

A moderna teoria do portfélio tem como uma de suas raizes o trabalho de [Mar-
kowitz (1952), o qual é responsével por dar base tedrica aos estudos em financas através
de um modelo que incorpora um trade-off entre risco e retorno. Sob essa ética, a natureza
do modelo e todas as pesquisas que nele se baseiam podem ser vistas como uma questao
de média e variancia. Esses modelos, também conhecidos como de média-variancia, como
o proprio nome propde, esbarram em problemas de ordem estatistica na busca de estimar
os dois primeiros momentos com a maior acuracia possivel. Dentro desse contexto, entao,

surgiram diversos modelos econométricos.

A literatura, em geral, evita trabalhar com a média dos retornos, sob a justificativa
de que ha dificuldade de encontrar um padrao que justifique o uso desta para fins de
obter previsoes. Deste modo, grande parte da literatura especializou-se na modelagem
econométrica e construcao de estratégias de investimento das séries de retornos no que
tange a sua variancia, popularmente tida como uma medida de risco, e.g. temos o caso
das carteiras de varidncia minima, amplamente utilizada em trabalhos na &area. Estas
pesquisas entao partem do pressuposto que a média dos retornos incondicional é 0 e
invariante no tempo, a qual pode ser ignorada sem muita perda de informacao, buscando-

se desta forma simplificar os modelos.

As bases teodricas que sustentam a hipétese de média 0 podem ser encontradas na
Hipétese dos Mercados Eficientes (HEM). Se um mercado é eficiente e as informagoes
que nele transcorrem sao completas (ndo ha assimetria informacional), a HEM diz que
os agentes com expectativas racionais, operantes no mercado de ativos, sao incapazes de
obterem lucro econdmico (lucro anormal) com base na disponibilidade de informagoes.
Como corroborado pelo trabalho de |Jensen| (1978), um mercado é considerado eficiente
se os precos dos ativos nele negociados refletem o consenso geral sobre a economia, o
mercado financeiro e a empresa especifica envolvida. Com base nessas premissas, a ex-
pectativa é que o retorno deve aproximar-se de 0 na média, logo nao ha perdas relevantes
de informagao ao ignora-la no modelo. Sob essa justificativa, os modelos de variancia
minima, que pressupoem um investidor totalmente avesso ao risco, ganharam destaque

nas pesquisas ao longo das tltimas décadas.

Dentre os modelos econométricos que visam obter estimativas para a variancia,
por vezes chamada de volatilidade, encontram-se os da familia Generalized Autoregressive
Conditional Heteroscedasticity (GARCH) e Stochastic Volatility (SV), cujo desenvolvi-
mento ocorre ao longo das décadas de 80 e 90 e pode ser atribuido a diversos autores.
O uso destes tem mostrado grande éxito no meio académico ao longo das ultimas déca-
das, tanto quanto pela aplicacdo pratica destes no mercado. Esses métodos baseiam-se

na incorporagao de um dos fato estilizado também conhecido como agrupamento da vo-
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latilidade. Em outras palavras, a variancia dos retornos apresenta correlacao serial no
tempo, periodos de grande instabilidade nos retornos tendem a ser seguidos por periodos
de grande instabilidade, ao passo que periodos mais estéaveis tendem a ser seguidos por

periodos de baixa volatilidade.

Motivados pela dificuldade de modelar a média das séries de retornos financei-
ros, podem ser encontrados trabalhos que especializaram-se em identificar fatores co-
muns que promovem a variabilidade desses tipos de dados a apresentar determinados
co-movimentos, ou seja, padroes comuns. Dentro desta area, também chamada de analise
fatorial, o popular modelo unifatorial CAPM (Capital Asset Pricing Model) de |Sharpe
(1964) e |Lintner| (1965) modelam os retornos de acordo com os movimentos do mercado.
O proeminente trabalho de Fama e French| (1996)) estende as possibilidades de inclusao de
novos fatores ao CAPM, desde entao, a literatura ganhou forca na busca de mais fatores
comuns aos retornos de ativos. Dentre esses modelos, vale citar (Carhart| (1997), o autor
propOs que ativos cujos retornos passados apresentaram valores positivos, tendem a ter
uma performance melhor no futuro, tal como aqueles que apresentaram movimentos de
baixa no mercado, tendem a permanecer assim por um tempo. Ele chamou esse fator
de momento, em outras palavras, pode-se dizer que ha uma persisténcia temporal na
média dessas séries. Recentemente, DeMiguel, Nogales e Uppal (2014) demonstrou que
ha persisténcia temporal na média condicionada dos retornos a informagao passada con-
tida nelas mesmas. Para tal, ele fez uso do ja tradicional modelo Vector Autoregression
(VAR) nestas séries. O autor ainda modificou alguns modelos de aprecamento de ativos

ja consagrados afim de incorporar o VAR, e os resultados foram satisfatorios.

O uso do VAR em economia pode ser atribuido ao trabalho de Sims| (1980), cuja
motivagao inicial é a modelagem e previsao em dados macroeconémicos. O grande trunfo
no uso desta metodologia decorre da sua simplicidade e generalidade. A grande quantidade
de parametros no VAR pode ser considerada a fonte da habilidade deste de se ajustar aos
dados, e explica sua popularidade na literatura em macroeconomia. Por outro lado, nao
raramente os economistas empenham-se em incorporar muitas variaveis no modelo para
que este explique melhor o processo gerador dos dados, tal como para fins de previsao.
Entao, essa parametrizacao passa a ser considerada uma desvantagem no que tange ao
numero de coeficientes, os quais crescem muito a medida que a dimensionalidade aumenta.
A imprecisao da inferéncia estatistica e incertezas a respeito das previsoes, ocasionadas
pelo excesso de parametros do modelo, leva a abordagem classica a perder espaco frente

a alternativa: a inferéncia Bayesiana.

Os métodos Bayesianos ganharam forca devido ao desenvolvimento de novas téc-
nicas mais eficientes de tratar as distribuicoes posteriori. Nao havendo mais a necessidade
de derivar uma forma analitica para essas distribui¢oes, a modelagem Bayesiana ganha
um caracter muito mais flexivel no que tange a distribuicao dos dados e crencas a respeito

do comportamento dos pardmetros. Sua estimacao é feita através de métodos de reamos-
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tragem, uma classe de estimadores chamada de Monte Carlo Markov Chain (MCMC).

Os métodos baseados em MCMC baseiam-se na construcao de uma cadeia de Mar-
kov para os parametros, cuja distribuicao posteriori é tida como tnica e estacionaria. Para
construir a posteriori, parte-se do principio de que ¢é possivel gerar valores aleatérios de
acordo com a distribui¢ao condicional dos parametros. Se a forma da posteriori marginal
¢é sabida, poder-se-ia simular os valores desta distribuicao a partir do valor inicial dos
parametros, também chamada de priori, mas deste modo, nao haveria vantagens no uso
dos métodos em MCMC, visto que sua principal motivagio deixaria de existir (porém nao
ocorre grande em grande parte das modelagens econométricas na érea). Geralmente, o
valor inicial dos parametro parte de um ponto arbitrario no espago paramétrico e a ve-
locidade de convergéncia a distribuicao estaciondria posteriori ¢ um aspecto a ser olhado

com atencao pelo pesquisador.

Uma das distribuicoes priori mais consagradas nesta abordagem ¢é a de Minnesota,
a qual foi originalmente concebida porLitterman| (1979) como forma de reduzir a quanti-
dade de parametros no VAR através da imposicao de restrigoes na distribuicao priori. A
ideia central é que o VAR pode ser encolhido para uma forma em que cada variavel possa

ser explicada por um processo univariado.

Dentre os mais recentes trabalhos na area de VAR Bayesiano, vale citar [Cogley €
Sargent| (2005)) e Primiceri (2005) construiram um TVP-VAR com volatilidade estocastica
(TVPSV-VAR). Esses tltimos modelos VAR Bayesiano (BVAR), apesar de serem conce-
bidos para dados macro, mostram-se pertinentes, pelas suas propriedades, a aplicacao em
dados financeiros, ajustando-se bem quanto a recente abordagem proposta por |DeMiguel,
Nogales e Uppal| (2014). Essas propriedades referem-se a heteroscedasticidade dos erros
do modelo, as quais sao auto regressivas condicionadas pelo modelo SV, e pela modelagem

da média, a qual acontece conjuntamente.

Tendo em vista toda a evolu¢ao dos modelos em financas apresentada e seu pano-
rama atual, tal como a evolugao dos métodos econométricos disponiveis, indispensaveis a
area no que tange a montagem de estratégias de investimento, entao este trabalho tem um
objetivo bifocal. O primeiro deles é dar uma base tedrica econométrica para os BVAR,
motivando o seu uso em financas quando possivel. O segundo foco entao encontra-se na
reestruturacao das estratégias de investimento existentes de forma a incorporar a infor-

macao contida no BVAR.

Para o segundo foco do trabalho, foi escolhida a abordagem apresentada em De-
Miguel, Nogales e Uppal (2014)), sua simplicidade e incorporacao do VAR a montagem de
estratégias em finangas ja consagradas ocorre de forma natural e intuitiva. O primeiro
foco citado entao entra de forma direta através da escolha de métodos de estimagao mais

modernos, motivando seu uso nao apenas em macroeconomia, mas também em financas.

Além das vantagens do uso da abordagem Bayesiana ja citadas, é motivado o uso
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de pardmetros variantes no tempo (TVP-VAR), tal como em Primiceri (2005]). A flexibi-
lidade do método em adaptar-se aos dados mostra-se atrativa, sobretudo para o mercado
financeiro. Mudangas no cenario econémico, tal como da divulgacao de informagoes de
empresas, as quais ocorrem a todo instante, o torna instavel. Ademais, métodos do tipo
TVP-VAR Bayesianos ja fornecem estimativas suavizadas de modo natural, adequadas

para a inferéncia e avaliacao de mercado.

Das desvantagens do uso de métodos Bayesianos TVP-VAR, pode-se citar os altos
custos computacionais envolvidos. Quando do aumento do nimero de parametros, a
estimacdo pode se tornar infactivel, principalmente sobre o ponto de vista de que um
analista de mercado estara interessado em atualizar toda a série de parametros da chegada
de novas informagoes diariamente. Para montar carteiras grandes e avaliar estratégias de
investimento que envolvam muitos ativos, ou seja, alta dimensao do modelo, foi escolhida
a abordagem encontrada em Koop e Korobilis (2013)), a qual visa a redugao dos custos

computacionais via fator de desconto.

A estrutura de trabalho segue da seguinte forma, a dissertacao foi dividida em
duas partes e os capitulos realocados nelas de acordo com o seu perfil. A primeira parte
trata da teoria em finangas e métodos Bayesianos para VAR. A segunda entao trata
da aplicagao empirica dos modelos apresentados, visando avaliar a capacidade desses
métodos em ajustar-se aos dados de retornos financeiros em séries de a¢oes negociadas na
BM&FBovespa.

O primeiro capitulo introduz os modelos em finangas no que tange a estratégias
de investimento e suas bases na moderna teoria em finangas. O segundo capitulo, con-
siderado mais técnico, introduz as distribuigoes de probabilidade usadas nesse trabalho,
e necessarias a compreensao basica dos métodos Bayesianos aqui utilizados. O terceiro
capitulo introduz os modelos VAR, responsaveis pela modelagem da média condicional,
necessarias a previsao um passo a frente, as quais entram na construcao das carteiras,
tao bem quanto na avaliacdo do perfil temporal apresentado pelo mercado financeiro.
O quarto capitulo aborda os métodos de modelagem da variancia, focando nos grupos
GARCH e SV, igualmente necessarios as estratégias de investimento. O quinto capitulo
introduz a variagao dos parametros dos modelos no tempo via modelos estado-espaco
e filtro de kalman, e motiva seu uso na abordagem Bayesiana. O sexto capitulo trata
de alguns topicos extras para completar os modelos, como a metodologgia proposta por
Koop e Korobilis (2013)) e a ndo menos importante priori de Minnesota. O sexto capitulo
aplica entao os métodos Bayesianos ao caso do mercado acionario brasileiro, fazendo uma
avaliacao dos resultados encontrados via graficos. Por tultimo, o sétimo capitulo monta

estratégias de investimento com base nas informagoes contidas no BVAR.

Para extrair as informagoes contidas neste trabalho de forma adequada, espera-se

que o leitor tenha alguma familiaridade com conceitos matematicos e estatisticos, tao
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bem quanto econometria de séries temporais. Ademais espera-se de forma igual alguma
familiaridade com a teoria em financas, promovendo a correta motivacgao no uso dos

métodos apresentados.
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2 METODOS EM FINANCAS

Este capitulo aborda alguns métodos em financas relativos a montagem de car-
teiras. Para tal, é feita uma breve dissertacao a respeito da moderna teoria em financas
e suas implicagoes, de modo que é dada uma base tedrica que sustente as estratégias
de investimento. A segunda parte do capitulo trata da abordagem feita em [DeMiguel,
Nogales e Uppall (2014) sobre a incorporacao da dependéncia temporal nos retornos de
ativos na estruturagdo dessas carteiras, de forma que a informacao disponivel no VAR,
modelo econométrico capaz de captar essa dependéncia temporal, possa ser utilizada de

forma 6tima. Referéncias adicionais podem ser encontradas em |Campbell et al.| (1997)).

2.1 Capital Asset Pricing Model (CAPM) e carteiras de média-variancia

A moderna teoria em finangas gira em torno do problema da quantificacao do
tradeoff existente entre risco e retorno, o qual o CAPM da base tedrica para que essa

quantificacao seja feita.

O trabalho seminal na édrea ¢ atribuido a Markowitz| (1952)), cujo trabalho empenha-
se na construcao de uma carteira que leve em consideracao o retorno esperado e sua vari-
ancia. Desta forma, o investidor estara interessado em alocar de forma 6tima seus recursos
de forma a maximizar o retorno esperado tolerando um certo nivel de variabilidade neste,

ou em outros termos, o retorno é maximizado dado um nivel de risco aceitavel para ele.

Sharpe| (1964) e Lintner| (1965) mostram que se um investidor tem expectativas
homogéneas e mostram preferéncias na alocacao do portfélio do tipo Markovitz, entao
todos os investimentos conjuntamente, ou também chamado de carteira de mercado, sera
uma carteira do tipo média-variancia. Deste modo, qualquer retorno pode ser explicado

pelo retorno da carteira de mercado, e nasce o CAPM:

E(y:) = y5 + Bi(E(Ym) — yr)

Onde y; representa o retorno do ativo ou alguma carteira montada pelo investidor,
yy representa o ativo livre de risco e y,,, o retorno da carteira de mercado. Os testes em-
piricos desse modelo focam em trés implicagoes, a primeira diz que o termo de intercepto
é zero, a segunda diz que o ; captura completamente a variagao do excesso de retorno,

e por ultimo, que o valor esperado do prémio de risco é positivo.

Retornando ao caso das estratégias de investimento, a alocagdo 6tima do portfolio
de um investidor entao ganha bases tedricas fortes que sustentam o ganho obtido pela
diversificacao em termos de risco diluido. Sob outro ponto de vista, o que ocorre na
pratica é minimizar o risco esperado da carteira, uma vez que predizer os retornos nem

sempre é uma tarefa facil. Na forma algébrica, a alocagdo é dada como:
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mqgnw’E'w
s.aw'p = p,
w'l=1

Fica claro entao que o risco da carteira, dado pelo termo min,, w'3w é minimizado.
A primeira das restri¢des envolve estabelecer um retorno esperado para a carteira, dado
pelo termo p.. Uma vez que essa condicao nao entra na restricao, a carteira ¢ chamada
de varidncia minima, um benchmark na literatura na area. A segunda restricao diz que

100% dos recursos serao alocados no portfolio.

Voltamos a atencao para a carteira de minima variancia, suas propriedades podem
ser vistas de forma mais agradavel quando um investidor tenta alocar seus recursos entre

dois ativos, dessa forma:

011 012 w1
w; W2
021 022 W2

2 2
= w10'11 + 2w1w2012 + w2022

Onde foi usado o fato que a matriz de covaridncias é simétrica. Os termos da
variancia sempre serao positivos, entao essa estratégia atribuird menor peso aqueles ativos
que apresentarem maior o;. Ja para o termo de covariancias, se positivo, entao essa
estratégia tenderd a dar pesos mais negativos para um dos ativos. Caso ambos os ativos

sejam positivamente correlacionados, entdao os pesos de ambos serdao positivos.

2.2 Modelos fatoriais

Ha amplas evidéncias na literatura de que o 5 do CAPM, por si s, ndo é capaz de
explicar todas as variagoes no retorno esperado dos ativos. Deste modo, abre-se caminho
a incorporacao de fatores adicionais capazes de explicar o comportamento do retorno

esperado.

Um dos modelos que surgiram na busca de melhores resultados foi o Arbitrage
Pricing Theory (APT), de Ross| (1976). O APT é um modelo mais genérico que o CAPM
e permite a incorporacao de multiplos fatores. Sua generalidade ainda reside no fato de

que o método nao restringe a escolha dos fatores. De modo geral, ele é dado como:

yi=a; +b.f + e E(e;|f) = 0E(e?) = o?
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Onde f sao os fatores utilizados no modelo.

Um modelo fatorial, j& amplamente aceito, é o proposto por Fama e French! (1996),
o qual estende o tradicional CAPM em duas dire¢oes. A primeira, entao, visa acrescentar
um fator que capte o tamanho de mercado, dado pela diferenca de retornos das empresas
pequenas pelos os retornos das grandes. Uma vez que as empresas menores sao Mmenos
consolidadas no mercado, geralmente seus papéis trazem um risco maior, logo um retorno
maior é esperado. A segunda direcao do modelo trata do indice book-to-market, o qual é
responsavel por dizer em que grau uma determinada empresa esta valorizada no mercado.
Ele é dado pela razao entre o valor contabil da empresa dividido pelo seu valor de mercado,
geralmente dado pelo nimero de agoes que circulam vezes o seu valor. Quando maior
esse indice, sinal de que a empresa esta subvalorizada, entao seu preco tende a subir no
mercado, ao passo que para o contrario, a empresa ja estard valorizada, e seus papéis nao
sao de crescimento. Esse fator, entdo, busca captar a diferenca de retorno entre aquelas

que possuem um alto indice book-to-market por aquelas que apresentam um baixo indice.

Na forma algébrica, o modelo ¢é escrito como:

Y :Oéi+ﬁzm(ym—yf)+B¢SMBSMB+@HMLHML+€i

Onde SM B é o fator do tamanho de mercado, ou Small minus Big, e HML é o

fator de crescimento de mercado, ou High minus low.

2.3 Carteiras de arbitragem

Carteiras de arbitragem sao comumente chamadas de carteiras de custo zero. Sua
estratégia baseia-se em entrar comprado no mesmo montante que se entra vendido, ou

seja, a soma dos pesos dos ativos nesta carteira somam zero.

Duas carteiras do tipo arbitragem sao consideradas aqui, a primeira delas segue
a proposta em Lo e MacKinlay (1990). O autor justifica que se hd uma rela¢do, mais
conhecida do inglés como lead-lag, entre as séries de retornos, ou seja, os valores apre-
sentados por uma podem explicar os retornos da outra, entao essa informagao deve ser
utilizada. Os autores entao justificam a montagem de uma carteira que vende aqueles
ativos que mostraram um bom desempenho e compram aqueles que nao o fizeram, de
forma que possa ser capaz de obter retornos esperados positivos. Essa estratégia baseia-
se no pressuposto de que os mercados apresentam autocorrelagao negativa. O autor ainda
justifica que os retornos semanais do portfélio sdo muito auto correlacionados, resultado
das autocorrelagoes entre os mercados. De modo compacto entao, a estratégia da carteira

proposta pode ser escrita como:
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c 1 —
Wi = _ﬁ(yt - 7,1) (2.1)
1y
Yy = —t (2~2)

n

Onde 1 é um vetor n-dimensional de 1 e 7, é a média de todos os retornos indivi-
duais em t. Como visto, os retornos deste portfélio somam zero, ou em termos praticos, o
volume de ativos que se entra na forma vendida, também o é na forma comprada. A in-
terpretagao dos pesos dessa estratégia entdao é direta, se um determinado ativo apresenta
retorno positivo em ¢, entao a carteira de arbitragem contraria garantird uma posicao

vendida, ou negativa para este em ¢ + 1.

A segunda estratégia considerada segue a proposta de |Pan, Liano e Huang) (2004]),
também chamada de momento, obtida similarmente a carteira de arbitragem contraria,

porém com o sinal oposto:

1
mo _

wy, = ﬁ(yt —7l) (2.3)

1y

- t
Y = — 2.4
== (24)
A diferenca crucial dessas estratégias pode ser explicada pela relagao entre os
retornos dos ativos. Para a carteira contraria, o retorno esperado serd positivo se a
auto correlacao for negativa, uma vez que, se um determinado ativo i apresenta bom
desempenho em ¢, é esperado uma reversao nesse desempenho em ¢ + 1. Por outro lado,
se um outro determinado ativo, chamamos de j, apresentar retorno positivo em t, e ele for

positivamente correlacionado com 7, entao essa estratégia também proporcionara retornos

positivos.

Uma vez que hé a possibilidade de nao haver o cenério descrito, a carteira momento
trabalha de forma contraria, esta considera que ha alguma persisténcia temporal nos
retornos de t para t + 1 quando assume um sinal contrario a carteira de arbitragem

contraria.

2.4 O uso do Vetor Autorregressivo em financas

H4 evidéncias empiricas sobre a dependéncia temporal nas séries de retornos no
mercado acionario, contudo essas evidéncias nao sdo consenso geral, tal como a volatili-

dade auto condicionada, e ¢ negligenciada por grande parte dos autores.

Essa segao tem como base o trabalho de DeMiguel, Nogales e Uppal (2014) que se
propoem a elaborar formas de acrescentar a dependéncia temporal dessas séries através

do VAR, modelo escolhido pela sua caracteristica de ser amplo quanto a modelagem das
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relagoes, pressupostamente lineares, entre os retornos e seus valores passados. O modelo
VAR aplicado neste trabalho é explorado num maior nivel de detalhamento no capitulo

Vetor Autorregressivo.

Os autores partem da premissa que o modelo VAR com um grau de defasagem é
suficiente para captar as relagoes necessarias para a montagem das carteiras, o que torna

a estimacgao dos parametros parcimoniosa do ponto de vista estatistico.

Seguindo seu trabalho, a previsao dos retornos é sempre feita um passo a frente,
nao havendo necessidade de previsao h > 1 passos a frente, uma vez que as carteiras sao

rebalanceadas diariamente. De forma compacta, a previsao feita pelo VAR é feita como:

Y1 = a+ By, + e

Onde y, € R" é vetor de retornos para o periodo t, a € R"™ é um vetor de
constantes, B € R™*" ¢ a matriz de coeficientes angulares e e; € R™ é o vetor de erros,

responsavel pela aleatoriedade no modelo.

Esse modelo diz que a predi¢cdo de um dado retorno de ativo amanha é uma fungao
seu valor assumido hoje e também dos valores assumidos pelos retornos de outros ativos

hoje. todas as relagoes sao lineares e dada pela matriz de coeficientes B.

n
Yitr1 = @i + Biyie + Z Bijyje + €itr1
=L
Onde B;; representa o i-¢simo elemento da j-ésima coluna, os quais assumem os

valores 7,5 = 1,....n.

Em outras palavras, o VAR é capaz de dizer o quao bem os retornos de hoje
podem predizer os retornos de amanha e, com base nessa informagao, montar carteiras
que explorem essa dependéncia temporal, a fim de que o investidor tenha um portfolio

que apresente um desempenho melhor fora da amostra.

2.4.1 Interpretacdo dos coeficientes

Para facilitar a exposicao, suponha que seja montada uma carteira com dois ativos,
chamados aqui de ativo 1 e ativo 2. Suponha ainda que seus respectivos retornos diarios
sejam dados pelo vetor y,. Entao, ao aplicar o modelo VAR sobre essas séries, somos capa-
zes de avaliar quaisquer relagoes lineares existentes entre esses dois ativos temporalmente.

De forma compacta temos:

ytAJrl =a+ Byt
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O simbolo sobre as varidveis e coeficientes (7) aqui quer dizer que, uma vez que
o termo de erro aleatério foi suprimido, estamos trabalhando com os valores preditos,
obtidos pela estimagao dos pardametros a e B. A expressao acima é melhor compreendida

se aberta da seguinte formas:

Y1) _ | @ I B Pz Y(ye
Y(2) 141 a2 P21 Doz Y2t
Ou entao:
Yy = @+ Buyaye + B12Yo) 1Y) 41 = a2 + Ba1yay + B2yo).

Percebe-se entao que todo termo fora da diagonal principal f3;; para todo i # j
em i, = 1,...,n relaciona o retorno de um dado ativo aos valores assumidos pelos
demais ativos hoje, ao passo que todos os parametros da diagonal principal f;;, para todo

1 =1,...,n relaciona os retornos de amanha com os de hoje para o mesmo ativo.

Se ha uma persisténcia temporal para esses retornos, ou seja, ativos que mostraram
um bom desempenho recentemente tendem a apresentar também um bom desempenho
num futuro proximo, entao esses parametros tem que ser positivos e estatisticamente
significantes. Intuitivamente, geralmente os pardmetros fora da diagonal tendem a ser
menores em modulo, ndo sendo uma regra. Eles podem apresentar valores negativos
também, ou seja, se o ativo ¢ teve um bom desempenho hoje, pode acarretar um mau

desempenho de outro ativo j amanha.

Voltemos ao nosso exemplo acima, onde a carteira ¢ composta por apenas dois
ativos. Se (515 e (1 sdo ambos positivos e ainda, se B2 > (21, ha um indicio de que
o ativo 2 lidera o ativo 1. Essa relacao de lideranca esta intrinsecamente relacionada a
precedéncia temporal de 1 sobre o 2. Podemos dizer, em outras palavras, que 2 causa 1,
ou ainda que este tem uma influéncia maior sobre o 1 do que vice-versa. Essa analise é
importante ao montar as carteiras, uma vez que tendo o resultado de 2 em maos, podemos
esperar com maior certeza o resultado que teremos em 1 amanha, porém o contrario nao

pode ser feito com tamanha precisao.

2.4.2 Construcdo de carteiras com base no VAR

Nas proximas secoes serao apresentados duas estratégias de alocagao de carteiras
baseadas no modelo VAR.
2.4.2.1 Carteira de arbitragem com VAR

Essa carteira é similar as ja propostas carteiras de arbitragem contraria e de mo-

mento e surge como alternativa direta a elas ao incorporar a informagao contida no modelo
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VAR para os retornos. Algebricamente:

VAR _

Wiy (@tJrl - gyARl) (2.5)

(a + By, —3;""1) (2.6)

SI—3

Sendo 1 um vetor n-dimensional de 1, entdo 7y 4% = L§/4%1 = L(a+ By,)1 é a
média dos valores preditos de y em ¢+ 1, em outras palavras, 7, é a predi¢do dos retornos

de uma carteira ingénua baseada no modelo VAR.

Note ainda que os pesos de cada ativo na carteira somam zero. Outro ponto a ser
notado é que wY 2, s6 terd um valor positivo para todo ativo i que apresentar um valor
i (t+1)
esperado acima da média, e negativo caso contrario.

Abrindo a expressao [2.6] chegamos na expressao:

VAR A _ LVAR
W(1)t+1 Yuye+1 — Yy
W(2) 41 1 U@y t+1 — U
- .
W () 41 Unyt+1 — Yy

12 proposicdo

Assumindo que y, é um processo estacionario na matriz de covariancias, cujo
vetor de médias, matriz de covariancias e matriz de covariancias cruzadas sao dados

respectivamente pelas expressoes:

= E[yt]
Lo = El(y, — 1) (y, — )]
T = El(y,-, — 1) (y, — 1)']

Onde Ty é positiva definida e B=TTy' e A= pu— Bu = (I — B)u, em que I

é uma matriz identidade em R™*",

a) A carteira de arbitragem com VAR pode ser decomposta na soma de duas ou-
tras carteiras, uma relacionada a dependéncia temporal capturada pela matriz
B, chamamos esse portfélio de w(ry;, e outra carteira relacionada a covariancia
cruzada na média dos retornos, chamamos esse portfélio de w,, algebrica-

mente a relacdo pode ser escrita como:
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w) M = wry +wy,
Onde
1 1'B(y,_; — p)1 1 1'pl
w(r)t:ﬁ (B(yt1—u)— tnl ’w(u)t:g ®— n

PROVA

Da defini¢do para os pesos da carteira de arbitragem com VAR, tem-se que:

1
"UYAR = ﬁ(a + By, — 1'(a + By, ,)1)

Usando-se do fato que a = (I — B)u, a substituigdo pode ser feita:

1
w/ "=~ (I = B)u+ By, ~ 1'((I - B)pu+ By,1)1)

Isolando os termos que contém B:

1 1'B(y, ; — p)l 1'ul
thAR—n<B(yt_1—u)— <tn1 L -
1 1'B(y, ; — p)l 1 1'ul
=<B(yt_1—u)— Wiy )>+<u—
n n n n

= W)t + W)t

b) O valor esperado da carteira pode ser escrita como:

Elw!*™y, || = E[(wry: +wie)y)] = Elwiry,y) + Elw,,y] (2.7
Onde
(05T, 1T, 1
Elwp,y,] = 1n° e n% >0  Elwy,y,]=0*(p) >0

PROVA
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A primeira parte da prova compreende achar a forma analitica de F [w’(F)tyt],

para tal, ¢ usado o fato que Elw(r) 4] = Elw(r),,(y, — p)], entdo:

Elwp), (y, —p)] = E [711 (B(yt_l —p) - UB(y: - ml) (Y, — u)]

=B (Y1 — 1) B'(y, — )| + ;E [V (g — )'B1) (y, — )|
=8 [ir ((ys — 0B (g, — )]+t (BAVE )
=[x (B, ~ )y, — )] + 5 (TIBY)

_ tr(MCy'Ty) 1T Tl
n n?

Usando do fato que B = I'\T';!, entdo podemos concluir que Elwpy, (Y, —
p)] =0

A segunda parte da demonstragao consiste em calcular:

n
1 Vp1)
=—|\p—— ] n
n n
=0o*(u) >0

A primeira parte desta proposicao diz que o carteira de arbitragem com VAR
pode ser decomposta em outras duas, igualmente de arbitragem. A primeira, chamada
de w(r),, ¢ responsavel por dar os pesos relacionados a persisténcia temporal, a qual é
relacionada a matriz de coeficientes B. Esse portfélio da pesos positivos aqueles ativos
que mostraram um bom desempenho em excesso recentemente frente ao excesso de retorno
na média incondicional, descrito entao pela subtragdo do termo B(y,_; — p) pelo termo

1'B(y,_, — p)1/n, pesos negativos ocorrem para o contrario.

O segundo portfélio, chamado de w,), explora a variancia cruzada existente nos
retornos incondicionais. Essa carteira da pesos positivos para aqueles ativos cuja média
incondicional do retorno esta acima da média de uma carteira ingénua, e pesos negativos

caso contrario.

Ja a segunda parte da proposicao diz que o valor esperado da carteira wr); de-
pende apenas das matrizes de covariancia e covariancia cruzada I'y e I'y. Essa parte da

proposicao é importante no que assegura um retorno estritamente positivo para a carteira

w) A exceto quando o retorno incondicional de todos os ativos sdo idénticos, o que iguala

a carteira ao retorno de uma ingénua, para esse caso, o retorno esperado de w; 4% é 0.
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Em contraste com as carteiras de arbitragem contraria e baseada no momento, a
carteira de arbitragem com VAR assegura um valor positivo esperado do retorno. Esse
fato advém da vantagem de que esse portfélio explora a autocorrelagao, tanto quanto
a correlagdo cruzada entre o retorno dos diferentes ativos, independentemente se ele foi
positivo ou negativo. Ja para a carteira de arbitragem contraria, o valor esperado sera
apenas positivo quando a autocorrelagao for negativa e a correlacao cruzada for positiva.

Ao passo que, para a carteira de arbitragem em momento, ocorre quando o contrario.

A relag@o entre a carteira de arbitragem baseada no VAR e as outras duas estd
justamente na estrutura completa da dependéncia temporal entre os retornos que a matriz
de coeficientes B da. Enquanto o VAR garante que a carteira possa trabalhar com todos
os elementos dessa matriz, ou seja, todas as relagoes lineares existentes entre os ativos,
as outras duas carteiras assumem que o B é na verdade uma matriz diagonal onde todos
os elementos nao nulos sao iguais, algebricamente, elas assumem que B = al, onde I é

uma matriz identidade n-dimensional e o é um escalar.

22 proposicdo

Sob as mesmas suposi¢gdes que embasam a primeira proposicao, a segunda diz que
a carteira w(r); ainda pode ser decomposta na soma de outras duas, uma relacionada
as auto covariancias, chamamo-la de w?r)t, e outra relacionada as covariancias cruzadas,

aqui descrita por w(cf)t. Entao:

W(rye = Wty + Wiy,

Onde

1 1'Bo(y, { —
'wg“)t o Bo(y,.1 —p) — ( ;l : )1 (2.8)
1 ]-IBC Y1 — KL
why = L (Boty,, —w - TP =1, (29
PROVA

Abrindo a matriz de coeficientes B, podemos decompd-la na soma de outras duas,
chamadas de Bp e B¢. A primeira do lado direito explica as auto covariancias e a
segunda explica as covariancias cruzadas. Para acha-las, basta decompor a matriz I'; na
soma de outras duas, uma com elementos diagonais e outra contendo apenas elementos

de fora das diagonais
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i Y1 Y12 --- Vin
r— 7?1 7?2 . W?n
L Tl Yn2 -+ Tnn
[y 0 ... 0 0 72 - Yin
0 72 ... O Yo 0 oo e,
= . . A B . .
L0 0 o Yan Yol Vo2 ... 0

= diag(T";) + (T — diag(T1))

Entao a matriz de coeficientes deve ser decomposta da seguinte forma:

B' =T (diag(T") + (T — diag(T1)))
= I‘aldiag(I‘l) + I‘51(I‘ — diag(T))
= By, + B¢

Tendo em vistas a definicao da carteira wr),:

1
wmye = — <B<yt1 —p) -

n

1'B(y; ; — p)l
n

Entao segue que:

B(y,.1 — ) —

£
!
=

I

1'B(y,, — p)1
n

(Bo+Bo)(y,y — 1) —

1'Bo(y; , — 1)
n

1'(Bo + Bc)(y,—1 — N)1>

B0<yt—1 - N) -

g 3I— 3= 3

’QO N N N

1) 1 (BC ey VBl ) 1)

n

+
S
EQ

2.4.2.2 Modelos fatoriais

A anadlise de componentes principais, como ja definida anteriormente, busca iden-
tificar quais componentes podem explicar as varia¢des que ocorrem num dado conjunto de
retornos, para o caso presente. Especificadamente, a habilidade do VAR em gerar valores

positivos esperados para a carteira nesse modelo baseada, pode ser explicada através da
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analise de componentes principais, os quais sdo capazes de predizer quais ativos mostrarao

desempenhos bons e ruins no dia de amanha.

A parte algébrica dos componentes principais serd estendida mais criteriosamente
no capitulo tépicos adicionais, por ora, para compreender o funcionamento, basta supor

que a matriz de covariancias dos retornos pode ser decomposta da seguinte forma:

Ty = QAQ

Em que Q é uma matriz ortogonal, cuja definicao de ortogonalidade segue o cri-
tério QQ = I. As colunas de @Q também sdo chamadas de componentes principais. Ja
Ay é uma matriz diagonal cujos elementos representam as variancias dos componentes
principais correspondentes. Nao hd um consenso sobre a escolha desses componentes
principais, existem varias abordagens a respeito, algumas mais utilizadas em financas.

Matricialmente temos:

Qi Q12 --- Qin A 0 ... 0
Q- q'21 q?z Q?n Ao O /\‘m O
n1 4n2 --- Qnn 0 0 e )\nn

Usando-se desse resultado, o modelo VAR trabalhado até entao pode ser reescrito

de forma que:

Y1 = A+ BQQY, + Eiyy (2.10)
— A+ Bp, + Eip (2.11)

Onde:

p, = Q'y,B = BQ

O vetor n-dimensional p, corresponde entao ao retorno dos componentes principais,
e B, a matriz de coeficientes expressa pela matriz de covariancias desses componentes

principais. Segue entao a terceira proposicao:

32 proposicdo

Sob as mesmas hipdteses que sustentam a primeira proposicdao, o valor esperado
da carteira de arbitragem com VAR pode ser escrita na forma de componentes principais

Ccomao:
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/ -1
Elw! 4%y, = Z/\ var(B;) + o*(u)

Onde o indice j indica a j-ésima coluna em B e o j-ésimo elemento da diagonal

de A.
PROVA
Da definicao do valor esperado para a carteira de arbitragem com base no VAR
temos:
/ rr,'r 1T T, 'T1
phwf iy = O D) ARE T
n n

Substituindo B = T';'T; e T'; = BT, chegamos na forma:

tr(B[\B 1BT,B'1

Elw;*y,] = k(1)

Substituindo I'y = QA(Q na expressao acima obtemos:

tr(BQAQB) 1’BQA,QB’'1 +o%(u)

E[wYAR,yt] n ng
tr(BAcQB) 1BQA,QB'1
_ I"( OQ )_ Q ;)Q _'_‘72(“)
n n
~ 2 A A
. /\,B.. )\BZB .
_Z k Zz] JnQJ k]—|—0'2([,l,)
Z Aj Bw Bkj) +0%(p)
0,5,k
—ZA B, (B ZBU/N + o?(p)

Usando do resultado ,(3; Bi;/n)(Bi; — (¥, By;/n)), entdo:

Elw{ % y,] Enjx i(Bz’j - (Z Bi;/n))* + o (w)

Z var(B;) + ()

J

1
n
_n-—

Intuitivamente essa terceira proposicao mostra que altos valores assumidos pelas

variancias, correspondidos pelos valores A;, multiplicados pelas correspondentes colunas
de B produzem altos valores esperados para a carteira wVAR. Em outras palavras,
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quanto mais a variagao do j-ésimo componente principal, maior sera sua predi¢ao sobre os
retornos de amanha, e mais serd o retorno esperado para o portfélio. Logo, a variacao dos
componentes principais nos servem de indicios para quais ativos devem ser selecionados a
fim de que se tome uma posicdo comprada ou vendida, para o primeiro caso, os maiores

valores esperado do retorno de amanha, e os menores para o segundo caso.

Ha ainda outras abordagens dentro da anélise de componentes principais que nao
o VAR. Uma alternativa é o modelo de regressao fatorial miltiplo, como exemplo, te-
mos extensivamente utilizados na literatura os fatores elaborados por Fama-French ja

abordados. Algebricamente a relagao ¢ escrita da seguinte forma:

Y1 = Al + Bfft + E{+1

Onde A’ é um vetor n-dimensional, distinguindo-se do anteriormente utilizado
pelo sobrescrito f, indicando que se trata de um modelo fatorial agora. Igualmente temos

essa relacdo para a matriz de coeficientes B’ e o termo de erro aleatério Ef 41

Com base nesses fatores, (DeMiguel et al.) mostra que é possivel também construir
carteiras de arbitragem baseadas nestes. Considere agora a seguinte carteira, cujos pesos

sao dados pela relacao algébrica:

1 _
wl,, = ﬁ(Af +B'f, —y{1)
Onde Af + BYf, = 4,.,+ é o valor predito dos retornos dos ativos através do

modelo fatorial, e 7/ = (A7 + BY£,)'1/n é a média dos valores preditos pelos fatores.

4% proposicao

Essa proposicao equivale a terceira, porém agora a matriz de covariancias Fg =
E[(f; = u)(fi = p')] refere-se aos fatores e nio mais ao retornos dos ativos como

outrora. A terceira proposicao pode entao ser facilmente modificada de forma a obter:

/ n - ]_ n A f
E['wz/AR Y = - Z )\fvar(Bj) + o2 (p)
J

Onde o indice j indica a j-ésima coluna em Bf = B’Q e o j-ésimo elemento da

diagonal de A’. Com todas as propriedades e demonstracdes mantendo-se constantes.

A interpretacado mantém-se igual, com ressalvas de que agora trata-se da capa-
cidade dos fatores, quanto a sua variacao, em predizer o retorno dos ativos no periodo
seguinte. De outro modo, a variacao dos fatores, sendo estes nao correlacionados, tem que

ser boa o suficiente em predizer quais ativos terao um bom desempenho amanha, dada
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a variacao hoje dos fatores, e assim construir a carteira dando peso positivo aqueles que

apresentaram um bom desempenho hoje e negativo caso contrario.

2.4.2.3 Carteira de média-varidncia com VAR

Essa carteira é similar a carteira tradicional de média-variancia, com ressalva de
que agora se utiliza das informagcoes disponibilizadas pelo modelo paramétrico VAR, o
qual é capaz de oferecer estatisticamente a média dos retornos de amanha condicionada
aos retornos apresentados hoje. Sob a suposicao de que o retorno dos ativos segue um
processo estocatico linear do tipo VAR(1), entdo a carteira de média-varidncia pode ser

escrita como:

1
min  w XV Pw — —w'p
w

Onde novamente v é o grau de aversio ao risco do investidor. Agora, p'4%
¢ o vetor de médias condicionais do retorno dos ativos do periodo seguinte, dado por

VA EVAR

pVA = A + By,. A matriz de covariancias é dada pela expressao:

1 & /
EVAR:; Z (y,—A—- By, ,)(y,— A— By, ,)

t=T—71+1
2.4.2.4 Carteira de média-varidncia com NAR

Um dos pressupostos que embasam o uso do modelo VAR é que a relagao temporal
entre o retorno dos ativos é linear. O modelo nao paramétrico autorregressivo utilizado
em (DeMiguel et al.), chamado de NAR, é uma alternativa a esse pressuposto. De modo
geral, modelos paramétricos exigem que sejjam impostas diversas restrigoes sobre o com-
portamento dos dados no que tange ao seu processo estocastico. Por exemplo, para o
caso exposto até entdao, foram impostas restricoes de que o processo é linear e segue o
modelo VAR(1). Para que haja a estimagao do conjunto de pardmetros @ = A, B, ¥, é
necessario saber de antemao a distribuicao do termo de erros aleatérios E. Os resultados
apresentados até entao tem como base uma distribuicao de probabilidade normal, o que

se aproxima bem do que é observado empiricamente.

Essas suposicoes podem ser, por vezes, demasiadamente restritivas, entao os mode-
los ndo-paramétricos surgem como uma alternativa mais flexivel, em que os dados "falam

por si préprios", nao havendo a necessidade de estimacao dos parametros.

O modelo nao-parametrico em questao é o NAR com a tecnica de regressao co-
nhecida como regressao de vizinhanga mais perto. Na pratica, essa técnica trabalha com

janelas moveis, ou seja, através da coleta do retorno dos ativos num periodo de k dias de
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cotagao passados, sao calculadas ambas média e matriz de covaridncia amostrais e, com

base nestas, a carteira de média-variancia pode ser calculada.

A média amostral do retorno com base nos k dias passados é escrita algebricamente

COIMo:

1k
HNAR = 7 Z Y
i=1

E entao a matriz de covariancias pode ser calculada como:
1 k
SR =S (g, — WA (g — AT
i=1

Com esses dois conjuntos de dados, montar a carteira de média-varidncia torna-se

direta através da substituicao dos mesmos na expressao dada anteriormente, a saber:

) 1
min  wSNARy, _ Ly VAR
w

s.a wl=1
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3 DISTRIBUICOES DE PROBABILIDADE

Esse capitulo tem um carater mais técnico estatistico e objetiva introduzir as
distribuicoes de probabilidade utilizadas nesse trabalho, discorrendo sobre algumas de
suas propriedades, visando a correta motivacao de seu uso na inferéncia Bayesiana, a ser

dissertada com maior grau de detalhamento nos capitulos posteriores.

Com um foco didatico, entao inicialmente sdo abordadas as distribui¢oes densidade
probabilidade, ou f.d.p. univariadas, ou seja, quando ¢ atribuida uma distribuicao de
probabilidade a apenas uma variavel aleatéria, ou v.a.. Essa forma foi escolhida pois, uma
vez que trabalhar com as f.d.p. para apenas uma v.a. é mais intuitivo, a relacdo existente
entre elas pode ser verificada de forma mais facil. O segundo momento do capitulo, entao,
estende essas mesmas distribuigoes para suas respectivas versoes multivariadas, quando
as v.a.s nao sao mais modeladas individualmente, porém conjuntamente, e passam a ser

vetores aleatorios.

3.1 Distribuicoes univariadas

A seguir serdo abordados diferentes tipos de distribuicdo de probabilidade que
serao utilizadas ao longo do trabalho. Por simplicidade inicialmente serao vistas na sua

forma univariada.

3.1.1 Distribuicao normal

Essa é a mais simples dentre as versoes da normal gaussiana, ¢ de interesse
apresenté-la pois fornece uma visao basica da forma funcional das normais, uma vez que
as demais formas sao meramente uma extensao desta. Esse tipo de distribui¢ao depende
de dois tipos de parametros, também associados aos dois primeiros momentos populacio-
nais, o primeiro deles é a média u e o segundo é a variancia em torno da média o2, sendo
ambos finitos e o segundo estritamente positivo. Supondo um valor y € R e, sabendo que
este advém de uma populagao com distribuicao normal, a probabilidade de que y assuma

um valor dado é entao representado pela f.d.p.:

_ 1! (y —w?
f(y|/L7 U) - \/W exp <_w> (31)

Por vezes, é de interesse assummir que a média e a variancia tenham valores 0 e 1
respectivamente. Quando tal, chamamos a distribuicdo normal de padrao e ela assume a

forma:

fly,pm,0) = \/127 exp (—‘Z) (3.2)
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3.1.2 Distribuicido Gama

A base da distribuicao de probabilidade Gama ¢é a funcao de mesmo nome, definida

COomao:

Essa fun¢ao possui algumas propriedades que podem ser de interesse ao se traba-

lhar com essa distribuicao:
Propriedade 1 T'(a + 1) = aI'(«a)

PROVA[

MNa+1) = /0 u®e "du integrando por partes,

— _yle U

- + a/ u e du
0 0
= al'(«)

Propriedade 2 I'(n+ 1) = n! para todo nimero inteiro positivo n.

PROVAZ

I'(n+1) =nl(n)
=n(n—1IC'(n-1)
=n(n—1)(n —2)['(n —2)

(
=n(n—1)(n—2)...2I'(1) = n!
Propriedade 3 I'(1/2) = /7

PROVA

a) Inicialmente, deve-se substituir u = v? e depois a por (1/2):

I'a) = 2/ v e du
0

1 o)
(=)= 2/ e du
2 0

. — oo, — . .
L Foi usado o fato que —u®e “ly €0, uma vez que quando utooco, e~* converge mais rapidamente a 0

que u®

2 Foi usada a integral I(1) = [(“ e du=—e " [" =1
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b) Trabalhar na forma quadratica da fungao:

= ] )
pf eal e

- 4/ /e’(”2+w2)dvdw
00

c) Fazer a transformagao do cartesiano em coordenadas polares (r, ). Para
tal, substituimos v = rcosf e w = rsind, com r € [0,00( e § € [0,F]. O

Jacobiano entdo tem a forma:

ov ov .
v ot cosd@ —rsinf )

JJ| =] or 26 =] = r(cos® 0 + sin®6) = r
> 5 sinf rcosf

Entao reescrevemos como:

™

2

4//6 W) qydw = 4 /re’r )drdd
00 0

([ / : d@] oo?“e_rzdr]
m [ _mf ezdz]

—m0—1]=m

Il
W

4

d) Como o termo I'(3) foi elevado ao quadrado, tiramos a raiz do resultado

acima e a prova esta completa.

Dividindo o integrando da func¢ao gama pela propria funcao gama, garantimos que
a integral no intervalo [0, co( seja 1. Deste modo, a fun¢ao de probabilidade gama pode

ser expressa algebricamente:

M’ 0<u<oo
f(u) = { T (3:3)
0 u <0

A distribuigdo gama, como apresentada, possui um parametro « que é responsavel
por dar a forma a distribuicdo. Ao acrescentar outro parametro, fazendo y = [fu e
substituindo essa parametrizacao da equagao dada, a f.d.p. gama fica com a forma:

)= C 0<y<oo, a>0, B3>0 (3.4)

fla, B
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O novo parametro 8 é conhecido como parametro de escala, uma vez que este é
responsavel pela dispersao da distribuicao.

A funcao geradora de momentos da distribui¢ao gama é importante para relacionar

os momentos desta distribuicdo com os de outras advindas desta. Algebricamente, ela
toma a seguinte forma:
My (t) = (1— Bty (3.5)

PROVA

o yle” dy

My(t):/o T
I S R PEE
= F(a)ﬁo‘/o y eV E Ty

e

1 o 1— Bt
—F(a)ﬁa/o y*exp —y< 3 ) dy
1/c

Considerando que a integral acima faz parte de uma distribuicdo gama, a mani-

pulamos de forma que:

1 o0 1 Y
— a— _Cd :]_
g Jy VI

/0 y*lemedy = T'(a)B°

Fazendo a devida substituicao, encontramos:

: )“:(1_Bt)_a

M) = @5 (125

A f.d.p. gama é muito util porque é uma distribuicao flexivel, capaz de gerar
Nao é muito dificil ver que, se

diversas outras distribui¢oes populares na estatistica.
(r —u) =y ~ N(0,0?) entao a distribuicio de y? pode ser obtida através da gama

quando colocamos os parametros de forma a = 1/2 e o de escala § = 2:
(3.6)

_1
i = N~ (,0?)

1
[(yla = 5,5 = 20°) = NN
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3.1.3 Distribuicao qui-quadrado

A distribuigao qui-quadrado com n graus de liberdade (x?) é importante por rela-
cionar a distribui¢do gama com a normal. Considerando-se que y ~ N(0, 1) é uma normal

padrao, a distribuicdo de Y2 é entdao derivada com(ﬂ:

By =p(Y? <y) = p(—T <Y < V)

Wl s
= e 2
RN TRYPA
1 VI 2
= e~z dt

V2w Sy
0
2 = —Fyo
1 0 (v _2
— = [ et
V21 0y J-

1 [ 1w ( 1 ) _<é@2]
= —|—=¢ —|—-==e
V2r 2V 2V

2 1y b

(3.7)

Através de , chegamos a distribuicio x?%, o que equivale a dizer que a distribuigao

qui-quadrado com 1 grau de liberdade é uma gama com parametros F(%, 2).

Se somarmos n variaveis y independentes e identicamente distribuidas pela normal
padrdo, y; ~ n(0,1) e, seja W = Y7, y?, a distribuicio de W é dada entdo pela qui-

quadrado com n graus de liberdade, W ~ 2.

PROVAH

My (t) = Mya(t) x Mya(t) x ... x My (1)

Da distribui¢do gama, sabemos que sua funcao geradora de momentos tem a forma
M, = (1 — Bt)~“, substituindo os parametros pelos da distribuigao x?, temos que M,> =

(1—2t)"2, entdo a f.gm. de W pode ser obtida diretamente:

3 Para a demonstragio, ¢ utilizada a propriedade que, se F(r) = is(gj;)f(t)dt7 entdo F'(z) =

s'(x) fls(x)] — i’ (z) fi(2)]
Usa-se da propriedade que, sendo z e y varidveis aleatérias independentes com suas respectivas f.g.m.
M, (t) e My(t) e sabendo que E[f(z)g(y)] = E[f(z)]E[g(y)], a f.g.m. da soma z + y é obtida como:

My (t) = E["CH9)] = Ele!e!] = Ele]Ble] = M, (t).M,(t)
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My(t)=(1—2t)"2(1—2t)2...(1—-2t)2=(1—2t)"%

Xn

O resultado obtido em equivale dizer que a W ~ I'(%,2), o que na verdade é
uma distribuigdo x? com n graus de liberdade:
Wile=%
r(2)2%

Uma importante aplicacdo da distribuicio x? na inferéncia bayesiana ocorre da
distribuicdo a priori da variancia. SupoOe-se que y; sejam variaveis aleatorias i.i.d.N ~
(i, 0?) para todo i. Padronizando-as como z; = (y; — p)/o temos que z ~ N(0,1) cuja
distribuicao de Y 1

relagdo, o primeiro trata-se da relagdo entre a varidncia e a distribuigao y2, essa relacio

" 22 é uma x2. Dois resultados interessantes podem ser retirados dessa

pode ser descrita algebricamente:

(y2 — M)2
0-2

(yl - ,U)2
o2

2 n
o 1
i o+ (Yn — ) _ Z 22
O que leva diretamente ao resultado que w = Y1, 22 ~ o?x?(n).

2

O segundo resultado relaciona a varidncia o* a distribuigdo I'(«v, 3), aqui, nova-

mente temos que:

_ )2 02 2
(11 2#) N (12 2#) R (Yn — 11)
ag o

Pode-se rearranjar a expressao acima fazendo 1/0% = 72. O novo parametro 72 é

também conhecido como parametro de precisao, uma vez que ele é o inverso da variancia.
A relacao fica clara quando atribui-se & o2 valores extremos, quando a varidncia ¢ baixa,
0% — 0, entdo a precisao quanto ao valor de y é alto, alternativamente, quando a variancia

é alta, 02 — 00, a precisao é baixa:

2 tem f.d.p. x*(n), cuja f.g.m. é M, = (1 —2t)"2. Como

na estatistica € comum atribuir média 0 ao termo de residuos €, podemos simplificar o

Sabe-se que w = Y7 | 2

problema de modo que w = s, em que s é a soma dos residuos de modo que:

3 ~ . 2
Através da expressao acima, chegamos que s ~ I'(3, 5-).
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PROVAPI

Mi(t) = MTE% X MTE% X ... X M2
= (1—27%)"2(1—27%)77 .. (1 —27%) 2
— (1—(2%)t) "3

Da f.g.m. temos que M, (t) = (1 — ft)~“, entdo concluimos que a expressao acima
tem uma distribuicdo I' ~ (v = %, f = 27°):
1 S

n__ __Ss_
§27 e 272

O rgen

De acordo com os resultados anteriores, s pode ser considerada uma amostra, pela
qual ¢ feita a inferéncia estatistica sobre a real varidncia, dada pelo pardmetro o? = }2
Na abordagem bayesiana, essa logica ¢ invertida, uma vez que atribui-se uma distribuicao
de probabilidade ao real parametro do modelo, através da distribuicao priori. Deste
ponto de vista, é natural que, sob a hipotese de normalidade dos residuos de um modelo
arbitrario, o~2 seja distribuido pela I' (5,20), onde v e § sao dadas antes da observacao da
amostra, representando o conhecimento a priori do pesquisador sobre o comportamento

dos parametros:

|4

-9 Z
072 ~T(,20)

3.1.4 Distribuicdo gama inversa

Os resultados anteriores levam a distribuicdo de o072, eles sdo importantes para

2 o parametro de precisdo. Por vezes, é

o caso quando reparametrizacio é feita para 7
melhor atribuir diretamente uma distribuicdo & variancia o2, o que nao convém trabalhar

com a distribui¢do I'. A alternativa entdo é usar sua inversa de forma que o2 ~ il'(5, 20).

Para tal, é necessario usar de algumas propriedades de func¢oes. Seja x uma variavel
continua com f.d.p. f, no dominio X. Suponha que y = g(z) seja uma fun¢do monétona

com inversa e derivada continua em ), para ) =y : y = g(z), entdo parra todo y € Y:

fo) = folg™' () ‘jyg‘l(y)

5 E utilizada a propriedade da f.g.m. que, sendo z uma v.a. e y = a + bz, entdo:

M, (t) = Elet] = E[e!@+%)] = e B[] = ¢ M, (bt)
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Usando desse resultado, a obtencao da f.d.p. gama inversa é direta, seja a funcao

gama dada pela seguinte expressao:

flzlo,f) = ———, 0<z<00, a>0, >0 (3.8)

Se g(z) = y = 1/z, temos que g '(y) = v = 1/y e a substituicio pode ser feita

diretamente em f,, a qual é dada pela distribuicao gama, a lembrar:

@B )
= o) p{ y } (3.9)

A expressao[3.9]¢é a distribuicdo Gama inversa, também escrita de forma compacta

como y ~ iG(a,1/5). O calculo dos momentos pode ser feita simples, fazendo = ~

iG(a, B):

E(z") = I‘B(a)/o a"pm ! exp(—f)dx
B[ nea B
= o) /0 x exp(—;)dx
_ b [ —n)
[(a)  po
_ §Ta-n)
(a—=1)...(a = n)I'(a—mn)
__ "
i1 (o —1)

A média desta distribuicao é dada se a > 1:

_ B
E(zx) = 1
se a > 2, entao:
_ ia
B = D=y

e entao a variancia pode ser calculada da seguinte forma:
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Var(z) = B@?) = B(x)” = 1)ﬁ2<a —2)

Para o caso anterior onde estdvamos interessados na distribuicao priori de o2,

porém foi resolvido para o~2. Agora podemos reescrever de forma que o2 ~ il'(v/2,2/w):

s %072(%“) o2
fo?) - (5/29) . {( /2)}

M) ;

3.1.5 Distribuicdo t
Se Y1, Ys, ..., Y, sdo varidveis aleatérias i.i.d.N ~ (u,0?), esejam Y = n~1 37 | Y]

eS=(n-1)"13",(Y; — Y)? estimadores amostrais de p e o2 respectivamente, entao:

Y —p

~tn_1
S/v/n
PROVA

YL~ N(0,1), (";712)32 ~ X ,eZe (";712)52 ~ X2_, sdo

Sabendo que Z = NG

independentes, entao:

Y—u Y—u ==

T _oNn o _ Y —p
n-1s  Slo  S/\/n
o2(n—1)

Onde T é distribuido pode t com n — 1 graus de liberdade.

Para derivar essa forma de distribuicdo, considere uma variavel aleatoria normal

padronizada Z ~ (0,1) e seja U outra variavel aleatéria distribuida como U ~ 2, suas

distribuicoes podem ser escritas respectivamente por:

TERTORE S (Y (1) (3.10)

[V

)

D=

z2
f(z) = \/%6_7 g(v) = r(lg) (
A f.d.p. conjunta pode ser escrita multiplicando-se ambas as distribuigoes f(z)g(v):

22

1 1w vy v _22
fZ,U(Zau) :7(5)5/“5 16 2e 2](0700)('&)

V2rl(3)

As seguintes transformacoes devem ser feitas:
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Y=U = U=Y=hmn{T)

Z Y
T = = Z=Ty\> =h(Y,T)
Ulv v

Diferentemente da ultima subsecao, essa transformacao tem mais de uma variavel,

entao é necessario recorrermos a matriz Jacobiana da transformacao J, cujo determinante

¢ dado por:
Ohy  Ohy /Y T Y
J|=| T o | = vy | —
Ohy  Ohg
oT Y 0 1 v

Fazendo as substituiges diretamente em f7 (2, u) obtemos:

vt = (T L (2

=== )2 %_16_%6_;iyf
“Vearrm \2) Y (02)(0)

Integrando a expressao acima em relacdo a y obtém-se a distribui¢cdo marginal de

t:
1 1 3 oo v 1 1 t
e — — 5+5—1 _7(1+V)y[
0= o) <2> /0 yee e (0.00)(w)

() 1 <1+t2>_2 (3.11)

A expressao [3.11] é a distribuicao ¢ com v — 1 graus de liberdade.

3.2 Distribuicoes multivariadas

Na secao anterior foram introduzidas as principais distribuigoes utilizadas nesse

trabalho, sendo que todas elas foram apresentadas na sua forma univariada, ou seja,
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quando leva-se em consideracao a distribuicao de uma tinica variavel. Atente que, mesmo
para o caso quando estuda-se a distribui¢ao x2, a varidvel em questao é tinica e dada pela,
soma de n outras variaveis, w = >_I' ; y;. Em economia, dificilmente sao feitas inferéncias
sobre uma unica variavel independente, é comum que se trabalhe com diversas variaveis
conjuntamente, onde uma relaciona-se com a outra através de uma distribuicao de pro-
babilidade. Para tal, é necessario que as distribui¢oes univariadas sejam estendidas para
suas respectivas versoes multivariadas. As proximas se¢oes tem o objetivo de expandir as

f.d.p. apresentadas nesse sentido.

3.2.1 Distribuicdo normal

A compreensao do comportamento da f.d.p. normal multivariada fica mais clara
partindo de modelos mais simples, como para o caso de processos estocasticos univariados.
Para esses processos, ¢ comum modelar a variavel y; de acordo com os valores assumidos
por ela mesma temporalmente, para t = [1,2,...,7T]. Simplificando ainda mais, partimos
do pressuposto que y; é observado em dois periodos de tempo distintos v, y2. Podemos
entao construir uma distribuicao normal bivariada de modo que possamos construir uma

distribuicao conjunta para as duas v.a..

Se y; e Yy, sao eventos independentes, entao a distribuicao conjunta é dada por
f(y1,y2) = f(y1)f(y2). Para o caso em que nao sao independentes, devemos subtrair a
correlagao existente entre os dois eventos de forma que f(y1,y2) = f(y1)f(y2) —cov(yr, ya).

Aplicando esse conceito as f.d.p. das v.a., derivamos a distribuicao conjunta como:

1 77@1;‘51)2 1 77@2;’;2)2 1 _ _(w1—p)(ya—po)
, = e 71 X e 72 — —————— ¢ 2(2012)=2(012021)
Flun,3e) 202 \/ 2702 2m\/0102
_ 1 exp{_012(yl—M1)2+Uz2(y2—ﬂz)2—011021(y1—ﬂl)(yz—u2)}
27T\/ 0%03 — 012021 2

Reescrevendo O% = o1l e 03 = 092, e sabendo que 012 = 031 a equagao acima

pode ser colocada matricialmente como:
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Tomando o exemplo acima, se nao houver correlagao temporal entre y; e y,, subs-
tituimos 012 = 091 = 0 e a matriz ¥ torna-se diagonal. Para o caso em que as v.a. y; e
Yo sdo retiradas da mesma populacio com média p e varidncia o2, entdo os elementos da

diagonal de X sao idénticos.

A f.d.p. em pode ser facilmente estendida para o caso em que sdo observadas
T v.a. y;. Para o caso em que T' > 2, nao podemos visualizar a distribuicao, porém esta
mantém a forma genérica apresentada, sendo que a matriz ¥ passa a ter dimensao 7' x T

e o vetor y dimensao 7.

1

f(y17y27"'7yT): T

oty Y o

A mesma anélise pode ser feita para o caso em que as T observagoes sao nao
correlacionadas temporalmente, neste caso, a matriz ¥ toma a forma diagonal com o;; = 0
para todo ¢ # j. Acrescentando o pressuposto de que é um processo estacionario e
homoscedastico, ou seja, a variancia populacional mantém-se constante ao longo do tempo,
tal como sua média, reescrevemos a distribuicio de forma que y ~ N(u,0?I), em que I

é uma matriz identidade de dimensao T x T'.

O tipo de distribuicao apresentada tem um formato util para processos estocasticos
multivariados. Suponha que agora temos n v.a. y,, comn = 1,2,..., N, observadas T’
vezes ao longo do tempo ¢. Uma forma comum de estimarmos a média de y,, ¢ empilhando
as T observacoes de y1, depois as 1" observagoes de yo; € assim por diante até a n-ésima

variavel 1y,

Yy

Ys
Y run) = ) = vec(yYy,)

Yn

A f.d.p. conjunta de Y é entao escrita como:
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)= e (v )
Sn S . T |
:(27r)7€N Yo1 2on ... Yoy
YIN XN ... XNN
Sy S .. Sy 1 (y, — py)
o [ W= ) Wh—p) . vy ]| TR || W)
YIN XIN ... XNN (y?v—ul)

Essa forma é muito comum na estimacao do conjunto de parametros 6,, = (fn, Lpm)
paratodon=1,2,.... Nem=1,2,..., N.

A interpretacao das matrizes X, é a mesma para o caso do processo univariado,
salvo que agora temos o mesmo arranjo N vezes para o bloco matriz diagonal, onde
as restricoes quanto a estacionariedade e homoscedasticidade podem ser mantidas. As
demais submatrizes ¥, para todo n # m podem ser interpretadas como as relagdes
temporais entre as N variaveis ;. Por exemplo, tomando a submatriz >3, a ¢-ésima é
dada pela covariancia entre y; no tempo t = ¢ com todos os t = 1,...,T da variavel
y3. De modo similar, a coluna j-ésima de ;3 contém todas as covariancias de y; para

t=1,2,...,T de acordo com o tempo t = j para ys.

Em economia, comumente sdo confrontados dados objetivando verificar relagoes
existentes entre si. Para dar continuidade ao tratamento da f.d.p. normal multivariada,
suponha o seguinte modelo de regressao linear univariado y;|3, X;, em que X, é um

conjunto de n variaveis explicativas e B seus respectivos coeficientes angulares:

v =X 8+ e

Esse modelo pode ser reescrito como Y = X3 + E onde:

a1 11 T21 ... Tpl Bi €1

Y2 T12 T2 ... Tp2 52 €2
Y=|  |(X=| . . B=| . |E=

Yyr it Tor ... TnrT 57;, er

Sob a suposi¢ao de normalidade do termo de erro E a f.d.p. normal multivariada

condicionada pode ser escrita como:
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1

r
2

Y18, X) =

o) exp{(Y = XB)o (Y - XB)}

0]

O estimador de M.V. ocorre ao maximizar a expressao acima em relacao ao vetor
B, o que é similar a dizer que, uma vez maximizado, o termo de erro E foi minimizado.
O estimador de M.V. para B na expressao acima é o mesmo que o de M.Q.O.. Sob a

hipdtese de que os regressores sao nao-correlacionados, o posto de (X'X) é n e o E.M.V:

B=(X'X)'X'Y

Onde o termo (X'X)™' X’ é conhecido como matriz de proje(;éoﬁ] de dimensao

nxT.

Para a inferéncia estatistica, deveriamos coletar diferentes valores de ; e X; a cada
instante t. Na pratica, em economia, isto é impossivel, ha apenas uma realizacao a cada t.
Se o termo de erro E for normalmente distribuido, os parametros amostrais também serao
e a inferéncia pode ser feita sobre o vetor 8 calculando-se seus dois primeiros momentos

amostrais:

E(B) = B[(X'X) ' X'Y]

E[(X'X) " X/ (XB + )

— E[(X'X)"'X'X 8]+ E[(X'X) ' X'E]
B

Var(B) = E

B - 5)([‘3 B)']

B+ (X'X)'X'E+B)(B+(X'X)'X'E+B)
X'X) ' X'EEX(X'X)]

— (X'X)"' X' (0D X (X' X)"!

=} X'X)!

[(
El(
El(X

Para o calculo acima, foi usado o fato que os regressores sdo nao correlacionados
com o termo de erro, entdo E(X'E) = 0 e que E é homoscedastico, Var(E) = E(EE') =

0?1, onde I é uma matriz identidade de dimensao 7.

Claramente, o E.M.V. é um estimador nao viesado para 3. Adentrando na analise,

se (X'X) tem posto menor que n, entdo hd combinagdo linear entre os regressores e a

6 O nome advém do fato que essa matriz projeta o vetor Y de dimensdo T no espaco paramétrico de

dimensao n.
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variancia do estimador tennderd a infinito, uma vez que (X’ X)~! — 0. No oposto, quanto

maior a variagdo dos regressores, menor sera a variancia do vetor 3.

A distribuicao de probabilidade dos parametros pode ser escrita pela normal mul-

tivariada e a inferéncia ser feita com base nessa distribuicao:

1
(2m)7 /|0 (X'X) |

(8) = exp{(B—B) [0 *(X'X)|(B - B)}

3.2.1.1 Normal matricial

A normal matricial, igualmente popular em processos estocasticos multivariados,
¢é obtida através da normal multivariada, rearranjando seus termos. Para a compreensao
da relagdo entre ambas distribui¢oes normais multivariadas, é necessario introduzir os os

operadores algébricos Kronecker e traco e suas utilidades nessas distribuicoes.

Relembrando o operador de Kronecker para multiplicacdo de matrizes, temos que,

se A é uma matriz m X n e B uma matriz p X ¢, o operador é dado como:

a1; a2 Q1n bir Do blq
a1  A22 (57 ba1 Do qu
A®B= ® ) )

L Am1  Gm2 Qmn bpl bp2 bpq
ai1bi Clnblq a12b11 alleq a1nb11 a1nblq
ay1b21 a11b2q a12b91 Cl12bzq a1,021 alanq
allbpl anbpq a12bp1 G12bpq Cllnbp1 alnbpq
as1biy a21blq az20b11 Cl22blq a2nb11 Gznblq
az1b21 6l2152q a22b21 a22b2q A2nb21 GanQq
amlbpl 21 bpq a22bp1 a22bpq a'2nbp1 a2nbpq
amlbll amlblq a'm2bll a'mZblq amnbll amnblq
1021 Qm1 b2q ma2bai am2b2q Apnba21 amnb2q

L amlbpl CLmlbpq amprl amepq amnbpl a'mnbpq
(leB algB &1nB
a1 B axpB az, B

= . . = C(mpan)

amiB a2 B A B
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A forma kronecker é uma representacdo matricial com propriedades que sao in-
teressantes do ponto de vista da f.d.p. normal. Tomando como exemplo a matriz 3,
comumente sao impostas algumas restricoes sobre o comportamento dos dados de modo
que essa matriz é modificada. A suposicao de homoscedasticidade faz com que a diagonal
principal de cada submatriz ¥;; para todo¢=1,...,N ei=1,..., N seja constante. Ao
adicionar a suposicao de que os dados nao se relacionam intertemporalmente, ou seja, nao
h& correlacao temporal, cada submatriz YJ;; torna-se diagonal. Essas suposi¢oes sao im-
portantes na modelagem do termo de erro aleatério pois através delas e outras restrigoes

adicionais, a correta inferéncia pode ser feita.

Desta forma, a matriz 3 pode ser decomposta na forma kronecker, onde X e X7
representam a covariancia entre as n variaveis do modelo e a covariancia intertemporal,
respectivamente. Tomando uma submatriz >;; arbitraria, esta pode ser reescrita como

0¥, em que Y7 toma a forma de uma matriz identidade de ordem T, I

[ 011 0 0 ... O1IN 0 |
0 g1 .- 0 0 O1N
0 0 .. 011 0 0 ... O1IN
YNTXNT) =
ON1 0 0 ... ONN 0
0 ON1 - -- 0 0 ONN
L 0 0 ... ON1 ... 0 0 UNN_
| oudr owplr ... onIr
o ondr oplr ... ownlrp
L onvidr onoIr ... onnIr
=Xy Ir

Para ir além na representacao Kronecker da matriz de covaridncias, retome o

modelo univariado do final da secao anterior, a saber:

1

(2m)2/]0?|

FY18,X) = exp {(Y - XB)o (Y — XB)}
Agora, é possivel estendé-lo de forma a incorporar mais varidveis endogenas Y,
para ¢ = 1,2,...,n. Um modelo popular que relaciona essas variaveis a seus valores

passados é conhecido como Vetor Autoregressivo (VAR). O VAR busca captar as relagoes
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lineares existentes entre os Y] e existem diferentes parametrizacoes para tal. Visando

focar na f.d.p. normal métrica, considere que:

= [ Yie Yo - Ynt }
= [ €1t €2t ... Ent }
:[yl(t 1) Yot—-1) -+ Yn@t-1) Yie-2) Y20-2) --- Yi-p) Y2(t-p) --- Yn(t-p)
:[ytl Yo --- y;f—pi|
1 1 1) 1
R
1 1 1
R oBE .. Bw
o B .. B
2 2 2
By ... Bu
2 2 2
9 D ... A%
B = : : .
2 2
0 g
B
G 6"’)_
[ B’
B'?
B'®

O modelo entao pode ser escrito na forma:

Yy, = x,B + e

Empilhando os dados obtidos em ¢ chegamos ao modelo na forma compacta:

/ / /(1) /
Y1 T, B e}
/ / 1(2) /
Yo T B e,
y/ m/ B,(p) e/
T J7xn T=1 I 7xnp npxn T Irxn

Y=XB+FE
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Mantendo o pressuposto de normalidade do termo de perturbacao FE, a estimagao

dos parametros B pode ser feita maximizando a f.d.p. normal multivariada em quanto a

B:

T

f(Yw’E):W 22

1
exp—5 > (y; — 2 B) S (y, — =, B)'

Com foco no nicleo da distribui¢ao acima, a expressao neste em notacao matricial

pode ser aberta de forma mais conveniente para mostrar os resultados:

1,2,...

011 012
T 021 022
= Z( €1t €2 Ent )
1
On1 On2
T n n
=> D D euej0;
t=1i=1 j=1
Onde 0
, M.

O1n €1t
Oon €o
Onn Ent

(3.14)

corresponde a cada elemento da inversa da matriz 3 para todo i, =

Ao pegar a expressao compacta Y = X B + E e coloca-la na mesma forma qua-

dratica acima, elimina-se a necessidade do operador de somatorio, tem-se entao que:

(Y - XB)X %Y - XB)

€] 011 012 O1n
; _ _ _
€ 021 O22 ... Oz
/ p— p— —_
eT Txn Unl 0n2 s U’rm

n n -
i=1 Zj:1 €i1€510,;

n n -
o1 2j—1 €i2€j105;

n n - n n
i=1 Zj:l €iT€;10;; i=1 Zj:l €i1€;20;

€2

n n -
i=1 Zj:l €i1€520,;

n n -
i=1 ijl €i2€520,;

J

er )

T nxT

n n -
i=1 Zj:1 €i1€570,;
n n -
i=1 ijl €i2€5T0;

n n -
ie1 22j=1 EiTeTO;

O operador traco é responsavel por somar todos os elementos da diagonal principal

de uma matriz. Supondo que os termos de erro E sao correlacionados apenas contem-

poraneamente, apenas os termos da diagonal principal da matriz acima sao relevantes,

somando-os, chegamos na mesma expressao [3.14}
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[(Y - XB)S(Y - XB)| =) an an €it€;ji0;;

t=1i=1 j=1

E a f.d.p. pode ser reescrita como:

1 1

YI8.S) = — e {0 [(Y - XByE (Y - XB)]}
(2m) 2 |o?[2 2

Sob os mesmos pressupostos feitos para o modelo univariado, a matriz de parame-

tros B amostral tem distribuicao de probabilidade normal multivariada, com ressalva a

matriz de covariancia que pode ser agora apresentada sob a forma kronecker.

Seja como antes X a matriz de covariancias do termo de erro E de dimensao n X n.

Tomando cada equagao do VAR individualmente temos que:

n—1 n—1
1 1 S,
Yit = 51‘( )yitfl Z 53( )yjtfl + ...+ ﬁi(p)yit,p Z ﬂ](p)yjtfp + €;¢ L F£ ]
J J
A expressao [3.2.1.1) também pode ser escrita como y;; = mgBi + e;+ onde o indice

i agora representa a i-6sima coluna da matriz B. De modo similar, temos YV = X B' +
El(l)

Para cada equagao do VAR, temos que a varidncia do conjunto de parametros
¢ igual & dada na subsegdo anterior, o; (X'X )™, que é uma matriz np x np. Se os n
termos de erro sao correlacionados temporalmente, entao suas covariancias podem ser

representadas matricialmente por:

011 012 ... O1p

0921 0922 ... O9p
> =

Opl Op2 ... Opn

E a matriz de covaridancias de B pode ser representada multiplicando-se cada
elemento de X pela matriz (X' X)~%:

0'11(X X) 1 0'12<X/X)71 Uln(X/X)il
E O'Ql(X X) UQQ(X/X>_1 O'Qn(X/X)_l
o (X' X)) 0 X' X)L g (X' X))

=Y ((X'X)!
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A distribuicao conjunta dos parametros tem a seguinte expressao:

L L B))x ! ! — vec(E
FBIX) = ooy e {—2 [(vee(B) — vee(B)Y =™ ® (X'X) (vec(B) (B))}}

Onde vec( ) é um operador que empilha os dados de uma matriz qualquer coluna

a coluna:
vee(B)uaa = B0 8% ... g 8% 8E ... sl
(p) (p) (p) (1) 6(1)
11 12 1n 21 22
/
pEr By Bl L BW L BB R L 5w ]

Entdo, de forma compacta, os pardmetros B ~ N(vec(B), X ® (X'X)™)

Tal como ocorrido quando do modelo univariado, os parametros do VAR também
sdo escritos na forma da normal métrica. Essa parametrizacao tem a vantagem de nao se

utilizar do operador vec nem do kronecker:

1 1 -1 I >3V 1 T
FBIX) = o exp{—2tr 5B - BY(X'X)(B B)”

A generalizacao desse tipo de distribuicdo entao pode ser feita de modo que, se Y’
¢ uma matriz T'x N cujos valores empilhados tem uma distribuicao normal multivariada,
suja matriz de covariancia pode ser decomposta em duas matrizes na forma kronecker
Q ® P, ambas positivas definidas e simétricas de dimensao T'xT e N x N respectivamente,

temos que:

vec(Y') ~ N(vec(M),Q ® P)

Entao, alternativamente, Y tem uma distribuicao normal métrica, dada pela ex-

pressao:

Y ~ MN,,(M,Q,P)

E a f.d.p. por:

1 1
Y) = = expi —=tr |Q (Y — M)YP Y (Y - M
1) = o P gt (@70 - My Py )
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3.2.2 Distribuicao Wishart

A distribuicio Wishart pode ser considerada como uma distribui¢io x? multiva-
riada, escrita na forma métrica. Retomando conceitos das distribui¢coes univariadas, a

distribuicao x2 é uma forma especial da distribuigao T

Considere que X e S sejam matrizes simétricas positivas definidas nos reais, ambas
de dimensao n. Se S for distribuida pela I' multivariada, segue que sua distribui¢ao tem

a forma:

n(n—1 6

Il 1
f(S) = = | >| ’ — exp {—trEls} Flies
PR T )

Onde A > 0e 8 > 0. Escolhendo o = X\ + ’%1, entao a funcao pode ser reescrita

COIMo:

-1 o
L2 — exp {—1’51"215} |S|* 1
j=1T(a—50—-1)) b

Ainda, definindo a fungao gama multivariada por |Anderson et al.| (1958)):

f(S)

= n(n—1)
Bnaﬂ- 1

n(n

Fola)=m o ﬁlr(a - ;(] —1))

A forma geral da distribuicao é reescrita como:

_ 1B 1 _
f(S)=f(S) = Mn(a)exp{—ﬁtrE 15} Flis

Ou de forma compacta, S ~ I';(a, 8, %). O caso especial da I' que é de interesse
ocorre quando o = v/2 e 3 = 2, similar & distribuigdo x?2, agora a chamamos de Wishart,

em homenagem ao trabalho de |Wishart| (1928)), ao formular a distribuicao:

|E|_% { 1 -1 } (v—n—1
S)= —— expl——tr2"18} |S]zVD
f(S) 25T, (%) 5 S|

Generalizando, temos que, se Y; for um vetor i.i.d.N(0,3) de dimensao N entao:

T
S = Z(Yt —M) (Y, — M) ~W(XT)
i=1
A derivagao das distribuigbes Gama multivariada e Wishart demandam célculo
complexo e serao omitidos nesse trabalho, porém boas referéncias podem ser encontradas

no trabalho original de Wishart ...
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3.2.2.1 Wishart inversa

De forma genérica, a f.d.p. Wishart inversa é dada pela expressao S ~ iW (X, T') se
S~ W(X1,T). A derivagio dessa funcio pode ser feita de modo similar & distribuicao

Gama inversa.

Inicialmente, convém colocar a matriz de parametros B na sua forma inversa. Da

distribuicio Wishart, temos que A~ ~ W(B_l, v) deve ser escrita como:

fa) = P

1 1
- Tt B—lA—l} A 5 (—v+n+1)
e " A

Ao fazer a transformacao C = A~'. a inversa da transformacao torna-se A = C~*
)

e o jacobiano entao |C]™"1:

|B|~2 { | } 1 -
C)= —~ttB~'C ¢ |C]z2Cv o
€)= gipgy 0| —3uB'C} IO c
_ LVBLGXP {—1trB_1C’} |C|—%(+V+n+1)
22 Fn(%) 2

A funcao acima é conhecida como Wishart inversa, também escrita de forma ge-
nérica como C ~ iW(B,v). A aplicagdo mais comum ocorre da distribuicao da matriz

de covariancia amostral S, com S ~ iW (X, v):

f(s)= ==

1 1
S Lo R G 5—12} S| 3D 3.15
25T, (%) eXp{ 2" 5] (3.15)

Para o caso quando a andlise bayesiana é feita, convém colocar a matriz de cova-

riancia 2 em funcao de S, invertendo a légica:

20> P

1 1
I ) NN G 215} 3|3 Crvn) 3.16
22rn(g)eXp{ 2" | (3.16)

3.2.3 Distribuicdo t

A distribui¢ao t multivariada foi desenvolvida inicialmente por Coornish| (1954) e
sua derivagao pode ser vista em seu trabalho, devido a complexidade dos célculos, sera
omitida nesse trabalho. Essa distribuicao pode ser vista como uma extensao natural da t-
student univariada, até mesmo pela sua forma similar, porém algumas diferencas notaveis

entre elas surgem ao trabalharmos na forma matricial.

Seja X um vetor n-dimensional, entao X ¢é distribuida pela t multivariada, com
média p, matriz de correlacdo R e v graus de liberdade se sua districao conjunta é dada

por:
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0= hx R )

CORRIGIE

Se u = 0, entao a distribuicao é chamada de central, caso contrario, nao central.

1=

Percebe-se que, sen =1, p = 0, e R = 1, entao a distribuigao se reduz a t-student univa-
riada. Outro ponto a ser notado é que, conforme vtooco, entdo o formato da distribuicao

tende a normal multivariada padronizada.

Ha dois modos de enxergar a representagao dessa distribui¢do, o primeiro ocorre
quando um vetor aleatério Y n-dimensional tem distribuigdo Y ~ (0,X) e a razao da
covariancia amostral pela populacional (v¥S?)/o? tem distribuicao x2, entdo X tem dis-

tribuicao t multivariada se:

X=5'Y+p

Por essa representacao, temos que X |S ~ N(u, (1/s*)X).

Outra representacao, mais comum, ocorre quando S é uma matriz simétrica defi-

nida positiva tal que a decomposicao S = S287 existe e S ~ Wo(R, v+ p—1), entdo:

Dessa relacio, obtém-se que X |V ~ (u,vS™).

Essa representacao é comum na inferéncia bayesiana quando, da regressao Y’ =
X'B + E, onde Y e X sdo vetores de varidveis enddgenas e exdgenas com dimensao
n e np respectivamente, E é um vetor n-dimensional de erros aleatérios, e a matriz de
parametros B tem dimensao np X n, a distribuicao dos parametros B pode entao ser feita

de modo que vec(B) ~ t,.

3.2.3.1 Distribuicdo t matricial

Essa distribuicao pode ser considerada em relagao a t multivariada de forma similar
a relacdo da normal matricial e a normal multivariada. Foi elaborada por Dickey (1966)

e, devido a complexidade dos calculos, sera omitida aqui.

E dito que, sendo X uma matriz p X ¢, esta tem distribuicio t matricial com

parametros pu, R e Q se a f.d.p. tem a seguinte forma:

v+p

LoCe (X R )|

®)
% (%)

Onde p é uma matriz p X ¢ e R e (Q sdo matrizes ambas positivas definidas

f(X) = =2~ |QI?|R[ 2

de dimensao p X p e g X ¢ respectivamente. Novamente, tal como para o caso da t
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multivariada, se p = 0, entdo a distribuicao é chamada de central. Ainda, se R = I,

entdo ¢ uma mistura da normal padronizada com média O e matriz de covaridncia I @ V.

E interessante notar ainda que, se p = 1 ou ¢ = 1, a distribuicdo se reduz a t

multivariada. Logo, esta ultima é um caso especial da distribuicao t matricial.
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4 VETOR AUTORREGRESSIVO

O vetor autorregressivo, ou VAR, é um dos modelos mais consagrados na literatura
em modelagem de séries temporais, e seu uso ¢ bem recorrente sobretudo nas pesquisas
em macroeconomia. Seu sucesso foi conquistado pela sua capacidade em relacionar li-
nearmente quaisquer variaveis endégenas que entram no modelo e assim fazer previsoes
boas h passos a frente. Através dela é também permitido que se calcule a funcao impulso-
resposta, responsavel por predizer qual o comportamento das variaveis do modelo ante

um choque ocorrido em alguma delas.

Como proposto por Sims| (1980), o VAR(p) ¢é considerado uma generalizacao da
modelagem de séries univariadas AR(p), onde p representa o numero de defasagens do
modelo. para apresentd-lo inicialmente serd dada uma breve explicacao sobre modela-
gens de séries univariadas tipo ARMA(p,q), da qual é possivel obter uma intuigao melhor
de como funciona esse tipo de modelagem e sua motivacao a aplicacdo em séries mul-
tivariadas. De acordo com a proposta do trabalho, nao sera apresentado a versao mais
genérica VARMA (p,q), uma vez que nao serd necessaria sua utiliza¢do. Contudo, para o
modelo VAR(p), é dada uma introdugao da versao cléssica, e logo apds é introduzida a
versao Bayesiana para tal tipo de modelagem. Boas referéncias desse modelo podem ser

encontradas nos livros de econometria de séries temporais, como em Hamilton| (1994).

4.1 Modelo Autorregressivo de Média Mével

Como descrito, o modelo VAR pode ser entendido como uma generalizagdo de um
modelo autorregressivo AR(p), com p defasagens. Considere um modelo mais genérico
Autorregressivo de Média Mével, ARMA (p,q), amplamente utilizado para modelagens de
séries temporais economicas. Esse modelo é uma consequéncia direta de Wold| (1938)), que
estabelece que quaisquer processos nao deterministicos, estacionarios em segunda ordem,

podem ser representados como uma soma infinita de médias moveis:

(o ¢]
Yt = €+ Z a;€t—1
i=1

Onde e; é uma inovagdo no processo, com F(e;) = 0 para todo t = 1,...,T,

ademais, e; segue as propriedades de um ruido branco. De outra forma, considere que:

q
y(q) = e+ > aiery
i=1

Entao a relagao é valida:
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lye(q) —well* = E(e} > ai) =0, q— o0

1>q

A estimagao de um modelo MA(q) com ¢ suficientemente grande afim de se ajustar
bem ao processo torna a estimacao dos parametros a; custosa em termos estatisticos.
Deste modo, é mais conveniente botar termos defasados 1, de modo que o processo

possa ser explicado por ambos y;_, e €;_g.

Entao, um processo estacionario de segunda ordem segue um ARMA (p,q), para p

e q nos inteiros, se:
p q
Y+ D by =cte+ Y by
j=1 i=1
4.1.1 Estimacao

Suponha que o processo de y; seja dado por um ARMA(p,q), entéo sob suposigao
de homoscedasticidade do termo de erro ¢; ~ N(0,0?), o modelo pode ser completamente

definido por:

p q
yo—c= bilyj—c)te—Y aiej
=1

Jj=1

De forma compacta, o vetor de parametros pode ser escrito como:

¢=lcar...a,b ... b))

Entao o espaco paramétrico é definido como:

o C RP=OH!

Condicionada aos valores iniciais [yo, ..., ¥1_piq, €q, - - -, €1,04] a funcdo de quase-

verossimilhanca é dada como:

E o estimador de Quase-Maxima Verossimilhanca, ou Quasi-Maximum Likelihood
Estimator (QMLE)H do vetor 6 é dada pela maximizagao:

1

Esse estimador é amplamente utilizado pelas suas propriedades assintoticas. Por muitas vezes é
necessario aproximar a f.d.p. dos dados a outra funcao que tem as mesmas caracteristicas, tal como
o caso quando dados de séries financeiras sdo modelados. Sabe-se que estes ndo advém de uma
distribuicdo normal gaussiana, porém o uso desta apresenta-se como uma boa aproximagao para tal.
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0, = arg ax L,(0)

E a maximizacao pode ser feita por métodos numéricos.

4.2 O Vetor Autorregressivo

Até agora, os modelos apresentados sdo univariados, ou seja, o comportamento

apresentado pela série pode ser explicado por ela mesma sem que haja a necessidade da

observacao de outras varidveis. Sabe-se que em economia, grande parte dos fendmenos

sao explicados por diversas variaveis, o que torna os modelos univariados limitados de

forma geral. O Vetor Autorregressivo (VAR) pode ser considerado uma generalizagao

dos modelos AR(p) no sentido que as séries econémicas podem ser explicadas por elas

mesmas e por outras. Esse tipo de abordagem econométrica pode ser escrita de forma

simples algebricamente como:

p T
AYt = BO + Z Bth,m —+ Z Hotho + ey (41)

m=1 o=1

Onde:

a)

Y é um vetor de variaveis endogenas nx1 variando no tempo ¢, Z é um vetor
de variaveis endogenas s x 1, igualmente variante em ¢t e e é um vetor n x n de

choques aleatérios nao correlacionados com o vetor Z e e; ~ i.i.d.(0, I,);

A é uma matriz n X n que relaciona as variaveis endégenas Y contemporanea-
mente, os elementos da diagonal principal geralmente assumem o valor unitario,

ou seja, oy = 1 para todo i = j;
By é um vetor coluna n x 1 de constantes;

B,, é um conjunto de matrizes n x n que associam de forma linear o vetor de

variaveis endogenas Y com seus respectivos valores defasados até a ordem p;

H, é um conjunto de matrizes n X s que associam de forma linear o vetor
de variaveis exogenas Z defasados até a ordem r com o vetor de variaveis

endogenas Y .

A forma apresentada acima é também conhecida como VAR estrutural. Nesse

modelo, a matriz A é responsavel por captar todas as relagoes contemporaneas entre as

variaveis Y, restando aos choques afetar individualmente cada uma das variaveis. Ha

ainda outra forma de reescrever o VAR, chamada de forma reduzida:
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p T
Y,=A"'By+ > A'B,Y, ,+> ATH,Z, ,+ A e, (4.2)
m=1 o=1
p T
= d)O + Z (ﬁthfm + Z ¢ozt70 + A_let (43)
m=1 o=1

A forma reduzida é bem popular na literatura por conta da estimacao que, sob

algumas restrigoes, é possivel retornar aos parametros originais.

Por simplicidade, ainda, a partir de entdo as variaveis exdgenas e o termo de
constante serao omitidas, sem perda de generalidade. Suponha um modelo bivariado cujo

processo estocdstico é dado por um VAR(1):

A2:2)Y ¢ 201) = Bae2)Y 1—1 (221)

1 ap Y1t _ B Bz Yrt—1 4 €1¢
a1 Yot Ba1 Paz Yat—1 €2t

Abrindo o sistema acima, o VAR estrutural pode ser facilmente rescrito como:

Y1t = —Q12Y2¢ + B Yie—1 + Brayai—1 + e1¢
Yor = —Q21 Y1t + Bo1 Yii—1 + Ba2 Yar—1 + €24

Substituindo a segunda equacgao na primeira obtém-se:

Y1t = —ar2(—o1 Y1t + Bo1 Y1i—1 + a2 Yor—1 + €2¢) + Briyii—1 + B2 yor—1 +e1: (4.4)
(1 — 012 0421)3/“ = (511 — (19 521)3/1 t—1+ (512 — 012 522)y2t71 + (€1t — Q12 €2t) (4-5)

511 — (12 521 512 — Q12 522 €1¢ — (12 €2

Y1t = ——————Y1it-1+ ———You—1 + -t 22t (4.6)
1 —appan 1 —appan 1 —appan

Yir = Bi1Yie-1+ Blayar—1 + €7, (4.7)

A manipulagao feita acima pode ser feita para VAR(p) com p > 1 e de dimensao
n > 2. Analisando a equagao [£.7] fica claro que os choques estruturais e relacionam-se
com os regressores através da matriz A. E sabido que as técnicas de estimacdo impdem
que os erros sejam independentes dos regressores, ou seja, E(Y;_1e;) = 0. Para que seja
feita a correta estimacdo, geralmente sdo impostas algumas restricbes no VAR a fim de
que haja a correta identificagdo dos parametros. Nesse trabalho nao serdao aprofundadas

técnicas de restricio no VAR nesse sentido, sera imposto daqui por diante que a matriz
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A ¢é uma matriz identidade de dimensao n, I,, o que restringe as variaveis enddgenas
a dependerem exlusivamente de seus valores defasados.Em outras palavras, restringindo
A = I, onde I é uma matriz identidade, ja nao ja quaisquer relagées contemporaneas

entre as variaveis.

4.2.1 Estimacao

Para exemplificar o método classico de estimacao, considere ainda quando sao
impostas algumas suposi¢des adicionais sobre o modelo. A primeira dela é a inexisténcia
de quaisquer relacoes contemporaneas entre as variaveis, o que reduz a matriz A = I,
e iguala o VAR estrutural a sua forma reduzida. A segunda suposicao diz a respeito do

termo de erro aleatério, os quais sao distribuidos pela normal gaussiana.

p
Y. = Z ¢yt7m + €, € ~~ N(07 E) (48>
m=1

Para estimar os parametros ¢, ¢ necessaria uma amostra de tamanho p + T.
Reescrevendo de forma compacta toda a amostra T como ¥ = (Y, Yp_1,---,Yy), € as

variaveis e os parametros como:

Y (o}
Yt = yT:72 H = ?2
yt—p ¢p

Podemos entao reescrever a distribuicao condicional de y, como uma média dada
por IT'Y; mais a varidncia em torno desta, dada pela matriz I', por conta do termo de
perturbacao €;:

YilYi 1Yy 2, Y _pt1 ™ N(IT'Y , ©2) (4.9)

A densidade condicional de y é escrita pela expressao:

. -1 _
Yavey o WelOegs Y3 0) = ———— exp[(j)(yt—H’Yt)T Yy, —1I'Y )]

Para chegar na funcao densidade conjunta, basta multiplicar as T' distribuic¢oes

condicionais de y,:
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ff/t‘?t 1ye- ,Y_p+1 (gth}t 1s - 7y7p+1; 0) (410)

T

-1 -

H exp[(—-)(y, —II'Y,)Q 7 (y, — II'Y )] (4.11)
i1 27T 2 ’Q‘z 2

Deixando os parametros a serem estimados variarem em funcao da amostra, ob-

temos a fun¢do de verossimilhanca L(0;y,), que é popularmente escrita em sua forma

logaritmica:

T
L(07 gt) = Z longt|Y/t_1,...,Y_p+1 (@tlgt—l’ ctt 7y—p-‘r]_; 0)
t=1

T

= — (T2n> log(2m) — (Z) log|Q2| — (;) > [(yt ~II'Y,)Q  (y, - H/Yt)}

o (4.12)

A estimacao do modelo é feita derivando-se a funcao de log-verossimilhanca pelos
respectivos parametros e igualando-a a zero. Ha dois conjuntos de parametros a serem

maximizados:

OL(6:9,) __ OL(6:9:) __
o =0 o0 =0
A primeira derivada pode ser facilmente obtida através da regra da cadeia, de-
rivando L(0;9,) em relacdo a II, a matriz € passa a ser considerada uma constante,

podendo ser ignorada sem perda de informacao:

l\D\\_/»—t
M=

2(y; — H,Yt)/Y; =0

-
Il

1

M=

[ytY; - H/YtY:t] =0

~~
Il
—

T T
Y y,y,=3 yY,
t=1 t=1
-1

Através da expressao acima, fica claro que o estimador de Maxima Verossimilhanca
para Il iguala-se ao estimador por Minimos Quadrados. A matriz IT é um arranjo do tipo
[n x np|, ndo havendo varidveis exdgenas e restringindo o termo de constante a 0. Cada
linha de IT equivale ao vetor de pardmetros [¢i1, ¢ia, . . ., ¢ip] relativo & variavel y;, para

todo i no intervalo [1, n].
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Derivando-se a matriz I" e igualando-se a 0 obtém-se:

~(a) 3

~(o0) 5

(50) = 07 Zw
o=

> €€ (4.14)

t=1
4.3 VAR Bayesiano

A seguir serao abordados tépicos referentes a dtica Bayesiana do VAR, tal como

seu estimador, obtido pela amostragem de Gibbs.

4.3.1 A abordagem Bayesiana

Para introduzir a abordagem Bayesiana ao VAR, primeiramente deve-se ater as
diferencas entre as inferéncias classica e Bayesiana. Suponha-se o seguinte modelo de

regressao linear conhecido:

y=XB+ea,  e~N00% (4.15)

Por questoes de simplificagao, aqui temos uma tnica variavel dependente y contra
K variaveis explicativas X. A equacgao pode ser reescrita como y = X3 + €, de
forma que y e € sdo vetores T x 1 e X matriz T x K, 3 e 02 sdo fixos ao longo de T'. A
inferéncia classica diz que a amostra coletada advém de uma populagao cujos parametros
sao fixos, porém desconhecidos. Ao coletar diversas amostras dessa populagao, digamos
J coletas de y e X, obtém-se J estimativas para 3 de forma que y/ = X’ BJ +€&. No

.. . /1 ~J . A
limite, quando j — oo, a médias do B~ tende aos valores dos verdadeiros parametros.

Em economia, ao trabalharmos com séries temporais, incorremos geralmente no
fato de que ha apenas uma amostra disponivel, e é de interesse que esta seja o mais
proximo dos valores verdadeiros dos parametros. A inferéncia classica, entao, se da na
mensuracao da probabilidade dos valores estimados dos parametros B estarem proximos

dos parémetros populacionais, de onde a amostra foi retirada.

Em contraste com a inferéncia classica, a Bayesiana trata os parametros popu-
lacionais como aleatorios, impondo uma distribuicao de probabilidade para tais. Essa
distribuicao deve representar o conhecimento a priori sobre os parametros populacionais

e 0 quao certo estamos a respeito desse conhecimento. A partir do momento que uma
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amostra da populagao é retirada, a distribuicao priori é atualizada a fim de incorporar a

nova informacao. Essa abordagem ¢é feita com base no teorema de Bayes:

f(Yl16) = héi(/é)e ), rearranjando os termos:
h(Y,0) = f(Y]0)g(0)
= p(O]Y)m(Y)
p(OlY) = ! (Qg),g)(e) (4.16)

A interpretacao da equacao é direta, se 6 é o conjunto de parametros popu-
lacionais e Y é a mostra obtida, a probabilidade de obter-se os parametros 6 dado que
a amostra Y foi retirada equivale a multiplicagdo da probabilidade da amostra Y ser re-
tirada, dado que os parametros sao 6 e a distribuicdo do conjunto paramétrico 6. Aqui
a distribuigdo da amostra dada pela fungao de probabilidade f(Y) pode ser ignorada,
uma vez que ela nao depende dos parametros, ela pode ser considerada uma constante e

descartada sem perda relevante de informagcao sobre 6:

p(OY) oc f(Y]0)g(0) (4.17)

Em 4.17, a f.d.p. p(d]Y) é chamada de a posteriori, ou seja, a distribui¢ao de 6
atualizada em relagao a Y, a distribuigao g(6) é a distribui¢do a priori dos pardmetros.

Na pratica, a f.d.p. f(Y]0) é reescrita em forma da fun¢ao de verossimilhanga:

p(OlY) o< L(0]Y)g(0) (4.18)

Alguns pontos merecem ser ressaltados quanto a abordagem Bayesiana. O que
pode parecer uma vantagem em adotar-se uma distribuicao a prior: para os parametros,
pode ser uma desvantagem em termos de custos computacionais. Nem sempre é possivel
obter uma forma analitica para a f.d.p. posteriori, caso positivo, diz-se que a funcao de
verossilhanca e a priori sdo conjugadas, caso negativo, incorremos em métodos de simu-
lagdo para que a maximizacao da posteriori em relagao a 6 seja feita. O segundo aspecto
a ser notado tange a especificacao da priori, ela é feita subjetivamente pelo pesquisador
com base em algum conhecimento prévio. Caso nao ha muita informacao a priori sobre
a distribuicao dos parametros, a priori é chamada de difusa pois nao é informativa, e

existem métodos para incorporar essa auséncia de informagcao a estimagao.

4.3.2 Markov Chain Monte Carlo

De modo geral, quando dispomos de todas as distribuigoes, ou seja, das posterioris

condicionais e marginais, a inferéncia Bayesiana pode ser feita de modo direto. Na pratica,
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geralmente essas distribuigoes nao sao dispostas numa forma analitica tratavel. Deste
modo, dois procedimentos principais podem ser utilizados, o primeiro dele, conhecido
como importance sampling, o qual nao serda abordado neste trabalho, e o segundo sao

estimadores do tipo Markov Chain Monte Carlo, também conhecido como MCMC.

Este ultimo método requer que sejam gerados valores aleatérios a partir da distri-
buicdo condicional f(8Y*D]@W). Se a distribuicio for estacionaria, entdo o vetor inicial
de parametros 0¥ pode ser gerado a partir da posteriori e entdao todos os demais ),
para j = 1,...,J poderao ser obtidos com essa mesma distribuicao. Como na prética,
o uso desse método é vantajoso para o caso quando nao dispomos da forma analitica
da posteriori, o vetor inicial de pardmetros 8°) parte de um ponto arbitrario do espaco
paramétrico e nasce entao o problema da convergéncia. Ao passo que os valores 0Y) vao
sendo gerados, estes convergem a verdadeira distribuicao dos parametros, mas o niimero

de iteracoes necessarias a convergéncia é o real problema.

E possivel, entdo, assumir condicoes para a convergéncia de modo que p(HUH) €
@|9(j )), ou seja, o novo valor gerado em j + 1 encontra-se restrito no espago paramétrico
condicionado ao valor gerado em j. Se pudermos gerar infinitos valores %) tal que j — oo,
a convergéncia é garantida. Como na pratica fazer isto é irreal, a aproximacao entao é
feita de modo a gerar parametros com .J suficientemente grande a fim de que se tenha uma
boa convergéncia, sob a pena de estimagcoes imprecisas caso contrario. Quando gerados
esses J valores suficientemente grande, os B primeiros devem ser descartados, periodo o

qual também é conhecido como burn-in.

Nao ha uma regra clara para a definicao de quantos valores dos parametros devem
ser gerados, intuitivamente, se o pesquisador ja tiver uma boa experiéncia sobre o provavel
valor assumido pelos pardmetros, este assumird 0¥ de modo que esteja préximo da média
da distribuicdo posteriori. De outra forma, a convergéncia ainda estd intrinsecamente
relacionada ao quao auto-correlacionados estdo esses valores gerados. Caso essa auto-
correlacao seja alta, a convergéncia serd mais lenta e serdo necessarios mais iteragoes a
fim de que o burn-in seja suficientemente grande a ponto de dar estimacgoes precisas dos

verdadeiros parametros.

4.32.1 A amostragem de Gibbs

Esse tipo de amostragem é uma simualgao tipo Monte Carlo feita em Cadeias de
Markov (Markov Chain Monte Carlo, MCMC), e encontra-se dentro da classe de estima-
dores discutida acima. Sua motivagao, de igual modo, reside no fato de que nem sempre
é possivel transformar a posteriori numa forma analitica tratavel do ponto de vista mate-

matico, a fim de que a inferéncia estatistica sobre os parametros seja feita. Para elucidar
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sua utilidade, suponhamos, por simplificacao, o seguinte modelo:

y=X,B+e €~ N(0,0% (4.19)

Grande parte dos modelos em economia pressupde que 0s erros € seguem uma
distribuicao normal. O modelo acima possui dois grupos de parametros a serem estimados,
digamos 6 = B,02. Se nenhum desses parametros for dado, a abordagem Bayesiana diz
que devemos ter um consentimento antes da amostra a respeito do comportamento de 6

representado pela distribuicao da priori, que no presente caso, é dada pela f.d.p. conjunta:

p(B,0%) = p(Blo*)p(c?) (4.20)

Apos a observagao da amostra, a priori deve ser atualizada de forma que a

posteriori ¢ dada:

p(B.0%y) = p(B,0%)L(B,0%|y) (4.21)
= p(Blo*, y)p(o?|y) (4.22)

Para que seja feita a inferéncia sobre os pardmetros, é necessario ter em maos as

distribui¢coes marginais da posteriori:

p(Bly) = [ p(B.0%y) do? (1.23)

Integrar 4.23 nem sempre é direto por nao ter uma forma analitica, o algoritmo
de Gibbs permite-nos reamostrar, com base nas distribui¢cdes condicionais da posteriori,
e entao conseguir via simulagao a distribuicao das marginais. Para tal, supomos valores

iniciais para os parametros B8° e {o?}°:
a) com base no valor inicial {o?}°, temos a distribui¢ao da posteriori p(8]{c?}°, y)
e, através desta, obtemos um valor simulado 8';

b) com B' em maos, a distribuicio da posteriori para {o?} seréd p(o?|8*,y). Com
essa distribuicdo em maos, geramos um valor simulado {o?}!;
¢) com base no valor obtido no item anterior {o?}!, temos a distribui¢ao da pos-

teriori p(Bl{o*}',y) e, através desta, novamente obtemos um valor simulado,

agora chamado 8%

d) com B2, a distribuicdo da posteriori para {o?} fica p(c?|8% y). Novamente,

geramos um valor simulado, agora chamado {0?}?;

e) esse processo deve-se repetir J vezes a fim de que haja convergéncia.
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Repetindo o processo descrito acima J = K + M vezes, devemos descartar os K
primeiros valores de todos os parametros e inferimos a respeito dos demais M valores.
Esse descarte deve ser feito no ponto da iteragdao onde ja nao ha grandes modificagoes nos
parametros do modelo, significando que o algoritmo de Gibbs convergiu a distribuicao da
posteriori. Em posse dos M valores, a inferéncia é feita com base na distribuicao marginal
empfirica (01,0%,...,0M), ou seja, por exemplo, a média de 3;, para todo 4, pode ser feita
com (1/m) 2y B

4.4 Escolha das Priori

A escolha das distribuigoes priori torna a abordagem Bayesiana, atrativa em ter-
mos de flexibilidade na modelagem, redugao do problema da dimensionalidade e incor-
poracao de outros tipos de informacao que nao a da amostra. Por outro lado, a escolha
dessas distribuicoes exigem cuidado do pesquisador quanto aos custos computacionais em

relagdo a estimagao e inferéncia estatistica.

E natural que, quanto da escolha das priori, priorize-se distribuicdes que expli-
quem o comportamento dos parametros e, ao mesmo tempo, sejam de facil manipulacao.
O calculo da posteriori condicional nem sempre tem uma forma analitica, ou mesmo das
posteriori marginais. Quando duas distribui¢oes que, advindas da mesma familia, pos-
suem uma forma fechada para as posteriori condicionais e marginais, dizemos que sao
conjugadas. Uma das abordagens mais recorrentes para BVAR é um conjunto de prioris

conjugadas conhecidas como Normal-Wishart.

441 Normal-Wishart

Consideremos o modelo VAR em sua forma reduzida ja apresentada:

P
Y, = Z Y, + €, € ~ N(O, 2) (4'24)
m=1

Ha varias formas possiveis de se escrever um VAR, uma delas ocorre ao escrever
o vetor y, de forma a empilhar os 7" valores assumidos pela primeira variavel endogena
Y1, em seguida, os T valores assumidos pela segunda varidavel endogena 1y, e assim por
diante, até a n-ésima variavel, formando um vetor n7T' X 1, a mesma os respectivos erros
aleatérios €;. Uma segunda forma, alternativa, ocorre ao deixarmos em cada coluna uma
variavel endogena v, e nas linhas os valores por elas assumidos em ¢t = 1,...,T. Nesse

trabalho vamos explorar a segunda forma.

Exemplificando a forma matricial proposta, de forma simples, e sem perda de

generalidade, um VAR(p) sem constante e sem variaveis exdgenas é escrito da forma:



Y1 Y21 Ymn)1
Yz Y22 Ymn)2
Yuoe Yot Yyt
L Yoo YT Ym)T |
Yo Y1) —p+1 Y2)0 Y(2) —p+1 Yn)o Y(n) —p+1
Yy Ya) —p+2 Y)1 Y(©2) —p+2 Y1 y(n) —p+2
X
Yaye—1 Yyt—p+1 Y@2)t-1 Y@)t—p+1 Yn)t—1 Y(n)t—p+1
Y71 Ya)r-p+1 Y@)T-1 Y©2) T—p+1 Y(n) T—1 yn)T —p+1 |
[ Biir Pari P11 ]
P21 Pa21 P21
51711 52711 5nn1 B ¢ c c ]
D1 2)1 n)1
Priz Bor2 P12 e( ) 6( ) 6( )
1)2 2)2 n)2
B2z Baz2 P22 (.) @ (.)
S Lo+
€1t €2t €n)t
51n2 62n2 67m2 () () ()
. ' ' €T €T €n)T
Bllp 621;7 Bnlp - W ® e -
6121) ﬁ22p 6n2p
L ﬁlnp ﬁan Bnnp i
Y, X, B E,
Y, X5 B, E,
e A e
| Y7 Xr B’ Er
Y=XB-+FE
Observada a amostra parat = 1,...,7T, como Y tem uma do tipo T X n, a dis-
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tribuicao conjunta das observagoes pode ser diretamente escrita na forma da distribuicao
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normal métrica:

P(Y|B.%) = (27) 55 12|% exp {—;tr[E_l(Y _ XB)(Y - XB)]} (4.25)

Lembrando que o estimador de minimos quadrados para B é B = (X'X)X'Y,
pode-se adicionar e subtrair o Y predito, Y = XB, em . Colocando os parametros

0 em funcao da amostra, temos que a funcao de verossimilhanga fica na forma:

L(B,3|Y)
x |Z|% exp {—;tr {2-1 (¥ = XB)+(XB - XB) ' (¥ = XB)+(XB- XB))} }
= [T exp{—3tr[Z7' (¥ - XB)(Y - XB) + (B - B)X'X(B - B)

Através da equagao acim fica claro que B|X ~ Manxn(B,E, (Zz'Z)7Y). A
abordagem Bayesiana permite que o conjunto de parametros @ = B, ¥ tenha uma distri-

buicao antes de observarmos a amostra. Ha trés possibilidades para o presente caso:

a) caso 1 - ocorre quando o valor da matriz de covaridncias 3 é conhecido e o
valor de B nao. Para tal, atribui-se uma distribuicao de probabilidade prior:

apenas para este ultimo;

b) caso 2 - diferente do Caso 1, este ocorre quando o valor da matriz de covari-
ancias X nao ¢ conhecido porém o ¢ para B. Quando assim, ¢ atribuida uma

distribuicao de probabilidade priori apenas para o primeiro;

¢) caso 3 - a ultima possibilidade ocorre quando ambos os pardmetros B e ¥ sdo
desconhecidos. Dentre as possibilidades, é a preferida quanto a flexibilidade do

modelo, uma vez que é permitido que todos os parametros variem em conjunto.

De acordo com o escopo deste trabalho, os casos 1 e 3 serao abordados. Para
tal, um conjunto de priori muito popular em BVAR é a Normal-Wishart. A partir de
entao, distingue-se os valores dos parametros da priori pelo travessao embaixo 6, e os da

posteriori pelo travessao em cima, 0.

Visto que o valor da posteriori de B, é o mesmo para ambos os casos, sao demons-

trados os resultados apenas para este terceiro.

2 Lembrar de acrescentar como eu fiz as manipulacdes algébricas.
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4.4.1.1 Distribuicdo posteriori conjunta

Neste este caso, ambos os pardmetros sao desconhecidos, logo devem-se ser atri-
buidas a eles distribui¢oes de probabilidade. Para os parametros da priori é utilizada a

notacao 6, ao passo que para os da posteriori é utilizado 6

Assim, sob a hipétese de normalidade do termo do erro E, sabe-se que, da in-
feréncia cldssica, o B tem distribuigdio N (B o, 2 ® (XX')™!), ou alternativamente
B|X ~ MNs, xx/(B,, 2, XX'). E natural entdo que a distribuicdo priori de B tenha

essa forma;

B|¥ ~ MNs xx/(B, %, 82)

A f.d.p. priori de B entao é dada por:

1 1 1 ,
I(B)= g o {—ztr =B - BYQ(B - B)” (4.26)
o [3PHH exp {—;tr SY(B - BYQ(B - B)| } (4.27)

Ainda é necesséario atribuir uma distribuicao de probabilidade para a matriz de

covariancias dos erros do modelo 3. Uma opcao direta ¢ a Wishart inversa

’§’72 { 1 -1 } 1

) = ——try 18V ;s (v dntl) 4.28

f(X) QTM%)eXp Fira S 13 (4.28)
¥~ iW(S,v) (4.29)

Para estimar a distribuicdo posteriori, é necessario multiplicar a funcao de ve-
rossimilhanca derivada anteriormente pela priori condicional de B e pela marginal de

S

p(B, 2’i/T) X L(37 ZIY)p(B, 2)
= L(B,2|Y)p(B|Z)p(%) (4.30)

De modo que:
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[(B,S|Vr) o exp |25 {—;tr = ((B-BYX'X(B - B))]}exp{—;tr [2—15}}
x ||~ rptntD) exp{—tr > (B-B)Q (B~ B)]}exp{—;tr [2—15]}
= B[ Trvtmptnt)/2 oy {—;tr [2—1(3 ~-B)Q (B- E)] }

X exp {—;tr [2—15}} (4.31)

Abrindo o termo quadrado da ultima linha, a posteriori de B deve apresentar a

seguinte forma:

f(B|Z, Y1) x exp —;tr ~(B-B)Q(B- B)}}

1 ~
— exp {—Qtr (B — B)Q(B - B)”
1 - I
{—2tr S (BQ 'B-BO 'B-BQ 'B+BQ 13)}}

O proximo passo entdo consiste em abrir os termos quadrados de f(B,%|Y r) de
forma que se assemelhe a expressao anterior. Dado que todos os termos sdo expoentes de
mesma, base, subtendemos o termo, por ora, a fim de trabalhar com as propriedades de

traco:

B))| +u[2'(B-B/Q (B - B)
—u[2 ((B- BYX'X(B- B)+ (B-BYQ (B - B))]

Focando nos termos quadrados:

(B-B/X'X(B-B)+(B-B)Q '(B-B)
—-B'X'XB-BX'X'B-BXXB+BX'XB
+B'Q'B-BQ 'B-BQ 'B+BQ'B
—-B(X'X+Q)B-B(X'XB+Q'B)— (BX'X+BQ")B
+BX'XB+BQ'B
=B XX+ )B-B((X'X+QH)(X'X+Q ) (X'XB+Q'B)
_(X'XB+Q'B)(X'X+Q ) (X' X+Q )B+BX'XB+BQ'B

A préxima etapa compreende deixar os dois ultimos termos da expressao acima de

forma que possamos completar o quadrado:
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_|_
- (BXxX'X+BQYWB+B) -BXXB-BQ'B
= (BXX+BOHYX'X+Q ) (X'X+QY)(B+B)
- B'X'XB-BQ'B

=BX'X+BOHX'X+Q Y)Y (X'XB+Q'B)
- BX'XB-BQ'B+BXX+BQHYX'X+Q ) (X'XB+Q'B)

—(X'XB+Q'B)(X'X+Q )" (X'X+QH)X'X+Q ) (X'XB+Q'B)
!/

!/ A

~-BX'XB-BOQ 'B+(BX'X+BQ ) X'X+Q ) (X'XB+Q 'B)

A 1ltima linha consiste no que sobrou ao completarmos o quadrado, esses termos

merecem um tratamento a parte. Inicialmente, dediquemo-nos ao ultimo termo:

(BX'X+BQ2 ) X'X+Q ") (X'XB+9Q'B)

= BX'X(X'X+Q)V'X'XB+BX'XX'X+Q")'Q'B
+BO X' X +Q ) X'XB+BQ(X'X+Q ) 'Q'B

E entao completando o quadrado para os dois primeiros termos:

~-BX'XB-BQ'B

- BXX(X'X+Q)'(X'X+Q)B-B2'(X'X+2 ) (XX +Q "B
A/ A/

= - BXXXX+Q)Y'X'XB-BX'X(X'X+QH'Q!

X'X +BQHYWX'X+Q ) X'XB+Q'B)
+BQ (XX+Q )1X’X§

Agora fica facil perceber que:
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Q (X'X+Q (4.32)
B=(X'X+Q )y (X'XB+Q'B) (4.33)
—Q(X'Y +Q7'B) (4.34)
S§=58+S+(B-B/X'X(X'X+Q ) 'Q B - B) (4.35)

e entao
B|X, Y7 ~ MN,,.(B, %, Q) (4.36)
XY~ iW(S,0),5=T+v (4.37)

Uma vez que temos uma forma analitica da distribuicao posteriori para o caso da

conjugacao normal-Wishart, a simulagao desta pode ser feita pela da seguinte maneira:

a) primeiramente deve-se gerar a matriz de covaridncias »0) para j=1,...,Ra
partir da posteriori X|Y 7 ~ iW,(S,T — np);

b) tendo em maos os R valores gerados para a matriz de covariancias, deve-se gerar
a matriz de parametros BY) a partir da posteriori condicional B|E(j)7 Y, ~
MN,pn(B, =9 7Y,

c) entao gerar os valores egﬂ)rl, cee egzi  da distribuicio e ~ N(0,2W);

d) para gerar os valores preditos dos vetores {y(TJ)HL}h basta calcular recursiva-

mente:
(J)
yT+1 ZyT+1 —i €11
- () (7)
Yrio = yT+1 )+ ZyT+2 i ) e €1\
o G) BY 4 )
yT+3 ZyT+3 i +ZyT+3 i + ey
=3
yT+h yT+h B yT+h eT-i—h
i=h
Onde BY = [BY" BY" ... BYY
Pegand t {*j) g }R tem-se entd tra d
gando apenas os vetores {Yiii, .- Ypipg em-se entao uma amostra de

valores gerados independentes a partir da distrlbul(;ao conjunta dos valores preditos.
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A inferéncia pode entao ser feita pelo intervalo de confianca 1—« para (Y1, -, Yrip |
o qual é obtido pegando os valores (Q&th, ngih), para todo h = 1,...,H, onde | =

| M(a/2)] e s =|M(a—(1/2))], e os limitadores | | indicam a parte inteira do ntimero

(@) . L Lo .
gerado, e o valor ¥, indica a i-ésima estatistica ordenada de gz,

4.4.1.2 Distribuicbes marginais

Uma vez que, tendo em maos a funcao posteriori condicional com os resultados
acima, chegar nas marginais torna-se direto, integrando a condicional em relagdo aos
parametros. Nao hé necessidade de calcular a marginal de 32, uma vez que esta é utilizada

diretamente no calculo da condicional.

Para obter a distribuicdo marginal de B dada a amostra Y, ¢é preciso integrar
a distribuigdo posteriori conjunta dos parametros B, X|Y ~ MN,,,,iW,,(B,£, S,7) em

relagdo a X

_ v+nptn+l 1 —_ -

L {—2tr (5B -By(B - B)}}
X exp {—;tr [E_IS}}

_ v4npt+n+l

1 _
= ‘> T %]ZH 2 eXp{—2tr [2 1((B—

BYQUB - B) + s)}}

Seguindo |Anderson et al.| (1958)), é tido que:

[ 12175 exp{~t1(ZA)} = |A|"Tu(0)
Z>0

Entao, para deixar a expressao da forma conhecida, substitui-se A = (1/2)((B—
B)Q(B — B) + S), ademais, é necessario ainda fazer a transformacio Z = X', cujo

jacobiano da transformacao é |Z|~("*1),

Chamando k = ]?]f%‘ﬁt@ [Fn(%)(2ﬂ_)%2%]—1:
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F(BlY) = k/ Z| P 70 oxp [ —tr [ZA]} A Z
zZ>
=k [ 12|77 exp {—tr[ZA]} dZ
Z>0 B
_ k|A|u+n1) (1/4—an> (4.39)

Entao chegamos ao seguinte resultado:

T, (2§12 |, e
f(B]Y) = ( >| | ,|n| S+(B—B)’Q(B—B)\ ’ (4.40)
Ln(5)(m) 2
rn”+"§%ﬁ@f I
_ Il 151 n| | I+S’1(B—B)’Q(B—B)’ : (4.41)

La(§)(m) 5

/-\

As duas expressoes acima sao recorrentes para a distribuicao t matricial da poste-

riori marginal de B.

A inferéncia sobre os pardmetros B pode ser feita diretamente ao gerar J matrizes

. o
de parametro B e entao tendo-os em maos, {B(j)} , a média é calculada como:
j=1
R 1 J oo

Onde os pardmetros sio gerados da distribuicdo posteriori marginal B ~ M tupn(B,Q, S, 7).

Havendo V(B|Y), é garantido assintoticamente que converge em distribuigao:

VM (vec(B) — vec(B)) — N(0,V (vec(B)|Y))

O intervalo de confianca 1 — o para B pode ser obtido pelos valores (E(Z), B(S)),
ondel = |M(a/2)] e s = |[M(a—(1/2))], onde os limitadores | | indicam a parte inteira

do niimero gerado, e o valor B; indica a i-ésima estatistica ordenada de B.
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5 MODELAGEM DA VARIANCIA

Um dos fatos estilizados mais abordados das séries financeiras é o fendmeno co-
nhecido como agrupamento da volatilidade. Em outras palavras, esse fenomeno diz que a
variancia dos retornos apresenta correlagao serial no tempo, periodos de grande instabi-
lidade nos retornos tendem a ser seguidos por periodos de grande instabilidade, ao passo

que periodos mais estaveis tendem a ser seguidos por periodos de baixa volatilidade.

As pesquisas em séries temporais financeiras tem focado nas ultimas décadas a
modelar esse fenomeno. Os modelos de volatilidade podem ser divididos em dois grandes
grupos, os da familia de heterocedasticidade condicional auto-regressiva (ARCH, Autore-
gressive Conditional Heteroscedasticity) e os da familia de Volatilidade Estocastica (SV,
Stochastic Volatility).

O desenvolvimento de modelos econométricos que incorporam esse fendmeno tem
mostrado éxito no meio académico, tanto quanto aplicagao pratica destes no mercado.
Apesar de sua popularidade, tem enfrentado dificuldades a incorporacao de outros fatos
estilizados, como, por exemplo, a assimetria da volatilidade (leverage effect). Logo, diver-
sos trabalhos preocuparam-se em modificar os ARCH e SV a fim de ajustar-se melhor ao
que é observado na pratica. Nesse ponto, esbarrou-se na exigéncia de modelos cada vez
mais flexiveis, capazes de explicar ao maximo os fendomenos e, conseguinte, aumentar seu

poder preditivo.

Os modelos ARCH e SV surgiram e desenvolveram-se ao longo das décadas de
80 e 90 através de diversos autores. Os primeiros trabalhos contiveram-se a modelagem
de séries univariadas, porém conforme a necessidade, logo generaliza¢oes surgiram desses
modelos para o caso multivariado. Ainda hoje, pode-se dizer que o caso univariado atingiu
um grau de sofisticacdo maior do que o multivariado. Assim que as extensoes surgiram
para esse segundo caso, esbarrou-se num problema ji conhecido "maldi¢ao"da dimensio-

nalidade, em outras palavras, o excessivo nimero de parametros a serem estimados.

Os esforcos das pesquisas em modelos multivariados se voltaram a driblar esse
problema, deixando a incorporacao de outros fatos estilizados com um papel coadjuvante.
O problema da dimensionalidade tem sido resolvido com exceléncia por modelos que
reduzem o numero de parametros sem perder sua capacidade explicativa. Para a familia
ARCH, esse processo avangou significativamente, ao passo que para a familia SV, ndo. O
desenvolvimento de trabalhos relativos a essa segunda familia de modelos, mais flexivel que
a primeira no que tange a incorporagao de um componente estocastico para a variancia,
encontrou entao dificuldades quanto aos métodos classicos de estimacao. Diversos autores
entao propuseram métodos mais sofisticados para os SV, como o MCMC, enquanto que

para os ARCH, estimadores populares se mostraram bem eficazes.
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5.1 Modelos univariados

A seguir sao discutidos sucintamente alguns modelos de volatilidade univariados e

suas propriedades.

5.1.1 GARCH

Os modelos da familia ARCH sao também conhecidos como de volatilidade de-
terministica. O trabalho seminal na area pode ser atribuido a |Engle (1982) que propos
estimar parametros para a persisténcia da volatilidade no tempo. Por vezes esse modelo
exige o uso de estimacoes demasiadas e entao surge a popular generalizagao do modelo por
Bollerslev| (1986)), o de Heterocedasticidade Condicionada Auto Regressiva Generalizada
(GARCH, Generalized Auto Regressive Conditional Heterocedasticity). Esses trabalhos
iniciais preocuparam-se, sobretudo, na modelagem do agrupamento de volatilidade, mas
conseguinte, surgiram uma gama de trabalhos propondo incorporar os demais fatos es-
tilizados. Dentre eles, o GARCH Exponencial (EGARCH, Exponentional GARCH) de
Nelson| (1991), o GARCH Limiar (TARCH, Threshold GARCH) de Rabemananjara e
Zakoian (1993)) e Glosten, Jagannathan e Runkle| (1993) e uma versao onde o processo ge-

rador da volatilidade muda temporalmente, de [Bauwens, Preminger e Rombouts| (2006),

(RS-GARCH, Regime Swiching GARCH).

Apesar de serem bem populares, |[Nelson| (1991) indica algumas desvantagens no
uso destes, para garantir que a variancia condicional seja positiva, deve-se impor restri¢oes
no espago paramétrico que, por vezes, sao violadas. Outra desvantagem desses modelos é
que eles nao levam em consideragdo que existe um componente aleatorio no processo de

variancia condicional.

5.1.1.1 O modelo

E dito que o erro ¢, em ¢t = 1,...,T segue um processo GARCH(p,q) se os dois
primeiros momentos condicionais existem e, sendo ¥;_; o conjunto de informagoes dispo-
niveis até t — 1, entao:

a) E(6t|qjt_1) =0

b) Existem constantes w, a; para i =1,...,q e b; para j =1,...,p tais que:

q p
Var(e, |V, 1) = 0} = w + Z ae? ; + Z bjaffj
i=1 j=1
Onde a variancia de ¢; é dada pelos termos de inovagao defasados q vezes, e?
e pela prépria variancia defasada p vezes, dada por h,—;. Se p = 0, entao o
modelo é reduzido & forma ARCH(q).
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Considere um modelo GARCH(1,1). A condicao de estacionariedade do processo

é dada se:

—o0 < Ellog(an? +b)] < 0

Entao

hy = {1 + g;a(ntl) . am”)} W

converge quase-certamente e e; = v/h;1; é solucdo tnica e estritamente estacionaria
do modelo. Se E[log(an?+b)] > 0ew > 0, entdo niao ha solugao estritamente estacionéria.
A prova da condicdo de estacionariedade foge do escopo do trabalho. A condigao de
estacionariedade para o modelo genérico GARCH(p,q), tal como as respectivas provas

podem ser encontradas em Francq e Zakoian, (2011)).

5.1.1.2 Estimacdo

A estimacdo do GARCH geralmente é feita através da Quase-Maxima Verossi-
milhanga, ou Quasi-Mazimum Likelihood Estimator (QMLE). Seja novamente o modelo
GARCH dado por

€t = \/h>t77t
q

p
he =w+ > aie; ;+ Y bihj
j=1

i=1

Onde 7, é uma sequéncia de variaveis aleatérias com varidncia 1. Sejam também
w > 0,a >0 paratodoi=1,...,qg e b; >0 para todo j = 1,...,p. Entao de forma

compacta, o vetor de parametros é escrito como:

0=way...a,b ... b))

O espago paramétrico ¢ definido como:

© C (0,+00) x [0, +00)""

Para escrever a verossimilhanga do modelo, entdao deve-se especificar uma distri-
buicao para as varidveis aleatérias i.i.d. 7;. A funcdo de quase-méaxima verossimilhanca
coincide com a verossimilhanca quando, condicionada a alguns valores iniciais, n; é gaus-

siano. Os valores iniciais sao dados por:
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B w
R ETES Y

2 _ _ 2 2
60_---_61 —0-0—...—0-1

E entao a funcao de quase-verossimilhanga ¢ dada por:

1o (5)
L,(0)=L,0;er)= exp | ——%
©) (6:ér) tzl_ll 2o} 207

Onde o7 sdo recursivamente definidas em ¢ > 1 por:

q P
2 _ 2 2
ol =w+ > ae] ;+ > bjo;_;

i=1 j=1

A QMLE do vetor 8 é dada pela maximizacao:

0, = argf € OL,(0)

5.1.2 Volatilidade estocastica

introduz o SV como alternativa direta ao ARCH, com a vantagem de
que, agora, a variancia dos retornos passa a ser um processo randdémico nao observado. O
SV original, de forma popular, modela a variancia em logaritmo natural, o que aproxima
bem o modelo de uma forma temporal continua. O SV pressupde que hd um componente
deterministico auto-regressivo, que capta a persisténcia da volatilidade no tempo, mais

um componente aleatério. Apos a introdugao desse novo tipo de modelagem, tal como no

caso ARCH, diferentes parametrizagoes surgiram, e.g. [Jacquier, Polson e Rossi| (2002))]Yu,|

'Yang e Zhang| (2002) que propde um modelo SV nao-linear e Koopman e Uspensky| (2002)

formulam uma variagdo do SV na média.

O SV é um modelo mais flexivel do que os de volatilidade deterministica ARCH,
através do componente aleatorio, pode-se incorporar ao modelo os demais fatos estilizados
como feito nos trabalhos de Nelson| (1988), Barndorff-Nielsen| (1997), |Gallant, Hsieh ¢
Tauchen| (1997), Mahieu e Schotman| (1998)), Sandmann e Koopman| (1998)), Ruiz| (1994),
Harvey, Ruiz e Shephard| (1994)), (Chib, Nardari e Shephard| (2002)), Jacquier, Polson e
Rossi (2004) e Harvey e Shephard| (1996). Ghysels et al.| (1995) discute detalhadamente
as propriedades do SV. As propriedades dos modelos SV podem ser encontradas nos
trabalhos de Taylor| (1994)), Shephard| (1996), Ghysels et al.| (1995), Capobianco| (1996) e
Barndorff-Nielsen e Shephard| (2001). Harvey e Shephard (1996]) e |So, Li e Lam| (2002)

ainda incorporam o leverage effect ao SV.
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5.1.3 O modelo

O modelo SV se ajusta bem aos dados e a moderna teoria em financas. Esse
método tem maior flexibilidade que o GARCH em incorporar os fatos estilizados. Outra
grande vantagem em seu uso ocorre da sua capacidade em ser colocado na forma estado-
espaco. Nao ha apenas um tipo de parametrizacao deste modelo, porém a mais popular

é dada como:

e; = exp <};t> € (5.1)

hy =+ ¢hy_1 +m; (5.2)

Onde ¢, ~ N(0,1) e n, ~ N(0, 03). Como se pode perceber, a SV trabalha com
o logaritmo das volatilidades, o que na pratica nao hé necessidade de restringir que a
variancia seja sempre positiva. O parametro h; entao segue um processo aleatério e ¢ é o

parametro responsavel pela persisténcia da variancia no tempo.

Sob a condigao de que |¢| < 1, entdo h; é um processo estritamente estacionario

cuja média e variancia sao dadas como:

0_2

Var(h;) = o} = 1 _n¢2 (5.3)

y

E(h) = pn = ﬂ

Onde os erros €; e 1, sdo gaussianos e independentes.

Para ver mais claramente como se d4d a dindmica deste modelo, considere elevar

ao quadrado os termos e colocar na forma logaritmica:

Ine; = hy + Ine;

Se ¢, ~ N(0,1), entdo Ine€? tem distribuigao log x* cuja média é (1) — In2 ~
—1,2704, onde () é a fungao digama, e varidncia 7%/2 ~ 4,9348. Definindo ¢(; =

Ine? 41,2704, entdo ¢; ¢ i.i.d. com média 0 e variancia 72/2:

In 6? = —1, 2704 + h‘tgt

5.1.4 Estimacao

Nas proximas secoes serao apresentados alguns métodos principais de estimagao
dos modelos SV.
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5.1.4.1 Meétodos tradicionais

As limitagoes desse método encontram-se na estimacao, nao tao trivial quanto
as do GARCH. A distribuicao de ¢|¥; 1, onde ¥, ; é o conjunto de informagoes até
t — 1, ndo possui forma analitica, entdo a funcdo de verossimilhanca nao é direta. Um
dos métodos de se obter a verossimilhanca é integrando a f.d.p. conjunta em relacao a

log-volatilidade, seja 8 = [v, ¢, 072]] o conjunto de parametros, entao:

L(e;0) = [ plelh,0)p(hIO)dh

Esse método envolve métodos numéricos para a estimacao do conjunto de para-
metros 6. Alternativamente, métodos do tipo integracao via Monte Carlo sao mais faceis
de implementar porém estas envolvem erros computacionais extras, nao sendo tao atra-
tivas. Dentre outros métodos, temos o Generalized Method-of-Moments proposto entao
por [Taylor| (1986), o qual nao envolve a especificacao da fungao de verossimilhanga. Har-
vey, Ruiz e Shephard| (1994)) propde a estimacao via Quasi-Mazimum Likelihood, (QML).
A ideia bésica por detras deste método envolve considerar que a variavel aleatoria (; é

i.i.d.N(0,7%/2) e entdo o filtro de Kalman ¢ aplicado as equagoes:

wy, = —1,2704 + hy + G (5.4)
hy =~ + ohy_1 +n; (5.5)

Onde ¢ = In¢ — E(In¢}) e Var(¢;) = 0¢ = 7%/2. O modelo acima ¢é claramente
um modelo na forma estado-espago, porém fere as hipdteses de normalidade quanto a
variavel (;. A vantagem desta parametrizacao ocorre quanto a correlagdo contemporanea
originalmente existente entre ¢; e ;. Como estao elevadas ao quadrado, essa correlagao
¢ perdida. O estimador de QML entdo trata os erros (; como se fossem distribuidos

i.i.d.N(0,7%/2), o que é uma aproximagio razoavel.

5.1.4.2 A abordagem Bayesiana

A abordagem Bayesiana é uma alternativa atrativa a estimacao dos parametros da
SV. Como anteriormente, essa abordagem, diferente da classica, trata os verdadeiros pa-
rametros populacionais @ como aleatoérios, sob uma distribuicao priori, antes de observar

a amostra Y, é possivel construir a distribuicao posteriori como:

1Y) = GG < p(Y 1)

Entao, usando da distribuicao posteriori de 0, é possivel fazer a inferéncia esta-

tistica nos parametros, sob a suposicao de que os dados foram gerados pelo modelo em

escolhido.



30

A vantagem dessa abordagem é a nao necessidade de que a posteriori tenha uma
forma analitica, sendo que esta pode ser calculada via métodos MCMC, o que torma
o método atrativo para o modelo. Ha duas vertentes principais para essa abordagem, a
primeira delas é a estimagao em movimentos inicos, também conhecida como Single-Move
MCMC, e a outra, mais explorada neste trabalho por suas propriedades é a estimagao em

movimentos miultiplos, também conhecida como Multi-Move MCMC.

5.1.4.3 Single-Move MCMC

Esse método foi inicialmente proposto em [Shephard (1993)) e |Jacquier, Polson e
Rossi (2002). Essa estimacao segue uma estrutura hierarquica de distribui¢oes condi-
cionais. A primeira delas é p(Y|h), a segunda coloca a volatilidade condicionada aos
parametros da SV p(h|@) e a terceira distribui¢gdo é a marginal dos pardmetros da SV
(0). Desta forma:

p(h,0]Y) o p(Y |h)p(h|6)p(0)

De outra forma, é dito que a distribuicao posteriori de 8 é dada pela expressao
acima. Como ¢ sabido, a posteriori nao possui forma analitica, e o método MCMC nao

pode ser feito diretamente, sendo necessario reamostragens via Gibbs:

5.1.4.4 Algoritmo para a estimacdo de SV com Single-Move
Para os valores J = B + R:

a) inicialmente deve-se gerar h'*! a partir da distribuicao b/ ~ p(h|y0(j) K

b) entdao gerar os valores dos pardmetros 0U*Y 4 partir da distribuicao VY ~

p(8]Y, hUD);

¢) e entdo voltar para o primeiro item e repetir o algoritmo J vezes e excluir os

B valores iniciais obtidos por questao de convergéncia.

Uma vez que o segundo passo do algoritmo ¢ direto, a desvantagem deste método
encontra-se no primeiro passo, o qual nao pode ser feito diretamente. O Single-Move
decompoe a f.d.p. p(h|y0(j)) nas condicionais p(ht|h(_jt),Y,9(j)), onde h_; é o conjunto
de todas as log-volatilidades em T, exceto em t. Usando das propriedades Markovianas,

desta forma pode-se reduzir a condicional a:

p(u|hY), Y, 09) = p(hylhy 1, b, 51, 8) o p(yulhe)p(hesa|he, O)p(hulhy1,0)  (5.6)
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5.1.4.5 Multi-Move MCMC

Esse método foi inicialmente sugerido em Kim, Shephard e Chib| (1998). O proce-

dimento é feito com base na forma estado-espaco da SV como

In €t = Wt = ht + 2

he = pp + d(he—1 — pn) + me

A grande vantagem desta abordagem diz quanto & aproximacio z; = Ine? ~
N(—1,2704,72/2) para o caso Single-Move, a qual os autores consideram sub-6tima, so-
bretudo em pequenas amostras. Entéao, |Kim, Shephard e Chib| (1998) propoe uma apro-

ximagao da distribuigdao In 7 com base na mistura de 7 distribui¢des normais, de modo

que:
7
Z%Pzw —j(zlde = j)
Onde z|s; = j ~ N(m; — 1,2704, v]z), onde ¢ é uma varidvel discreta que assume
os valores no intervalo [1,7] no conjunto N, para t = 1,...,T. A expressdao acima pode

ser considerada entdo uma média ponderada de 7 distribui¢bes normais, dado o fato que
pGi=3)=qeXiq=1

Através desta abordagem, entdo, a aproximacao das distribuicoes In x? e gaussinas
pode ser feita com um nivel de acuracia maior que o Single-Mowve, e o filtro de Kalman
pode ser aplicado de forma direta. Essa forma permite que todo o vetor hy = hr seja
estimado através de p(h|w, §) de uma s6 vez. O algoritmo de Gibbs assume entio a forma

genérica:

5.1.4.6 Algoritmo de Gibbs para estimacdo da SV com Multi-Move

Inicialmente deve-se escolher os valores iniciais 8°) ¢ h(?). Para os valores J =

B+ R:

a) gerar os valores 6Vt ~ p(8|w, hV);

b

entdo gerar os valores de hy com base na distribuicio hU™ ~ p(h|w, 8V 9W);

¢) o préximo passo serd gerar o vetor 0 a partir da distribuicao VY ~ p(0Z h +1));

)
)
)
d) e entdo voltar para o primeiro item e repetir o algoritmo J vezes e excluir os

B valores iniciais obtidos por questao de convergéncia.

Em |[Kim, Shephard e Chib) (1998]) encontramos que a correla¢ao entre as recursivas
geracoes de parametros é reduzida drasticamente. Uma desvantagem deste método é que,

apesar de ser mais eficiente do que o Single-Move, ele ainda é uma aproximagcao.
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5.2 Modelos multivariados

Os modelos multivariados surgem com a proposta de modelar simultaneamente
volatilidades de diversas séries financeiras distintas, a importancia se da na captura do
ultimo fato estilizado mencionado, quando a volatilidade tende a caminhar conjuntamente
entre diversos retornos de ativos, de modo similar, podemos dizer que eles tem "algo'em
comum, ou entao que apresentam fatores comuns nao observados. Para |Platanioti, McCoy
e Stephens (2005), os modelos multivariados podem ser melhor compreendidos que os
univariados, na medida que eles contém mais informacao: a relacdo entre as mudancas
nos retornos dos ativos. Pitt e Shephard (1999) motivam o estudo de modelagem de
variancia para o caso multivariado quanto a sua interpretacdo econémica em Teoria de

Precificacdo por Arbitragem (APT, Arbitrage Pricing Theory).

5.2.1 MGARCH

As versoes multivariadas dos modelos GARCH (MGARCH) surgiram no comego
do desenvolvimento desse tipo de abordagem, com as univariadas, dentre todas as espe-
cificagoes, sao relevantes os trabalhos de |Bollerslev, Engle e Wooldridge (1988) que faz
uso do operador vech para modelar simultaneamente as volatilidades e uma generalizacao
desse modelo conhecida como BEKK, de [Engle e Kroner| (1995). Esse tipo de modelagem
frequentemente sofre com a quantidade alta de parametros a serem estimados, fené6meno
também conhecido como problema de dimensionalidade. Os esforcos no desenvolvimento
destes deu-se entao na reducao do nimero de pardmetros, como exemplo, temos o mo-
delo fatorial que, motivado pela teoria econdémica como o APT de Ross (1976), o qual
esforca-se em achar fatores comuns as diversas séries de retornos, como o factor-GARCH
introduzido por [Engle, Ng e Rothschild (1990) e o modelo ortogonal GARCH de |Ale-
xander| (2001) e sua versdao generalizada, de [Weide| (2002), que faz uso de autovalores e

autovetores para redugao do problema.

Ainda dentro das versoes multivariadas da familia GARCH, temos dois princi-
pais que trabalham com a correlagao dos retornos, o modelo de Correlacdo Condicional
Constante (CCC, Constant Conditional Correlation) de [Bollerslev) (1990) e o de Corre-
lagao Condicional Dinamica (DCC, Dynamic Conditional Correlation) de Engle (2002).
Jeantheau| (1998)) propos uma extencao ao CCC que relaxa algumas das hipdteses do
modelo, também conhecido como ECCC. De modo similar, ha variagoes do DCC, como
o proposto por Tse e Tsui| (2002) e o DCC flexivel quadratico de Billio, Caporin e Gobbo
(2003) que impoe uma estrutura BEKK para as correlagoes (QFDCC, Quadratic Flexi-
ble Dynamic Conditional Correlation) e Silvennoinen e Terasvirtal (2009b)) que lancam
uma versao suavizada do modelo (STCC-GARCH, Smooth Transitiion Conditional Cor-
relation GARCH). (Cappiello, Engle e Sheppard (2006) generalizam o DCC a incorporar

efeitos assimétricos no modelo (AG-DCC, Asymmetric Generalized DCC). Dentro outras
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variagoes dessa ampla classe, encontramos trabalhos de [Pelletier| (2006) e |Silvennoinen e
Terasvirtal (2009a)).

Nesta secao sera introduzida as duas versdes mais populares do MGARCH, o
VECH e o BEKK-GARCH. Pode ser mostrado que, sob certas restricoes, o BEKK-
GARCH ¢é um modelo mais genérico que aninha o VECH.

5211 BEKK-GARCH

Dentre os modelos de volatilidade que buscam incorporar os clusters da volatili-
dade dos retornos, o mais famoso é o GARCH (Generalized Autoregressive Conditional
Heteroskedasticity) de |Bollerslev] (1986]). Desde entao muitas variagoes deste modelo sur-
giram objetivando incorporar os demais fatos estilizados. O GARCH pode ser estendido
ao caso multivariado (MGARCH), como o modelo BEKK de Engle ¢ Kroner| (1995). Esse

modelo entende que ha correlacao temporal entre todas as covariancias.

Seja o vetor de retornos dado por ¥, = [yay Y@y - -- Ymye) € R™. Aplicando um
modelo estocastico, por exemplo o VAR, a série de retornos y, parat =1,...,7T, obtemos
a média condicionada ao conjunto de informagoes passadas ¥,_;, dada pelo vetor ¢,. A
diferenca entre o estimado e o observado na realidade ¢ dada pelo termo de erro, e;. O

modelo entao assume que:

_1

Onde z; é uma sequéncia i.i.d. que obedece as seguintes caracteristicas:

E(Zt) =0
E(zz}) =1,

Em outras palavras, o vetor de aleatoriedade z; tem média 0 e sdo nao correlaci-
onados, ademais, possuem variancia unitaria. Para o vetor de erros do modelo, é restrito

que este obedeca as seguintes caracteristicas:

E,_1(e;) = E(e;|¥y—1) =0 (5.7)
E; 1(eie}) = Cov(e)|¥;_1) = H, (5.8)
E(ee;,) =X (5.9)

O conjunto de informacoes disponiveis ¥, ; ¢ geralmente tido como o conjunto
de vetores y disponiveis até t — 1. Através desse conjunto de informacoes a matriz H,

restrita como positiva definida, pode ser mensurada. De outra forma, os elementos da
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diagonal de H; sdo as variancias individuais de cada erro do modelo, e restringem-se a
positividade estrita pela definigdo de variancia. O modelo BEKK-GARCH, como proposto

em Engle e Kroner| (1995)) segue a seguinte parametrizagao:

K q K p
Ht = CC/ + Z Z Aiket_ie;_lAgk + Z Z BikHt—j ;k
k=1i=1 k=1j=1
O termo de intercepto, ou volatilidade incondicional, como dado, é uma decom-
posicdo onde C' é uma matriz triangular inferior, restrita de forma que os elementos da
diagonal principal Cj,; para todo k = [, sdo positivos, garantindo que o modelo sera
corretamente identificado, ou seja, ndo ha outras combinacoes que dardo a mesma repre-

sentacao, entao K = 1:

q p
H,=CC'+> Ae e, A, +> B,H, ;B.
i=1 j=1
A estacionariedade da matriz de covaridncias ¢ dada se os autovalores de 37 ; A;®

A; + Y B; ® Bj estiverem dentro do circulo unitario.

O BEKK, tal como outros modelos multivariados da mesma natureza, sofrem do

problema conhecido como maldi¢ao da dimensionalidade, onde o nimero de parametros R
n(n+1)

—
Suponha um modelo com n retornos, cuja volatilidade dos erros segue uma estrutura

aumenta rapidamente a medida que sdo acrescidas mais varidveis n, R = (p+q)n*+

BEKK-GARCH(p=1,q=1) a forma matricial é melhor compreendida na forma aberta:

Ht = CC, + Aet_]_eg_lA/ + BHt_lB/ (510)
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hir haa hin
ha1  hay hay,
hnl hn? hnn :
2
All A12 c. Aln €1 €1€y ... €1€n All A21 .. Anl
2
, Agl A22 Ce Agn €2€1 €5 ... €E2€n Alg AQQ Ce An2
=CC"+
2
Anl Ang c. Ann €Epn€l €Epty ... €n i1 Aln Agn c. Ann
By Bz ... B, hii hig .. hip By By ... By
+
| B Buy oo Bun | | b Bnz oo han | | Bin Ba ... Bun
=CC’
n n n n n n
i=1 Zj Alelz’ei,t—lej,t—l Zizl Zj AleZiei,t—lej,t—l e i=1 Zj Aleniei,t—lej,t—l
n n n n n n
n i=1 Zj AQjAliei,tflej,tfl Zizl Ej A2jA2iei,t71€j,t71 . i=1 Zj Alem'ei,tflej,tfl
n n n n n n
i=1 Zj AnjAliei,tflej,tfl Zizl Z]’ AnjA2iei,t71€j,t71 e i=1 Zj AnjAm'ei,tflej,tfl
n n n n n n
i=1 Zj BljBlz‘hij,t—l Zi:1 Zj BljB%hz‘j,t—l s i=1 Zj Blij‘eij,t—l
n n n n n n
+ i=1 Zj BQjBlihij,tfl Zizl Zj B2jB2ihij,t71 s i=1 Zj Blij‘hij,tfl
n n n n n n
i=1 Zj anBlihij,t—l i=1 Zj anB2ihz'j,t—1 s i=1 Zj anBnihij,t—l
De outra forma, suponha entao que separamos individualmente qualquer covarian-
cia entre duas séries da matriz de covariancias H,, denotada por hy;, para I, J =1,....n

entao segue que esta é dada pela expressao:

n n
2 2
hIJ,t =K+ A1J€I,t71€J,t—1 + Z Z AIjAJiei,tflej,tfl + B[JhIJ,tfl
i=14#£1 §,j#J

n n
+ Z Z BrjByihiji—1
=LAl AT

Onde K;; é uma constante, gerada pelo termo CC’. Essa parametrizacao é gené-
rica o suficiente para captar quaisquer relagoes existentes entre as varidncias e covariancias,
por exemplo, a covariancia dada por hy; em t é dada pelo seu préprio termo de inovacao
A7 jer-1€54-1, mais todos os outros, mais a prépria covaridncia defasada um perfodo,
B? shrs:—1 mais todas as outras covariancias defasadas um periodo. Geralmente espera-se

que os proprios termos defasados tenham um coeficiente mais significativo, o que leva o



86

BEKK-GARCH a sofrer restrigoes diretamente, devido a alta quantidade de parametros
a ser estimada, tipica de modelos multivariados com muitas varidveis endégenas. Levando

em consideracao essa restricdo, as matrizes A e B passam a ser diagonais:

hii hia oo hip
h h ... hap,
21 ?2 2 _cC
hnl hn2 s hnn ¢
_All 0 0 17 6% €1€y ...€1€, All 0 0
0 A22 N 0 €2€1 6% N €2€, 0 A22 ce 0
2
| 0 0 ... A | [ ener ener e e 1, 0 0 ... A,
[ By 0 ... 0 |[hy b ... B Bp 0 ... 0
O BQQ cee 0 h21 h22 ce e h2n O BQQ e 0
L 0 0 o B || e oo han | [ 00 ... By
Afle%,t_l A11A22€1,t71€2,t71 ce AllAnnel,tflen,tfl
—CcC + A11A2261,t—1627t—1 AgQG%,t—l e A22Ann€2,t—1€n,t—1
AnnAllel,t—len,t—l AnnAzzez,t—len,t—l e Afme%t_l
Bflhl,tfl BllB22h12,t71 ce Blannhln,tfl
BllB22h21,t—1 B%2h22,t—1 cen 322Bnn€2n,t—1
BnnBllhnl,t—l Bnn3226n27t—1 cee BinhQQ,t—l

Outra forma de restringir o BEKK-GARCH é considerar que A e B nao sao
diagonais, porém sao escalares que multiplicam as matrizes e;_1e}_; e H;_1. Desta forma

entao temos que:

2
h11 h12 c. hln €1 €1y ...€1€En
2
h21 h22 Ce hgn , €261 €5 e €2€n,
=CC' + A _
2
hpi hna ... han . €nCl €562 . € 1,
hu h12 c. hln
h21 hgg R h2n
+B _ ]
Rt hng oo han
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Ht = CC, + A(et_legfl) + BHt_l

Essa forma reduz drasticamente o niimero de parametros a ser estimado, sobre-
tudo se considerarmos que C = 0,,,,. Essa forma é muito parecida parecida com modelos
do tipo Ezxponential Weighted Moving Average, ou EWMA, bastando restringir adicional-

mente que a soma dos parametros deja A + B = 1, entao:

Ht = (1 — B)(et_le;_l) + BHt—l

Esse ultimo modelo é bastante popular na literatura e amplamente aceito quando

B = 0,94, para o caso quando sao trabalhados dados diarios, proposto por RiskMetrics.

52.1.2 VECH-GARCH

O wector-half GARCH, ou VECH-GARCH, por vezes chamado apenas de VEC-
GARCH, é o nome de uma parametrizacdo do MGARCH considerada uma das mais dire-
tas em relagdo ao GARCH univariado. Nesse modelo, todas as varidncias e covariancias
dependem de seus proprios valores defasados e das demais covariancias defasadas, e dos

seus proprios termos de inovacgao defasados, tal como dos demais igualmente defasados.

O nome faz referéncia ao operador matricial vech(). Tal como o tradicional ope-
rador vec( ), responsavel por vetorizar matrizes empilhando seus termos coluna a coluna,
esse operador trabalha da mesma forma, porém diferentemente do outro, este s6 empilha
os valores que estao no tridngulo inferior da matriz, o que se ajusta bem ao caso, quando
a matriz de covariancias é simétrica e nao ha necessidade de se empilhar todos os valores,

pois estes se repetem no tridngulo superior.

Sob as mesmas suposi¢oes do BEKK-GARCH, considere que ), seja uma sequéncia
i.i.d. do tipo ruido branco. Considere novamente e; como erros aleatorios em R", entao

a decomposicao pode ser feita:

1
e, =Hp}n,

Entao a matriz H, é a matriz de covariancias, e segue um processo deterministico

dado pela seguinte parametrizacao:
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hi1 €11 e%
haoy C21 €261
a; 1@ q,20) al?
i _ Cmi i i a2‘1(i) GQ?(i) . a% €m2€1
haz C22 i=1 : : . : €5
h32 C32 aal, e e36o
hmm Cmm 6%1
L i L J L Jdt—1
hi1
ha1
bi10) p2@) o pl) :
. 2q: b21.(j) bQ?(j) B by Bt
= : : - ha2a
b9 ) ) has
hmm .
L dt—j
P P ‘
vech(H;) =c+ ) ADvech(e,_se; )+ > BYvech(H,_;) (5.12)
i=1 i1

Onde as matrizes A” e BY sio quadradas de dimensdo m = n(n + 1)/2. Deste
modo, o VECH-GARCH se assemelha ao modelo BEKK-GARCH e a covariancia entre
dois erros, chamados [ e J, paratodo I > Jem I,J =1,...,n quaisquer é dada pegando-

se cada equagao individualmente:

P m q m
hrje = cry+ Z Z A€ t—iC€k t—i T Z Z bu e 1

i=1 k=1 j=1k=1

Onde [ é a linha das matrizes A® e BY) referentes & h;; no vech(H,) e k é o novo

coeficiente obtido da vetorizagao da matriz de covaridncias e da matriz de inovagoes.

A desvantagem deste método encontra-se em restringir o modelo a estacionari-
edade. O VECH-GARCH nao possui uma solucao na forma explicita que garanta a
estacionariedade da matriz de covariancias. A abordagem deste topico é extensiva e boas

referéncias podem ser encontradas em Francq e Zakoian (2011)).

Para fins didéaticos, suponha agora uma representacao do tipo VECH-GARCH
(p=1,q=1), entdo haverd um termo do primeiro somatério do lado direito da expressao
que representara a defasagem do erro de inovagao referentes aos ativos I e J e havera no

segundo somatério um termo referente a defasagem da propria covariancia referente a I e
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J. Dsses termos, tal como na parametrizacaio BEKK-GARCH, sao esperados valores de

coeficientes mais altos que nos demais. Entdao da mesma fora, restringindo as matrizes

AW e BW 3 serem diagonais, a dimensao do problema pode ser reduzida:

hll
h21
hml
h22
h32

vech(H,) = c + diag(A")vech(e;_e, ) + diag(B")vech(H,_;)

C11

C21

Cm1
C22

C32

a; 1@
0
_|_
0
0
by20)
0

hml
h22
h32

h’mm

t—1

€261

Eme€1

€362

SRCNERS

(5.13)

(5.14)

(5.15)

De modo que qualquer covariancia entre I e J pode ser reduzida a expressao:

hrje = cry + agperes + bephryi—1

Onde agora k representa o termo da diagonal das matrizes AL ¢ BY referentes aos

termo IJ na parametrizagao vech. Esse modelo é equivalente ao BEKK-GARCH diagonal

e as restrigoes feitas a essas matrizes torna o modelo mais parcimonioso estatisticamente

e, geralmente, pouca informacgao é perdida ao colocar os coeficientes fora da diagonal

principal como 0.

522 MSV

A literatura para os modelos SV é ainda muito mais voltada ao caso univariado,

de modo que modelos SV multivariados ainda sao pouco discorridos, ao contrario do

que ocorreu com os modelos MGARCH que, rapidamente ganharam popularidade nas

pesquisas em finangas. Parte da dificuldade em se trabalhar com os modelos MSV fica por

conta da sua propria estrutura logaritmica. O desenvolvimento da versdo multivariada
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pode ser atribuida principalmente a Harvey, Ruiz e Shephard| (1994), Pitt e Shephard|
(1999)) e |Aguilar e West| (2000)) e por fim modelos baseados na distribuigdo de Wishart.

O primeiro caso citado refere-se ao Modelo de Correlagdo Condicional Constante
(CCCM, Constant Conditional Correlation Model) que é uma versao SV do modelo Cor-
relagio Condicional de Bollerslev (1990) (CCC, Constant Conditional Correlation). E um

modelo que pode ter seus pardmetros estimados via QML como proposto por
e Shephard| (1994)), Danielsson| (1994) estende esse modelo para incorporar leverage effects,

Smith e Pitts (2006) usam um modelo bivariado similar e Ray e Tsay| (2000) usam esse

modelo para estudar componentes comuns de memoéria longa na volatilidade do mercado

de capitais. Esse modelo também permite incorporar fatores comuns aos ativos, alguns

trabalhos consideraram o caso para um fator, como em Shephard (1996), Liesenfeld ¢

Richard, (2003) e Jacquier, Polson e Rossi (1995), que propoe estimar os parametros via
MCMC.

A segunda versao dos MSV equivale ao modelo fatorial de [Engle, Ng e Roths
(1990), cujo cerne deste é reduzir o problema da dimensdo. Diferentes propostas

que surgiram ao longo dos anos marcaram a evolucao desse tipo de modelo, eles diferem

essencialmente do modelo fatorial de Harvey, Ruiz e Shephard (1994) no que tange a

incorporacao dos fatores, como o desenvolvido inicialmente em |Jacquier, Polson e Rossil
(1995). Outra abordagem feita deve-se aos trabalhos de |Pitt e Shephard| (1999) e Aguilar]
(2000)), os quais permitem que o termo de erro idiossincratico de cada retorno seja

modelado por processos SV independentes. Uma desvantagem dos modelos fatoriais SV é

que sao passiveis de restrigdes no espago paramétrico por conta da nao identificabilidade

correta dos parametros. (Chib, Nardari e Shephard| (2006) consegue incorporar distribui-

¢do marginal t-student aos erros do modelo de forma a captar as caldas mais pesadas,
tanto como levar em consideracao irregularidades na série de retornos, uma versao discre-
tizada do processo de Lévy (Platanioti, McCoy e Stephens, 2005). Aguilar et al. (1998)) e

Jungbacker e Koopman| (2006]) utilizaram apenas um fator para decompor a variancia.

Por ultimo, temos as versoes MSV baseadas na distribuicio de Wishart e sua
conjugacao com a Beta. O trabalho de [Uhlig (1997) apresenta impedimentos a total
aceitagdo em pesquisas de modelagem de séries financeiras, pois nao é imposto restri¢oes

quanto a estacionariedade das séries. O modelo ja apresenta uma versao mais geral

desenvolvida por Philipov e Glickman| (2006), que sugere estimagdo dos pardmetros via
MCMC. Como alternativa, |Gouriéroux, Jasiak e Sufanal (2009)) introduz um MSV baseado
num processo Wishart auto-regressivo de ordem um (WAR(1)). Ademais, encontram-se

trabalhos em MSV baseados na variacao da correlacdo no tempo, dentre eles,
(2006), Tsay| (2005)) e |[Jungbacker e Koopman| (jungbacker2006monte) utilizaram essa

metodologia.
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6 MODELOS ESTADO-ESPACO

Apesar de terem sido concebidos inicialmente para a engenharia, esses modelos
ganharam notoriedade nas pesquisas em econometria de séries temporais. Os modelos
tipo estado-espacgo sao sistemas que decompoem uma variavel ou um vetor observaveis,
em componentes nao observaveis, também chamados de variaveis de estado, mais um
termo de erro aleatorio. Esses sistemas permitem, entao, que as variaveis de estado tenha
sua dinamica dada de acordo com o comportamento apresentado pelos dados observaveis.
A popularidade desses modelos se da, sobretudo, pela sua flexibilidade em relagdo a
estrutura do processo estocastico que os dados apresentam. Deste modo, diversos tipos
de modelagem de dados variantes no tempo podem ser colocados na forma estado-espaco,
como ARMA, GARCH, tendéncia, sazonalidade e ciclos, e regressoes cujos parametros

variam temporalmente. Para mais referéncias sobre o assunto, consultar [Kim e Nelson
(1999) e |Cuthbertson, Hall e Taylor| (1992).

6.1 O filtro de Kalman

Quando trabalhamos com modelos econométricos temporais, buscamos identificar
o processo gerador de uma determinada série y; com base em alguns pressupostos. Esses
pressupostos nos permitem estimar g; e predizé-lo h passos a frente. Para que métodos
tradicionais de estimacao sejam validos, é necessario que o processo gerador permaneca
constante no tempo, em outras palavras, os parametro do modelo sdo tidos como fixos
temporalmente. Em muitas aplicacoes na econometria, é interessante relaxarmos essa

hipotese. Considere o seguinte modelo:

Yy =XiB, + & (6.1)

A equagao (6.1]) representa uma regressao linear multipla e um exemplo de modelo
dindmico em que os parametros 8 ja nao sao fixos, eles variam conforme novas informacoes
chagam em ¢. Métodos convencionais de estimacao ja nao funcionarao, entdao o uso do
filtro de Kalman se mostra aplicavel para esse tipo. O filtro de Kalman é um método feito
em cima da forma estados-espago de modo recursivo, sempre atualizando a variavel de
estado de acordo com uma ponderacao entre o que foi medido e o que foi predito. Para
tornar mais claro como o filtro funciona, considere outro modelo similar, porém mais

simples:

Yt = T + € (6.2)

A equagdo (6.2)) também é conhecida como modelo de componentes nao observa-

veis, pois nele, a série observavel y; ¢ decomposta num componente permanente 7; mais
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um ruido branco, por vezes chamado de componente transitorio ¢;. O filtro de Kalman
entao prové um meio de estimar y,,—; baseando-se em informacoes até ¢ — 1 e entao,
atualizar o componente permanente conforme a chegada de novas informagoes. Essa atu-
alizacao ocorre de acordo com o componente permanente predito mais a proporcao k;
do erro de predicao conforme a chegada de novas informagoes. Algebricamente podemos

escrever Ccomo.

Y = T + (]. — kt)St (63)
T = m—1 + kiSg (6.4)

Assume-se que s; seja um ruido branco nao correlacionado temporalmente com

m; e k; seja um componente de atualizacao, também chamado de ganho de Kalman.

Substituindo (6.3]) em (6.4]) temos a seguinte relagao:

Y =T 1+ St multiplicando por k; e isolando sy,
kesy = ki(ye + mi—1) substituindo k;s; em (/6.4)),
T =1 + ke(ye — m—1) (6.5)

De acordo com (|6.5)) fica claro verificar que trata-se de um modelo adaptativo,
onde o componente nao observado permanente é ajustado de acordo com a chegada de y;

na proporcao do ganho de kalman k;.

De modo geral, como visto, os modelos estado-espaco trabalham com dois tipos
principais de equagdes, a equacao de mensuragao, e a de transicao. Visando simplificar
como filtro funciona, considere o seguinte modelo popular, com x e 3 vetores de entrada

do modelo e parametros, ambos de dimensao n e z, e seja € um ruido branco.

=%, + & equagao mensuracgao (6.6)
€~ N(0,V,)
E(Be) =0

B, =T.8, , + R, equacao de transicao (6.7)
n, ~ N(0,Q,)
E(Bi_1m,) =0

Ainda ¢é necessario assumir que os erros sao nao correlacionados, E(€mn,) = 0. As
equacgoes e (6.7) de mensuracgao e de transi¢ao juntas formam o modelo estado-espago,

as matrizes T'; e R; sao conhecidas em t. Nesse sistema, escrito como estado-espaco, os 3;



93

sao estocasticos e X8, ¢ o componente permanente do modelo. Para que o filtro funcione,
geralmente deve-se ter em maos o valor inicial estimado Bo do verdadeiro vetor B, e sua
matriz covaridncia estimada 130, de acordo com a informacao que o agente possui em
t = 0, este vetor e matriz também sdo conhecidos como priori do modelo. Com a priori,
é possivel predizer qual serd o valor de 8; quando t = 1. Algebricamente, descrevemos a

predicao como:

B1|0 =ToB, (6.8)
COV(BHO) = E(Buo - 51)(B1|0 —B1) =P (6.9)

Se considerarmos que a priori ¢ dada pelo verdadeiro parametro inicial mais um

termo de erro que representa a incerteza deste:

Bo = ,30 + "po (6-10)

Podemos entao isolar B, em (6.10) e substitui-lo em (6.7)) e fazer as devidas ma-

nipulagoes algébricas como segue:

Bo :Bo -, de (6.7]) temos:
B = Tl(Bo — o) + Rymy
B = Tlléo =Ty + Rym,y
—
Bijo

(B — Buo) = =Ty + Ry (6.11)

Pela equagao (6.11)) fica claro que o erro de predicao de 39 pode ser decomposto
em dois componentes escritos a direita, o primeiro termo deve-se a incerteza em relacao
a priori, ja o segundo termo corresponde a incerteza na equacao de transicao . Com
esse resultado em maos, fica facil modificar para obter Py

Py = E[(-T1py + Rimy)(=T1%, + Rim,y)’]
= (Th P T} + R1Q:1R)) (6.12)

Com a chegada de nova informacao Y; em t = 1, o valor do parametro 3 devera
ser atualizado. O modelo entao assume a seguinte forma algébrica, onde w; € o erro na

predicao do parametro By:
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Y =8,X+¢g €~ N(0,V,y)
Bijp =B + w1 wi ~ N(0, Pyj)

O sistema acima pode ser colocado na forma matricial:

(o) () (2) &

5,_/ —_— ———
X

Y.

Y, =XB,+& (6.14)
Se assumirmos que:
VvV 0 ~
Cov(e)=| ' -V, (6.15)
0 Py

Feitas as transformagoes, pode-se entao rodar o estimador de minimos quadrados
generalizados (MQG) afim de obter 8;:

B, =XV X)) (X'V{'V) (6.16)

-1
Vi 0 X

Cov = X' I =P 6.17

m-(Y e e (T)) om e

Ao abrirmos a equacao (6.17) com base em (6.15)) e (6.13), obtemos o resultado

que segue:

P =V 'X'X (6.18)
=X'V1'X (6.19)

) vt o b ¢
ot ) (7)) e
= (X'V{'X + Py (6.21)

Com o resultado (6.21)) em méaos, podemos derivar a equagao de atualiza¢do como

segue:
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ffl:pl[(x’ I) (VSI poug) (;0)]

= (PiX'Vi Y)Y 1+ PPy ' By (6.22)

Substituindo Pﬂé de 1’ na equacao |} e realizando as seguintes manipula-
¢oes, chegamos ao seguinte resultado:

B, = (PIX'Vi Y +P(P, ' - X'V'X)B (6.23)
= (PAIX'Vi YY1+ (I - P X'VI'X)By (6.24)
= :31\0 + (Plevl_l)(Yl - X61|0)

N—————
K,
= By + K1(Y1 — XBy)0) equacao de atualizagao (6.25)

De (6.22), através do segundo termo do lado direito, podemos reformular a matriz

de covariancia de 3, em funcao do ganho de Kalman Kj:

PPy ' =P(P ' - X'VI'X)
= - K1 X)
Py =(I—- K X)Pyj (6.26)
(6.27)

Outra forma de escrevermos o ganho 6timo de Kalman segue diretamente da de-
finigdo acima de Pj, ao substituir a matriz na definicio dada anteriormente em (6.25)),

segue que:

K, =P, X'V,
= (I - K X)P o X'V,
=P X'Vi ' — K| XPp X'V}
Ki(I+XP X'V, =PpX'V,"!

Multiplicando ambos os lados por Vy:

K (Vi +XPpX') = PypX’
K, =P X'(V,+ XPpX')"
F
=P X'F, " (6.28)
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6.1.1 Estimacao dos parametros

Os modelos em estado-espaco de modo geral trabalham com a modelagem de
séries que envolvem variaveis nao observaveis. O filtro de Kalman entao cumpre um
papel dentro desses modelos como um estimador dos componentes nio observaveis. E
um método recursivo de estimacao onde os calculos sao refeitos a cada chegada de novas

informagoes, funcionando de forma a atualizar o componente nao observavel.

Dentre as inimeras possibilidades do uso do filtro em economia, atemo-nos ao pre-
sente caso quando é necessario que os parametros de um modelo de regressao linear, como
o VAR, por exemplo, alteram-se temporalmente, geralmente por uma questao de apren-
dizagem e expectativas racionais. Tendo esse fendmeno em vista, considere o seguinte

modelo em questao:

y, =x,B;+ e e; ~i.i.d.N(0, R) (6.29)
B,=fp+TB,, +v v ~ i.d.d.N(0, Q) (6.30)

Onde y, é um vetor n-dimensional de varidveis enddégenas, X; é um vetor k-
dimensional, com k£ = np para o caso de um VAR(p), e os termos de erro e; e v; sao
independentes. Os parametros ft e T' sao conhecidos como hiperparametros, por ora,
consideramos como dados. O algoritmo do filtro de Kalman pode ser facilmente estendido
para o caso quando esses parametros nao sao conhecidos, caso em que ha necessidade de

serem estimados.

O filtro entao funciona recursivamente a cada chegada de nova informacao, esse

processo basicamente pode ser dividido em dois passos principais:

a) predigao: antes do tempo t é necessirio prever otimamente o valor que y,
assumira. Essa predicdo é calculada com base em toda informacao disponivel
até t — 1. De modo compacto o valor predito ¢ escrito como y,,_; e ele ¢ feito
com base na matriz de parametros predita para t, escrita compactamente como
Bt|t71;

b) atualizagdo: essa etapa ocorre da chegada de uma nova informacao, chama-
mos de y,. O filtro entao calcula o erro de predigao como 7,y = Yy, — Y;_1-
Com o erro de predicao, os parametros podem ser atualizados, obtendo By e
entao voltar a etapa de predicao, agora prevendo ¥y, ,, com base na informacao

disponivel até ¢, chamado de y, ;.
O algoritmo pode ser sumarizado da seguinte forma:

a) inicialmente sao estipulados valores para By e Pg|g com base em conhecimento
prévio do pesquisador ou mesmo na estimagao dos parametros com base numa

pré-amostra;
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b) o segundo passo entao consiste em calcular os valores dos pardmetros preditos,

ela ¢ feita através da equacgao de transicao:

Byjo = p+TBy Pyy=FP,F' +Q

c¢) com a chegada de uma nova informagao em ¢ = 1, definida pelo vetor y,, entao

o erro de predi¢ao e sua variancia devem ser calculados da seguinte forma:

Mo =Y1 — Y10 = Y1 — 1By
f1|0 = mlPl‘owll + R

d) com os resultados do item anterior, o parametro By, que ¢ uma predicao,

deve ser corrigido com base no erro de predigao 1y

B, = By + P1\03911f1_|(1)”h|o = Bijo + K11y
Py =Py — P1|0$/1f1_|(1)331P1\0

e) com B, e Py, o item 1 deve ser retomado e assim ser feito recursivamente

até toda a amostraem t =T

O ganho de Kalman K, = Py;_ix; f;‘tlfl é o responsavel por determinar o peso

dado a nova informagao que chegou, dada entao pelo erro de predigao n,,_;.

Nesse modelo, o erro de predi¢ao pode ser decomposto em duas partes. A primeira
deve-se ao erro de inferéncia ao tentar prever o vetor y, com base na predicao By;_;, ou
seja, a diferenca B; — By;—;. A segunda parte do erro de predigao ocorre por conta
da incerteza intrinseca ao modelo, dada pela aleatoriedade e;. Ambas as incertezas sao

expressas diretamente na equagdo da variancia do erro de predigao f,,_;.

Outro ponto a ser notado é que o ganho de Kalman é uma funcao inversa da
matriz de covariancias R, ou seja, quanto maior for a variancia dos erros e;, menor peso
se dard a chegada da nova informacao. O resultado é intuitivo dado que grande parte da
incerteza quanto a predicao esta associada a especificacao do modelo dada pela equacao
de mensuracao e nao pela incerteza na predicdo de B;. De outra forma, conforme as
incertezas associadas a previsao em By;_; aumentam, o filtro dard maior peso a chegada

da nova informagcao, uma vez que a predi¢cdo nao tem sido boa.

6.2 Suavizador

Ao contrario do filtro de Kalman, por vezes é necessario estimar os estados condi-

cionais por toda a amostra y,. Esse método é muito utilizado na abordagem Bayesiana
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quanto ao computo da distribuicao posteriori da marginal dos estados B;, para o pre-
sente caso BVAR. Equivalentemente, todos os estados sao atualizados com base em toda

a amostra em 71"

p<Bt‘:‘~JT)

A diferenca entre o filtro e o suavizador, mais popularmente conhecido na literatura
do inglés smoother, basicamente refere-se aos dados considerados para a estimacao dos
estados By, ao passo que o filtro se utiliza dos dados passados e do atual f’t,l,yt, 0
smoother se utiliza dos dados futuros. Depois de obter a posteriori dos estado através
do filtro, B, cujo processo € progressivo em t = 1,...,T, entao o suavizador pode obter
todos os estados condicionados a toda a amostra de forma retroativa, em ¢t =T —1,..., 1.

Para outras referéncias sobre o tépico, consultar Sarkka/ (2013).

De modo compacto, as equagoes retroativas do suavizador Bayesiano sao gerados

pela seguinte f.d.p.:

P(BealVr) = [ p(Bi| Bp(Bi|Yr)dB;
By |Y)p(Bin|Yr)
p(Br1|Yr)

p(B.IY ) = (B V) [

Onde p(B;|Y 1) é dado pelo filtro de Kalman no estado B;.

A derivagao de By p,,, = E(B|Bys, Bi41) equivale a atualizar a estimacao de
B, combinando By, com as informagoes disponiveis no vetor gerado B;,;. Desta forma,
B, 1 pode ser considerado um vetor adicional de dados observados que contém informagao

além de By;. Tome a seguinte equacao de estados:

Bi1=p+TB; + v

Entao, o erro de predi¢ao de By, condicionado a amostra gy, ¢ dado pela expressao
Mip1e = Biy1 — o — T' By, 0 que expressa a nova informagao contida em Byiq que nao
estd contida em By,. A varidncia do erro de predicao ¢ dado por f;kﬂ‘t = TPt|tT' + Q.
Adicionalmente, considere que H* = T seja a matriz que relaciona o vetor observado
B, com o nao observado By, entao as equagoes de atualizacdo podem ser escrita da

forma:
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By, = E(B:|y;, Biy1)
= E(B¢|Byt.B,,)
= By + Pt‘tH*/f:fk-&jll]tn:-‘r”t (6.31)
= By, + Py T (TPyT + Q) 'n}1,(Bis1 — p — TBy,) (6.32)
Py, p,,., = Cov(B|y,, Biy1)
= Cov(By|By,B,.,)

= Py, + PyH" f |, H Py, (6.33)
= Py, + Py T (TPyT + Q) 'TPy, (6.34)
(6.35)

De modo geral, a derivacao do suavizador é a mesma do que a dada pelo filtro de
Kalman, porém os dados utilizados sao os futuros e nao os passados, mas o comportamento

é 0 mesmo e as respectivas demostragoes sao as mesmas.

6.3 Abordagem Bayesiana

Novamente, considere o seguinte modelo linear das se¢bes anteriores:

y, =x,B; + e e; ~i.i.d.N(0, R) (6.36)
Bt = [:l/ + TBt—l + Uy Uy ~ ZZdN(O, Q) (637)

Onde y, ¢ um vetor n-dimensional de variaveis endogenas, X; é um vetor k-

dimensional, e os termos de erro e; e v; sao vetores independentes entre si.

Da abordagem cldssica, a estimacdo e consequente inferéncia sobre o vetor By =
[B; By ... Bry| é feita com base nos hiperparametros do modelo. Em contraste,
a abordagem Bayesiana considera que todos os hiperparametros, inclusive as variaveis
de estado By, sdo aleatérios. Outro ponto onde ambas abordagens diverge refere-se ao
fato que a inferéncia sobre By é feita conjuntamente com os hiperparametros, e nio

condicionalmente.

A ideia basica por tras da abordagem Bayesiana é que ambas variaveis de estado e
hyperparametros sao tratados tal como dados omitidos, e devem ser gerados via simulacao

por métodos MCMC e s6 entao a inferéncia pode ser feita.

N&o existe uma maneira tnica de gerar o vetor By. Neste trabalho é abordado o
método sugerido em |Carter e Kohn/ (1994) o qual é capaz de gerar todo vetor B a partir
da distribuicdo com base em toda a amostra p(By|§;). Esse método consiste entdo em

obter a distribuicio p(Br|#,) construida pela seguinte cadeia:
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p(Br|9r) = p(Br|gr)p(Br-1|Br, §r)

(Br|97)p(Br-1|Br, §7)p(Br 2| Br 1, Br, §r)

(Br|yr)p(Br-1|Br, Yr)p(Br—2| Br_1, Br, y7)
x p(Br_3|Br—2, Br_1, By, §7)

p
p

Levando-se em consideracao que By, condicionado a Bp_; e g, nao tem mais
informagao sobre By_5 além da contida em Bp_q, entao os termos condicionantes podem

ser omitidos de forma a simplificar:

p(BT’ilT) = P(BT|'.‘:/T)P(BT—1|BT7 QT)p(BT—2’BT—1, QT)p(BT—3|BT—2> QT)
p(Bl |B27 QT)

Ainda, se considerarmos que 9y, nao contém informagao alguma para gerar B;_;

além da disponivel em B; ;1 e ¥,_,, entao a expressao pode novamente ser simplificada:

p(BT|@T) (BT’yT) (BT 1|BT7'!JT 1) (BT*2|BT717@T—l)p(BT*3‘BT727gT—3)
( 1|B27g1)

p(Br|yr) H B,|B1,9,)

Em termos mais préticos, deve-se gerar entdo todo o vetor By a partir de Br,
o qual pode ser obtido pelo tradicional método do filtro de Kalman, e entao gerar B,
de modo retroativo a partir da distribuicao condicionada ao vetor gerado anteriormente
p(B¢|Bi11,9,) parat =T —1,T —1,...,1.

6.3.1 TVP-VAR

A consténcia nos parametros do VAR é comumente criticada quando o modelo é
aplicado em um longo intervalo temporal. E razodvel que se permita um modelo flexivel
onde os agentes trabalham com expectativas racionais, de forma que aprendam com as
informagoes ao passo que essas vao sendo disponibilizadas, o que na esséncia, o método
do filtro de Kalman faz nos modelos com parametros variantes, colocando-os na forma
estado-espaco. Essa secdo entdo se empenha em explicar como podem ser construida a
inferéncia Bayesiana para o caso quando os parametros do VAR variam temporalmente, ou

Time-Varying Parameter VAR, ou mesmo TVP-VAR. A base para a inferéncia Bayesiana
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em VAR pode ser atribuida aos trabalhos de|Cogley e Sargent (), |Cogley e Sargent| (2005)
e [Primiceri| (2005)).

Suponha agora o seguinte modelo VAR:

y; =z, B; + 82

Contendo o arranjo matricial na forma recorrente até entdo, onde y, e e} sao

. . . / _ / / / ’ . .
vetores n-dimensionais e ; = [y, | Y; , ... Y; ,] ¢ um vetor k-dimensional, onde
k = np e B; é uma matriz de dimensao k x n. Vetorizando a matriz de coeficientes, o

modelo é facilmente reescrito da forma:

D -
Bl
1
By
(1)
in
P z, 0 ... 0 BS) el
Yoy 0 =, ... O :
. . . 58?
Yns 0 0 ... x :
By
B

B

-t
y, = (I, @ x;)vec(B); + €
Yy =Wy, +e

A ideia central para que os parametros variem no tempo é a mesma para o caso
genérico abordado nas segoes anteriores, deve-se atribuir um processo estocastico que
permita que os parametros, agora < variem em ¢t. Um processo comumente utilizado é o

passeio aleatério que permite que os coeficientes hajam da seguinte forma:

Yig1 = Ve T Ut

De outra forma, sob a suposigao de normalidade dos erros do modelo, e; ~ N(0, )
e v, ~ N(0,Q), e independéncia entre e, e v;, a equagao diz que v,.]v,Q ~
N(7,, Q). Analisando por outro sentido, essa distribuigao serve de priori para a distri-
bui¢ao de v,,, e entao a priori para todos os estados t = 1,...,T" dos parametros deve
ser escrita como o produtorio de todas as distribui¢goes normais multiplicado pela prior:

do primeiro estado, quando t = 0, p(7p), usualmente tida como normal:
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Yo ™~ N(50|0, P0|0)

Sob outra 6tica ainda, a equacao de estado serve como base para a inferéncia
Bayesiana se entendermos que, se V1|7 ~ N(7,, @), temos uma informagao da distri-
buicao priori para 7.1, sob a condicao de que os v sao independentes e identicamente
distribuidos.

Tal como no VAR com parametros fixos, descrevemos prioris também para as
distribui¢cbes dos parametros referente as varidncias. A distribuic¢do de Wishart inversa,

conjugada da normal, é uma boa opcao:

3~ iW (% )

A variacao nos parametros entao se mostra como uma complicagao adicional para
fazer previsdes ao adicionar uma nova variabilidade na distribuicdo de predi¢ao através

do termo de erro v;. Os valores ., devem entao ser simulados via métodos MCMC.

Apoés a observagdo da amostra y,, a posteriori para os parametros de variancia

sao dados diretamente da Wishart inversa, tal como derivada anteriormente, a saber:

E=2+ (g - w )y —wey),  T=v+T
Q|7T ~ ZW(Qa P)
T
Q=Q+> (Yer1 — )Vt =7 vg=vo+T
t=1

O método para calcular os pardmetros variantes do VAR, tal como fazer predicoes

sobre as variaveis endogenas é dada pelo seguinte algoritmo com base na amostragem de
Gibbs:

Amostragem de Gibbs para gerar TVP-VAR

Para o modelo estado-espaco apresentado, sob as prioris Normal-Wishart apre-
sentadas, o algoritmo necessita de valores iniciais para 0 ¢ Q. Para J = B + R, sao

descartados os primeiros B valores gerados por questao de convergéncia, entao:

a) deve-se gerar através da posteriori v, |y, U1 QU ~ N(Srtir, Pryr) ob-
tido do filtro de Kalman. Entao parat =T —1,T —2,...,1 devem ser gerados
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()

~?) a partir da condicional Ty|g,, 71, QU1 4

,Yiy1 através do método de

suavizacao;
b) gerados entdo os valores para 'yT , deve-se gerar QY a partir da condicional
Qlvr;

¢) o préximo passo serd gerar 3V através da condicional X|@p, Yo;

d) deve-se entdo repetir o procedimento j = B + R vezes, afim de que sejam
descartados os B valores iniciais obtidos dos parametros por questao de con-

vergéncia;

e) quando j > B entao os erros aleatérios da equagdo de transigdo podem ser
gerados h passos a frente pela distribuicio e, ~ N(0,2W), parah =1,..., H.

Para os parametros 7(Tj)+h, eles podem ser gerados pela equacao de estado.

Entao recursivamente os yg,ﬂ)rh sao calculados recursivamente pela expressao:

yT+1 ZyT—H i %)rl
@glz = ngJ)rIng) + Z ygz-)l—2—iBz(’]) + 652_)1_2
i=2

yT+3 ZyT—H’) i z]) +ZyT+3 i z]) +e§24)r3

@glh = @gzih B + ZyTJrh BY + eng)rh
i=1 i=h
Onde BY = [BY" BY" ... BYY
P
Pegando apenas os vetores {yu ) Q(j ) }R tem-se entao uma amostra de
T+l ITHH [ gy

valores gerados independentes a partir da distribuicao conjunta dos valores preditos.

A ideia bésica por detras do algoritmo é fazer o uso da estrutura linear da forma
estado-espaco. Dadas as matrizes de covariancias X e Q, o filtro de Kalman pode ser
rodado na sua forma convencional, a progressiva, parat =1,...,T, o que produzird uma
sequéncia de T valores para as distribui¢oes condicionais v,|¥,, 3, Q ~ N(Sy, Py). Isso
dard, entao, uma posteriori condicional completa para o vetor v, |yr, 3, Q ~ N(Syr, Prir).
Essa probabilidade pode entao ser decomposta de forma que obtenhamos a posteriori con-

dicional completa para os demais parametros, de acordo com a cadeia:

T—1
p(ﬁT‘@T? 27 Q) = p(’YT‘@T: 27 Q) H p(’Yt‘@ta’Yt—l-l? EaQ)
t=1

Onde ’7t|@t7’7t+17 27 Q ~ N(St|T7 Pt|T>-
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Alguns pontos relevantes devem ser destacados quanto esse modelo. O primeiro
deles refere-se a estrutura passeio aleatério imposta ao comportamento dos parametros -,.
Esses parametros sao relativamente sensiveis a escolha de Q. Escolher bem os elementos de
Q, priorizando valores baixos, implica que 7, apresentarda um comportamento temporal
mais estével, suavizado. E importante atribuir baixa varidncia a v,, uma vez que o
processo gerador tem raiz unitaria e é nao-estacionario. Em outras palavras, ¢ interessante
que os parametros nao tenham um comportamento explosivo, uma vez que as variaveis

endogenas tem um comportamento estacionario.

-

E comum se utilizar de um periodo pré-amostral, ou training sample, a fim de que
os parametros iniciais sejam estimados e o modelo seja calibrado. Outra alternativa é usar

uma priori do tipo Minnesota, a ser explicada com detalhamento no préximo capitulo.

6.3.2 TVP-VAR com volatilidade estocastica

A constancia da matriz de covaridncias é contestavel em muitos casos, especial-
mente quando o intervalo de tempo analisado é grande. Por exemplo, como no presente
caso em financas, é comum atribuir a variacdo da variancia condicionalmente no tempo
por conta do fendomeno do agrupamento de volatilidade. Para o caso quando a variancia é
dada, ou seja, nao ha necessidade de atribuir qualquer distribuicao de probabilidade para
ela, um processo deterministico como o tradicional MGARCH é uma via. Quando tal, a

estimagao dos parametros «y, € feita diretamente.

Para o caso mais geral Baeysiano, comumente ¢ atribuida uma distribuicao Wishart
inversa para a matriz de covariancias, um processo estocastico que condicione essa distri-
buigao temporalmente é a Volatilidade Estocastica, que pode ser aplicado ao TVP-VAR
Bayesiano, em outros termos, Time-Varying Parameters with Stochastic Volatility VAR,
ou TVPSV-VAR.

Karlsson et al.|(2012)) argumenta que, dada a dificuldade de se distinguir empiri-
camente entre dois modelos, um com parametros constantes e variancia nao constante, e
outro com parametros variantes e variancias fixas, um modelo mais flexivel que permita
ambos é mais desejavel. Os trabalhos iniciais atribuidos a essa abordagem podem ser
referidos a Cogley e Sargent| (2005) e [Primiceri| (2005)).

Para introduzir as varidncias variantes no tempo do modelo TVPSV-VAR, é ne-

cessario que a matriz de covariancias 3 seja decomposta de forma que:

>, =L;'DL ™

Onde D, é uma matriz diagonal cujos elementos seguem um processo de volatili-

dade estocastica:
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d 0 0 1 0 0

0 d2 0 121 1 0
t: . Lt:

0 0 d, lna oo 1

E entao os elementos de D; seguem um a um o processo:

hi
diiye = exp (;) (6.38)

Riiyerr = i + Gi(hie — f15) + it i=1,...,n (6.39)

Onde n, = (Mye, N2)ts - - > Nemye) ~ 1.0.d.N(0, V). A ideia por tras dessa decompo-
sicdo entao é colocar a matriz de correlacdes L; de forma a variar temporalmente através

de um passeio aleatorio:

L1 = Ly + Caye 1=1,...,n

Vetorizando os n(n — 1)/2 elementos nao nulos fora da diagonal principal de L;
de modo sempre a pegar da maior linha a menor e, chamando esse novo vetor de [;, a
equacao pode ser reescrita como ;4 = Ly + ¢, onde ¢, ~ i.i.d. N(0,V¢), e V é

uma matriz bloco-diagonal, com cada bloco correspondendo a uma linha em L.

Para completar a inferéncia Bayesiana, é necessario que sejam atribuidas prioris
sobre os parametros p; e ¢; da volatilidade estocastica e para as matrizes de covariancias
V, e V. Para o vetor das log-volatilidades incondicionais p = [ o ... i) é
comum utilizar uma priori nao informativa g ~ N(0,X,), cuja matriz de covaridncias
Y, ¢ diagonal. Para o vetor de parametros ¢ = [¢p1 ¢ ... @,] é comum utilizar
uma, priori normal restrita a regido estaciondria ¢ ~ N(¢,X,)I(|¢| < 1) onde a matriz
de covaridncias X, é diagonal. Alternativamente em alguns trabalhos, como [Primiceri
(2005)), é plausivel atribuir um passeio aleatorio para os pardmetros ¢ desde que restrinja-
se u = 0, para o modelo nao ficar "explosivo'. Sob a primeira forma, tal como apresentada

quando ¢; restringe-se & regiao estaciondria, entao hgyo|pi, ¢i, 05, ~ N(ps, 07 /(1 — ¢7)),

2
Ul

Para o segundo caso quando ¢; segue um passeio aleatério, uma priori nao informativa

onde o, ¢ o i-ésimo elemento da diagonal principal de V,,, ¢ uma escolha apropriada.

pode ser utilizada.

As distribuicoes de V,, e V¢ sao do tipo Wishart inversa e, para este tltimo caso,
cada bloco matriz segue uma Wishart inversa independente dos demais blocos. De modo

compacto:
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V, ~iW(S, v (6.40)

Por fim, para os elementos em L é adicionada a condi¢ao de que sao distribuidos

por uma normal nao-informativa.

Um ponto importante a ser notado é que a inferéncia sobre os parametros do
modelo da variancia, L, V¢, V,, Dy, p e ¢, nao dependem se os parametros do modelo
VAR, dados em B, variam no tempo ou nao. Eles apenas estao condicionados uns aos
outros. Entao a construcao das distribuicoes posterioris desses parametros pode ser feita
com base em amostragens de Gibbs independentes. Vide que a relagao inversa ja nao sera
valida, os parametros do modelo B dependem, quanto a inferéncia, da variacdo da matriz

de covariancias ;.

Considere agora o seguinte modelo:

Y, = Wiy, + e
Yi+1 = dy + Ty, + uy

Se incorrermos ao caso quando os parametros do modelo sao fixos temporalmente,
temos entao que este é um caso especial do TVP-VAR quando a matriz de covaridncias
da equagao de estado ¢ nula, Q = 0, com a adicao das restricoes que d; = 0e T, = I.
Quando tal, a priori ¢ dada pelos parametros Bgp e Py de modo usual. Entao, sob
a hipétese de normalidade dos erros e;, a posteriori obtida é a tradicional com base na

conjugacao Normal-Wishart, cujos resultados ja foram derivados.

Voltando para a variabilidade temporal da matriz 3;, considere o vetor de erros
e; =y, — Wv,. Multiplicando-o pela matriz de correlacoes obtemos que L;e; = uy, cuja

variancia é Var(u,) = D;. Entao pelo sistema, sdo obtidas n — 1 equagoes independentes:

1 0 0 6(1)t u(l)t
l 1 0 e U

21 y ('Q)t _ | e
lnl ln2 1 €t | | Un)t |
[ C(1ye ] r 7

U1)e

e@y + laney u( :

2)t

e@y + lizey +lsaeer | = (_ )
27 L Un)t |

e + iz lapeegy ]
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Isolando o termo e(;); de cada equacao, entao elas podem ser escritas individual-

mente como:

i—1

e = — 2 lapeeiy + Uiy
j=1

Entao o filtro de Kalman pode ser rodado naturalmente sobre cada equagao in-
dependente para i = 1,...,(n — 1). Para visualizar melhor, o somatério do lado direito

pode ser escrito na forma matricial:
€@y = z;tli,t + Uiy
Onde z;; = [e1s, .-, i1, big = [ling, -+ lii—1))'s vy = exp(hig/2). A equagio
de estado tem a forma:

ligp1 =1l +C;,y

Onde I é uma matriz identidade. A variagao em ¢, é dada pelos blocos da matriz
bloco-diagonal V. Tal como nos casos anteriores, sob a hipdtese de normalidade dos

termos de erro ¢, entao a posteriori para o bloco V¢ ; ¢ dado pela inversa da Wishart:

VC,i|Zi,T ~ Y:W(ggﬂ',ﬁg,i), 7= 2, o, n (642)
T

Sci= ﬁg,@' + Z(li,t — L)Ly — li,tfl)/ (6.43)
t=1

Vei=ve +T (6.44)

Com todas as informacoes corretamente especificadas como explicado acima, o
filtro de Kalman torna-se direto e completo para os termos de correlagao l;;, j& 0 mesmo
nao ocorre para a modelagem da variancia h;; pois essa nao ¢ linear e o filtro ja nao pode
ser aplicado diretamente na sua forma convencional. Para tal, é necessario que sejam
feitas algumas manipulagoes. Tome novamente a equacao que descreve o processo da

variancia:

hi
Ui = exp < 2’t> Vit vy~ N(0,1)

Visando linearizar a equacao [6.3.2, deve-se eleva-la ao quadrado e entao coloca-la

em logaritmo:
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2h;
U?,t = <eXp ( 9 i)) UiQ,t

ln(u?,t) =h;, + ln(vit) (6.45)
Uik = Ny + U 1% (6.46)

Sabendo que, se v;; ~ N (0, 1), entdo vit ~x1 ¢eln v%t ~ log x1. Tendo um modelo
linear em maos, falta que os termos de erro sejam normalmente distribuidos para que
o filtro de Kalman possa ser aplicado. Sabendo que, se v;; ~ N(0,1), entao vit ~ X1
e In vzt ~ logx1, 0o que nao é gaussiano. |Kim, Shephard e Chib (1998) aproxima a
distribuicao de log x; de uma mistura de distribui¢oes normais, de forma que a f.d.p.

pode ser dada como:

7
plvig*) & Y q;N(m; — 1.2704, rf)
j=1

Onde os coeficientes em j sao dados pela tabela [T}

Tabela 1 — Coeficientes da mistura de distribuicoes normais

para a aproximacdo In x?

2

j q; m; 7;

1 0,00730 -10,12999 5,79596
2 0,10556 -3,97281 2,61369
3 0,00002 -8,56686 5,17950
4 0,04395 2,77786 0,16735
5 0,34001 0,61942 0,64009
6 0,24566 1,79518 0,34023
7 0,25750 -1,08819 1,26261

Fonte: [Kim, Shephard e Chib| (1998), p. 371

Outra forma de abordar a questao é entender que essa aproximagao é nada mais do
que uma média ponderada de 7 distribui¢oes normais. Introduzindo uma variavel discreta

d;+ que assume os valores no intervalo dos inteiros [1, 7], entende-se que entao:

UZt|(5i’t =j ~ N(m; —1.2704, Tj2) p(0ir =17) = g

O problema entao finalmente pode ser reduzido a linearidade e a normalidade
condicionados ao parametro d;;, para todo t = 1,...,T, e entdo o filtro podera ser ro-
dado. Para coloca-lo na forma estado-espaco, é necessario subtrair do modelo a média
condicionada (m; — 1.2704) a fim de que os novos erros, v;; tenham valor esperado 0,
E (’UZ* 5) = 0.

A equacao de transicdo tem a formas:
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S
u’("l)t (m; —1.2704);, 1 0 ... O b1y v?l*)t
us m; —1.2704), 0 1 ... O h T
Ul (m; —1.2704), 0 0 ... 1 Vit
hnyt |

1
2 ( ) for (6.49)
h,

A variancia de v** é dada por uma matriz diagonal cujas variancias sao dadas por

t
* A\ 2
Var(vi’t|6i,t =j) = T

Necessitamos também da equagao de estado, a qual pode ser colocada na forma:

h(1)i+1 pa (1 — 1) ¢ 0 ... 0 h1ye Ny

h(2?t+1 _ M2(1 — ¢2) n 0 ¢.2 . 0 y h(.2)t n 77(.2)15

hnye+1 pn(1 — &) 0 0 ... oy Pyt Nin)t
ht+1 =d + Th,t =11 (649)

Entao para completar o filtro, é necessario atribuir distribui¢oes de probabilidade
para os estados 9, naturalmente, a escolha é a normal gaussiana, entdo a posteriori é

escrita como:

. 1 (uj, —my; —1,2704 — hit)?
p(Bix = jluij, hiy) o Qj;j exp 272

E também ¢é necessario atribuir uma distribuicao a matriz V,,. Novamente a
inversa de Wishart costuma ser uma escolha padrao. De forma compacta a relagao é

escrita como V' p|hr, p, ¢. A posteriori tem sua forma analitica como:

T
gn + Z(ht —d—Thy1)(hy —d —Th, ) (6.50)

=1

v,=v,+T (6.51)

]

~

A inferéncia sobre os parametros p e ¢ pode ser feita isolando os parametros de

interesse da parte variante no tempo. Para p entao colocamos o modelo da forma:
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haye — @1hay—1 (1—¢1) 0 . 0 1 (1)

heay — C.b2h(2)t71 _ 0 (1 — ®2) B 0 y ,u'z N 77('2)t

hyt — Onh(nyt—1 0 0 oo (=) Hn M(n)t
h; = Xp+mn,

E a posteriori de pu entao toma a forma padrao:

plhr, ¢, V, ~ N1, 3,) (6.52)

¥, =, +TX'V 'X,)"! (6.53)
T

o=, <2M1¢ + X'V, 1Y h:) (6.54)
t=1

Para a inferéncia sobre os parametros ¢, a mesma abordagem deve ser feita, de

forma que, desta vez, ¢ deve ser isolado:

hay — (h(iye—1 — p1) 0 . 0 P1 Nyt
hap —p2 | 0 (h(2yt—1 — p2) . 0 05 N n(2)t
hinye — Hin 0 0 oo (hmyt—1 — ftn) On Nin)t

h:* = X:¢+ n;

E a posteriori de ¢ toma a forma similar aos outros parametros ja derivados:

¢lhr, 1, V) ~ N(@, Zo)I(|6s] < 1) (6.55)
T
Y=+ TY. X'V, X)) (6.56)
t=1
J— J— T I
p=3, <2¢1¢ +> X* V;%j**) (6.57)
t=1

Sumarizando, tendo todas essas informacoes disponiveis descritas acima, o algori-

timo de Gibbs para a estimacao dos parametros é dada pelas seguintes etapas:

Amostragem de Gibbs para gerar TVPSV-VAR

Para construir o TVPSV-VAR, é necessario selecionar:
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os valores iniciais para todas as matrizes de covariancias dos erros do modelo

emt=1,...,7T, entao f]g));

os valores iniciais para todas as matrizes V¢ ;, para ¢ =2,...,n;

0)

os valores iniciais para os parametros da volatilidade estocéstica pu(®, ¢( e

(0).
\ e

o . . 0
os valores iniciais da varidvel discreta 5(T).

Entao, para j = B+ R valores dos parametros gerados, quando os B valores iniciais

sao descartados por convergéncia, deve-se

a)

inicialmente os parametros da regressao v, sao gerados pelo filtro de Kalman

tradicional com base na distribuicao posteriori ~,|Y, i}?—l) ~ N#,%,) e

entao rodado o suavizador no modo convencional;

parai=1,...,n o filtro de Kalman deve ser rodado para:

ligr1 =1l +C;,y
I, +1=1+¢,

e entao gerar ig) a partir da distribuigao posteriori l; 7|Y r, Vgi_l) ~ N(spr, Pr|T),
cujos parametros sao obtidos do filtro de Kalman. Entao obter lz(Jt) Y, VEJ -, lz(]t)le

do suavizador;

entao para ¢ = 1,...,n deve-se gerar as matrizes Véjl) a partir da posteriori
condicional Vi7<|i§f) ~ W (S¢iVen);

o proximo passo ¢ gerar as log-volatilidades h(Tj) a partir da distribuicao poste-
riori condicional hp|gp, p0=1, ¢u=b, Vetaj_l,sngl) ~ N(srir, Vryr), cujos
parametros sao obtidos do filtro de Kalman. Entao parat =T —1,...,1 os

hgj ) podem ser obtidos do suavizador, cuja posteriori condicional é dada pela
distribuicao de he|g,, pi=—, ¢U=Y;

parat =1,...,T, os valores d;; devem ser gerados para todo ¢ = 1,...,n de
acordo com a posteriori condicional &;; = jluj ;, hiy;
deve-se entao gerar a matriz V;j ) da posteriori condicional V,7|f~1,§f ), u(j—l), qb(j -1 o

iW(gnavn);

gerar o vetor ¢V da posteriori condicional ¢|ﬁ¥), pi=D V9 ~ N(p, Z)I(|di] <
1);

gerar o vetor ') da posteriori condicional u\fz(Tj), qb(j), VO ~ N(m, X,);
deve-se entao repetir o procedimento j = B + R vezes, afim de que sejam

descartados os B valores iniciais obtidos dos parametros por questao de con-

vergéncia;
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j) quando j > B entdo os erros aleatérios da equagdo de transigdo podem ser

gerados h passos a frente pela distribui¢ao e; ~ N(O, E(j)), parah=1,...,H.
Para os parametros 'y(TjJ)rh, eles podem ser gerados pela equagao de estado.

Entao recursivamente os y(ﬁh sao calculados recursivamente pela expressao:

yT+1 ZyT+1 —i +e§23r1

@5&2 _,ggZJ)AB(J +ZZIT+2 zB(] +e§312
=2

yT+3 = ZZ‘NI(TJJrz i ]) + ZyTJr?y i it e(TJ)rz

yT+h ZyTJrh i ]) + ZyTJrh BY + e(TJJ)rh
i=h

onde BY) = [ng)/ BY BYT.

p
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7 TOPICOS ADICIONAIS

Este capitulo trata de dois topicos adicionais necessarios a complementacao dos
conceitos expostos anteriormente. O primeiro deles aborda a questao de qual distribuicao
priori escolher para a andlise Bayesiana ser completa. Nos capitulos passados foram
abordadas as propriedades estatisticas e montagem dos modelos sobre essa 6tica, e ficou
motivado o uso desse tipo de distribuicao, necessaria para o start da inferéncia, ou seja,
essa distribuicao pode ser interpretada como um dado adicional do modelo antes da
apresentacao da amostra. Ela estd intrinsecamente ligada a crenga do pesquisador sobre
o comportamento dos dados pré-estimacao. Através dela, a inferéncia Bayesiana partird
rumo a distribuicdo de probabilidade populacional dos parametros, feita com base na
amostragem. Esse ponto de partida entao é trivial na analise, uma vez que é responsavel
pela boa convergéncia das estimacoes. Ela, entdao, pode ser feita sobre diversas formas,

dentre as quais, vale destacar duas.

A primeira trata-se de um periodo pré-amostral, o qual o pesquisador seleciona
um conjunto de dados disponiveis anteriormente ao periodo da anélise, o qual geralmente
¢ feito uma estimacao, geralmente por minimos quadrados, para atribuir valores iniciais
aos parametros. Esse tipo de abordagem é muito conhecida na literatura como training-
sample. A segunda abordagem, explorada neste trabalho, trata-se de uma distribuicao
priori dos parametros exdgena a observacao de quaisquer dados, definida pelo pesquisador.
E um método pronto, proposto pelo FED de Minneapolis amplamente utilizado na litera-
tura pela praticidade, sobretudo quando nao dispomos de dados excedentes, necessarios
ao training-sample. O trunfo dessa metodologia reside na simplificacao e encolhimento
do modelo, a ponto do pesquisador preocupar-se apenas na escolha, a sua arbitragem, de

poucos parametros.

O segundo tépico adicional é uma extensao dos modelos BVAR recentemente pro-
posta em |[Koop e Korobilis| (2013)). Apesar de todas as caracteristicas adequadas a analise
temporal linear proposta nesta pesquisa, os BVAR sofrem pelo alto custo computacional.
Para montar VAR de baixa dimensao, basta utilizarmos os métodos convencionais Baye-
sianos até entao expostos. Estender esses métodos em direcao a alta dimensionalidade
torna o problema de estimacio infactivel devido ao alto ntimero de parametros. Nova-
mente, este segundo tépico entao trata de encolher o problema via simplificacao, cabendo
ao caso presente quando queremos aplicar o método BVAR para montar uma carteira

amplamente diversificada, o que muito ocorre na pratica.

7.1 Priori de Minnesota

A priori de Minnesota foi concebida nos primérdios da abordagem dos modelos

VAR sob a ética Bayesiana com a finalidade de reduzir o problema da dimensionalidade.
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Ela foi elaborada por pesquisadores da University of Minnesota e do FED de Minneapolis
e pode ser, sobretudo, atribuida aos trabalhos de |Litterman| (1979),Litterman (1985) e

Litterman (1986), por vezes também conhecida como priori de Litterman.

A ideia inicial desta priori era ser utilizada em modelagem de dados macroecon6-
micos, feita através de aproximagoes, visando simplificar a estimacao do VAR computa-

cionalmente. Considere novamente o seguinte modelo VAR:

P r
Yy, =a+ Z B,y ,, + Z H,Z, ,+e; (7.1)

m=1 o=1

Onde y é um vetor de variaveis enddgenas n-dimensional variando no tempo t, Z
é um vetor de variaveis exdgenas s-dimensional, igualmente variante em ¢ e e é um vetor
n-dimensional de choques aleatérios ndo correlacionados com o vetor Z e e; ~ i.1.d.(0, X).
Ainda a é um vetor n-dimensional de médias incondicionais. O B,, é um conjunto de
matrizes n X n que associam de forma linear o vetor de variaveis endégenas Y com seus
respectivos valores defasados até a ordem p e H, é um conjunto de matrizes n X s que
associam de forma linear o vetor de variaveis exdgenas Z defasados até a ordem r com o

vetor de varidveis endogenas Y.

A aproximacao envolve substituir a matriz 3 por uma estimacao 3. Na proposta
inicial, restringia-se X a ser uma matriz diagonal, neste caso, cada equagao do VAR
poderia ser estimada separadamente e Var(e;) = 0y; e a estimagdo da varidncia poderia
ser feita via M.Q.O. 6; = s?. Para o caso quando X nao é diagonal, a estimagao por
M.Q.O. se mantém e 3 = T-'S, onde 8 = ¥, eel.

Para o caso quando X é substituida pela estimacao, a priori de Minnesota volta-se
para os demais parametros. Chamemos de b = vec(B), onde B é o empilhamento padrao

dos coeficientes do modelo, o qual ja foi exposto. Entao a priori assume que:

b~ N (bMina BMm)

Koop e Korobilis| (2010)) descreve que essa priori deve ser pensada como um meio
de escolher automaticamente byy;, e P, de modo que seja sensivel em diversos contextos
empiricos. Os coeficientes de um VAR genérico pode ser dividido em trés grupos de acordo
com a natureza, o primeiro sdo os coeficientes referentes as variaveis endégenas quanto
a elas mesma defasadas. O segundo grupo corresponde as variaveis defasadas de outras
variaveis endogenas e o terceiro grupo reune todos os coeficientes referentes a variaveis

ex6genas ou deterministicas, incluindo o termo de intercepto.

A priori de Minnesota atribui diferentes valores para o vetor b de acordo com a
natureza dos dados. Para o caso quando o VAR é nao estacionério, geralmente quando

rodado com dados macroeconémicos em nivel, é aceitavel que que permita que estes
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sigam um passeio aleatério. Entdo para as variaveis endogenas defasadas nelas mesmas,
brin = 1, ja para os coeficientes das demais variaveis endégenas defasadas, é comum
atribuir o valor by, = 0. O outro caso ocorre quando o VAR é estacionario, ou seja,
todas as variaveis enddgenas ja foram estacionarizadas ou sao integradas de ordem 0 em
nivel, que ¢é o caso dos retornos de ativos. Quando tal, a priori assume que todo o vetor

Ademais, a priori atribui valores para P,;;, de modo que esta seja uma matriz di-
agonal, ou seja, nao ha covariancias entre os diferentes parametros b;, para j = 1,...,kn,
onde £k = np e p é o nimero de defasagens. Se pegarmos cada equagao do VAR i, indi-
vidualmente, chamamos a matriz de covariancias dos coeficientes relativos a ¢ como P,.

Ainda, os elementos da diagonal de P; sdo chamados de P, entao a priori de Minnesota

4,55
atribui os seguintes valores a esses elementos:

a . .« .
;)—5 para os coeficientes das variaveis defasadas nelas mesmas
a. .. . . ., .
P, = ;—%% para os coeficientes das demais variaveis defasadas
’ i
aso;; para os coeficientes das varidveis exogenas

A grande vantagem dessa priori de Minnesota é evitar complicagdes na escolha
correta da especificacdo da priori no caso Bayesiano, reduzindo o problema a escolha
dos trés escalares a;,a, e a;. Sob esse formato, intuitivamente ao dividir a;, por p?, os
coeficientes tendem a 0 conforme a defasagem aumenta. Intuitivamente a priori diz
entao que para defasagens distantes, podemos inferir com maior precisao que o coeficiente

referente é 0.

Outro aspecto importante desta priori ocorre da especificacao dos valores a;, co-
mumente as préprias variaveis endogenas defasadas tem um poder explicativo para elas
mesmas em ¢t maior do que as demais variaveis endégenas defasadas. Isso pode ser ex-
presso entao colocando a; > a,. Em outras palavras, o pesquisador tem uma crenca mais
forte de que os parametros b sao 0 referentes as defasagens das outras variaveis endogenas

do que os parametros b referentes a elas mesmas.

Uma das vantagens do uso desse método tange a derivacao da distribuicao poste-
riori. Sob as condigoes usuais de normalidade, observando-se a amostra ¢, entao temos

a seguinte distribuicao:

Py = (X'X + Py, (7.2)
B=(X'X + Py;,)”(X'XB + P, B) (7.3)
=Pyin(X'Y + Py}, B) (7.4)

Ou de forma compacta, escrevemos que B|gyp ~ M Ny (B yrin, Pasin)-
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Deve-se levar em consideracao que a priori de Minnesota nao é uma priori com-
pleta quanto a todos os parametros necessarios para a estimacao e inferéncia Bayesiana.
Essa priori nao diz nada sobre o comportamento da matriz de covariancias dos erros do
modelo X, sendo considerada dada. Uma vez que nao trabalha com essa matriz, é arbi-
trario toméa-la por outros processos, tal como um processo deterministico, e.g. no casos
quando ¢ estimada via minimos quadrados, ou GARCH, para o caso variante no tempo,
ou entdao toméa-la como parametro desconhecido, a ser estimado via métodos MCMC e

volatilidade estocéstica.

7.2 Fatores de desconto

O problema da dimensionalidade faz com que sejam impostas maiores restri¢oes
no modelo VAR quanto maior o nimero de varidveis dependentes. Essa secao segue a
metodologia proposta por Koop e Korobilis (2013). Esses autores, entdo, elaboram um
método de calcular VAR de grande dimensao sob a oOtica Bayesiana, usando fatores de
desconto. Nao havendo a necessidade de impor restricoes como homoscedasticidade e
constancia dos parametros no tempo, o que, frente ao observado empiricamente, pode ser
considerado demasiado, esse modelo se mostra uma alternativa eficaz para a estimacao

do VAR em duas vertentes principais.

A primeira delas diz respeito a necessidade de que os parametros variem no tempo,
entdo é comum a necessidade de trabalhar com modelos de volatilidade estocastica multi-
variados. A segunda delas refere-se a necessidade de que as restrigoes impostas ao modelo
devem variar no tempo, com o intuito de sanar o problema da sobre-parametrizagao tipica

de modelos multivariados com muitas variaveis dependentes.

Os autores utilizam a justificativa de que modelos de baixa dimensao conseguem
ser mais flexiveis, podendo-se trabalhar com a heteroscedasticidade dos erros aleatérios e
variacao temporal dos parametros. Estender os tradicionais métodos utilizados para esses
modelos para aqueles com grande dimensao nao ¢é direto, por questoes computacionais. Os
modelos TVP-VARs demandam o uso de métodos MCMC para que a inferéncia bayesiana

seja feita, o que em modelos de alta dimensao pode se tornar uma tarefa ardua.

O modelo proposto permite entdo que os parametros variem no tempo de acordo

com um passeio aleatorio. Algebricamente pode ser descrito pelas expressoes:

/

Yy, =z, + B, + e (7.5)
Bt+1 = Bt + uy (76)
Onde e; ~ i.i.d.N(0,%;) e u; ~ i.i.d.N(0,Q,) sdo termos de erro, y; é um vetor

em R” de varidveis endégenas e ; = [y; ; ... ¥; | é um vetor k-dimensional, onde

k = np.
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Esse modelo, na sua forma tradicional, necessita de que o pesquisador selecione
prioris para By, ¥y e Q, e especifique o processo estocastico que gera os dados desses
pardmetros. A inferéncia entdo pode ser feita através dos métodos MCMC através da

forma como o modelo estado-espaco esta estruturado.

Como porém ja argumentado, esses métodos sofrem pelo seu alto custo compu-
tacional quando que, para uma boa inferéncia estatistica, geralmente sdo necessitados
milhares de simula¢des. No contexto quando necessita-se calcular a distribuicao de pro-
babilidade preditiva de forma recursiva, como no caso de finangas em que os parametros

precisam ser atualizados diariamente, essa tarefa torna-se ainda mais custosa.

Seja ¥y, = (y,,...,Y,) o conjunto de toda amostra obtida até t = s, o filtro de

Kalman diz que:

Bt&’@tq ~ N<Bt—1|t—17 Vt—l\t—l)

Entao o filtro promove a predi¢ao de acordo com:

Bt‘@tq ~ N(Bt|t71> Vt|t71)

Onde

Vi1 = Vi +Q,

Sendo este o tinico ponto onde o filtro utiliza-se a informagao disponivel em Q,,

os autores propoem fazer a seguinte substituicao:

1

Vi1 = 3

\

O uso do A substitui a necessidade de estimagdo da matriz Q,. Esse valor é
chamado de fator de desconto, restrito no intervalo 0 < A < 1. Uma interpretacao que
sai diretamente do uso deste fator é que observacoes j parfodos passados tem um peso M

na estimacao de B;.

Substituindo o lado direito de [7.2] em [7.2] obtemos a relagéo:
AV =V +Q, (7.7)
Q =0N"- DV 1)1 (7.8)

Botando o fator de desconto no extremo A = 1, verificamos que nao ha variagao da

matriz V1, equivalente ao caso quando os coeficientes sao constantes. O uso do fator



118

de desconto pode ser encontrado em outros trabalhos na literatura, porém a contribuicao
desses autores encontra-se na busca da correta especificagao do valor assumido por A, ao
contrario dos demais autores que se utilizam de um valor escolhido exogenamente perto

de 1, no intuito de que os parametros B; variem suavemente ao longo do tempo.

Indo além, da necessidade de se estimar a matriz de covariancias 3;, o uso de
modelos de volatilidade estocastica pode ser driblado igualmente com o uso de fatores
de desconto. Para tal abordagem, ¢ escolhido o uso do método Ezponentially Weighted

Moving Average (EWMA) de modelagem da variancia:

215 = Iigt_l + (1 - Ii)été;

Onde &; = y, — x;By; ¢ o termo de erro aleatorio produzido pelo filtro de Kalman,
r € um fator de decaimento, também a ser estimado no intervalo 0 < k < 1. O intervalo
de valores mais amplamente aceito segue a metodologia RiskMetrics (1996), a qual sugere
que 0,94 < k < 0,98. Para a condicao inicial 3%, os autores utilizam uma amostra
inicial de g, também conhecida como training sample, geralmente utilizada para calibrar

modelos.

7.2.0.1 Selecdo dindmica de modelos

Comumente chamada na literatura de Dinamic Model Selection (DMS), a selegao
dindmica de modelos permite que haja mudanca de regime entre diferentes especificagoes,
o que na pratica pode incorporar mudancas mais bruscas no processo gerados dos retornos,
para o caso em financas, ao passo que os modelos tradicionais TVP-VAR sao bem ajusta-
dos quanto a mudangas suaves nos parametros. Os autores utilizam-se dessa metodologia
com duas finalidades, a primeira tange o problema da dimensionalidade, permitir que o
VAR mude o ntimero de regressores ao longo do tempo, conforme a necessidade, torna
a estimacao mais parcimoniosa, desprezando aquelas varidveis que nao tem alto poder
explicativo quando necessario. A segunda finalidade refere-se a escolha dos parametros A

e k de modo que possam variar ao longo de t.

Dentro das possibilidades que o DMS traz, Koop e Korobilis (2013) estuda o uso
do Dinamic Model Average (DMA) a fim de calcular qual a probabilidade do modelo j
em predizer o vetor y,, dada a informacao disponivel em g, ,, probabilidade esta cha-
mada my;_yj, para j = 1,...,J. Tendo em maos as probabilidades para os j modelos,
¢é facultativo o uso da selecao de modelos ou da média ponderada destes. Outro ponto
a ser destacado é que, uma vez permitido que 7,1 ; varie em ¢, os modelos de previsao
podem variar no tempo. [Raftery, Karny e Ettler (2010)) desenvolve um algoritmo de fécil

execugao para obter esse conjunto de probabilidades.

A natureza do DMS envolve selecionar, para este caso, modelos que incluem TVP-
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VAR de diferentes dimensoes, prioris, tal como diferentes fatores de desconto e taxas de
decaimento. (Raftery et al, 2010) deriva a probabilidade de que o modelo j deve ser
usado para predizer o y, de forma analoga a como o filtro de Kalman utiliza seu método

de predicao e atualizacao:

(0%
T—1)t—1

J o
2= T -1y

Onde my;—1; € a probabilidade do uso do modelo j com a informagao disponivel

Ttt—1,5 =

até y,_; e a é um fator de desconto. Com a chegada da nova informacao y,, a equacao
[.2.0.1] é atualizada como:

Ttt—1D; (YelYe1)
lezl Wt\t—l,lpl(yt‘@t—l)

Ttlt,j =

Onde p;(y,|Y,_,) ¢ af.d.p. da verossimilhanca para a predi¢ao, em outras palavras,
a funcao de densidade para o modelo j avaliado em y,, a qual pode ser considerada uma

medida do desempenho da previsao.

De modo compacto, esquiva-se do uso de métodos MCMC, sendo necessario apenas
o computo de my—1; e my ;. O uso do fator de desconto para a probabilidade tem
as mesmas implicagoes matematicas dos demais fatores de desconto, alternativamente,

Tye—1,; € entendido como:

- e N < vrali—
Toje—1,5 X [P (Y1 |U2)]" X [P (Yy—2|U3)]™ X .. X [pi(Y1]To)] =1

t—1
= H[pj (yt—i|g(t—i)—1)]al
i=1
Em palavras, a relacdo acima diz que o quao bom for a probabilidade do modelo
j em prever os resultados recentes, maior serd o peso de seu uso para prever em t. A
habilidade em prever eventos recentes decai pelo fator a que, quanto mais préximo de 1,
maior sera a persisténcia. Os autores entao sugerem o uso do intervalo 0,95 < a <1
para o fator de desconto. Um ponto adicional a ser destacado ocorre quando « tende
ao valor extremo 0, neste caso, o método atribui pesos iguais para todos os modelos

independentemente de t.

A metodologia DSM ainda permite que sejam escolhidas diferentes prioris para o
modelo. Em seu trabalho, Koop e Korobilis| (2013) utilizam-se de uma combinagao da
priori de Minnnesota, onde By tem uma distribui¢do normal multivariada. A escolha da

priori baseia-se entao em diferentes valores para -+, onde:

Vo 1% parap=1,..., P
- a para os interceptos
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Em que var(By) =V e V, sdo os elementos da diagonal principal e p=1,..., P
¢ o numero de defasagens do modelo VAR. Na pratica geralmente é escolhido um valor

alto para a com fim de tornar a priori nao informativa.

Outro modo ainda como DMS trabalha tange a escolha da dimensao do VAR. A
escolha das variaveis que entram no modelo é arbitraria e depende fortemente da teoria
que embasa o modelo. Como exemplo, em seu trabalho, os autores aplicam o VAR para
dados macroeconémicos com base na escolha de trés modelos diferentes, um pequeno, um

médio e outro de alta dimensao, com 3, 7 e 25 variaveis respectivamente.

O DMS funciona entdao como uma combinac¢ao de todos os modelos possiveis,
definidos pelo pesquisador. Por exemplo, no trabalho de |Koop e Korobilis (2013]) os
autores estipulam 4 valores para A\ e 3 para k, o que da 12 combinagoes diferentes. Para
~ sao atribuidos 6 valores diferentes e, sobre a possibilidade de 3 dimensoes distintas do
VAR, s@o obtidos j = 12 x 6 x 3 = 216 modelos diferentes. Para todos esses modelos
sao calculadas as probabilidades definidas por my;—; ;, 0 DMS selecionard, entao, a maior
probabilidade e a predicao sera feita com base nos parametros relativos a tal, ao passo
que o DMA fard uma média ponderada de todos, cuja ponderacao é feita pela prépria

probabilidade.

Por fim, para dar robustez aos resultados, sao calculados também diferentes va-
lores para «, a saber [0,001 0,95 0,99 1], os quais indicam uma maior persisténcia

temporal, do menor ao maior valor, dos modelos em prever os resultados em ¢.

Por sim, para completar essa abordagem, é necessario ainda que haja a escolha da
priori para mo|g. Os autores entao sugerem que o modelo parta de uma distribuicao equili-
brada, onde intuitivamente o pesquisador nao tenha palpite algum sobre qual parametro
se ajusta melhor aos dados, o que equivalentemente ¢ dado um peso igual para todos os

modelos, no caso mojp; = 1/216 ou, de forma genérica, mop; = 1/7.
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8 CONSTRUCAO DOS MODELOS E INFERENCIA

O objetivo deste capitulo é verificar empiricamente se ha dependéncia temporal na
média dos retornos. Grande parte da literatura ignora essa relagdo e se empenha em mode-
lar o segundo momento, a variancia, devido ao fenomeno do agrupamento da volatilidade,
ja amplamente estudado pelos modelos econométricos. Se ha algum tipo de dependéncia
temporal nos retornos, os investidores podem explorar esse tipo de informacao afim de

obter um melhor desempenho de suas carteiras.

O modelo proposto para esse tipo de andlise é o VAR, o qual é capaz de captar
quaisquer relagoes lineares entre os diferentes retornos. O tipo de abordagem utilizada
assemelha-se a proposta em DeMiguel, Nogales e Uppal (2014), com ressalva de que o

método utilizado para a estimacao dos parametros é Bayesiana.

Os modelos VAR sob a abordagem Bayesiana vem ganhando forca especialmente
na literatura em Macroeconomia. Essa forma de estimacao contrasta com a abordagem
classica no que tange a restricdo dos parametros. Ao passo que a disponibilidade de dados
macroeconémicos nao é abundante, os modelos VAR sofrem quanto a inferéncia devido
ao problema da dimensionalidade. Para contornar tal dificuldade, nao é comum restringir
alguns pardmetros do modelo a fim de que se possa fazer inferéncia sobre outros, o que

de forma geral, empobrece o método, sobretudo se sua finalidade for fazer previsoes.

Para motivar mais a atencao quanto ao problema da dimensionalidade, leve em
consideracao que para que a inferéncia possa ser feita, é necessario que a matriz de erros
dos parametros seja homoscedastica, o que na pratica é uma suposi¢ao irreal na maioria
das vezes. Atentando-se a esse fato, é necessario, além da estimacao dos parametros
do VAR, estimar os parametros da dependéncia temporal da variancia, o que torna a

estimacao infactivel.

O BVAR, assim chamado o VAR Bayesiano, trabalha com reamostragens e quais-
quer restrigdoes nos parametros podem ser colocadas na distribuicdao priori. Uma vez que

os dados sao rodados, entao o a distribuicao se ajusta ao que foi observado.

Voltando-se para o contexto em financas, o proposto é a modelagem da média e
da variancia conjuntamente. Apesar de que essa area nao sofre com a escassez de dados
tal como a macroeconomia, modelos em finangas geralmente tem alta dimensionalidade,

o que torna atrativo o uso da abordagem Bayesiana.

A metodologia para a estimacao dos pardmetros segue de acordo com a proposta
em |Primiceri (2005)). Nesse trabalho, o BVAR volta-se a previsao de dados macroecono-
micos. Sob pequenas modificagoes, a metodologia pode ser aplicada ao que se pretende

verificar para o presente caso em financas.

Os Softwares utilizados para todos os cdlculos foram o Excel e o Matlab e a coleta
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de dados das séries histéricas dos precos das agoes foi feita através do Economatica, ja
devidamente ajustadas por proventos, e para os indices, foram coletados os pregos no

enderego eletronico da BM&FBovespa.

8.0.1 Metodologia

A estrutura do VAR segue a sugerida em DeMiguel, Nogales e Uppal (2014). Os
autores entendem que a dependéncia temporal na média dos retornos ¢ fraca, logo nao
hé necessidade de defasagens maiores do que p = 1. Desta forma a estrutura seguinte é

geral para todas as especificagoes feitas nesse capitulo:

Yy, =c + By, | + e t=1,...,T

Onde y, é um vetor n-dimensional de variaveis endogenas variando em ¢t e By
e ¢; sdo os parametros do modelo variantes no tempo. O termo de erro e; é um vetor
n-dimensional normalmente distribuido com média F(e;) = 0 para todo ¢, porém heteros-
cedastico, cuja matriz de covariancias ¢ dada por ¥, e pode ser decomposta da seguinte

forma:

Et - AtDtAt

Onde A, é uma matriz triangular inferior de correlagoes:

1 0 0
At _ 21 1 0
ap1 Op2 ... 1

t

E a matriz D, é uma matriz diagonal de variancias:

011 0 0
Dt _ 0 09292 0
0 0 Onn

Entao, os erros do modelo podem ser padronizados como:

1
Yy, =c,+ By, , + A 'D?e, t=1,...,T

Por fim, o modelo é reescrito da seguinte forma:
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1
y, =I,®[1y, Jvec(B') + A;'D}e, (8.1)
= X/ﬂ —|— €; (82)

A dindmica do modelo, entao, pode ser descrita pelo seguinte sistema de equagoes

na forma estado-espaco:

By =B+ (8.3)
oy = 01 + Ct (84)
Ino,=lno, 1 +m, (8.5)

Os elementos de B, postos na forma acima seguem um passeio aleatorio, uma
suposicao importante para que os parametros do modelo tenham a liberdade de assumirem
quaisquer valores sem que haja a necessidade de impor estacionariedade sobre eles. Os
parametros do vetor a; igualmente seguem um passeio aleatoério, sob a restricao de que
os o, sao independentes entre as linhas 7 da matriz de correlagoes A;. Por ultimo, as
variancias o; seguem um passeio aleatério geométrico, tipico da classe de modelos de

volatilidade estocéastica.

Quanto a varidncia dos termos de erro €, vy, ¢, € m,, € assumido que nao ha

correlacao entre os diferentes vetores, entao de forma matricial, a seguinte relacao é valida:

€ I, 0 0 0
0 0 0
var || || = @ (8.6)
¢ 0 0 S 0
n, 00 0 W

A escolha no método Bayesiano de estimacao dos parametros é defendida por
Primiceri| (2005) sob diferentes pontos de vista. Para o autor, quando os parametros sao
variantes, a disting¢ao entre os estados nao observaveis e os erros aleatérios nao é tao clara,
a abordagem Bayesiana trata deste topico com mais naturalidade. Outro ponto positivo
no uso decorre da nao linearidade do modelo e da alta dimensionalidade, quando tal, é
normal que a verossimilhanga apresente um comportamento nao desejado como miiltiplos
picos, o que da inferéncia classica, pode levar a estimacoes nao desejadas. A estimacao
Bayesiana novamente trata do problema com naturalidade quando que, da especificacao
das prioris, podemos restringir o espaco paramétrico ao desejado. Outro ponto de ganho
da inferéncia Bayesiana para o caso dos parametros variantes encontra-se no processo
recursivo de estimagao, o que fornece estimativas suavizadas para o parametro, ao passo

que da classica, apenas o filtro é utilizado.
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Tal como Primiceri (2005, é assumido que os estados iniciais dos coeficientes, cova-
riancias, log-volatilidades e hiperparametros sao independenntes uns dos outros. A priori
para os parametros B,, g e In o\ segue uma distribuicdo normal. Entao a priori para
todos os parametros BT, ar e In o7 também sdo normais condicionadas as distribuigoes

das matrizes de covaridncias, as quais sdo distribuidas pela Wishart inversa:

Bo ~N(Bysin = 0, Var(Byp,) = 1)
Ay ~N(Apin =0, Var(Apyn) = I)
Inoy ~N(0,1)
Q ~iW( Qvaf(,@Mm> 1)
W ~iW (ki I, (14 n))
S; ~iW (K%, (1 +4)Var(Apsin), (141)), i=2,...,n

Onde:

a) n - tamanho da amostra;

b) Min - Priori de Minnesota, com pardmetro escolhido igual a 1 para todos os

€asos;

¢) kg =0,01, ks =0,1 e kyy = 0,01 de acordo com Primiceri (2005) para deixar

as prioris difusas;

d) i refere-se a ¢ — ésima linha em A;.

A aplicagdo do modelo descrito acima é feita entao sobre dois diferentes tipos de
retornos. O primeiro visa a analise dos indices setoriais, afim de verificar a relagdo tem-
poral existente entre eles, tal como a relagao temporal auto defasada, em outras palavras,
dada pelo coeficiente do proprio retorno defasado. O segundo conjunto de retornos refere-
se a montagem das carteiras necessarias para os fatores propostos por Fama-French como
extensao do modelo CAPM. Essas carteiras foram utilizadas para a andlise, como encon-
trado em |DeMiguel, Nogales e Uppal (2014)), e possuem importancia relativa ao tamanho
da capitalizacdo de mercado das empresas, e do seu grau de crescimento no mercado,

fornecida pelo indice book-to-market.

8.1 indices setoriais

A primeira parte da analise consiste em aplicar o BVAR aos indices setoriais ne-

gociados na BM&FBovespa, seis foram considerados:

a) IFNC - Indice Financeiro;
b) INDX - Indice Industrial;
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c) IEE - Indice Energia Elétrica;

d) ICON - Indice Consumo;

e) IMAT - Indice Materiais Bésicos;

f) UTIL - Indice Utilidade Ptiblica.

O periodo da analise foi decidido de acordo com a disponibilidade dos dados, a
saber, de 2 de janeiro de 2007 até 23 de fevereiro de 2015, totalizando 1994 dias de cotacao.

Sendo o preco do indice em ¢ dado por P, os retornos dos indices, e dos demais em toda

extensao deste trabalho, foram feitos da seguinte maneira:

Pt+1)

Retorno, — :1(
etorno; = i, = In 2

Entao, deste modo foi rodado o BVAR com pardmetros variantes no tempo, com
o objetivo de verificar que tipo de dependéncia temporal esses retornos tem apresentado.
Na forma matricial, todas as relacoes lineares entre os ativos em t e t — 1 sao dadas pelo

modelo:

Y1 = € + By,

Onde y, é um vetor composto pelos retornos dos indices, cuja dimensao ¢ 6 x 1, ¢;
¢ um vetor de constantes e a matriz de interesse B; tem dimensao 6 x 6 cujos elementos

B;; sao indexados de acordo com os indices descritos acima, para todo 4,5 =1,...,6.

8.1.1 Andlise dos componentes autorregressivos

Nesta se¢ao sao apresentados os principais resultados encontrados para os compo-
nentes autorregressivos, ou seja, os parametros referentes a relagdo de cada indice com

seu proprio valor defasado.

No primeiro gréfico, [I} sdo confrontados os valores referentes aos indices IFNC e
IEE. A relagdo encontrada entre estes dois parametros pode ser destacada quanto ao seu
comportamento temporal, a0 passo que um cai, o outro sobe, e vice-versa. A interpretacao
destes coeficientes, tal como os proximos que seguirao, é clara, quanto maior o valor deste,
a dependéncia temporal aumenta e retornos positivos tenderao a ser acompanhados por
retornos positivos no dia seguinte, e negativos por retornos negativos. Verifica-se entao

que o indice setorial tende a permanecer acima de zero na maior parte do tempo.

O indice IEE apresenta um comportamento inverso do apresentado para o setor
financeiro. Este mantém-se negativo na maior parte do tempo, um indicativo de que
os retornos dos ativos de empresas do setor de energia oscilam diariamente, se em t o

retorno for positivo, héd grandes chances deste ser negativo no dia seguinte, em ¢ + 1.
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Figura 1 — Coeficientes IFNC e IEE
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Fonte: elaborada pelo autor (2015)

Entao de modo geral pode-se dizer que quando a persisténcia temporal de retornos de

ativos financeiros aumenta, é um sinal de que os retornos dos do setor de energia terao
um padrao de oscilagdo entre positivo e negativo maior.

O préximo grafico, [2 apresenta, tal como o anterior, resultados para o indice do
setor financeiro, com a diferenga que esta confrontado com a variacdo do parametro do
componente autorregressivo do setor de materiais basicos. Esse grafico foi exposto devido
ao co-movimento de ambos os betas. Apesar de divergirem em alguns intervalos do periodo
da andlise, no geral pode-se dizer que caminham juntos, com maior estabilidade para o
setor de materiais basicos, o qual apresenta o parametro mais proximo de zero na maior

parte do tempo, significando que é dificil prever o retorno para esse tipo de mercado
sempre um passo a frente.

Figura 2 — Coeficientes IFNC e IMAT
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Fonte: elaborada pelo autor (2015)

O terceiro grafico desta secao, igualmente aborda o setor financeiro, porém agora
com o setor de utilidade publica, de acordo com o gréafico exposto em [3] Tal como o
anterior, a trajetoria dos parametros tendem a ser similares, discordando de si em curtos
periodos de tempo. Um padrao extra para esses dois setores ocorre a partir da metade
de 2010, quando o co-movimento aumenta. No geral o setor de materiais béasicos tem
apresentado uma trajetoria temporal negativa, apesar de proxima de zero, significando

que os retornos desse setor costumam oscilar diariamente quanto ao preco de fechamento.

Seguindo a anélise, o préximo grafico apresenta os resultados para o setor industrial
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Figura 3 — Coeficientes IFNC e UTIL
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Fonte: elaborada pelo autor (2015)

e de energia elétrica, novamente, representado em [4 O resultado da sobreposi¢ao destes
graficos indica um comportamento inverso, tal como o apresentado em [I, porém néo
tao forte. Esse resultado é mais consistente no que tange aos valores assumidos pelos
coeficientes, para o caso do setor financeiro, este oscila bem em torno de zero, porém
na maior parte do tempo podemos dizer que ha algum nivel de persisténcia temporal nos

retornos deste. Todavia, vale ressaltar novamente que o setor de energia elétrica apresenta
coeficientes negativos na maior parte do tempo.

Figura 4 — Coeficientes INDX e IEE
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Fonte: elaborada pelo autor (2015)

A motivacao da sele¢ao do gréfico [5] ocorre do comportamento muito similar apre-
sentado pelos coeficientes do componente autorregressivo destes dois setores a partir de
maio de 2012. E um indicativo de que a persisténcia temporal destes nos tltimos anos
tem apresentado o mesmo padrao, o que na pratica, olhando-se para apenas um destes

dois setores, pode-se ter uma nocao boa do comportamento dos retornos do outro.

Para encerrar esta se¢ao, todos os coeficientes relacionados ao componente autor-
regressivo foram plotados no mesmo grafico. Percebe-se que, levando-se em consideracao
os setores individualmente, a informacao contida em ¢ para fazer previsao do retorno em
t + 1 apenas quanto a propria defasagem nao tem um padrao igual para todos os se-
tores, percebemos que estes oscilam bastante em torno de zero, como esperado, porém
h&a momentos em que estes assumem valores positivos e negativos relativamente grandes
em modulo. Dois resultados podem, entao, ser restirados desta analise, o primeiro diz

respeito a oscilagdo dos coeficientes, sao mercados muito instaveis se levarmos em con-
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Figura 5 — Coeficientes IMAT e UTIL

NS SIS NN 0 0 0 0 0 0 O D D OO0 O 0 0 O A =H A F A 4 NN N N N ;m ;M ;Mmoo oS S S T g SN

R B R T - - - B A B B S B 1 B B B B S B B

C 5 % S ¥ 2 £ % m S B 2 £ 5 ®m S5 B 2 € 5T S5 Y 2 €S 5T S Y 2 S5 ®m S Y 2 S5 TS Y 2 S x5 m s B o2 oc

] S @ 3 & 3 @ 3 s S @ 3 T S @ 3 © 5 v 3 © 35 o 3 s 3 @ 3 S 3 @ 3

S EE o2 % EE e 2% £ E > 2% g E o 2% £ E s> 2% e E > 2% g E o 2% £ E e 2%
B66 -==-- BS5

elaborada pelo autor (2015)

sideracao o processo gerador dos dados, o segundo ponto de vista refere-se justamente

aos periodos em que os parametros diferem-se do valor nulo. Com essa informacao, é
possivel fazer previsdes um passo a frente melhor quando tal acontece, com ressalvas de

que nenhum permanece muito tempo grande em maédulo, um sinal de que o mercado se
ajusta rapidamente as informacoes contidas nessas séries.

Figura 6 — Coeficientes dos componentes autorregressivos
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Fonte: elaborada pelo autor (2015)

8.1.2 Andlise dos demais componentes

Alguns resultados podem ser destacados quando a anélise é feita sobre os para-
metro de fora da diagonal principal. De modo geral, esses coeficientes representam o

quao bem uma série pode explicar a outra. Se alto em mddulo, os resultados sdo mais
satisfatérios para fazer previsdes um passo a frente.
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Figura 7 — Coeficientes dos indices IFNC-IEE
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Fonte: elaborada pelo autor (2015)

O primeiro resultado escolhido apresenta-se no gréfico [7] cujas trajetérias tempo-
rais dos parametros referem-se a relacao entre os indices IFNC e IEE. Pela andlise grafica
é possivel observar que o 13 mantém-se na maior parte do tempo mais negativo que [3;.
Em termos praticos os retornos do setor de energia podem explicar melhor o compor-
tamento dos ativos do setor financeiro, porém a relagao inversa é mais fraca, devido a
proximidade do parametro f3; de zero. Atente que, se os ativos do setor de energia sao
bem negativos, o que na pratica hd uma relacao inversa entre esses dois setores muito
clara, quando o setor de energia vai bem, é provavel que no periodo seguinte os retornos

do setor financeiro ndo mostrem um bom desempenho, ao passo que essa relacdo nao é
tao forte do setor financeiro para o setor de energia.

Figura 8 — Coeficientes dos indices INDX-ICON
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Fonte: elaborada pelo autor (2015)

Uma avaliagdo semelhante pode ser feita para a relacao entre os setores industrial
e de consumo, percebe-se que na maior parte do tempo o pardmetro (345 permanece mais
negativo que fay, indicando que os retornos do setor industrial afetam de modo mais
incisivo aqueles do setor de consumo. A relacao inversa permanece para este caso, com
ressalvas para o ano de 2008, quando houve a Crise do Subprime. Os dados mais recentes
da amostra tem mostrado essa inversao no padrao das séries, porém de modo nao claro,

0 que nao nos permite dizer ao certo como esses setores podem se comportar adiante.

Diferentemente do apresentado nos casos anteriores, a relacdo entre os setor in-
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Figura 9 — Coeficientes dos indices INDX-UTIL

- A Ao A e Y
'gﬁé:ﬂl"'-m'..mm““‘ulu ..

jan-07
mar-07
mai-07
jul-07
set-07
nov-07
jan-08
mar-08
mai-08
jul-08
set-08
nov-08
jan-09
mar-09
mai-09
jul-09
set-09
nov-09
jan-10
mar-10
mai-10
jul-10
set-10
mai-11
jul-11
set-11
nov-11
jan-12
mar-12
mai-12
jul-12
set-12
nov-12
mar-13
mai-13
set-13
nov-13
jan-14
mar-14
mai-14
jul-14
set-14
nov-14
jan-15

Fonte: elaborada pelo autor (2015)

dustrial e de utilidade ptblica tem mostrado uma alternancia significativa ao longo do
tempo. Esses dois setores foram escolhidos devido ao padrao inverso apresentado pelos
B, quando um diminui, o outro aumenta. Apesar de nao haver uma relacao de lideranca
na qual uma série explica melhor os resultados da outra, ambas sdo informativas, no que
se pode observar que se o retorno do setor industrial deixa de explicar os do setor de

utilidade publica, os ativos deste ultimo passam a explicar melhor os do industrial

Figura 10 — Coeficientes dos indices IEE-ICON
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Fonte: elaborada pelo autor (2015)

O gréafico seguinte, [I0] foi escolhido pela mesma causa, porém esta relacao ja nao
¢é tao estavel para os setores de energia elétrica e de consumo. Desta andlise grafica vale
ressaltar que desde o final de 2010, o parametro (543 tende a permanecer abaixo de 34, de

forma que o comportamento do setor de energia elétrica tem um poder explicativo maior
para os papéis do setor de consumo.

O 1ltimo gréafico desse tipo de andlise grafica foca nos setores de energia elétrica
e de utilidade publica, dados pelo grafico A relagao novamente é de inversao das

trajetorias, alternando-se quanto ao poder explicativo. Ao passo que o S de um setor cai
o outro sobe, e vice-versa.

Para completar essa secao, foram plotados todos os coeficientes de fora da diagonal
principal num tnico grafico. Apesar de nao ser informativo quanto ao perfil individual

das séries, ele nos fornece uma visao geral da estrutura de mercado dos setores da bolsa
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Figura 11 — Coeficientes dos indices IEE-UTIL
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Fonte: elaborada pelo autor (2015)

Percebe-se que os pardmetros variam grande parte do tempo dentro do intervalo [0, —0, 4]
com raras vezes ultrapassando para a 4rea positiva do grafico. E um indicador que de

forma geral o retorno dos setores nao apresentam co-movimentos nas negociagoes

Ou

seja, se um setor tem apresentado resultados positivos, é esperado que os demais nao
tenham uma boa performance. O resultado nao ¢é de se admirar, uma vez que os papéis

em negociacao disputam a atencao dos investidores. Se um setor vai bem, é esperado

entdo que o capital migre para este, de forma que essa hipétese pode ser corroborada

pelos betas relativamente mais positivos apresentados na se¢ao anterior.

Figura 12 — Todos os coeficientes fora da diagonal principal
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Fonte: elaborada pelo autor (2015)

8.2 Carteiras formadas com base nos fatores de Fama-French

A segunda parte da analise foi feita sobre as seis carteiras necessarias para a

montagem dos fatores de Fama-French, com base no valor de mercado e no indice Book-

to-market. O critério de montagem e a aplicagdo para o mercado brasileiro segue os

registrados em |Caldeira, Moura e Santos (2013)), com ressalva de que foram coletados
todos os ativos que entraram no indice IBrX100 no periodo de julho de 2001 até Fevereiro

de 2015, totalizando 3375 dias de cotagao. O indice IBrX100 foi escolhido de acordo com

a sua representatividade ampla quanto as negociagoes no mercado acionario brasileiro e

pelos seus critérios de liquidez. As carteiras foram montadas no final de junho de cada ano
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dentro do periodo, sob a justificativa de que nesse periodo todas as informacoes divulgadas

no comeco de cada ano ja foram assimiladas pelo mercado. Foram excluidas as seguintes
acoes:

a) aquelas que nao apresentaram cotagoes didrias para o periodo de um ano apds
a formacao das carteiras;

b) aquelas que nao apresentaram valor de mercado ou patriménio liquido na mon-

tagem das carteiras de acordo com a disponibilidade no Economatica, banco
de dados utilizado para a anélise;

c) empresas que nao apresentaram patriménio liquido positivo no periodo;

d) empresas financeiras, devido a estrutura de capital diferenciada das demais,

neste caso, o patriménio liquido nao tem o mesmo significado que nas demais.

8.2.1 Carteiras formadas pelo tamanho de mercado

Das carteiras selecionadas de acordo com os critérios expostos, a cada final de
junho, foram divididas de acordo com o seu valor de mercado, um grupo contendo as

maiores empresas e no outro, as menores. Entao, aplicado o BVAR aos retornos, similar
a DeMiguel(2014):

grande

_ grande pequeENo
Yiv1 = Cig + By + P24V
pequena grande pequeno
Y1 = Co;¢ + Bor,1 i + Ba2.4Y;

8.2.2 Andlise dos componentes autorregressivos

A interpretacao dos coeficientes da diagonal principal sao semelhantes do feito
para os indices setoriais, porém de forma mais ampla, agora foram montadas apenas duas

carteiras, o 311 referente a persisténcia temporal de empresas grandes, com grande volume
de negociacao da BM&FBovespa, e 99 para as pequenas.

Figura 13 — Coeficientes dos componentes autorregressivos
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O gréfico apresenta a trajetéria de ambas. Desta andlise grafica é possivel
inferir que compor carteiras com base no tamanho de mercado é menos informativa do
que para os indices setoriais, vide que os parametros permanecem muito mais proximos
de zero do que para o outro caso. A vantagem destas carteiras reside na sua relativa
estabilidade, para o caso das empresas com grande capitalizagao, o coeficiente permanece
em todo o periodo abaixo de zero, significando que, se um retorno desta carteira apresenta
um resultado positivo hoje, ha uma chance, mesmo que pequena, deste apresentar um
resultado negativo amanha. Devido a relativa estabilidade da trajetéria, essa informacao
pode ser relevante na hora da inclusao de ativos de empresas grandes na carteira. O
coeficiente relativo a empresas com baixa capitalizacao geralmente oscila em torno de zero,
dizendo que esse conjunto de retornos nao sao tao informativos para obter-se previsoes
um passo a frente. Apesar de que a trajetéria de ambos divergem em alguns intervalos

da analise, nao ¢ possivel descrever um padrao conjunto para ambos.

8.2.3 Andlise dos demais componentes

Os componentes restantes sao os dois fora da diagonal principal. A interpretacao
destes assemelha-se ao caso dos indices setoriais. Como visto no gréfico [14] tal como no
caso dos componentes autorregressivos, os ; nao sao tao informativos. Nos tltimos meses
h& uma clara tendéncia de queda para (315, representando que resultados positivos para
ativos de empresas pequenas no geral tem a capacidade de gerar retornos negativos para
os ativos de empresas grandes, talvez por conta de que o maior risco assumido nestas

empresas proporcionam maiores retornos, atraindo o capital aplicado em empresas mais

consolidadas para esse setor.

Figura 14 — Coeficientes dos componentes fora da diagonal principal
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Fonte: elaborada pelo autor (2015)

O outro parametro, 57 encontra-se na maior parte do tempo acima de zero, repre-
sentando que, se retornos de ativos de empresas grandes sao positivos, de modo geral os
de empresas pequenas também serdo, e vice-versa. E um cendrio esperado, uma vez que se
empresas com maior capitalizacao apresentam bons resultados, o mercado de forma geral

se sente bem. Quando do caso negativo, como de grandes escandalos corporativos ou ma



134

performance de grandes empresas, vide que o mercado acionario brasileiro é muito con-
centrado nestes papéis, o mercado como um todo vai mal, um comportamento observado

na pratica.

8.2.4 Carteiras formadas pelo indice book-to-market

O proximo passo da anélise entao foi feita com base na razao do patrimonio liquido
pelo valor de mercado de todas as empresas que compuseram a analise, de acordo com os

critérios expostos. Foram entao divididas em trés grupos aproximadamente iguais:

a) o primeiro grupo, contendo aproximadamente 3/10 dos valores mobilidrios, com

alta razao book-to-market, chamado aqui de alto;

b) o segundo grupo, igualmente contendo aproximadamente 3/10 dos valore mobi-

liarios, contendo aqueles ativos que apresentaram baixa razao book-to-market;

¢) o terceiro grupo, contendo aproximadamente 4/10 dos valores mobilidrios, com-

posto pelos ativos que restaram, chamado aqui de neutro.

Foi entao rodado o VAR de forma semelhante a exposta na se¢cdo anterior, porém
com o grupo que apresentou alta razao book-to-market e o grupo que apresentou baixa

razao:

alto alto bairo
Yl = Cip + By + Bragy;

baixo alto baixo
Ypy1 = Cot T 521,t3/t + 522,:5%

8.2.5 Analise dos componentes autorregressivos

O indice book-to-market representa a proporcao do patrimonio liquido de uma
determinada empresa em termos do seu valor de mercado, dado pelo volume de negociacao
de seus papéis na bolsa. Se a razao é alta, entdo o valor contabil da empresa sobrepoe-
se ao seu valor de mercado, um indicio de que o preco dessa empresa esta subavaliado
pelos investidores, um indicio de crescimento no mercado acionario para tal. De forma
analoga, temos a mesma relacao quando o book-to-market, um sinal de que o mercado
sobrevalorizou o preco da empresa. Desta forma, a carteira alto representa uma média
das empresas com baixa expectativa de crescimento no preco das agoes, ao passo que a

carteira baixo representa uma boa expectativa de crescimento.

O coeficiente referente ao componente auto defasado das empresas com baixa ex-
pectativa de crescimento é dado pelo (i1, e sua trajetéria é apresentada no grafico [15]
Em boa parte do tempo o retorno dessa carteira mantém-se abaixo de zero. A andlise
grafica ainda permite-nos dizer que esse componente oscila muito mais que o referente &
carteira com alta expectativa de crescimento, a qual no periodo da analise gira aproxima-

damente em torno de zero. Em termos praticos, o mercado de acoes com alta expectativa
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Figura 15 — Coeficientes dos componentes autorregressivos
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Fonte: elaborada pelo autor (2015)

de crescimento possui baixa dependéncia temporal, logo seu retorno previsto em ¢ + 1
dificilmente sera explicado pelo desempenho mostrado em ¢, ao passo que nao ocorre de

forma tao incisiva para as empresas com baixa expectativa de crescimento.
8.2.6 Analise dos demais componentes

Os componentes de fora da diagonal, de acordo com o gréfico[I6] em contraste com
os coeficientes da auto defasagem, tem uma variabilidade temporal maior. E importante
notar-se que ha movimentos explicitos de de queda e subida entre eles, alternando-se.
Até meados de maio de 2006, a carteira composta pelos ativos com alta expectativa de
crescimento, representada pelo 1o, apresentou valores mais distantes de zero, de forma
que os resultados dessas empresas podem explicar melhor o retorno das empresas com

baixa expectativa de crescimento, ao passo que o contrario nao é tao evidente.

Figura 16 — Coeficientes dos componentes fora da diagonal principal
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Fonte: elaborada pelo autor (2015)

Claramente hd uma mudanca de perfil apds esta data e ambos divergem de zero

até o final de 2011. Neste periodo pode-se dizer que resultados positivos em ¢ para em-
presas com alta expectativa de crescimento promovem bons resultados nas que tem baixa
expectativa, ao passo que os bons resultados das empresas que tem baixo crescimento

esperado promovem um resultado negativo para o outro grupo. E plausivel do ponto de
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vista mais geral se pensarmos que, se as empresas com baixo book-to-market estao cum-
prindo suas expectativas de crescimento, o mercado como um todo se sentira confortavel.
Sob o outro ponto de vista, empresas ja valorizadas pelo mercado com baixo crescimento,

se apresentam retornos positivos, promovem um baixo desempenho para o outro grupo.

Este cenario permanece até o final de 2011, quando a amostra indica que a pri-
meira relacao volta a vigorar. Pode-se pensar ainda que esse comportamento de inversao
dos coeficientes ocorreu de forma similar para os componentes da auto defasagem. O pe-
riodo compreendido foi um periodo de grande instabilidade no mercado, compreendendo

a euforia pré-crise, o movimento de baixa e a recuperacao dos ativos na bolsa.

8.2.7 Todas as carteiras formadas pelo valor de mercado e indice book-to-market

Esta secao, ao contrario das anteriores, busca resultados mais gerais. Para tal,
foram consideradas todas as combinacoes de carteiras possiveis com base no valor de

mercado e no indice book-to-market, a saber:

a) grande-alto;

b) grande-neutro;

¢) grande-baixo;

(S

)
)
)

d) pequeno-alto;
) pequeno-neutro;
)

f) pequeno-baixo;

O periodo da analise feito encontra-se no intervalo de 2 de junho de 2001, da
montagem da primeira carteira, até 23 de fevereiro de 2015, totalizando 3375 dias de

negociacao na bolsa.

Tal como feito nas demais analises, entdao, deste modo foi rodado o BVAR com
parametros variantes no tempo, com o objetivo de verificar que tipo de dependéncia
temporal esses retornos tem apresentado. Na forma matricial, todas as relagoes lineares

entre os ativos em t e t — 1 sao dadas pelo modelo:

Y1 = ¢+ By,

Onde, similarmente ao caso quando dos indices setoriais, y, é um vetor composto
pelos retornos dos indices, cuja dimensao ¢ 6 x 1, ¢; ¢ um vetor de constantes e a matriz
de interesse B; tem dimensao 6 X 6 cujos elementos B;; sdo indexados de acordo com os

J

indices descritos acima, para todo 7,5 =1,...,6.
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8.2.8 Andlise dos componentes autorregressivos

A primeira parte da analise, tal como feito anteriormente, objetiva conferir padroes

existentes para as séries dos termos auto defasados. A interpretacao que segue é a mesma

feita para os casos anteriores.

Figura 17 — Carteiras Grande-neutro e Grande-baixo
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Fonte: elaborada pelo autor (2015)

O primeiro grafico selecionado da pesquisa, [17], sobrepde as trajetérias das carteiras
com grande valor de mercado. O (55 e 0 (33 correspondem aos indices book-to-market

neutro e baixo respectivamente. A trajetoria desses dois grupos de ativos indicam uma

relagao inversa, ao passo que um sobe, outro cai. Percebe-se ainda que ambas estao

suavemente abaixo de zero, um sinal de que o retorno de ambas oscila entre positivo e
negativo, porém o padrao nao é tao forte, sobretudo se contarmos que nos ultimos meses
da analise esse movimento tem aumentado consideravelmente, colocando os parametros

na area positiva do grafico em intervalos de tempo de forma distinta.

Figura 18 — Carteiras Pequeno-neutro e Pequeno-baixo
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Fonte: elaborada pelo autor (2015)

O segundo resultado escolhido refere-se as carteiras com baixo valor de mercado,
igualmente ao caso anterior, os resultados encontrados foram achados para empresas com
razao book-to-market neutra e baixa, representadas pelos parametros (55 e (g respec-
tivamente. Diferentemente do caso anterior, verifica-se que esses parametros tendem a

caminhar juntos na maior parte do tempo, divergindo de meados de maio de 2013 para
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dados mais recentes da amostra. Esse resultado é importante quando contrastado com
aquele encontrado quando do VAR sobre as empresas com alta e baixa razao book-to-
market. Uma vez que as empresas agora foram dividas pelo valor de mercado, percebe-se
que o perfil temporal da dependéncia muda, logo tem-se um indicio que é importante levar
em consideragao informacgoes adicionais, tal como o tamanho da empresa, quando montar

uma carteira pensando no seu crescimento, no que tange ao indice book-to-market.

Figura 19 — Todos os parametros dos componentes autorregressivos das carteiras
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Fonte: elaborada pelo autor (2015)

O 1ltimo grafico desta se¢ao sobrepoe todos os 3 responsaveis por captar a persis-
téncia temporal destas carteiras. E um grafico informativo da estrutura geral do mercado
quanto a esse tipo de segmentacao, valor de mercado e book-to-market. Percebe-se que o
comportamento destas carteiras oscilam em torno de zero, com uma leve tendéncia para
a area negativa do grafico, indicando que os retornos tendem a oscilar diariamente, com
baixa persisténcia temporal. Um fato interessante diz a respeito das carteiras montadas
puramente pelo valor de mercado e book-to-market, que no caso, apresentam parametros
mais estaveis. KEssa observacao pode ser enxergada sob duas Oticas, a primeira ocorre
que as carteiras tem menos ativos neste caso que para o caso anterior, logo a outra pos-
sui maior estabilidade devido a sua diversificagdo, ao passo que nesta secao temos uma
visao mais segmentada do mercado, a segunda Otica decorre da amplitude dos valores
assumidos pelos pardmetros, para este caso, em curtos periodos de tempo, os [ assumem
valores relativamente extremos quanto ao outro caso. Sob certos cuidados um investidor
atento pode obter oportunamente retornos maiores se souber utilizar corretamente esta

informacgao, conjuntamente com estratégias adequadas de investimento.
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8.2.9 Andlise dos demais componentes

A 1ltima parte deste conjunto de andlises graficas compreende a relagao temporal
intra carteiras, ou seja, como o comportamento de ativos quando ao seu perfil de tamanho

de mercado e crescimento (book-to-market) influenciam uns aos outros.

Figura 20 — Carteiras Grande-alto/Pequeno-baixo
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Fonte: elaborada pelo autor (2015)

O primeiro gréafico selecionado, [20] diz exatamente essa relagdo para carteiras
extremas, onde o parametro (i indica a influéncia de empresas pequenas com baixo
book-to-market sobre empresas grandes com alto book-to-market. Ao longo dos anos elas
tem oscilado consideravelmente em torno de zero, porém o poder preditivo de ambas é
reciproco, uma vez que de modo geral, quando uma fica negativa, a outra fica positiva.
A quebra desse padrao apresentou-se apenas no final da amostra. Apesar do fené6meno
observado, é dificil para um investidor aplicar seus recursos levando-se em consideracgao a
relacdo entre essas duas carteiras, uma vez que, quando uma tem retornos positivos com
o ( na regiao positiva do gréafico, leva-nos a crer que a outra carteira também apresentara
um retorno positivo em ¢ + 1, porém o § da outra carteira encontra-se na area negativa
do grafico, significando que ha uma boa chance da primeira carteira de ativos apresentar
um retorno negativo no periodo seguinte, o que acarreta num retorno negativo para a

segunda. De forma geral, ha bastante instabilidade quando tal acontece.

A mesma analise feita anteriormente pode ser feita para os préximos graficos se-
lecionados, com a ressalva de que o padrao nao é tao forte como para a analise anterior.
Em [21] sao plotados os 8 de empresas com grande valor de mercado, porém book-to-
market neutro e baixo. Em [22] para as carteiras uma com grande valor de mercado e
book-to-market neutro, e a outra pequeno e alto respectivamente. A diferenca sutil deve
ser notada quanto a escala dos parametros, dado que a primeira apresenta uma oscilacao

maior que a segunda.
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Figura 21 — Carteiras Grande-neutro/Grande-baixo
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Figura 22 — Carteiras Grande-neutro/Pequeno-alto
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O pendltimo gréfico, 23], é um dos tnicos que apresenta esse tipo de formato, uma
série maior do que a outra na maior parte do tempo. Percebe-se que a trajetoria de
ambas é muito similar, porém de outubro de 2007 até meado de fevereiro de 2013, (s,
responsavel pela relacao da carteira de empresas pequenas com book-to-market neutro
para com a carteira de empresas grandes e baixo indice, permanece ligeiramente inferior,
quando tal, os retornos desta pode explicar melhor, de modo inverso, o retorno da segunda

carteira. Esse padrao nao se manteve ao final da amostra.

De modo geral, a relagdo entre essas carteiras é bem instavel quando analisadas
essas relagoes, o que nao as torna muito informativas. Para verificar isto, foram selecio-
nadas as carteiras que na média do tempo apresentaram os parametros mais alto e baixo,
curiosamente dados pelos coeficientes O35 e 53 em [24] relativos & empresas com alto valor
de mercado e baixo book-to-market com baixo valor de mercado e book-to-market neutro.

Vide que ao passo que um parametro permanece boa parte do tempo na area positiva,
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Figura 23 — Carteiras Grande-pequeno/Pequeno-neutro

Fonte: elaborada pelo autor (2015)

outro permanece na negativa. Essas carteiras ainda apresentam uns dos valores mais
extremos para todos os parametros avaliados fora da diagonal principal.

Figura 24 — Coeficientes extremos
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Fonte: elaborada pelo autor (2015)
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9 CONSTRUCAO DAS CARTEIRAS E MEDIDAS DE DESEMPENHO

Em [DeMiguel, Nogales e Uppal (2014), encontramos motivacao suficiente para
considerar que ha persisténcia temporal nas séries de retornos dos ativos, nao s6 no
segundo momento, a variancia, como no primeiro, a média. Essa dependéncia, mesmo
que pequena, pode ser incorporada na construcao de diferentes carteiras, o que pode gerar

resultados mais desejaveis para o investidor.

Esse capitulo presta-se a verificar aplicabilidade dessa dependéncia seguindo uma
metodologia de construcao para as carteiras similar a proposta encontrada em DeMi-
guel, Nogales e Uppal (2014)). A abordagem Bayesiana novamente aparece, agora sobre
outra forma, seguindo a abordagem apresentada em |Koop e Korobilis (2013)), cujos auto-
res empenham-se em elaborar métodos cujos custos computacionais reduzidos permitem

calcular sistemas tipo TVP-VAR heteroscedastico para grandes dimensoes.

Para a construcdo de uma carteira hipotética a fim de que sejam testados os
modelos e estratégias de investimento, o critério escolhido de selecao para os ativos baseou-
se na busca de todas as acdes que entraram pelo menos uma vez no indice IBrX100
negociado na BM&FBovespa. Esse indice foi escolhido pela sua amplitude de mercado,
pois os ativos que o compoem advém de empresas de diversos setores e perfis, de modo que
se tenha um investimento bem diversificado, o que é buscado na pratica. Foram excluidos
todos os ativos que nao apresentaram cotacao para todo o periodo entre 2 de janeiro de
2007 a 18 de fevereiro de 2015, tal como foram excluidos aqueles que nao apresentaram
liquidez necessaria para a estimacao dos parametros necessarios, o critério de selecao
entao foi baseado na contagem dos dias sem cotacao para cada ativo, de modo que foram
excluidos aqueles que apresentaram mais de 100 dias sem cotacao neste periodo, cerca de

1/5 do total da amostra. Entao, restaram n = 44 ativos em ¢t = 2010 dias de negociagoes.

Os softwares utilizados para todos os calculos foram o Excel e o Matlab e a coleta
de dados das séries histéricas dos precos das agoes foi feita através do Economatica, ja

devidamente ajustadas por proventos.

9.1 Metodologia

Para rodar modelos VAR de grande dimensao, sobretudo sob a 6tica Bayesiana,
é necessario um método de calcular os parametros de forma mais parcimoniosa, porém
mantendo as hipéteses de variabilidade temporal dos parametros e heteroscesdasticidade,

necessaria a montagem das carteiras, sobretudo as do tipo média-variancia.

No trabalho de Koop e Korobilis (2013), os autores justificam que estender os
tradicionais métodos utilizados para esses modelos no sentido para aqueles com grande

dimensao nao é direto, devido a questdoes computacionais. Entao eles propdéem uma
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simplificacdo do método Bayesiano de TVP-VAR heteroscedédstico com a finalidade de
abrir caminho para modelos com maior niimero de variaveis. Esse método, inicialmente
proposto para modelagem de dados macroecondémicos, insere-se no contexto de finangas
deste trabalho de forma 6tima, contendo os pressupostos necessarios para a estimacgao de

carteiras com um grande nimero de ativos.

A primeira suposi¢do segue que os parametros variam no tempo de acordo com
um passeio aleatério, propicio ao caso quando queremos que os coeficientes tenham a

liberdade de assumir quaisquer valores no espago paramétrico:

Yy, =By, +e (9.1)
vec(B); 11 = vec(B); + uy (9.2)

Onde e; ~ i.1.d.N(0,3;) e u; ~ i.1.d.N(0,Q,) sdo termos de erro, y; é um vetor

em R™.

A distribuicao priori para By escolhida foi do tipo Minnesota, a ser abordada mais
detalhadamente a frente. Para permitir que os pardmetros variem no tempo de acordo

com o processo dado, é usado o filtro de Kalman, o qual assume que:

Bt71’@t71 ~ N(Bt71|t71a thl\tfl)

Entao o filtro promove a predi¢ao de acordo com:

By, ~ N(Byj—1, Viyji—1)

Onde

Vi1 = Vi +Q

Os autores, entao, promovem a substituicao deste processo visando sua simplifi-

cagdo, a qual ocorre quanto ao uso de um fator de desconto A:

1

Vi1 = 3

Vi -1

O qual substitui a necessidade de estimacao da matriz Q,. Esse valor é restrito
no intervalo 0 < A < 1. Os valores para A pesquisados nesta dissertagdo variam entre
(0,97 0,98 0,99]. A metodologia ainda permite que o fator de desconto varie tempo-

ralmente de acordo com:
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Ae= A+ (1= A)(1, )%

Onde e; é o erro de predi¢ao do modelo.

Para o caso quando A = 0,99, a variagao dos parametros ¢ bem pequena, o que
permite estimacoes dos coeficientes em B; mais suavizadas, interessante para carteiras

com menor variagao nos rebalanceamentos, uma vez que diminui os custos de transacao.

Para o conjunto de valores testados para o modelo, neste trabalho serao apresenta-
dos apenas os resultados referentes a A = 0,97, uma vez que as medidas finais mostraram

uma robustez moderada quanto a escolha deste parametro neste intervalo.

O uso de modelos de volatilidade estocéstica, tipico de modelos Bayesianos, cujos
custos computacionais sao elevados, é evitado com o uso de fatores de desconto. Para
tal abordagem, é escolhido o uso do método FExponentially Weighted Moving Average
(EWMA) de modelagem da varidncia:

275 = /ﬁz/\]t_l + (1 - H)été;

Onde &, = y, — y,_ By ¢ o termo de erro aleatério produzido pelo filtro de
Kalman, x ¢ um fator de decaimento. O intervalo de valores mais amplamente aceito
segue a metodologia RiskMetrics em [Morgan) a qual sugere que 0,94 < xk < 0,98. Neste
trabalho assumimos « = 0,94, proprio para dados de frequéncia didria. A matriz inicial
do modelo, ¥, foi calculada através de training-sample de 123 dias anteriores a vigéncia

da carteira.

O trabalho de Koop e Korobilis| (2013) incorpora ainda o uso do Dinamic Model
Average (DMA) a fim de calcular qual a probabilidade do modelo j em predizer o vetor
Y,, dada a informacao disponivel em ¥,_;, probabilidade esta, chamada m;_; ; para todo
j =1,...,J. Raftery, Karny e Ettler (2010) deriva a probabilidade de que o modelo j
deve ser usado para predizer o y, de forma andloga a como o filtro de Kalman utiliza seu

método de predicao e atualizacgao:

a
T1)t—1

Tlt—14 = <7
g a
2= T 1)t-1,0

Onde my;—1; € a probabilidade do uso do modelo j com a informacao disponivel
até y,_, e a é um fator de desconto. Com a chegada da nova informacao y,, a equagao é

atualizada como:

Ty = 7Tt|t—1pj(yt|gt—1)
D S To)e— 100 (Y| Us1)




145

Onde p;(y,|y,_,) ¢ af.d.p. da verossimilhanca para a predi¢ao, em outras palavras,
a funcao de densidade para o modelo j avaliado em y,, a qual pode ser considerada uma

medida do desempenho da previsao.

Deste modo ainda ¢ evitado o uso de métodos MCMC, sendo necessario apenas
o computo de ;e my ;. Essa metodologia permite que sejam escolhidas diferentes
prioris para o modelo. Neste trabalho, tal comgKoop e Korobilis (2013), é utilizada
uma combinac¢ao da priori de Minnnesota para VAR estacionério, onde By tem uma
distribuicao normal multivariada com média zero. A varidncia dos termos de intercepto
é posta como 100, no intuito de que essa distribuicao seja nao informativa. Ademais,
os parametros da varidncia das variaveis de estados de y,_; sdo calculadas nos valores
y=1[171% 175 0.001 0.005 0.01 0.05 0.1]:

V.o 1% parap = 1
o a = 100 para os interceptos

Por fim, para dar robustez aos resultados, sdo calculados também diferentes va-
lores para «, a saber [0,001 0,95 0,99 1], os quais indicam uma maior persisténcia
temporal, do menor ao maior valor, no que tange aos modelos quanto a previsao dos

resultados em ¢.

Por fim, é necessario que haja a escolha da priori para mgg. Seguindo os autores,
o modelo parte de uma distribuicao equilibrada, onde intuitivamente o pesquisador nao
tenha palpite algum sobre qual parametro se ajusta melhor aos dados, o que equivalen-
temente é dado um peso igual para todos os modelos dos diferentes pardmetros para a

PTLOTI.

9.1.1 Medidas de desempenho

Para todas as estratégias apresentadas neste trabalho, foram calculadas as seguin-

tes medidas de desempenho para as carteiras:

ji= (=17 3 (wig) (9.3)
52 = (T — 1) g_;(w'ytﬂ — py? (9.4)
I8 = g (9.5)

turnover = (T —1)7" 0> w1 — wyyg (9.6)

t=1 i=1



146

Onde T é o periodo amostral completo e n é o nimero de ativos da carteira.
A medida i representa a média amostral da carteira, sendo dada pela média aritmé-
tica dos retornos didrios. A segunda medida de desempenho é a varidncia da carteira,
dado por &2, é igualmente calculada levando-se em consideracao todo o periodo amostral.
Considerando-se a variancia como uma medida de risco, valores menores assumidos por
esse estimador sdo mais desejaveis. A terceira medida de desempenho leva em conside-
racado ambas as primeiras medidas, o IS, conhecido como indice de Sharpe, pondera o
retorno da carteira pelo risco assumido, logo valores mais altos sao mais desejaveis. Por
ultimo, temos o turnover, o qual estd intimamente ligado aos custos de transagao, os
quais sao proporcionalmente maiores de acordo com essa medida de desempenho. Ele é
interpretado como a porcentagem média diaria da carteira que é reponderada, em outros
termos, se rebalanceada diariamente, qual sera a porcentagem média do total da carteira
que a ser negociada, assim entao, carteiras mais estaveis apresentam menor turnover em

relagao as mais volateis.

9.2 Carteiras de arbitragem

Esta se¢ao do trabalho segue a proposta em DeMiguel, Nogales e Uppal (2014]),
a qual busca avaliar empiricamente as carteiras do tipo arbitragem, ou de zero custos,
para o caso brasileiro. Da montagem das carteiras, usou-se da abordagem Bayesiana para
a estimacao dos pardmetros do VAR, tal como apresentado na metodologia. Ao passo
que temos ganhos em torno de parametros suavizados no tempo, o que pode reduzir o
turnover, a analise da origem da predicao dos retornos, como apresentada no primeiro
capitulo quando da decomposicao das carteiras, ja nao pode ser feita diretamente para o
caso Bayesiano, uma vez que elas baseiam-se na inferéncia classica, todavia o total dos

retornos obtidos fora da amostra sdo comparaveis do mesmo modo.

Os custos de transacao nao devem ser desconsiderados, porém diferentemente da
proposta original dos autores, este trabalho empenha-se em mostrar os resultados para o
turnover, visando nao agrupar os resultados em distintos cenarios de custos, mas deixar

a critério do leitor, aumentando seu arbitrio.

A primeira carteira de arbitragem considerada segue a proposta em|Lo e MacKinlay

(1990), também chamada de contraria, cujos pesos sao calculados da seguinte forma:

C 1 -
Wi = _E(yt —71) (9.7)
1y,
Yy = —— 9.8
Y n (9.8)
Onde 1 é um vetor n-dimensional de 1 e 7, ¢ a média de todos os retornos individu-

ais em t. Os retornos deste portfolio e todos do tipo arbitragem considerados somam zero,
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ou em termos praticos, o volume de ativos que se entra na forma vendida, também o é na
forma comprada. A interpretacao dos pesos dessa estratégia é clara, se um determinado
ativo apresenta retorno positivo em ¢, entao a carteira de arbitragem contraria garantira

uma posicao vendida, ou negativa para este em ¢ + 1.

A segunda estratégia considerada segue a proposta de |Pan, Liano e Huang] (2004]),
também chamada de momento, obtida similarmente a carteira de arbitragem contraria,

porém com o sinal oposto:

1
mo _
Wiy = E(yt —y1) (9.9)
1y
— t
Uy = —— 9.10)
- (

A diferenca crucial dessas estratégias pode ser explicada pela relagdo entre os
retornos dos ativos. Para a carteira contraria, o retorno esperado serd positivo se a
auto correlacao for negativa, uma vez que, se um determinado ativo ¢ apresenta bom
desempenho em ¢, é esperado uma reversao nesse desempenho em ¢ + 1. Por outro lado,
se um outro determinado ativo, chamamos de j, apresentar retorno positivo em t, e ele for
positivamente correlacionado com 7, entao essa estratégia também proporcionara retornos

positivos.

Uma vez que hé a possibilidade de nao haver o cenério descrito, a carteira momento
trabalha de forma contraria, esta considera que ha alguma persisténcia temporal nos
retornos de t para t + 1 quando assume um sinal contrario a carteira de arbitragem

contraria.

A terceira carteira, entao, leva em consideracao todas as informagoes disponiveis
da dependéncia temporal entre os retornos de t para t+1, chamada por|DeMiguel, Nogales
e Uppal| (2014) de carteira de arbitragem com VAR, cujos pesos sao dados pela seguinte

expressao:

1 _
Wi = (@ — 70" (9.11)
Y1 =a+yB: (9.12)
B))'1

n
0.2.1 Resultados

Esta secao aborda os resultados encontrados para as estratégias de arbitragem no
mercado acionario no periodo vigente da carteira. Para confrontar melhor as medidas de

desempenho, foi plotado o gréafico [25| no que tange ao acumulado dos retornos diarios de
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cada carteira. Esse método é preferivel, uma vez que é mais facil de visualizar o que ocorre

temporalmente se permanecermos rebalanceando as carteiras diariamente de acordo com

as estratégias descritas acima.

Figura 25 — Retornos acumulados - Carteiras de arbitragem
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Fonte: elaborada pelo autor (2015)

O primeiro resultado visivel dessa analise encontra-se na variancia dos retornos
da carteira, extremamente mais volateis para os casos das carteiras contraria e momento.
Ambos portfélios levam em consideracao os retornos apresentados em t para otimizar a
carteira em t, essas estratégias entao, incorporam toda a volatilidade do mercado, esse

aspecto fica mais visivel quando olhamos para o periodo conturbado da crise do subprime
no ano de 2008.

O segundo resultado deste grafico ainda refere-se a essas duas carteiras. Percebe-se
entao que a estratégia contraria é preferivel para o mercado brasileiro quanto a sele¢cao dos
ativos mais liquidos feita para o periodo proposto. Como esperado, os retornos de uma
sao opostos ao de outra. O fato de termos a carteira contraria com o melhor desempenho
¢ um indicio forte de que no geral esses ativos apresentam uma autocorrelacao negativa.
Esse perfil é fortemente afetado no ano de 2008, provavelmente por uma quebra no regime
estocastico dos dados no periodo, em outras palavras, o mercado passa a ter um efeito
momento de ¢ para t + 1. Esse efeito pode ser atribuido sobretudo a um comportamento

de "manada'dos investidores em periodos de crise, levando os papéis a desvalorizacoes
recursivas.

Por tdltimo, esse grafico ainda apresenta de forma visivel as vantagens de uma
aplicacao VAR para a definicdo dos pesos dos ativos na carteira. Trata-se entdo de uma
carteira muito estavel, principalmente se comparada as demais. Essa estratégia ainda
apresenta retornos acumulados sempre crescentes, conforme garantido em [DeMiguel, No-
gales e Uppal (2014). Um ponto ndo menos notavel ainda refere-se a época de crise.
Um comportamento mais padrao, por assim dizer, dos investidores nessa época, prova-

velmente foi captada pelos parametros variantes do modelo, os quais podem apresentar



149

uma reversao no sinal conforme se faga necessario. Desse ponto de vista, o periodo em

que essa estratégia mais acumulou retornos foi justamente o periodo de crise.

Tabela 2 — Medidas de desempenho para as carteiras de arbi-

tragem

2
Lhx10—1 5 10-4 Sharpqp-1

Carteira contraria  1,14922689 2,73207755 6,95279250
Carteira momento -1,14922689 2,73207755  -6,95279250
Carteira VAR 0,91395458 0,07685449 32,96780152

Fonte: elaborada pelo autor (2015)

Para finalizar a andlise dessas estratégias, foram compiladas em [2| as medidas de
desempenho médias diarias para todo o periodo completo da analise. Esses dados estao
de acordo com o apresentado em [25], a média didria dos retornos é maior para a carteira
contraria, e suavemente menor para a estratégia VAR. Por outro lado, a carteira VAR
tem ganhos extremamente altos quanto a sua estabilidade, dada pela variancia muito ais
baixa que as outras estratégias. Decorrente deste fato, o Indice de Sharpe ficou bem mais
alto que as demais, logo essa carteira apresenta-se como uma boa alternativa para aqueles

investidores mais avessos ao risco.

9.3 Carteiras baseadas na média-variancia

Desse grupo de carteiras, sao estudadas no trabalho algumas que desconsideram
a dependéncia temporal da média nas séries de retornos, utilizadas aqui como benchmark

a nivel de comparacao.

A primeira delas trata-se de uma carteira ingénua, onde todos os ativos tem peso
igual, dado por w; = (1/n). Essa estratégia é levada em consideragao pela sua atrativi-
dade, pois nao ha turnover, logo o investidor nao tem a necessidade de rebalancea-la a

cada t.

A segunda estratégia, muito comum na literatura, leva em consideracao a estrutura
de covaridncias entre os ativos. Assumindo que o investidor seja totalmente avesso ao risco,
este estard interessado apenas em reduzir o risco do portfélio de forma que os pesos sao

dados pelo processo de minimizacao:
HBH w;Etwt (914)
saw'l=1 (9.15)

A restricao sobre os pesos desta carteira sao necessarios, uma vez que se >; € po-

sitiva definida, o processo de otimizacao atribuiria peso zero a todos os ativos. O valor
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unitario entao foi escolhido de forma que 100% do investimento seja alocado otimamente
entre os ativos. Perceba que, sob essa estratégia, é permitido que w; < 0 quando necessa-
rio, 0 que na pratica aumenta o turnover da carteira. Entao dentro da mesma estratégia,
ainda foi considerado a restricdo no espaco dos pesos de forma que w; > 0 para todo

1=1,...,n, muito comum na pratica.

Demais consideracoes sobre esta estratégia, é necessaria a estimagao da matriz de
covariancias. Restringimo-nos entao a duas possibilidades, a primeira delas ¢ uma estima-
¢ao simples do tipo EWMA, cujo parametro foi escolhido de acordo com a recomendagcao
RiskMetrics, similar ao caso do BVAR do |Koop e Korobilis| (2013) para a estimacao da

matriz de covariancias:

S = (1 - B)(Y19;-1) + BEi (9.16)
B=0,94 (9.17)

A segunda estimacao foi escolhida pelo seu perfil mais informativo, o modelo
BEKK-GARCH(1,1), com a restricdo de que as matrizes de parametros sejam diago-
nais, uma vez que a versao escalar se assemelha muito ao EWMA e o BEKK-GARCH

completo sofre pela sua dimensionalidade e instabilidade nos parametros:

3, = diag(A)y,_,vy;_,diag(A) + diag(B)H,_,diag(B)

A préxima estratégia assemelha-se & minima varidncia, com a diferenga que agora

levamos em consideragao os retornos na média:

1
min w; X, w; — ;wgp,t (9.18)

saw'l=1 (9.19)

Onde p, é o vetor de médias dos retornos e v é o grau de aversao ao risco do in-
vestidor, cujos valores testados nesse trabalho seguem |DeMiguel, Nogales e Uppal| (2014),
para v = [1 2 10]. Atente que se v — o0, entdo a carteira converge para o caso da

variancia minima.

Sob esta estratégia entao, dois tipos de abordagem para a estimacao foram esco-
lhidos, a primeira leva em consideracao que os retornos seguem um processo tipo VAR(1),
cuja estimagao segue Koop e Korobilis (2013) tal como as estratégias de arbitragem com
base no VAR, estimacao dos parametro a qual fora dada na metodologia deste capitulo,

propria para modelos de grandes dimensoes. Desta forma:
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“XﬁR = Y1 = a; + By,

E a matriz de covariancias 3; é dada pelo processo EWMA intrinseca ao modelo.

A segunda estratégia segue a proposta nao paramétrica em [DeMiguel, Nogales e
Uppal (2014), cujas estimagoes dos parametros da carteira sao condicionados a informa-
¢ao disponivel em ¢ através da média amostral e matriz de covariancias amostral, dadas
colocando-se pesos iguais aos K dias que antecedem a estimacao, fazendo-se desta forma

uma janela movel:

1 & S
Mﬁﬁm = 7 Z Yk Ei\ﬁR = K_1 Z(yt—k - Nt+1)(yt—k - /J’t-i-l), (9-20)
k=1 k=1

Onde a fim de referéncia para a anélise, foi tomado k = 5, supondo que os retornos

da semana que passou sao suficientes para predizer o retorno do dia seguinte.

Para as carteiras apresentadas de média-variancia até entao, foram considerados
ambos os casos quando ha venda a descoberto e quando nao ha, para este ultimo caso,

w; > 0 para todoi=1,...,n.

Por fim, ha de ser levado em consideracao que carteiras de média-varidncia sao
muito instaveis, sobretudo para os casos quando o parametro 7y é baixo. Para contornar
esse problema, foi restringido que, para quaisquer estratégias, seja com venda a descoberto
ou sem, foi restringido entao que nenhum ativo possa ocupar mais de 50% na alocacao da

carteira.

9.3.1 Resultados

Esta secao apresenta os resultados referentes as estratégias de alocagao de portfélio
baseadas na média-variancia. O primeiro conjunto avaliado foram as carteiras menos
restritivas, onde permitiu-se que estas alocassem os ativos com pesos negativos conforme

fosse necessario.

Como pode-se observar em [26], as carteiras que apresentaram o melhor desempenho
foram aquelas baseadas no VAR, provavelmente porque este foi responsavel por captar
bem os retornos um passo a frente. Percebe-se ainda que dentre estas carteiras, a que
apresentou o melhor resultado foi aquela cujo investidor teria maior aversao ao risco, con-
trariando a suposi¢ao inicial de que assumir um risco maior implica em maiores retornos.
Vale ressaltar aqui que essas carteiras foram restritas de forma que nenhum ativo possa
ter um peso maior que 50% na alocacao da carteira. Essa restricio mostra-se aplicavel
na pratica, uma vez que essas carteiras sao extremamente instaveis. Todavia, apesar de
apresentadas aqui, sao carteiras tedricas, a restricdo imposta aos pesos nao foi capaz de

conter o alto turnover destas estratégias, como apresentado em [3}
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Figura 26 — Retornos acumulados - Retorno acumulado - Carteiras de média-varidncia com venda a

descoberto
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Fonte: elaborada pelo autor (2015)

O segundo grupo tem seus retornos acumulados muito préximo de zero, e referem-
se as carteiras com base somente na média. A junc¢ao dessa informacao com a anterior
induz a pensar que deve haver um grau de aversao ao risco 6timo, uma vez que se y — 00,
entdo esta deveria convergir a curva referente a estratégia RiskMetrics (perto de zero),

dado que a metodologia para o calculo da matriz de covariancias feita através de [Koop e

Korobilis| (2013) foi a mesma, com a mesma escolha do parametro.

Por fim, do grafico e da tabela referentes a estratégia com venda a descoberto,
temos o tltimo grupo de estratégias, baseadas entdao no NAR com 5 dias de cotacao
anteriores para o calculo dos pesos 6timos. Essas carteiras nao mostraram um bom
desempenho, além da alta varidncia, o retorno médio diario foi negativo. Um indicio que,
se os ativos apresentaram um bom desempenho em média na semana que passou, nao
pode ser considerado um sinal que esses resultados persistirao. Ouro ponto a ser notado
ocorre quanto a robustez dessa estratégia quanto ao grau de aversao ao risco, todas as

curvas e retornos foram muito similares, mesmo para o caso quando vy = 10.

Tabela 3 — Medidas de desempenho para as carteiras média-varidncia com venda a descoberto

I 10-2 O'i 10-3 Sharpe turnover
Carteira ingénua 0,012799553  0,241970348  0,026020386 -
Carteira minima variancia
RiskMetrics 0,031651424  0,146774873  0,082616614  0,928852922
BEKK-GARCH(1,1) 0,049156143  0,082268198 0,171380658 0,151875536
Carteira média-variancia
Carteira VAR(y = 1) 1,467732206 2,574751135 0,914701087  17,14164939
Carteira VAR(y = 2) 1,970546658  1,783715139  1,475448222 16,56527144
Carteira VAR(y = 10) 3,328179503  0,560741534  4,444525262  15,20363572
Carteira NAR(y = 1) -0,585277653  8,812280462 -0,197159536  9,372708238
Carteira NAR(y = 2) -0,560399222  7,721016493 -0,201678816  9,221424911
Carteira NAR(y = 10) -0,585277653  8,812280462 -0,197159536  8,698552607

Fonte: elaborada pelo autor (2015)

A segunda parte da andlise foi feita em torno das carteiras mais restritas, cujos

pesos puderam variar apenas com valores positivos, caso quando o investidor assume
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Figura 27 — Retornos acumulados - Retorno acumulado - Carteiras de média-varidncia sem venda a

descoberto
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Fonte: elaborada pelo autor (2015)

O grafico [27) apresenta os resultados para as estratégias baseadas em tal restricao.

conformidade com o esperado, o desenho do grafico assemelha-se ao caso com ven-

das a descoberto, porém com retornos menos (atente a escala). Novamente, os gréaficos

baseados no VAR apresentaram melhores resultados porém, por outro lado, o turnover

foi maior, porém essa estratégia parece ser mais factivel de ser aplicada se os custos de

operagoes nao forem altos. Outro ponto similar tange ao grupo sob a estimacao via NAR.

Novamente, nao mostrou-se como uma boa estratégia, mesmo quando o v varia, ha certa

resisténcia dessa estratégia mesmo quando o grau de aversao ao risco aumenta. Deste

grafico, percebemos que o periodo quando mais cai foi justamente durante a instabilidade

da crise de 2008 (atente que as estratégias com VAR, principalmente para v = 10, mos-

trou certa resisténcia na queda). Os dados para esse grupo estd sumarizado na tabela a

seguir, .



Tabela 4 — Medidas de desempenho para as carteiras média-varidncia sem venda a descoberto

Hsc10-3 02 10— Sharpe turnover
Carteira ingénua 0,127995532  2,419703476  0,822836856 -

Carteira minima variancia

RiskMetrics

BEKK-GARCH(1,1)
Carteira média-variancia
Carteira VAR(y = 1)
Carteira VAR(y = 2)
Carteira VAR(y = 10)

Carteira NAR(y = 1)
Carteira NAR(y = 2)
Carteira NAR(y = 10)

0,127430339
0,275259689

1,218235662
1,284318982
1,518381745

-0,792083666
-0,878956328
-0,64852091

1,251339911
1,243721035

3,289029542
2,909814864
1,605740998

5,817357123
5,581305054
4,183245439

1,139161219
2,468204414

6,717341403
7,529050712
11,98238379

-3,284038159
-3,720483795
-3,170788764

0,152702821
0,041224172

1,697408249
1,682937708
1,422930891

1,046675044
1,056357654
0,978320972

Fonte: elaborada pelo autor (2015)
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10 CONSIDERACOES FINAIS

Os modelos baseados na variancia dos retornos dos ativos tem sido amplamente
abordados na literatura. Essa area da pesquisa, entdo, encontrou avancos significativos,

ao passo que a modelagem na média, nao.

Esse trabalho cumpriu o papel de inserir, além das usuais estratégias de alocagao
de ativos baseadas na volatilidade, a previsao dos retornos na média, feita entao a partir

do ja popular modelo linear de vetor autorregressivo VAR.

Para tal abordagem, foi escolhida a recente estratégia proposta por DeMiguel, No-
gales e Uppal (2014), o qual remonta duas classes de carteiras diferentes sob a predigao
dos retornos com base no VAR, a saber, carteiras de arbitragem, ou custo zero, e car-
teiras de média-variancia. Em ambas classes, as novas carteiras foram comparadas com

estratégias ja consagradas na literatura.

Deste modo, essa dissertacao visa dar resposta duas questoes relevantes a literatura
na area: os retornos no mercado acionario podem ser previstos? Caso positivo, é possivel
montar estratégias que leve essa informacao & mercados mais volateis, e.g. o caso de

paises emergentes como o Brasil?

A resposta encontrada foi sim para as duas perguntas, o que nos leva a crer que,
por menor que seja a informacao contida em ¢ para prever retornos em ¢+ 1, esta deve ser
utilizada, ou em outras palavras, a previsao dos retornos diarios pode ser feita com base
nas informagoes contidas nesses mercados um dia anterior a previsdo. O método VAR
entao foi capaz de dar pesos aos ativos de acordo com o processos estocdsticos em cada

série de retornos, sobretudo no que tange ao sinal da autocorrelacao apresentada por elas.

Visando dar flexibilidade ao modelo, permitiu-se entdo que os parametros vari-
assem no tempo de acordo com um passeio aleatério. Essa estratégia mostrou-se eficaz
quanto a captagao da dinamica volatil dos mercados. Diferentemente de |DeMiguel, No-
gales e Uppal (2014), esse trabalho utilizou-se de métodos mais sofisticados de estimagao
dos parametros variantes, os quais foram feitos através da inferéncia Bayesiana, a qual
se utiliza de métodos de reamostragem do tipo MCMC. Apesar dos altos custos com-
putacionais, esses métodos vém ganhando forca na literatura pela sua flexibilidade, e
por driblar de forma mais natural o ja conhecido problema da sobre parametrizacao de

modelos multivariados.

Para a analise da dinamica de mercado, foi utilizada a metodologia proposta em
Primiceri| (2005)), a qual fora inicialmente utilizada para dados macroeconémicos. Essa
metodologia adaptou-se de forma natural ao problema proposto aqui e foi capaz de indicar
padroes apresentados nos mercados de agoes. Dos melhores resultados, pode-se destacar

que o valor dos parametros divergiu de 0 em grande escala em alguns periodos de tempo,
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indicando que os retornos das carteiras nao apresentam as propriedades de um ruido
branco. Outro resultado notavel tange a varidncia alta dos parametros, ao passo que
estes divergem de 0, ndo mantém-se por muito tempo numa posicao fixa, um indicativo
que os mercados se ajustam rapidamente as informacoes contidas nas séries. Um terceiro
resultado importante dessa analise pode ainda ser atribuido a variancia dos parametros, a
qual apresentou-se menor para o caso de carteiras mais diversificadas, o que é importante

quando se espera estabilidade no investimento.

Uma vez feita a analise da dindmica dos parametros, seguiu-se para a construgao
de carteiras que possam incorporar a informacao contida neles. Para as estratégias de
arbitragem, o VAR nao garantiu maiores retornos que aqueles obtidos para a carteira
contraria, por outro lado, o VAR apresentou uma estabilidade dos retornos muito maior,
e constantemente acima de 0. Como consequéncia, o Indice de Sharpe foi bem mais alto

que das demais estratégias.

Para as carteiras de média-variancia, as estratégias baseadas no VAR garantiram
maiores retornos que as demais, mesmo com a variancia mais alta, o que pode ser ex-
presso pelo indice de Sharp mais alto. Em contraste com o alto desempenho do VAR, o
NAR apresentou retornos médios negativos, nesse trabalho foi testado apenas uma janela
para os ultimos 5 dias de cotacdo, ou de outra forma, é possivel dizer que se um ativo
apresentou um bom retorno na semana que passou, essa informagao nao pode ser levada
em consideracao na expectativa que o desempenho permanecga constante para o préximo
dia. Outro ponto relevante da analise foi o alto turnover para o caso VAR. ao montar
essa carteira, é importante levar em consideragao os custos de transagao, restringindo a

variacao dos pesos dos ativos.

Por fim, este trabalho espera ter aberto caminho para a incorporacao da mode-
lagem na média para os retornos de ativos. Por menor que seja a informacao obtida
na previsao um passo a frente, os resultados foram satisfatérios e incorporou ganhos as
estratégias, motivando, deste modo, o uso da metodologia em outras estratégias aqui nao

abordadas.
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