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RESUMO

Neste trabalho, estendemos, de forma analitica, a formulagao LTS a
problemas de transporte unidimensionais sem simetria azimutal. Para este
problema, também apresentamos a solucdo com dependéncia continua na
variavel angular, a partir da qual é estabelecido um método iterativo de solugao
da equacao de transporte unidimensional. Também discutimos como a
formulacao LTS ¢é aplicada na resolugdo de problemas de transporte
unidimensionais dependentes do tempo, tanto de forma aproximada pela
inversao numérica do fluxo transformado na varidvel tempo, bem como
analiticamente, pela aplicagao do método LTS nas equagdes nodais. Simulagbes
numéricas e comparagoes com resultados disponiveis na literatura sao

apresentadas.
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ABSTRACT

In this work, we extend, in an analytical way, the LTS formulation to
one-dimensional transport problems without azimuthal symmetry. For this
problem, we also present the solution with continuous dependence on the
angular variable, from which an iterative method of the one-dimensional
transport equation solution is established. We also discuss how the LTS
formulation is applied to the resolution of the one-dimensional time dependent
transport problem, both in an approximate way, by the numerical inversion of
the transformed time flux, and analytically, by the application of the LTS
method into the nodal equations. Numerical simulations and comparisons with

results available in the literature are presented.
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Fluxo angular incidente em x=0, para p >0 [——m]
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f, Fluxo angular incidente em x=0, na direcdo p_ [—2—%"2_—]
cm s esferoradiano
f(t) Fluxo angular incidente em x=0, em p_no tempo t [—zm]
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F.(p) Fluxo angular transformado, incidente em x=x, na direcao M
F(u, @) Intensidade de radiagao incidente em x=0, na direcao (u, ¢) [—if":“"“—iz]
CHI § esferoradiano
F Intensidade de radiagao incidente em x=0 [—ZF’WL“]
m cm s esferoradiano
E(s) Vetor fonte média na varidvel tempo (método nodal)
G(p,¢) Intensidade de radiagdo incidente em x=x, na diregao (u, ¢)
particulas
cmzs esferoradiano
G Intensidade de radiacdo incidente em x=x, [—;«wJ
" cm s esferoradiano
g(u) Fluxo angular incidente em x=x, na diregao p [2;’“’“‘“‘““—]
cm s esferoradiano
g Fluxo angular incidente em x=x, na diregdo p_ [—2%]
" cm s esferoradiano
g.(t) Fluxo angular de particulas incidente em x=0, na direcao p no tempo t
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[cmzs esferoradiano }
8. (p) Fluxo angular incidente em x=0, na direcao T transformado na variavel
tempo
G'(1) Vetor fonte
G(8) Vetor fonte média transformado em x (método nodal)
H'(7) Vetor definido pela convolucdo de B"(t) com Q(r)
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Q (xp) Fonteemxna direcao p_ transformado em t

5m( s,p) Fontenadirecdop transformadoemte transformado em x
Q2.(1) Fonte média em t

Q (x) Fonte média em x

am( s) Fonte média transformado em t
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R(p, ) Termo resultante decomposicao de Chandrasekhar da Intensidade

de radiagao sem simetria azimutal
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v Velocidade da particula (cm/s )
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B, Coeficientes da expansdao em polindmios de Legendre da fungao de
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" i cm s esferoradiano
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p'm

o Albedo de espalhamento

® Angulo azimutal da direcio da particula

®, Angulo azimutal de referéncia

w(x, ) Fluxo angular em x na direcao p [%”’ﬁ“f‘“—]

cm s esferoradiano

v (%) Fluxo angular em x na diregéo p_ [Z;ch_m_]
cm s esferoradiano

w(s) Vetor fluxo angular transformado

w(0) Vetor fluxo angular em x=0

cm s esferoradiano

w(x,u t) Fluxo angular em x na diregdo p , no tempo t [ et }

v (xt)  Fluxo angular em x, na direcdo p _, e no tempo t [Zwﬂ ]

cm s esferoradiano

v, (1) Fluxo angular médio em t, na direcao u_

v (%) Fluxo angular médio em x e na diregéao p_,

v,.(5) Fluxo angular médio transformado na diregéo p

¥, (5) Fluxo angular médio transformado em x, na diregaop_
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v _(s) Fluxo angular médio transformado em x, na direcao u_
v (x,p) Fluxo angular transformado na varidvel t

$m( s,p) Fluxo angular transformado nas varidveis x e t

v,(s) Vetor fluxo angular médio transformado em t

v,(5) Vetor fluxo angular médios transformado em x

v,(0) Vetor fluxo angular médio transformado em t, em t=0
v(0) Vetor fluxo angular médios transformado em x, em x=0

(s,p)  Vetor angular transformado em x e t

€l

v,(0,p)  Vetor fluxos angular em x=0, transformado em t
c Segdo de choque total (cm ™)

o, (p->n) Secado de choque de espalhamento ( cm_])

o, Coeficientes da expangao da fungéo de fase em polindmios de Legendre
o, Secao de choque de absorcio (cm"])

T Espessura 6tica (adimensional)

* Convolugao
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1. INTRODUCAO

A equagdo de transporte é uma equagdo integro-diferencial que
descreve a distribuicio de particulas, tais como fétons, néutrons, elétrons,
moléculas e ondas eletromagnéticas, que fluem livremente em um meio [1].
Assim, a teoria de transporte pode ser usada para descrever os mais diversos
fendmenos fisicos, entre os quais podemos citar, a difusdo da luz através de
atmosferas planetarias, a transferéncia radiativa através de matérias estelares, a
distribuicdo de elétrons em semicondutores, a difusdo de moléculas em gases, a
distribuicado de néutrons no nucleo de um reator nuclear, o espalhamento
multiplo de ondas de radar em uma atmosfera turbulenta, a penetracdo de
raio-x através da matéria e o fluxo de trafico de veiculos numa auto-estrada. E
claro que por esta abrangéncia, sua aplicabilidade é enorme em diversas areas
de engenharia e fisica, como por exemplo em fisica médica no calculo de dose
em radioterapia, em engenharia nuclear tanto no calculo de blindagem como de
criticalidade de um reator nuclear e até mesmo em climatologia e

sensoriamento remoto.

A complexidade da equagao de transporte decorre do fato da mesma
ser descrita num espago de fase constituido de sete varidveis independentes
(trés de posicao, duas de direcdao, uma de energia e uma de tempo), motivo pelo
qual s6 foi possivel encontrar solugdes analiticas, solu¢do de Case [2], para
problemas unidimensionais. Decorre deste fato, especial interesse no
desenvolvimento de métodos computacionais eficientes para a solugdo da
equacao de transporte. Estes métodos podem ser classificados em duas
categorias, 0s probabilisticos e os deterministicos. Os probabilisticos sao capazes
de executar uma simulagao real do problema e entre eles destaca-se 0 método
de Monte Carlo [1,3/4]. Jd4 os deterministicos resolvem os problemas de forma
aproximada, porém, em geral, de forma mais rdapida. Entre estes, citamos os
métodos: F [5], SGF-S [6], LTP, [7,8] e LTS, [9,10,11].

A idéia basica do método F, [5], consiste na aplicacao da transformada
de Laplace discreta e no uso de propriedades de completeza e ortogonalidade

das funcOes generalizadas de Case, para o estabelecimento de um sistema

Capitulo 1 Pdgina 1
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linear, que permite o célculo do fluxo emergente na fronteira.

Por outro lado, a idéia do método SGF-S; [6], consiste na solucdo da
equagdo de ordenadas discretas unidimensional sem erro de truncamento.
Primeiramente, o dominio do problema é discretizado (equagao Sy;) em células,
e cada célula a equagido de balanco de particulas é obtida em cada diregao
discreta pela integracao das equagdes Sy;. Além disto sdo estabelecidas equagoes
auxiliares, as quais expressam o fluxo angular como combinagéo linear da fonte
localizada na célula e dos fluxos angulares incidentes em suas duas fronteiras
pelas células vizinhas. Estas equagdes auxiliares contém a funcdo de Green para
os fluxos médios de cada célula em funcéo dos fluxos das células vizinhas e da
fonte no interior da célula. As fungdes de Green sao obtidas por andlise
espectral tomando por base a solugdo analitica da equagdo de ordenadas
discretas por separagao de varidveis. Assim, de cada nd, resulta um sistema de
N? equagoes com N? incégnitas que deve ser resolvido para os fluxos médio e

incidente na fronteira.

O método LTP, [7,8], resolve de forma analitica a aproximagao P, da
equagdo de transporte unidimensional. A aproximagao P, € obtida pela
expansao do fluxo angular e do termo de fonte da equacao de transporte em
polindmios de Legendre. Assim, utilizando as propriedades de ortogonalidade
dos polinébmios de Legendre é obtido um sistema de equacdes diferenciais
ordinérias para os coeficientes da expansao do fluxo angular. O método LTP,
aplica a transformada de Laplace na varidvel espacial deste sistema, de onde
resulta um sistema linear algébrico que é resolvido analiticamente. A inversao
dos coeficientes transformados é obtida pela técnica de expansao de Heaviside.
Assim, substituindo estes coeficientes na expansao considerada, o fluxo angular

requerido é obtido [8].

O método LTS [9,10,11], resolve de forma analitica a aproximagéo S,
da equagdo de transporte unidimensional. A aproximacao S, da equacao de
transporte € obtida pela aproximagdo do termo integral por quadratura de
Gauss de ordem N e pela aplicagdo do método da colocagdo na varidvel angular
da equagdo unidimensional de transporte, considerando como fungio teste a

Delta de Dirac e usando como pontos de colocagdo as raizes do polindmio de

Capitulo 1 Pdgina 2
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Legendre de grau N. Assim, obtém-se um sistema de N equagoes diferenciais
ordindrias para o fluxo angular nas N direcoes discretas consideradas. O
método LTS, aplica a transformada de Laplace na varidvel espacial deste
sistema, obtendo assim um sistema algébrico de N equagdes e N incognitas, que
é resolvido analiticamente. A inversio dos fluxos angulares transformados ¢

obtida pela técnica de expansao de Heaviside.

O método LTS jé foi aplicados a problemas de transporte homogéneos
e heterogéneos unidimensionais em geometria plana, com espalhamento
anisotrépico [9,10,11,12], para modelos de um grupo de energia, multigrupo e
problemas inversos [11,13,14,15]. Recentemente a formulagao LTS foi estendida
4 problemas de transporte estaciondrio em duas e trés dimensGes e em
dominios convexos bidimensionais [16,17,18,19]. Além disto, para uma melhor
compreensdo da performance da formulagdo LTS na resolugao de problemas
de ordenadas discretas unidimensionais foi feito um estudo comparativo entre

métodos que resolvem a equagao S, de maneira exata [20].

Neste trabalho, o primeiro objetivo consiste na aplicagdo da formulagao
LTS, para solugao de problemas sem simetria azimutal. O objetivo futuro do
desenvolvimento desta formulacao é a solucao de problemas de transferéncia
radiativa em nuvens, os quais sdo caracterizados por alto grau de anisotropia.
Por esta caracteristica, o valor de N a ser considerado deve ser grande, isto ¢
igual ao grau de anisotropia, o que acarreta problemas computacionais no
método LTS, como por exemplo no calculo das raizes. Por este motivo, no
capitulo, desenvolvemos dois métodos baseados na formulagdo LTS.. O
primeiro deles, calcula o fluxo angular de particulas com dependéncia continua
na varidvel angular. Esta solugdo é obtida calculando o termo integral da
equagio de transporte usando a formulagdo LTS e pela resolugdo analitica da
equacio diferencial ordinéria resultante. Desenvolvemos, também, um método
iterativo, cuja idéia consiste em usar como primeira iteragéo a solugao LTS, com
dependéncia continua em p. Na segunda iteragdo, o termo integral da equagao
de transporte é calculado através da solugao obtida na primeira iteragao e assim
resolvendo a equagdo diferencial ordindria resultante obtemos a solugdo da
segunda iteragdo. Como este processo é convergente para a solugao exata da

equagdo de transporte [21], a idéia deste método € iterar tantas vezes quanto
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necessario para obter a precisio desejada. Na introdugdo do capitulo 3
descrevemos tanto a fisica como a equacao de transferéncia radiativa na
atmosféra. A seguir, o método LTSN classico e os dois novos métodos
desenvolvidos no capitulo 2 sdo aplicados em problemas de transferéncia

radiativa e simulages numéricas sao apresentadas.

O segundo objetivo deste trabalho, que é apresentado na segao 4,
consiste na extensao da formulacdo LTS, para a solucdo de problemas
unidimensionais dependentes do tempo. Para tanto, na secdo 4.2 ¢
desenvolvido o método LTS, com inversao numérica no tempo. Este método,
consiste na aplicagio da transformada de Laplace na varidvel tempo da
aproximagao S, da equagdo de transporte linear. A equagdo resultante desta
transformagdo é entdo resolvida pelo método LTS, na varidvel espacial
encontrando-se, assim, o fluxo angular transformado no tempo de forma
analitica. O fluxo angular é entao obtido numericamente, pelo uso de esquema
de quadratura de Gauss. J4, na secao 4.3 desenvolvemos um método analitico
de solugao do problema pelo método LTS, Para tanto, aplicamos o método
nodal na equagdo S, dependente do tempo, isto €, integramos a equagao Sy
primeiramente na variavel tempo, no intervalo [0,¢,], e depois na espacial, no
intervalo [0, %1€ desta forma, obtemos duas equagdes diferenciais, a primeira
para o fluxo médio no tempo e a segunda para o fluxo médio espacial. Estas
equagdes sao entao resolvidas pelo método LTS e os fluxos médios sao
encontrados. No capitulo 5 sdao apresentados comentérios e sdo discutidos os

resultados encontrados pelo método proposto.
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2. FORMULACAO LTSy COM DEPENDENCIA CONTINUA NA
VARIAVEL ANGULAR E METODO ITERATIVO

Nesta secdao apresentamos métodos para a solucdo da equagao
unidimensional de transporte, baseados na formulacao LTS . Para isto, na secao
2.1 descrevemos de forma sucinta o método LTS,,. Na secdo 2.2 apresentamos
um método de determinacdo do fluxo angular com dependéncia continua na
varidvel angular. Para isto o termo integral da equagdo de transporte é
calculado usando a solugao LTS,. A equagdo diferencial resultante é resolvida
analiticamente. Finalmente, na secao 2.3 apresentamos um método iterativo
para a solugao da equacdo unidimensional de transporte, cuja primeira iteragao
¢ a solugdo com dependéncia continua. A segunda iteragdo calcula o termo
integral da equagao de transporte através do fluxo angular obtido na primeira
iteragdao e assim por diante, obtendo desta forma, uma seqiiéncia de fluxos
angulares que converge para a solugdo exata da equagdo unidimensional de

transporte [21,22].

2.1 Formulagao LTSy

Nesta secdo faremos uma breve descri¢ado do método LTS, proposto
por Vilhena e Barichello [9,10,11]. Para tanto, vamos considerar a equagao de
transporte linear unidimensional com um grupo de energia, simetria azimutal e

geometria plana descrita por,

a +1
B V(xm+o, yixp = f_] o -op)yExpu)du’ +Q(xp, (2.1.1)

com as condicoes de contorno dadas por,

Capitulo 2 Pigina 5



FORMULACAO LTSy PARA PROBLEMAS DE TRANSPORTE SEM
SIMETRIA AZIMUTAL E PROBLEMAS DEPENDENTES DO TEMPO por Cynthia Feijé Segatfo

y(O,p)=f(p) ,p>0 e y(x,p)=g(pn) ,p<0, (21.1a)

onde y(x,p) é o fluxo angular de particulas na direcao de p, S é a secao de

choque total e o (p » p’) é a secdo de choque de espalhamento. Vamos
5

considerar o seguinte modelo para a segdo de choque de espalhamento

diferencial,

L
g
G (p'>p) = ESZB{P‘(COSG)). 2.1.2)
¢=0

Aplicando, na equagdo (2.1.2) o teorema de adigdo para os polin6mios
de Legendre (ver apéndice A), podemos reescrever a secdo de choque de

espalhamento diferencial como,

M L
(9]
o (n'> )= 2 2 5 B P (m)P (k) cosm(9-¢'), (2.1.2a)
m=( ¢=m
onde,
m_ (—m)
B = ) B, (2.1.2b)

A aproximagdo S, do problema de transporte (2.1.1) é obtida pela
aplicagdo do método da colocagdo, na varidvel p, considerando a fungao delta de
Dirac como a fungéo teste e os pontos de colocagdo como as raizes do polindmio
de Legendre de grau N. Além disso, o termo integral da equacdo (2.1.1) ¢

aproximado por quadratura de Gauss de ordem N, ou seja,
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+1 i
I o (p—>p)vwix pdp’ = Z w o (B~ wy(x), (2.1.3)
-1
n=0

onde y (x) é o fluxo angular de particulas na direcdo de p ew 830 0S pesos

da quadratura de Gauss, calculados como em [23],

a N (u-p)
) dy, (2.1.3a)

= -1 (n,—K)

j=1 m i
jzm

e as direcdes p_ sao escritas em ordem decrescente,
m

—1<P.N‘i...<MM+1<U€;1§;*C...<p2*<|.ll<l. (2.1.3b)
2 2

Desta forma, a aproximagao Sy, do problema (2.1.1) é dada por,
5 s L N
b s V() F oW, (x) = o D0 B, 2L w(x)w Pk )B(r,) + Q. (%), @214)
£=0 k=0
com as condig¢des de contorno,
lpm({])zfm s mn >0 e v(x)=2§, ,p <0. (2.1.4a)

Vamos, agora, aplicar o método LTS na resolugdo do problema de
ordenadas discretas (2.1.4). Desta feita, aplicamos a transformada de Laplace na

variavel espacial x, obtendo a equacao transformada,
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L N
—_— GI f— US ", —_—
SY()+ W ()= 2 B2 ()W PAr)Bfn,) = w,(0)+Q,(5). (215)
m m = k=0

Fazendo m=1,2,..N na equagdo (2.1.5), obtemos um sistema de N

equacoes e N incognitas, que matricialmente pode ser escrito como,

My(s) w(s) =y (0)+Q(s), 2.1.6)

onde a matriz A_JN (s) € uma matriz quadrada de ordem N, da forma,

M (s)=sI+A4, (2.1.6a)

onde os elementos da matriz A tem a forma,

G.! Uswj &
w T 2p | 2 B PRI PR seis],

i I ¢=0
a(i,j) =1 2.1.7)

G

L

w.

ﬁ[z B, P(n) P(n,) se i#].
£=0

i

Os vetores transformados, ?(s ), w(0) e a (s) Sao expressos como,

y(s) =col [E"(s) v,(s) .. GN(s)], (2.1.7a)

w(0) =col [ % (0) w(0) ... vy (0)], (21.7b)
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_ q.(s) q,(s) 7.,(s)

Q(s) =col | — 22—, .., ; (2.1.7¢)
- K K, Ky

Para resolvermos a equagao matricial (2.1.6) basta multiplicarmos toda
equacao pela inversa da matriz M y(8). Uma férmula analitica para a inversao
desta matriz foi obtida para o caso de anisotropia linear (L=1) [11] e

posteriormente foi estendida para anisotropia de qualquer grau [12,24]. Assim,

v (5) =B (s)y (0)+ B (5)Q(s), (2.1.8)

onde,

B{is)

s 4y -1
{MN(S)] . (2.1.8a)

Como cada elemento da matriz B (s) é uma funcdo racional, o vetor
fluxo angular pode ser calculado também de forma analitica através da técnica

de expansao de Heaviside. Desta forma,

y (x)=B(x) y (0)+B(x)*Q(x), 2.1.9)
onde o asterisco denota convolugao e

N
B(x)=£“1[§(s)]:z pken® (2.1.10)
n=1

4 F . K . v e
com r,_as N raizes do determinante da matriz M(s) e P° N matrizes coeficiente,
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provenientes da inversao da transformada de Laplace. A solucdo particular do
problema (2.1.4) é dado pelo vetor convolucio da equagao (2.1.9) e ¢é calculado

como em [25],

H (x)=B(x)*Q (x)=| Blx-m)Q(n)dn. @.111)

Desta forma, o vetor fluxo angular de particulas é expresso pela

seguinte formula,

v (x)=B(x)w(0)+ H(x). (2.1.12)

Quando trabalhamos em uma placa plana, as condigbes de contorno
sao normalmente do tipo: fluxos incidentes conhecidos em x =0 parap > 0 e
emx=x parap <0. Para calcularmos as componentes desconhecidas do vetor
y (0), ou seja os valores do fluxo angular em x=0 para p_<0, basta aplicar a
equagdo (2.1.10) em x = x e utilizar a segunda condigdo de contorno dada pela
equagdo (2.1.4a). Para indicarmos como ¢ feito o célculo do vetor y (0) vamos

rescrever a equacio (2.2.8 ) em forma de matriz blocos e fazer x=x,

b (xo) B 1 (xo) Bn (X)) W, ©0) I:_II )

w,c)| T [B, ) Byl |w,@| " [H@)| (2.1.13)

onde F\yj(xn), EJ(O) e {Ij(xo ), com k=1,2 sdao vetores de N/2 componentes e

Bij(x ), com i=1,2 e j=1,2, sd0 matrizes quadradas de ordem N/2. Assim, temos

v, &) = B, 6w, ©) + B, )y, 0) + H, (x)

v, (x) = B, (x)w, 0) + B, (x)w, 0) +H, (x) (2.1.14)
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Como, os vetores y_(x), ¥, (0)e H (x) sio conhecidos, através da segunda

equacao de (2.2.14) temos o seguinte sistema de N/2 equacoes,

v, (x,) = le (x) W, ©0) + B, (x). v, 0) + I:Iz (x)) (2.1.15)
ou
v, (0) = B! (xu)[% (x) - B, (x).w,0) - H, (xﬂ)]. (2.1.16)

Desta forma o vetor ¥ (0) dado pela equagao (2.1.7b) esta
completamente determinado e, conseqiientemente, o vetor fluxo angular

definido pela equagao (2.1.9).

2.2 Método LTSy com dependéncia continua na variavel angular

No método LTS, original, como descrito na segao 2.1, o fluxo angular €
calculado apenas nas diregoes discretas p , com m = 1,...,N. Para obtermos o
valor do fluxo angular em qualquer direcado, distinta das N diregbes discretas,
devemos proceder interpolagdes do tipo polinomial, assim, a precisdo dos
resultados fica condicionada a escolha do grau do polindmio interpolador.
Nesta secao propomos um aperfeicoamento no método LTS de tal forma que a
solucdo obtida para o fluxo angular seja dada em qualquer direcao u, € nao
apenas nas diregOes discretas p, m=1,..N, eliminando deste modo a
necessidade de interpolagao. A idéia basica deste método é baseado no célculo
do termo integral da equagdo de transporte usando a formulagdao LTS, e na
resolucao da equagao diferencial ordindria resultante desta substituicao.

Devemos notar que a possibilidade deste procedimento deve-se ao carater
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analitico do método LTSN.

Seja a equagdo unidimensional de transporte linear,

%w(x, B+ i::' w(x,p) = ;—;§ P(p)B, ftl w(x, p)P(p )dp + % (2.2.1)
com as condi¢des de contorno,

w(o,p)=f(n), n=>0, (2.2.1a)
w(x,p)=f,(n), wn<0. (2.2.1b)

Substituindo a solugao LTS, da equagdo de ordenadas discretas, para o
fluxo angular no termo integral da equagdo (2.2.1) obtemos a equagao

diferencial,

d S,
ﬁw(x,u)+;w(x,u)=1’(x,u), (2.2.2)

onde a funcéo F (x, p) é definida por,

L N
(o]
Fomw) =302 P,(u)ﬁng,,(x)P,(u,‘)wﬁ%. (22.2)
e=0 n=1

Conforme descrito na segao anterior, o vetor fluxo angular obtido como

solugdo do problema de ordenadas discretas, pelo método LTSy, pode ser

escrito como
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y(x)=G(x)+ H(x), (2.2.3)

onde o vetor H(x) é definido em (2.1.11) e o vetor G (x) € definido por,

(E;(x):B(x)lP(U) (2.2.4)

e a matriz B(x) é definida pela equagdo (2.1.10). Desta forma, das equagoes
(2.1.10) e (2.1.11) temos que os elementos da i-ésima linha do vetor G (x) e do

vetor H (x) podem ser escritos como,

N N N
g=Y b () w0 =3 3 pf & v (0). (2.2.5)
i=1 j=1 k=1
N N pk
h, _Zb(x)*J——ZZp"e i Zzﬁre’*(x“")q,(n)dn, (2.2.6)
; =kl ; F k=l ”’;‘ ?

onde . p ~sd0 respectivamente os elementos da i-ésima linha e da j-ésima
coluna das matrizes Bx) e p* P sdo as N raizes associadas ao método LTSN ¢
qj(x} v(0) sdo respectivamente os elementos da j-ésima linha dos vetores Q (x)
ey (0). Assim, pelas equagdes (2.2.3), (2.2.5) e (2.2.6), temos que 0 fluxo angular
calculado em cada diregdo discreta T m=1, .., N, pode ser explicitamente

escrito como,

N N
=X X pl e w(0)+lfxe—rm (n)d 2.2
ij j A CRUB 227)

j=1 k= i
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De posse da formulas (2.27), a funcdo F(x p) definida pela equagao

(2.2.2) como pode ser reescrita como,

N N N

F(x, w)=5" Z P(n)B,Y 2 2 pk e

n=1 j=1 k=1

(2.2.8)
[w(0)+ j e ’*"q(n)dn]l“(u)w +Q(u L%
A solucdo da equacao diferencial (2.2.2) é dada por,
lv(x,u)=e"”“[lv(U,u)+]:F(C;u)ec’“dc]‘ (2.2.9)

A fungao y (0, ) que aparece na equagao (2.2.9) é conhecida para u >0,
através da condicdo de contorno (2.2.1a), mas é desconhecida para p <0. Para

calcula-la, fazemos x=x na equacdo (2.2.9) e utilizamos a condigao de contorno
(2.2.1b), isto &

fg(u)=e'xu’”[w(ﬂ,u)+IDDF(C,p)eU”dC], n<o, (2:2.10)
ou
WO R) = f(m)eR® - [PF(gr)et/* ag, n<o0. (2.2.10a)

Desta forma o fluxo angular de particulas em qualquer diregdo u é dada
pela formula,
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XK fI(p)+J.0xP(§,p)g§fud€] sep>0

y(x,p)= (2.2.11)

eFB £ () - [F (g p)es/ dc;] sep<0.

X

Devemos notar que introduzindo a expressdo (2.2.8) em (2.2.2), as
integrais que aparecem na equagao (2.2.11) podem ser calculadas analiticamente

e tem a forma,

B & L N N N
| F(Qu)e‘;’"ﬂ:Z—LZP,(H)BJZZZP:;R(H)W"-
(v e=0

= n=1 j=1 k=1

ou

B > L N N N
_[ F(Gu) e/ ag = ﬁz SO I IS ICLE /(T
o =0 ] ’

k=1

[

n=1 j=

B(l+pr }/u_ea(l-&prk ) 1

o 2
o +&f et 5/ ”ju N gmdn dg|+  (2219)
a

prk+1

B
o I Q(xr “')er‘;fue—rkn

o 1! -

As duas integrais que aparecem em (2.2.15) ndo foram explicitadas, pois

dependem do conhecimento do termo de fonte considerado.
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2.3 Método iterativo baseado na formulacao LTSy

Foi demonstrado por Abramov e Korneev [21] que o método iterativo
de solucio da equagdo de transporte converge para a solugao exata, para
qualquer valor inicial considerado para o fluxo angular no termo integral.
Porém, a velocidade de convergéncia deste método diminui drasticamente com
o0 acréscimo do grau de anisotropia. E claro que quanto mais préximo da
solucao for o valor inicial considerado, mais rdpida serd a convergéncia do
método. Levando em conta que a solugdo da equagdo S, converge para a
solucdo exata da equacao de transporte e que a solugao LTS, é uma solugao
analitica da equagao de ordenadas discretas, acreditamos que um bom valor

inicial para o método iterativo pode ser dado pela formulagédo LTS

Em vista do exposto, nesta segao propomos um esquema iterativo de
solugdo da equagao de transporte unidimensional de particulas, no qual a
primeira iteragdo estima o termo integral da equagdo unidimensional de
transporte de particulas através da solugao LTS. Assim, a solugao da primeira
iteragao é a solugao com dependéncia continua na varidvel angular discutida na
secao 2.2. A segunda iteragdo é agora obtida calculando o termo integral da
equacgao de transporte com a solugao da primeira iteragdo. Prosseguindo desta
mesma maneira, a iteragdo de ordem k serd obtida calculado o termo integral

com o fluxo angular obtido na iteracao de ordem k-1.

A seguir detalharemos as etapas envolvidas neste método iterativo. A
primeira iteragao ¢ feita aproximando o termo integral da equacao de transporte
(2.2.1) por quadratura de Gauss-Legendre de grau N e os fluxos angulares sao
dados através da formulagao LTS nas N diregoes discretas v (x), n=1,2, .. N.
Assim, conforme ja descrito na segado 2.2, considerando condigdes de contorno
(2.2.1a) e (2.2.1b) temos que a solucdo da primeira iteracdo é dado pela férmula
(2.2.11). As integrais que nela aparecem podem ser calculadas analiticamente
por (2.2.13). Logo,

0 1
2.V )+ v ) = Faow, 231)
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onde a funcao Fl( x, n) é dada por,

% e E .x 1 (¥ -rm Q(x, - (2:32)
EZ P,(H)BgzZZP,,,;*‘»’*’{%(OHELe = qj(n)dn]P,(u,,)wﬁT

~
I

(=1
=
n
-
L]

-
L

A equacgao diferencial ordinéria (2.3.1) tem solugéo,

e""“[ﬁ(u) + [ g myes/ dc] e p>0
v (xp) = (2.33)

e-”“[mm—Ix”Flccyu)e‘?’“dq} se p<0.

Vamos agora efetuar a segunda iteragao. Para tanto vamos considerar a
equacao de transporte e estimar seu termo integral com a solugdo obtida pela

primeira iteragao, isto é

0 1
2zl R+ F(xm) = Flon), (234)

onde a funcao 22 (x,p) € dada por,

2 GS k +1 1
Plow = 30 X8 P, 0 [ Py vl w) dw +

¢=0

Q(x, 1)
1]
(2.3.5)

TP J, v P')-(hl)‘wlfx,—u’))dp’+QL:‘£_).
¢=0

Substituindo a solugao da primeira iteragéo (2.3.3) em (2.3.5) temos que,
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5 o, . 1
Flam) =5, 2. B, P,(H)L P ().
2 (2.3.6)

Qi)
“ r

{e-w(f] )+ j': Flew) e )+ 1" il “'(g(—u’) - I:”Pl(g—»u’) e ac) iy’ +

onde as integrais em ¢ de (2.3.6) sao calculadas como em (2.2.13) e a integral em
n depende da complexidade da fonte Q(x pu) para ter uma forma analitica. Se
nao for possivel seu calculo analitico, entdo o esquema de quadratura da Gauss
serd utilizada para estimar esta integral. Assim a solucdo da segunda iteragao é

dada por,

f""“[f,(m+InxPz(cu)e‘?"“dc;} se p>0
v (xp) = 2.37)
e""’“{f;(u)—]x"f-‘z(@u)e‘?“‘dc] se p<0

onde,

L
B c 1
L FP(gp)et/rag = 2n 2B, P,(M)I{, Pg(u')fpfﬁw‘

¢=0 *

r é r r xl} r

[eﬂ“ (f,(u’)+jﬂ F'@w) e dg) + (1 e (1 () - L Flg-w)e ¥ dq)J dedp+ @39
1
+;Iiﬁ’“Q<§u)dé -
Este processo de refinamento de solugao é continuado, aproximando o

termo integral da equagio de transporte através do fluxo angular calculado na

iteracao m-1, resultando,
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0 1 m 2.39
— " (np)+ () = FlEp, (2.3.9)
ot n
onde

[0} - el -1 Q(T! ll)
Fiew = oo 28, P00 [ P ) v (e, ) di S (23.92)

¢=0 3

ou seja,

F™(z,p1)

L " l
2 Z PP [I PAOW ) d + [ P v Ew) du’] + %
¢=0 -

(2.3.10)

Il

L
b3 — T — L1 on g [ QG
) F‘E Bep,(u){fo Pg(u)(w @)+ ap ))du e

Assim, apds m iteragdes obtemos a seguinte férmula de recorréncia para

o calculo do fluxo angular,

e"x”‘[f,(u)+J.:F’”(C,u)e';’!” dC} sen>0,
T (2.3.11)

e_”'{fz(u)—J.x°F"’(C.vu)eC’(”d€] se p <0,

onde o termo integral é dado por,
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L
B o, 1 B
[T (g uyel/v ag = i > ﬁng(u)Iﬂ P(w)f /",
o =0 a

: - , , - ’ o
[ﬁ’» G0+ [ Py e ag)+ c1f M - [ F g e dC)]d‘? dov @312

1P
*Eif EQeem)de
O célculo das integrais da primeira iteragdo podem sempre ser feitos de

forma analitica, enquanto que as integrais nas demais iteragdes dependem do

termo de fonte, ndo podendo em conseqiiéncia, ser obtidas genericamente.
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3. PROBLEMAS DE TRANSPORTE SEM SIMETRIA AZIMUTAL

Neste capitulo, aplicamos a formulagdo LTS a problemas de transporte
sem simetria azimutal. Com este fim, nas segdes 3.1 e 3.2 introduzimos alguns
aspectos fisicos envolvidos em transferéncia radiativa. Nas segOes 3.3, 3.4 e 3.5
os métodos LTS, LTS, com dependéncia continua na varidvel angular e o
método iterativo, que foram discutidos no capitulo 2, sao usados na resolugao
de problemas de transferéncia radiativa. Simulagbes numéricas sao

apresentadas.

3.1 Introducao

A motivagao para o estudo de problemas de transferéncia radiativa,
decorre do grande interesse em sua aplicagao na previsao do clima e de suas
mudancas, pois muitas das atividades economicas estio diretamente ligadas as
condicdes climaticas existentes, como por exemplo a agricultura. A transferéncia
de radiacdo solar ¢ um dos processos fisicos que movimentam as correntes
atmosféricas e ocednicas, assim sendo, um detalhamento do processo de
transferéncia radiativa na atmosfera é um ponto importante para a
compreensio dos mecanismos de mudanga climatica em nosso planeta. Desde
os sucessivos lancamentos de satélites meteoroldgicos, as aplicagbes dos
principios de transferéncia radiativa tem crescido ainda mais em importancia,
porque utilizados em conjunto com os dados enviados pelos satélites, torna
possivel a determinagdo do perfil de temperatura, da quantidade de vapor de
dgua e de ozonio presentes na atmosfera. Em outras palavras, com as atuais
técnicas de sensoriamento remoto conseguimos inferir a composicao
atmosférica e sua estrutura. Desta feita, ressalta-se a importancia do estudo e

modelagem do processo de transferéncia de radiagdo em atmosferas planetarias
(26].
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Para uma melhor compreensio da equacéo de transferéncia radiativa

faremos a seguir uma breve descrigao dos processos fisicos nela envolvidos.

Espalhamento é o principal processo fisico associado a interacao da luz
com a matéria, podemos dizer que espalhamento € um processo fisico no qual
uma particula interage com uma onda eletromagnética espalhando-a e
irradiando a energia incidente em todas as diregbes, até mesmo na direcao
original de radiacdo. Na atmosfera as particulas responsaveis pelo espalhamento
da luz variam muito em tamanho, elas podem ter tamanho de moléculas, com
um didmetro aproximado de 10® em, ou podem chegar até grandes particulas
como gotas de chuva ou granizo, com diametro aproximado de 1 cm. A
intensidade de radiacio espalhada depende tanto do raio da particula
considerada, como do comprimento de onda de radiagdo incidente. Uma
particula pequena tende a espalhar luz igualmente para frente e para tréds, este
espalhamento, simétrico em todas as diregdes, € dito espalhamento isotrépico, o
que ocorre quando as particulas sio muito pequenas. Ja quando a particula
aumenta, a intensidade de energia espalhada na direcao frontal também cresce,
ou seja é um espalhamento nao simétrico e é chamado de espalhamento

anisotropico.

Quando as particulas consideradas sdao muito menores que O
comprimento de onda da radiagdo incidente, o espalhamento é chamado de
espalhamento de Rayleigh e quando as particulas possuem tamanho
comparavel ou maior que o comprimento de onda da radiagdo incidente, o
espalhamento ¢ referido como espalhamento de Mie. Se considerarmos um
volume de particulas e incidirmos sobre este volume um raio de luz, é claro que
cada particula espalha a luz que provavelmente ja foi espalhada por outra
particula anteriormente. A este processo chamamos de espalhamento muiltiplo,
0 qual é um processo muito importante na transferéncia de energia radiante na
atmosfera, especialmente quando nela estao presentes aerossdis e nuvens. O
espalhamento é muitas vezes acompanhado do processo de absorcao de
radiagao, no entanto, em nuvens, este processo € quase ausente e, desta forma,
a nuvem é um meio altamente espalhador. Chamamos secao de choque de
espalhamento a probabilidade de uma onda de radiacao incidente ser

espalhada por uma particula por unidade de distdncia percorrida. Segéo de

Capitulo 3 Pigina 22



FORMULACAO LTSy PARA PROBLEMAS DE TRANSPORTE SEM
SIMETRIA AZIMUTAL E PROBLEMAS DEPENDENTES DO TEMPO por Cynthia Feijé Segatto

choque de absorgdo a probabilidade de uma onda de radiacdo incidente ser
absorvida por uma particula por unidade de distancia percorrida e secao de
choque total a probabilidade de uma onda de radiagao incidente interagir com
uma particula por unidade de distancia percorrida. A segao de choque total ¢ a

soma da secdo de choque de espalhamento com a segdo de choque de absorgao.

3.2 A equagio de transferéncia radiativa

Na equagdo de transferéncia radiativa em atmosferas com simetria
planar, a distincia é medida na direcdo normal ao plano de estratificacao
(varidvel z) e além disto, é usual exprimi-la em termos da espessura Gtica, que €
definida como sendo o produto da segdo de choque total pela distancia (1=z¢).
Assim, em atmosferas com simetria planar, a intensidade de radiagao € fungao
de trés varidveis independentes, a espessura Otica t<[0,7,] e das varidveis de
direcao p=cos 6, onde 6 é o angulo polar medido a partir do eixo positivo de 1, e

¢ que é o0 angulo polar, medido a partir de um angulo de referéncia ¢ .

As nuvens regularmente cobrem cerca de 50% do planeta Terra e sao os
mais importantes reguladores da radiagdo armazenada na atmosfera terrestre. A
transferéncia de radiagdo através destas camadas de nuvens depende da
concentragio e distribuicdo de particulas e da espessura da nuvem. Desta
forma, informacdes sobre sua composi¢do e estrutura é de vital importancia
para o entendimento do balango de radiagao e energia no sistema atmosférico
terrestre. Para descrevermos a distribui¢ao angular da energia decorrente dos
espalhamentos multiplos na andlise de transferéncia radiativa, é definido um
pardmetro adimensional chamado de fungao de fase p (cos ®), onde o angulo ®
é definido como sendo o angulo formado entre o raio incidente e o raio
espalhado, isto é, ® é o angulo formado entre as diregdes de incidéncia (¢ €

de espalhamento (p, ¢). A fungao de fase é normalizada e definida como:
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2n o7 p(cos®)

[ B2 sen@ do@ do =1. (3.2.1)
0 0 4r

Expandindo a fungao de fase em polindmios de Legendre,

L
p(cos®) = Z B, P,(cos®), (3.2.2)

=0

onde Be 8ao L+1 constantes com p =1. Usando geometria esférica e o teorema da
a
adicdo para os harmonicos esféricos (ver apéndice A), podemos reescrever

(3.2.2) como,

L L
p(cos®) =2 > B"™ P"™(p)P™(w) cosm(¢'~9). (32.3)

m=0 ¢=m

onde,

(é—m)!
¢ (¢+m)’

B" =B B =1, (3.2.4)

$ao os coeficientes da expansio e

m _q_2ymz 4"
P o) & i) i P (n), (3.2.4a)

sao as fungoes associadas de Legendre.

Nesta secdo iremos resolver, pelo método LTS, a equagdo de
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transferéncia radiativa em geometria plana, que para cada comprimento de

onda € escrita como [26,27],

2r . +1

a m r L} r L}
po ) + I(nme) = [ ] pleos®) I(rw, o) du do, (325)

onde I(t,p, ¢) € a intensidade de radiagdo, que depende da varidvel Optica
te[0;7 ] e das variaveis angulares, que indicam a direcao de propagacao da
radiacao, p e [-1;+1] que € o cosseno do angulo polar medido a partir do eixo
positivo t e ¢ €[ 0; 2] que representa o angulo azimutal medido a partir de um

angulo de referéncia ¢ . Além disto, ® ¢é o albedo de espalhamento simples
o3 r

(0=2)
t
Vamos considerar as condi¢oes de contorno incidentes, dadas por
I(O,mwe) = F(po), sep >0, (3.2.5a)
e
I(tym9) = G(p@), senu<0. (3.2.5b)

Para resolvermos o problema (3.2.5), primeiramente utilizamos a
expansdo de Chandrashekhar [27,28,29] afim de decompd-lo em problemas com

simetria azimutal. Desta forma,

L
I(twe) = > [If’('r,u) cosm(e-@) + I (x,p) senm((p—(p,)) + R @) e */*  (326)

m=0
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onde,

2n
[7 R(w, ¢)p(cos®)dg =0, n,wel-1,11 e ¢<[0,2x]. (3.27)
1]

Além disto, pelas condig¢bes de contorno (3.2.5a) (3.2.5b) em (3.2.6) a

funcao R(p, ¢) € determinada de forma fechada, como

L
Fu9) -, [ I"(0,p) cos m(@—@) + I"'(0,p) sen m(qp — tP,)] ,n>0,

m=0

R(p,p) = 5 (3.2.8)

Gle) - 2, ( I(t, p) cos m(o— @) + ["'(z, p) sen m(p - cp,)) &%y g0

m=0

Substituindo na equagao (3.2.5), a funcdo de fase descrita por sua
expansao em polindmios de Legendre (3.24), expandindo a intensidade de
radiagao conforme a equacdo (3.2.6), e fazendo uso de propriedades

trigonométricas e de ortogonalidade das fungdes seno e cosseno, obtemos

[p % M) + I;”(t,u)] cos m(e—@) + { B 6% II @) + Izﬂ(”")} SR *

(3.2.9)
L
_9 Z um I+l Mie ¢ llm ’ m ’ '
=5 X BT EI [ B[ IM@a) cos mig—p)+ M) sen mio—) | dw E
onde
1 sem<L
St = { 0 sem>L (3.2.9a)

O resultado expresso na equagéo (3.2.9) mostra que I” (x,p) e ")
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sao solugdes da equagao de transporte com simetria azimutal,

oI" (1, 1)

L
1
m o m pm me N A’
B M) = S X BN EG [ P M(uwd E (3.210)

é=m

onde a notacdo 1" (r,n) foi utilizada para representar tanto I :"(r,u) quanto
I:”('r, n). Além disto, aplicando as condigbes de contorno (3.2.5a) na solucdo
proposta (3.2.6), multiplicando primeiramente por cosm(¢-¢) , depois por
senm(@-¢) € integrando as equagdes obtidas no intervalo [0,2 ], resultam as

condicOes de contorno associadas aos problemas (3.2.10),

- Z_SUm 2n

7Oy = [ F(n @) cosm@-g) do,  w >0 (3.2.10a)
e

. 2—80"' 2n

P W) = —5=* jﬂ F(u @) senm(e-¢)de, p >0. (3.2.10b)

Procedendo de forma andloga para a condigdo de contorno (3.3.5b)
obtemos resultados semelhantes em t=+. Decorre dai que I”(t,p)el”(7,p),

s8ao solucoes dos problemas de contorno,

L
oI (1) o +1
P LIRS SO ) prf(ﬂ)j_] PR(u) Iz, wydp' &, (3.2.11)

com as condigdes de contorno,
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1”"(U,u)=1“,,,=2;7?:""]021t F(u,tp){ii';}m(rp—cp,)dcp , m>0 (3.2.11a)
&

I"’(To,u)=Gm=%Lhﬁ?(ww){z:}m&p—@d@ T (3:2.11b)

Devemos ainda notar que encontrando os (2L+2) fluxos com simetria
azimutal, solugdes dos problemas (3.2.11), a intensidade de radiacdo sem
simetria azimutal, solucdo do problema (3.2.5), fica completamente determinada

pelas equagdes (3.2.6) e (3.2.8).

Para utilizarmos a formulagao LTS e as formulagoes obtidas nas segoes

2.2 e 2.3, vamos resolver o seguinte problema de radiagao [28],

ol 1 @

B o

+1 2=
slepwe = [ | p(cose) Iaw,¢) de dw, (32.12)

com as condi¢oes de contorno

[0, ) = nd(p—p)d(p-q), sepn >0 (3.2.12a)
e
I(t, ) =0 ;  SER<0; (3.1.12b)

Escolhendo o angulo de referéncia azimutal como sendo o angulo de
incidéncia da radiagéo solar, isto ¢ ¢ = ¢, através das equagoes (3.2.6) e (3.2.8), a
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intensidade de radiagdo pode ser escrita como,

L
3 [ - 7O ) ] cos mio-99 + w8 Blo-g) ™, 1>0,
=)
I(t,p ) =+ (3.2.13)
L
Y. I"(x,n) cos m(g—p,) , mn<0,
me=)

onde a intensidade de radiagdo com simetria azimutal, I"(t,n) da equagao

(3.2.13) para cada m=0, 1,..., L , é solugdo da equacao com simetria azimutal,

L
F] 1
po MW+ M) = 5 3 BT PG [ PG M (' (3:2.14)

£=m

com as condigdes de contorno,

@-3,)

I(Or) =~ 8(p-n,), k>0, (3.2.14a)
e

I('co, p)y=20 , n<0. (3.2.14b)

Como no problema (3.2.14) estao envolvidas fungbes generalizadas, sua

solugao é decomposta [28,29,30] como,

m 1 -1/
M(np) =17 (np) +5@-8 ) 8(p-p)e "% (3.2.15)
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Substituindo (3.2.15) no problema (3.2.14) temos que a parte que nao

envolve fungdes generalizadas de (3.2.15), I" (v, p), satisfaz a equagao com fonte,

L
1
War M+ ) = 5 T BT PR [ P e du + Q" (3:2.16)

com condigoes de contorno homogéneas e com termo de fonte definido por,

L
1 -1
Q1) = 58,05 X BM P(u)P"(py)e ™Mo (3.1.16b)

3.3 Solucao pelo método LTSy

Nesta segao aplicamos o método LTS, na resolugao do problema de

transferéncia radiativa. Assim, vamos considerar o seguinte problema,

L L
a +1 ™
HEI (tp e (t,p, )= f—RZ(Z—SM)Z B, m P:"(u)j 1 P;"(p')_'j cosm(—@ (1,9 )de'dy’ , (3.3.1)
m=0 0 -

com as condigdes de contorno,

[0, p@)=ndp—p)d@e-o), sep >0, (3.3.1a)
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I(t, p)=0, se p <0 (3.3.1b)

Escolhendo o angulo de referéncia azimutal como sendo o angulo de
incidéncia da radiagao solar, isto € ¢ = ¢, através das equagoes (3.2.6) e (3.2.8), a

intensidade de radiagao pode ser escrita como,

L
> ["@w) - 1"Op) e™/¥] cos mip— @)+ 7 8s-1y) 8o-p) e ™/* , > 0,

m=0
I(t,p, ) = (3.3.2)
L

2. "(x,p) cos m(e—q,) , <0,

m=0

onde, pelas equagoes (3.2.10), (3.2.10a) e (3.2.10b), as intensidades de radiacdo
com simetria azimutal, I (1, p) que aparecem na equagao (3.3.2) (m=0,1,...,L),

sao solucoes das equagoes,

L
8 1
b MW+ (o) = 5= 3BT Pw) [ PIGw) " (5w, (333)

com condig¢des de contorno,

@-3,
I(U,u)=—2q‘—5(u-uo), p >0 e I(t,p)=0, pn<0. (3.3.3a)

Como no problema (3.3.3) estdo envolvidas fungdes generalizadas por

(3.2.15) decompomaos,

1
(o) = 1T () + 5 @8, ) 8(n-p,) e V¥, (3.3.4)
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Substituindo (3.3.4) no problema (3.3.3) temos que a parte que nao
envolve funcdes generalizadas de (3.3.4), If’ (1,p), satisfaz a equagdo com fonte,

descrita por

L 1
u ;.i e+ = %Z B PY'(w) I_I PPy IMp) dp + Q"wm), (3:3.5)

com condigdes de contorno homogéneas e termo de fonte definido por,

L
QM w = ;(2—5%)% > B Pl(n) P ny)e ™ Ho. (3.3.5a)

f=m

Vamos aplicar agora o método LTS, na resolugdo do problema (3.3.1).

Para tanto vamos considerar a aproximagao S,; do problema (3.3.5),

L N

9 m m w m pm m m (2_8'1'") m -t/
B 5 @+ 1@ =5 3 B Pl)| L P L@ w,+ =7 Flge ™o (3:3.6)
t=m k=1
com as condi¢des de contorno,
11’1({]):0 P B e I::('ra)zl} i R0 (3.3.6a)

onde , as direcOes u 530 as raizes do polindmio de Legendre de N-ésimo grau,
w_ $a0 0S pesos da quadratura de Gauss e I" (t) é a notagdo usada para
ﬂ*

representar a funcio intensidade de radiacao na diregao discreta p .
[

Dividindo a equagdo (3.3.6) por p, aplicando a transformada de

Laplace na variavel espacial e fazendo uso da férmula (3.2.4) para exprimir ;3:1,
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obtemos para m=0,1,..,.L as n equagoes,

i
1 ¢ - -
”}T'ﬁzﬁiﬁm PM(p YP'(p Yyw | 17(s) -
(3.3.7)
® : (¢=m) , 2 Q™(s)
e m m _m n
_zlln‘_zmﬁ‘ (¢+m) P Zp(px)wka(s)—I,,(O)Jr .

kin

onde B, ¢ definido como na equagao (2.1.2b) e a barra denota a aplicagao da

transformada de Laplace.

Fazendo n=1,2,...,.N na equacgao (3.3.7), obtemos L sistemas algébricos

de equagOes que podes ser reescritos em forma matricial como,

My (s) T (s) = 1(0) + Q" (s) (3:38)

onde cada elemento 4" (i, j), da matriz I;I: (s), édefinido por

1_ o (e=m) m -
5 + n 2“:‘ ; ﬁg(g+m)| (P)w P (n ) sei=j,
ﬁm(i,-j)=< : .
. ZB CEomdome s o Py | seini
2k, Flgtm)t 7 ol ,

e os vetores I”(s), I"(0) e Q™(s) sdo expressos como,

I'(s) =col [ ) T T ], (3.3.92)
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"(0) = col [I;ﬁ({)) 57 (1) - Iﬁ*({})], (3.3.9b)
- Q=) Qs Qr(s)

Q™(s) = col ! D i St RS (3.3.9¢)
N K H, Hy

Agora, resolvendo as equagodes (3.3.8), obtemos para cada m=1,2,...L 08

seguintes fluxos transformados,

17 (s) = (M:,'{s))_l [f"(ﬂ)«»@”@)]. (3.3.10)

Devemos ressaltar que a inversao da matriz M v(s) pode ser feita
analiticamente para qualquer grau de anisotropia [10] e como cada elemento da
matriz inversa ¢ uma funcgao racional, cujo denominador é dado pelo
determinante da matriz ﬁN(s ), que possui N raizes r. k=1,2,..,N, simétricas e
nao repetidas, a inversao da transformada de Laplace também ¢ feita de forma
analitica através da técnica de expansao de Heaviside [8]. Desta forma, o vetor

de intensidade de radiacio I"(t) é obtido em funcéo do vetor I"(0)como,

E’"(T)zs'"(':)f"(ong”(z), (3.3.11)
com
-1 N
B”'(r)=[’{[ﬁ§(s)) ]zZP"e’*T, (3.3.11a)
k=1

. Koo ’ . 1o : :
onde as matrizes P sao matrizes de coeficientes provenientes da inversao da
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transformada de Laplace e o vetor

gm(z):ﬂ'”(r)*g"’(r), (3.3.11b)

onde o asterisco indica convolucdo. Fazendo uso das equagdes (3.3.11a) e
(3.3.11c), cada elemento do vetor C (<) descrito pela equagéo (3.3.11b), pode ser

explicitado através do célculo da convolugéo,

N m L N pm N
Q- () op 2-5, ) P (n) rT_ L7
)= L@ e — W 5 gmpm, gy L k02 D) (33.12)
= [‘Lj t=m H [‘lj k=1 x Bo

com b"(t) ep. sendo as componentes da i-ésima linha e j-ésima coluna das
tj ty

. m -
matrizes B (1) e Pk respectivamente.

Para calcular as condigbes de contorno em =0, desconhecidas para

u < 0, reescrevemos a equagao (3.3.11) em blocos como,

IT@)| |B'@) Bl @)|[IT0)| [CM@)

= |+ (3.3.13)
I7@)| [Bl'G) BI'@)|[IT©)| [Cl'@)

onde 5"(1), 5’_"(0) e (_:‘;"(1), com k=1,2 sao vetores de N/2 componentes e
B': (t), com k=1, 2, 3, 4, matrizes quadradas de ordem N/2. Substituindo =1

em (3.3.8) e usando as condigdes de contorno (3.3.1a) temos,

I :ﬁ () BT (z) B;ﬂ (=) g 9 . ()

= + , 3.3.14
o |"|Bray) Bray||[I7O)| " |eray e
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" m , ..
e assim o vetor I (0) é definido por,
_2

-1
1T @)= —[B;”(TU)] EFin s, (33.15)

e desta forma, o vetor de intensidade de radiacao, com simetria azimutal, dado
pela equacdo (3.3.11) fica completamente determinado e em cada direcao

discreta p  a intensidade de radiagao pode ser escrita como [25],

N N -8 m N' pk
rm=210Y p:,jerxr+02)u0 0 z B P™(y )Z . Z P i =)
j=1 k=1 i

(3.3.16)

3.3.1 Solucao LTSy com dependéncia continua na variavel angular

Para aplicarmos o método LTS, com dependéncia continua na variavel
angular, vamos considerar o problema de transporte (3.3.5), € vamos estimar
seu termo integral através da solucao obtida pelo método LTS na segao 3.3 pela

expressao (3.3.16). Assim, temos a equacao

d 1
dtﬁ"(r,u)+;f',"('r,u)=f"”’('r,u) (3.3.1.1)

com as condi¢des de contorno homogéneas e onde a funcio F" (t, p) é definida

por,
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L N
o m M %
Flam = 5 ; P By Z Pl ) @ w, |+ Py (e ™ |- (3311a)

Na equagao (3.3.1.1a) I:i(‘r) denota a solugao do problema de ordenadas
discretas associado ao problema de ordenadas discretas (3.3.6) descrito pela
formula (3.3.16).

A solucdo da equagio diferencial ordinaria (3.3.1.1) € dada por,

.
I"(tp)= e“”{!’:’(o,m + | Pm(n,u)e“"”dn} - (33.12)
0

Pela condigao de contorno em =0 temos que a funcao I’" (0, n) é nula se
p >0. Para determinarmos a funcao Im (0,p) para p < 0, fazemos 1 =1, em (3.3.1.2)

e usamos o fato de I (7, p) = 0 para p < 0, assim

0= IT{TU:M} = 8"1/{11”(0&) + IOTGFM(H, u)ev“ d’n} (3.3.1.3)
desta forma,

T
I (0p) = = "F"(n )i (3:313a)

Substituindo a equagao (3.3.1.3a) na eq. (3.3.1.2) e usando propriedades

de integrais, temos que a solugao da equacio (3.3.1.1) € dada por,

T
. f_x“joPm(n,u)e%dn se u>0.
"(t,p) = (3.3.1.4)

T
=g Fm(ﬂ,p)ev“d'r] se u<0.
T
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As integrais que aparecem em (3.3.14) podem ser calculadas

analiticamente como,

fb F(n p) e dn =

a

3314
. N ( a)

£ ] 28 ) r; .y
Zm_“ 2 P B;" 2¢+1) o Pl ) w, aI"m‘(n) eVPin+ ;J,M_ P () a M) g
d=m n=1

e usando a equagdo (3.3.1.3), podemos escrever a primeira integral do lado

direito de (3.3.1.4a) como,

N
f
ey edn = [ |26, IO +Cm)|dn =
@ o ]-I

L

: . kjﬁ rn Wi Ko © C0,) < g o
=L EO Xy ] e+ T LB (331.4b)
P k=1 e
N
Pray X o
¢ ij e]”T]_ -'W{Po T]fl"'d i
Z “J E rk!J.D + 1 f( ' )e "

=

3.3.2 Método Iterativo

Nesta secao usamos o método iterativo para a resolugao da equacao de
transferéncia radiativa (3.3.1). Na primeira iteragao, procedemos da mesma
forma que na secdo 3.3.1, obtendo o fluxo angular com dependéncia continua

na variavel angular. Assim, o fluxo angular na primeira iteragao é dado por,
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”
) e_v“_[ F™ (n, n)e™dn se p>0
™ (g p) = e , (3.3.2.1)
AR W
—e *‘I F™ (m,n)e™dn se pu<0

T

onde o termo integral de (3.3.2.1) é dado pela equacao (3.3.1.4a).

Para procedermos a segunda iteragao calculamos o termo integral da
equacao (3.3.5) através do fluxo angular obtido na primeira iteragao, assim

obtemos uma nova equagao diferencial ordinaria,

L2 p) + M2 (o) = P, (3.32.2)
ot |1
onde o termo de fonte é dado por,

2 0] : mpm & m 1 m ~%
PM(T!P')= iuz B{ Pg (p. -[_I P‘ (Ll')}m,(r"#’)d}lq'Pz (uo)e My
(33.2.3)

L
1 + -
EILAA® {fo P:”(u'{I P )+ G (5 du'] +P ) e—m} :
¢=l)

Assim, a solugao da segunda iteragao é escrita como,

B_V*‘J'UFi(n,u)e%dn , n>0,
I;‘('r, )= (3.3.2.4)

10
-e_/“j FPmwe"dn n<o0,
onde
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L

T @ LI

J, B e = -3 Praopy| Pl [ o Rdn +
=m |

(3.3.2.5)

1 . . )
+[ Py [ B )+ 1P I i ||| -
0 0 m

As integrais na varidvel n que aparecem em (3.3.2.5) podem ser
calculadas analiticamente, j4 a integral na varidvel p’ deve ser calculada
numericamente. Este processo iterativo pode utilizado tantas vezes quanto

necessario afim de obter maior precisao de solugao. A k-ésima iteragao é escrita

como [31],
Lo il B e ) = F(z,n) (3.3.2.6)
ot m o H moA
onde
k 1
FLem=5, 2 B,"P e [IO Pf(u')[rf,:l ER D! (-c,—u')du'}P;”(uo) e“’“»] (3327)
=0
e

B'V“J.OP,';(TW)E’% dn >0,
k
I G )= ; (33.2.8)

T fTo
e, p<o0.
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3.4 Resultados numéricos

Nesta segdo apresentamos simulagbes numéricas dos métodos
apresentados na secdo 3.3. Para tal, vamos considerar os problemas de
transferéncia radiativa (3.3.5), com t =1, ©=09, ¢ =¢ =05 € vamos ainda
considerar a lei de espalhamento baseada na teoria de Mie para particulas

esféricas dada pela tabela (3.4.1).

| Tabela 3.4.1 - Lei de Espalhamento de Mie
0 1 2 3 4 5 6 |. 7 8
B, 1.00000 2.00916 156339 0.67407 0.22215 0.04725 000671 |  0.00068 0.00005

Os resultados obtidos pelo método LTS nas diregdes discretas p ~ sa0
apresentados nas tabelas (3.4.2) e (3.4.3). Para compararmos 0s resultados com
os obtidos pelo método F,, por Devaux e Siewert [28], utilizamos interpolagao
polinomial com um polindmio interpolador de grau 10. Os resultados
interpolados estdo listados e comparados com os resultados obtidos pelo
método F; nas tabelas (3.4.4) e (34.5).

Tabela 3.4.2 - Valores de I (0), considerando ©=0.95 e 1y=05 |
n m=0 m=1 | m=2 m=3 m=4 m=5 m=6 m=7 m=§

-1.0805d-01 | 3.3258d-01 | 4.1789d-01 16910401 | 46445d-02 | 1.1571d-02 | 19451403 | 2.2182d04 | 18346d-05 | 11578d-06
-3.1911 d-01 2.4095 d-01 26731 d-01 9.5488 d-02 2.2945 d-02 5.6595 d-03 9.4684 d-04 1.0604 -04 84880 d-06 5.8277 d-07
5.1525d-01 | 1.6299d-01 | 1.6080Ed0l | 5.0947d02 | 1.0190d-02 | 23996d-03 | 38226404 | 4.0014d05 | 29025d-006 | 2.0744d-07
68720401 | 1.1083d01 | 94552402 | 25629d-02 | 39432d-03 | 83867d-04 | 1.1982d-04 | 1.1002d05 | 66798d007 | 4.6644d-08
8.2720d-01 | 7.8222d-02 | 5.4079d-02 1.1648d-02 | 1.2434d-03 | 2.1854d-04 | 2.5558d-05 18762d-06 | 85959d-08 | 5.3020d-09
9.2843d-01 | 59047d-02 | 28646d-02 | 42124d03 | 26797404 | 33021d-05 | 26808d-06 | 13371407 | 39335d09 | 17875410
58628401 | 49486d-02 | 11195402 | 74932404 | 19711d-05 | 11219406 | 41775d08 | 94178d-10 | 1.20394d-1I 2.6008 d-13

Tabela 3.4.3 - Valores de I, (1), considerando ® =095 e py=05

1
B m=0 m=1 m=2 m=3 m=4 m=5 m=6 m=7 m==§
9.8628 d-01 2.0094 d-01 5.2518d-02 35158 d-03 1.7230d-04 6.2032 d-06 1.5081 d-07 25527 d-09 29794d-11 1.9015 d-13
9.2845 d-01 21474 d-01 1.2034 d-01 1.7726 d-02 1.9327d-03 1.5676 d-04 8.6091 d-06 3.2955 d-07 8.7428d-09 1.2823 d-10

8,2720 d-01 2.3656 d-01 1.8632 d-01 40014d02 | 64724d-03 | 79616d-04 | 6.6600d-05 | 3.8892d-06 15876 d-07 36573 d-09
6.8729d-01 | 2.6105d-01 2.4433d-01 | 64750402 | 13190402 | 21093d-03 | 2.3066d-04 | 1.7626d-05 | 95226d-07 | 29943d-08
'___S_.__1_§_2_Sw_c!'-9_l__ | 27917d-01 | 28266d-01 | 83643d02 | 19448d-02 | 37050405 | 4.8585d-04 | 44503d-05 | 29173d-06 | 1.1623E07 |
3.19114-001 | 27229d-01 | 2.7783d-01 | 84532d02 | 2.0746d-02 | 44204d-03 | 6.5641d-04 | 6.7782d-05 | 5.06424-06 | 2.4363d-07
1.0805 d-01 | 2.0495d-01 19535d-01 | 55706d02 | 1.3343d-02 | 3.0348d-03 | 4.8500d-04 1 53744405 | 4.3370d-06 | 24291 d-07
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m - —
Tabela 3.4.4 - Valores de | (0,-11) interpolados, com w=0.95, 10=0.5 comparados com o método Fy
(N=10, 15)
m=0 m=1 m=2 m=3 m=4 m=:35 m=6 m=7 m=2§
i Fx | LTSI4| Fy | LTSI4| PN | LTS | Fy |LTSI4 | Fy |LTSI4| Fy |LTSI4| Fv |LTSI4| Fn | LTSI4 | Fy | LTSu
3401 | 3358 | 4285 | 4241 | 1,735 | 1.725 | 4770 | 4758 | 1.187 | 1.185 | 1993 | 1991 | 2272 | 2271 | 1879 | 1.879 | 1181 | 1181
OVl o1 | aor | do1 | do1 | dor | aor | doz | doz | dos | d03 | d03 | d03 | dos | dof | dos | d05 | d06 | d-06
o2 2975 b ol 3522 | 2489 | 1.340 | 1.333 | 3475 | 3473 | 8639 5646 03 1456 | 1456 | 1.656 | 1656 | 1.361 | 1.359 | 8945 | 8939
“ do e do1 | do1 | d-01 | d01 | d02 | d02 | d-03 d03 | d03 | do5 | d05 | d-05 | d05 | dO7 | dO7
: 2517 b b 2817 | 2796 | 1.014 | 1.009 | 2464 | 2460 | 6.083 | 6.081 | 1.020 | 1101 | 1.146 | 1.145 | 9.224 | 9.223 | 6.294 | 6.293
= d-01 - d-01 | d01 | d0o1 | do1 | d-02 | d02 | d03 | d03 | d03 | d-03 | d-05 | d05 | d06 | d06 | d07 | 407
04| 2082 L G 2206 | 2189 | 7.499 | 7470 | 1684 | 1680 | 4094 | 4.090 | 6.754 | 6.751 | 7.409 | 7409 | 5750 | 5752 | 4036 | 4.038
“ldo [ do1 | do1 | do2 | do2 | do02 | d02 | d03 | d-03 | d04 | d04 | d05 | d05 | d-06 | d06 | d07 | dO7
55 1.697 | 1.683 | 1689 | 1.678 | 5.394 | 5.373 | 1.096 | 1.093 | 2.591 | 2590 | 4.152 | 4151 | 4379 | 4437 | 3.211 | 3211 | 2292 | 2292
7| d0o1 | E01 | E-01 | EO1 | E02 | E02 | BE02 | d02 | d-03 | d-03 | d-04 | d04 | d-05 | d-05 | d06 | d-06 | d07 | d07
06 1.365 | 1.353 | 1.263 | 1.255 | 3.730 | 3.716 | 6,651 | 6.643 | 1.504 | 1503 | 2295 | 2295 | 2279 | 2.278 | 1536 | 1535 | 1.097 | 1095
d-01 | E0l | B0l | B0l | E-02 | E02 | E-03 | d02 | d-03 | d03 | d04 | d-04 | d-05 | d-05 | d-06 | d-06 | d-07 | d-08
o 1.083 | 1.075 | 9.104 | 9.042 | 2424 | 2414 | 3.628 | 3621 | 7.617 | 7612 | 1.075 | 1.074 | 9.727 | 9.727 | 5.797 | 5.798 | 4.025 | 4.026
“| do1 | B01 | E02 | E02 | E02 | E02 | E-03 | d02 | d-04 | d-03 | d-04 | d04 | d-05 | d-05 | d07 | d07 | d08 | d08
is 8459 | 8398 | 6.166 | 6.120 | 1.405 | 1.399 | 1.637 | 1.633 | 3.025 | 3.021 | 3.731 | 3729 | 2905 | 2905 | 1430 | 1433 | 9.164 | 9.194
17| doz | B01 | B02 | B02 | B02 | B02 | B-03 | d03 | d04 | d03 | d05 | d05 | d06 | d-06 | d-07 | d07 | d09 | 409
b " 6456 | 6.408 | 3602 | 33591 | 6.134 | 6111 | 4719 | 4713 | 6.693 | 6711 | 6.281 | 6304 | 3.646 | 3.635 | 1.270 | 1.228 | 6563 | 6.213
P d-02 | E-01 | E-02 E-0 | E-03 | E-02 | E-4 | d-03 | d-05 | d-04 | d06 | d-06 | d-07 | d-07 | d-08 | d08 | d-10 | d-10
4768 | 4729
; X X 1 0 0.0 0 0.0 0,0 0.0 0.0 0.0 0,0 0.0 0
1.0 i | -ami 0.0 0,0 0.0 0,0 0.0 0, 0, | 0,
Tabela 3.4.5 - Valores de 17 (1,1) interpolados, com w=0.95, ny=0.5 comparados com o método Fy
(N=10, 15)
m=20 m=1 m=2 m=3 m=4 m=5 m=6 m=7 m=8§
g Fn | LTSI4 | Fw [LTSI4| FN | LTS | Fy |LTSI4| Fn |LTSI4| Fn |LTSI4| Fw |LTSI4| Fy |LTSI4| Fn | LTSy
o1 | 2031|2007 |1 924 | 1.898 | 5453 | 5.397 | 1.302 | 1.289 | 2964 | 2933 | 4745 | 4694 | 5.268 | 5.208 | 4.259 | 4208 | 2.397 | 2370
: d-01 | E01 | E-01 | E-01 | E-02 | E-02 | E-02 | d-02 | d-03 | d-03 | d-04 | d-04 | d-05 | d05 | d-06 | d-06 | d-07 | d-07
o 2442 | 2405 | 2412 | 2445 | 7.124 | 7218 | 1.736 | 1.766 | 3.862 | 3.943 | 6.005 | 6.142 | 6.491 | 6.647 | 5.100 | 5.231 | 2.686 | 2.786
’ d-01 | E-01 | E-01 | E-01 | E-02 | E-02 | E-02 | d-02 | d-03 | d-03 | d-04 | d-04 | d-05 | d-05 | d-06 | d-06 | d-07 | d-07
0z | 2703 2692 | 2745 | 2743 | 8321 | 8323 | 2.043 | 2.045 | 4395 | 4405 | 6570 | 6584 | 6.842 | 6858 | 5.160 | 5.173 | 2521 | 2527
= d-01 | E-01 | E-01 | B-01 | E-02 | B-02 | B-02 | d-02 | d-03 | d-03 | d-04 | d-04 | d-05 | d05 | d-06 | d-06 | d-07 | d-07
0 2811 | 2799 | 2879 | 2862 | 8742 | 8720 | 2118 | 2.113 | 4548 | 4335 | 6.173 | 6.152 | 6.114 | 6.092 | 4364 | 4346 | 1.956 | 1.949
: d01 | E01 | B0l | B0l | E02 | B-02 | E02 | d-02 | d-03 | d03 | d-04 | d-04 | d05 | d05 | d-06 | d06 | d-07 | dO7
s 2B08 | 2799 | 2849 | 2841 | B465 | 8457 | 1.982 | 1.980 | 381 | 3816 | 5.067 | 5.064 | 4697 | 4694 | 3119 | 3.116 | 1.264 | 1.263
' d01 | E01 | E-01 | E-0l | E-02 | B-02 | B02 | d-02 | d-03 | d03 | d-04 | d04 | d05 | d05 | d-06 | d06 | d-07 | d07
i 2.730 | 2722 | 2689 | 2686 | 7615 | 7613 | 1.680 | 1.680 | 2972 | 2974 | 3.607 | 3.612 | 3.060 | 3.065 | 1.847 | 1.851 | 6.628 | 6.639
: d01 | d01 | d-01 | d-01 | d02 | d02 | d02 | d-02 | d-03 | d03 | d-04 | d-04 | d-05 | d-05 | d-06 | d-06 | d-08 | d8
- 2598 | 2591 | 2405 | 2400 | 6.289 | 6.281 | 1.261 | 1.261 | 1.982 | 1981 | 2128 | 2.212 | 1.597 | 1596 | 8.465 | 8.459 | 2.604 | 2602
' d01 | d-01 | d-01 | d-01 | d02 | d02 | d02 | d-02 | d-03 | d03 | d-04 | d-04 | d05 | d05 | d-07 | d-07 | d-08 | d48
s 2425 | 2418 | 2.001 | 1.994 | 4543 | 4539 | 7.803 | 7.802 | 1.026 | 1.024 | 9.181 | 9.166 | 5.738 | 5.725 | 2513 | 2.504 | 6.245 | 6.231
' d01 | d01 | d-01 | d-01 | d02 | d-02 | d03 | d-03 | d-03 | d03 | d-05 | d05 | d06 | d06 | d-07 | d07 | d09 | d49
09 2217 | 2211 | 1425 | 1.430 | 2432 | 2433 | 3.096 | 3.091 | 2948 | 2954 | 1.903 | 1.918 | 8.568 | 8686 | 2.780 | 2.780 | 4.660 | 4733
i d01 | d01 | d-01 | d-01 | d02 | d02 | d03 | d03 | do4 | d04 | d05 | d05 | d07 | d07 | d-08 | d08 | d-10 | d-10
1979 | 1.935 |
10 1 o | ao | 00 0,0 0.0 00 | 00 00 | 00 | o0 | 00 00 | 00 | 00 0.0 0,0 0.0 ! 0,0

Devemos ainda notar que em problemas com simetria azimutal, a
solugao LTS, ,, mostra-se equivalente a solugao F,, [11]. Note que nas tabelas
344 €345, os resultados pelo método F [8] foram obtidos com N variando

entre 10 e 15 e os resultados pelo método LTS, foram obtidos para N=14 [30].
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Tabela 3.4.6 - Resultados numéricos para a intensidade de radiagao, Ix E li” obtida pela primeira
iteracao considerando a solugdo LTSy como valor i,
n LTSz LTS4 LTS LTSs LTS LT81 LTS14 Fr gi=10,19)
0l 1.920(-1) 1.988(-1) 2.000(-1) 2.002(-1) 2.005(-1) 2.009(-1) 2.012(-1) 2.051(-1)
02 2.259(-1) 2.363(-1) 2403(-1) 2415(-1) 2421(-1) 2425(-1) 2429(-1) 2442(-1)
03 2510(-1) 2.604(-1) 2.658(-1) 2676(-1) 2.684(-1) 2.688(-1) 2691(¢1) 2703(-1)
04 2.650(-1) 2.707(-1) 2.764(-1) 2.784(-1) 2.793(-1) 2797(1) 2.800(-1) 2810(-1)
m=0 0.5 2.697(-1) 2.709(-1) 2.764(-1) 2.783(-1) 2.792(-1) 2.799(-1) 2.799(1) 2808(-1)
0.6 2667(-1) 2640(-1) 2689(-1) 2.708(-1) 2.716(-1) 2.720(-1) 2.722(-1) 2.730(-1)
07 2573(-1) 2518(-1) 2563(-1) 2578(-1) 2585(-1) 2.589(-1) 2591(¢1) 2598(-1)
0.8 2418(-1) 2.355(-1) 2.393(-1) 2407(-1) 2.413(-1) 2417(-1) 2.419(-1) 2424(-1)
09 2.206(-1) 2.158(-1) 2.189(-1) 2.202(-1) 2.207(-1) 2.210(-1) 2.212(-1) 2.217(-1)
0.1 5.358(-2) 5.588(-2) 5.481(-2) 5.445(-2) 5.436(-2) 5.435(-2) 5.437(-2) 5.453(:2)
0.2 6.928(-2) 7.218(-2) 7.147(:2) 7.121(-2) 7.113(:2) 7.112(-2) 7.113(-2) 7.124(-2)
03 8.104(-2) 8.375(-2) 8.332(:2) 8317(-2) 8.312(-2) 8.312(-2) 8.313(-2) 8.321(2)
0.4 8.573(-2) 8.771(-2) B8.744(-2) 8.736(-2) 8.734(-2) 8.734(-2) 8.735(-2) 8.742(-2)
m=2 05 8.377(-2) 8.480(-2) 8.462(-2) 8458(-2) 8.458(-2) 8.458(-2) 8.459(-2) 8.465(-2)
0.6 7.609(-2) 7.622(-2) 7.610(-2) 7.608(-2) 7.608(-1) 7.609(-2) 7610(-2) 7615(-2)
0.7 6.322(-2) 6.288(-2) 6.281(-2) 6.280(-2) 6.280(-2) 6.281(-2) 6.282(:2) 6.289(-2)
08 4.628(-2) 4530(-2) 4539(-2) 4539(:2) 4539(-2) 4.540(-2) 4.540(-2) 4543(-2)
0.9 2.503(-2) 2433(-2) 2432(-2) 2421(-2) 2432(-2) 24330) 2433(-2) 2432(-2)
0.1 2.937(-3) 2973(-3) 2.966(-3) 2963(-3) 2.963(-3) 2963(-3) 2.963(:3) 2964(:3)
0.2 3.827(-3) 3.869(-3) 3.864(-3) 3.862(-3) 3.861(-3) 3.861(-3) 3.861(-3) 3.862(-3)
0.3 4.358(-3) 4.399(-3) 4.3962-3) 4.395(:3) 4.394(-3) 4.395(-3) 4.394(:3) 4395(:3)
0.4 4.316(-3) 4.351(-3) 4.349(:3) 4.348(-3) 4.348(-3) 4.348(-3) 4.348(:3) 4.348(3)
m=4 0.5 3.793(-3) 3.820(-3) 3.8185(-3) 3.8180(-3) 3.8179(-3) 3.8179(:3) 3.8180(-3) 3.818(-3)
0.6 2.955(-3) 2973(-3) 2972(:3) 2972(:3) 2972(:3) 2972(-3) 2972(:3) 2972(3)
0.7 1.972(-3) 1.983(-3) 1.982(-3) 1.982(-3) 1.582(-3) 1.982(-3) 1.982(-3) 1.982(3)
0.8 1.021(-3) 1.026(-3) 1.026(-3) 1.026(-3) 1.026(-3) 1.026(-3) 1.026(-3) 1.026(-3)
09 2.938(4) 2.949(4) 2948(4) 2948(4) 2.948(4) 2.948(-4) 2948(4) 2948(4)
0l 5.266(-5) 5.268(-5) 5.268(-5) 5.267(-5) 5.267(-5) 5.267(-5) 5.267(-5) 5.267(-5)
0.2 6.488(-5) 6.491(-5) 6.491(-5) 6.491(-5) 6.491(-5) 6.491(-5) 6.491(-5) 6.491(-5)
0.3 6.840(-5) 6.842(-5) 6.842(5) 6.842(-5) 6.842(-5) 6.842(-5) 6.842(-5) 6.842(5)
04 6.112(-5) 6.114(-5) 6.114(5) 6.114(5) 6.114(:5) 6.114(:5) 6.114(:5) 6.114(5)
m=6 0.5 4.695(-5) 4.697(:5) 4.697(-5) 4.697(:5) 4.697(-5) 4697(-5) 4.697(-5) 4£697(5)
0.6 3.059(:5) 3.060(-5) 3.060(-5) 3.060(-5) 3.060(-5) 3.060(-5) 3.060(-5) 3.060(-5)
07 1.597(:5) 1.597(:5) 1.597(-3) 1.597(-5) 1.597(-5) 1.597(-) 1597(-5) 1.597(5)
08 5.737(-6) 5.738(-6) 5.738(-6) 5.738(46) 5.738(-6) 5.738(-6) 5.738(-6) 5.738(6)
09 8.566(-7) 8.568(-7) 8.568(-7) 8.568(-7) 8.568(-7) 8.568(-7) 8.568(-7) 8568(-7)
0.1 2.397(-7) 2.397(-7) 2.397(7) 2397(-1) 2397(-7) 2.397(-7) 2.397¢:7) 2397(-7)
0.2 2686(-7) 2686(-7) 2686(-7) 2.686(-7) 2.686(-7) 2.686(-7) 2.686(-7) 2686(-7)
03 2521(-7) 2521-7) 2521(-7) 2521(-7) 2521(-7) 2521(-7) 2521(-7) 2521(-7)
0.4 1.956(-7) 1.956(-7) 1.956(-7) 1.956(-7) 1.956(-7) 1.956(-7) 1.956(-7) 1.956(-7)
,I m=8§ 05 1.264(-7) 1.264(-7) 1.264(-7) 1.264(-7) 1.264(-7) 1.264(-7) 1.264(-7) 1.264(7)
§ 0.6 6.628(-8) 6.628(-8) 6.628(-8) 6.628(8) 6.628(-8) 6.628(-8) 6.628(-8) 6.628(-8)
4 0.7 2.604(-8) 2.604(-8) 2.604(-8) 2.604(-8) 2.604(-8) 2.604(-8) 2.6034-8) 2604(8)
':i 0.8 6.245(-9) 6.245(-9) 6.245(:9) 6.245(:9) 6.245(-9) 6.245(-9) 6.245(-9) 6.245(9)
1 0.9 4660(-10) 4.660(-10) 4.660(-10) 4.660(-10) 4.660(-10) 4.660(-10) 4.660(-10) 4.660(-10)

O problema anterior também foi resolvido pelo método iterativo [31],
considerando como chute inicial a solucao LTS paraN=2,4,...,14 € m=2,4,6,8.

As comparagoes numéricas dos resultados obtidos na primeira iteracao, isto é
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pelo método com dependéncia continua na varidvel angular, com a solugao Fy
sio apresentados na tabela (3.4.6) e os resultados obtidos para a segunda

iteracdo sao apresentados na (3.4.7).

Tabela 3.4.7 - Resultados numéricos para a intensidade de radiacdo, %52, obtida pela segunda
iteragdo considerando a solucdo LTSy como valor i
| » | w=2 N=4 N=6 N=8 N=10 N=12 N=14 |
0.1 5.393(-2) 5.860(-2) 5.454(-2) 5.451(-2) 5.450(-2) 5.450(-2) 5.451(-2) 5.453(-2)
0.2 7.024(-2) 7.121(-2) 7.122(-2) 7.122(:2) 7.122(:2) 7.122(:2) 7.122(:2) 7.124(-2)
0.3 8.204(-2) 8.310(-2) 8.317(-2) 8.318(-2) 8.319(-2) 8318(-2) 8.319(-2) 8.321(-1)
04 8.625(-2) 8.726(-2) 8.736(-2) 8.739(-2) 8.740(-2) 8.740(-2) 8.740(-2) 8.742(-2)
m=2 05 8.360(-2) 8.449(-2) 8.459(-2) 8.462(-2) 8.463(-2) 8.463(-2) 8.464(-2) 8.465(-2) |
06 7.528(:2) 7.600(-2) 7.609(-2) 7.612(-2) 7.613(-1) 7.614(-2) 7.614(-2) 7615(-2)
0.7 6.220(-2) 6.273(-2) 6.280(-2) 6.283(-2) 6.284(-2) 6.284(-2) 6.285(-2) 6.286(-2)
0.8 4499(-2) 4533(-2) 4.539(-2) 4.540(-2) 4541(-2) 4.542(-2) 4.542(-2) 4.543(-2)
09 2412(:2) 2429(-2) 2.432(-2) 2433(-2) 2433(-2) 2.434(-) 2.434(-2) 2434(-2)
0.1 2963(:3) 2964(:3) 2.964(-3) 2963(:3) 2963(-3) 2964(:3) 2.964(-3) 2964(-3)
0.2 3.860(-3) 3.862(-3) 3.862(-3) 3.862(-3) 3.861(-3) 3.861(-3) 3.861(-3) 3.862(-3)
0.3 4.393(-3) 4.394(:3) 4.395-3) 4.395(-3) 4.394(:3) 4.395(:3) 4.395(-3) 4.395(-3)
04 4.347(-3) 4.348(-3) 4.348(-3) 4.348(-3) 4.348(-3) 4.348(-3) 4.348(-3) 4.348(-3)
m=4 0.5 3.818(-3) 3.818(-3) 3.818(-3) 3.818(-3) 38179(-:3) 3818(-3) 3.818(-3) 3.818(-3)
0.6 2.971(-3) 2971(:3) 2972(:3) 2972(-3) 2972(:3) 2972(3) 2.972(-3) 2972(-3)
07 1.981(-3) 1.982(3) 1.982(-3) 1.982(-3) 1.982(-3) 1982(:3) 1.982(-3) 1.982(-3)
08 1.026(-3) 1.026(-3) 1.026(-3) 1.026(-3) 1.026(-3) 1.026(-3) 1.026((-3) 1.026(-3)
09 2.947(4) 2948(4) 2.948(-4) 2.948(-4) 2948(4) 2.948(4) 2.948((-4) 2.948(-4)
0.1 5.267(:5) | 5.267(5) 5.267(-5) 5.267(-5) 5.267(-5) 5.267(5) 5.267(-5) 5.267(:5) |
0.2 6.491(-5) 6.491(5) 6.491(-5) 6.491(-5) 6.491(:5) 6.491(:5) 6.491(-5) 6.491(:5)
| 03 6.842(-5) 6.842(5) 6.842(-5) 6.842(-5) 6.842(-5) 6.842(-5) 6.842(-5) 6.842(-5)
' 04 6.114(:5) 6.114(5) 6.114(-5) 6.114(-5) 6.114(-5) 6.114(5) 6.114(-5) 6.114(-5)
m=6 05 4.697(:5) 4697(5) 4.697(-5) 4.697(:5) 4.697(5) 4.697(:5) 4.697(:5) 4.697(:5)
06 | 3.060(5) 3.060(5) 3.060(-5) 3.060(5) 3.060(-5) 3.060(5) 3.060(-5) 3.060(-5)
07 | 1597(5) 1.597(:5) 1.597(-3) 1.597(-5) 1.597(:5) 1.597(-) 1.597(-5) 1.597(5)
08 5.738(:6) 5.738(6) 5.738(-6) 5.738(-6) 5.738(-6) 5.738(:6) 5.738(-6) 5.738(-6)
09 8568(-7) 8568(-7) 8.568(-7) 8.568(-7) 8568(-7) 8568(-7) 8.568(-7) 8.568(-7)
0.1 2.397¢T) 2397¢-7) 2.397¢-7) 2.397(T) 2397¢7T) 2397(7) 2.397(-7) 2.397(-7)
0.2 2.686(-T) 2686(-T) 2.686(-7) 2686(-7) 2.686(-7) 2686(-7) 2.686(-T) 2.686(-7)
03 2521(-7) 2521(-7) 2.521(-7) 2521(7) 2521(-7) 2521(-7) 2521(7) 2521(-7)
| 04 1.956(-7) 1.956(7) 1.956(-7) 1.956(-7) 1.956(-7) 1.956(-7) 1.956(-7) 1.956(-T)
m=8 05 1.264(-7) 1.264(-7) 1.264(-7) 1.264(-7) 1.264(-T) 1.264(-7) 1.264(-7) 1.264(7)
06 6.628(-8) 6.628(-8) 6.628(-8) 6.628(-8) 6.628(-8) 6.628(-8) 6.628(-8) 6.628(-8)
07 2.604(-8) 2604(8) 2.604(-8) 2.604(-8) 2604(-8) 2604(8) 2.604(-8) 2.604(-8)
08 6.245(:9) 6.245(49) 6.245(-9) 6.245(-9) 6.245(:9) 6.245(:9) 6.245(-9) 6.245(-9)
09 4.660(-10) 4.660(-10) 4.660(-10) 4.660(-10) 4.660(-10) 4.660(-10) 4,660(-10) 4.660(-10)
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3.5 O método LTPy

Nesta segdo vamos mostrar como o método LTP, [78] resolve
analiticamente a aproximacao P, da equagdo de transporte e a problemas de
transferéncia de radiacao sem simetria azimutal. Assim sendo, convém lembrar

que a aproximagao P, da equagdo de transporte linear [1,7,8], € obtida

expandindo o fluxo angular em polinémios de Legendre, na forma

N
2041
TEANEDD —2+-¢g(x)Pt(p) , N impar, 3.5.1)
=0

substituindo a expansao (3.5.1) na equagao de transporte (2.1.1) e utilizando as

propriedades de ortogonalidade dos polindmios de Legendre , obtemos

N N N
2¢+1 o 2¢+1
E — Pw [udr;(x) +o, ¢,(x)] =5 § @e+1) P f, ¢ 00) + ; T+ 99 Pw), (3.52)

sujeita as condig¢oes de contorno,

N
2¢+1
vom = 3 25 6O Pw = f) B >0, (35.22)
=)
2¢+1
Ve ) = 2 "5 0 P = g , 1<0. (35.2b)
&0
54
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@+1)f, =B, (3.5.2¢)

Agora, multiplicando a equagao (3.5.2) por P (), com k inteiro variando
de 0 até N e integrando cada uma das N+1 equagdes resultantes no intervalo
[-1;1] obtemos um sistema de N+1 equagOes diferenciais ordinérias em ¢ (x).
Sobre este sistema aplicamos a transformada de Laplace na variavel espacial,

reduzindo o problema a um sistema algébrico, que matricialmente é dado por

M (s) ¢(s) =?(0)+§(s) (3.5.3)

onde A_/IN(s ) é uma matriz tridiagonal, com s nas diagonais secundarias.

Resolvemos a equagao matricial (3.5.3), invertendo a matriz M (5 pelo
método de Trzaska [8]. A transformada inversa é, entdo, calculada de forma
analitica através da técnica de expansdo de Heaviside. Assim, encontramos a

funcao $() x como funcao do vetor $0),

?(;r):B(x)c!;(O)+B(x)*Q(x), (3.5.4)

onde a matriz B(x) é a transformada inversa de Laplace da inversa da matriz
f\_fIN (s) e a estrela denota convolugdo. Quando trabalhamos em uma placa plana,
as condicoes de contorno sao normalmente conhecidas em x=0 para p >0 e em
x=x para p<o, conforme descrito nas equagdes (3.5.2a) e (3.5.2b). Assim, para
calcularmos determinarmos o vetor ¢(0) fazermos x=x em (3.5.4) e tomamos 0s

momentos nas condigdes de contorno, ou seja

1 1 2 20+t
L (0, pydp = fo w3 {TJFJ ¢0) P((p) dp (3.5.5)
&
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e
N
v o 2¢+1
k
j g W (0, wydp = jlp ( 5 | P(Wan, (3.5.6)
- - A0

formando assim um sistema algébrico, que é resolvido por Gauss.

O método LTP, ja foi aplicado na resolugao de problemas em um
grupo de energia em uma placa plana [7,8], de problemas de multigrupo [7,32],
de problemas inversos [33,34] e no célculo de parametros radiantes [15]. Vamos
agora, estender esta formulacdo para o problema de transferéncia radiativa
(3.2.16). Para isto, vamos considerar a expansao da funcao I m( T,u) em termos

dos polindmios associados de Legendre,

N+m

Vi =2 A" (1) P™(p) (3.5.7)

a=m

Substituindo a expressao (3.5.7) na equagao (3.2.16), obtemos

N+m

Y. Qo) | PTG A"

a-m+l
L=t

@+PIW AT, @] =

(3.5.8)
L N+m

1
= 3 2 X Qasn)@ks) BIPIGAT, @ Pre)PI)dw s +Q ew),
k=m o=m -

k—m+1

onde & ) ¢ definido por (3.2.9a). Ainda, fazendo uso das propriedades de

ortogonalidade dos polindmios associados de Legendre em (3.5.8),
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N+m
Y, Qo) u T AT, .0)+ PT) A @)=

(3.5.9)

N+m

2 !
" % Y @1 " P AT (1) (i)
k=it

e m
@k +1)(k—m)! E.tQ (Th).

k=m+1

Substituindo usando a expressao (3.2.4), lembrando que [3:1 = @2¢+1) j:" e
usando as férmulas de recorréncia dos polinémios associados de Legendre na

equacao (3.5.9), temos

N+m
1
Y Qa+l {m[(aﬂ—m) P” (W) + (o+m) P (p.)] AT _®+PIGAT (=) ] =
(3.5.10)
N+m
=0 2, @+DfPIWA" @E, +Q"@m.
k=m
Multiplicando a equagéo (3.5.10) por,
2 j+1)(j-m)!
@ADL b,y (3.5.11)

2j+m)

para j=m, m+l, ..., m+N, integrando-a no intervalo [-1, 1] e arranjando seus termos

de forma adequada, obtemos

(G=m) AT, (D) + @ j+1)[1 ) f}_gﬂ] AL a@+ Grmil) AT ) = QF (), (35.12)

onde,
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- o +1
s* @)= GG —m) I_I P;,"-‘(p) Q" () dp . (3.5.12a)

Fmel 23+ m)!

Substituindo a equagdo (2.1.16b), podemos reescrever (3.5.12a) como,

s™ (1) = (2-7—6"’"’)03 i+ p" —v/ ¥ (3.5.12b)
= . i ] fj j(p{])e .

j=m+1

Agora, aplicando transformada de Laplace na varidvel 1, na equagao

(3.5.12), temos

s(j—m)ﬁffm(s)+(2j+1)(1—wj;§ﬂ)zf” (s)+s (j+m+1)Zfiw(s) -

j-m+1

(3.5.13)
= (-m A" (0)+(G+1+m AT (0)+QT  (s),

onde a barra denota aplicagdo da transformada de Laplace. Desta forma, para
cada valor fixo de m, podemos escrever as equagdes (3.5.13), na forma de uma

equagao matricial

@m+l  (2m+l)s ... 0 'HT(S]- @m+1) A':(U) %]
WL, 1
s @me ... 0 ATG) AT(s) +@m+2) A7 (5) )
0 3 . 0 A™(s) 2 A7(s) + 2m+3) A™ —m
3 , &+ @m3) A,6) Qe
0 0 0 .= i 0 ¥ (3.5.14)
@m+N)s E’”m(s) N-D AT &) +@meN) Ay 6| | }
0 0 ..@Em2Na AT O | N A7) | 9na®)

com,o0 =(1-of ), isto é
m
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J-’;I_’\"J’(S)II”’(S)=z‘1’”$(0)+t;i’”(s), (3.5.15)

"

i - m
Por facilidade de céalculos, reescrevemos o vetor A~ (0), como,

[0 ems) 0 00 -_Am{ﬂ)-
1
2
0 2 0 .00 m
: ATO
4”’(0):{:”‘.4’"(0): 0 0 3 .00 (3.5.16)
0 emiNy|| AR©
0 0 0 .. . N © JA:H(W

A partir de agora, procedemos de maneira andloga a Streck [7,8], isto &,
invertemos a matriz H;(s) da equacéo (3.5.15), através do algoritmo de Trzaska
[8] e procedemos a transformada inversa de Laplace através da técnica de

expansio de Heaviside, obtendo assim a equagao matricial

A™(z) = D™(x) A™(0) + H"(7), (35.17)

onde a matriz D"(<) e o vetor H" (<) que aparecem em (3.5.17) sao definidos por,

H™(t) = B"(7)*Q"(%), (3.5.17a)
D)y =Bz} C", (3.5.17b)
com,
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-1 N+1

B'"(x):ﬁ‘l{[ﬁf;’(s)] } ZP" , (3.5.17¢)

k=1

com P matrizes de coeficientes provenientes da inversao da transformada de

Laplace e s as raizes do determinante da matriz M :(s). Cada elemento do
k

vetor H™(z), definido por (3.5.17a) do problema proposto (3.3.5), pode ser

calculado por,

N+1N+1 2__
W)= Zb’”(r) QM= 3 ke x5 Qrm-1 1 B P e o=
o (35.17d)
po 2-8 S N S t”‘
:Lz. 0m2(20+m}—1)f“_] WT(}IO)ZP{;LB }
k=1

Devemos ainda observar que os elementos da matriz D"(%), definida

por (3.5.17b) podem ser escritos como,

b_l('r), se j=1
d (1) = (2m+N)b_N(1), se j=N+1 , (3.5.17¢)
i L,

@m+j-Db  (t)+jb (t) ,sej=lejzN+l
L1 ij+1

onde, b (T) ed (t) sao os elementos da k-ésima linha e j-ésima coluna das
kj

matrizes,D (t) e B'(1).
Finalmente, os elementos desconhecidos do vetor A"0) sao
determinados pela resolucdo de um sistema algébrico constituido através do

célculo dos momentos na condigdo de contorno homogéneas do problema,
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0= %I 01 WS P dp = I "0, wdp = Z °;+1A§1,,,ﬂ(0)f: P ") u dp (3518)
e

o[ Grdy = [ am _EHMA?’"‘”(T | Preotan, (G518

para k=1,2,3,... (N-1)/2. As componentes do vetor Am('ro) que aparecem na
equacao (3.5.18a) sao escritos em termos dos elementos do vetor A" (0), fazendo
t=1 na equagao (3.5.17), assim cada elemento a :’(10) do vetor A'”(TU) estd definido

por,

N+1
a't) =), d [z )"0 + H'(), (3.5.18b)
1

onde d:ﬂ_(‘ro) ¢ 0 elemento da k-ésima linha e j-ésima coluna da matriz Dm('co); a;”(O)
-]

e hf(ro) sao os elementos da k-ésima linha dos respectivos vetores A™(0) e H" ).

Dessa forma, para conhecemos o vetor A"(0), temos que resolver um sistema

linear de equagdes da forma,

0 = MA™(0) + H”, (35.19)

onde a matriz M;" ¢ definida por,
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| 2m+1 2m+3  m 2(N+m)+l
2m+1 M
2 o 2 m+l,0 2 m+N,0
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e onde notamos,
+ . il k
M = jﬂ P™(w) p dy, (3.5.19b)
m— g m K
M = L P () i dp. (3.5.19¢)
O vetor H" de (3.5.19) é definido como,
2k 1, i YR N ke
4 - + i + =
H"=col[0 ... 0 Z AV E W E) M gTh:;m(tﬂ)Mfﬂ (3.5.19d)
2

Para podermos implementar este problema, necessitamos ainda estimar

o valor das integrais

! kpm . k
Jopeprandan e [ uFP(w) du, (35.20)
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que aparecem em (3.5.19a) e (3.5.19d). Essas integrais estao tabeladas [35] para m
e k quaisquer. Essas formulas sao bastante complexas e nés apenas necessitamos
calculé-las para valores inteiros de m e k, assim desenvolvemos uma férmula

mais simples para seu computo. Isso foi feito lembrando que,

1) Apenas ¢é preciso calcular a primeira integral de (3.5.20), pois a

funcao

HEP™ () (3.5.21)

¢ par ou impar, dependendo apenas se valor da soma ¢+k+m assumir valor

par ou impar.

2)P : (n) pode ser escrito através da férmula [36],

P"(n) = @m-D1t A-pH™ (3521a)

3) Através das férmulas de recorréncia dos polindmios associados de

Legendre, PL&( p) pode ser escrito em fungdo de P™ (p), com k e m inteiros,
m

como:
k+l+p k=1-
2 %’E—t g ol
m _pm = . X
Pr (W)=P"(n) b3 (?) [T em+2i-1)| B T ’ (3.5.22)
= =1 (Zt—l—p)![—zg-tJ!
onde,
_ 1+
p=— (3.5.22a)
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4) Ainda usando tabela de integrais [37], temos que,

r o+ F(”HI}
| " QP dy = Z {p i _11 (3.5.23)
0 r +m+3 m>—

2T (p+=3 )

5) Finalmente, de (3.5.22) e (3.5.23) resulta que,

+1 i+2#-1-p
2 )

2
I( ?ZE+1) 3 [:1_] B {(2m+2€ +k—p)!!} . 2 - (35.24)
2 . 2 Qm+2£+k—p) WY ( m+2¢ -;+2—_sz6 —2—p)!

1
J, x Prcwydn =

onde

e k%ﬁ? g, (3.5.25a)

As formulas desenvolvidas em (3.5.23) e (3.5.24) valem para m, i, k
inteiros positivos, e p definido como em (3.5.22a). Devemos ainda observar que
as notacoes "d!" e "d!!" utilizadas representam o fatorial da d e o produtério dos

inteiros impares até d.

Finalmente é importante salientar a generalidade deste método, pois
além de resolver as aproximagdes Sy, e Py, como apresentado neste trabalho,
também tem sido bem sucedido na solugdo das aproximacoes W, [38], Chy [39]

e Ay, [40] da equagéo de transporte.
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4. A EQUACAO DE TRANSPORTE DEPENDENTE DO TEMPO

Os problemas de transporte com dependéncia no tempo, em reatores
nucleares, possuem importancia fundamental na investigacao da estabilidade e
controle de um reator, tanto em condi¢des normais de operagao, como quando
ocorre um acréscimo acidental da reatividade, falha no sistema de refrigeracao
ou outras situacOes anormais de operacao. Além disto, muitos experimentos
com dependéncia no tempo tém sido usados para determinar quantidades de
interesse, como reatividade de um sistema de reagdes em cadeia e também suas

propriedades de difusao e termalizagao [3].

Neste capitulo, mostramos como a formulagdo LTS, ¢é aplicada na
resolucao de problemas de transporte unidimensional dependente do tempo,
tanto de forma aproximada pela inversao numérica do fluxo transformado na
variavel tempo, bem como analiticamente, aplicando o método LTS, nas

equacgoes nodais.

4.1 Generalidades

Nessa segdo iremos considerar o problema descrito pela equagdo
unidimensional de transporte com dependéncia no tempo, geometria plana e a

um grupo de energia [1], descrito por,

1o F] c .1
5&4’(9@ K, t)+pa\p(x, K, f)+0’£l|.l(x, pf) = _25-[_1 p(cos@)w(x, w,Hdy +Q(x, n, t), &1I)

com as condigOes de contorno,
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w(o,pt)y=f(wt), n>0 e w(x, mt)=g(pt), p<0 (4.1.1a)

e com condicao inicial,

w(x, 1w 0)=6(xp). (4.1.1b)

onde y(x, p, t) é o fluxo de particulas na posicao x, com direcdo p , num tempo t;
ceo sao respectivamente as segoes de choque total e de espalhamento; p éo
cosseno da direcio de propagagdo da particula medido a partir do eixo positivo
de x; ® ¢ o angulo de espalhamento de particulas entre as diregOes p e u;
p(cos ®) é a funcdo de fase.

Agora, usando expansao em polinémios de Legendre, reescrevemos a fungao de

tase como [1],

M L
p(cos®) = > D %?_ILP‘(COSG‘)), fo=1 4.12)

m=l) £ =m

e pelo teorema de adigao para os polinomios de Legendre [apéndice 1],

L
2¢+1
p(cos®) = ¥ “T f P,(w) P,(k')cosm(o-,) 413)
¢ =0

Vamos considerar a aproximagao S, da equagdo de transporte (4.1.1).
Para tanto, aplicamos o método da colocagdo na equagdo (4.1.1), isto &,
aproximamos o termo integral por quadratura de Gauss e consideramos a
fungdo peso como a fungéo delta de Dirac, 8 (p-p ), onde os pontos p_ de

colocacdo sao escolhidos como as N raizes do polindmio de Legendre de grau
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N, consideradas em ordem decrescente,

—1cuN4...<uNI¢U4pﬁ+]¢...pl<1, (4.1.4)

2 2

e integramos no intervalo [-1, 1]. Assim, obtemos a aproximagao SN de (4.1.1),

N

10 F] o,
e vy (x,)+p é;w(x, H+o,y (%)= ?Z 5" w y(x,H+Q (x1), (4.1.5)

n=1

com n=1,2,..., N. Das equagdes (4.1.1a) e (4.1.1b) temos que as condigbes de

contorno do problema sao,

N N, N

v (0D =f(t), m=12..,5 e w(xh=g (), m=5+1l3+2..,N @{E15)
e a condigao inicial,

v(x%0)=¢ (), m=12..,N. (4.1.5b)

Nas equagoes (4.1.5), a notagao y (x, 1) é usada para representar o fluxo

de particulas em x, no tempo t e na direcagop e
m
L

™ =D @+ 1)f,P(n)P(p). (4.1.5¢)

Neste capitulo, o problema de transporte dependente do tempo ¢

abordado de duas formas distintas. Primeiramente, como € feito na literatura
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classica, aplicaremos a transformada de Laplace na varidvel tempo (¢t —»p) do
fluxo angular, dado pela equagdo (4.1.5). Se, nesta equagdo transformada,

utilizamos a notacao

(4.1.6)

a equagao resultante possuird a mesma forma de uma equagao unidimensional
independente do tempo. Assim sendo, aplicando a formulagao LTS nesta
equacgao, obtemos o fluxo angular transformado na varidvel tempo. A inversao
da varidvel tempo transformada, p, é entdo feita numericamente utilizando o
esquema de quadratura de Gauss [41]. A segunda forma de resolucao para a
equacao (4.1.5), considerada neste capitulo, consiste na aplicagado do método
nodal. [sto é, primeiramente integramos a equacao (4.1.5) em relacdo a variavel
tempo no intervalo de tempo [0, t ], obtendo assim uma equagao para o fluxo
médio no tempo e depois integramos a equacdo (4.1.5) em relagdo a variavel
espacial, no intervalo [0, %], obtendo, agora, uma equacao para o fluxo médio
espacial. Este sistema de equagdes acoplado é entdo resolvido através da
formulagao LTS de forma analitica, isto ¢, os fluxos angulares médios no tempo
e no espago sao encontrados. No que segue, discutiremos estes dois

procedimentos.

4.2 Método de inversao numérica no tempo

Vamos considerar o problema de ordenadas discretas dependente do
tempo, descrito pelas equagoes (3.1.5). Primeiramente aplicamos a transformada

de Laplace na variavel tempo, (t - p), resultando
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N
G —
i(p v (xp)— qu(x,(])) +R % v (x,p)+o W (%,p) = Es b i v (xpo, +Q (xp). 4.21)

n=1

Agora, dividindo a equagéo (4.2.1) porp e usando a notagao,

of = o+ g, (422)
obtemos,

% v, (x,p) +:—i$,,,( x,p) = zipsm gcm” v (x,pw, + §m(:": al , (42.3)
sujeito as condigbes de contorno,

v (0,p)=f (p), n, >0 e v (x,p)=8 (p), n,<0. (4.2.3a)

A barra usada na equagio (4.2.3) denota a aplicacao da transformada de Laplace

na variavel tempo, assim

v_(x,p) =£[wm(x,t),t], (4.2.3b)
e

_ 1

§.(xp) = S v,(x0) +£(Qm(x,t),tj. (4.2.3¢)
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Vamos agora aplicar o método LTS [8,9,10] para resolugao da equagao
(4.2.3), com as condigdes de contorno dadas por (4.2.2a). Assim, a transformada
de Laplace ¢ aplicada na varidvel espacial (x - s), resultando, param=1,2,...,N, 0

seguinte sistema de equacoes algébricas,

: cscmmwm L o, o i o (sp) _
St (PP A9 WPy ==+, (0p) (tah)

2

m n=1 m
n#m

m m

onde usamos a barra dupla para denotar a dupla aplicagdo da transformada de
Laplace, uma vez na varidvel tempo t (t»p) e a segunda na varidvel espacial x

(x »s), ou seja

?m(s,p)=£[$m(x,p),x], (4.2.4)

¢,,,(S,P)=A'[$m(x,p),x]. (4.2.4b)

O sistema de equagOes (4.2.4) é reescrito na forma matricial,

M, (s, p) ¥ (s, p) = W(0,p)+ 8 (sp), (4.2.5)

onde a matriz MV é definida como,
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[ 11 12 IN T
5+§ oo W _GsU w, _asc w,
H 2'"1 2p, 2p,
6 o w o o c¥w o oNw
— £ - g 55 g TS
2p, M, 2p, 2p,
M, (sp) = : : s : , (4.2.5a)
o, oV w, GSGNZ w, Gf’ o, GNNwN
-— . e g4 — —
2, 2p, By 2p, |

e 0s vetores y (s, P ﬁ (0,p) € i (s,p) sao escritos como,

v (sp) = col[?l(s;p) v,(5p) .. $N(s,p)], (4.2.5b)
v(0,p) = col[wo,p) v,(0,p) ... wN(n,p)], (4.2.5¢)
- b (s, o, (s, b, (s
® (s,p) = col PeR)) ol M. (4.2.50)
L " ", My

A matriz M A p) € invertida analiticamente. A solugao de (4.2.5) é entao

expressa como,

Vs, p) = M (s, p) w(0,p)+ Ml (s p) 8 (5p). (4.2.6)

Para efetuarmos a inversdo de y (s, p) em (4.2.6) em x, usamos a técnica
de expansao de Heaviside e o teorema da convolugao. Desta forma, obtemos o

fluxo angular transformado no tempo expresso pela férmula,
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v (5,p) = B(x,p) w(0,p) + B(x,p)*(xp), 427)

onde, * denota convolugao e

N
Bxp) = A’_]{Mf(s,p)} = Y P (p) 9% (4.2.8)
k=1

com sk(p) as N raizes do determinante da matriz ﬁN(s, p) € Pk(p) matrizes
coeficientes provenientes da expansio de Heaviside. Desta forma, cada

elemento da matriz B (x, p) pode ser escrito como,

N
(r)
b (=3 P e #29)
k=1

onde pfj(p) é o elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz Pk(p).

Vamos denotar o primeiro vetor do lado direito de (4.2.7) por

D@p) = Bxp) yOp) (4.2.10)

e o vetor convolugao de (4.2.7) por

C(xp) = Bxp)* $xp) . (4.2.10a)

Pelas formulas (4.29) e (4.2.3c), temos que cada elemento do vetor

(4.2.10), pode ser escrito como,
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N N N )

= R o= — s () x

d(xp) =2 b (xp WOp=2w0p 2 plp)e . (4.2.11)
1 b =1

Da mesma forma, fazendo uso da equagdo (4.2.9) e da condicao de contorno

(4.2.3¢), cada elemento do vetor convolugéo (4.2.10a) ¢ descrito pela férmula,

1 _ _
_ N ~0+q(xp)| (N b (xpren N b (xuprqxp
C (=X b (xp) x| A WAPY Py s
Fl ’ p’j v Fl u'i Fl IJ.J'

(4.2.11a)

1N 1 - ® L 1 Y 2]
8 x 5 X —
=;Z = Z p::{p)[e* *¢J(x)jl + Z el Z p:(p) I:ea "‘QJ,{X,P)]

A i =1 ”:' =

Devemos ainda notar que pelas condigdes de contorno (4.2.3a), apenas
N/2 componentes do vetor wOp) da equagao (4.2.11) sdo conhecidas. Para
encontrarmos as N/2 componentes desconhecidas, reescrevemos a equagao

(4.2.11) em blocos de dimensao N/2 e fazemos x=x, resultando

v, | | By Gyp) B,ap) | |w,0p) Ef:](x P
- * : (4.2.12)

?2 (xnfp) EZ‘J (xo,p) E n(xo,p) ?2(04‘0) Eﬂ_ z(xof F")
ou,

v,,7) = B (x,PW,0p) + B (P W,0p) + C,(xp)
; (4.2.12a)

V() = B ) W O0p) + BGn W 0p) + C 0o
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Reescrevendo a segunda equagao de (4.2.12a) temos,
(G )] [P EoP) oo by sGo) ([W,0) || b, ) 225 by, &) Wi, Op)] [ox, 5P
Vi (50) | |PaaiorP) by G| G OP) | | Bun GoP) 55 bGP G O)| | (o)
L= : 3 : P o el | 23
V.G | me(xu,p) oo b ux,0) | VO | | b Gp) 222 b (50 I v,0p) | | &)

Fazendo uso das condicoes de contorno (4.2.3a), em (4.2.13), obtemos o

sistema

_bf;ﬂﬂ gﬂ(ngp) ER b;‘ . N(x‘,rp)— ‘Efr](o’p)_ _grﬂ. 1@)_ -b%:* . ‘(IB:P) e b%* o g(x,,:P)— -I(P)_ -C&; 1(24' o’p)_
B, FP) 2 bu, FeP)| |V Op)| |30,®) by, (5yP) -"f’g%g(ﬂfﬁ} f® Cy (XyP)

! : ‘ : : -l s |, (4.2.13a)
b @) 3 z:w(xu,())J v (Op) | 3@ | | b, P - bM%(xD,O) fg(p) c (x,p) |

de ordem N/2 que é resolvido por eliminacao de Gauss. Desta forma o vetor
y,0p) fica completamente determinado, e conseqiientemente o fluxo
transformado na varidvel tempo é encontrado de forma analitica pela férmula

4.3.7), ou

v(x,p) = D(x,p) + C(x,p) (4.2.14)

onde os elementos dos vetores B(x,p) e C(x p) estdo explicitados pelas

téormulas (4.2.11) e (4.2.11a).

Para encontrarmos o fluxo angular devemos, ainda, proceder a
transformada inversa de Laplace na varidvel tempo (p - ) na equagao (4.2.14).

Esta transformada € feita numericamente, por quadratura [42]. Assim, para cada
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tempo t =1, 0 fluxo angular é calculado como,
oop P

¥l x 2.15)
‘*F ( x; T ) - % [x; } (4
onde 0s p 530 as raizes do polinébmio,

K5 COTK@er-1)
- = BIER = 42.16
D Z ! (K=r)! i ( )
r={

e 0s pesos § 530 as solugdes de,
- 1
Ep e, Dardld 4.2.17)

r!

i=1

Na secdo 4.5 esta formulacdo serd aplicada na resolucdo do problema

isotropico de uma placa de espessura x =10, com uma fonte unitaria em toda

sua extensao, com condigOes de contorno reflexivas em x=0 e vacuo em x=x e

que no instante =0 a fonte é retirada (ver apéndice B).

Cabe finalmente observar que a dnica aproximacao introduzida por este

método € a inversio numérica na varidvel tempo do fluxo angular

transformado. Na proxima secdo apresentaremos um método analitico de

solugdo do problema dependente do tempo aplicando o método LTS, nas

equacoes nodais.
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4.3 Método nodal

Nessa secdo apresentamos uma solucdo analitica pelo método LTS,
[1,2,3] para a aproximagao S,; da equagao de transporte linear, mono-energética,
com espalhamento anisotrépico, dependente do tempo e em geometria plana,
descrita pela equagao (4.1.5). Para tanto, aplicamos o método nodal sobre esta
equacao, isto &, a integramos sobre o dominio espago-tempo, com a varidvel
tempo variando no intervalo [0, ¢ ] e a varidvel
espacial, no intervalo [0, x,], conforme a figura
(4.3.1). Desta forma, obtemos duas equagOes Ml e
diferenciais de ordenadas discretas de primeira
ordem, uma dependente da varidvel x e a outra

dependente da varidvel t. O método LTS, é

entao aplicado nestas duas equagdes. X
0 X,

Integrando a equagao (4.1.5) em relagdo &  Figura 4.4.1 - Dominio Espago-Tempo
varidvel tempo no intervalo [0, t,], obtemos a

seguinte equagdo para o fluxo angular temporal médio,

N
1 d %
D BTGB O S v (Do v (1) = FX My (1)+Q,(x), @3
onde ¢"" esta definido como em (4.1.5a),
1h 1k
v, {x)=—_[ v (x,t)dt e Q (x)z—_f Q(xt) dt (4.3.1a)
mx t{) 0 m mx t{) 0 m

Agora, integrando a equacao (4.1.5) em relagio a varidvel x no
intervalo [0, x;], obtemos a seguinte equagdo para o fluxo angular espacial
médio,
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1 K s N
8 L :
vot DY [wm(xo, H-w (0, t)] row, (1) = Z]: ™ w w (1)+Q (1) 4.32)
f=

onde s estd definido como em (4.1.5a),
1 (% 1%

v =t w@na e Q=1["qmna 43.2a)
0o 0 0 0

Para resolvermos as equagdes de ordenadas discretas dos fluxos
angulares médios, (4.3.1) e (4.3.2), vamos utilizar o método LTS. Para tanto,
aplicamos a transformada de Laplace na variavel espacial na equacdo (4.2.1) e

no tempo na equagao (4.3.2), obtendo as seguintes equagdes algébricas,

N 2

V.6t -y 60]+[s ¥ st et S 5P 2N
| s’ N & - - = . .
vl [Wm o ¥n® )] [s W) =W, )]+ [ WlS) . ] Do o w v, 6)+ n (4.3.3)
e

N

w & pm — _ v GS i _ -

[s W5~ lIJ,.,E(O)]+ e [ v, (%, 5) - lvm(O,s)] +vo, Y, ()= 2 os™w y (5)+vQ (s), (4.34)
’ n=1

param=1,2,...N e onde a barra indica a aplicagdo da transformada de Laplace.

As equagoes (4.3.3) e (4.3.4) sao reescritas na forma matricial como,

M, (s)¥ (s)="¥,(0)+G (), (4.3.5)
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e
M (s)¥,(s)="¥,0)+F (s) (4.36)

As matrizes que aparecem nas equagoes (4.3.5) e (4.3.6) sao escritas como,

c U'SUH w,
e
2p 2”’1
s fw
2u2

(o2 e} wl
2p

[ 11

VP00 wr
5+00 — -

o 021 wl

g Glz'w
5 2

2;.1.1
[+ G w
s 2

3
S5+——
B, 2p

0’30’ wz
2p

vo Ulzw
5 2

no-crzzw
£ 2

S-F—UU!—

V00w
5 2

e os vetores sao definidos por,

c GIN?.U
5 N

2p
CFSCFZNIUN
=

NN
] g g w
5 N

i
s+——
H 2p

N N

4.37)

(4.3.7a)
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¥ ()= col F]x(s) RO Gm(s)] ; ?g(s):col[@t(s) W, .. ﬁm(s)], (4.3.7b)

¥ 0=col [V, 0 %0 .. ¥0], ?t(0)=col[$n(0) v,0 .. EM(U)}, (4.370)
¥,k w0 Q W)W E0] Q

el [, G, )-w,(5,0)] N Q.6 [w Gt )-w 0] . Q.5 _ -

it vty By By v, By Hy

- rul B _ — Bl e _ = ]

F (s)=col I_ o [w,0,5)-w,x,9)]+0Q () ... o [wN(O,s)—wN(xo,s)] +0Q M(s)JI ’ (4.3.7e)
0 0

Resolvendo as equagdes (4.3.5) e (4.3.6) e aplicando a transformada
inversa, obtemos férmulas para o calculo dos fluxos angulares médios y (x) e
v ”( t) em termos de seus respectivos valores na fronteira (x=0, x = x e t=0)ede

=1, qual seja,

¥ (x) = f_i[ﬁ;l(s)]‘fx(O) ¥ £_1[}\_4;1(s)] « G(x), 438)
.

w(1) = £'1[H;‘<s )] w(0) + £"[ﬁ;‘(s)] « F(1) (439)
com,
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N

£‘1[M;1(s)] =Y Pt £‘1[ﬁ ;’(s)] -

k=1

ot (4.3.10)

t !

™M =z

L
I

2 Kok } ., .
onde as matrizes coeficientes P , P , s e T, S0 as raizes do determinante das
x t
matrizes M (s) e M (5 ) respectivamente, e provém da inversao dos fluxos
x
angulares transformados através da formula de Heaviside.

Os fluxos médios e os fluxos transversos na fronteira e em ¢ =< podem,

pelo método LTS, ser expandidos como,

X L
v ()= b %, y()=Xa, B 4.3.11)
i=1 o1
e
L E L
y (%71 ):Z dmesr_x ;oW (x,t )=Z cmier"f F wm({], t ):Z fmierit y (4.3.12)
=1 =] =1

com, L<N.

Substituindo as expansoes (4.3.11) e (4.3.11) nas equagdes (4.3.8) e (4.3.9)
e fazendo x=x, e =1 nas equagdes resultantes, obtemos um sistema linear de
2N equagbes e 2NL incOgnitas para determinar o valor das constantes
s Bs Copr Goys Fo Para tornarmos esse sistema compativel, estabelecemos
2(N-1)L. equagdes auxiliares, que sdo geradas através da propriedade de
diferenciabilidade das solugoes (4.3.5) e (4.3.6). Desta forma as constantes que
aparecem nas expansdes (4.3.11) e (4.3.12) ficam determinadas e assim, os fluxos
angulares e transversos médios, na fronteira e em t=z  $30 obtidos e

conseqiientemente, os fluxos angulares dados pelas férmulas (4.3.8) e (4.3.9).

Para melhor compreensao do método no apéndice C ele é desenvolvido
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em detalhes, considerando N=2.

4.3.1 O caso isotrépico

Nesta secdo iremos considerar o caso particular de espalhamento

isotrépico, isto é

oM=1, (4.3.1.1)

na equacao (4.3.1). Vamos, entdo, considerar a aproximagao S_ da equagao de

transporte linear isotrépica,

%ft v (%, f)+uma—i v (x,htoy (x4 = %‘iwﬂ(n hw +Q (1), (4.3.1.2)
com as condi¢des de contorno,

vy (On=f(t), w(xbH=g(t), n >0, (4.3.1.2a)
e a condigao inicial,

v (x0)=¢ (x). (4.3.1.2b)

Conforme desenvolvido na segdo anterior, ao aplicamos o método LTS

nodal sobre a equagio (4.3.2), recaimos na solucdo das equagdes matriciais
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acopladas dadas pelas formulas (4.3.8) e (4.3.9), onde as matrizes f\_/[x(s) eM (5)

$d0 e aparecem nas equagoes (4.3.1.2) e (4.3.1.3) sao, agora, escritas como

o s _ow
no 2K 21,
o, w, o, oW,
- 2p, o 2m,
M(s)=
Bt s/
| i'lN ZpN
e
i Vo, W, vo w,
s+vc, - -
¢ 2 2
_2%% s+*ucs——ﬁ‘:rsiwE
— 2 t 2
M(s) =
_vo,w, RAAD
| 2 2

(4.3.1.3)

(4.3.1.4)

A matriz M_(s) é a mesma matriz que aparece no caso unidimensional

sem dependéncia no tempo [5] e assim podemos calcular sua inversa de Laplace

como,

N
£_Il:M =1 (g )] iy Pk

k=1

onde 0s s
k

(4.3.15)

sao as N raizes distintas e simétricas do determinante da matriz

= ko . ; " s . =
M (s) e as P sao matrizes de coeficientes provenientes da inversio da
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transformada de Laplace, através da expansao de Heaviside.

Precisamos, ainda, inverter a matriz M, (s). Para tanto, vamos seguir o
mesmo processo usado por Barichello [5]. Primeiramente vamos calcular o
determinante, usando o fato de que a matriz pode ser decomposta, segundo

suas colunas, como a soma de duas matrizes, ou seja

M, (s)=[E+C, E+C, .. E +Cy ] (43.1.6)

t

ondeE eC,com j=1,2,..., N, sdo sub-colunas definidas por,
) J

5=COI‘|:U 0 ... BFUE, o 0] 4.3.1.7)

C W, Tgw. c W,
=4 (4.3.1.8)

Assim, o determinante da matriz M (s), é calculado através da soma dos
determinantes das matrizes menores, que fica bastante reduzido pois muitos

deles nulos. Depois de alguns célculos encontramos que,
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N

- 7 Vo W,
det(M(s)) = (s+vo,) —Z ==§ (s+vo,
k=1

)N—l

1]

N—l[ v,
= (s+vot) 5+UG£—TZ w,
k=l

4.3.1.9)
{s+vct)N'1[s+vc‘—vcs:1 =
= (5+Z)Gf)NF1|:S+Z?GR]
Na equagao (4.3.1.9) usamos que na Quadratura de Gauss [23],
N
D ow =2, (4.3.1.9a)

k=1

Assim, acabamos de mostrar que o determinante da matriz M(s)

possui N-1 raizes iguais & -vs, e uma raiz distinta, valendo -vo .

Vamos, denominar de M, a matriz dos cofatores da matriz M Ls). Os
elementos da diagonal principal de da matriz dos cofatotes sao obtidos

diretamente da equacao (4.3.1.9), sdo escritos como,

N
UG
N-2 5
(s+vu'£) s+vcf—TZwk =
e
L o (4.3.1.10)

M.

i

vo
= (S+f)ct)N_2' s+z.rct—Ts(2—w[_):l,

Os elementos fora da diagonal principal sdo obtidos depois de algumas
trocas de colunas a fim de sempre manter o pardmetro s na diagonal principal,

como
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(4.3.1.11)

Utilizando as equacoes (4.3.1.10) e (4.3.1.11), podemos escrever a inversa
da matriz M (s) como,

— 1 O = e
M) = detﬁ((s)[M ]_

B 2w vo W ]
N-2 1 N2_ s N
(s+z;c!) (s+vc*—ﬂcs 2 Y g (S+’UG}) 2 )
VoW vowW
N=2 s 1 N-2 s N
) 1 (S+UGI) T (S-FUGI) 2 B
(sﬂ)c!)‘\H(s+vcd)
oW 2-w
N2 TS N-2 N (4.3.1.12)
(s+v0,) > .- (stvo)) (s+ve -vo, 2 )J
i Z—wI 2-w ]
(s+vci-—7)cssT) vcs—z—“
VoW vow
s 1 s N
- 1 2 e
(s+Uo‘)(s+vsn)
VoW, 2—w\.T
2 (s+z;cl—t>crs 5 )

Desta forma podemos, de forma analitica, inverter a transformada da
matriz H_l( s), pelo uso da formula de expansao de Heaviside,

B(t) = £—1[H;’(s)] = e [ I-U]+ e U (4.3.1.13)

onde I denota a matriz identidade e
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L Dy
2 3 2

u-= (4.3.1.14)
% % Dy
2 2 2

Assim, no caso isotropico, as equagdes (4.3.8) e (4.3.9), podem ser

reescritas, como

N N
y(x)=3 PFe "y (0)+ ) pkartt % G, (4.3.1.14)
- k=1 - k=1 -

2 2
v(t)=S Ufesty(0)+ X ukest = F. (4.3.1.15)
*: T 28

k=1 k=1

Acabamos de mostrar que no caso isotropico o sistema dependente do
tempo (4.3.1.15) fica sempre reduzido a dois termos em seu somatério, nao
importando qual o valor de N. Mais ainda as duas raizes sdo sempre conhecidas
de forma analitica. Quando temos anisotropia linear, mostramos que o sistema
dependente do tempo (4.3.2.15) fica sempre reduzido a trés termos em seu
somatério, ndo importando o valor de N considerado. Mais ainda as trés raizes

sdo sempre conhecidas de forma analitica (Apéndice D).

4.4 A equagao de difusao

Com o objetivo de demonstrar que este método pode ser aplicado na

solugdo da equagdo da difusdo, mostraremos, a seguir, que a equagao de
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difusao pode ser obtida da aproximagao S, da equagao de transporte linear
isotropica, dependente do tempo. Para isto, vamos considerar o sistema de

equagdes S,

18 ) O
-t—;aq:](x,i)+ula\pl(x, D+o,y(x1) = E[\p](x, t) w, + wz(x, t) wz] - Q](x, t), (44.1)
18 d %
e A R s AEDETATEDE 5[%(:@ Dw, + w(x, 1) wz] + Q@ b). (442)

Somando e diminuindo as equagdes (4.4.1) e (4.4.2), lembrando que

p,=—p e quew,=w =1, temos

190 Kl

25t W +wﬁ)+pla—x(w, —y)+o, (v, +y) = crs[\y] 23 q;z] +Q+Q,, 4.43)
e

18 o

st Wtk g Wt +o, W -w) = Q,-Q,, 4.4.4)

onde foi usada a notagao, v, =w(xheQ =Q(xt parak=1,2

Considerando que Q=0Q= Q(—;—Q e definindo o fluxo c(x, t) e corrente

J(x, t), respectivamente como:

c(x, 1) = w, (%, 1) + w(xb) (4.45)

Capitulo 4 Pigina 78



FORMULACAO LTSy PARA PROBLEMAS DE TRANSPORTE SEM
SIMETRIA AZIMUTAL E PROBLEMAS DEPENDENTES DO TEMPO

por Cynthia Feijé Segatto

J(x, 1) = 1, (W, (% ) = W, (%),

(4.4.6)

Agora, substituindo as relagdes (44.5) e (4.4.6) na equagao (4.4.3) e na

equacio (4.4.4) multiplicada por p,, obtemos as equagoes

%%C(L t)+£}‘(x, t)-}-(GI—GS)C(x; t) - Q(x’ t)

190 0
vat}(x.-t)_"u]axc(x; t)"'cej(xft) - U

A equagao (4.3..2.8) pode ser reescrita como,

1 o “, 8
;t T ¥ R s by
I+ S o gl = =g e

onde, se desprezando o termo (v, )y aJs0t na equagao resulta:

i
J(xt) =- ;1 -;—x c(x 1)

Definindo o coeficiente de difusao como,

4.4.7)

(4.4.8)

(4.4.9)

(4.4.10)

4.4.11)

podemos, entdo escrever a equagao (4.4.10), conhecida como lei de Fick [1],
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g 4.4.12)
J(x,t)=-D ac(x,t). (4.4.

Combinando a lei de Fick com a equagéo (4.4.7) obtemos a equagao da
continuidade. Este resultado indica que a solugdo S, da equagao de transporte
linear, dada pelo método LTS,, pode ser utilizada para resolugao do problema

de difusao unidimensional.

4.5 Resultados numéricos

Para testarmos o método LTSN com inversao numérica, vamos
considerar uma placa de espessura x,=10, com uma fonte unitaria em toda sua
extensdo, segdo de choque total s,=1, secao de choque de espalhamento 6 =09 e
condigbes de contorno reflexivas em x=0 e vacuo em x=x, No instante =0 a
fonte unitaria é retirada, iniciando assim um processo dependente. do tempo,

cuja aproximagao Sy, € dada por,

N

10 d S
= Ewﬂ‘( xt)+p a\pm( x,)+oy (1) = 5 E v(x,Hw , (4.5.1)
com as condicbes de contorno,
; N
v(0,8)= W 0,1 e w(x, =0, i=12..,5 (4.5.1a)
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e condigao inicial,

qr}_( x,0) = ¢j_(x) j=1,2,u5N- (4.5.1b)

A funcdo ¢ _(x) que aparece na condicio inicial (4.5.1b) é solugao do

problema estacionario,

N
a [s]
0% S 452
pmax¢m(x)+ct¢"qx) 2§¢m(x)wm+1 ( )
com as condig¢des de contorno,
0(0) = ¢,.,(0) € 4. (x)=0, i=l2 'y (4.5.2a)

Os resultados numéricos para N=2, foram obtidos, considerando a
segao de choque total ,=1; a secao de choque de espalhamento, 5 =0.9; € uma
placa de espessurax, = 10. Estes resultados sao apresentados nos gréficos (4.5.2) e

(4.5.3) para a diregao discreta p, e (4.5.4) e (4.5.5) para a diregao discreta p,.
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FLUXO ANGULAR NA DIRECAO 1
1.4000E-07
12000E-01 §
= FLUXO EM X=0
~— FLUXO EM X=1
1,0000E-01 FLUXO EM X=2
——FLUXO EM X=3
] —— FLUXO EM X=4
3 B0000E-02
= —@— 1IN0 EM X=5
% —4—FLUXO EM X =6
s 60000E-02 —— FLUXO EM X =7
e FLUXO EM X=8
| ——FLUXO EM X =5
4 0000E-02 3
== FLUXO EM X=10
20000E-02
00000E+00 4 sty " ;
0,005 0015 0025 0035 0045 0055 0,65 0075 0,085 0095
TEMPO (s)
Figura 4.4.2 - Gréfico do fluxo angular (direcdo 1) x tempo
FLUXO ANGULAR NA DIRECAO 1
0,25 -[
——FLUX0 EM X=0
02 + —8— FLUXO EM X=1
FLUXO EM X=2
=~ FLUXO EM X=3
i FLUXO EM X =4
w 015
g ~—8— FLUXO EM X =5
% —+—FILUX0 EM X=6
5 —— FLUXO EM X=7
a1 g —— FLUX0 EM X=8
it FLUXO EM X9
0 FLUXO EM X=10
005
o + + + +
0001 00015 0,002 00025 0003 00035 0004 00045 0005
TEMPO i)

Figura 4.4.3 - Grifico do fluxo angular (direcao 1) x tempo
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FLUXO ANGULAR NA DIRECAO 2

1 A000E-01
12000E-01 n = FLUXOEM X =8
B = RUXOEM X~1
AUXOEMX=2
1,0000E-01 e FLUXOEM X=1
] —M—FLUXOEM X=4
" —8— FLUXO EM X=§
g SANRIE e FLUXO EM X =6
g— —FLUXO EM X=7
é 60000E-52 —— FLUXOEM X=8
—p— FLUXO EM X=9
£0 ~B—FAUXOEM X =10
40000E-02
2,0000E-02
OLO0IE+00 & TSR S - o~ .

005 0015 0025 04035 0045 0055 0065 0075 0085 0,095

Figura 4.4.4 - Gréfico do fluxo angular (direcao 2) x tempo

FLUXO ANGULAR NA DIRECAO 2

= FLUXO EM X =0
—W— FLUXO EM X =1

FLUXOEM X=2
=3¢ FLUX0O EM X=3
M FLUXO EM X=4
= FLUXO EM X=5
=t FLUXC EM X =6
e FLUXO EM X =7

FLUXO ANGULAK

=
-

e FLUXO EM X =8
~—TLUXOEM X =%

® FAUXOEMX=M

1 \
-4

o L] L] L] L] L] L] L L]
0001 00015 0002 00025 0003 00035 0004 00045 0005
TEMPO ()

Figura 4.4.5 - Gréfico do fluxo angular (direcéo 2) x tempo
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5. CONCLUSOES

Analisando os resultados obtidos nas tabelas 3.4.2 até 3.4.5, observamos
que o método LTS, com dependéncia continua na variavel angular, melhora
sensivelmente os resultados obtidos por interpolagio pelo método LTS
Levando em conta que os resultados numéricos encontrados pelo método F
para este problema possuem uma precisao de quatro digitos significativos e
olhando a tabela 3.4.6 vemos que a primeira iteragao gera resultados com quatro
digitos para o caso isotrépico (m=8), para qualquer valor inicial. Por outro lado,
os piores resultados foram encontrados para m=0, mas mesmo assim um
algarismo significativo foi encontrado tomando como valor inicial a solugao
LTS,. Resultados com dois algarismos significativos foram encontrados quando
a solugao LTS, foi considerada para chute inicial. Agora, olhando a tabela 3.4.7
da segunda iteragao vemos um bom acréscimo na convergéncia para a segunda
iteragdo, pois ao menos dois algarismos significativos sao obtidos para qualquer
chute inicial. Todos os cdlculos aqui apresentados foram feitos num
microcomputador PC-386. Acreditamos que mostramos a viabilidade do método
proposto e acreditamos que uma boa precisdo pode ser obtida com poucas

iteragoes usando maior ordem da formulagao LTS, como valor inicial.

Um aspecto interessante mostrado neste trabalho é o fato que a idéia
deste método, ou seja, a aplicagao da transformada de Laplace no sistema de
equagoes associado a aproximagao da equagao de transporte considerada e a
subseqiiente inversdo analitica do fluxo, aplica-se também a aproximacao P

para problemas sem simetria azimutal.

Para os problemas unidimensionais dependentes do tempo foram
apresentados dois métodos, o primeiro deles consistindo no método LTS, com
inversao numérica e o segundo consistindo na aplicagdo do método LTS as
equagoes nodais. O resultado observado pelo método nodal, foi o fato do fluxo
angular médio espacial, no caso isotrépico, ser escrito como a soma de dois
termos exponenciais, independente da ordem da quadratura (N). No caso
linearmente anisotrépico, o fluxo médio é descrito como a soma de trés termos,

também para qualquer ordem de quadratura. Considerando estes fatos,
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acreditamos que este resultado possa ser estendido a anisotropias de grau
arbitrario L, ou seja o fluxo médio espacial deve ser expresso como soma de
L+2 termos, para qualquer ordem de quadratura. Como foi possivel a
resolucao das equagdes nodais de forma analitica, no sentido de que nenhuma
aproximagao foi feita ao longo de sua derivagdo, as simulagdes numéricas de
problemas dependentes do tempo, neste trabalho, sdo restritas ao método LTS
com inversdao numérica, cujos resultados apresentados nas figuras (4.1) e (4.2)

sao fisicamente coerentes.

Finalmente, face ao exposto, concluimos que nosso objetivo, neste
trabalho, foi atingido porque mostramos a viabilidade do método para resolver,
em forma analitica, problemas S unidimensionais sem simetria azimutal e
unidimensional dependente do tempo, salientando ainda que sua aplicagao a
problemas dependentes do tempo multidimensional é imediata, uma vez que
problemas multidimensionais estaciondrios ja foram resolvidos pelo método

TS,

Como trabalho futuro pretendemos implementar computacionalmente

0 método iterativo para problemas de alto grau de anisotropia e 0 método nodal

dependente do tempo.
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APENDICE A

Geometria do Espalhamento

Vamos mostrar a identidade,

c0s® = cosB cost’ + send sen®’ cos(p—¢”) (A1)

Através da figura A.1 podemos deduzir as relagoes,

CD =CO tan®’ , OD =CO secd’,

- SR (A.2)
CE =CO tan® , OE =CO secf ,

tangente ao C tangente ao
arco CA

: arco C

Figura A.1 - Relacdo entre o angulo de espalhamento, o
angulo zenital e o angulo azimutal em coordenadas

esféricas.

onde CD e CE sao as retas tangentes aos arcos CA e CB. Através do triangulo

CDE encontramos,

DE2=CD%+CE%-2CE CD cosDCE, (A.3)
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através do tridngulo ODE encontramos,

EEZ:@2+&2—2@ OE cosDOE.

(A.4)

Substituindo as relaces (A.2) nas equagdes (A.3) e (A.4), obtemos que,

DE2=c0? [tanze’ +tan0 — 2 tan®’ tand COS((p—(p')}

DE%=C0? [secze’ +5ec%0 — 2 secd sed cos@] L

Das relagdes (A.5) e (A.6), lembrando que sec’8 — tan’0 = 1, temos

2 — 2 secd’ secd cos® = — 2tan®’ tanb cos(g—q).

Assim,

cos® = cosB cos®’ + send send’ cos(g—¢’)
_ 2\ 214 S
=pp + (1-p%) " (1-p) " cos(e—¢")

Teorema da adigio para os polindmios de Legendre

(A.5)

(A.6)

A7)

(A.8)

Vamos considerar uma funcio arbitréria g(u, @) definida na superficie

de uma esfera, com derivada de primeira e segunda ordem continuas. A fungao

g(n,¢) pode ser expandida como uma série absolutamente convergente de

harmonicos esféricos como,
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0 [4
— m
g(p,(p)—z aﬂ+2(amcosmtp+bmsenm(p)Pg(p) : (A9)
&0 m=1

Pela ortogonalidade dos polindmios associados de Legendre, temos que

os coeficientes de (A.1) podem ser determinados como,

2¢+1 27 1

%= " an fjf_lg(u,tp)P,(p)dpdtp, (A.10)
Re+1)@E—m) 2=l

= W j: L 8( Ffw)Pf(p)ces me dude, (A.11)
QRe+1)(—m) (2 (1

m 4R(£+m}!_'[: I_Ig(ufpko)Pf’(p)senm(pdpd(p. (A.12)

Lembrando que,

P(1)=1 e PP1)=0 se m>0, (A.13)

por (A.9) e (A.10) podemos escrever que,

= 2 (e+1) 2n (H
§(Lo)=X a, = % CT2 7 g 10 Py dudo (A14)
el 0 0 4

Vamos, agora, definir a superficie harmonica,
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¢
Y (1 @)=2, (a,,, cosme + bmservmp) P(w) (A15)

m=l

A fungado Yy, @) € 0 &€simo termo da funcdo g(p, ¢) e pelas equagOes
(A.15) e (A.14) temos que,

2¢+1 2% ¥l
Y,(Le)=" [ Y, 0Pmdude (A16)

Por (A.8) temos que

c0s® = p i’ + (1-p2)” (1-p'2)” cos(o—¢) (A.17)

logo podemos escrever,

¢ ¢
c
P (cos®) = Z (cm cosmp+d_ senm(p) Pf’(u) =EU P+ Z (cm cosme +d_senme ) P:”(p). (A.18)
m=0 =1

Para encotrarmos os coeficientes da expansdao (A.18), usamos as
propriedades de ortogonalidade, dos senos e cossenos e dos polindmios de

Legendre, assim

2 (é+m)

2%+1)-m) » @)

2n 41
_[ _[ P (cos®) P"(u) cosme dy do =
0 -1

Agora, fazendo P (n)cosme = Yfu) e usando a identidade (A.16), a

equacao (A.19) pode ser reescrita como,

Apéndice A pagina A.4



FORMULACAO LTSy PARA PROBLEMAS DE TRANSPORTE SEM
SIMETRIA AZIMUTAL E PROBLEMAS DEPENDENTES DO TEMPO por Cynthia Feijé Segaft_o

o+l
Jz I P (cos®) P:"(p) cosme dp dp = dx P:ﬂ(p.) cosme
0 -1 (26"'1 ) 058 =1 (A‘ZU)
4
= (—2;—1) [ P:”(;.t’) cosmcp’] y

pois se cos®=1 temos que ®=1 e assim pela figura (A.1) temos que p=p’ € ¢=¢'.

Desta forma da equagao (A.18) segue que

_2¢+m)

£ = - P/ (W) cosme’. (A.21)

De forma similar podemos mostrar que,

_2(¢+m)
m (¢-m)

P (') serungy’. (A.22)

Assim, das equacgodes (A.21), (A.22) e (A.18) obtemos

&

t—m)

P(cos®) = P() Pu)+2 Y Ee?:z; P () P, ") cosm(e—g) (A23)
m=1 i
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APENDICE B

LTSy com transformada numérica no tempo

Para testar o método, vamos resolver um problema isotrépico, de uma
placa de espessura x =10, com uma fonte unitiria em toda sua extensado e
considerar condigbes de contorno reflexivas em x=0 e vacuo em x=x, e que no

instante t=0 a fonte é retirada. Este problema é descrito por,

16 o . !

5 Ew"‘( X, +p é}\pm( x,)+oy (% 1) = 5 ,,Zﬂo: v(xhw, (B.1)
com as condigdes de contorno,
w(0,H=vy, (0,1 e w(x, =0, i=12.,5 (B.1a)
e condigao inicial,
lp}_(x,(}) = d)},(x) j=12..,N. (B.1b)

Onde ¢, (x) que aparece em (B.1b) é solugdo do problema estacionario,

2
) g5
Mo (¥ +09, %) = S 204 (1w, +1 (B.2)

n=]1

com as condig¢des de contorno,
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¢(0) = ¢,_,,(0) € dyu(x)=0,

. N
1=L2,.., 2

(B.2a)

Primeiramente, vamos utilizar o método LTS na solugao do problema

estacionario (B.2). Assim, aplicamos a transformada de Laplace em (B.2), e

através de alguns algebrismos chegamos a equagao matricial,

M(s) §(s) = ¢(0) + F(s),

onde
[ ¢ ocw cw
S+_’{“ %= _ LA
Hoo2p 2p
cw G ocw
_ s_l s+_!_ a 2
2“'2 H, 2”2
M _(s) =
o w g w
s 5 1 _ 5 2
I 2p 2p,

e 0s vetores, i;(s )y w(0) e F (s) sao escritos como,

$(0) col[@(o) $,(0)

$(s)

Il

Ol[d(s) H(s) o By(s)

F(s) = col|: S —
- 5K, K,

() $(0) ... (),

0 0}

(B.3)

(B.3a)

(B.3a)

(B.3b)

(B.3¢)
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Resolvendo a equagio (B.3) e aplicando a transformada inversa de

Laplace,

$() =D ¢ 0)+DX)*F ), (B.4)

onde o asterisco significa convolugao e a matriz D (x) ¢ dada por,

N
D(x)=Y Pe* (B.4a)
k=1

comr as raizes do determinante da matriz M (s ). Fazendo x= x, em (B.4),

[, @) 225 d, GO 4u0) ] [, &) de s[4 0)] 170

d!\;'zgd(xn) o dgL NEA 4 (0) d%,“1 !(xﬂ)...d% ZL2,(360) $0) 1/p,
: : gl B oaws B o=l L | (B.5)

dn%‘(xo) v d(e) _¢1(0) | d ®) ... d&g(xu) ¢,_:(p) 1/p

onde podemos escrever a i-ézima linha do lado direito da equagéo (B.5), como

Na Ny Na Na Nj
Sy, G, D ()0 =D )0y ()= > [dy ()+d, ,(xo)]fp_ (B.5a)
= ™2 z it e = i) 1 1 ! 1 1 gy T ]

Assim, podemos reescrever a equagao (B.5), como,
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d%;lll(xn) + d%,+ _Jlgq(x”) E 1 d%qr?(xu) + dgw(xn) _'1)1(0)— B /},1] =
dg_z](xu) + d%t . &) d%z g(xu) + di;m(xn) Y0 1/p,

. . x b ; N P (B.6)
| d (x)+ dwr%(x 3 G4 d&%,(xo) +d, () _d:g(r?) | 1’%_

Resolvendo o sistema (B.6), de ordem N/2, por Gauss, determinamos o
vetor condigdo inicial (B.3a) e, desta forma, pela equagao (B.4), o fluxo angular

na diregao . € definido por,

N N , N N N 1 N
6,00 =2 doO+D, —-dx = 2 60 2 phed +Y, = 3 el =
A1 b = ' H j

k=1 1 VG kel

(B.7)

N N 1 N rx_q
=X 60 D ke v X ==, i=1,..,N
1 k=1

¥
B k

O problema transiente, possui solugao dada pela férmula (4.2.14), assim,

das equagoes (4.2.11a) e (4.2.3c) temos para cada diregao p,

N N N N

_ _ - 1 1 ”

wxp) = El.(x,p) +c(xp) = Z q{f(o’p)z pz SPr L = Z —Z F’:[es*(p)x ¢,-{x):| (B8)
e = PY & P

onde o termo de convolugao é explicitado por,

_ N N 1 N rx*es((p}x 1% S (p)x
EP% 54,00 = T |60 T k[ eF e ] 2 A L lr'l i (B9)
A =1 i kel k

Desta forma a solugdo do problema (B.1) em cada direcao discreta p, €
dado por (B.8).
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APENDICE C

O Método LTS, nodal

Neste apéndice, vamos exemplificar o método LTSy nodal, fazendo
N=2 na resolucao do problema de uma barra de espessura x, com uma fonte
unitaria localizada em toda a barra, com retlexdo em x=0 e vacuo em x=x; € no

instante t=0 a fonte é retirada.

Aplicando o0 método nodal na aproximagao S, da equagao de transporte
dependente do tempo, obtemos dois sitemas de equagdes primeiro na varidvel t
e o0 segundo na varidvel espacial. Aplicando o método LTS, em cada sistema

obtemos as equagOes matriciais:

Up
~ (WOD-w,@,h)
¥,(t) = B,(t)¥,(0)+B,(t)*| ’ (C1)

7: (W, 0,y (x, 1)

e
1
ot (v, 0y, (1))
¥, (x) = B,(x)¥,(0)+B (x)*| 7 (C2)
vl p (W, 0w, (xt )
onde
s,=-vo, s,=-U6, T, =~1"2=\J'3u::rrcr‘I (C.3)
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1/21/2 172 -1/2
o orx rx . s s t s,k C3
B(x)=P ¢’ +P e e B(t) [IXZIXZ]EI.'-]:——]/Z 1/2]92 (C.3a)

As matrizes P] e P2 sao0 escritas como,

2pr +20,-0, o, 2pr, +20,— g o,

4[12?'1 4“11’1 4“‘2"2 4[.111‘2
P (%)= o 2pr +20 -0, F,(x) = o 2pr,+26,-0 (C3b)

4u,r 4pr, dpr, 4pr,

Pelo método LTS, e considerando as condicdes de contorno, temos

v, (0,H)=y,0,)=a e f+a e (C4)
w o )=b e +bh e ey =0 (C.5)
Considerando a condigao inicial em t, temos, que
v, (x,0) = ¢, (%) e yx0=¢,x (C.6)

onde o vetor ¢ (x) é solugdo do problema estaciondrio e suas componentes

podem ser escritas como,

2 2
1 T
$0=00) S ¢ +phyeF+ =T @f )" ! (C.6a)
k=1

p‘l k=1 Tk

Além disto, em t=t  podemos expandir os fluxos como,
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T X X o rx rx
v, (xt)=c e +c e e l'}z(x,to)—d:[t?l +d2£ P

(C.7)

Os fluxos médios espaciais, pelo método LTS, podem ser expandidos

como,

i
v D=t + e ey )= + 4%

Além disto, existem as seguintes relagdes para os fluxos médios:

{ . il Sh-1
v, 0) =y, (0)= i _[0 v,(0h)dt=a, s T4, Es, =a E_+aE_,

o1
1k 1f
W, (%) = 3 .[ o Vi (phdt=b E +bE, e w,(x)= g .[ . V(1) dt=0,
0 0

e —1

2 2
15 1 (% rx 1
W‘*(O)za?oj: ¢1(x)dx=x—0[: WO Ty Tk -ph) ™ e

1 k=1 k

2 2
l 0 k 1 k k| rx 1 k
xOJ: Z]i¢,(0)(Pa+Pﬁ)+plrk (pﬂ—pa)}r N AL

k=1 1 k=1
2

2
1 " —1 1
z[@wmﬁw:w“—,w:—p;)}% - Ly gt

=1 1k k0 1 b=l

e

x x
0 0

1 1
W) =— J'O WGty de=c E +cE, e )= P j'(J vty dx=d E +dE,

(C8)

(C.9)

(C.10)

(C.11)

(C.12)

Assim as equacdes LTS, no tempo que estdo escritas na forma matricial
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em (C.1) sdo dadas por,

¢ esII_i_g eszt:
7 2

( SihweSit 4 oSt eszt) (eslt 25t 4 Sin eszf)} (C.13)

o
qj+(0)851t+lp_(0)eszt+?nl|: ales1f*€szt+ azeszf*eszf- b] '—'2— = bz )

% L’Sli +4 E’S?.r =
F 4 £

- o St St StySt St St SteSt (C.13a
w+({})€$'t—lp (0).‘5-5211 + —f[ —ﬂ]es|t*eszt+ ﬂzfszt*eszt-l- bI(e e & 26 s )+ b2(€ e 5 it )

0

onde foi usada a notacgao,

v, (0) + w,(0) v,0) -y, 0)
llj+(0) _ % e W () = __‘”'27\”1:( (C.13b)

lembrando que,

eslt i t eszt _ e—w‘i — g5, oS e s —52=—TJG§+GU¥=UG

a ] s 1 5

e dividindo as equacdes (C.13) e (C.13a) por e "', obtemos

l +¢ e—vcsi:
7 £

N ~ [ |— 1z -‘UGJ b —cht b —vo t —|
\P+(U}+\|-’ (O)E VG ﬁ'x_1||_ aI :U . a}i e—'us,t_ El[t_i_ 1-e } _z[l—e s +f€cst] | (C.14)
0 1

VUGS 2\ vos
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£ +4 e St =
f £

- Ul r 1—6’_’0‘33il 5 b I—E_,Usst b l—e_wst -I (Cl4a)
i 2 Tk gt g b e
LU L X, L—a1 C 2 ¢ vGS 2\ wvos £ J!

filsd 2
5

As equagoes (C.14) e (C.14a) podem ser reescritas como,

2vo x 206 x
s 0 s 0

vp (—2a +b +b v (2a —b —b ou[—2a +b b
[e —yt(0) + L h Q}[e?—w‘(oy bl g}-w‘.uf[—Z—z te_wf+51t =0 (C.15)

2vo 2uc x 2x 2;\:‘J

5 s 0 o

on(2a —b +b) o (2a +b +b ) v (2a,—b ) vpb
{‘,-W"(OH . -#H.gw‘(m 11 1 27 v, D2 20t —Ll-0 (Cl5a)

Para as equagoes (C.15) e (C.15a) serem compativeis devemos ter que

b,=0 e b,=2a,. Assim, lembrando que

L+t oot ¢ oot _ wot lro T Z’o‘i[ el —1 V.o -
,He,e s = lp“( 0}8 a0 = ¢ Nxﬂ , q!l(x,tg) =e aokc1 xr + Cﬂ_xo?'z 5 (C.16)
rx rx
vt _ vet vctlru _ ot _f.*lo—l ero—1
é{-i—ége s0 = lp’zf(fg)f? a0 = ¢ aaxﬂ . \pz(x,to)dx = ¢ ”[dl %7, + d} xr, G (C.16a)

substituindo estes valores nas equagoes (C.14) e (C.14a) e multiplicando-as por

—0G |
e a0, temos

A o' — 1\ B, ( & lfo— Es:wtn B ( esItHszto) - t i y
* = =
o TGy Y ox T4 oy YOV O €17)
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= y*(0) o — y(0)e%o (C.17a)

+d, a, +a, ox
X. T X 1‘2 ) st{l

t tsul
0 | e B (es1to—eszfu) M, (€% o—e )

d - d + a
k s 0

01 0

As equacdes na varidvel espacial podem ser escritas como, fluxos

médios em x=x, € em t=t,

0

v, (®) = v, O, () +w, 0, () +,U—tlibn(x) * ¢ (x)-b_(%) * §,() b, (@) * W, (xk) +b, (x) * \vz(x,i(,)]
b (C.18)
v, (%)=, (0),(x) +w, )b, ) *’vﬁ[ b, () * 0,0, () * () —b, (@) ¥ w) +b,(¥) * v (x|

Substituindo as expangoes (C.6), (C.6a) e (C.7) nas equagdes (C.18),

1 r {5
w[r(x)—aIEsI(bn(x}kbm(x))-ﬂzEﬂ(b]1(x)+b|2(x))+ﬁ | cb, (x)%e e b (0w ax-diblz{x)*e’-‘x-dzbw(x)*e"z"]:
1
= ﬁfu . b, () * 4,0, () * 4,
1 r r r
v, () E (b, (x}fbn(x))*azEﬂ(bm(x)mn(x)&ﬂ[c b (xprei'+ch (x)re S b (x)%e 1x—dzbn{x)*e ’]:

1
= ﬂ[ b, () * 6,0, * 6,

(C.20)

Desta forma por (C.19) e (C.20) temos 4 equagdes e 6 incOgnitas. Desta
forma, para tornarmos o sistema compativel vamos derivar as equagdes (C.20).

Para isto, vamos expandir os fluxos médios como,

v (=47 +4 e ey ()=¢ e e e (C21)

Para nao criarmos mais incognitas, vamos escrever as constantes ¢ ¢ ¢
em funcdo das constantes ja existentes. Assim usando as relagdes conhecidas
dos fluxos médios em x=0 e x=x, dadas pelas equagdes (C.9) e (C.10) em (C.21),

obtemos os sistemas,
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e’,] +£2 =g Es] +a, E’s?. ¢ +¢ =a bsq +a, b52 ]
rXx r.X nl e ra rx ((‘“22)
4ec+éeo=bFE +b E tero+d eso=10
T 2 et e T 1 2

Resolvendo estes sistemas e lembrando que b, =0 e b,=24, temos que,

T _rx rx _rx
—a E_ erota E,(2-€70 _aTEs]etu a,E,(2-e10)

é = e 4

1 rx rXx 2
g1o—g21

, (C.23)

rx rx
ero—ezo

{a1E1+a2E )erzxn (@ E +akE )Eflxﬂ

— s s1 e o 1761 2 s2 C24

1 ¥ x rX 2 r X rx ’ (C.24)
Eolas—2 250 etro—ezo

Logo, por (C.21) as derivadas dos fluxos médios em x=x, podem ser

escritos respectivamente como;

d ) ( ~2#.E.. 2r E_(1-¢"Po+eli)

dx lpu(x{)) - a] k e’ — e g ﬂz e’¥o — e’ | {CI25}
i (—2tE;) { 2nE,

e Py M P (€26)

Nas deducdes anteriores as seguintes notagdes foram utilizadas,

{ es]fo__ €s2£ 1 x rl x 12
r et _ el _|€v =1 _ [E_n —1
" L ol T e J E, [ = &, = ) (C.27)

Assim, obtemos um sistema de 6 equagdes e 6 incOgnitas. As

convolugdes que aparecem nestes sistemas sao calculadas como,
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1 1
bl,j(x)*w] (x,t 0) =c, (p‘_}_ et et + p§ e’ x " ) +c, (p‘,j e e’ + pi e"r x o' ) (C.28)
bg.(X)*lIJ’Z(X, t)=d, (pi el x " + pi el * el ) +d, (pl e x4+ pi e * erzx) (C.29)
ax bx ¥ bx
¥ —e ae’*—bpe
= 3 —(f* e y=r——— se azb
PLEINCE a-b dx a-b (C.30)
xeé?* — (¥ ¥ )= T paxftt se a=b
2 k k 2
@ -5 A
It x o ) = 2| 00 @k +pH)+ ‘7?“ flxed 4 Yy LB Txag (C.31)
k=1 KT = M7

Agora, fazendo x=x, nas equagoes (C.18) e suas derivadas e t =t, nas

equagoes (C.17) e (C.17a), obtemos a equagao matricial,

MC=V (C.32)

onde

0 + y(0) e 1
l|1+(0) L’srta = \p_(O} Eszta

1
vﬁ[ b, (0% (x) - b,z(x)*d;z(XJ]

V=|1 d
© ot d b”(X)*d:[(x}—bﬂ(x)*q;z(x)] ’ (C.33a)
1
E[ b,,09%,69~b,00,09 |
1

d
@; EI: b, ()% (x) - bzz(x)*d’z(x)J

Apéndice C Pdgina C.8



FORMULACAO LTSy PARA PROBLEMAS DE TRANSPORTE SEM
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onde notamos,
st 7
e, =e'? paral= 1,2, (C.33a)
b(x) * ox) = pl} e x ¢ x) + pi e ® §x) . (C.33b)
e a matriz M ¢é dada por,
e e
. + E E 0 0
oxX oxX ] 7
+ 0 s 0
pe we
0 0 E E
ox ox n 2
s 0 s 0
1 1 1 2 1 2 1 2 1 2
—.E”ﬁ (xﬂ) Ed{z_b (IU)) ﬂE(plla]+ptloﬂ) yz(piivi+p||pl) uz(_pﬂpl_ p]ZaQ) Uz{-pmps— p‘1231]
M- ) (C.34)
—2r 2r (1-¢ )
1 1 " 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2
E:] Y_ _(b (xﬁ}) E F‘_ _(b (xﬂ)y ﬂi(pﬂaﬂ-'-pﬂpl‘]) Uz{pﬂp.]]“' F"Hp?.]) 92(_p1zpﬂ_ p]'laﬂ) UZ(-plzaM_ p]ZPZ'I)
e (-4
2 2 1 2 1 1 ;| 2 1 2
E Ealb (xﬂ) _E{Z b (ICI) v‘l(p‘llpl-'— pinpl) Ui{p2123+P2192) nz(_pzzpt_ pzzpi) UZ(_pZ’.pJ_ pnpz)
2r 2r
L P . P 1 2 1 2 1. 3 T, .2
& El'l r_'.{b (IU)) E r__(b (IG)) ‘Bl(pxlp'l'l-'— pmz’:n) 02(p2.lp31+ pﬂpﬂ] v‘z(_pﬂpﬂ pﬂalﬂ) UZ(-pZZDﬁ pﬂgm}
£ g
onde foram usadas as seguintes notagoes:
: " .
g =¢éro— erzxo, el =+ erzxo, e = esfo - & ztu, (C34a)
Fa)=b@)+b@) e (Fa)y =4 b C.34b
0 M0 o (i} 3= E(n(x) + n(x))|ﬁ ( S )
0
Pagina C.9
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por Cynthia Feijé Segatto
9{. =eFwe’F| = x, e, Dﬂ - [erfx*erix:ll =xr et+e, (C.34¢)
X‘=XD mo
rx o rx reto—re™ I
rlx. r2x ETo—¢ro d 1 2 erot+erto i
D, = xe ==—, 2 = a2t = - , i=12 (C.34d)
X ]"I = }‘2 dx =t Ml o 2
[ 1 2
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APENDICE D

Isotropia linear

Neste apéndice vamos considerar o problema de ordenadas discretas

dependente do tempo com anisotropia linear, isto €
1

o™= @+1)B,PW)PM) =B +3B 1 1, (D.1)
£=)

isto é, o problema S ¢ descrito por,

N
F] (o]
v (xh+n o v (xh+oy (xh=7 > v (x Hw Br3Pu, m)+Q (&1, (D.2)

n=1

10
v

com as condigOes de contorno,

v (O,h)=f(t), w(xH=g(), n >0, (D.2a)

e a condigao inicial,

v (x0)=1¢ (x). (D.2b)

Ao aplicamos o método LTS nodal sobre a equagéo (D.2), recaimos na

solucdo das equagOes matriciais acopladas para os fluxos médios, dadas por
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¥ (x) = £‘1[H;‘ ()] #,(0) + £"[ﬁ;‘(s)] * G(x), (D3)
e

W(1) = £“[M;’(s)] w(0) + £“[ﬁ s )] « E(1), (D.4)

onde as matrizes M (s)eM(s) sao0, agora, escritas como

5+$ csﬁﬂwl_acﬂﬁlwlul Gswz 30-l][?|l'[0:.".l-|.2 '_Gsz_3GGBleHN
M 2p 2 2p 2 2 2
O's wl 3GDB wI l‘J"[ U! Us w?. 300 BI w?. IJ?. CFS wN 300 Bl wN p’N
T2 2 s Thadaa T2 2
M (s)= 2 . A (D.5)
_csw1_3ooﬁ1w1“1 _G’w2_360[31w2|.12 3 i_crsww_?)cro['}IwNpN
I 2p, 2 2p, 2 Hy 2|.1N 2
c
2 , }
§+00,—-C W —0 W K —C,W,~0 W1 K -0, W, —C W, K K
- Y o — 2 —_ —_—
- %Y e &teg, GW,~ %, W, K, Gy Wn—C Wyt My
M (s)= ; (D.6)
- - _ B _ 2
i S % Py e e §+00,-0, W, =0, Wy Py
onde
G = 33:'(75[31 = Uo-sﬁ
1 2 € Go - 2 (D?)
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A matriz ﬁx(s) tem a mesma forma da matriz unidimensional sem
dependéncia no tempo, desta forma sua inversa pode ser calculada como
Barichello [11] e a transformada inversa é dada pela técnica de expansao de

Heaviside como,

N
£-1[n_4 -1(5)]:2 Pkt (D)
k=1

onde os s sdo as N raizes distintas e simétricas do determinante de M (s) e as
k X

k - 3 - . . . -
P sao matrizes de coeficientes provenientes da inversao.

Vamos agora inverter a matriz M ,(s). Assim, seguindo o mesmo
raciocinio do caso isotrépico, primeiramente calculamos seu determinante
usando o fato desta matriz poder ser decomposta, como a soma de trés matrizes

segundo suas colunas,

M'(s)=[§1+9+?1 §2+gz+§2 §N+gN+€N] (D.9)

onde Ej , Cj e EJ, comj=1,2,..., N, sao sub-colunas definidas por,

E = COI[O 0 s 5HUG, s 0], (D.10)
C = COI[—-GU w, -0, w, —cowj] (D.11)
e

E = col[—c] AT —C, W, - w},pfuN:I. (D.12)
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O determinante da matriz M,(s), é calculado através da soma dos
determinantes das matrizes menores, a qual é bem reduzida, pois muitas

parcelas sdao nulas. Depois de alguns calculos encontramos que,

N N N
det(}\'_{r(s )) = (s+vg, )N_ -5 Z w, (o,+0, pf)+cocl Z Z ww(p-—H) |- (D.13)
k=1 k=1 £=1
Lembrando que,
Poas =W, +  i=12,0,0, (D.14)
podemos reescrever (D.13) como,
Na Njy N
det(M (5) ) = (s+05 )N (s+v0 )* - 2s+v5) Y. w(c+oul) +4o0 > wuly w | . (D.15)
k=1 k] &1
Ainda como [23,42],
Na
w =1 (D.15a)

e através de alguns algebrismos, podemos reescrever a equacao (D.15) como,

Ny
det(h_dr(s)):(s+vct)N_2 —s—vcri+2crn —s—yc{+20-12wkpf j (D.16)
o=

Acabamos de mostrar que o determinante da matriz M (s) possui N-2
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raizes iguais e duas raizes distintas, calculadas como em (D.16).

Vamos, denominar de M, a matriz dos cofatores da matriz M (s). Os
elementos da diagonal principal da matriz dos cofatotes sao obtidos diretamente

da equacao (D.14),

N2 Na
M,=(s+v5)| s+v5,-20, 2 w, || s+ve,~20, 3 w (D.16)
k=1 k=1

e os elementos fora da diagonal principal sdo obtidos , como

N
N-3
Mfi: (s+0,) (s+61)(cowi+61wipipa+coclZwiw(pl_pﬁpjpk—pipj—uf) . (D.18)
k=1

ket
L]

Utilizando as equagdes (D.16), (D.17) e (D.18), podemos escrever a

inversa da matriz M {s) como,

N-3
B M (s+c‘) m.o.. (S+G)N-3m
1 1 [ 12
M- det M (s) h -s) 2 -s)s—5) ' " N3 -
1 2 3 (s+o‘t)N_3 By e (s+0,)" "m, 5
1 o
(5-5)-s)s-s) 5 oy ’
onde
M.
mi. = —FNE (D 19&)
" (s+o,) '

Apéndice D Pigina D.5



FORMULACAO LTSy PARA PROBLEMAS DE TRANSPORTE SEM
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=]
$,=-v0,
N
§,=—vo,—-2a w
2 : . E g (D.19b)
Na
—— _ 2
s,=—bve,-20c, wa”k
k=]

Desta forma podemos, de forma analitica, inverter a transformada da
v SR , . .. .
matriz M (s), pelo uso da férmula de expansao de Heaviside. Assim, no caso

de anisotropia linear, os fluxos angulares médios sdo escritos como,

N N
y(x)=3 Py (0)+ Y PR x G, (D.20)
- k=1 - k=1 -
3 3
y, ()= Ut w(0)+ Y Ukesi v F, (D.21)
=1 =1 -

onde as matrizes coeficientes U* sio provenientes da inversdo da transformada
no tempo e s sao descritas por (D.19b). Acabamos, assim, de mostrar que no
caso de anisotropia linear o sistema dependente do tempo fica sempre reduzido
a soma de trés termos exponenciais, nao importando o valor de N considerado.

Mais ainda as trés raizes sio sempre conhecidas de forma analitica.
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