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Resumo 

Quando os núcleons ligados num núcleo se sobrepõem, a sua estrutura interna influencia 

as propriedades nucleares. Em especial, a estatística dos quanta elementares que constituem 

o núcleon se torna relevante. 

No intuito de investigar estes efeitos no contexto dos modelos de sóliton, considera-se 

sistemas simples unidimensionais. 

No modelo de sine-Gordon, o operador de Mandelstam, que cria sólitons topológicos 

p ~.mtuais, é modificado de maneira a levar em conta a estrutura do sóliton. O operador 

resultante cria férmions de carga topológica unitária e a sua aplicação sobre o vácuo de 

Fock produz um estado coerente no qual o campo médio é dado pela solução solitônica 

clássica. 

Pela ap licação sucessiva dos operadores, criando sólitons centrados em pontos diferentes, 

obtem-se um estado coerente no qual o valor esperado do campo é dado pela soma dos 

campos médios individuais. No estado de dois sólitons, a energia média de interação possui 

um comportamento de barreira de potencial, evidenciando a repulsão entre sólitons neste 

modelo. 

Cons ideramos também um modelo simplificado de sóliton não - topológico constituído 

de um único férmion confinado por um campo escalar bosônico. 

Tanto no modelo topológico como no não - topológico, a variação da norma de um 

estado de doi s sóli tons com a distância entre seus centros revela a competição entre as 

estatísticas fermiônicas e bosônicas. Na região de separação pequena, o aspecto fermiônico 

prevalece fazendo a norma do estado se aproximar de zero. Na região de separação média 

a norma excede a unidade devido à superposição dos quanta bosônicos. 
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Abstract 

When the nucleons, bounded inside a nucleus, overlap, their internai structure affects 

the nuclear properties. In particular, the statistics of the elementary quanta that constitute 

the nucleon become relevant. 

In order to investigate such effects in the context of soliton models, we consider simple 

one-dimensional sistems. 

In the sine-Gordon model, the Mandelstam operator, which creates point-like topologi­

cal solitons, is modifided in such a way as to account for the soliton structure. The resulting 

operator creates fermions with unitary topological charge and its application on the Fock 

vacuum produces a coherent state in which the mean field is given by the classical solitonic 

solution. 

By successive application of soliton creation operators, centered at different points, one 

obtains a coherent state in which the mean field is given by the sum of the individual mean 

fields. In the two-soliton state the mean interaction energy possesses a potential barrier 

behavior, displaying the repulsion between solitons in this model. 

Vve also consider a simplified non-topological soliton model, composed of one fermion 

confined in a scalar bosonic field. 

In the topological soliton modelas well as in the non-topological one, the variation of the 

norm of the two-soliton state, with the distance between their centers reveals a competition 

between the fermionic and bosonic statistics. In the small separation region the fermionic 

aspect prevails, making the norm go to zero. In the intermediate separation region, the 

norm exceeds unity due to the overlap of the bosonic quanta . 
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Capítulo I 

Introdução 

Acredita-se geralmente que a cromodinâmica quântica (QCD) seja a teoria fundamental 

das interações fortes [1]. A dificuldade em tratar a física de baixa energia, a partir da 

QCD, tem motivado a criação de modelos fenomenológicos que incorporam propriedades 

qualitativas da teoria como o confinamento e a simetria quiral. Vários modelos foram 

propostos para descrever o núcleon, entre os quais o mais simples é o modelo de quarks 

não - relatívistico [2], no qual os quarks estão ligados num potencial central que cresce 

infinitamente a grande distância. Um modelo que possibilita um tratamento relativístico 

dos quarks e incorpora um mecanismo explícito de confinamento é o modelo de sóliton 

não- topológico [5]-[10] . Neste modelo introduz-se um campo escalar possuindo uma auto­

interação não- linear e acoplado ao campo de Dirac dos quarks . No vácuo o campo médio 

não - nulo confere ao quark uma massa muito grande, enquanto que, em regiões do espaço 

onde a densidade hadrônica for suficientemente alta ocorre uma transição para valores 

pequenos do campo médio e da massa dos quarks. Deste modo, os quarks não podem 

escapar destas regiões conhecidas como "sacolas" ou "sólitons não - topológicos". 

Uma abordagem alternativa foi proposta por G. 't Hooft e E . Witten [11 ,12] que con­

siste numa generalização da QCD para um número de cores Nc muito grande. Neste limite, 

a QCD se reduz a uma teoria de mésons fracamente interagentes, na qual os bárions apa­

recem como sólitons topológicos. Argumenta-se que, para o valor físico Nc = 3, a QCD é 

aproximadamente equivalente a uma teoria efetiva deste tipo, que evidentemente deve pos­

suir as simetrias presentes na QCD, em especial a importante simetria quiral. O modelo de 

5 
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Skyrme [13]-[15], que envolve campos de mésons 1r (e K na sua versão estendida), apresenta 

estas características e seria a representação de baixa energia da QCD . O sóliton topológico 

de Skyrme (skyrmion) é associado ao núcleon e a seus estados excitados, identificando a 

sua carga topológica com o número bariônico. A lagrangiana de Skyrme é composta pela 

lagrangiana do modelo a não - linear, acrescida de um termo quártico no campo que ga­

rante a estabilidade energética do sóliton. Witten somou à ação de Skyrme estendida, com 

simetria quiral SU(3), um termo conhecido como o termo de Wess-Zumino para garantir 

que processos mediados na QCD pelas anomalias axiais (K+K- -----t 7r+7r07r- ; 1r
0 

-----t 21; 

etc.) ocorressem já ao nível clássico no modelo de Skyrme. Ao se efetuar uma rotação 

adiabática por 21r no skyrmion vê-se que, devido à presença do termo de Wess-Zumino, o 

funcional de estado troca de sinal, o que demonstra a natureza fermiônica do sóliton [23,24]. 

É inevitável perguntar quais as implicações dos modelos do núcleon acima mencionados 

para a estrutura dos núcleos complexos. A teoria nuclear usualmente considera o núcleo 

como um gás de Fermi de núcleons puntuais, possuindo um grande livre caminho médio. 

Esta descrição leva ao modelo de camadas, cuja validade aproximativa é comprovada por 

numerosos fatos experimentais. Ao se procurar uma justificativa para este modelo na 

teoria de muitos corpos, faz-se uso essencial do princípio de exclusão de Pauli, que inibe 

colisões , pois proíbe que núcleons sejam espalhados em estados já ocupados. No modelo 

de quarks não - relativístico, foi demonstrado que esta argumentação falha se os núcleons 

forem suficientemente extensos para se superporem apreciavelmente no núcleo. A razão 

é que, nesta. situação , o princípio de Pa.uli deve ser aplicado, não ao nível dos núcleons, 

e sim ao nível dos quarks. Mesmo se o real tamanho do núcleon autorizar o argumento 

usual, as trocas de quarks entre núcleons diferentes introduzem correções nas propriedades 

nucleares, por exemplo , nas funções de estrutura medidas no espalhamento lépton-núcleo 

profundamente inelástico [28]. 

No modelo ele sóliton não - topológico, a estatística bosônica elos quanta elo campo 

de confinamento também deve manifestar-se quando os sólitons se sobrepõem. Assim, 

é interessante investigar de que modo conclusões alcançadas no modelo de quarks não -

relativístico são afetadas por este aspecto adicional. Interpretando o campo confinante 

como associado a um condensado de glúons, pode-se até especular sobre a possibilidade 
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de observar os efeitos de estatística em questão nas funções de estrutura gluônicas de um 

núcleon imerso no meio nuclear. 

Já no modelo topológico, a tentativa de abordar estas questões esbarra num obstáculo 

conceitual considerável, qual seja, a emergência do caráter fermiônico do sóliton como 

conseqüência da topologia do campo fundamental bosônico. Deste modo, os aspectos das 

estatísticas fermiônica e bosônica não podem ser separados e uma compreensão das suas 

conseqüências se torna difícil. Mesmo assim, um esforço neste sentido parece imprescindível 

para o enquadramento do modelo de Skyrme na física nuclear. Na presente dissertação , 

realizamos alguns passos nesta direção . 

Para realizar este tipo de estudo torna-se necessário construir operadores de cnaçao 

para núcleons, que levem em conta a estrutura dos mesmos. No modelo de quarks não -

relativístico, não é difícil escrever um operador que cria três quarks nos estados desejados, 

cuja parte espacial é descrita por uma função de onda especificada pelo modelo. A extensão 

para o sóliton não - topológico é simples, pelo menos se os quarks do mar de Dirac forem 

ignorados : multiplica-se um operador do tipo anterior para os quarks por um operador para 

o campo confinante que, quando aplicado sobre o vácuo de Fock, cria um estado coerente 

no qual o campo médio possui a forma prescrita pelo modelo de confinamento. No modelo 

de Skyrme a construção , a partir do campo bosônico, de um operador que aumente a 

carga topológica por uma unidade e satisfaça as relações de anticomutação características 

de um operador de criação fermiônico representa um desafio considerável. Tentativas no 

sentido de construir operadores de campo para objetos topológicos podem ser encontradas 

na literatura. Porém, estas construções em geral incorporam somente alguns aspectos 

globais da configuração de campo associada ao objeto em questão (por exemplo, o seu 

comportamento assintóti co) e não os detalhes de uma solução solitônica das equações de 

campo . Assim, os operadores obtidos não servem para criar estados quânticos associados 

a es tas soluções . Di ante desta situação , faz sentido considerar primeiro um modelo 

simplificado definido num espaço unidimensional. Deste modo, reduzimos a dificuldade 

matemática ao eliminarmos o spin e as outras dimensões do problema e, ao avaliarmos os 

efeitos oriundos da extensão espacial dos sólitons, adquirimos experiência para um cálculo 

futuro em três dimensões . 
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O modelo de sine-Gordon [46] é um modelo unidimensional, que possui propriedades 

topológicas similares ao modelo de Skyrme, onde um operador de criação de sólitons to­

pológicos puntuais foi construído por S. Mandelstam. Este operador conecta o modelo de 

sine-Gordon, cujo campo fundamental é bosônico, com o modelo de Thirring massivo, cujo 

campo básico é fermiônico. Além de criar sólitons no modelo de sine-Gordon, este mesmo 

operador satisfaz relações de anticomutação e a equação de campo do modelo de Thirring. 

Portanto o sóliton de sine-Gordon pode ser identificado com o férmion de Thirring. Con­

tudo, o sóliton criado pelo operador em questão é puntual, possuindo um perfil de função 

degrau [42,43]. 

Uma modificação do operador, para que ele venha a criar sólitons extensos , nao está 

disponível na literatura, embora esta possibilidade esteja sugerida no artigo original de 

Mandelstam. Este será o nosso primeiro obj etivo nesta dissertação . Partimos da suposição 

que a es trutura do sóliton é especificada por uma solução clássica estática da equação 

de campo. No intuito de incorporar esta estrutura ao operador de criação , requeremos 

que o valor esperado do campo bosônico, no estado coerente obtido pela aplicação do 

operador sobre o vácuo, reproduza a solução em questão . Esta propriedade, junto com 

as condi ções, já satisfeitas pelo operador de Mandelstam, que determinam a estatística e a 

carga topológi ca associadas, nos fornece um operador de criação apropriado para o estudo 

de efeitos de superposição em sistemas multisolitônicos. 

Em posse dos operadores de criação para sólitons extensos, podemos gerar a partir do 

vácuo , pela apli cação repetida destes operadores, estados contendo um número arbitrário de 

sóli tons centrados em pontos diferentes . Por construção , estes estados são anti-simétricos 

frente à troca de qualquer par de sólitons. Como demonstraremos, são estados coerentes nos 

quais o valor esperado do campo bosônico é dado pela soma dos campos médios associados 

a cada sóli ton. Devido ao cará ter não - linear da equação de campo, o campo médio 

total ev identemente não é solução desta equação . Este resultado não surpreende, já que as 

interações ent re sólitons não estão levadas em conta na construção do estado multisolitônico. 

Podemos avali ar a natureza destas interações calculando o valor esperado do hamiltoniano 

de sine- Gordon no estado de dois sólitons, em função da distância entre seus centros . Ao 

realizar este cálculo , verificamos o caráter de repulsão da interação , que já tinha sido 
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aduzido por meios alternativos na literatura. 

Para estudarmos efeitos de superposição num gás de Fermi, precisamos dos operadores 

de criação para sólitons com momentum linear bem definido. Estes podem ser construidos 

por transformação de Fourier dos operadores que criam sólitons localizados no espaço. Um 

mar de Fermi pode então ser preenchido pela aplicação de um produto dos operadores assim 

obtidos sobre o vácuo, de maneira usual. Contudo, este processo revela-se computacional­

mente árduo pois, ao contrário do que ocorre no modelo de quarks não - relativístico, se 

usarmos funções de onda gaussianas para os quarks, não é possível separar o movimento do 

centro de massa nos modelos de sóliton. Como demonstra o estudo realizado por G. Krein 

[ ~6], no contexto do modelo de quarks, as modificações no gás de Fermi de núcleons devidas 

à estatística dos seus constituintes originam-se de efeitos já presentes na superposição de 

dois núcleons extensos localizados no espaço. Consequentemente, justifica-se num trabalho 

exploratório, restringir a análise a este sistema mais simples . 

A um nível intuitivo, o papel da estatística dos constituintes num sistema de núcleons 

compostos pode ser entendido da seguinte maneira. Se considerarmos um tal sistema, a 

operação que consiste em acrescentar mais um núcleon será afetada pelo fato que os estados 

nos quais os quanta elementares devem ser colocados já possuem uma certa probabilidade de 

serem ocupados. Assim, a adição de quanta obedecendo à estatística de Fermi será inibida, 

enquanto que, para quanta bosônicos ela será estimulada. Se definirmos o operador de 

criação para núcleons localizados, de maneira tal que o estado obtido pela aplicação deste 

operador sobre o vácuo seja normalizado, a norma Z(d) do estado, obtido pela aplicação 

ao anterior de um operador criando um segundo núcleon, será uma função da distância d 

entre os centros dos núcleons. Primeiramente, a estatística fermiônica dos próprios núcleons 

implica que a função Z(d) se anula para d = O. Além di sso, se o núcleon conter quanta 

elementares fermiônicos, a estatíst ica destes tenderá a reduzir a norma para d =/ O também. 

Os quanta bosônicos terão o efeito oposto, isto é, o de fazer a norma crescer acima da 

unidade, valor este que ela deverá assumir para d suficientemente grande, pois a estatística 

dos constituintes se torna irrelevante quando não há superposição dos objetos compostos. 

Utilizando o critério exposto no parágrafo anterior, avaliaremos nesta dissertação os efei­

tos de estatística que ocorrem na superposição de dois sólitons de sine-Gordon. Também 



Capítulo I. Introdução 10 

consideraremos um modelo simplificado de sóliton não - topológico unidimensional consis­

tindo num único férmion confinado por um campo escalar. Pode-se considerar este férmion 

como representando o sistema, não resolvido, de três quarks do modelo realístico. Assim, 

o modelo simplificado serve para analisar os efeitos associados ao campo confinante, ig­

norando os efeitos de estatística dos quarks , que seriam semelhantes àqueles já estudados 

no modelo não - relativístico. Além do interesse intrínseco em avaliar os efeitos bosônicos 

no modelo não - topológico, este modelo simples permite uma comparação instrutiva dos 

resultados para a norma Z(d), obtidos nos modelos topológicos e não- topológicos . Como 

veremos, observa-se uma notável semelhança: o comportamento da função Z(d) no mo­

delo topológico pode ser elucidado por referência ao não - topológico, no qual os efeitos 

fermiônicos e bosônicos são claramente separáveis. 

A divisão dos capítulos será a seguinte. O capítulo li será destinado a uma revisão geral 

de ass untos relacionados com as interações hadrônicas e importantes no desenvolvimento e 

na motivação do trabalho. Na primeira parte do capítulo, discutiremos brevemente a QCD, 

o modelo de sóliton não- topológico de Friedberg e Lee e o modelo de Skyrme. Resumiremos 

os aspectos essenciais da análise, realizada por G. Krein, dos efeitos de estatística no modelo 

de quarks não - relat ivístico. A segunda parte será dedicada aos aspectos topológicos dos 

modelos de sóli ton, enfocando em especial a origem do spin e da estatística fermiônica em 

modelos cujo campo fundamental é escalar. 

No capítulo III apresentaremos o modelo de sine-Gordon e a sua equivalência com o 

modelo de Thirring massivo, juntamente com o operador de Mandelstam, mostrando a sua 

atuação nos doi s modelos. 

No cap ítulo IV ini ciaremos a parte original da dissertação com a modificação do ope­

rador de Mandelstam, destinada a levar em conta a estrutura do sóliton. Formularemos 

a relação que garante a anticomutação do operador modificado. Invocando o princípio 

variacional, demonstraremos que o campo médio no estado coerente obtido pela aplicação 

do operador sobre o vácuo deve ser dado pela solução clássica estática do modelo de sine­

Gordon. Resolveremos estas relações para determinar completamente o operador de criação 

para sóli tons extensos locali zados. 

O capít ulo V será de apli cações deste operador no cálculo de quantidades associadas ao 
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estado de dois sólitons, cujos centros estão separados por uma distância d. Analizaremos 

os efeitos de estatística na norma Z(d) deste estado. Também calcularemos, em função de 

d, a energia média de interação sóliton-sóliton, confirmando o seu caráter de repulsão . 

No capítulo VI construiremos o modelo simples de sóliton não - topológico, calculando 

de novo a norma Z(d) do estado de dois sólitons. Compararemos os resultados com aqueles 

obtidos no modelo de sóliton topológico. 

O capítulo VII será o de conclusões e perspectivas, seguido de cinco apêndices onde 

serão apresentados cálculos complementares aos desenvolvidos ao longo da dissertação . 

--~-- -~--- -------------------------' 
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Interações Hadrônicas - Uma Revisão 

II.l Cromodinâmica Quântica e Modelos para o Núc leon 

11.1.1 Introdução 

As experiências destes últimos 20 anos, relacionadas com interações fortes, em física de 

partículas como também em física nuclear, têm demonstrado que os hádrons são partículas 

que possuem uma estrutura interna. A descoberta da simetria SU(3) dos bárions e mésons 

serviu de base para criar o modelo de quarks . Mais tarde estes seriam identificados como 

sendo os reais constituintes dos hádrons pelas experiências de espalhamento profundamente 

inelástico. Hoje há seis tipos de quarks ( u,d,s,c,t,b) conhecidos, genericamente chamados 

de sabores. Os quarks a.inda possuem três cores, nome dado à carga responsável pela 

interação fort e . . ~credita-se que a cromodinâmica quântica (QCD) seja a teoria fundamental 

que descreve as interações fortes, com o glúon sendo o seu mediador (1]. Diferente da 

eletrodinâmica <:tuântica (QED), onde a força eletromagnética decresce com a separação 

dos corpos intera.gentes, a QCD descreve um tipo de força. que aumenta de intensidade a 

medida que os corpos se afastam e diminui assim que eles se aproximam. Desta forma, 

na região de alta energia (distâncias pequenas), os quarks encontram-se essencialmente 

li vres, condição conhecida como liberdade assintót ica. Este fato permite o uso de técnicas 

perturbativas para testar a teoria neste limite. Na região de baixas energias (distâncias 

longas), o que corresponde ao domínio da física nuclear, os quarks apresentam-se em estados 

fortemente ligados e os hádrons aparecem como singletos de cor, ocorrendo , então , o 

12 
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fenômeno conhecido como confinamento de cor. 

Em princípio toda a física nuclear deveria estar contida dentro da cromodinâmica 

quântica, no entanto, a resolução das equações da QCD torna-se muito difícil, na região de 

baixa energia, e propriedades básicas na física nuclear como, por exemplo, as massas ou 

momentos magnéticos dos hádrons não podem ser calculadas. A forma de contornar estas 

dificuldades consiste em extrair da QCD algumas de suas propriedades qualitativas, como 

simetria quiral e confinamento, e incorporá-las em modelos fenomenológicos. 

A QCD baseia-se no postulado de simetria local (invariância de gauge) SU(3) associada 

à cor; a sua lagrangiana é: 

(II.l) 

onde qtc(x) é o campo de quarks, com f sendo o índice de sabor, c o índice de cor, p o 

índice espinorial; 1~-' são as matrizes de Dirac em a matriz de massa dos quarks. A derivada 

covariante D~-' é: 

(I I. 2) 

com 8~-' sendo a derivada espaço-temporal, g0 a constante de acoplamento e 

( II.3) 

onde G~ (a = 1, ... , 8) é o campo de glúons e Àa as matrizes de Gell-Mann. O tensor de 

campo gluônico é dado por: 

(II.4) 

Pode-se mostrar que a lagrangiana da QCD de 3 sabores (II.l) no chamado limite quiral, 

isto é, m u = md = 1ns = O, possui uma invariância global do tipo U(3)L 0 U(3)n, onde L 

representa esquerdo (left ) e R direito (right) . Este grupo de simetria pode ser decomposto 

em componentes vetori ais e axiais obtendo: 

U(3)L 0 U(3)n := SU(3)v 0 SU(3)A 0 U(l)v 0 U(l)A · (II.5) 

P ela conhecida anomalia axial de Adler-Bell-Jackiw [3,4] a simetria U(l)A é quebrada no 

processo de quantização , não sendo portanto uma simetria da respectiva teoria quântica. 
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Afora esta anomalia acredita-se que a simetria quiral é espontaneamente quebrada por: 

U(3)L ® U(3)R/U(1)A -----+ SU(3)v ® U(l)v (II.6) 

com o aparecimento de oito bósons de Goldstone, sem massa, que formam o octeto pseu­

doescalar de mésons: ?r 0 ,7r±,ry,K0 ,~,K±. A simetria SU(3)v COITesponde à conservação 

do isospin e da estranheza, nas interações fortes, enquanto que a simetria U(l )v está rela­

cionada com a conservação do número bariônico. 

Il.1.2 O Modelo de Sóliton Não - topológico 

Na seção anterior foram mencionadas as dificuldades encontradas no manuseio da QCD 

na região de baixa energia e a conseqüente necessidade de se recorrer a modelos para des­

crever a física hadrônica. Apresentaremos a seguir um modelo para o núcleon que incorpora 

a propriedade de confinamento da QCD que é o modelo de sóliton não - topológico. 

Na tentativa de descrever o aspecto qualitativo do confinamento, o vácuo da QCD 

é usualmente comparado a um material dielétrico fazendo-se uma analogia direta com o 

eletromagnetismo clássico [5]. Sabe-se que o campo elétrico E é menor dentro do dielétrico 

do que no vácuo: 

1 
E= -Eo 

k 
(II. 7) 

onde Eo é o campo no vá.cuo e k a constante dielétrica do meio, sendo que k ~ 1. O fato 

de E ~ Eo é conhecido como blindagem. Pode-se imaginar um meio hipotético onde 

O<k« l. (II.S) 

Neste me10 ocorre o fenômeno de antiblindagem. Uma carga elétrica E+ colocada num 

certo ponto (fig.II.l) provoca um rompimento do material, criando um buraco. A carga 

induzida na superfície tem o mesmo sinal que a carga central, pelo efeito de antiblindagem, 

impedindo o colapso do buraco. Num dielétrico comum (k > 1) a carga induzida seria 

de sinal oposto e o sistema colapsaria. Assim, retornando à discussão do confinamento 

na cromodinâmica quântica, assumimos que o vácuo da QCD é um meio dielétrico de cor 
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+ 
+ + 

+ + 

+ + 

+ 

Figura II.l: Modelo do vácuo da QCD 

caracterizado por uma constante dielétrica satisfazendo (II .8). Seguindo o argumento feito 

para o eletromagnetismo podemos dizer que sempre que há quarks ou antiquarks presentes 

deve existir uma inomogeneidade no espaço ao redor das partículas, criando uma estrutura 

usualmente denominada de "sacola". 

Na QCD , o vácuo pode ser considerado como um condensado de glúons que surge em 

conseqüência das interações não - lineares dos campos de cor . O modelo de sóliton não­

topológi co [6 ,7,8,9, 10] representa este condensado por um campo escalar (j que assume 

um valor diferente de zero no vácuo, mas se anula no interior das sacolas. A lagrangiana 

correspondente pode ser escrita como uma soma de três termos: 

(I I. 9) 

O primeiro termo é o termo de quarks: 

(li. lO) 

O segundo termo de (II.9) é associado ao campo (j: 

1 2 
La = 2(8~-t(j) - U((j), (II.ll) 
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Para permitir a renormalização a auto-interação do campo é escolhida da seguinte forma: 

a b c 
U(cr) = p + -cr2 + -cr3 + -cr4 

2 6 24 
(II.l2) 

onde as constantes a, b, c, p são parâmetros do modelo . O último termo em (II.9) acopla os 

quarks ao campo confinante: 

(II.l3) 

O potencial U(cr) (fig. II.2) apresenta dois mínimos, um em cr = O e outro em cr = CTvac 

com 

- 3 [ 2 8 1/2] CTvac- - -b+ (b - -ac) . 
2c 3 

(II.l4) 

Este, sendo o mínimo absoluto, é o valor do campo médio no vácuo; a constante p em 

(11.12) é determinada pela condição U(crvac) = O. O acoplamento dos quarks ao campo cr 

introduz uma massa gcr que é acrescida à massa m. Os parâmetros do modelo são escolhidos 

de maneira tal que o acréscimo gcrvac à massa do quark no vácuo seja muito grande. Nas 

regiões onde a densidade de quarks for suficientemente alta, ocorrerá uma transição do 

mínimo cr = CTvac para o mínimo cr =O, pois o aumento da energia potencial será mais que 

compensado pela diminuição da massa dos quarks . Os quarks permanecerão confinados 

nas sacolas onde cr = O, minimizando, assim, a sua massa. 

Esboçamos a seguir o procedimento seguido na construção de estados hadrônicos a 

partir da lagrangiana (II.9). Podemos expandir o operador q como: 

(II.15) 

sendo { qk} um conjunto ortonormal completo e arbitrário de funções espinoriais de Dira.c 

e ck os respectivos operadores de destruição de férmions. O campo escalar pode ser escrito 

como: 

(II.16) 

onde cr0 é um campo tipo função - c independente do tempo e cr1 é um operador. Como 

preliminar a um cálculo dinâmico mais completo considera-se usualmente a aproximação de 
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o a U vac 

Figura 11.2: A forma geral de auto-interação U(a) 

campo médio, que consiste em desprezar a flutuação quântica a 1 e em atribuir ao hádron 

um número fixo de quarks de valência (3 quarks para os núcleons e um par quark-antiquark 

para os mésons). A minimização do valor esperado do hamiltoniano em relação a qk e a0 

leva a um conjunto de equações de movimento acopladas: 

(-ia· \7 + gf3ao)qi 

\lao- U'(ao) g 2::: 
k (vai é ncia) 

(II.l7.a) 

(II.l7 .b) 

onde U'(ao) = dU(a0 )/da0 e a, (3 são matrizes de Dirac. Os autovalores t:; fornecem as 

energias dos quarks. Exemplos de resultados [9] obtidos na resolução numérica destas 

equações estão mostrados nas fig. II.3 e fig. II.4. Verifica-se o comportamento esperado: o 

campo médio estát ico a 0 é pequeno perto da origem (centro da sacola) e tende para o valor 

avac a grande distância; a densidade de quarks decai rapidamente fora da sacola. 



Capítulo II. Interações Hadrônicas - Uma Revisão 18 

g=90 

4 
c= 1.2 X I 0 5 C= 8 X 10 

0.4 0 .8 1.2 1.6 
R (fm) 

Figura 11.3: O campo O"o como função da distância do centro do núcleon [9] 

de 

10~-- ,. g o90 

05~ ~~ I 
o . ' ' g = 2~0 J 

co 1.2 x o o' J I 
I 

Densidade 

quarks 
g = 90 

0~'--~~~~~~~~~~~~--~_j o 0.4 0 .8 1.2 1.6 
R (fm) 

Figura. II .4: Densidade de qua.rks em função da distância. do centro do núcleon [9] 
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II.1.3 O Modelo de Skyrme 

A forma fenomenológica de abordar a física hadrônica de baixa energia a partir da QCD, 

apresentada na seção anterior, era a alternativa existente tendo em vista que uma derivação 

direta apresentava-se como uma tarefa muito difícil. A constante de acoplamento da QCD 

varia com a escala de energia e, como foi mencionado, os quarks encontram-se fortemente 

ligados nos hádrons, impedindo que se use técnicas perturbativas. Para que houvesse 

qualquer tipo de progresso na investigação das propriedades nucleares extraídas da QCD, 

era preciso encontrar um parâmetro de expansão que não fosse a constante de acoplamento. 

O possível parâmetro de expansão proposto por G. 't Hooft e E. Witten foi o número de 

cores Nc. A generalização da QCD para o grupo de gauge SU(Nc) apresenta um limite suave 

quando Nc -t oo [11,12]. Os mésons tornam-se não interagentes, neste limite, pelo fato do 

acoplamento méson-méson g ser da ordem 1/ Nc, portanto pode-se considerar a QCD como 

representando uma teoria de campos de mésons fracamente interagentes. Witten mostrou 

q_ue o tamanho e a seção de choque dos bárions independem de Nc enquanto que a sua 

massa pode ser calculada resultando em: 

1 1 
MB = NcEq = jN Eq""' -Eq. 

1 c g 
(II.18) 

onde Eq é a energia total do quark. Esta dependência da massa na constante de acoplamento 

é característica de um sóliton. A interpretação final dada por Witten ao mundo de Nc 

grande é a seguinte: a QCD é reduzida a uma teoria de mésons fracamente interagentes 

enquanto que os bárions aparecem como sólitons topológicos destes campos mesônicos. O 

modelo de sóliton topológico proposto por Witten para descrever a física de baixa energia 

é o modelo de Skyrme [13]-[19]. 

O modelo de Skyrme SU(2) , que corresponde à QCD com dois sabores ( u,d), deriva do 

modelo CT não - linear: 

(II.19) 

onde ( CT, 1r ) formam um quadruplete de campos escalares que possui o seguinte vínculo: 

(II.20) 
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sendo J1r a constante de decaimento do píon. Este vínculo restringe os campos sobre uma 

esfera S 3 . A lagrangiana (II.l9) pode ser reescrita usando uma matriz do espaço de isospin 

SU(2) definida por: 

U(x) ;7r [(J(x) +ir· 1r(x)]. (II .21) 

Obtem-se: 

(II.22) 

Para qualquer tempo fixo, U(x, t) define um mapeamento do espaço tridimensional R3 

à variedade da esfera S 3 , com a condição de contorno natural que garante uma configuração 

de campo com energia finita, isto é, oJ.LU--+ O quando I x I-+ <X>, ou ainda: 

U(x, t)!xl-oo ------+constante = Uvac = 1 (II.23) 

onde a constante foi escolhida de maneira a impor que os campos de píons sejam nulos 

a grande distância. Assim todos os pontos no infinito de R3 estão mapeados no mesmo 

ponto, o que permite que R3 seja compactificado na esfera S3
. Portanto as configurações 

de campo são mapeamentos do tipo: 

(II.24) 

A lagrangiana (II.22) é invari ante frente à transformação SU(2)L ® SU(2)R 

(I I. 25) 

onde a e b são vetores constantes. Notamos que a configuração de campo do vácuo (II.23) 

é invariante frente as transformações (II.25) com a=-b , que constituem o grupo SU(2)v. 

Em contrapartida, as t ransformações com a=b , que correspondem a SU(2)A, alteram o 

vácuo. Assim a simetri a SU(2)A é espontaneamente quebrada e o modelo () não - linear 

reproduz o padrão de simet rias da QCD para caso de dois sabores. 

A energia associada a uma solução estática é: 

(II.26) 



Capítulo II. Interações Hadrônicas - Uma Revisão 21 

Se fizermos uma troca de escala do tipo x = Rx', com R representando o tamanho do 

sóliton, obtemos: 

(II.27) 

O mínimo de energia, EuNL = O, é obtido para um objeto de tamanho R = O. Para 

contornar esta dificuldade, Skyrme acrescentou um termo quártico à lagrangiana LuNL, no 

sentido de estabilizar o sóliton: 

(II.28) 

onde Ls é a lagrangiana do modelo de Skyrme e 

(II.29) 

sendo L~-' = ut 8~-'U e e uma constante adimensional. Assim obtemos: 

Es = EuNL + E4 = aR+ /3/R (11.30) 

onde a e f3 são constantes positivas. Desta forma podemos ver que Es efetivamente possui 

um mínimo: 

f3 a- - =0 RZ 
f3 

2 R3 >O. (11.31) 

Em conseqüência do vínculo (11.20) , pode-se definir uma corrente conservada, de natureza 

topológica: 

(II.32) 

juntamente com uma carga topológi ca: 

(II.33) 

Esta carga é um número inteiro que conta quantas vezes o mapeamento (11.24) cobre a 

variedade de campo 5 3 . A associação do modelo de Skyrme com a física nuclear é realizada 

identificando a corrente topológica com a corrente bariônica e a carga topológica com o 
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número bariônico. O sóliton de Skyrme é o mapeamento U independente do tempo do 

espaço tridimensional à variedade do SU(2) dada por: 

U(x) = exp (ir · rF(r)) (II.34) 

onde a função F(r) é chamada de ângulo quiral. Esta expressão que corresponde à situação 

de simetria máxima é conhecida pelo nome de hedgehog (ouriço) e é usada para descrever 

o núcleon. Com o ansatz (II .34) a equação de movimento associada à lagrangiana (IL28) : 

â~-'LJ.L- f~ 2 â~-' [Lv, [LJ.L,Lv]]=O 
4 1re 

(II.35) 

fica reduzida a uma equação diferencial não -linear para a função F, que pode ser resolvida 

numericamente. A massa do sóliton estático é dada por: 

M = 41r {o= dr r2 { J; (F'2 + 282) + _1 82 (2F'2 + 82 )} 
Jo 2 r2 2e2 r2 r2 (IL36) 

onde 8 = sin F( r) . Em qualquer modelo razoável para o núcleon os estados de spin e isospin 

devem aparecer. No modelo de Skyrme eles aparecem juntos como estados quânticos asso­

ciados às rotações coletivas do ouriço. Cálculos de quantidades físicas podem ser efetuados 

avaliando elementos de matriz e valores esperados nestes estados. Usando as massas do 

núcleon e da ressonância delta como parâmetros de entrada, pode-se determinar as cons­

tantes e e J1r e estimar grandezas como, por exemplo: os momentos magnéticos do próton 

e do neutron e o raio quadrático médio bariônico com uma margem de erro de"" 30% [18]: 

quantidades teórico ex per. 

físicas 

f.lp 1.88 2.79 

f.ln -1.32 -1.91 

<r >1(2 .59 fm .72 fm 

O acordo con1 os dados experimentais pode ser melhorado pela inclusão de várias 

correções [20]-[22]. 

O modelo de Skyrme pode ser generalizado para corresponder ao caso de três sabores 

(u,d,s), introduzindo a matriz de campo SU(3): 

U(x) = exp ( iÀa</Ya(x)j f1r ) (IL37) 

---
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onde cPa(x) (a = 1 ... 8) representa o octeto pseudo-escalar de mésons 1r, K e ry. Witten 

observou [23,24] que a lagrangiana do modelo (}' não - linear possuía uma simetria global 

do tipo U(3)L 0 U(3)R e as duas simetrias discretas: 

U(x, t) 

U(x, t) 

A simetria (II.38. b) proíbe processos do tipo: 

U( -x, t) 

ut (x, t). 

(II.38.a) 

(II.38.b) 

(11.39.a) 

(11.39.b) 

onde um número par de mésons pseudo-escalares decaem num número ímpar, ou VIce-

versa. Os processos (11.39) são mediados, na QCD, pelas anomalias e são excluídos do 

modelo (}'não- linear. Witten acrescentou às equações de movimento um termo invariante 

U(3)L@ U(3)R, mas que quebrava (II.38.a) e (11.38.b) separadamente, preservando o seu 

produto (que é a operação de paridade para um méson pseudo-escalar na QCD). A ação 

correspondente que realiza esta tarefa sobre as equações de movimento é o chamado termo 

de Wess-Zumino: 

S - iNc t ds J.LVDI(3-y T·[L L L L L ] WZ - ---
2 

X é l J.L v 01 (3 -y 
2407r Es 

(II.40) 

onde E5 é uma superfície penta-dimensional. O termo de Wess-Zumino também será res-

ponsável pelo caráter fermiônico do skyrmion, a ser visto mais adiante. 

11.1.4 Com.patibilidade dos Modelos para o Núcleon com a Física Nuclear 

A forte evidência experimental (números mágicos, grande livre caminho médio para 

núcleons , espalhamento quase-livre, etc.) indica que o modelo de camadas [25] é uma boa 

aproximação para a estrutura dos núcleos. Muito ela teoria nuclear estabelecida considera 

o núcleo como um gás ele Fermi ele núcleons puntuais. No entanto o fato elo núcleon 

ser composto por quarks confinados em sacolas com raios da ordem de 1 fm, ou mesmo 

ser representado por um sóliton topológico extenso, sugere o aparecimento ele efeitos ele 
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superposição nas diversas quantidades físicas, já que a distância média entre núcleons na 

matéria nuclear é da ordem de 2 fm. Independentemente de possíveis efeitos dinâmicos, o 

caráter de gás de Fermi dos sistemas nucleares deve ser alterado por efeitos de estatística 

dos quanta elementares constituindo os núcleons, uma vez que estes podem se superpor. 

No modelo de quarks, o caráter fermiônico e o princípio de Pauli são transferidos do nível 

nucleônico para o nível dos quarks, com conseqüências já apontadas na literatura [26,27,28]. 

Ao se considerar o núcleon composto por apenas três quarks sem impor nenhum me­

canismo específico de confinamento pode-se mostrar que a relação de anticomutação entre 

os operadores de criação e destruição do núcleon é modificada. Para um núcleon puntual, 

quantizado numa caixa finita com condições de contorno periódicas, temos 

(II.41) 

onde o subscrito i indica os números quânticos de momentum (p;) , spin (m;) e isospin (t;) 

do núcleon e Ó;j é a delta de Kronecker. Entretanto se considerarmos o núcleon como uma 

partícula extensa, isto é, composta de três quarks o seu operador de criação seria dado por: 

(II.42) 

onde j = 1, 2, 3 é o índice de cor, <Yj rep resenta os números quânticos de spin e isospin do 

quark de cor j e os T/"10203 são os coeficientes de Clebsch-Gordan de SU( 4). A função de 

onda de um quark no espaço de momentum é ~(k) e a constante N; garante a normalização 

do estado de um núcleon. A partir das relações de anticomutaçào usuais dos operadores de 

criação e destruição para quarks, não é muito difícil most rar que: 

(II.43) 

onde 6.;j é um op erador que leva em conta o fato do núcleon ser composto. O estado de 

gá.s de Fermi de N núcleons é definido assim: 

N 

1 N) = rr bJ 1 o). (11.44) 
i=l 

Para estimar a degradação do estado de partícula única na matéria nuclear, devido à 

estrutura interna do núcleon, consideramos um estado de N partículas normalizado com 
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no máximo um estado não ocupado em comparação ao estado fundamental e construímos 

um estado de (N + 1) partículas, criando uma partícula extra no buraco ou na superfície 

do mar de Fermi . A norma deste estado é dada por : 

z. - (N I b;b} I N) 
.N- (N IN) (II.45) 

Para núcleons puntuais Z;N = 1, entretanto para núcleons extensos temos ziN -I 1. A 

modificação na norma é causada pelo fato de ser possível que dois núcleons venham a 

se superpor e a estatística dos quarks modificar as suas estruturas . Em particular as 

componentes das funções de onda de dois núcleons são destruídas quando todos os números 

quânticos dos quarks coincidirem. O quanto Z;N se afastar da unidade é a medida da 

degradação da natureza de partícula única do estado i. 

Como preliminar ao estudo do gás de Fermi resumido acima, pode-se investigar os efeitos 

de estatística produzidos pela superposição parcial de dois núcleons extensos localizados. 

Define-se um operador de criação para um núcleon centrado em R( 

(II.46) 

onde 'f?(r) é a transformada de Fourier de 'f?(k) . Para este operador: 

(II.4 7) 

onde 6.;j é um operador e 

(II.48) 

com 

(II.49) 

A presença deste "overlap" na relação (II.4 7) deve-se ao fato que o centro-de-massa do 

núcleon nã.o foi separado na construção (II.46). Mais precisamente, já que os quarks se 

movem independentemente, o centro-de-massa flutua em torno do ponto R ; no estado de 

um núcleon. Sendo o estado de um núcleon: 

U FRGS 
ln•tltuto de F lslca 

Biblioteca. 

(II.50) 
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normalizado, a norma do estado de dois núcleons é 

(II.51) 

O último termo nesta expressão pode ser calculado a partir das definições (II.46) e (II.49); 

obtemos então : 

(II.52) 

onde 

(II.53.a) 

(II.53.b) 

Fica claro, a partir das expressões acima, que os termos envolvendo Y 1 e Y 2 correspondem 

respectivamente à troca de um par de quarks e de dois pares entre os núcleons; já o segundo 

termo de (II.52) corresponde à troca dos três pares de quarks ou, equivalentemente, à troca 

dos dois núcleons. Para um sistema de dois núcleons em estados de spin e isospin idênticos 

(m; = mj; i;= tj), obtemos Y1 = Y 2 = 31/81. Apresentamos na fig. II.5 um cálculo [26] 

da norma Z;j para este caso, em função de d/r, onde d =I R; - R j I é a distância entre 

os dois núcleons e r 2 é o raio quadrático médio. Utilizou-se uma função de onda gaussiana 

para os quarks : 

(li. 54) 

onde r~ = 2r2 /3. Com esta escolha obtemos: 

l;j = exp( -d2 /4rJ). (II.55) 

O resultado obtido desprezando o termo de (11.51) envolvendo flj j também está mostrado 

na figura. A partir da interpretação das contribuições em (II.52) dada acima, podemos ver 

que este termo representa o efeito da estatística dos quarks sobre a norma. Evidentemente, 

quanto menor o raio do núcleon, tanto menor a distância entre núcleons além da qual os 

efeitos de superposição se tornam desprezíveis. Como demonstrado nas referências [26,27], 
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para r.::; . 7 fm, estes efeitos alteram significativamente o caráter de gás de Fermi da matéria 

nuclear. 

O principal objetivo do presente trabalho consiste na investigação de efeitos semelhantes 

nos modelos de sóliton do núcleon. No caso do modelo não - topológico, os efeitos de 

estatística dos quarks também estarão presentes; além disso, efeitos da estatística de Bose 

dos quanta do campo confinante devem aparecer. No que diz respeito ao modelo topológico, 

a situação é muito menos transparente, já que os quanta elementares são bósons, mas a 

topologia do campo confere ao sóliton um caráter fermiônico . A construção de um operador 

de criação para um sóliton extenso constitui em si um problema não - trivial, raramente 

abordado na literatura [29,30]. Por estas razões , o presente trabalho considera modelos 

simplificados unidimensionais e se limita ao estudo dos efeitos de superposição num sistema 

de dois sólitons localizados. 

Já que a estatística desempenha um papel fundamental neste estudo revisaremos, na 

próxima seção , as considerações topológicas que conduzem à quantização fermiônica de 

sólitons em teorias de campos escalares . 

1.0 

z .. 
ZJ 0.5 

o 04 Q..8 1.2 1.6 20 2 .4 

dj r 

Figura Il.5: Resultados para Zij em função de dj'F, onde d é a distância entre os núcleons 

e 'F2 é o rqm da distribuição de quarks num núcleon. As curvas contínua e tracejada são 

para 6.jj =O e 6.jj -=/=O, respectivamente [23] . 
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II.2 Aspectos Topológicos dos Modelos de Sólitons 

II.2.1 Topologia e Grupos de Homotopia 

Às vezes é dito que a topologia é a área da matemática que estuda as propriedades co­

muns de figuras que podem ser deformadas continuamente umas nas outras, como se estas 

fossem feitas de borracha. Estas propriedades separam as figuras em classes distintas, exis­

tindo, entre todos os membros de uma mesma classe, uma relação de equivalência chamada 

de homotopia. Por exemplo: um cubo pode ser deformado continuamente numa pirâmide 

e a pirâmide deformada continuamente numa esfera. Estas três figuras são topologica­

mente equivalentes e dizemos que elas estão na mesma classe homotópica; entretanto um 

anel (toro) não pode ser transformado em nenhuma destas figuras através de deformações 

contínuas, pelo fato de possuir um furo central. Ao se definir formalmente uma operação 

de produto entre as classes homotópicas pode-se mostrar que os seus conjuntos possuem 

uma estrutura de grupo, os chamados grupos homotópicos. A estrutura desses grupos, den­

tro do contexto da teoria de campos não - lineares, será fundamental para, em primeiro 

lugar, determinar se uma certa teoria admite a existência de sólitons topológicos e, em 

segundo lugar , indicar que tipo de estatística tais sólitons obedecerão . Assim o estudo que 

faremos de sólitons topológicos nos conduz a uma passagem preliminar por esses tópicos 

introdutórios de topologia [31]-[33]. 

Concentraremos, temporariamente, a nossa atenção nas classes homotópi cas associa-

das a curvas fechadas num plano. Será feita a seguir a generalização para um espaço 

n-dimensional onde os objetos centrais são hiper-superfícies fechadas de dimensão menor 

ou igual a n. Consideremos um plano possuindo um furo e algumas curvas fechadas f 
neste plano fig. II.6 , tendo como ponto de base o ponto y0 . Dizemos que duas curvas são 

homotópicas se uma pode se1' dej01·mada na outm de maneira contínua, usando o símbolo 

rv para dizer é homotópica a . Desta. forma é possível concluir que f 1 ..-v f 2 e h ..-v f 4 , 

com a.s curvas ]1 e /2 percorrendo uma volta. a.o redor do furo. Também pode-se ver que 

!1 (ou /2) f ]3 (ou ] 4 ) . A importância em destacar o número de voltas percorridas a.o 

redor do furo está no fato de que se considerarmos uma. outra. curva., f 5 digamos, que con-
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Figura II.6: Definição de homotopia 

tornasse o furo duas ou mais vezes, esta curva não seria homotópica a f 1 e h , pois não 

haveria meios de conectá-las por uma deformação contínua. A cada volta pode-se atribuir 

um número inte iro chamado de winding number que conta o número de voltas que as curvas 

correspondentes percorrem em torno do furo . Cabe mencionar que as curvas f 3 e f 4 são 

chamadas de triviais, pois podem ser contraídas até o ponto Yo· 

Formalmente, definimos homotopia da seguinte maneira : sejam X e Y dois espaços 

topológicos ; consideramos duas apli cações contínuas: 

f:X ----+ y 

g : X ----+ Y. (li. 56) 

Seja I= [0 , 1]; diremos que f e g estão relacionadas por uma homotopia h (ou f"' g) se 

3h: X x I ----+ Y , tal que h(x,s), com x E X e s E I , é contínua e tal que Vx E X: 

h(x, O) f (x) 

h(x, l) g(x ). (II.57) 

Vamos denotar por [f] a classe homotópica que possui f como elemento representativo. 
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Através da definição de uma lei de multiplicação entre mapeamentos, é possível atri­

buir ao conjunto das classes de homotopia uma estrutura de grupo. Optamos aqui por 

apenas enunciar algumas definições importantes, nesta construção , e indicar o procedi­

mento restante. Estas definições são também importantes para a conexão da teoria de 

homotopia com a teoria de campos. Consideremos agora uma curva fechada f, contínua, 

pertencente ao espaço topológico Y e tendo y0 como ponto de referência: f : I --+ Y, 

tal que f(O) = f(l) = YO· Representamos por oi a fronteira de I (os pontos o e 1) e por 

F1(Y,y0 ) o conjunto das curvas definidas acima fig. II.7, ou seja, 

F1 (Y,yo) ={f I f: (I, o!)--+ (Y,yo)}. (li. 58) 

O conjunto das classes de homotopia das curvas fechadas: 

(11.59) 

é chamado de grupo fundamental do espaço topológico Y, com base em y0 . 

Figura li. 7: Representação gráfica de uma curva de F 1 (Y, y0 ) 
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A generalização para uma hipersuperfície n - dimensional imersa no espaço topológico 

Y é direta: 

Fn(Y, Yo) 

IIn(Y, Yo) 

{f I f: (r, ar)---+ (Y,yo)} 

{[f] I f E Fn(Y, Yo)} 

(II.60.a) 

(II.60.b) 

onde r é um n - cubo unitário e ar a sua fronteira. A estrutura de grupo de IIn(Y, y0 ) 

pode ser estabelecida começando pela definição do produto em Fn(Y, y0 ), fig. II.S. Sejam 

fi, / 2 E Fn(Y, y0 ); o seu produto é definido por: 

fl 

-----. 
!2 

se ti E [0, tJ 
se ti E [ ~, 1] . 

.h*fz 

® 
rv 

® 

Figura Il.8: Mul t ipli cação de funções 

(II.61) 

llo 

Para mostrar que o produto em Fn(Y, Yo) induz um produto em IIn(Y, y0 ), precisamos 

provar que /I * h sempre pertence à mesma classe de homotopia, sejam quais forem as 

aplicações representativas escolhi das em [fi] e [!2] . Para tanto, sejam fk ,...._, f~ (k = 1, 2); 

--------- ---- ---------------------------' 
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isto implica que :Jhk(t,s) tal que hk(t,O) = fk(t); hk(t,1) 

função H(t ,s ) por: 

f~ ( t) . Pode-se definir uma 

H(t,s) = { 
h1(2t1, t2, ... , tn; s) se t1 E [0 , ~] 

h2(2t1 - 1, i2, . . . , tn; s) se i1 E [~ , 1]. 
(II.62) 

Vê-se facilmente que H(t, s) é continua e tal que H( t, O) = f 1 * f 2 , H(t, 1) = f;* f~; portanto 

constitui uma homotopia entre estes produtos. As propriedades de grupo dos conjuntos 

IIn(Y, y0 ), frente à operação de multiplicação definida acima, apresentamos a seguir sem 

demonstração : 

a) associatividade: ([!1] * [!2]) * [!3] = [!1] * ([!2]) * [h]) 

b) existência de identidade: e * [f] = [f], onde e = [y0] 

c) existência de elemento inverso: [f] * [f-1] = e. 

Tendo em vista a aplicação futura destes conceitos nos modelos de sólitons topológicos, 

e conveniente antecipar alguns resultados envolvendo o cálculo de ITk para a variedade 

correspondente a n-esfera sn. Neste cálculo relaciona-se, através de isomorfismos (cujo 

símbolo é ~) , o grupo IIn com outros grupos, com os seguintes resultados (32,33]: 

ITk(Sn) ~O 

IIn(Sn) ~ II3(S2 ) ~ Z 

II4(S3) ~ Z2 

para k < n 

(II.63) 

onde O representa o grupo trivial de um único elemento; Z é o grupo dos números inteiros 

com a adição como operação fundamental e Z2 é o grupo dos números inteiros módulo 2, 

isto é, possui apenas dois elementos. 

Il.2.2 Sólitons Topológicos 

P assaremos agora a uma aplicação dos ass untos desenvolvidos na seçao anterior . A 

nossa intenção é de mostrar que a teoria da homotopia, quando aplicada à teoria de campos 

não-lineares, relaciona o problema da existência de objetos conservados durante a evolução 

temporal com a estrutura do grupo IIn(<I>) , onde n é o número de dimensões espaciais e <1? a 
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variedade do campo. Esta conservação topológica sugere fortemente a identificação destes 

objetos, denominados sólitons topológicos, com partículas estáveis [34]-[36] . 

Inicialmente vamos considerar um campo clássico qy(x) num espaço-tempo {x} d- di­

mensional plano como sendo um mapeamento contínuo de { x} no espaço topológico 4? 

localmente conectado. Seja X = {x} = {x I t = const} o espaço ordinário de dimensão 

n = d - 1. Definimos o espaço de configuração Q como o conjunto de todos os mapea­

mentos contínuos qy : X ------* 4?, que possuem a seguinte propriedade: qy(x) ------* qy0, quando 

I x I---* oo, sendo qy0 um ponto fixo de 4?. 

Sejam duas configurações de campo qy1(x) e qy2(x), em Q; utilizando a definição de ho­

motopia, da seção anterior, diremos que qy1(x) '""qy2(x) se existir um mapeamento contínuo 

do tipo qy(x, t) :X x I ------* 4? tal que: 

qy(x, O) 

qy(x,l) (11.64) 

Em outras palavras se o parâmetro t representar o tempo, então qy1 (x) e qy2(x) represen­

tam duas configurações que o campo qy(x, t) pode assumir em instantes diferentes da. sua 

evolução. 

O espaço Q pode ser ou não conectado. Se há mais de uma componente, denotadas por 

Qi, di zemos que a teoria admite a exist ência de sólitons topológicos, ou seja., uma. confi­

gu ração pertencente ini cia lmente à componente Q;to não pode evoluir para. a componente 

Q0 do vácuo e é portanto topologicamente estável. Assim o espaço Q está dividido em 

seto res tais que cada Q, forma. uma. classe homotópica.. Podemos verificar que a.s classes 

de homotopia de Q formam um grupo ao usar a definição (II.61) do produto de aplicações 

para representar a superposição de sólitons num estado composto. Começando a. partir 

de qualquer qy1 (x) E Q1 e qy2(x) E Q2 reali zamos primeiro transformações homotópicas de 

translação sobre estas configurações , de maneira a conseguir: 

qy t(x) = qyo se x1 ~ O 

qy2(x) = qyo se x 1 ::; O. 
(II .65) 
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Construímos então o produto de campos da seguinte maneira: 

(II.66) 

Assim a classe homotópica Q3 de </>3 pode ser considerada como o produto de Q1 e Q2 : 

(II.67) 

E interessante observar que os números quânticos associados ao estado composto podem ser 

calculados como as somas dos números quânticos de cada sóliton individual. Isto é garantido 

por um corolário [37] que diz : pelo fato de IIn(<I>, </>0 ), com n > 1, ser abeliano então se ele 

for gerado finitamente seus elementos podem ser enumerados; ou seja, podemos associar, a 

cada classe homotópica Qi, um conjunto de números inteiros, conservados e aditivos: 

Ni={N/ ;j=1,2, ... }. (II.68) 

Por exemplo, associada à composição (II.66) teríamos a soma: 

N3 = {Nf + Nd ; j = 1, 2, ... } = N1 + N2. (II.69) 

Os resultados (II.63) podem ser aplicados aos modelos conhecidos que mapeiam o espaço 

usual de n dimensões na esfera sn. Por exemplo, no modelo de sine-Gordon o espaço é 

unidimensional e a variedade de campo é <I> = 5 1 

(II.70) 

O grupo homotópico correspondente é II1(S1
) ~ Z , revelando que existem sólitons. O 

espaço de configuração está dividido em setores, cada um destes sendo associado a um 

número inteiro de Z. Em duas e três dimensões obtemos resultados semelhantes: II2(S2 ), 

II3 (S3
), ambos isomórficos a Z. No primeiro caso aparecem os objetos conhecidos como 

anyons [38] enquanto que no segundo surge o skyrmion, como pode ser visto a partir de 

(II.24) . 

Nos casos considerados acima, o conjunto Ni se reduz a um único número cuja inter-

pretação é a seguinte: ele conta quantas vezes a variedade <I> é coberta pela configuração 
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do campo. Por exemplo, no modelo de sine-Gordon, N; indica o número de voltas percor­

ridas sobre o círculo pelo campo </;(x, t) quando x varia de -oo a oo. Neste caso, N; pode 

ser identificado com o winding number, definido antes. Por extensão esta nomenclatura é 

utilizada para n > 1. Desta forma o setor Q0 contem as configurações de campo, com win­

ding number O, homotópicas ao estado de vácuo; o setor Q1 as configurações com winding 

number igual a um e assim sucessivamente. O winding number do modelo de Skyrme é o 

número bariônico (II.33). 

1!.2.3 Quantização dos Sólitons Topológicos 

Consideremos agora a teoria quântica de campos onde os operadores que representam as 

variáveis dinâmicas atuam sobre os funcionais de estado 1/;[</; (x)](t) associando um número 

complexo, ou amplitude, a cada função de campo </;(x). Utilizando apenas argumentos 

topológicos é possível mostrar que, apesar do campo fundamental </;( x) ser bosônico, obe­

decendo a relações de comutação canônicas, o sóliton que emerge da não - linearidade deste 

campo pode admitir uma estatística diferente da bosônica. Este fato origina da possibili­

dade de quantizar a teoria de modo que o funcional de estado admita múltiplos valores. Tal 

quantização é chamada de quantização pludvoca (ou de múltiplos valores) e está relacionada 

com a. bosonização , a ser apresentada no próximo capítulo. 

Seja T( s ), O ~ s ~ 1, uma transformação contínua sobre </;, tal que 

T(O) </; = </; . (II.71) 

Para </; dado, T(s) </; descreve um caminho em que Q, com origem em </; . Uma. trajetória. 

fechada em Q ocorre quando: 

T(O) </; = T(l) </;. (II. 72) 

O funcional de estado é dito monovalente quando: 

1/;[T(O)</;] = 1/;[T(l)</;]. (II.73) 
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Tem-se, para qualquer transformação satisfazendo (II. 72), um funcional plurívoco s·e exis­

tirem trajetórias fechadas em Q tais que 

7/J[T(O)</>] =f. 7J;[T(1)</>]. (II. 74) 

A consideração das trajetórias fechadas associadas à rotação por 21r de uma configuração so­

litônica e à troca de dois sólitons permite determinar os possíveis valores de spin e estatística 

dos sólitons. A conexão spin-estatística, para campos não - lineares, pode ser demonstrada 

usando novamente argumentos homotópicos. Assim, por exemplo, para sólitons em (3+1) 

dimensões , a componente Q; do espaço de configuração irá admitir spin semi-inteiro se e 

somente se admitir estatística ímpar [35]. 

Estabeleceremos um critério geral para verificar se um sistema admite funcionais plu­

rívocos. Como já foi mencionado a variedade Q contem todas as possíveis configurações 

do campo e pode ser decomposta em classes homotópicas Q = UQ;, onde a configuração 

trivial de campo </>o E Q0 . Afirmamos que Q; admite funcionais plurívocos se e somente se: 

(II.75) 

Esta condição segue claramente da continuidade do funcional de estado sobre a curva 

fechada T( s )</>. Se for possível deformar continuamente esta curva na curva trivial 

T(s)</>=4> V s E [0, 1] (II.76) 

então a continuidade de 7/J[T( s )</>] levará necessariamente à condição (II. 73) e à quantização 

monovalente. Assim, a quantização plurívoca será possível somente se existirem curvas 

fechadas no espaço de configuração Q; que não possam ser reduzidas por homotopia à 

curva trivial. Ou ainda, o grupo fundamental de Q; deve possuir mais de um elemento; 

esta é exatamente a condição (II.75). 

Dada a variedade <I> onde o campo assume os seus valores, queremos encontrar uma 

forma de avaliar II 1(Q;) e verificar se a condição (II.75) é satisfeita. O procedimento 

esboçado a seguir será no sentido de transferir o problema do cálculo do grupo rrl envol­

vendo o espaço de configuração para o cálculo de IId( <I>), onde d é o número de dimensões 

espaço-temporais. Para fazer isto começamos usando o seguinte isomorfismo [36]: 

Vi,j. (II. 77) 
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Desta forma reduzimos o problema da determinação de II1 ( Q;) em avaliar a estrutura 

de caminhos em Q0 , a classe homotópica cujo elemento representativo é o mapeamento 

constante </J0 (x) que leva todo Rd-l a </J0 : 

<Po(x) = <Po (II. 78) 

Seja f, um mapeamento: 

(II . 79) 

tal que Ç( -oo) = Ç( +oo) = </J0 . Assim f, representa um caminho em Q0 começando e 

terminando em </J0 . Definimos um mapeamento 

(II.80) 

tal que 

(II.81) 

Em conseqüência das definições anteriores, temos f( x1, .. . , xd_1, t) ------* <Po quando I Xi I, 

I t 1------* oo. Nota-se que foi estabelecida uma correspondência entre um caminho em Q0 

e um mapeamento Rd ------* <I> . O mapeamento de f(x 1, ... , xd-ll t) é um membro de uma 

das classes de homotopia que formam o grupo IId( <I>) e também pode ser considerado como 

defi nindo uma cu rva em Q0 . Portan to há isomorfismo entre os grupos: 

(II.82) 

Usando (11. 77) obtemos o resultado geral: 

(II .83) 

No caso dos anyons, em (2+1) dimensões , a vari edade do campo é <I> = 52 e d = 3; 

usando (II.63) encontra-se: 

(II.84) 

mostrando que cada componente do espaço de configuração é infinitamente conectada. Este 

fato permite a interessante possibilidade de existirem spin e estat ística fracionários [38]. 
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No caso dos skyrmions, em (3+1) dimensões , a variedade do campo é <I>= 5 3 e d = 4; 

usando novamente (II.63) encontra-se: 

(II.85) 

revelando que cada componente do espaço de configuração é duplamente conectada, per­

mitindo quantização fermiônica. 

No modelo de Skyrme SU(3), W itten mostrou [23,24] que o termo de Wess-Zumino 

(II.40) é fundamental para fornecer o caráter de spin-estatística correto do sóliton. Após 

uma rotação adiabática por 21r, a expressão (II.40) contribui com um fator exp(iNc?r) para 

o funcional de estado. Como Nc = 3 é ímpar o funcional é multiplicado por ( -1) resultando 

num spin semi-inteiro e numa estatística fermiônica. 

Para modelos definidos sobre um espaço unidimensional argumentos homotópicos não 

permitem determinar a estatística dos sólitons. Isto pode ser entendido pelo fato de que 

não é possível efetuar, por uma transformação contínua, uma troca de posição entre dois 

sólitons sem que haja uma colisão entre eles. Desta forma a estatística em uma dimensão 

é indeterminada, podendo ser bosônica ou fermiônica [39,40]. 



Capítulo 111 

Modelo de sine-Gordon e Bosonização 

111.1 O Modelo Clássico 

Neste capítulo faremos uma breve revisão de alguns assuntos importantes para o desen-

volvimento desta dissertação . Esta primeira seção será dedicada à apresentação de tópicos 

gerais sobre o modelo de sine-Gordon, enquanto que a próxima será destinada à demons­

tração da equivalência entre o modelo de sine-Gordon e o modelo de Thirring massivo. 

O modelo de sine-Gordon é um modelo que envolve um campo escalar qy(x, t) definido 

num espaço-tempo bidimensionaP. Como já foi mencionado no capítulo anterior a varie­

dade de campo <I> é S 1
, isto é, qy(x, t) mapeia o espaço sobre a variedade do círculo; desta 

forma é usual interpreta r o campo qy(x, t) como um ângulo de torção , afora um fator de 

escala, como será visto adiante. Esta argumentaçào pode ser visualizada na fig. III.l. A 

densidade lagrangiana do modelo de sine-Gordon é 

1 2 m2 
L= 2(8~-' qy) - ;p(l- cos (Jqy) (III .l) 

onde m e (3 são constantes, parâmetros do modelo. A densidade hamiltoniana correspon­

dente é 

(III.2) 

1 A partir deste momento a variável x representa apenas a parte espacia l 

39 
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onde 1r = 80 c/; . A equação de movimento derivada de (III.l) é: 

(III.3) 

que é a famosa equação de sine-Gordon. A solução estática desta equação (fig . III.2) é 

dada por: 

,1.. ( ) 4 -mx 
'f' c x = - {j arctan e . (III.4) 

A energia correspondente, obtida pela integração de (III.2), com c/;(x) dado por (III.4) e 

1r(x)=O,é: 

8m 
E= f32. (III.5) 

A partir da forma da auto-interação do campo, vê-se que a hamiltoniana (III.2) apresenta 

muitas (infinitas) configurações degeneradas de equilíbrio dadas por: 

(III.6) 

Para que a energia associada a qualquer configuração de campo permaneça finita, esta 

deverá tender, a grande distância, para valores cPn+ (para x --+ oo) e cPn_ (para x --+ -oo) 

pertencentes ao conjunto (III.6). A função interpoladora destes mínimos é o que chamamos 

de sóliton topológico, sendo expressa pela equação (III.4). 

Seguindo o que foi desenvolvido na seção (11.2.1) pode-se definir o winding number W 

para o modelo de sine-Gordon como sendo o "número de voltas" dadas pelo campo c/;( x) 

sobre a variedade 5 1
. Outro nome dado usualmente a W é de carga topológica. A razão deste 

nome é que vV também pode ser derivado , assim como no modelo de Skyrme discutido no 

capítulo anterior, da integral espacial da componente temporal de uma corrente conservada, 

a chamada con·ente topológica WM: 

(II I. 7) 

onde EM" é definido por: 

(III.8) 
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/ 

/ 00 . ~ -z / // ~I --------~~~----~l 

Figura III.l: O mapeamento definido pelo campo de sine-Gordon 

Fica claro a partir da assimetria de EJJ.v que ÔJJ. Vf/ 11- = O, que implica na conservação da carga 

topológica W. De (III. 7) e (III.8) obtemos: 

1
oo 0 f3 1oo ô</>(x, t) f3 w = w dx =- a dx = -(<f>(oo,t)- <1>( - oo,t)) = n+- n_ 

- oo 2n - oo x 2n 
(III.9) 

que corresponde à definição do winding number dada inicialmente. Como foi dito na seção 

sobre homotopia, a continuidade da função <f> (x) garante que W sat isfaça uma lei aditiva 

frente à composição homotópica.: 

(III.lO) 

ou seja, um estado com dois sólitons </> 1(x ) e <f>2(x ) tem winding number total igual à soma 

dos individuais. 
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Figura III. 2: Sóliton topológico: interpola de </; = - 21r / {3 (em x 

x = +oo) 

III.2 Bosonização e o Operador de Mandelstam 

00 

-oo) até <P 

42 

O (em 

Um dos aspectos mais interessantes das teorias de campo em duas dimensões espaço­

temporais, e que será fund amental para a quantização do modelo de sine-Gordon, é a 

equi valência entre teorias construídas a partir de férmions e teorias construídas a partir de 

bósons. Uma teoria onde o operador básico de campo satisfaz uma regra de anti comutação 

pode ser intrinsicamente relacionada a uma outra cujo operador de campo satisfaz apenas 

relações de comutação . 

Existem duas formas de estabelecer a equivalência entre duas teorias quânticas de 

campo. Uma delas consiste na comparação das funções de Green das duas teorias. A 

outra consiste na constru ção de uma solução operatorial de uma equação de campo numa 
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teoria usando combinações não - locais dos operadores da outra. Estes métodos pressupõem 

um certo conhecimento antecipado de quais as duas teorias a serem relacionadas. A cons­

trução explícita de um operador fermiônico numa teoria a partir do operador bosônico 

de outra teoria é conhecida como representação bosônica ou simplesmente bosonização . 

Neste método uma teoria de férmions é transformada diretamente numa teoria de bósons 

e a equivalência segue como conseqüência [41]. 

Esta técnica pode ser usada para demonstrar a equivalência do modelo de Thirring 

massivo com o modelo de sine-Gordon. Esta equivalência foi mostrada pela primeira vez 

por Coleman [42] comparando as séries perturbativas das funções de Green de ambos os 

modelos. As partículas que eram fundamentais numa descrição eram compostas na outra. 

No modelo de Thirring o férmion era fundamental enquanto que o bóson era um estado 

ligado férmion-antiférmion. No modelo de sine-Gordon o bóson era fundamental enquanto 

que o férmion aparecia como um sóliton topológico. 

O modelo de Thirring é um modelo que contém um campo fermiônico com auto­

interação e tem a seguinte densidade lagrangiana: 

(III.ll) 

e correspondente equação de movimento: 

(III.12) 

onde 

(III.l3 ) 

A equivalência, via bosonização , do modelo de Thirring com o modelo de sine-Gordon foi 

obtida por Mandelstam (43] com a seguinte relação : 

(III.1 4) 

onde f.L = 1, 2 é o índice do esp inor de Dirac. Os operadores que aparecem nas integrais 

obedecem às relações usuais de comutação do campo bosônico, isto é, 

[ </;(x),1r(y) ] = i8(x- y). (III.l5) 



I 
. . 

~· 
, 

I -
l 

Capítulo III. Modelo de sine-Gordon e Bosonização 44 

A bosonização também conecta as constantes de acoplamento das duas teorias: 

4?r 
{P = 1 + gj?r. (III .l6) 

O operador (III.14), para efetivamente representar a referida conexão entre o modelo 

fermiônico e o bosônico, deve satisfazer as relações operatoriais decorrentes da sua inter­

pretação nos dois modelos. No modelo de sine-Gordon este operador é um operador de 

destruição de sólitons topológicos puntuais. Este fato pode ser verificado considerando a 

destruição de um sóliton no ponto y. Usando a fórmula (A.2) do apêndice A, pode-se 

mostrar que 

2?r 
[ </>(x), ~Jt(y) ] = +yB(y- x)~Jt(y). (III.17) 

O respectivo operador de criação satisfaz portanto: 

(III.18) 

que pode ser reescrita numa forma aberta como: 

</>(x)~!(y) = ~!(y) [<P(x)- 2
; ] , x < y 

</>(x)~!(y) = ~!(y)</>(x) , x > y . 
(III.19) 

Estas relações indicam que para posições à esquerda do ponto em que o sóliton é criado 

o campo é diminuído de ~, enquanto que à direita ele permanece inalterado. Assim, 

de acordo com a definição (III.9), o operador ~! incrementa de uma unidade a carga 

topológica, o que legitima a sua interpretação como operador de criação . 

Para o operador (III.14) ser capaz de representar o férmion do modelo de Thirring 

teremos que mostrar que este operador satisfaz as relações de anticomutação usuais, isto é, 

{ ~Jt(x ), ~~~(y)} 

{ ~Jt(x),~J (y)} 

{ ~!(x) ,~J(y) } =O 

z8(x - y)8Jt" 

(III.20.a) 

(III.20. b) 

onde z é uma constante cujo valor irá depender da escolha do fator), em (III.14), que define 

a normalização do operador. Será conveniente reescrever o operador de Mandelstam numa 

forma compacta: 

Àexp ( (-)~tiJ4;0Jt(x) ) 

À exp ( (- )!t+ 1 i J4; O Jt ( x) ) 

(III.21.a) 

(III.2l.b) 
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onde 

OJL(x) = o!(x) = ~ [ <P~)- (-)ILo-lxoo dÇtr(Ç) l (III.22) 

com o- = ..;t;;j (3 . Para verificar (III.20.a) usamos a relação (A.3) do apêndice e chegamos 

à seguinte expressão para o anticomutador do operador de destruição : 

(III.23) 

O comutador presente em (III.23) pode ser calculado a partir de (III.22) e (III.15): 

1100 [OJL(x),0 11 (y)] = -(-Y'4 - oo df. B(y -Ç)[</>(x) , tr(Ç)] + 

- (-)!L~ I: df. B(x- Ç)[tr(Ç), </>(y)] 

-~ [ (-Y'B(y- x)- (- )ILB(x- y) ] . 

Assim, colocando (III.24) em (III.23) temos : 

( 1 + é•r[(-)~'B(y-x)-(-)"B(x-y)] )V;v(y)V;JL( x ) 

( 1 + esitr )V;v(y)V;JL(x) 

onde s é apenas um sinal, de maneira que: 

(III.24) 

(III.25) 

(III.26) 

Com isto a relação de anticomutação (II1.20.a) está verificada. O anticomutador envolvendo 

os operadores de criação segue obviamente. A verificação da relação (III.20.b) é menos 

direta; procuraremos colocar o anticomutador em ordenamento normal com relação aos 

operadores de cri ação e destruição bosôn icos. Para tanto, expandimos o operador de campo 

bosônico e o seu conjugado em ondas planas , introduzindo um fator de convergência para 

regularizar a teoria a grandes momenta (curtas distâncias ): 

</>(x ) (III.27.a) 

tr( x ) (II1.27.b) 
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Também introduzimos um outro fator de convergência, na integral da expressão (III.22), 

de maneira a controlar o seu comportamento a grande distância: 

(III.28) 

Os limites t:- O , é- O serão tomados somente no fim do cálculo. Como mostra a fórmula 

(A .9) do apêndice o ordenamento normal de um produto de exponenciais do tipo (III.21) 

fará aparecer o comutador: 

(III.29) 

onde os superscritos + e - indicam as partes de criação e destruição do operador, respec­

tivamente. Por invariância translacional a expressão (III.29) depende de x e y somente 

através da diferença x- y. Utilizando as expressões (III.21) e a fórmula (A.9) obtemos: 

V;~"(x )V;! (y) 

V;! (y)V;JJ.(x) 

(III.30.a) 

(III.30.b) 

onde os dois pontos representam o ordenamento normal da exponencial em relação aos 

operadores de criaçâ.o e destruição de (III.27). A função Q~"v fica definida como segue: 

(III.31) 

Inserindo (III.27) em (III.28) e usando as relações de comutação usuais para os a(k) e at(k), 

chegamos a: 

ik(x - y)-, lkl x e . (III.32) 

Consideramos primeiro o comutador (III.20.b) para J.l =f. v, por exemplo J.l = 1 e v= 2. De 

(III.30) e (III.31) segue: 

t { V;1 (X), V;2 (y)} ).2 [e -41rC12(x-y) + e-47rC2J(y-x)] e-21r[CII(O)+C22(0)] X 

X : e - i,;4;[oi (x)+02(y)] : . (III.33) 
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Mas, usando (IIL32) junto com a fórmula: 

-
1

- = -
1
-- 2i7ró(k) 

k + it: k- it: 
(IIL34) 

é fácil mostrar que: 

(III.35) 

Inserindo esta relação em (III.33) , obtemos imediatamente: 

(IIL36) 

A relação semelhante, com J.l = 2 e v = 1 segue obviamente. O anti comutador (III.20 . b) 

para J.l = v é mais delicado: precisamos verificar o seu comportamento em regiões x ~ y, 

certificando-nos que a curtas distâncias ele corresponde a uma função 5 de Dirac. Anali­

sando as integrais de (IIL32), concluímos que: 

1 1 i a 
--(0"

2 + -) log m2 (a2 + E
2

) + -(-Y' arctan- + 
167r 0"2 47r E 

CJ.LJ.L(a) = 

0"2m -

+ 16t: +C J.LJ.L(a) (IIL37) 

onde a= x- y e CJ.LJ.L(a) indica termos que permanecem finitos nos limites E---+ O, é---+ O, 

mesmo quando a= O. Inserindo (IIL37) em (IIL31), temos 

1 1 a 2 + E2 a -
QJ.LJ.L(a) = --(0"

2 + -
2

) log 
2 

+i(- )J.L arctan- + QJ.LJ.L(a) 
4 O" E E 

(IIL38) 

onde Q IJ.J.L (a) é uma fun ção bem comportada satisfazendo: 

(III.39) 

Levando (III.38) em (III.30 .a) e utilizando (III.16) para reescrever as constantes O" que 

aparecem nas expressões anteriores em termos da constante de acoplamento do modelo de 

Thirring: 

1 ( 1 2) 1 g
2 - 1 

4 0" 2 +(} = 2 + 4(7r2 +?rg) = 2 +p (IIL40) 

obtemos 

(IIL41) 
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Ao tomar o limite E -+ O nesta expressão , verificamos que ela se anula, exceto para x = y. 

Notando que, neste caso, as duas últimas exponenciais de (III.41) se reduzem à unidade, e 

fazendo a escolha conveniente de normalização À = 1/V'iif. do operador de Mandelstam, 

temos: 

(III.42) 

Como mostra (III.30), o produto '1/J!(y)'lj.JJ.L(x) difere de (III.42) somente pela troca de x e 

y; assim o anticomutador fica 

e -i(-)~-' arctan 7") 

(III.43) 

Finalmente, lembrando uma das definições da função ó de Dirac: 

ó(x- y) 1
. 1 E 
Im-

t-+O 7r E2 + (X - y )2 
(III.44) 

chegamos ao resultado desejado: 

(III.45) 

com a constante z determinada por integração de (III.43): 

z lim dx-
co 1 ( E2 ) P+l 

f-+0 l oo 7rE (x- y)2 + E2 

3. roo du ( 1 ) p+l 

1r lo 1 + u 2 
(III.46) 

Fórmulas tabeladas [4 5] permitem colocar o valor desta integral na seguinte forma: 

(III.4 7) 

Como já foi comentado, este resultado para a constante z está condicionado pela escolha 

da constante À em (III.l4). 

Para completamente demonstrar que o operador (III.14) produz a equivalência total en­

tre os modelos de Thirring e de sine-Gordon, Mandelstam ainda mostrou que este operador 

satisfaz a equação de movimento (III.12) [43] . 



Capítulo IV 

Operador de Criação para Sólitons Topológicos 

Extensos 

IV.l Introdução 

Iniciaremos, neste capítulo, a parte original desta dissertação com a construção de um 

operador de criação para sólitons extensos fermiônicos. Como já mencionamos, o operador 

de Mandelstam corresponde à criação de sólitons puntuais. Esta característica se reflete 

na presença, no expoente do operador (III.l4) das funções () de Heaviside e 5 de Dirac, 

cuja estrutura não - trivial está concentrada num ponto. Para levar em conta a extensão 

do sóliton substituiremos as funções () e 5 por funções possuindo propriedades globalmente 

semelhantes, mas que apresentam um comportamento não- trivial numa região extensa ao 

redor do centro do sóliton. Mandelstam [43] argumenta que tal substituição poderia ser 

uma boa aproximação para o sóliton físico. No nosso operador, estas funções serão também 

funções complexas por razões a serem esclarecidas mais adiante. 

Cabe ressaltar, porém, que o nosso operador difere em aspectos fundamentais de um 

operador de campo canônico, como é o operador de Mandelstam. Em especial, o operador 

e o seu conjugado hermítico não satifazem a relação de anticomutação (III.20.b). O nosso 

operador será construido de maneira a satisfazer as seguintes condições : 

a) a aplicação do operador de criação a um estado de carga topológica N produz um 

estado de carga topológica N + 1. 

b) o estado obtido pela aplicação de N operadores de criação ao v acuo de Fock é 
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completamente antisimétrico frente às permutações dos N sólitons . Esta condição será 

satisfeita requerendo que o anticomutador de dois operadores de criação seja zero. 

c) a aplicação do operador de criação ao vácuo de Fock produz um estado normalizado 

no qual os valores esperados do campo bosônico e do seu momentum conjugado são dados 

pela solução solitônica estática da equação de campo clássico. Assim podemos dizer que 

este estado constitui uma realização quântica da aproximação de campo médio. 

Já que estamos interessados principalmente em problemas de física nuclear, na qual 

antipartículas e efeitos relativísticos são usualmente considerados de pouca relevância, 

limitaremo-nos à construção do operador de criação para sólitons, ignorando os antisólitons 

e a covariância relativística. Assim, lidaremos com um único operador ~ t ( x), modificação 

do operador "ljJ !=1 ( x) de Mandelstam, e não com um espinor de Dirac. 

IV.2 Topologia e Estatística de Fermi 

Postulamos então para o nosso operador de criação uma forma obtida pela substituição 

das funções O e ó na expressão (II I.14) por funções complexas f e g a serem determinadas: 

(IV.l) 

com 

(IV.2) 

Ut ilizando (III.l5) e (A.2) , não é difícil provar a relação : 

t 27f I 

[</>(x), "ljJ (y)] =-(i J(y- x)"ljJT (y). (IV.3) 

O operador 7,!,T (y) criará um sóliton extenso centrado em y se ele diminuir por ~ o valor 

do campo <P(x) para x ~ y, sem modificar o valor de <P(x) para x » y, ou seja, se: 

<J>(x)"ljJ t(y) = "ljJ t(y) [<P(x)- 2
;] , y- x-+ oo 

<J> (x)~t(y) = ~T(y) </> (x) , y- x-+ -oo. 
(IV.4) 
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É fácil ver a partir de (IV.3), que estas relações serão satisfeitas desde que a função f 

possua os limites assintóticos de uma função degrau unitário, isto é: 

f(-oo)=O , f(oo)=l. (IV.5) 

Até aqui, ao operador (IV.1)-(IV.2) não se atribuiu nenhuma estatística específica. 

O nosso desejo de construir um operador de criação de sólitons extensos obedecendo à 

estatística de Fermi irá se refletir diretamente numa condição envolvendo as funções f e g, 

condição esta que garantirá a relação de anticomutação : 

Usando a relação (A.3), obtemos: 

Para (IV.7) ser igual a zero, devemos ter: 

e [At(x) ,At(y)] = -1 

ou ainda: 

(IV.6) 

(IV. 7) 

(IV.S) 

(IV.9) 

onde nxy é um número inteiro que pode depender de x e y . Este comutador é facilmente 

calculado, resultando em: 

1: d~ f(x- Ç)g(~- y)-1: dÇ f(y- Ç)g(Ç - x) = 2nxy + 1. (IV.lü) 

No caso particular do operador de Mandelstam, tínhamos: 

1: d~ f( x- Ç)g(~- y) = 1: dÇ O(x- Ç)b(Ç- y) = B(x- y) (IV.ll) 

de maneira que (IV.10) era satisfeita com n xy = O para x > y e nxy = -1 para x < y. 

Vemos que, para satisfazermos esta condição no caso geral, com os mesmos valores de n xy> 

basta que tenhamos 

1: d~ f(x- Ç)g(~- y) = O(x- y) . (IV.12) 
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Adotamos esta relação como condição fundamental a ser satisfeita pelas funções f e g para 

a anticomutação dos operadores de criação . Dos argumentos acima, fica claro que uma 

condição menos restritiva seria a priori aceitável, entretanto com a escolha de (IV.12), 

mantemos a nossa construção mais próxima, o quanto for possível, à de Mandelstam. Será 

conveniente para uso futuro reescrever o operador de criação usando as expansões em ondas 

planas dos operadores <P e 1r (III.27) 1 e as decomposições de Fourier das funções de f e g: 

f(x) 

g(x) 

Assim obtemos: 

_1_1oo dk eikxj(k) 
yf2; -00 

1 100 . - dk e•kxg(k). 
yf'h -oo 

v)(x) = Àexp ( -1: dke-ikxfif[~(k)at(k) -x(k)a(-k)J) 

onde: 

~(k) 

x(k) 

a]( -k)- ibkg(k) 

af( -k) + ibkg(k) 

(IV.l3.a) 

(IV.13.b) 

(IV.14) 

(IV.15.a) 

(IV.15.b) 

Outra relação importante a. ser deduzida. e que também será usada no futuro é a tra.ns­

form.a.da. de Fourier de (IV .12) . Simbolizando por O( k) a transformada de Fourier da função 

degrau unitário 8( x) temos 2
: 

- 1 
8( k) = . 

Vfi(ik + t) (IV.l6) 

Inserindo na rela.çã.o (I\1.12) as expansões (I\1.13) para a.s funções f e g e usando (IV.l6), 

obtemos a representação , no espaço de momentum, da condição de anticomutação : 

- 1 
f(k)g(k) = 27r(ik + t). (I\1.17) 

1 A partir deste momento , e no decorrer do restante desta disser tação , tomaremos t: = O nas expansões 

de <jJ e 1r. 

2 Para maiores detalhes sobre a transformada da função degrau unitário ver o apêndice B. 
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IV.3 O Estado Coerente e a Aproximação de Campo Médio 

Mesmo que se queira interpretá-lo como descrevendo a estrutura interna de uma partí­

cula subatômica, o sóliton é antes de mais nada uma solução clássica da equação de campo. 

Para atribuir um significado quântico a esta solução , invoca-se usualmente a aproximação 

de campo médio, ou aproximação semi-clássica, que consiste em substituir, na equação de 

campo quântico, o operador de campo por seu valor esperado (44]. Este então satisfaz a 

equação de campo clássico e pode ser identificado com a solução solitônica. Nesta seção, 

demonstramos que o estado quântico correspondendo à aproximação de campo médio pode 

ser obtido pela aplicação, sobre o vácuo de Fock, do operador (IV.l)-(IV.2), com as funções 

f e g determinadas pela minimização do valor esperado da energia. O estado de um sóliton 

centrado em y é dado por: 

I y) = ?ft (y) I o). (IV.l8) 

Utilizando a expressão (IV.l4) e a fórmula (A.2), obtemos: 

fWk 
a(k) 1 y) =V 2h(k) I y) (IV.l9) 

com 

h(k) = -e-iky~(k) . (IV.20) 

A relação de autovalor (IV.19) revela que I y) é um estado coerente. As propriedades gerais 

de tais estados são revisadas no apêndice C, onde extraímos alguns resultados que serão 

utili zados nesta seção . O valor esperado da energia é dado por (C.l2) , em termos dos 

\·alores esperados 3 (y I <P( x) I y) e (y I 1r( x) I y) , que podemos considerar como funções 

Yaria.cionais. Minin1i zando a energia rnédia, obtemos as equações 

(y I 7r( X) I y) = o (IV.21) 

e 

1n
2 

-v; (y I <P(x ) I y) + 73 sinf3(y I <P(x ) I v)= o. (IV.22) 

3 Supondo que (y I y) = 1 



Capítulo IV. Operador de Criação para Sólitons Topológicos Extensos 54 

Da equação (IV.21), usando a relação (C.4), concluímos que h(k) = h*(-k), ou ainda: 

7/;(k) = 7/;*( -k). (IV.23) 

A equação (IV.22) é a equação para o campo clássico estático, cuja solução solitônica, 

centrada em y, é 

(y I </J(x) I y) = <Pc(x- y) (IV.24) 

com <Pc(x ) dado por (III.4). O momentum canônico conj ugado associado é: 

â 
1rc(x- y) = Ôt </Jc(x - y) =O (IV.25) 

em acordo com (IV.21). Com (IV.21) e (IV.24), a expressão do valor esperado da energia 

fica: 

(y I H I y) 1: dx [~[Vx<Pc(x- YW + ;: ( 1- cosfJ<Pc(X- y) )] 

8m 

{P 
(IV.26) 

onde usamos o resultado (II1.5) para a energia do sóliton clássico. Inserindo (IV.21) e 

(IV.24) na relação (C.5) e usando (IV.20), obtemos: 

-;J(k) =-vh f dx e -ik(x-y) <Pc (X - y) =-vh f dx e-ikx </Jc(x). (IV.27) 

O cálculo desta transformada de Fourier pode ser encontrado no apêndice B; o resultado é: 

7/;(k) = _ V2; sch(~) 
(J (ik-t:.)" 

(IV.28) 

P ara. efetuar qualquer cálculo com o operador de cri ação para. sólitons extensos preci­

samos obter a. form a das funções f e g ou equivalentemente das suas transformadas f e g. 

A primeira. relação permitindo a. determinação destas funções pode ser obtida. comparando 

(IV .l 5.a.) com (IV.28); trocando k--+ -k por conveniência., obtemos: 

- . _ V2;sch( ;k ) 
af(k) - zbkg( -k) = (J(i k + t:.) . (IV.29) 
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A segunda relação é a condição (IV.17) de anticomutação . Da forma das equações (IV.17) 

e (IV.29), fica claro que as suas soluções apresentarão um pólo em k = Íé. Isolamos este 

pólo definindo funções j e g como segue: 

f(k) 

g(-k) 

Colocando (IV.30) em (IV.29), temos: 

](k) 
ik + E 
g( -k) 
ik +E. 

- . y'2; ~k 
af(k)- zbkg( -k) = /3 sch(

2
m ). 

Da mesma forma colocamos (IV.30) em (IV.l7): 

}(k)g(k) = -ik +E. 
2~ 

(IV.30.a) 

(IV.30.b) 

(IV.31) 

(IV.32) 

Para resolver o sistema de equações (IV.31)-(IV.32), vamos decompor as funções j e g em 

somas de funções pares ( +) e ímpares (- ), isto é, 

](k) = j+(k) + j-(k) 

g(k) g+(k) + g-(k) 

Para simplificar a notação definimos, ainda: 

Colocando (IV.33) e (IV.34) em (IV.31) obtemos: 

Reescrevendo: 

a}+(k) - ibkg+(k) 

a]-(k) + ibkg-(k) 

j+(k) 

j-(k) 

- ~J+(k) + ibk g+(k) 
a a 

= _ ibkg-(k). 
a 

(IV.33.a) 

(IV.33.b) 

(IV.34) 

(IV.35) 

(IV.36.a) 

(IV.36.b) 

(IV.37.a) 

(IV.37. b) 
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Inserindo as expressões (IV.33.b) e (IV.37) em (IV.32) obtemos: 

(IV.38) 

onde pode-se desenvolver o produto e novamente separar as partes pares das ímpares, 

resultando: 

~~+(k) 

9-(k) 

g+(k) + i~k (9+(k)f- i~k (9 - (k)r = 2: 
ika 1 

= -2; J+(k). 

Dada a definição (IV.34) a equação (IV.39.b) fica: 

ik 1rk 
9-(k) = - - ch( - ). 

..}2; 2m 

(IV.39.a) 

(IV.39.b) 

(IV.40) 

Colocando (IV.40) em (IV.39 .a) obtemos uma equação do segundo grau para g+(k), cujas 

soluções são : 

A função g( k) finalmente fica: 

g(k) 

(IV.42) 

A função f(k) pode ser obtida colocando (IV.34), (IV.40) e (IV.41) em (IV.37) e substi­

tuindo os resultados em (IV.33 .a) e (IV.30.a): 

J(k) 

(IV.43) 

Ias expressões (IV.42) e (IV.43) aparece uma raiz quadrada que possui dois sinais possíveis . 

A condição (IV.5) sobre os limites assintóticos da função f(x) estabelece um critério para 

a determinação do sinal correto, pois esta condição deve se refletir no comportamento da 
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respectiva transformada de Fourier f( k) para valores de k pequenos. Se avaliarmos o limite 

f( k ---+ O) para o sinal negativo verificamos que este limite é finito. Calculando o mesmo 

limite para o sinal positivo obtemos: 

- 1 
f(k---+ O)~--==--­

J2;(ik +é) 
(IV.44) 

que é exatamente a transformada de Fourier (IV.16) da função degrau unitário, mostrando 

que a escolha correta de sinal é o sinal positivo para a função f( k) e conseqüentemente o 

sinal negativo para g(k) . Com estas escolhas, a função x(k), dada por (IV.l5.b), fica 

f3 [ k 7rk x(k) = -ch(-) + 
wk( -ik + t) J2; 2m 

27r 2 h2 ( 7r k ) p h2 ( 7r k ) l -w se -+-c - . 
{34 k 2m 21r 2m 

(IV.45) 

Notamos que o termo proporcional a é na raiz quadrada deve ser mantido em (IV.42) 

para cancelar o zero do denominador em ik = t, a função g não possuindo nenhum pólo. 

Em contrapartida, o pólo está presente nas funções f e X e o termo em questão pode 

ser desprezado em (IV.43) e (IV.45), o que já foi feito nesta última expressão . Uma vez 

conhecidas as funções -;j e x, dadas por (IV.28) e (IV.45), o operador de criação (IV.l4) 

fica completamente determinado afora a constante de normalização , que será discutida a 

seguir. 

Para cálculos futuros, será conveniente escrever o operador de criação em ordenamento 

normal: 

(IV.46) 

onde ry é uma constante, cuja relação com a constante ). introduzida em (IV.l) pode ser 

escrita utilizando a fórmula (A.8): 

(IV.47) 

Por invariância translacional, as constantes >. e ry bem como o comutador aparecendo em 

(IV.47), são independentes de y. 

As constantes >.e ry são determinadas impondo uma condição de normalização sobre os 

estados de um sóliton (IV.18). Requerendo: 

(y I y) = 1 (IV.48) 
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obtemos, utilizando a forma (IV.46) e as relações (A.6) 

(IV.49) 

Com a ajuda da fórmula (A.3), chegamos a : 

(IV.50) 

onde usamos a notação do apêndice D para o comutador, cujo valor é dado por (D.5.d): 

(IV.51) 

Convém mencionar que (IV .51) é uma constante infinita (no limite é ---+ O) e tal norma­

li zação é de caráter formal; mesmo assim as quantidades de interesse físico calculadas no 

próximo capítulo assumem valores finitos. Com a constante 'TI determinada por (IV.50) e 

(IV.51), a aplicação do operador (IV.46) sobre o vácuo de Fock produz um estado norma­

li zado de um sóliton extenso. O operador de criação assim definido é análogo ao operador 

(II.46) do modelo de quarks e apropriado para o estudo de efeitos de superposição . Ele 

difere porém significat ivamente de um operador de campo usual, que satisfaria a condição 

(II I.20.b ). 



Capítulo V 

Efeitos de Superposição em Sistemas de Sólitons 

Topológicos 

V.l Efe itos de Estatística sobre a Norma 

É inevitável conjecturar sobre a possibilidade do caráter extenso do sóliton introduzir 

efeitos interessantes nas diversas quantidades que o caracterizam. Estudaremos, nesta 

seção, modificações da norma de um estado com dois sólitons, no mesmo espírito do trabalho 

realizado por G. Krein no quadro do modelo de quarks, como exposto na seção (II.1.4) . 

Semelhante à (II.51), pode-se definir uma quantidade que meça o quanto a norma de 

um estado de doi s sólitons é afetada pela extensão espacial: 

(V. l ) 

P ela invari ância de translação e reflexão do sistema, esta norma depende somente da 

distância d =I y1 - y2 I entre os sólitons; no que segue escolhemos y1 > y2 • Usando 

(IV.18), (IV.46) e as relações (A .6), podemos colocar Z(d) na forma: 

O procedimento usado para avaliar esta expressão consiste em usar a fórmu la (A .3) para 

conduzir os operadores de criação A ( +) e A t( +) para a esquerda e os operadores de destruição 

A( - ) e At(- ) para a direita até atingirem os respectivos vácuos. Uti lizando a notação do 

59 
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apêndice D.l para os comutadores, obtem-se sucessivamente: 

Z(d) e-2r4(0)+r1 (d)+r3(-d) (Q I eAH(y!)eAH(y2 )eAt<+l(y2 )eAt<+l(yl) I O) 

e-r4(0)+r1(d)+r3(- d)+r4 (d) ( O I eAH(y1 )eAt<+l(Y2)eAt<+l(y1 ) I O) 

e'~"I(d)+r3(-~)+r4(d)+r4(-d) ( Q I eAt<+l(Y2)eAt<+l(y!) I 0). 

Assim, se definirmos : 

podemos escrever: 

Z(d) = er(d)_ 

O expoente de (V.5) é avaliado no apêndice D.2, com o resultado (D.l9): 

T(d) = 100 

dk COS kd 7(k) 

onde 

( 21!")2 2 h4(7rk) k2 
{32 wk se + . 

2m 

Ao calcular os limites da função 7( k) verificamos que: 

7(1.: ___,O) 
[J2 

-----+ - --
2m ?r 

7(k---; oo) 
2 

-----+ -k. 
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(V.3) 

(V.4) 

(V.5) 

(V.6) 

(V.7) 

(V .S.a) 

(V.S.b) 

Vemos que ao redor da origem 7( k) tende a uma constante, não possuindo nenhum pólo, 

de maneira que podemos tomar c: = O em (V.7). O comportamento do integrando 7(k) no 

limite infinito implica que a função T( d) possua uma divergência logarítmica para d---; O. O 

tratamento desta divergência terá que ser feito com cuidado, pois ela será responsável pelo 

aparecimento do caráter fermiôni co no problema.O procedimento que iremos seguir será o 

de separar uma parte de "T(k), denotada por 7fin(k), que não leva a nenhuma divergência 

na integral correspondente e uma parte 7div(k) cuja integração produz a divergência lo­

garítmica. No decorrer do cálculo a primeira parte será tratada numericamente; ela possui 
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um integrando complicado, mas bem comportado. A segunda parte será tratada analitica­

mente. Assim poderemos escrever: 

'T(k) = Tjin(k) + Tdiv(k) (V.9) 

e função Z ( d) ficará: 

Z(d) exp ( 100 

dk cosdr [ Tjin(k) + Tdiv(k) ] ) 

e 'Tjin(d)+rdiv(d) . (V.lü) 

A separação em dois termos é amplamente arbitrária, pois apenas o comportamento as­

sintótico de Tdiv(k) é especificado por (V.S.b). Procuramos uma função cuja integração 

analítica seja relativamente fácil. A candidata mais simples encontrada é a seguinte: 

(V.ll) 

Pelo fato da constante b ser livre, e ter a dimensão de massa, podemos, por questões de 

conveniência, escolher b = m, a massa do bóson. Devemos ressaltar que tal escolha é apenas 

de natureza matemática, não possuindo maior implicação física. A forma explícita para 

T f in ( d) então fica: 

Tjin(d) 100 

dk cos kd 
2 

k2 
( 2(37r2)2 2 4(7rk) 

wk sch 
2

m + k2 + 

2 ] + . 
k+m 

(V.l2) 

A transformada de (V.ll) pode ser realizada analiti camente consultando um resultado da 

tabela [45]: 

{
00 cos kx 

Jo dk k + b =- sin(bx)si(bx) - cos(bx)ci(bx) 

onde x >O, si(x) é o seno integral e ci(x) é o cosseno integral definidos por: 

si(x) 1
00 d sin t 1r 1x d sin t - t-=--+ t-

x t 2 o t 

ci(x) l oo COS t 1x COS t - 1 
- dt -- = 1 + ln x + dt ---

x t o t 

(V.13) 

(V.l4.a) 

(V.l4.b) 
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com 1 = 0.577215 ... a constante de Euler. Propriedades importantes das funções integrais 

definidas acima são : 

ci(x -+O) 

ci(x -+ oo) 

-oo 

si(x-+oo)=O. 

Usando os resultados acima, retornamos ao nosso problema: 

Tdiv(d) = -2 fo oo dk ~0: ~ = 2 [ sin(md)si(md) + cos(md)ci(md)]. 

Analisando os limites de (V.l6) verificamos que: 

Tdiv (d-+ O) ---t -oo 

Tdiv ( d -+ 00) ---t O. 

(V.l5.a) 

(V.l5.b) 

(V.l6) 

(V.l7.a) 

(V.l7.b) 

O primeiro limi te acima mostra que o comportamento fermiônico está presente no nosso 

cálculo. Quando os sólitons estão próximos a divergência de Tdiv( d) faz a norma Z( d) tender 

a zero. 

Para a. avali ação numérica da função Z(d) , os parâmetros f3 em precisam ser fixados de 

alguma forma. Embora o modelo de sine- Gordon não forneça evidentemente uma descrição 

realista da est rutura ha.drônica, escolheremos estes parâmetros de maneira que a energia 

e o t amanho do sóli ton reproduzam a massa e o raio do núcleon respectivamente. Assim 

espera-se que os efeitos observados no mod elo simplificado permanessam presentes, em nível 

qualitativo ou semi-quant itativo, num modelo mais realista . Identificando a energia (III.5) 

com a massa de repou so do núcleon A1n = 4.75 Íln-1 (938 Mev) obtemos a seguinte relação 

entre f3 e rn: 

E= Sm = l\1n (32 . (V.18) 
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Definiremos o "raio" quadrático médio do sóliton unidimensional por: 

ro = fo00 dx X
2 

I c/Jc( X) 1
2 

fo00 dx I c/Jc(x) 1
2 

J0
00 dx x2( arctan e-mx)2 

f0
00 dx (arctan e-mx) 2 

1 
m 

f000 dy y2 (arctan e- Y)2 

f000 dy ( arctan e-Y) 2 · 

O radicando acima pode ser avaliado calculando a razão das integrais numericamente. O 

resultado obtido para a raiz é O. 795. Para fins práticos podemos tomar o valor 0.8. Assim: 

0.8 
ro= -. 

m 
(V.19) 

Uma vez especificado o valor de r 0 esta relação determina a massa m do bóson; a relação 

(V.18) fixa (3 : 

(3- 2.52 
- JroMn . 

(V.20) 

Será interessante analisar a variação do efeito de superposição com a raio do núcleon, isto é, 

tomaremos alguns valores típicos de r 0 : r0 = 0.5 fm; r0 = 0.8 fm; r0 = 1 fm. A integração 

numérica de TJin(k) é na realidade uma transformada de Fourier em cosseno. 

A figura (V.1) mostra que a divergência logarítmica é responsável pela atuação do 

princípio de Pauli no problema, fazendo a norma tender a zero, no limite de separação nula 

entre os centros dos sólitons. No limite de grande separação , d ~ r 0 , os efeitos de super­

posição se tornam desprezíveis e a norma tende à unidade. Para separações intermediárias, 

d ~ 2r0 , a norma Z(d) excede a unidade e alcança um máximo. A comparação destes resul­

tados com aqueles obtidos no próximo capítulo para o modelo não - topológico nos levará a 

interpretar este efeito como uma manifestação da estatística de Bose dos quantas elemen­

tares que constituem o sóliton. No gráfico (V.2) vemos uma comparação entre os efeitos 

de superposição para três valores do raio quadrático médio do sóliton. O comportamento 

geral da norma não se modifica significativamente com r 0 , apenas, quando diminuímos r 0 , 

a posição do máximo de Z(d) e a região assintót ica Z(d) ~ 1 se deslocam para valores 

menores da separação d, como era de se esperar. 
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Figura V.l: A norma Z(d) do estado de dois sólitons como função da separação entre seus 

centros, para r0 = 1 fm. A figura também mostra exp(Tdiv(d)) e exp(TJin(d)). 
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Figura V.2: Comparação entre os efeitos de superposi ção sobre a norma Z( d) para três 

valores do raio (em fm) do sóliton. 
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V.2 Efeitos de Superposição sobre a Energia 

Na seção anterior, chamamos de estado de dois sólitons o estado obtido pela aplicação de 

dois operadores de criação (IV.l4) sobre o vácuo de Fock. Pela definição destes operadores, 

estamos assegurados que o estado assim construido possui uma carga topológica igual a 

dois e, no limite de grande separação d =I y1 - Y2 I, corresponde de fato a um sistema 

de dois sólitons de campos médios individuais dados pela solução clássica estática (III.4) . 

Podemos porém indagar a respeito da natureza do estado em questão quando a separação 

d fica suficientemente pequena para que haja superposição entre os sóli tons. Nesta seção , 

demonstramos que o estado obtido pela aplicação sobre o vácuo de N operadores do tipo 

(IV.l4) é uma estado coerente, cujo campo médio correspondente é a soma dos campos 

médios individuais associados aos N sólitons. Além disso, calculamos o valor esperado da 

energia no sistema de dois sólitons, como função da separação d. O resultado evidencia o 

caráter de repulsão da interação entre sólitons no modelo de sine-Gordon. 

Representaremos o valor esperado de um operador O num estado de N sóli tons por 

(O)N, com a definição usual: 

(O)N = (Yr, · ··,YN I o I YN,·· · ,Yl ) 
(Yl' ... ' y N I y N) .. . ) Yl ) 

onde o estado geral de N sóli tons é definido por: 

N 

1 YN, .. . , YI ) = rr ?j;t (yi) 1 o) = ?j; t (YN) ... ?j; t (yl) 1 o). 
i=l 

(V.21) 

(V.22) 

1o sentido de provar que este estado é um auto-estado do operador de destruição do campo 

bosônico a(k), e de determinar o autovalor correspondente, calcularemos o comutador de 

a(k) com o produto de operadores presente em (V.22) . Usando (IV.l4) e a fórmula (A .2), 

obtemos o comutador de a(k) com_ um membro do produto: 

(V.23) 

onde definimos a função : 

u(k, y) = -A-e-iky7/>(k) . (V.24) 
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Com o uso repetido da relação operatorial: 

[A , BC]= B[A, C ]+ [A, E] C (V.25) 

tem-se então : 

N N-1 N-1 

[a(k), I1 7j)(y;)] - ~t(yN)[a(k) , I1 ~t(y;) ] + [a(k), ~t(YN)] I1 ~t(y;) 
i=l i=l i=l 

N-1 N-l 

- ~t(YN) [a(k) , I1 ~t(y;)] +u(k,yN)~t(YN) I1 ~t(y;) 
i=l i=l 

N-2 

- ~t(YN)~t(YN-I)[a(k), I1 ~t(y;) ] + 
i=1 

N-2 N 

+ ~t(yN)[a(k),~t(YN-d ] rr ~t(y;) +u(k,yN)rr ~t(y;) 
i=l i =l 

N-2 

- ~t(YN)~t(YN-I)[a(k), I1 ~t(y;) ] + 
i=l 

N 

+ ( u(k,yN) + u(k ,YN-d) I1 ~t(y;). 
t=l 

(V.26) 

Prosseguindo a comutação até o último operador obtemos: 

N N N N 
[a(k) , rr ~t(yi) J = rr ~t(y;)[a(k),~t(yi)] + L_u(k,yj) rr ~t(yi) 

i=l i=2 j=2 i=l 

N N 

= L. u ( k, y j) rr v· t ( y i) (V.27) 
j =l i=l 

ou seJa, 

Assim fica evidente que a relação de autovalores característica de uma estado coerente é 

verdadeira: 

(V.29) 

com 

N 

h(k) = -~(k) L_ exp(-ikyJ) . (V.30) 
j=l 
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Com isto podemos calcular (</J (x)) N substituindo a forma (V.30) para h(k) na fórmula 

genéri ca (C.3) para valor esperado do campo e juntando este resultado com (IV.24). Ob-

temos: 

N 

(<P(x ))N = L <Pc(x - yi). (V.31) 
i=l 

O mesmo procedimento pode ser realizado para (1r(x))N com o resultado: 

(V.32) 

Assim verifica-se que campo médio no estado N sólitons é dado pela soma dos campos 

médios individuais , ou seja, pela soma das soluções clássicas estáticas centradas nos pontos 

y1 • .. YN · Este campo médio total não satisfaz a equação de campo, já que esta é não -

linear. Em outras palavras, as interações entre sólitons não estão levadas em conta no 

estado (V .22) . Podemos avaliar estas interações perturbativamente calculando o valor 

esperado do hamiltoniano no estado em questão . De acordo com a propriedade geral de 

um estado coerente, o valor esperado do hamiltoniano é obtido simplesmente substituindo 

(V.31) e (V.32) na expressão (C.12), isto é: 

(H) N = 1: dx { ~ [Ê 'J,q\(x - y;)r + ;: (I- cos f3 [Ê ~<(x- y;)]) } (V.33) 

O nosso interesse consiste em calcular a energia quando N = 2; chamando y1 = y e y2 = z 

temos : 

roo { 1 2 (H}2 = }_
00 

dx 2 ['V x<Pc(x- y) + \lx<Pc(X - z)] + 

+;: ( 1-cos,B[<Pc(x-y)+ <Pc(x-z)]) } · (V.34) 

Será conveniente separar as energias individuais dos sóli tons da energia de interação entre 

eles . Com algumas manipulações , podemos reescrever (V.34) na forma: 

E2 = 1: dx { ~[\lx<Pc(x- YW + ;: [ 1- cos ,8</Yc (x- y) ]+ 

1 2 m2 
+ 2 [\l x<Pc (X- z)] + "",82 [1 - cos,B</Jc(x- z) J + 

+ \lx <Pc(x - y) \lx <Pc(x - z ) + ;: [cos,B<Pc(x - y) + cos,8</Jc(x - z) 

- cos ,8[</Jc(x- y) + <Pc(x- z)]- 1] } (V .35) 
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ou ainda: 

E2 = I: dx { Ho ( x - y) + 1{0 ( x - z) + Hi ( x, y, z) } (V.36) 

onde 1{0 é a densidade de energia do sóliton de sine-Gordon estático isolado, cuja integral 

fornece a massa da partícula associada, e H;(x,y, z) é a parte de interação sóliton-sóliton. 

De (III.2) e (III.5) obtemos para a soma das massas: 

l oo 16m 
-oo dx { Ho(x- y) + Ho(x- z )} = 732. (V.37) 

A nossa preocupação central será, portanto, a de calcular: 

(V.38) 

que representa a energia de interação de dois sólitons centrados em y e z respectivamente. O 

cálculo analítico de (V.38) é um pouco elaborado, por isso optamos em discutir os detalhes 

desta resolução no apêndice E, apresentando a seguir apenas o resultado final. Definindo 

d _ z - y obtemos: 

32m ch
4

( n;d) [ J 8m [ md l 
fj2 sh3(md) sh(md) - md + fj2 sh(md) - 1 . 

É fácil ver que: 

16m 
3(32 > o 

o. 

(V.39) 

(V.40.a) 

(V.40.b) 

O gráfico de Ei( d) pode ser visto na figura (V.3), normalizado pela energia de um sóliton 

(III.5). Observa-se um efeito de repulsão entre sólitons semelhante a uma barreira finita. 

Argumentos apontando para a natureza repulsiva da interação entre só li tons no modelo 

de sine-Gordon já foram apresentados na literatura [46]. Intuitivamente podemos entender 

este fato, ao lembrarmos o que foi argumentado no capítulo III onde o campo <P( x) do 

modelo de sine-Gordon, que mapeia R1 em S1
, foi interpretado como um ângulo de torção. 

Em outras palavras o estado de um sóliton pode ser representado por uma torção de 27r 

em, por exemplo, um elástico, como é visto na figura (V.4). Um estado com dois sólitons, 

por sua vez, pode ser representado por uma torção de 47r. Com a aproximação dos dois 

sólitons vemos na figura V.4.c que surge naturalmente uma força de repulsão entre eles 

devido a características puramente topológicas. 
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F igura V.3 : Energia de interação de doi s sólitons como fun ção da distância relativa. 
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(a) 

(b) 

(c) 

Figura \1.4: (a)Estado de um sóli ton:torção de 271'; (b) estado de dois sólitons:torção de 471'; 

(c) repulsão entre sóli tons . 

-- ----------------------------------------------------------------------------------~ 
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Capítulo VI 

Efeitos de Superposição em Sistemas de Sólitons 

Não-Topológicos 

VI.l Modelo Unidimensional Simples 

Este capítulo será destinado ao estudo de um modelo unidimensional simples de sóliton 

não - topológico que incorpora as características essenciais do modelo realista em três 

dimensões descrito no capítulo II. 

Num estado com dois sólitons os efeitos de estatística relevantes que podem emergir 

correspondem às superposições do tipo quark-quark e condensado-condensado de sólitons 

diferentes. Tendo em vista que efeitos de estatística relacionados com os quarks foram 

es tudados em [26,27] e revisados na seção II.l.4, desprezamos estes efeitos, concentrando 

a atenção em efeitos novos que podem surgir com o acréscimo do campo de confinamento. 

Desta. form a, consideramos o sistema de três quarks como um único férmion e imaginamos 

o só li ton não - topológico como um sistema composto deste férmion confinado por um 

campo escalar. A natureza fermiônica do sistema está inteiramente associada ao férmion 

em questão , o campo de confinamento possuindo caráter puramente bosônico. Portanto 

ao se fazer um cálculo dos efeitos de estatística sobre a norma, torna-se possível decompor 

estes efeitos numa contribuição bosônica e outra fermiônica, para estudá-las separadamente. 

Este estudo servirá de base para efetuar uma comparação com os efeitos de superposição 

que aparecem no modelo de sóliton topológico estudado nos capítulos anteriores . 

Cabe ressaltar que não formulamos aqui um modelo dinâmico específico; simplesmente 

71 



Capítulo VI. Efeitos de Superposição em Sistemas de Sólitons Não- Topológicos 72 

postulamos que a dinâmica do confinamento resulta num campo confinante médio e numa 

densidade fermiônica semelhantes àquelas nas figuras II.3 e II.4. Por questão de simpli­

cidade, tratamos o férmion como uma partícula não - relativística cuja função de onda 

assume uma forma gaussiana: 

<p(x) 1 ( x2) exp --
(~ro)l/2 4rÕ 

(VI.l) 

onde r 0 é o raio quadrático médio. No intuito de associar um estado coerente ao campo de 

confinamento, introduzimos um operador de campo cujo valor esperado no vácuo é nulo: 

<P(x) = O"(x)- O"vac· (VI.2) 

Inspirados pelas figuras II.3 e II.4, aproximamos o campo médio <Pc(x) do sóliton por uma 

gaussiana de mesma extensão que (VI.l): 

<Pc(x) = - <Poexp (-:r~) (VI.3) 

onde <Po é uma constante positiva. 

O operador de campo bosônico <P( x) pode ser expandido em ondas planas de acordo 

com (III.27). O vácuo do modelo é o produto tensorial de um vácuo bosônico e um vácuo 

fermiônico: 

com 

I O) =I O)B I O)F 

a(k) I O)B 

q(x)IO)F 

o v k 

0 V X 

(VI.4) 

(VI. 5.a) 

(VI.5. b) 

onde q( x) é o campo fermiônico não - relativístico associado ao férmion puntual, satisfa­

zendo as relações de anticomutação usuais: 

{q(x), q(y)} 

{ q( X), q t (y)} 

{qt(x),qt(y)} = 0 

8(x- y). 

(VI.6.a) 

(VI.6.b) 
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O estado quântico de um sóliton centrado em y é obtido pela aplicação sobre o vácuo (VI.4) 

de um operador de criação composto de uma parte bosônica e uma fermiônica: 

(VI. 7) 

A parte fermiônica cria um férmion no estado descrito pela função de onda cp(x- y): 

(VI.8) 

A parte bosônica produz um estado coerente no qual os valores esperados dos operadores 

de campo <P(x) e 1r(x) são <Pc(x- y) e zero, respectivamente. A partir das relações (C.l) e 

(C.5) do apêndice C, conclui-se então que: 

(VI.9) 

com 

A t (y) (VI. lO) 

onde 

(VI.ll) 

A constante de normalização TJ será determinada adiante. Notamos que os operadores de 

criação definidos acima satisfazem obviamente as relações : 

(VI.12) 

que implicam: 

(VI.13) 

Assim, o caráter fermiôni co dos objetos compostos está trivialmente garantido. 

Analogamente ao que foi visto na seção (II.l.4), o ingrediente básico na avali ação dos 

efeitos de superposição fermiônicos será o anticomutador: 

I: df, drycp*(f,- x)cp(TJ- y){q(Ç),qt(ry)} 

I: df, cp*(f,- x)cp(f, - y) = C(x- y). (VI.l4) 
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Colocando (VI.l) em (VI.14) e introduzindo a distância relativa d -1 x- y I, obtemos: 

C(d) = exp (-~
2

Õ). 
Já os efeitos bosônicos serão determinados pelo comutador: 

~ 100 

dk e - ik(x-y)Wk 1-;jy(k) 1
2 

2 - oo 

2<fl6r6fooo dk cos kd wk exp(- 2k2r~) r 4 (d) 

(VI.15) 

(VI.16) 

onde a notação r 4 foi introduzida em analogia com o caso dos sólitons topológicos (veja1 

apêndice D). Com esta definição, podemos escrever a expressão da constante T7 introduzida 

em (VI.9). Requerendo que o estado (VI. 7) seja normalizado, obtemos com a ajuda da 

fórmula (A.3): 

(VI.17) 

VI.2 Efeitos de Estatística sobre a Norma 

Novamente para estudar os efeitos de superposição no sistema de dois sólitons calcula­

remos a norma do estado obtido pela aplicação de um segundo operador de criação sobre 

o estado (VI.7): 

(VI.18) 

com d =i y1 -y2 I sendo a distância entre os sólitons. Já que tanto o vácuo como o operador 

de criação são produtos de uma componente bosônica e outra fermiônica independente, é 

fácil ver que o mesmo será verdade da norma (VI.18): 

(VI.19) 

Os termos deste produto podem ser avaliados sem muita dificuldade, mediante a comutação 

dos operadores de criação e destruição até at ingirem os respectivos vácuos. Usando (VI.14), 

1 As funções r i, i = 1, 2, 3 definidas no apêndice D são trivialmente nulas no caso dos sólitons não -

topológicos. 
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obtemos para a parte fermiônica: 

F(O I V;F(Yl)V;F(Y2)V;}(y2)V;~(YI) I O)F 

1- C2(d) 

1- exp (-_!___) . 
4r5 

Das expressões (VI.9) e (VI.17), o termo bosônico na norma é dado por: 

(VI.20) 

(VI.21) 

Reproduzindo, numa versao simplificada, os passos que levaram da expressão (V.2) ao 

resultado (V.5), obtemos: 

(VI.22) 

Assim, a avaliação dos efeitos de superposição requer basicamente o cálculo da função 

T4 (d), dada por (VI.16). Nota-se porém que, além de ser proporcional ao quadrado do valor 

esperado do campo confinante no centro do sóliton, valor este que depende dos pormenores 

do modelo, a referida integral depende da escolha feita para a função wk. Usualmente, 

toma-se: 

(VI.23) 

onde p é a massa dos quanta associados ao campo <P ( x ). No caso de um campo escalar com 

auto-interaçã.o U(<P) esta massa é dada. por: 

(VI.24) 

onde <Pvac, o valor do campo no vácuo, corresponde ao mínimo absoluto de U( <P ). Por 

exemplo , no modelo de sine-Gordon (III.l), esta fórmula leva ao resultado f.-L = m , que 

foi utilizado nos capítulos (III-V). No modelo de sóliton não - topológico, o valor de f.-L 

irá depender dos valores dos coeficientes da auto-interação (II.12). No intuito de evitar 

a presença, na região de energias de interesse, de partículas fictícias associadas ao campo 

confinante procura-se geralmente escolher os parâmet ros do modelo de maneira tal que 

I UFRG5i 
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f..l seja muito grande na escala de massas hadrônicas. Nestas condições , já que o raw 

quadrático médio 1·0 é da ordem de 1 fm, temos : 

(VI.25) 

Mas é fácil ver que a integral presente em (VI.16) recebe as suas contribuições significativas 

da região de valores de k tais que k :S r01 Assim podemos, sem introduzir um erro 

apreciável aproximar Wk por f..l nesta integral. A contribuição bosônica (VI.22) para a 

norma fica então: 

Za ( d) exp ( 4cp~r~ laoo dk cos kd wk e-2 k2 r~ ) 
~ exp ( ( e-d2 /Brõ) (VI.26) 

onde 

(VI.27) 

Assim, no que diz respeito à norma de um estado de dois sólitons, as incertezas presentes 

no nosso modelo manifestam-se através do parâmetro adimensional (, cujo valor só poderia 

ser determinado associando um lagrangiano específico ao modelo. 

Escolhendo o valor típico r 0 = 1 fm para o raio do sóliton, podemos calcular a contri­

buição fermiônica Zp(d) à norma usando (VI.20); o resultado é mostrado na figura VI.l. 

Como era de se esperar, o efeito de superposição é semelhante àquele observado na figura 

II.5 para !J.jj = O, ou seja, quando os efeitos de estatística devidos à estrutura interna do 

sistema de três quarks são ignorados. Já para o cálculo da contribuição bosônica Z8 (d), 

dada por (VI.26), precisamos escolher valores do parâmetro (. A figura VI.1 mostra os 

resultados para os valores ( = .1, ( = 1, ( = 2. Verifica-se que a estatística de Bose dos 

quanta do campo confinante produz um aumento da norma a medida que os centros dos 

sólitons se aproximam. A importância deste efeito cresce rapidamente com (, sendo os 

valores acima escolhidos de maneira a produzir um efeito pequeno, moderado e grande, 

respectivamente. 
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Figura VI.l: Contribuições bosônicas, Z8 (d), e fermiônicas, ZF(d) à norma do estado de 

dois sólitons, para o valor de r 0 = 1 fm 
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Os resultados obtidos pela multiplicação das contribuições bosônicas e fermiônicas para 

obter a norma Z(d) do estado de dois sólitons estão apresentados na figura VI.2. Observa­

se uma competição entre a estatística de Fermi dos objetos compostos, responsável pela 

queda a zero da norma quando os seus centros coincidem, e a estatística de Bose dos quanta 

do campo confinante, em conseqüência da qual a norma pode exceder a unidade quando 

os sólitons se superpõem parcialmente. A comparação da função Z(d) da figura Vl.2, 

para ( = 2, com a função correspondente (ro = 1 fm) da figura V .2 referente aos sólitons 

topológicos, revela uma notável semelhança. Isto sugere fortemente que o pico na função 

Z ( d) origina-se da estatística de Bose dos quanta neste caso também, embora os aspectos 

bosônicos e fermiônicos não possam ser nitidamente separados nos sólitons topológicos . 

·-------------------------------------------------------------------------------------~ 



Capítulo VII 

Conclusão e Perspectivas 

A natureza composta do núcleon traz conseqüências importantes para a estrutura nu­

clear. Afora possíveis efeitos dinâmicos, efeitos devidos à estatística dos constituintes devem 

manifestar-se quando os núcleons se sobrepõem. No modelo de quarks, é sabido que a pos­

sibilidade de trocar um quark com um núcleon vizinho introduz modificações nas funções 

de estrutura do núcleon quando este está ligado num núcleo. Além disso, tem-se argu­

mentado que, dependendo da extensão espacial do núcleon, estas trocas podem tornar-se 

ponderáveis, a ponto de invalidar o modelo de camadas. 

Os modelos de sóliton envolvem, além dos quarks ou no lugar destes, um campo escalar 

cuja estatística bosônica pode também levar a efeitos de superposição . No modelo de 

Skyrme, a própria natureza fermiônica do núcleon deve-se à topologia não - trivial do 

campo escalar e os aspectos fermiônicos e bosônicos estão relacionados de maneira pouco 

transparente a priori. Esta di ssertação constitui um estudo exploratório destas questões . 

O primeiro passo na investigação teóri ca de efeitos de superposição em estados multinu­

cleônicos consiste na construção de um operador de criação , cuja aplicação repetida produz 

o referido estado a partir do vácuo. No modelo não - topológico, esta tarefa não apresenta 

grande dificuldade, bastando combinar um operador fermiônico que cria três quarks com 

apropriadas funções de onda e um operador bosônico que gera um estado coerente no qual 

o campo médio de confinamento assume a forma especificada pelo modelo. Já no modelo 

de Skyrme, a construção de um operador fermiônico , a partir do campo bosônico, ainda re­

presenta um desafio teórico. Algumas tentativas foram feitas neste sentido, mas são poucas 
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as referências na literatura sobre este assunto. Nestas circunstâncias, é razoável abordar o 

problema considerando um modelo simplificado. 

O modelo de sine-Gordon é um modelo unidimensional que possui propriedades to­

pológicas similares ao modelo de Skyrme, onde um operador de criação de sólitons to­

pológicos puntuais fermiônicos foi construido por Mandelstam. Um dos nossos objetivos, 

nesta dissertação , foi de modificar o operador de Mandelstam de tal forma que ele viésse a 

criar sólitons topológicos extensos. O operador modificado possui as seguintes propriedades: 

• ele incrementa por uma unidade a carga topológica. 

• operadores que criam sólitons centrados em pontos diferentes anticomu­

tam, de acordo com a estatística fermiônica. 

• os valores médios dos operadores de campo no estado de um sóliton repro­

duzem a solução clássica estática. 

• os valores esperados dos operadores de campo num estado obtido pela 

aplicação de N operadores de criação sobre o vácuo são as somas dos 

campos médios associados aos N sólitons individuais. 

A consideração de um análogo mecânico para o modelo de sine-Gordon sugere o apare­

cimento de uma força de repulsão entre os sólitons. Ao avaliar o valor esperado da energia 

no estado de dois sólitons encontramos para a energia de interação um comportamento de 

barreira de potencial, revelando o aspecto de repulsão esperado. 

U n1a vez normalizado o estado obtido pela aplicação de um operador de criação sobre 

o vácuo , a aplicação de um segundo operador produz um estado de dois sólitons, cuja 

norma Z ( d) é uma função da distância d entre os seus centros. O desvio desta função 

em relação à unidade fornece um critério para avaliação dos efeitos de estatística devidos 

à superposição dos objetos extensos. No intuito de comparar os modelos topológicos e 

não - topológicos, a norma Z ( d) foi calculada no modelo de sine-Gordon e também num 

modelo não - topológico simplificado, definido num espaço unidimensional e constituído de 

um único férmion confinado num campo escalar. 
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As principais características dos resultados são as seguintes: 

1. Sóliton não - topológico 

• A norma Z(d) é produto de partes bosônicas e fermiônicas, isto é, 

Z(d) = Za(d)ZF(d). Como era de se esperar tanto Za(d) como ZF(d) 

-+ 1 quando d -+ oo, não havendo efeitos de estatística quando os 

sólitons não se superpõem . 

• A extensão da região de valores de d onde Za( d) e ZF( d) diferem 

significativamente da unidade é aproximadamente proporcional ao ta­

manho do sóliton. 

• O termo Za(d), inteiramente devido ao campo confinante, cresce até 

um valor máximo, maior que 1, quando d-+ O. Esta é obviamente uma 

manifestação da estatística de Bose dos quanta do campo escalar. A 

magnitude do aumento de Za(d) para d pequena depende fortemente 

dos detalhes dinâmicos do modelo. 

• O termo ZF(d), devido ao férmion, se anula quando d-+ O. Pode-se 

considerar este férmion como representando o sistema de três quarks 

confinados. Como já era sabido, quando se leva em conta a estrutura 

interna deste sistema, a função ZF( d) fica deslocada, na direção dos 

valores maiores de d, por efeitos adicionais devidos à estatística de 

Fermi dos quarks. 

• Em conseqüência das propriedades acima, a norma Z(d) para o sóliton 

não- topológico tende à unidade para d-+ oo e apresenta um efeito de 

competição entre as estatísticas quando d fica suficientemente pequena 

para que haja superposição apreciável dos sólitons. Enquanto a parte 

bosônica faz a norma crescer, para d-+ O, a respectiva parte fermiônica 

faz a norma decrescer até atingir zero. 

2. Sóliton topológico 

• Já que o caráter fermiônico do sóliton se ongma da topologia do 

campo fundamental bosônico, não é possível separar os efeitos das 
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duas estatísticas tão nitidamente quanto no caso dos sólitons não -

topológicos. 

• A norma Z(d) -t 1 quando d -t oo; a extensão da região de valores de 

d onde Z( d) se afasta sensivelmente da unidade é quase proporcional 

ao tamanho do sóliton. 

• Verifica-se a existência de uma região onde Z(d) excede a unidade, o 

que pode ser interpretado como sendo devido aos efeitos bosônicos de 

superposição dos quanta elementares. 

• Pelo fato de estarmos postulando a anticomutação entre os operadores 

de criação , na situação de superposição total dos sólitons, o efeito 

fermiônico acaba prevalecendo e a norma vai a zero. 

• A norma Z( d) revela um comportamento geral similar àquele obtido 

para o sóliton não - topológico, expondo a competição entre o caráter 

bosônico e fermiônico. 

82 

Concluindo este estudo, convém admitir que a norma de um vetor de estado é uma 

quantidade abstrata cuja avaliação não revela efeitos físicos observáveis . A rigor, o vetor 

sempre pode ser normalizado a posteriori de maneira a permitir o cálculo de valores espe­

rados de quantidades físicas, como feito no presente trabalho para a energia. Porém, como 

·verificou-se no caso do modelo de quarks estudado na referência [26], as características 

observadas na norma do estado multinucleônico provavelmente irão se refletir em propri­

edades física.s, tais como funções de estrutura e livre caminho médio do núcleon no meio 

nuclear. Além disso, a questão da compatibilidade do modelo de camadas com a estrutura 

do núcleon é um assunto teórico cuja consideração não requer necessariamente a análise 

de quantidades diretamente mensuráveis. Neste contexto, pode-se objetar também que, na 

matéria nuclear, os núcleons não estão localizados mas se encontram em estados de momen­

tum bem definido. A partir do operador de criação de um sóliton localizado, seria possível, 

embora laborioso, construir por transformada de Fourier um operador de criação no espaço 

de momentum e usá-lo para estudar o gás de Fermi de sólitons extensos. No caso do mo­

delo de sine-Gordon, a equivalência completa com o modelo de Thirring massivo permite 



Capítulo VII. Conclusão e Perspectivas 83 

utilizar técnicas alternativas poderosas de resolução do problema de muitos corpos, tais 

como o Ansatz de Bethe e o espalhamento inverso (47] . Mesmo assim, a comparação entre 

os resultados fornecidos por estes métodos e aqueles obtidos através do nosso operador de 

criação poderia se revelar instrutiva. 

No modelo de Skyrme, é improvável que se possa estabelecer uma equivalência exata 

com uma teoria de campo fermiônico. Portanto a construção , em termos do campo 

bosônico, de um operador de criação para o skyrmion é indispensável para o estudo quântico 

de sistemas multinucleônicos. A experiência adquirida no modelo de sine-Gordon indica 

o caminho a ser seguido nesta construção . Operadores de campo tem sido propostos na 

literatura (48,49] para certos objetos topológicos em duas ou três dimensões , tais como 

anyons e monopólos . Nestas abordagens, a estrutura do objeto extenso é idealizada por 

uma linha ou superfície separando a região interna da externa, em analogia com o campo 

de Mandelstam, que divide o espaço em regiões situadas a esquerda e a direita do sóliton. 

Métodos semelhantes devem possibilitar a construção de um operador de campo para o 

skyrmion, que incremente a carga topológica por uma unidade e satisfaça relações de an­

ticomutação fermiônicas. Como realizado no presente trabalho no modelo de sine-Gordon, 

procuraria-se então incorporar ao operador a estrutura do sóliton especificada pela solução 

estática "ouriço", de maneira que o estado obtido pela aplicação do operador sobre o vácuo 

seja uma realização quântica desta solução . O elemento adicional, que não está presente 

no modelo de sine-Gordon, seria a atribuição ao operador de números quânticos de spin 

e isospin, indispensáveis para caracterizar completamente o estado de um núcleon. Esta 

é uma tarefa desafiadora., particularmente se lembrarmos a necessidade ele preservar as 

propriedades de topologia e estatística do operador. 
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Apêndice A 

Comutadores e Outras Relações Operatoriais 

Este apêndice reune algumas fórmulas operatoriais que estão utilizadas no decorrer 

desta dissertação . 

Sejam A e B dois operadores satisfazendo as condições : 

[A, [A, B]] = [B, [A, B]] = O. (A.l) 

Mostra-se então 

[A,B]eB (A.2) 

como também 

(A.3) 

e 

(A.4) 

Supomos agora que A e B são combinações lineares dos operadores de campo bosônicos 

<P(x), 1r(x) . Usando as expansões (III.27), podemos separar A, B e seus adjuntos em partes 

de criação e destruição, contendo so n'lente operadores at(k) e a(k), respectivamente. Por 

exemplo: 

A(+)+ A(-) 

At(+) + At(-) 
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(A.5.a) 

(A.5.b) 
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onde indicamos as partes de criação pelo superscrito ( +) e as partes de destruição pelo 

superscrito (- ). Obviamente: 

[A(+l, B(+l] = [A(-l , B(-l] =O 

[A(+) , B(-)] =número-c 

A(-) I O) =o 

(A.6.a) 

(A.6.b) 

(A.6.c) 

(A.6.d) 

(A.6.e) 

onde I O) é o vácuo de Fock. Por definição , o ordenamento normal da exponencial de um 

operador deste tipo é tal que: 

A A(+) A(-) 
:e :=e e (A.7) 

Usando (A.4), obtemos então 

e
A _l[A<+) A(-)] A(+) A(-) 

e 2 ' e e 

_l[A(+) AH] A e 2 ' : e : . (A.8) 

Aplicando esta relação ao operador A+B e invocando (A.4) e (A.6.c), mostra-se facilmente: 

A B [A(-) B(+)]+l[A<-) A(+)J+l[B(-) B(+)] A+B ee =e ' 2 ' 2 ' :e :. (A.9) 



Apêndice B 

Transformadas de Fourier de Funções 

Não-integráveis 

Neste apêndice pretendemos mostrar os detalhes do cálculo das transformadas de Fourier 

de funções f ( x) com valores assintóticos diferentes de zero, isto é: 

J(oo) o 

f( -00) constante (B.l) 

ou ainda: 

J(oo) constante 

f( -oo) o. (B.2) 

Como primeiro caso tomaremos a. fun ção degrau unitário O( x ). O comportamento desta 

fun ção corresponde ao caso (B .2) com a constante = 1. Representamos a sua transformada 

por O(k) : 

O(k) = -
1-j= dxe-ikx 8(x ). 

.j2; - oo 
(B.3) 

P elo fato do integrando não se anular quando x -t oo a. integral correspondente terá um pólo 

em k = O. P ara ev itar es ta divergência int roduzimos um fator de convergência na integral 

que levará a uma prescri ção definida para. o contorno do pólo. Assim a transformada de 

Fourier que iremos calcular será: 

(B.4) 
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com (; > O. Podemos integrar por partes, obtendo: 

7J(k) 1 e-x(ik+!) fJ(x) ,x=oo + 
VCh(ik +E) x=-oo 

+ 1 1 oo dxe-x(ik+!)8(x ). 
VCh(ik +E) - oo 

(B.5) 

O pnme1ro termo do lado direito de (B.5) é nulo, pois para x ------+ -oo a função degrau 

unitário é zero e para x ------+ oo a exponencial se anula. A integral restante é trivialmente 

igual a 1. Então a transformada de Fourier da função degrau unitafio fica: 

- 1 
fJ(k) = . 

VCh(ik +E) 
(B.6) 

Outra transformada de Fourier utilizada nesta dissertação é a transformada da solução 

clássica estática no modelo de sine-Gordon. Usamos a notação do capítulo IV: 

- 1 1 00 "k 4 1 00 "k <P(k) = --- dxe-• ·x<Pc(x) = -- dxe-• xarctane-mx. 
VCh - oo ~y'2; - oo 

(B.7) 

Pelo fato de <Pc(-oo) = -2n'/~ e <Pc(oo) =O, a integral (B.7) não converge em x = -oo. 

Novamente introduziremos um fator de convergência na integral : 

-;j(k) = -
4-100 

dx e- x(ik-!) arctan e-mx. 
~y'2; -00 

Lembrando: 

d m 
-d arctane-mx = --sch(1nx) 

X 2 

pode-se integrar por partes a expressão (B.8): 

-;j( k) = 
4 e-x(ik-!) 

--- arctan e-mx 1
00 + 

~VCh ik- E - oo 

2m 1 oo . - dx e- x(tk-!)sch(mx). 
VCh~(ik- E) - oo 

Observando que: 

lim ex! arctan e -mx = O X-> 00 

(B.8) 

(B.9) 

(B.10) 

(B.ll) 

se m > E, verifica-se que o primeiro termo de (B.10) é identicamente nulo. No segundo 

termo pode-se desprezar o fator de convergência E, pelo fato da sch( mx) tender para zero 

no limites infinitos. A transformada de Fourier do campo, então fica: 

_ 4m l oo 
<P(k) = - y'2; . dx cos kx sch(mx). 

2nf3(zk-E) o 
(B.12) 
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Mas esta integral está tabelada: 

100 7r 1rk 
dx cos kx sch(mx) = -sch(-). 

o 2m 2m 
(B.l3) 

Então temos: 

(B.14) 



Apêndice C 

Propriedades Gerais dos Estados Coerentes 

Neste apêndice, provaremos alguns resultados gerais, válidos para um estado coerente 

[50,51] qualquer I <I> ) , definido por: 

fWk 
a(k) 1 <r> ) = y 2 h(k) I <r> ) (C.1) 

onde h(k) é uma função complexa arbitrária e o fator ~ foi introduzido por conveniência. 

Utilizamos a notação (O ) para indicar o valor esperado de um operador O no estado I <I> ): 

(O) = (<I> I O I <I> ) 
- (<I> I <I> ) . 

(C .2) 

É fáci l relacionar a função h( k) com os valores esperados dos operadores de campo. Usando 

as decomposições de Fourier (III.27) e a relação (C.1 ), temos : 

(</;(x) ) 

e 

_1_ 1co ~ (ékx (a(k)) + e-ikx (at (k))) 
-/2i -co yi2Wk 

-
1-jco dk eikx ( h(k) +h*( -k) ) 

2-/2i -co 

_ z_· 1co dk (Wk (e- ikx(at(k) ) - eikx (a(k) )) 
-/2i -co V2 
__ i~ 1co dk eikx Wk ( h(k)- h*( -k) ) . 

2-/2i -co 
Resolvendo estas equações para h(k), obtemos: 

h(k) = vk j dx e- ikx [ (</;(x) ) + ~k (1r(x)) ]. 
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(C.3) 

(C.4) 

(C.5) 
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Esta relação mostra que a função h( k) fica inteiramente determinada se os valores esperados 

dos operadores de campo </>( x) e 1r( x) forem especificados. 

Num estado coerente, os valores esperados de produtos (ou potências) de operadores 

de campo, em ordenamento normal, são iguais aos produtos correspondentes dos valores 

esperados (<f>(x) ) e (1r(x) ). Por exemplo, usando a expansão (III.27.a) juntamente com 

(C .l) e (C.3), podemos escrever: 

(C.6) 

Por recorrência, concluímos facilmente a partir deste resultado que: 

(C.7) 

Analogamente, usando a expansão (III.27.b) juntamente com (C.l) e (C.4), deduzimos que: 

Novamente por recorrência, concluímos que: 

(C .9) 

Os resultados (C .7) e (C.9) nos permitem exprimir a energia média no estado coerente, 

para o modelo de sine-Gordon, em termos dos valores esperados dos operadores de campo. 

Usando (C .7), temos 

(: cos !3</>(x) :) (C. lO) 
n 



I • 
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e também 

(: ['Vx<P(xW :) = lim 'Vx \ly (: <P(x)<P(y) :) 
y-+x 

= lim 'Vx \ly (<P(x) )(<P(y) ) = [Vx (<P(x))f 
y-+x 

(C.ll) 

Com (C.9), (C.lü) e (C .ll), o valor esperado do hamiltoniano (III.2) no estado coerente 

fica: 

(C .l2) 
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Apêndice D 

Cálculos Complementares com o Operador de 

Criação de Sólitons 

D .1 Comutadores entre partes de destruição e criação de A( x) 

e At(x) 

Definiremos a seguir os comutadores entre as partes de destruição e criação (bosônicas) 

do expoente do operador de criação fermiônico e do seu adjunto. Escreveremos estes co­

mutadores numa forma conveniente para a sua futura avaliação numérica. É conveniente 

lembrar a forma do expoente do operador de criação (IV .14) para só li tons fermiônicos 

extensos: 

(D.l) 

cujo conjugado hermítico é: 

A(x) = -100 

dkeikx (Wk[if>"'(k)a(k)-x"'(k)aT( - k)] . 
- oo V2 (D .2) 

A decomposição destes operadores em partes de criação e destruição fica : 

A T(+l(x) -100 

dk e-ikx fi?>( k )a T ( k) 
- oo 2 

(D.3.a) 

A T( - l(x) 100 
·. fi dk e-•kx -x(k)a( -k) 

- oo 2 
(D.3.b) 

A(+)(x ) 100 . fi t dk e'kx -x*(k)a (-k) 
- oo 2 

(D .3.c) 

A(-)(x) -1oo dkeikxfiif>*(k)a(k). 
- oo 2 

(D.3.d) 
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Definimos os seguintes comutadores: 

T1 (x - y) 

r2(x - y) 

r3 (x - y) 

T4(x - y) 

[A t<-l(y), A t<+l(x )] 

[At<-l(y), A(+l(x)] 

[A<-l(y), A(+l(x )] 

[A ( -l(y ), A t<+l(x )] . 

(D.4.a) 

(D.4.b) 

(D.4.c) 

(D.4.d) 

As expressões destas quantidades em termos das funções ~( k) ex( k) podem ser obtidas 

facilmente usando (D.3) e a relação de comutação canônica entre a(k) e at(k). Algumas 

simplificações podem ser realizadas levando em conta a relação (IV.23) . Os resultados são: 

r1(x- y) -~ f dk eik(x-y)wk~*(k)x(k) (D.5.a) 

r2(x - y) ~ f dkeik(x-y)Wk I x(k) 12 (D.5.b) 

r3 (x - y) - ~ f dk eik(x-y)wk~(k)x*(k) (D .5.c) 

r4 (x - y) ~ f dk eik(x-y)Wk I ~(k) 12 2 . (D.5.d) 

D.2 Avaliação das Funções de Superposição no Cálculo da Norma 

A partir dos resultados obtidos no apêndice anterior podemos avaliar as funções envolvi­

das no efeito de superposição calculado no capítulo V. São t rês funções a serem calculadas: 

T1(x), T3(x) e r4(x). Comecemos pela primeira função, T1(x), dada por (D.5.a): 

A partir de (IV.28) e (IV.45), obtemos: 

?>*(k)x(k) = wk(k2k+ ~:2) + 

1 + -,..-----.,...,.... 
wk(P + ~: 2 ) 

Pondo (D .7) em (D.6) chegamos na expressão para T1 (x): 

Tl(x) = -~ j oo dkeikx [ k + 
2 -oo k2 + E2 

1 +-­k2 + ~:2 

(D.6) 

(D.7) 

(D .S) 
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O primeiro termo do integrando da integral (D.8) pode ser reescrito assim: 

k i( 1 1) 
k2 + E2 = 2 ik +E + ik- E . (D.9) 

Substituindo (D.9) na primeira integral de (D.8) e usando o resultado (B.6) do apêndice B 

obtemos: 

ijoo dkeikx(-. -
1-+-. -1-) = Í7r [B(x) -B(-x)]= Í7rc(x). 

4 -oo zk + E zk - E 2 2 
(D.10) 

O ·segundo termo da integral de (D.8) exibe um integrando complicado do ponto de vista 

analítico; escrevendo, então , a função T1 ( x) como a conhecemos no momento: 

Í7r ( ) 11oo dk ikx 1 --E X -- e 
2 2 - oo k2 + E2 

Í7r ( 00 1 27r 7rk 
-2E(x) -lo dk cos kx k2 + E2 ( .82 )2w~sch

4 ( 2m)+ k2. (D.ll) 

Passemos agora para o cálculo de T3 (x) dada por (D.5.c): 

1 f 'k -T3(x) = -2 dk e' x Wk <P(k)x*(k). (D.12) 

Mas a expressão (D. 7) revela que: 

~*(k)x(k) = ~(k)x*(k) (D.13) 

portanto, comparando (D.12) e (D.6), concluímos que: 

(D.14) 

Para obter uma forma explícita para T4 (x) dada por (D.5.d), precisamos lembrar (IV.28), 

obtendo simplemente: 

~ ;= dk eikxwk J ~(k) !2 

2 - oo 

!!____ ;= dk ikx sch2(f!-) 
r.n e wk k2 2 
fJ - oo +E 
27r r= sch 2 

( 1l'k ) 

.82 lo dk cos kx wk k2 +2~ . (D.15) 

A fun ção de superposição , para um estado de dois sólitons, é dada pela exponencial de 

uma soma destas funções (ver capítulo V): 

(D.16) 
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onde 

(D.l7) 

De (D.ll) e (D .l4), a soma dos dois primeiros termos de (D.17) é dada por: 

(d) ( d) roo dk kd 1 (27f)2 2 h4( ?rk) k2 
7 1 + 7 3 - = -2 lo cos • k2 + €2 (32 wksc 2m + . (D.l8) 

A contribuição da função c( x) desaparece pelo fato desta ser ímpar. Já que a função 7 4 ( x) 

é uma função par, os dois últimos termos de (D.l7) contribuem da mesma forma, assim 

temos finalmente: 

7(d) {
00 

[ 47r sch2 (~) 
lo dk cos kd (ji k2 + €2 + 

2 (2(37f2)2 2 4(7rk l w sch -) + k2 k2 + €2 k 2m . (D .l9) 



,-----------

Apêndice E 

Cálculo da Energia de Interação entre dois Sólitons 

Part indo da expressão (V.35) para a energia num estado de dois sólitons , pode-se fazer 

a separação numa parte que corresponde às energias dos sólitons de sine-Gordon estáticos 

isolados e noutra associada à interação sóliton-sóliton (V.38) que será calculada a seguir. 

A energia Ei associada ao termo de interação 1íi é: 

E;(y, z) =I: dx1í;(x, y, z) (E. l ) 

onde 

1í;(x, y, z) 1n
2 

[ \lxcPc(x- y) 'Vx cPc(x- z) +/F cosf3c/Jc(x - y) + cosf3c/Jc(x- z) + 

- cos(J [ cPc(x- y) + cPc(x- z)] -1]. (E.2) 

Para isto pode-se fazer uma mudança de variáveis: 

x - y 

z-y 

e notar que (III.4) vem a implicar que a derivada de cPc(x) seja: 

d 2m 
dx cPc( x) = /fsch( mx ). 

O termo em cosseno pode ser reescrito usando: 

2 sin2 A = 1 - cos 2A. 
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(E.3.a) 

(E.3. b) 

(E.4) 

(E.5) 
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Assim temos: 

;: 1: dÇ { -2sin
2 ~cPc(mÇ)- 2sin

2 ~<Pc (m(Ç- d))+ 

+ 2 sin2 ~ [<Pc(mÇ) + <Pc(m(Ç- d))]} + 

4m2 roo 
+ 7 1-oo dÇ sch(mÇ)sch(m(Ç- d)). 

97 

(E.6) 

As integrais dos dois primeiros termos na expressão acima são iguais e independentes de d. 

Desta forma podemos definir três integrais a serem calculadas: 

2m2 roo f3 - 7 }_
00 

dÇ sin
2 

2cPc(mÇ) (E.7.a) 

2m2 roo f3 
fj2 }_

00 

dÇ sin
2 

2[<Pc(mÇ) + <Pc(m(Ç- d))] (E.7.b) 

4m2 roo 
7 }_oo dÇ sch(mÇ)sch(m(Ç- d)). (E. 7.c) 

Será necessário, inicialmente, deduzir algumas relações úteis na resolução das integrais . 

Primeiro partimos da expressão do campo (III.4) e definimos: 

obtemos: 

w(Ç) = - arctan e - mÇ 

f3 
2<Pc(mÇ) 

tan2 w(Ç) 

2w(Ç) 

-2mÇ e . 

Com isso pode-se facilmente mostrar que: 

- 1 1 
sinw(Ç) = ; cosw(Ç) =---r======= 

/[1 + exp(2rnÇ)] /[1 + exp( - 2mÇ)] 

e também: 

( ) -V'i · cos 2w(t) -_ sh(2mÇ) sin 2w Ç = --,====== ., 
/ [1 + ch(2mÇ)] ' 1 + ch(2mÇ) 

P assamos agora à resolução sucessiva das integrais (E.7). 

(E.8) 

(E.9.a) 

(E.9.b) 

(E.10) 

(E.ll) 
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a) Resolução de 11 : 

Usando os resultados anteriores na integral (E.7.a): 

~21= ~21= 2 -~ - = df, sin
2 

2w(f,) = -~ - = df, 1 + ch(2mf,) 

8m2 r= 1 
--13-2 lo df, _1_+_c_h-(2_m_f,_) (E.12) 

mas: 

2ch2x = 1 + ch2x (E.13) 

portanto (E.l2) fica: 

4m2 r= 1 4m2 r= 2 
-~lo df, ch2(mf,) =-~lo df, sch (mf,) 

_4m2 th(mf,) I= __ 4m 
132 m o - j32 · (E.14) 

b) Resolução de 12( d) : 

O integrando (E. 7.b) pode ser reescrito assim: 

sin2 2[ w(f,) + w(f,- d) ] = [sin 2w(f,) cos 2w(f,- d) + sin 2w(f,- d) cos 2w(E,W 

{ 
-v'2 sh(2m(f,- d)) -v'2 sh(2mf,) }

2 

j[1 + ch(2mf,)] . 1 + ch(2m(f, - d)) + j[1 + ch(2m(f, _ d))] . 1 + ch(2mf,) 

= 1 { sh(2m(f, - d)) sh(2mf,) }
2 

(E.1S) 
4 ch(mf,)ch2(m(f,- d)) + ch2 (mf,)ch(m(f, - d)) 

Definindo u = e 2mÇ, q = e2md e t = 1 + Jq podemos escrever: 

sh(2rn(f,- d)) 
1 2 2 
_ ( e2m (Ç-d) _ e -2m(Ç - d) ) = U - q 
2 2uq 

ch(2m(Ç- d)) ~ ( e2m(Ç-d) + e - 2m(Ç- d)) = u
2 
+ q

2 

2 2uq 
u +q. 
2vug' (E.16) ch(m(Ç - d)) 

no caso particu lar de d = O temos, é claro, que q = 1. Assim colocando (E.16) em (E.15) 

obtemos: 

sin2 2[w(f,) + w(f, - d)] 
4ut2

( u - Jq) 2 

(u + 1)2(u + q) 2 . 
(E.17) 



Apêndice E. Cálculo da Energia de Interação entre dois Sólitons 99 

Lembrando que dtt = 2mudf, temos: 

2m2 r= du 4ut2(u- ·fiiY 4mt2 r= (u- Jq) 2 

12(q) = 7f2 lo 2mtt (tt + 1)2(tt + q)2 = (i2 lo du (u + 1)2(u + q)2 · (E.18) 

Fazendo outra mudança de variáveis v = tt + 1 e p = q - 1 chegamos a: 

-- dv = -- dv + 4mt2 j oo (v- t)
2 

4mt2 {J= 1 
(P 1 v2 (v + p )2 (32 1 (v + p )2 

-2t dv +e dv . J
OCJ 1 J OCJ 1 } 

1 v( v+ p)2 1 v2 (v + p) 2 
(E.19) 

Estas integrais estão tabeladas: 

Jd 1 
x(ax +b)2 

1 
(E.20.a) 

a(ax + b) 

Jdx 
1 

x(ax + b) 2 
1 + ..!._ ln [ x ] 

b( ax + b) b2 ax + b 
(E.20.b) 

Jd 1 
x x 2(ax + b) 2 

1 [ 1 2a ] 2a [ ax + bl 
= - ( ax + b) bx + b2 + b3 ln x · (E.20.c) 

Colocando estes resultados em J2 (p) e avaliando os limites obtemos: 

12 (p) = 4mt
2 

1 + 8mt
3 

[ 1 + 1 l ( 1 )] + P 1 + p fj2 p( 1 + p) p2 n 1 + p 

+ 4mt4 [-1- (~ + ~) - ~ ln(1 + p)J. 
(32 1 + p p p2 p3 

(E.21) 

Escrevendo a expressão acima em função de d chegamos ao resultado: 

(E.22) 

c) Resolução de h(d) : 

A última integral pode ser calculada sem dificuldade: 

4m
2 j 00 4m

2 j= 1 
! 3 (d) = ~ - oo df,sch(mf,)sch(m(Ç- d)) = fj2 - oo df, ch(mf,) ch(m(Ç _ d))" (E.23) 

Usando as definições (E.16) podemos escrever esta integral na forma 

8mJq 1oo 1 
13 ( q) = 42 du ( )( ) 

f-/ o u+q u+1 
(E.24) 

que é uma caso particular da integral tabelada 

f d 1 1 l [ex + dl 
x ( ax + b)( ex+ d) = bc - ad n ax + b 

(E.25) 

UFRGS 
lnatltuto de Ffalca. 

Blblloteea 
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assim obtemos: 

(E.26) 

Juntando (E.l4), (E.22) e (E.26), o resultado final para a energia de interação fica: 

(E.27) 
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