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1. Introdução

Definição 1. Isometrias são as bijeções de um espaço
métrico X que preservam distâncias, isto é

∀x, y ∈ X, d(f (x), f (y)) = d(x, y)

Quando X = Rn tem a métrica usual chamamos
este de espaço eucilidiano de dimensão n (En) e di-
zemos que f é um movimento rı́gido. A partir de
agora fixamos X = En. É imediato que toda rotação e
translação em n = 2 é uma isometria. Iremos descrever
geometricamente todas isometrias do E2 e E3 primeiro
usando o grupo ortogonal e depois decompondo ope-
radores lineares em operadores de menor dimensão.
Também provaremos que qualquer subgrupo finito das
isometrias do plano é cı́clico ou diedral.

2. Isometrias que fixam a origem

Começamos a descrição das isometrias pelas
mais simples: aquelas que fixam a origem do espaço.

Definição 2. Uma transformação linear f : Rn → Rn é
dita ortogonal quando f preserva o produto interno, isto
é,

∀x, y ∈ Rn, x · y = f (x) · f (y)

Teorema 1. f é uma isometria que fixa a origem se e
somente se f é um operador ortogonal.

Demonstração. (⇒) Se f ∈ Isom(En) e f (O) = O te-
mos, expandindo |x− y|2 = |f (x)− f (y)|2,

∀x, y ∈ En, f (x) · f (y) = x · y (1)

Provaremos que (1) é suficiente para que uma função
qualquer f seja um operador linear (e portanto ortogo-
nal).
Se (ej) é a base canônica do Rn então por (1)

f (ei) · f (ej) = ei · ej = δij

portanto (f (ej)) forma uma base ortonormal.
Se (hi) é uma base ortonormal temos

(∀x ∈ En) ∃(ai) | x =

n∑
i=1

aihi =

n∑
i=1

(x · hi)hi

logo por (1)

f (x) =

n∑
i=1

(f (x) · f (ei))f (ei) =
n∑
i=1

(x · ei)f (ei)

Decompondo x em x =
∑n

i=1 aiei temos

f

(
n∑
i=1

aiei

)
=

n∑
i=1

aif (ei)

portanto f é uma transformação linear.
(⇐) Basta lembrar que f é um operador e portanto
|f (x)− f (y)|2 = f (x− y) · f (x− y) = |x− y|2.

3. Caracterização algébrica das isometrias

Lembrando que os operadores ortogonais tem
como representação matricial o grupo ortogonal

O(n) =
{
A ∈ Rn×n : A

tA = I
}

podemos expandir o Teorema 1 para todas isometrias.

Teorema 2.

Isom(En) = {(x 7→ Ax +B) : A ∈ O(n), B ∈ En}

A prova é imediata, basta usar translações e o teorema
anterior.

Quando detA = +1 dizemos que a isometria pre-
serva a orientação. Veremos a seguir que para n ∈
{2, 3} essa definição concorda com a usual.

4. Descrição geométrica das isometrias do
plano

Os movimentos rı́gidos do plano são bem conheci-
dos mas os derivamos atráves do Teorema 1 para de-
monstrar sua utilização:

É fácil ver que A ∈ O(n) se e somente se as colu-
nas de A formam um conjunto ortonormal portanto pela
figura

segue que A ∈ O(2) tem a forma(
cosα − sinα
sinα cosα

)
ou
(
cosα sinα
sinα − cosα

)
onde a segunda coluna de A é Y1 ou Y2 respectiva-
mente. A primeira representa uma rotação por α e a
segunda uma reflexão na reta que passa pela origem
e por (cos(α/2), sin(α/2)). Compondo esses operadores
com uma translação temos as seguintes possibilidades
para uma isometria do plano:

1. translação

2. rotação ao redor de um ponto qualquer

3. reflexão em uma reta seguida por uma translação
paralela à ela

(incluı́mos a translação pelo vetor nulo)

Somente 3 não preserva orientação.

5. Subgrupos finitos de Isom(E2)

Para qualquer espaço métrico, Isom(X) é um sub-
grupo do grupo de permutações de X. Se G ⊂
Isom(En) é um subgrupo finito então G não pode conter
translações.

f : G→ {−1,+1} , (x 7→ Ax + v) 7→ detA

é um homomorfismo de grupos logo o subgrupo G+ =
f−1(+1) composto pelas isometrias que preservam a
orientação é normal e possui ı́ndice m ≤ 2. Note que
se n = 2 então G+ é um grupo de rotações (incluindo
identidade).
Proposição 1. Se G ⊂ Isom(En) é um subgrupo finito
então G fixa pelo menos um ponto.
Demonstração. Para v ∈ Rn definimos

c(v) =
1

|G|
∑
C∈G

C(v)

Para toda (λi)i≤n ⊂ R com
∑n

i=1 λi = 1, (vi)i≤n ⊂ Rn e
D ∈ Isom(En) temos, pelo Teorema 2,

D

(
n∑
i=1

λivi

)
=

n∑
i=1

λiD(vi)

Utilizando c(v) e D ∈ G temos

D(c(v)) =
∑
C∈G

D(C(v))

|G|
=

1

|G|
∑
C∈G

D(C(v)) = c(v)

já que translações em grupos são bijeções.
Note que escolhas diferentes de v não implicam

necessariamente c(v) 6= c(v′): o subgrupo finito gerado
por uma rotação de 2π/3 em E2 possui somente um
ponto fixo.

Da Proposição 1 segue que as rotações perten-
centes à G são ao redor de um mesmo ponto, digamos
c. Seja m = [G : G+] o ı́ndice de G+, temos dois casos:

•m = 1: então G = G+ e existe k ∈ N tal que G = [r]
onde r é a rotação ao redor de c por um ângulo 2π/k

•m = 2: G+ = [r] como no caso anterior e G =
[r]∪Rs[r] onde Rs é uma reflexão em uma reta s que
passa pelo ponto c (pela Proposição 1).

Portanto todo subgrupo finito de Isom(E2) é iso-
morfo à um grupo cı́clico ou à um grupo diedral.

6. Isometrias do espaço

Novamente buscamos representar primeiro as iso-
metrias que fixam a origem já que essas são opera-
dores lineares. O aumento de dimensão dificulta bas-
tante a aplicação direta do método anterior (utilizando
o grupo ortogonal) para o espaço. Felizmente pode-
mos reduzir o problema à caracterizar as isometrias do
plano e da reta pelas seguintes proposições:

Proposição 2. Se V é um espaço vetorial real de di-
mensão ı́mpar então todo operador linear no espaço V
possui um autovetor.

Proposição 3. Seja A um operador ortogonal real em
um espaço de dimensão finita e F um subespaço inva-
riante sob A. Temos

• O complemento ortogonal de F também é invariante
sob A

• A|F : F → F é bijetora (e portanto é um operador
ortogonal)

Logo podemos assumir que existe uma reta r tal
que r = F e o plano π = F⊥ perpendicular à ela são
invariantes sob A ∈ O(3). Restringindo o operador A à
esses subespaços temos isometrias do E1 e E2 respec-
tivamente. Seja r′ ⊂ π uma reta qualquer e π′ o plano
determinado por r e r′. Como O(1) = {(1), (−1)} temos

A|r A|π A
(1) id. identidade
(1) rotação rotação ao redor do eixo r
(1) reflexão

em r′
reflexão no plano π′

(−1) id. reflexão no plano π
(−1) rotação reflexão em π seguida por rotação em r
(−1) reflexão

em r′
rotação em r′ por um ângulo π

Compondo A com uma translação temos as se-
guintes possibilidades

1. translação

2. rotação em um eixo qualquer seguida de translação
paralela ao eixo

3. reflexão em um plano qualquer seguida de
translação paralela ao plano

4. rotação em um eixo qualquer seguida de reflexão em
um plano perpendicular à ele

Como esperávamos somente 1 e 2 preservam
orientação: basta escolher uma base apropriada para
A de modo que detA = (detA|r)(detA|π).


