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O problema isoperimétrico, €, de fato, bastante antigo,
tendo surgido provavelmente na Grécia Antiga, ou antes, e
e, tambem, um problema de otimizacao; dadas todas as
curvas do plano de comprimento L, busca-se encontrar
aquela que enclausura maior area. Este problema tem sido
extensivamente estudado, e, portanto, tem encontrado

diversas generalizacoes ou variacoes |2].
Denominamos problema

isoperimétrico discreto, ou “para n-
agonos’, a variante que restringe as
curvas em questao apenas a poligonos
de n lados, para n um numero natural
qualquer [4]. E um fato conhecido que,
no plano euclidiano, as solucoes deste
problema, ou seja, os poligonos de area
maxima para um perimetro fixo, devem
ser regulares.

Sabemos, também, por outro lado,
que a area, no plano hiperbdlico, se
comporta de modo ligeiramente
distinto com relacao ao euclidiano; por
exemplo, a quantia de lados de um
poligono é o bastante para determinar uma cota superior
para a area (hiperbolica) do mesmo [3]. Além disso,
algumas das demonstracoes de que as solucoes do
problema isoperimétrico para n-agonos devem ser
regulares, em especial, as majoritariamente geomeétricas,
utilizam como hipotese implicita o postulado das paralelas,
que é negado na geometria hiperbolica [2]. Isto sugere a
discussao quanto ao que denominamos problema
isoperimetrico para n-agonos hiperbolicos: neste novo
plano, os poligonos que maximizam area para um dado
perimetro ainda sao os regulares?

Ha uma questao ainda mais fundamental para ser feita:
Existem, neste caso, solucoes? Esta é a primeira indagacao
que pretendemos responder, usando ainda, uma
argumentacao semelhante a do caso euclidiano.

Pensando o plano de acordo com o modelo do disco
hiperbolico de Poicare, um poligono de n lados pode ser
identificado como uma n-upla de numeros complexos,
(z1,22,Zs,...,Zn), como na imagem. Alem disso, as isometrias
de H? nos permitem assumir que o primeiro elemento
desta é o 0 (diferente da imagem). O conjunto de todos os
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pontos de C™ que satisfazem ambas restricoes, e que estao
associados a poligonos de perimetro L € um compacto, e
como existe uma funcao area continua sobre este conjunto,
existem pontos que maximizam seu valor. Estes, devem ser
as solucoes do problema [1].

Tais solucoes devem ser, é claro, convexas, uma vez que
qualquer poligono nao convexo admite um que o ¢, de

mesmo perimetro e area maior.

Mais do que isso, afirmamos que as
solucoes devem ser equilateras,
novamente, em funcao de argumento
razoavelmente similar a um dos
ultilizados no caso euclidiano em [2].

De fato, para triangulos com o
perimetro e um dos lados fixos, a area
¢ maximizada quando os outros dois
lados sao congruentes. Portanto, se um

poligono qualquer de n lados nao é
regular, este possui algum par de lados
consecutivos que nao sao congruentes,
digamos Vi.V: e V:Vis. Ora, como o
poligono é convexo, podemos

substituir o triangulo V.V:V: por um novo triangulo
V.iV:'Vs, isOsceles e de mesmo perimetro, que devera ter
area maior do que a do anterior. Subentende-se, dai, todo
um novo poligono de mesmo perimetro e area maior que o
anterior.

Estudar estas afirmacoes feitas no texto, verificando-as, e
demonstrando que valem, é um exercicio bastante
interessante e produtivo, que nos ajuda a entender parte
das razoes pelas quais as solucoes do problema
isoperimétrico para n-agonos hiperbodlicos devem ser
poligonos regulares, ao passo que desenvolvemos algumas
nocoes de trigonometria hiperbolica.
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