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ABSTRACT

Chaos and coerence in three wave interaction and suddend transition to chaos in the
Non Lienar Klein Gordon equation are analised. The influence of chaos in the incoerence
for the problem of three wave coupling is studed when adiabatic approximations leading
to a model cease. It is found a mismatch threshold of the wave triplet, below which
coherence and wave coupling are dominant. It is also studed the transition between a
modulational behaviour to a spatiotemporal one in the Non Linear Klein Gordon Equation
and it was found a critical curve in the amplitude frequency plane dividind into regions

where transition occur only when the amplitude value exced some threshold.



RESUMO

O caos e a incoeréncia nas interagoes conservativas de trés ondas e a transi¢ao subita para
0 caos na equacao nao linear de Klein Gordon sao estudados. E analisada a influéncia da
presenca de caos sobre a incoeréncia no problema da interagao de um tripleto de ondas
quando um modelo de aproximacao adiabatica deixa de ser valido. E encontrado um
limiar para o valor do descasamento do tripleto de ondas, abaixo do qual a coeréncia e o
acoplamento entre as ondas é o comportamento dominante. Na equacao nao linear de Klein
Gordon estudou-se a transicao entre um regime de dinamica modulacional para um de caos
espaco temporal e foi encontrada uma curva critica no plano amplitude-frequéncia que o
divide em regides onde s existe transicao para o caos caso o valor de amplitude exceder

um certo limiar.
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Introducao

Nos tltimos anos um grande esforco tem sido desprendido para estudar e compreeder
caos espaco temporal. Por outro lado, o estudo de sistemas simples com acoplamento de
poucas ondas j& é o suficiente para produzir uma riqueza de comportamentos complexos
que podem ser de grande auxilio nas aplicagoes de sistemas deste tipo. Entre as varias
aplicacoes encontra-se a transmissao de grandes quantidades de dados em fibras Opticas,
onde fenomenos de quebra de ondas nao-lineares tornam-se relevantes.

Interacoes nao lineares em ondas e a instabilidade modulacional sao um processo comum
e a dinamica pode ser chamada de modulacional se a escala de tempo correspondente for
muito maior que a associada com a alta frequéncia portadora do trem de onda. Assim esta
frequéncia é, em geral, uma quantidade fixa que caracteriza as propriedades lineares e de
dispersao do sistema e a frequéncia modulacional é uma quantidade nao-linear que cresce
com a amplitude da onda. Desta forma, a dinamica modulacional é um processo adiabatico
se 0 mesmo se posicionar abaixo de um limiar ditado por um campo. Aqui vai ser focada a
atencao justamente no que ocorre quando este campo € excedido. O enfoque bésico sempre
sera na procura por transi¢ao subita em sistemas deste tipo.

Também serd analisada a influéncia do caos sobre a coeréncia da interacao de trés ondas.
O caos tem um papel fundamental no problema quando as aproximacoes adiabaticas que
levam a um modelo integravel deixam de ser validas. Em regimes regulares, onde os
campos sao suficientemente pequenos, existe um valor caracteristico para o descasamento
de frequéncias do tripleto de ondas abaixo da qual a coeréncia e o acoplamento de fase sao
dominantes. Em regimes cadticos, por outro lado, nao existem tais valores e o acoplamento

se d4 de uma forma mais complexa.



Neste trabalho se procurou fazer uma breve introdugao de terminologia assim como apli-
cagoes onde este tipo de abordagem era importante nos dois primeiros capitulos reservando-
se os capitulos III e IV para o estudo mais detalhado do papel desempenhado pelo caos no
decaimento de ondas e na equacdo nao-linear de Klein-Gordon. A escolha da equacao nao-
linear de Klein Gordon nao foi fruto do acaso mas sim do fato de que se estava procurando
por comportamentos de transicao siubita em sistemas bem estabelecidos e de aplicagao
em optica. O autor espera que o leitor faca um bom proveito do texto mas recomenda

fortemente as referéncias citadas.



Capitulo 1

Caos e Caos Espaco-Temporal

I.1 Introducao

Neste capitulo pretende-se dar uma introducao ao que é caos e caos espago-temporal.
Sera dada uma breve nocao de caos dissipativo e hamiltoniano, assim como aplicagoes em
algumas areas, como modelamento de fluidos e aquecimento de ions em plasmas. No final
se introduz a noc¢ao de caos espago-temporal e a equacdo de Ginzburg-Landau. O objetivo
deste capitulo é situar o leitor dentro da area de que pretende tratar o resto do trabalho.
Nao se pretende aqui aprofundar nenhum dos tépicos tratados e recomenda-se, se for de

interesse do leitor, as referéncias citadas.

I.2 Sensibilidade as Condicoes Iniciais

Caos, ou sensibilidade as condigoes iniciais (SCI) como propriedade de certos sistemas,
ja é conhecido hd mais de 100 anos. Desde os trabalhos pioneiros de Poincaré [Po08]
estudando o problema das érbitas de trés corpos, muito tempo se passou até que, no final
da década de 1950 e inicio da de 1960, alguns trabalhos comecassem a tratar novamente
deste tipo de problema.

De fato, nos trabalhos iniciais de Poincaré, esta SCI das orbitas foi descrita como ”...1]

peut arriver que de petites difféerences dans les conditions initiales en engendrent de trés
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grandes dans les phénomenes fineaux. Une petite erreur sur les premiéres produirait une er-
reur énorme sur les derniéres. La prédichier devient impossibile et nous avons le phénomene
fortuit ... Une cause trés petite qui nous échappe, detérmine un effet considérable que nous
ne pouvons pas de voir, et alors nous disons que cet effet est du au hasard ...  “[Po08,
p.345]". Isto era o maximo que se poderia esperar, uma vez que relevava o estudo de tais
sistemas a estudos numéricos, o que era inviavel na época.

Com o advento da computacao, esbarrou-se novamente neste problema e entao o mesmo
comecou a ser explorado do ponto de vista numérico. Basicamente esta SCI se caracte-
riza pelo fato de que qualquer pequena alteracao do estado inicial do sistema (ainda que
infinitesimal) acarretard estados finais completamente distintos, o que inviabiliza que pre-
visoes a longo prazo possam ser feitas sobre medidas de tais sistemas 2, uma vez que qual-
quer erro experimental rapidamente acarretaria condicoes finais diferentes. Porém, estes
sistemas possuiam um comportamento global que nao variava ao longo do tempo. Este
tipo de estacionariedade temporal permitia que os mesmos pudessem ser caracterizados de
uma forma completa através de quantidades que nao dependiam do tempo, ainda que a
predictabilidade continuasse sendo, a longo prazo, impossivel.

O comportamento temporal de tais sistemas muito se assemelha a sistemas randomicos,
inclusive algumas vezes a palavra estocasticidade, sinonimo de randomicidade, foi usada
para descrever sistemas caoticos deterministicos. Estes sistemas possuem espectro de Fouri-
er continuo, expoentes de Lyapunov positivos (os quais medem justamente a divergéncia
de condigdes iniciais) e atratores com estrutura fractal [CH93]. Dentro da fisica experimen-

tal, o estudo de tais sistemas assumiu muitas formas, como a andlise de séries temporais

... As pequenas diferencas nas condigdes iniciais se transformam em grandes diferencas nas condicdes
finais. Um pequeno erro nas primeiras produzem um erro enorme nas ultimas. A predictabilidade se torna
impossivel e nés temos um fenémeno fortuito... Um fato muito pequeno, que nos escape, determinard um
efeito final consideravel que nés ndo podemos deixar de notar, e somos levados a dizer que este efeito é

devido ao acaso...
20 trabalho pioneiro de Lorenz, que era meteorologista, pode ser considerado como uma, desculpa tedrica

para os conhecidos erros da meteorologia.
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nao-lineares caéticas [Ab93]. No campo da fisica tedrica, os modelos que se enquadravam
nessas categorias comecaram a ser muito mais ricamente estudados por meio de algumas

ferramentas simples, como mapas de Poincaré ou mapas de parametros.

I.3 Sistemas Dissipativos

Atratores comparecem em sistemas dinamicos dissipativos; com efeito, nesses sistemas
ocorre contragao do elemento de volume no espaco de fases, o que ndo é possivel para
sistemas conservativos, como consequéncia do teorema de Liouville. Por exemplo, em um
oscilador harmonico amortecido, um elemento de volume do espaco de fases se contrai até
dimensao nula (ponto), ou seja, o escoamento de trajetérias no espago de fases nao somente
contrai volumes mas reduz sua dimensao para zero.

Na medida que se descreve o comportamento de sistemas fisicos para tempos longos, ou
seja, t — 00, nota-se que os atratores estao intimamente ligados a nogao de estabilidade.
Para um atrator estranho, isto também é verdade. Porém, neste, as trajetérias ficam
confinadas a uma determinada regiao do espago de fases (chamada bacia de atra¢do) sendo
que o movimento correspondente continua sendo cadtico. Trata-se, de um processo continuo
de aproximar as trajetorias em uma dimensao e afasta-las em outra.

Uma estrutura deste tipo pode parecer paradoxal, mas nao o é; em verdade, uma das
primeiras consequeéncias deste tipo de estrutura seria que movimentos instaveis poderiam ser
observados por um longo tempo. Porém, uma explicacdo para este tipo de comportamento
é que o sistema se moveria por um intervalo de tempo finito nas vizinhangas de uma
trajetoria instavel e entao, em um tempo 7, passaria para as vizinhacas de uma outra
trajetéria, esta também instdvel, refinando® continuamente seu movimento*. O sistema
muda continuamente sua evolugao, mas em escalas cada vez mais reduzidas, de forma que

ele esta globalmente preso a um atrator mas é localmente instavel. Um exemplo de atrator

30 que se tenta dizer com refinamento é que a drbita se aproxima assintética e gradativamente de uma,
trajetoria estavel.

4E o chamado teorema das drbitas e.
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desse género ¢é o atrator de Lorenz.
No trabalho de Lorenz aparece um atrator estranho resultado da integracao numérica

do sistema de equacoes

% — —ortoy
% =—xz+rr—Y (L.1)
%zwy—bz,

onde o, b e r sdo parametros que caracterizam as propriedades do fluido e as configuragoes
térmicas e geométricas do experimento. Nestas equacoes, o é o chamado numero de Prandtl,
que é definido como o quociente entre a viscosidade cinematica do fluido e seu coeficiente de
difusividade térmica; r é o numero de Rayleigh relativo e b é uma constante que relaciona
a distancia entre as placas e a largura dos rolos de convecgao para o modelo de Rayleigh
explanado a seguir.

As equagoes acima descrevem aproximadamente um fluido depositado entre duas placas
paralelas e aquecido por baixo. O fluido mais aquecido tende a subir e o mais frio tende
a descer, formando-se, assim, correntes de conveccao dentro do mesmo. As variaveis z, y
e z, remanescentes de um sistema de M (M grande) equagoes truncado na terceira, estdo
relacionadas, respectivamente, com a fun¢ao corrente do fluido (caracteriza o escoamento),
a diferenca de temperatura entre as partes superior e inferior, em movimento, do rolo
convectivo e a diferenca de temperatura ao longo do rolo. E importante atentar para o fato
de que, nas regioes do atrator, as dérbitas tendem a se entrelacarem, mas nao tendem a um

ciclo-limaite.

1.4 Sistemas Hamiltonianos

A idéia de que sistemas Hamiltonianos pudessem ter comportamento pseudo-randémico
(ou SCI) existe desde o século XIX [CH93|. Boltzman fundamentou a sua Mecénica Es-
tatistica na hipdtese de que, para um gas, cada érbita visitaria todas as partes do espago
de fases (ou assumiria todos os possiveis valores de energia). A esperanca era provar uma

propriedade ergddica do sistema: uma média temporal de qualquer quantidade ao longo de
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uma érbita seria igual a uma média no espago de fases sobre todas as suas orbitas.

O primeiro resultado nesta direcao foi dado por Poincaré. Usando o fato de que um
sistema Hamiltoniano conserva volume no espaco de fases, ele provou que praticamente todo
o ponto em uma superficie de energia retorna a uma distancia arbitrariamente proxima da
sua condicdo inicial (também conhecida como recorréncia de Poincaré). Isto é verdade para
sistemas integraveis mas nao implica em integrabilidade uma vez que sistemas estocasticos
também podem ser ergéddicos.

O préximo passo foi dado por Birkhof. Ele mostrou que a média temporal sobre qualquer
funcao integravel converge ao longo das orbitas. Isto implica que a ergodicidade equivale a
uma espécie de transitividade métrica: todos os conjuntos invariantes mensuraveis ou tem
medida zero ou medida completa. Entao o problema é reduzido a provar a transitividade.

O primeiro sistema onde isto foi feito foi um problema de escoamento de fluido sobre
uma geodésica de curvatura negativa. Escoamentos geodésicos sao definidos de uma forma
variacional: geodésicas sao curvas onde cada segmento tem comprimento estaciondrio com
respeito a variagoes arbitrarias nos pontos iniciais e finais do segmento. Foi mostrado que
possuiam fortes propriedades cadticas. Pesin [Pe76] introduziu os sistemas hiperbdélicos
nao-uniformes, com consequéncias ergddicas que fossem satisfeitas por sistemas fisicos.

Sistemas Hamiltonianos podem ser bem complexos mas ater-se-a somente aos aspectos
mais simples da dinamica hamiltoniana, como o comportamento préximo do equilibrio. O
estudo do equilibrio e sua estabilidade foi o primeiro passo que Euler e Lagrange deram no
problema de trés corpos, e é bem compreensivel que somente isso ja dé um enorme volume
de informagao sobre o sistema que se esta estudando.

Segundo a definicao de Lyapunov, o equilibrio de um conjunto de equacoes diferenciais
é um ponto dito estdvel se, para uma dada vizinhanca €, existe uma subvizinhanca ¢ tal
que, se um ponto permanecer em €', a érbita permanecerd em € para sempre. Das equagcoes
de Hamilton, o equilibrio é precisamente os pontos criticos do Hamiltoniano H: pontos tais
que VH =0. O proximo passo €, entao, considerar a segunda derivada de H nos pontos
criticos. Se estes forem positivos definidos (desde que H seja conservativo), o equilibrio é

estavel. Indefinicio (V2H = 0) nao implica necessariamente em instabilidade. A sequéncia,
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dessa andlise de estabilidade é estudar a estabilidade do equilibrio por uma linearizacao
local das equacgbes. Aqui os efeitos da estrutra simplética se fazem ver: os autovalores
sao encontrados aos pares. Em particular, para que seja linearmente estdvel todos os
autovalores de H devem permanecer no eixo imaginario e, para perder a estabilidade linear,
eles precisam colidir (saindo do eixo imagindrio e colidindo no eixo real). Existe uma teoria
bem desenvolvida que mostra como os autovalores se movem a medida que os parametros

do sistema sao variados [Vi84].

1.4.1 Tempo de Correlagcao

O conceito de tempo de correlacao serd importante mais adiante quando for comparado

com as diversas distancias de correlagao no estudo de sistemas extensos.

Considere um sistema em regime cadtico. E de esperar-se que, dado um estado inicial,
o estado imediatemante subsequente seja razoavelmente bem definido. Este estado sub-
sequente esta pois correlacionado com o estado anterior do sistema; o préximo também
estard e assim por diante até que nao haja mais correlacao nenhuma e a SCI tenha feito

seu papel.

Este é o conceito de tempo de correlacao: o tempo a partir do qual a correlacao entre
as variaveis é perdido. Note que sistemas que nao estejam apresentado SCI podem ter
tempo de correlacdo infinito. Normalmente, mas ndo é uma regra, encontra-se tempo de

correlagdo com decaimento exponencial.

Via de regra as fungoes de correlages (temporais) sdo definidas a partir de médias tem-
porais sobre as variaveis que definem o sistema e podem ser determinadas numericamente.
O tempo de correlacdo fica definido como sendo o tempo onde tais fungées anulam-se.
E importante salientar que estas definicoes nao sao unicas e que, dependendo do objeti-
vo, pode-se definir diversas fungoes de correlacao e consequentemente outros tempos de

correlacgao.



Capitulo I. Caos e Caos Espacgo-Temporal 10

1.4.2 Orbitas Periédicas

As érbitas periddicas sao as érbitas mais simples apds o equilibrio. Sistemas Hamiltoni-
anos tipicos podem ter infinitas 6rbitas periédicas. Considerando mapas de retorno sobre
uma superficie de se¢do (como os apresentados na Figura 1.3), é suficiente perguntar pela
existéncia de orbitas periédicas para mapas simpléticos. Para mapas simpléticos de alta
dimensionalidade a existéncia de infinitas orbitas periddicas pode ser deduzida usando-se
certas condigoes. A andlise da estabilidade linear é mais complicada, é claro, mas existe um
teorema de Poincaré e Lyapunov que reza que os autovalores aparecem aos pares (complexos
ou reais) ou em quadrupletos.

Sobre variacoes nos parametros do sistema: as érbitas periddicas persistem e somente
sao destruidas se um autovalor do sistema torna-se +1. Esta mudanca qualitativa no
conjunto das orbitas periddicas é chamada bifurcacdo. Na pratica o que ocorre é que a
orbita do sistema se desestabiliza na regidao da bifurcacao; na bifurcacao de dobramento de
periodo, por exemplo, a 6rbita estava com periodo p antes da bifurcacao e passa a periodo
2p (sendo que a antiga drbita continua existindo, porém deixa de ser estdvel e passa a ser
instdvel). Como exemplo pode-se ficar restrito ao mapa introduzido por Karney no estudo

do aquecimento de ions submetido a campos magnéticos e elétricos dado por

Ujr1 = uj + 2m0 — 2w A cos(v;)

(1.2)

Vj4+1 = Vj + 27 + 2 A COS(’LL]'_H),

onde 6 e A sdo parametros variaveis relacionados respectivamente com a fase da onda
injetada para aquecimento e com o raio de Larmor. Para esta discussao basta observar que
as solucoes aparecem, para diferentes condigoes iniciais, como regioes cadticas e periddicas
(dependendo é claro dos valores de A e §). As regides periddicas aparecem como ilhas
de ressonancia e o caos é atingido via sobreposi¢ao (overlap) dessas ilhas. Observe este
comportamento na Figura I.3.

Estas ilhas também sao chamadas de ilhas de ressondncia. Quando as ressonancias se
aproximam entre si (aumentando-se o parametro de controle A do sistema), o que ocorre

tanto no caso em que a distancias entre elas diminuem como no caso quando a amplitude
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(p—0)/2 (p—0)/2

Figura I.1: Figura mostrando o espaco de fases para o sistema (I1.2) com valores diferentes para
Aed: a) A=0.0122 e § = 1, note as ilhas de periodicidade e a inexisténcia de caos; b)A = 0.2412
e 0 = 1 aqui se vé que as ilhas foram quebradas e o caos atingido (via overlap das ilhas); c)
A = 0.0412 e § = 0.23, movimento periédico sem zonas de caos mostrando a integrabilidade do
sistema com uma fase diferente de um inteiro e d) A = 0.1412 e § = 0.23 onde se vé, as drbitas

periodicas e o caos coexistindo.
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delas aumenta, as 6rbitas presas entre elas sao primeiramente distorcidas e entao destruidas.
Estas 6rbitas sdo torus dentro do espaco de fases do sistema [Vi84, Ch79]. Dado um
par dessas ressonancias, um problema fundamental é determinar para que valores criticos
do parametro perturbativo haverd a destruicdo dessas ressonancias. De fato isso acaba
resultando em uma mudanca na topologia do espago de fases pois curvas adjacentes chocam-
se formando uma bacia de movimento pseudo-estocdstico (cadtico). Uma forma simples de
identificar o parametro critico é considerando as ressonancias como nao-interagentes e entao
computando em que regiao as separatrizes dessas ressonancias se tocarao. Esse é o chamado
critério de overlap de Chirikov [Ch79].

Nao se pretende discutir este critério aqui, mas cumpre salientar que, apesar de nao
ser um critério rigoroso [Vi84, Ch79], é facilmente aplicidvel mesmo em problemas dos mais
complicados dando uma visao esquematica da interacao entre as ressonancias. Observe
a Figura .4 onde é apresentado um esquema do overlap de ressonancias a medida que o

parametro é aumentado.

I.5 Sistemas Extensos

No préoximo capitulo vai ser tratada a descricao Hamiltoniana de ondas. Aqui sera intro-
duzida a nocao de sistemas extensos e suas peculiaridades. Um trabalho muito abrangente
sobre este assunto é [CH93|, onde muitos exemplos sao explorados e definigoes detalhadas.

O que foi feito até aqui foi tratar de sistemas ditos isolados, como pequenas células de um
corpo funcionando independentemente. Sistemas Hamiltonianos podem ser considerados
como células isoladas e os sistemas dissipativos podem ser considerados como células que
trocam informagao (ou energia) com o meio que as rodeia. Estudar o sistema extenso é
como passar a estudar o corpo composto de muitas células, todas acopladas entre si.

Agora, além da correlagdo temporal, também se deve procurar por correlagoes espaciais.
A posicao espacial de cada subsistema em relacao aos seus vizinhos passa a ser importante.
No lugar de somente considerar o tempo de correlagdo como um indicativo de caos; este

juntamente com a correlacao espacial serao o indicativo de caos espaco-temporal.
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a)

b) C)

Figura 1.2: Overlap de ressonancias. Note que o movimento estd preso (aqui representado pela
drea sombreada) abaixo do pardametro critico em a); em b) é esquematizado o parametro critico
quando as separatrizes entre as ilhas se tocam; em c) as particulas ndo estdo mais presas e ja

houve o overlap das ilhas (esquematizado pela sobreposi¢ao das separatrizes) [Vi84].
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1.5.1 Comprimentos Caracteristicos

Ainda que nao sejam explorados em detalhe, é importante destacar os comprimentos
caracteristicos e suas definigoes.

Distinguem-se trés tipos de comprimentos (ou escalas) para caracterizar a dindmica de
um sistema extenso fora do equilibrio. Estas escalas estao relacionadas com dissipacao,
excitacdo e correlacdo entre partes do sistema. O comprimento de dissipacdo € um
comprimento relacionado com a dissipagao de energia: a partir desse comprimento a energia
passaria a ser dissipada. Os modos vibracionais em escalas menores que esse valor sdo
passivos e podem ser tratados por métodos elementares de resolucao.

O comprimento de excitagdo é um comprimento a partir do qual a energia é injetada no
sistema. Para um sistema proximo da instabilidade linear existe um intervalo de excitagao
ao redor do modo de onda mais instavel.

O comprimento de correlacdo & é mais dificil de definir, uma vez que é necessario um
conhecimento completo das solu¢oes do sistema de equacoes do problema. A definicao mais

simples é em termos de uma func¢do de correlacdo

Cij(re = r2) = ([ui(ry, 1) — (wi)lu;(rs, 1) = (uyl), (I.3)

onde as médias sao tomadas sobre o tempo t. 7r; e ry sao as variaveis independentes
caracterizadoras de u;, que definem o subsistema. Se, para r — oo (para distancias longas),

o comportamento tem uma forma
Ci,j(rl - TZ) ~ e—'r‘/f, (14)

entao se define £ como comprimento de correlacao para u; e u;. Evidentemente o compor-
tamento pode ser bem mais complicado do que em (1.3) e (I.4), mas pode-se pressupor que,
dependendo do movimento em questao, um ou mais comprimentos de correlacao poderao
ser definidos.

Finalmente, pode-se também introduzir o comprimento linear do sistema L, ou volume

do sistema L%, onde d é uma dimensao Euclidiana no sistema. L nada mais é do que uma
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medida de tamanho para o sistema extenso (até sua fronteira ou tao longe quanto for de
interesse considerar o fim do sistema).

Estes comprimentos caracteristicos sao 1uteis nas comparacgoes de sistemas pequenos
com sistemas grandes. A nogao de sistema grande estd relacionada com comprimentos de
dissipacao. Para sistemas pequenos, o tamanho do sistema é da ordem do comprimento
de dissipagao. Neste caso o numero de modos excitados do sistema é fortemente vinculado
pela geometria do mesmo. Estes modos também podem interagir fortemente e gerar um
estado cadtico de baixa dimensionalidade.

Para sistemas grandes o nimero de graus de liberdade é muito maior e qualquer de-
scricao do mesmo deve levar esta multiplicidade em conta. Em geral espera-se que a
dimensao do atrator seja correspondentemente grande nestes casos.

Em principio, para atingir o limiar® de um sistema bastaria aumentar o tamanho do
mesmo mantendo os outros parametros que o descrevem constante. Pode-se considerar que
o sistema seja composto de muitas regides coerentes, cujo tamanho fica por determinar,

que sao mais ou menos acopladas entre si. Chama-se este regime de caos espago-temporal.

1.5.2 Funcoes de Correlagao

Inicialmente considere o comprimento de correlagdo (ndo se deve esquecer que este
comprimento ndo é uma defini¢do tinica para os sistemas aqui tratados). Considere um
sistema translacionalmente invariante definido em d direcoes e que esteja em um estado
estacionario. Isto significa que se pode definir médias que dependam tinica e exclusivamente
das coordenadas espaco-temporais. Pode-se tentar elucidar a natureza das correlagoes
espaciais no sentido de definir um ou mais comprimentos de correlacao para caracterizar a
dinamica.

Uma propriedade importante das fungoes de correlacdo é o seu decaimento de longo

alcance, como o que se definiu anteriormente em (I.3) como £. O comportamento, como

5Aqui a palavra limiar se refere ao procedimento de ir anexando vérios sistemas até que nido mais seja

possivel tratd-los como isolados e somente como conjunto.
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ja foi dito, pode ser mais complexo do que simplesmente um decaimento exponencial. Por
exemplo, a média espacial de alguma quantidade pode ter dependéncia periédica no tempo
ou entao o decaimento pode nao ser exponencial e o comprimento de correlacao pode tender
ao infinito (como no caso de decaimentos simplesmente algébricos) [CH93].

A existéncia de comprimentos de correlacao finitos implica que quantidades medidas
dentro de um volume de correlacao, i.e., um volume compreendido por medidas da ordem
do comprimento de correlagao, terao estatistica nao-trivial. Em contraste, quantidades que
dependem da distribuicao dos dados sobre muitos volumes de correlagao possuem em geral

distribuicao Gaussiana. Por exemplo, considere a transformada de Fourier:

u(q) = /Q dTu(Z)e 72, (L5)

a qual possui uma distribuicio Gaussiana se o volume Q ~ L% contiver muitos volumes de
correlacao. Na pratica, nesses casos, se estd mais interessado em quantidades mais locais,
tais como o u(x), ou entdo em pacotes de onda dentro de algum volume AS). Pode-se definir
um comprimento de correlagao examinando a transi¢ao entre estatisticas Gaussianas e nao-
Gaussianas.

Kaneko [Ka89, Ka90], estudando redes de mapas acoplados, definiu transformadas de
Fourier sobre dominios espaciais finitos e encontrou um comprimento de correlagdo a partir

da dependéncia espago-temporal dos diversos sitios.

I.6 Caos Espaco-Temporal e as Equacoes de Zakharov

Os termos caos e turbuléncia sao usados para denotar um nimero diferente de fenomenos
e existe uma grande disputa centrada no que seria o uso correto desses termos [CH93].
Normalmente o que é considerado como caos € qualquer tipo de comportamento pseudo-
randomico de origem deterministica com condigOes iniciais regulares. Ja se definiu o caos
temporal como tendo um tempo de correlagdo finito e agora, similarmente, considerar-se-
a o caos espaco-temporal como tendo ambos: tempo e comprimento de correlacao fini-

tos. O termo turbuléncia, quando usado em dindmica de fluidos, tradicionalmente signifi-
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ca escoamento desordenado, particularmente envolvendo transporte e geracao de vértices
[CH93, FPG+00, GFR+01, Ch79]. Serd considerado aqui o uso do termo turbuléncia como
sinonimo de caos espago-temporal.

O caos que ocorre proximo a limiares, como no caso da equacao de Ginzburg-Landau
[CH93, HSS99] (que serd analisada mais adiante), para grandes valores de L é referido como
turbuléncia fraca [HSS99, CH93|, em contraste com a turbuléncia de amplitude, a qual
ocorreria muito adiante desse limiar e envolveria 0 movimento de singularidades®. O termo
intermiténcia espaco-temporal refere-se a um cenario mais para o lado da turbuléncia fraca,
onde atratores laminares e cadticos coexistem em um dado ponto. Zakharov [Za72] define
turbuléncia fraca como sendo um estado de nao-equilibrio para um sistema constituido
de ondas dispersivas e propagantes com interacoes fracas. Neste caso as propriedades
estatisticas podem ser calculadas aproximadamente através de equacdes cinemadticas. O
sistema de equagoes de Zakharov é um dos modelos fundamentais que governam a dinamica
das ondas em sistemas unidimensionais. Ele descreve, de uma forma genérica, a interacdo
entre ondas de alta e baixa frequéncia. Os exemplos fisicamente mas importantes envolvem

as interacOes entre ondas de Langmuir e fon-acisticas em plasmas [Za72].

1.6.1 A Equacgao Complexa de Ginzburg-Landau

Nos tltimos anos a instabilidade de sistemas com comprimento de onda finito foi es-
tudada usando equacgoes de amplitude. Estas equacgoes descrevem modulagoes lentas no
espaco e no tempo de um envelope de onda. Estas abordagens com equagoes de amplitudes
apresentam boa concordancia com os experimentos [CH93, GFR+01].

Equagoes de amplitude apropriadas para ondas propagantes sdo a extensdo natural
para a descricao de sistemas com ondas puramente estacionarias. Nestas equagoes existem
varios termos complexos que estao associados com a mudanca na frequéncia das ondas em

funcao do numero de onda. Tais equacoes sao denominadas de Equacoes Complezras de

60u seja, § possui uma forma que varia com o inverso da raiz quadrada de p, de forma que quando a

coordenada de ac¢do vai a zero ou préximo ocorre uma singularidade na fase.
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G'inzburg-Landau.

Estas equagoes possuem um comportamento muito rico. Um caso particular da equagao
de Ginzburg-Landau é justamente a equagao nao-linear de Schrodinger que possui solugoes
do tipo séliton bem conhecidas. Na verdade esta equacao apresenta dois limites extremos:
num lado uma equacao de dinamica Hamiltoniana e em outro uma equagao que pode ser
derivada de uma energia funcional que decresce com a evolucao. Em regioes intermediarias
estas equacgoes exibem um comportamento extremamente variado, desde turbuléncia até
comportamento coerente. Na regiao cadtica existe uma série de fases diferentes, identif-
icdveis considerando se existem ou ndo defeitos espago temporais [Ch94].

Quando um sistema extenso estd préximo a uma bifurcagdo de Hopf (o que resul-
ta em um movimento oscilatério), as amplitudes podem ser descritas de forma genérica
por equacoes de Ginzburg-Landau complexas. Quando existem dois campos tornando-
se instaveis na mesma bifurcacdo pode-se usar as mesmas equagoes de Ginzburg-Landau
acopladas entre si. Este é um modelo que aparece em uma grande variedade de situagoes
(tais como misturas de dois elementos ou ainda em lasers [Gi93, HSS99]). Estruturas coer-
entes aparecem com frequéncia e sao parte fundamental na dinamica de sistemas extensos.
Estudos sistematicos estao sendo levados a cabo recentemente na literatura [HSS99].

Em uma dimensao, o interesse é o de se concentrar em sistemas de tamanhos inter-
medidrios, ou seja, sobre a dinamica de estruturas coerentes tais como estados confinados,
fronteiras e pulsos (sélitons) dentro do sistema. Estudos foram realizados sobre sistemas
grandes [HSS99, CHL9S8] e se constatou que existiam regides de defeitos espago-temporais
onde o campo A (apresentado na préxima equagao (1.6)) anulava-se, e outras regiées onde
havia flutuacoes e nao se apresentavam defeitos dessa natureza.

Foi encontrado que a fun¢ao de correlacdo comportava-se diferentemente nos dois casos,
mas ficou ainda a didvida se haveria uma transi¢do rapida ou suave [CH93| entre os dois
regimes. Um modelo relacionado a isso, consistindo de uma cadeia discreta de osciladores

na forma

0A; . :
8—; = A; — (1 —ics)|Aj12Aj 4 so(1 +ico) (A — Ajq) +
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+ D1 —iey)(Ajar + Aoy — 24,), (L6)

para j = 1,..., N foi estudado [CH93|. Para este sistema foram encontradas expressoes
analiticas, assim como estimativas numéricas na dependéncia da dimensao do atrator em
(N, S0, D) .

Em duas dimensoes o modelo é particularmente rico (contendo focos e espirais que par-
ticipam na dindmica cadtica). Para tempos longos [Gi93, CH93] um estado de equilibrio é
atingido com algumas densidades médias desses defeitos, os quais dependem dos parametros
c1 e c3. A natureza precisa do estado de defeitos ainda esta sendo analisada. Estimativas de
dimensao para sistemas pequenos em duas dimensoes foram feitas para valores arbitrarios
de ¢; e c3 [CH93, BZH+00]. Esses trabalhos mostraram que a dimensio do atrator para os
sitios € uniformemente distribuida entre estes, enquanto que a dimensao de um manifold
inercial é dada por um crescimento exponencial para ¢; e ¢o grandes (préximos do limite da
equagao nao-linear de Schriodinger); isso é devido ao colapso entre ondas em duas dimensées

(veja figura 1.3).

1.7 A Equacao Nao-Linear de Schrodinger

A Equagao generalizada de Schrodinger, expressa por
iE, +V?’E + F(|[E’)E =0, (L.7)

onde o potencial I’ é uma funcdo suave e diferencidvel (e real), é um modelo bésico para
descrever a evolucao de ondas nao-lineares em varias modalidades de trens de ondas em
sistemas dispersivos conservativos. As primeiras aplicacoes desta equacgao foram dentro do
contexto de 6ptica ndo-linear onde se procurava descrever a propagacao de feixes de luz em
meios nao-lineares. Sua aplicacao também foi estendida para ondas em aguas profundas
(um pouco mais sobre isto ainda é tratado no préximo capitulo) e para Fisica de Plasmas.

As melhores solugoes para a equacao nao linear de Schrodinger sao as solugoes do tipo
sélitons [SHOO], cujas propriedades incluem uma forma de onda localizada que interage com

outros solitons na forma de uma ”quase-particula”. Esta teoria de sélitons na equacao nao
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Figura 1.3: Exemplo de simulacao da Equacao complexa de Ginzburg-Landau em duas di-

menspoes. A amplitude é representada por escala de cinza. Condigao inicial (no alto a direita):

Amplitude constante, fase nula e valores de ¢c; = 0.5, cg = 1.5. O sistema esta evoluindo contra

um modo global mais robusto.
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linear de Schrodinger foi desenvolvida inicialmente por Zakharov em 1971 [Za72, SHOO]
e hoje estes sélitons sdo considerados como um meio natural para transportar grandes
quantidades de informacao de forma rapida por fibras épticas.

Uma generalizagdo da equagio (I.7) é a equacdo ndo-linear de Klein Gordon, a qual é
detalhada e estudada no capitulo IV, de forma que aqui se ficou restrito somente a uma

introducao mais genérica do ramo que se pretende estudar.



Capitulo 1I

Descricao Hamiltoniana de Ondas

II.1 Introducao

Neste capitulo pretende-se fazer uma breve introduc¢do ao tratamento hamiltoniano dado
as ondas. Pretende-se nao ficar restrito somente ao formalismo Hamiltoniano, tratando-
se en passant de fendmenos ndo-lineares associados a ondas (em plasmas por exemplo)
que nao sejam descritos por uma dinamica Hamiltoniana. Nao existe um formalismo tinico
para tratar este problema (como vai ser exposto mais adiante) e pretende-se considerar aqui
apenas os procedimentos mais usuais. Assim como o primeiro capitulo procurou servir para
passar de caos em um sistema isolado para o caos em uma assembléia de sistemas, aqui se
introduzird a descricao de um meio continuo, mais particularmente ondas, a partir de uma
descricao elaborada para particulas. Com isso se tratara da instabilidade modulacional de
uma forma qualitativa, preparando um substrato para os capitulos III e IV, onde se tratard

de caos e instabilidade modulacional.

I1.2 Particulas e Ondas

Quando se esta descrevendo a dinamica de uma particula é bem evidente a importancia
da descricao Hamiltoniana da situacao em questao, pois se é levado a sistemas de primeiras

derivadas que descrevem o movimento ao longo do tempo. E claro que devem ser guardadas

22
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as limitacoes de sistemas que nao possuem dissipacao e assim por diante, mas em muitas
situacoes as dissipacées podem ser desprezadas. Normalmente se encontra um par de
varidveis angulo-acao com os quais se podem desenvolver varios métodos de aproximagao,
dependendo do problema em questao.

Agora se estd interessado em encontrar um par de varidveis equivalente no intuito de
descrever ondas nao-lineares. Este é um problema complexo (e também ambiguo) pois serd
uma transicao de particulas para campos, e transi¢oes desse tipo normalmente acabam por
requerer definicoes adicionais e, dependendo de como tais definicoes sao tomadas, pode-se
ser levado a problemas distintos. Uma transicao de particulas para campos pode ser vista
como equivalente a uma transi¢ao do discreto para o continuo (ou para um sistema extenso
como foi visto no capitulo I).

Evidentemente, procedimentos e consideracoes sobre condicoes de contorno para o pro-
blema e a reducao dos graus de liberdade sempre poderao trazer simplificacoes. Entre estas
pode-se citar a existéncia de condicoes de contorno periédicas, as quais podem servir muito

na reducao dos graus de liberdade, em principio infinitos para este tipo de situacgao.

I1.2.1 Graus de Liberdade

Antes de mais nada vao ser feitas algumas consideragdes sobre o principio variacional
aplicado nestas situacgoes. E certo que o principio variacional tem uma caracteristica uni-
versal [CH93| na evolugdo de qualquer sistema. Em problemas mecanicistas se utiliza da
descrigdo Hamiltoniana (na qual pode se usar varidveis de angulo-ac¢ao), que é uma forma
de utilizar o principio variacional. Na descri¢cao de ondas e processos ondulatérios, a apli-
cacao do principio variacional é muito menos desenvolvida do que no caso da dinamica de
particulas.

Considere um exemplo simples: seja uma onda y(z,t) propagante (unidimensional por
simplicidade). Suponha também que as equagoes que descrevem este modelo podem ser

descritas como

oy _
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onde F' é um operador que pode conter derivadas e integrais. O primeiro passo é expandir
y(x,t) em uma série de Fourier sobre o dominio do espaco de forma que o sistema repre-
sentado em (II.1) possa ser agora escrito como um sistema de equagoes ordindrias (embora

ainda de dimenséo infinita):

onde {y}, representa as dependéncias sobre todas as amplitudes k e F é a transformada
de Fourier de F'. Esse sistema (II.2) pode ser imaginado como um sistema de k graus de
liberdade interagindo uns com os outros por intermédio de F; esses graus de liberdade cons-
tituem um continuum. Se um sistema desse tipo possuir condigoes de contorno periddicas

do tipo
y(,1) =yl +1,1), (IL3)

pode-se entdo expandir y(z,t) em série de Fourier

n=-+o0o

y(z,t) = D yue™™, (IL.4)

n=—oo

com k = 27/l. Desta forma o problema é simplificado para um sistema discreto e sem
derivadas espaciais (em funcdo da transformada de Fourier).

Um ponto importante a ser atentado, quando se analisa um sistema nao linear de
equacoes que descrevem campos, € que normalmente nao se tem idéia de que tipo de
solugbes ele pode conter. Pode-se, muitas vezes, fazer simplificagdes de varios tipos (como
essas aqui descritas) e existem algumas metodologias para isso, mas deve-se considerar
que tudo dependera do tipo de situacao fisica em questao, a qual pode ou nao admitir

simplificagoes nos graus de liberdade.

11.2.2 Descricao Hamiltoniana

Considerando as possiveis simplificacoes na descricao de campos de ondas, passar-se-a
agora a sua descricao através do formalismo Hamiltoniano. A possibilidade de se usar o

formalismo Hamiltoniano quando se esta analisando o comportamento de campos de ondas
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nao-lineares resulta em certas simplificagoes por si s6. Note por exemplo que represen-
tacoes Hamiltonianas de problemas de ondas nao-lineares esta ainda longe de um consenso
universal [Vi84] e, em geral, estdo relacionados com suas caracteristicas préprias. Mas o
mais importante é que se pode conhecer a prior: que tipos de efeitos fisicos pode-se esperar
obter (e usar isso no préprio método).

Basicamente se inicia expandindo todas as quantidades em séries de Fourier e tratando o
sistema como sendo composto de um nimero infinito de graus de liberdade correlacionados.

Considere uma varidvel y(z,t) expandida em termos dos modos de Fourier
y(z,t) = > ype™, (IL.5)
k

onde a soma é tomada sobre todos os niimeros de onda k possiveis. yr = yx(t), ou seja, a
dependéncia espacial estd expandida em modos de Fourier e a parte temporal foi separada
completamente. Aqui, entdo, estd sendo considerado que ndo hd variacoes (dependéncias)
apreciaveis na dinamica temporal com o espago. No caso de um espectro continuo substitui-

se a soma em (I1.5) por uma integral:

y(z,t) = /k dky(k)e™. (IL.6)

Por simplicidade, considere daqui por diante apenas casos de espectros discretos, lem-
brando que simplesmente no caso continuo a soma deverd ser substituida por uma integral.
Considere também que a quantidade y(x,t) deverd ser real, ou seja, y, = y*,. Uma com-
binacao de osciladores interagindo uns com os outros pode ser descrita como

1

H = 3 > (Gry-r + W Yry—k) +
k

1
+ - Z V;cl,k2,k3yk1yk2yk35(k1 + k? + k3) + O(y2)7 (117)
k1,k2,ks

onde a funcdo ¢ é a funcao delta de Kronecker, a qual pode ser substituida pela delta de
Dirac no caso continuo. Note pela forma de (I1.7) que o Hamiltoniano H pode ser separado
em uma parte lenta e uma parte rapida.

Note que se pode usar de coordenadas de angulo-acdo [FP94, HSS99] para simplificar

o tratamento do Hamiltoniano (II.7) e encontrar relagoes entre as fases, por exemplo, das
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Figura II.1: Decaimento e recombinacao de trés ondas. Em a) a onda inicial decai em duas

outras e em b) estd simbolizada a recombinacao de duas ondas em uma terceira.

ondas envolvidas. Existem muitos exemplos de problemas onde este formalismo pode ser
aplicado e referencia-se a literatura para um bom tratamento deles. Aqui apenas passare-

mos a citar alguns exemplos.

11.2.3 Interacoes de Ondas por Ressonancia

Na teoria de ondas nao-lineares, a mais importante interacio que existe entre duas (ou
mais) ondas é a ressonancia. Esta é caracterizada por duas condigdes béasicas e é destas
que se procurara tratar agora.

Suponha uma colecao de ondas interagentes com nimero de onda k; e frequéncias w;.

As duas igualdades que se aplicam no caso de ressonancias sao

> ki=0 (11.8)
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>wi=0, (IL.9)

onde se denotard w; = w;(k;) como a lei de dispersao da i“™* onda. Note que a equagao (I1.8)
representa a conservacao de momentum ao passo que (I1.9) representa a lei de conservagao
de energia das quasi-particulas relacionadas com o problema em questao (que podem ser
fétons, fonons, pldsmons, etc...).

Estas condigoes sao parecidas com as ressonancias entre varios graus de liberdade na
dinamica de particulas, porém uma diferenca significativa esta no papel desempenhado pela
lei de dispersao w; = w;(k;).

No decaimento e recombinagao de trés ondas, como representado na Figura I1.1, pode-se
ter um sistema de equagoes para os nimeros de ondas k; envolvidos, os quais muitas vezes
nao possuem solugdo. Isto dependerd da forma da fungdo w(k). Dependendo da existéncia
das solucoes para as equagoes (I1.8) e (I1.9), os espectros das ondas podem ser chamados
de decaimento ou nao. Na verdade, condicOes de ressonancia entre diferentes graus de
liberdade existem na dinamica de particulas também, porém a principal diferenca entre
ressonancia de ondas e de particulas esta na lei de dispersao valida para as ondas.

Outro exemplo de interacoes entre trés ondas pode ser tirado da astrofisica, onde sdo

observados fendmenos de acoplamento em plasmas espaciais [CAB-00].

I1.3 Instabilidade Modulacional

Quando se trata de turbuléncia, principalmente em ondas em plasmas, existe uma série
de fenomenos importantes para serem discutidos. Um desses fenomenos é a instabilidade

modulacional.

I1.3.1 Estabilidade e Instabilidade de Pacotes de Onda

Atualmente uma das mais importantes motivagoes para trabalhos em matematica apli-

cada e comunicacao por meios Opticos é a criacao de vias de comunicacao baseada em
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fibra 6ptica para taxa de terabits por segundo. Com o desenvolvimento de amplificadores
baseados em fibras épticas no inicio dos anos 80 [CHL98, CH93], redes de fibra éptica se
tornaram possiveis e imediatamente as propagacoes de pulsos em fibras épticas se tornaram
relevantes para se conseguir obter altas performances. Na verdade a area de fibras pticas
nao-lineares é um das melhores para fomentar encontros entre a engenharia pratica e a
matematica aplicada [CHL9S].

Considere a estabilidade em uma dimensao de um envelope uniforme e independente do
tempo Ej, o qual se estende em principio de (—oo, 00). Considere também a equagido néo

linear de Schrodinger, a qual nao se pretende derivar aqui:
(i0, + V> + |E]*)E = 0. (I1.10)

Em (II.10) o termo quadrdtico em E corresponde a um indice de refracdo do meio nao
linear e o nabla representa a dispersao da onda (o balanco desses termos faz com que haja
uma competicao entre um termo que tende a dispersar a onda e um termo que pode tender
a quebrar a onda, o que permite a existéncia de solugoes tipo pulsos solitdrios [Er00, e
referéncias 14 citadas]).

Ficando restrito a uma tinica polarizacao 6ptica, a equagao que governa um envelope de
campo elétrico em uma fibra éptica unimodal é a equacao de Schrédinger perturbada, da
qual a equagao (I1.10) representa apenas o primeiro termo em |E|?. Com essa aproximagao,
que nada mais é do que negligenciar efeitos de variacdao na dispersdo, a equac¢ao representa
um sistema Hamiltoniano e integravel, exibindo solugoes tipo pulso solitario.

Por exemplo: a largura do pulso e os parametros de amplitude estao vinculados. Este
vinculo é uma consequéncia direta do balango entre a nao-linearidade e a dispersao do
séliton. Subsequentemente, mudangas na energia ou amplitude dos pulsos tendem a induzir
mudancas na largura dos pulsos também, mostrando uma complicada interagao entre nao-
linearidades, perdas e dispersao. Este vinculo significa que picos mais largos exigem também
amplitudes menores (e vice-versa). Estes efeitos, assim como outros de mais alta ordem,
ocorrem tipicamente em pulsos da ordem de picossegundos ou menos, correspondentes a

taxas de transferéncia da ordem de 100 Gbits por segundo [CHL98, SH00].
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Uma anélise unidimensional de (II.10) pode ser levada a cabo simplemente pressupondo

um solugao do tipo

E = Ey + Eye" cos(kx). (IL.11)

Esta solucao foi encontrada por Nishicawa em 1968 [Go84] e revela que o envelope inicial
Fy é linearmente instavel e tende a se quebrar em outros pacotes de onda com niimero
de onda k ~ |FEy| e razao de crescimento v ~ |Eg|?2. A este fenomeno se d4 o nome de
instabilidade modulacional.

Goldman [Go84] considera que este resultado pode ser previsto de uma andlise dimen-
sional de (I1.10): de um balango entre a dispersdo (que teria embutido nela uma escala de
comprimento proporcional a L?) contra o termo nao-linear que representa a refragio do

meio, pode-se encontrar que uma escala natural de quebra seria
L~ |Ey| (11.12)

E da mesma maneira, de um balango entre o termo de variagao temporal 0; (que pode ser

expresso por T‘l) contra o termo de refracao, encontra-se que
T! ~ | Ep|?. (I1.13)

A perturbacao no nimero de onda k cresce em funcao de que os padroes de interferéncia
correspondem também a um grande indice de refracao nao-linear. Regides de grande indice
de refracdo sao regides onde se tem reflexdo interna total e este fendmeno aumenta o indice
de refracao mais ainda, fazendo com que o processo seja instavel.

Por meio de estudos numéricos e analiticos [Go84|, que ndo serdo aqui considerados,
pode-se concluir que um envelope uniforme se quebra em envelopes pequenos contendo
comprimentos L naturais menores. Tal resultado é generalizado para envelopes que somente
sao uniformes para tamanhos de larga escala L, mas que se anulam nos limites z — Fo0.

A condicao para quebra de tais pacotes de onda infinitos é simplesmente L < Ly ou seja,

| Eol? > |Lo| . (11.14)
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a) o

o

Figura II.2: Instabilidade Modulacional: a) mostra a instabilidade modulacional de um envelope
de comprimento inicial Ly, que se quebra em envelopes menores de tamanho L ~ |E|~!, ocasionado
por Ly > L (para um campo E grande o suficiente). Aqui estd mostrado em uma dimensao, mas
isto é também valido para dimensées maiores em condiges andlogas. A figura b) mostra um

séliton (em principio uma secante hiperbdlica aqui esquematizada) quando |E|* ~ |Lg|~2.

11.3.2 Um Exemplo

Explicar-se-a este fenomeno a partir de um exemplo aplicativo. Considere uma teoria
de ondas em dguas profundas [Fe67, Go84]. Engenheiros que testam modelos de barcos em
grandes tanques geram grandes trens de ondas para tanto. Por muitos anos eles tentaram
gerar ondas tipo degrau e observavam que elas quebravam em um trem de pequenas ondas,

considerando que isso se devia a imperfeicbes no aparato.

Em 1967 [Fe67] foi mostrado teoricamente (e experimentalmente) que tais ondas de
dguas profundas podiam ser descritas por uma equagdo de Schrodinger nao-linear unidi-
mensional. Neste caso, existe um limiar do tamanho do envelope de onda em questao que
pode quebrar ou ndo. Quando |E|* > L 2 a onda tende a se quebrar em um trem de

ondas, e isso é a instabilidade modulacional. Considere os casos mostrados na figura I11.2.
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No primeiro caso, o pulso de onda possui amplitude inicial da ordem do inverso do
comprimento caracteristico L. Aqui ele estd fora do intervalo de instabilidade modulacional
e 0 pacote nao vai quebrar quando evoluir ao longo do tempo. No segundo caso, o envelope
estd dentro do limite de instabilidade modulacional (|E|> = 2L~2) e o pacote se quebra em
um conjunto de pequenos pacotes de onda.

Outro exemplo de instabilidade modulacional provém da astrofisica. A instabilidade de
Jeans é uma instabilidade modulacional na qual as estrelas sao formadas fora da regiao de
colapso gravitacional de nuvens de gds interestelar. Embora este processo nao seja descrito
pela equagao nao-linear de Schrodinger, existe uma relagdo muito préxima nos modelos
descritivos e nos métodos matematicos adjacentes. Tais modelos também prevéem quebras

de pacotes em sub-pacotes da mesma forma que nas ondas na dgua.

I1.4 Relacoes de Manley-Rowe

Aqui apenas citar-se-d as relagoes de Manley-Rowe (RMR), pois as mesmas sao uti-
lizadas indiretamente mais tarde no capitulo IV. Trata-se da troca de energia entre ondas.
Em 6ptica elas requerem um numero igual de fé6tons participando das interacées nao lin-
eares. Por seu carater geral, a lei de conservagao de energia e as relacoes de Manley Rowe
nao dependem de uma estrutura detalhada de algum particular sistema e seus efeitos, por
isto mesmo, sao muito grandes.

Estas relacoes de energia dao informacao do ganho e estabilidade de moduladores e
demoduladores (por exempo) nao lineares, o que foi a primeira vantagem do uso destas

relagoes. Estas relagoes podem ser expressar de uma forma genérica como

+o0 400 Wm

z; _2_: mfi+nfo 0

m=0n=-00 (11.15)
+o0 400 W .
Z Z mf1—|—nf0 - Oa

m=—o00 n=0
onde W, , é uma poténcia média que transita em um capacitor nao linear em frequéncias

E[mfi +nfol.
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No trabalho original de Manley e Rowe, as propriedades das mesmas foram largamente
exploradas para sistemas de capacitores e indutores, sendo que o principal interesse era sua

aplicacao em amplificadores.

II.5 O Conceito de Entropia Espectral.

Existem muitos estudos sobre troca e equiparticdo de energia e limiares que dariam
equiparti¢do aproximada entre os modos de um sistema de ondas [RD96]. Por exemplo,
existe a dependéncia no tempo para a equiparticao da excitagdo, que encontra um tempo
de relaxacao para o sistema proporcional ao niimero de modos. A equiparticao nesta escala
de tempo rapida é associada com o overlap das érbitas. Entao, a equiparticao que toma
lugar numa escala de tempo mais lenta nao deveria ser observada facilmente.

As simulagdes usuais consistem em distribuir toda a energia entre uns poucos modos lin-
eares de baixa frequéncia. A energia é rapidamente redistribuida entre o conjunto completo
dos modos de uma forma nao linear. Para baixas energias, a redistribuicdo cai exponen-
cialmente com o aumento do nimero de modos. Aumentando a energia inicial, para um
valor critico de energia, é visto que esta energia se distribui por todos os modos de for-
ma homogénea. Esta equiparticio é normalmente tomada como um teste numérico da
ergodicidade, embora nao implique nisto rigorosamente.

A medida que se aumenta a energia, os acoplamentos nao lineares mais importantes dos
modos vizinhos com a menor diferenca de frequéncia no denominador se tornam impor-
tantes. Para energias moderadas, onde um estudo numérico indica uma queda exponencial
da energia com o aumento do nimero de modos, uma aproximacao 1til é isolar alguns
modos envolvidos removendo todos os outros modos.

Neste caso, uma abordagem simples é introduzir uma entropia de informacao S baseada

na energia media na forma:

N
S=-=>elne, (I1.16)
i=1

onde ¢; = E;/ Y E; sdo as energias médias normalizadas. Define-se um nimero de modos
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efetivo como

Nep = €. (I1.17)

Se o movimento for ergédico sobre o tempo observado, n.¢ serd igual a N, o niimero de

modos. Por isto pode-se chamar (I1.16) de Entropia Espectral.

I1.6 A Aproximacao Adiabatica

Muitas vezes, e neste trabalho isto sera feito no capitulo III, quando se trata problemas
com solucdes do tipo ondulatério é possivel obter uma boa aproximacao analitica pres-
supondo solugoes tentativa do tipo onda plana modulada nas equagoes que governam o
modelo, e obter um novo conjunto de equagoes (preferencialmente canénico) considerando
somente os modos de primeira ordem (os modos lentos) e desprezando os demais. Este
tipo de adiabaticidade ocorre, por exemplo, onde existe grande disparidade entre as escalas
de tempo presentes no problema. Este é justamente o caso de uma onda portadora com
frequéncia muito mais alta do que sua onda de modulagao, que é o problema tratado no
capitulo III, ou entdo da propagacdo de sélitons em longas distancias.

Na ENLS este tipo de procedimento é particularmente util quando se esta investigando
variacoes lentas nos parametros dos sélitons quando causadas, por exemplo, em virtudede
algum campo externo aplicado. No caso das solucgoes solitonicas da ENLS a perspectiva
é estudar a propagacdo de sinais em fibras opticas. Em um trabalho recente este tipo
de solucao foi usada para a ENLS acoplada a um campo externo, e foi estudado como
usar este campo para estabilizar a propagacao dos sélitons na fibra optica, sugerindo que
este processo poderia ser usado para descrever a propagacao destes solitons por longas
distancias.

No capitulo ITT é mostrado como usar uma aproximacao adiabatica nas equacoes de Za-
kharov descrevendo a interagao de elétrons de alta frequéncia para obter um Hamiltoniano

aproximado, o qual serd comparado posteriormente com a dinamica nao aproximada.



Capitulo III

Caos e Coeréncia nas Interacoes

Conservativas do Decaimento de Ondas

III.1 Introducao

Aqui serd analisada a influéncia do caos sobre a coeréncia da interacao de trés ondas.
O caos tem um papel fundamental no problema quando as aproximacoes adiabaticas que
levam a um modelo integravel deixam de ser validas. Em regimes regulares, onde os
campos sao suficientemente pequenos, existe um valor caracteristico para o descasamento
de frequéncias do tripleto de ondas abaixo da qual a coeréncia e o acoplamento de fase sao
dominantes. Em regimes caéticos, por outro lado, nao existem tais valores e o acoplamento

se d4 de uma forma mais complexa.

I11.2 O Decaimento de Trés Ondas

A interacao conservativa no decaimento de trés ondas é tipicamente considerada como
um processo regular onde um modo de maior intensidade passa sua energia para os outros
dois modos. Se a escala temporal para a troca de energia entre as trés ondas é muito maior
do que a escala temporal associada com as respectivas frequéncias portadoras (as quais aqui

serdo denominadas wy, ws, ws) tal que se possa definir uma sequéncia de frequéncias quase

34
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monocromatica e se estas freqéncias sao totalmente acopladas, com w; = wy + w3, entao o
processo é tido como totalmente libracional (ou seja, as 6rbitas permanecam préximas num
espago de fases conveniente) e a troca de energia é maxima [FPG+00]. Libracao significa
que o espaco de fases relativo dos trés modos permanece restrito a variacées muito pequenas
dos mesmos. Pode-se dizer entao que o tripleto esta acoplado.

Dois fatores, contudo, inibem a presenca de libracao e troca maxima de energia. Uma
delas é a inexatidao do acoplamento. E bem conhecido que muitos sistemas ondulatorios
operam em um regime em que existe uma condi¢ao de ressonancia perturbada (w; = wy +
ws+9) e que a presenca desta perturbacao ¢ (que significa justamente o descasamento) tende
a diminuir o efeito da interagao modal. O ntimero de modos libracionais tende a diminuir
em funcao de que estados originariamente libracionais tendem a ter um desacoplamento de
fase. Uma fase relativa comega entao a aparecer como se os modos fossem nao interagentes,
no ponto em que as érbitas correspondentes se tornam abertas [FPG+00].

Outro fator que afeta o carater da interacao é a nao integralidade e o caos. Caos em
sistemas de ondas ocorre quando a intensidade do campo é grande o suficiente e geralmente
cria regioes de incoeréncia embaralhando o espectro de frequéncias das ondas interagentes.
Um ponto bésico é, entao, descobrir quando o caos se torna relevante e como, neste caso,
ele age sobre a coeréncia.

A versao classica do acoplamento de trés ondas é integravel, de forma que o caos s6
pode estar presente se um mecanismo relevante adicional quebrar esta integrabilidade.

Frequentemente sistemas de ondas nao lineares (em sistemas continuos) sao modelados
em termos de equacoes de trés ondas ressonantes. Um caso especifico é o processo de
decaimento, onde uma ou duas frequéncias decaem em frequéncias de modos mais baixos
ou em frequéncias tais que a energia permanece entre uns poucos modos mais importantes.
Em certas condigoes a troca de energia entre os modos é de caracteristica regular.

E usual descrever a relacdo de decaimento como um processo integravel. Com o uso
apropriado de aproximacoes adiabaticas, os campos dos modos envolvidos podem ser sepa-
rados em termos harmonicos de variacdo répida (determinados por caracteristicas lineares

do sistema) e um termo lento de amplitude complexa cuja variacdo temporal resulta de
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uma interacao nao linear. Entao se pode obter um conjunto de equacoes que governam
o movimento e que determinam a dinamica do sistema. Como mencionado, as aproxi-
magoes adiabaticas podem ser justificadas se as caracteristicas de escala espaco temporais
das equacoes de amplitude assim obtidas forem de fato muito maiores que as ondas de mais
rapidas oscilagoes [RD96] .

Contudo, uma das generalidades deste tipo de sistema é que a escala de tempo-espaco
¢ altamente dependente da energia do sistema. De fato, pode-se observar que frequente-
mente as frequéncias de modulagdo de amplitudes (a frequéncia de modulacdo ndo linear)
aumenta a medida que a energia do pulso de onda aumenta. O limite de validade do mo-
delo adiabatico é entao estabelecido como correspondendo & situacao onde a frequéncia de
modulagao nao-linear cresce comparavelmente as altas frequéncias lineares.

Desta forma foi investigada a interacao de trés ondas no contexto das equacoes de
Zakharov [Za72] que sdo, como ja foi mencionado antes, uma generalizagdo da equagio
nao-linear de Schrédinger. Dois modos de alta frequéncia podem ser descritos por equagoes
de amplitude que sao de primeira ordem no tempo. Para baixas frequéncias sao necessarios
nestas equacoes tambem termos de segunda ordem no tempo. Tal presenca é que converte
o sistema em um sistema nado integravel. Note que se a energia total da onda for suficiente-
mente pequena haverd uma grande disparidade entre as escalas de tempo respectivamente
associadas com a troca de energia e com a frequéncia do modo de baixa frequéncia. Dentro
destas condicdes as aproximacoes adiabdticas sdo validas e a equagdo de segunda ordem
pode ser aproximada por uma de primeira. O caos esta ausente.

Nesta situacao particular, o que realmente ocorre é a interacao de trés ondas quasi-
monocromaticas. Porém se a energia do sistema aumenta, a integrabilidade deixa de ser
valida. Neste ponto é que a coeréncia pode ser afetada pelo caos. Aqui se pretende mostrar
que uma das ondas desenvolve uma largura de banda de frequéncia grande, de tal sorte
que nao pode ser aproximada por um trem de ondas estreito no espago das frequéncias w.
A presenca de ¢ serd considerada e a proposta aqui serd investigar a agao combinada do
descasamento de ondas e do caos. Com o auxilio do conceito de curvas limites, mostrar-se-4

que a presenca de uma intensa atividade cadtica ocorre para todas as érbitas e para todas
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as condicoes iniciais quando 6 > 0, mesmo para descasamentos de drbitas arbitrariamente
pequenos onde 0 < § K §,,.. Isto significa que a dinamica se torna totalmente livre (sem
restrigoes) nestas condigdes. Quando § < 0, o fendmeno estd ausente mesmo em situacao
totalmente cadtica, onde a coeréncia pode ser dita como existente no sentido de que a
periodicidade é perdida. Neste caso se tem um sincronismo parcial entre as fases.

Se a coeréncia for compreendida como uma troca periédica de grandes quantidades
de energia entre a onda maior e suas ondas secunddrias, pode-se resumir os resultados
dizendo que a incoeréncia e o vazamento das particulas para regioes de mais alta energia
sao sinonimos somente quando o caos é ausente.

Quando ocorre regime cadtico, este vazamento e a incoeréncia existem somente para
0 > 0 e o vazamento estd ausente para 6 < 0, ainda que a incoeréncia esteja 14 devido
a aperiodicidade da dinamica. Para alguns pontos onde § > 0, refere-se ao regime como

fortemente incoerente.

I11.3 O Modelo

O modelo que se vai estudar inicia pelas equagoes de Zakharov descrevendo as interagoes
de ondas de elétrons de alta frequéncia (cujo campo denotar-se-a4 por F) e ondas de fons

de baixa frequéncia (denotadas por n):

. 2
4+ G =np
(1IL.1)
n | ’n _ o’E?
ot? ozx2 —  0z2

onde a primeira equagao em (III.1) é uma equagdo de amplitudes que descreve termos
somente de baixas frequéncias ao passo que a segunda equacao é completa e possui todos
os ingredientes essenciais para a nao-integrabilidade.

Aqui se restringird o tratamento a um truncamento dos primeiros trés modos, escrevendo

E = a;(t)e™ + ay(t)e*?” (II1.2)

n = as(t)e*® + aj(t)e *s*, (II1.3)
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onde um complemento do vetor de onda k; = ko + k3 é pressupostas e as ondas de {ons sao

pressupostas como sendo reais. Daqui em diante se supord as frequéncias associadas aos

numeros de ondas da seguinte forma: w; o = kiQ e w3 = k3 que é a aproximacao linear.
Inserindo as duas ltimas equagoes em (IT1.1) e mantendo somente os termos sem cruza-

mentos de frequéncias obtém-se (apds alguma dlgebra que se estende no Apéndice A)

Z.da;tt = wia1 + a3a9

-dag(t) _ *

iY== Waly + aza (IT1.4)
d?a3(t) 2 12 %

—gz T wzaz = k3aia;.

O truncamento até o terceiro modo espacial leva a resultados acurados quando se estd
estudando um sistema extenso infinito e de qualquer maneira a maior parte do tratamento
seguido aqui vem da tltima equacdo presente em (I11.4) em virtude da presenca da segunda
derivada presente que pode ser vista como a possibilidade de introdugao de bandas largas
que atuariam sobre a coeréncia.

Quando |a3| > |ajaz|, pode-se resolver (II1.4) na forma de uma contribui¢do temporal

lenta modulando uma onda plana na frequéncia ws, ou seja,

as(t) = as(t)e st (I1L.5)
onde da;), (t)/dt < Cdg&g (t)
Também vio ser utilizadas aqui ay = 1/2/wsdoe ™2 e a; = /2/wad e @2F793) de forma

que um conjunto de aproximacoes pode ser escrito como

’L'd&;t(t) = 5&1 + aq03

920 = g2, (111.6)
- dag(t U,

1 “st() = G103,

onde foi utilizado ¢ definido da seguinte maneira:
§=w —wy —wz =k — ki — ks. (II1.7)

Este conjunto de equagoes é completamente integravel e de primeira ordem no tempo.

O ponto crucial aqui é a obtencao da aproximacao adiabatica para a variacao lenta suposta
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anteriormente. Tal serd valido quando as nao-linearidades forem tao fracas que se possa
separar as altas das baixas frequéncias. Neste caso se pode dizer que a modulacao de baixa
frequéncia é muito menor que a de alta frequéncia, dada por um w3 = k3.

Num trabalho recente [OOR97| esta quantidade estava ausente uma vez que nao se
pressupunha somente haver casamento entre os vetores de onda, mas também entre as
frequéncias, o que significa mais vinculos.

Aqui se mantém o casamento entre os vetores de onda mas agora o casamento serda dado

por (II1.7), o que significa
1+ k3 1)

_ 9 11
Fa 5 T 2 (TTL.8)
e
1— ks )
= S 11
ko 5 + ks ( 9)

Atente-se para o papel tomado pelos casamentos de frequéncias nesta teoria. Para
tanto vai se comegar pela integracao do sistema (I11.6). Técnicas usuais [OOR97, FPG+00]

indicam que a dinamica pode ser inteiramente descrita por um hamiltoniano H,, dado por

A B -
H, = 2\/51(5 - 51)(5 — pr)cos P + 0p, (IIL.10)

cuja obtencao é melhor explorada no Apéndice A.
Aqui vao ser usadas as notagdes a; = (/pje%, j = 1,2,3 e b = ¢1 — ¢ — P3 € as
quantidades conservadas de Manley-Rowe [FPG+00] p1 + po = A/2 e p1 + ps = B/2. No

Hamiltoniano H, as varidveis canonicas sao p; € ¥ e suas respectivas equagoes de movimento

sao ) .
:51 = - 31;
(IT1.11)
) = OHa
ap1

Com estas equacoes, pode-se desenhar o espaco de fases do problema como uma curva
de niveis da funcao H,. Na Figura III.1 estd representado o espacgo de fases em termos das
variaveis ¢ e p;.

Nesta figura representa-se o espaco de fases em trés situacgoes, ou seja com k3 = 1 e

A=B=0.1com¢ =0 em (a), mostrando a situagao onde as 6rbitas estao restritas na
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Figura II1.1: Curva de niveis para o Hamiltoniano dado por (II1.10) onde é apresentado em (a)

0=0,(b)6d=0.4¢e (c) d =—0.4. Em todos os casos A = B = 0.1.
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auséncia do fator §, e em (b) e (c¢) sdo mostrados exemplos com o pardmetro de casamento
positivo e negativo (em (b) 6 = 0.4 e em (¢) § = —0.4). Aqui, quando se usa p; = A, estd
se representando uma situagao onde toda a energia estd em um modo que, entao, acaba

sendo a onda mée (ou seja, a onda portadora).

Ainda se ird restringir aqui a andlise a um intervalo H, < §A/2, a qual se mostrara que
é de relevancia fisica. A comparacao mostra que no caso 6 = 0 as orbitas nao podem se
mover sobre todo o espaco. A fungao 1 (t) estd confinada a um intervalo especifico o que

implica em um grande grau de coeréncia envolvendo as fases.

Por outro lado, quando um descasamento positivo é escolhido, um conjunto de érbitas
perde a coeréncia e comeca a se espalhar sobre o espaco de fases. Somente érbitas sufi-
cientemente préximas ao ponto fixo central permanecem ligadas. O casamento das fases
é acentuado quando § < 0 mas, neste caso, a troca de coeréncia é menor. Nesta versao
integravel do problema, pode-se notar que o tamanho do conjunto incoerente depende
fortemente do valor de d. Se § é pequeno, o conjunto nao coerente ¢ também pequeno e
nao deveria afetar de uma forma muito especial os aspectos estatisticos associados com a
dinamica. Ou seja, a coeréncia se torna dominante somente quando o ponto fixo toma uma
posi¢do muito abaixo de p; = A/2 tal que a grande maioria das 6rbitas se tornam livres.
O ponto fixo localizado em ¢ = 7 ( que por defini¢do é 0H,/0p, = 0), donde se tira que
pr/(A)2) ~ AY2/26 se p, < A. Tsto leva a que & deva exceder um valor caracteristico

6inc = A1/2) (III.12)

o que serd referenciado como um limiar para a incoeréncia. Nota-se que d;,. pode ser maior
se A nao for tao pequeno e que o proprio A pode ser visto como uma medida da energia

do sistema.

Isto se modifica quando o sistema estd em regime cadtico.
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II1.4 A Dinamica Completa

No sentido de se investigar a dinamica completa vao se seguir as mesmas técnicas usadas
em [RD96]. Antes de mais nada, vai se descrever a dindmica por um Hamiltoniano de dois
graus de liberdade:

Escreve-se primeiramente

a2 = (—V]f”)w (ITL.13)
3

de uma forma similar ao tratamento anterior, mas agora se utilizard da seguinte solucao

tentativa:
az(t) = (1/V2)[u(t) + v (1)], (I11.14)
sendo u e v reais.

Desta forma pode-se escrever as equagoes que governam o movimento como sendo

derivadas do hamiltoniano

H = /2p1ps[ucos(¢y — ¢) — vsin(dy — ¢2)] +

1
3P B R )] + wip + wap (IIL.15)

onde p; 2 € p, , Sa0 0s momenta canonicamente associados as coordenadas 11 2, u e v respec-
tivamente (a dedugao deste Hamiltoniano estd detalhada em [OOR97] e é de procedimento
similar ao constante no apéndice A e passa pela substituicao destas novas defini¢oes no sis-
tema de equagbes para a;(t) e a resultante similaridade com as equagbes para um oscilador
harmoénico acaba por fazer que o Hamiltoniano gerado seja da forma (II1.15). Um deta-
lhamento da operacdo é apresentado no Apéndice B). Este Hamiltoniano é nao-integravel
desde que nao haja pressuposicao de escalas temporais para a dinamica, ou seja, nao sera
usada aproximacao modulacional para simplificar as equacoes de movimento além do ter-

ceiro modo. Numa primeira transformacao canonica, serd feito

¢ — B=d1— ¢ (I11.16)

de forma que o Hamiltoniano (II1.15) pode ser reescrito como

H = /2p1(A = p1)(ucos(B) —vsin(B)) + % P2+ P2+ k3(u® 4+ v?)| + (w3 +0)pr, (IIL17)
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onde se escreveu A = p; + p como um novo momentum e com ¢ ja anteriormente definido.
Agora vai se utilizar das coordenadas polares (r, ) na forma u = rsin(f) e v = r cos(f)

para escrever o Hamiltoniano (II1.17) como

: 1 Iz
H = /2p,(A — py)rsin(f — 3) + 3 (pz + k3r® + r_g + (w3 + 5)p1>, (IT1.18)

sendo p, e pp momenta conjugados das variaveis r e 6.
Note que os angulos aparecem na forma de combinagoes do tipo # — 6 de forma que

uma transformacgao canonica adicional levara
Bov=0—-0+7/2 (IT1.19)

permitindo que se escreva agora B = py + p; como um novo momentum conservado na

dindmica. O Hamiltoniano agora ficara na forma

1 B —
H = /2p1(A — p1)rcos(v) + 3 [pf + k2r® + 2 pl] + (w3 + 6)p1, (ITI.20)

ou seja,

1 B —
H=H,+ 3 [pf + k3r® + 3 pl] + w3pr. (T11.21)

Para representar as instabilidades de decaimento vai ser usado
H=(ws+6)A=(ws+0)B (IT1.22)

Nestas condigoes o estado p;(0) = A implica diretamente que py(0) = 0 e que 7(0) =
p-(0) = 0, o que sdo, na verdade, as condigdes caracterizadoras dos estados iniciais de
energia da instabilidade de decaimento, onde a primeira é a onda mae e as duas ondas

filhas com amplitudes decrescentes.

IT1.5 Curvas Limites

Antes de descrever as simulacoes da dinamica completa vai se estudar as situacoes
com w3 = 0 com a validade de (II1.22). Com a aproximacao adiabdtica e as quantidades

conservadas de Manley-Rowe pode-se escrever [RD96]
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1
2H, = 6A — 5p,%, (I11.23)

que explica porque se estard interessado em regides H, < 6 A/2 para se construir os espagos
de fases.

Porém esta restri¢ao é valida somente enquanto a dinamica for adiabatica. Vai ser visto
que tais vinculos estarao também presentes na dinamica completa. Para investigar isto
vai se discutir a existéncia de curvas limites e seu papel crucial. Dada as constantes de
movimento do sistema as curvas limites podem ser vistas como aprisionamentos no espacgo
de fases, permitindo ou nao orbitas em determinadas regides. As constantes provenientes
da relagao (IT1.22) geram um p? na forma

1 1 A—
Ep’% = (w3 +0)(A — p1) — \/2p2(A — py)rcostp — §(k§7“2 + T2,01) =g(r), (II1.24)

na qual estd apresentada uma curva limite como a fronteira de uma regiao fisica ¢ > 0

(fronteira em g = 0). Agora, para um dado p; um valor fisico marginal para ¢ pode ser
definido como o valor onde a curva g = g(r) é somente tangente ao eixo g = 0. O valor
marginal de 1 e seu p; associado é precisamente a curva limite. Em outras palavras a curva

pode ser obtida na forma p; = p(¢) se o sistema nao-linear

g=0
{ , (I1.25)
ag __

for resolvido.

Na figura 2 estao representadas estas curvas sobrepostas com os plots de Poincaré que
sdo graficados integrando o par de varidveis (i, p;) e graficando cada vez que p, = 0
com derivada primeira positiva (p, > 0). Integrando o conjunto original é encontrado
exatamente o mesmo resultado, como era esperado. Varios valores de A e ¢ sao considerados
juntamente com a condi¢ao usual de w3 = 1 e B = A. Quando § = 0 a situagdo estd
apresentada na Figura II1.2 para grandes valores de A. No caso A = 3 se estd proximo ao
limiar do caos.

A tnica regido permitida é a regiao R de onde a fase 1 nao pode escapar de forma

alguma. Este é um resultado interessante ja que mesmo para grandes campos as érbitas
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i

0.55

Figura IIL.2: Curvas limites e grafico de Poincaré gerados pelo Hamiltoniano (II1.19) com a)

wg=1leB=A,6=0eA=3;(b)6=—04eA=3;c)i=05eA=3ed)d=0.5eA=0.55.
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estao confinadas no espago de fases a uma regiao de relativamente baixa variagao de fase.
Isto significa que ndo existe vazamento da fase 1, e esta persiste mesmo para grandes
valores de A. Este sincronismo parcial permanece ativo para ¢ < 0 mas neste caso a troca
se torna menor por causa do reduzido espago de fases permitido agora (muito similar aos
casos regulares que foram expostos anteriormente). A dindmica e as curvas limites estdo
representadas na Figura II1.2 onde se vé claramente que as regioes permitidas se tornam
cada vez menores a medida que ¢ se aproxima do caso § = 0 anterior.

Em todos este casos completamente cadticos o espago de fases parece ser ergodicamente
preenchido por o6rbitas. Os gréaficos de fases sugerem que Orbitas inicialmente colocadas
nas regides internas das regides permitidas acabam por cobrir todo o espaco de fases. Uma
ferramenta importante na fisica de aceleradores que pode ser usada para medir ergodicidade

é um fator b (Bunching Factor) definido como
. 1 X
b= ()] = =D e, (I11.26)
N =

com a soma média tomada sobre N condicoes iniciais. No caso ergddico as médias nao
dependem da condicdo inicial e podem ser calculadas como uma integral sobre toda a
regiao permitida do espago de fases:

b — fpermitido empdwdpl
et fpermitido dwdpl

| (I11.27)

Quando § = 0, b..gaico Pode ser facilmente avaliado como bgaico = 2/m =~ 0.637 € para
valores suficientemente grandes de A tal que seja produzida uma grande regidao de caos,
simulagoes com N = 100 mostram que a aproximacao ergédica é boa (fazendo b — 0.64).

A importancia pratica da ergodicidade reside no caso onde ¢ > 0 como na figura I11.3d,
onde foi tomado o valor § = 0.5. Similarmente com o que ocorre na aproximacao integravel,
um pequeno canal é aberto proximo a p; = 0 e, se a ergodicidade esta presente as Orbitas
inicialmente postas em qualquer lugar eventualmente atingem o canal e saem da regiao de
confinamento. O sincronismo deveria ser quebrado em vista do fato de que a fase relativa

¥(t) gerada por qualquer condi¢do inicial ndo ficaria contida a variagdes limitadas. Note
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que a ergodicidade estd ausente para pequenos valores de A, como visto na Figura III.2d

onde ainda se tem 6 = 0.5 mas 4 = 0.55.

O comportamento da fase no regime fortemente cadtico é drasticamente diferente do
regime da aproximagao regular. No caso regular, a incoeréncia (ou vazamento das érbitas)
se torna aprecidvel somente quando ¢ é grande o suficiente para se tornar préximo ao valor
da incoeréncia. Para valores baixos de § pode-se encontrar muitas vezes uma grande fracao

de condigoes iniciais colocadas fora da regiao onde o vazamento ocorre.

Porém, se o caos esta presente, o vazamento das érbitas ocorre para qualquer valor de
J, mesmo que as érbitas estejam muito abaixo do limiar. Se ¢ é muito pequeno, B ~ 2/,

de forma que a fracao ocupada no canal é pequena.

II1.6 Vazamento das Fases

Toda a discussao sobre os casos com ¢ > 0 pode ser sumarizada na Figura IT1.3.

Agora sao langadas muitas condigbes iniciais (N = 5000 e ) = 7) e é computada a
fracdo f destas condigOes iniciais remanescentes no dominio limitado num tempo t. A
figura mostra os regimes de caos intenso com ¢ positivo representados pelas curvas com
A = 3 onde nenhuma Orbita permanece presa e f — 0 assintoticamente. Quando se

aumenta o valor de § o processo sé é acelerado.

Para pequenos valores de A onde a ergodicidade ndo é completa. Nem todas as condicoes
iniciais abandonam a regiao limitada e tais condigoes estao aprisionadas por 6rbitas KAM:
as curvas permanecem nesta regido. f ndo tende a zero assintoticamente (veja a Figura
I11.3). Tomando A = 3 e § = 0.2 e langando muitas condicoes iniciais sobre ) = 7 o
comportamento da fase média imita a dependéncia linear temporal para as situacoes de

casamento de fase regular.
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Figura II1.3: Fracao das particulas permanecentes no dominio depos de um intervalo de tempo
t; N = 5000 condigbes iniciais estao uniformemente distribuidas sobre 9 = w. Note 1(t) versus
t para tres condigées iniciais da figura: py = A/1.1, A/3 e A/10 com A =3 e § = 0.2. Aqui se

mantém w = 1.
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II1.7 Conclusoes

Neste capitulo foi analisado o problema da coeréncia de fase numa interacdo de trés
ondas. Enquanto na aproximacao integrdvel a incoeréncia de fases domina a medida que
o parametro de casamento das ondas § é suficientemente grande para satisfazer § > 0;,, =
A2 no regime caético o vazamento das fases estd sempre presente mesmo quando § per-
manece muito abaixo do limiar (mas ainda positivo). Neste caso ndo faz diferenca onde
a condicao inicial é colocada, pois a fase relativa do tripleto sempre é quebrada e qual-
quer sincronismo nao sera observado por muito tempo. A incoeréncia ocorre a medida que

derivadas de mais alta ordem sao introduzidos nas equacoes que governam o sistema.



Capitulo IV

Transicao Subita para Caos na Eq.

Nao-Linear de Klein-Gordon

IV.1 Introducao

Neste capitulo vai ser estudada a transicao da dinamica modulacional para o regime
de caos espago-temporal em um campo continuo governado pela equacao de Klein-Gordon
nao-linear. Vai ser mostrada uma curva critica no plano de amplitude-frequéncia que o
divide em regides tais que a transi¢ao para o caos s6 é possivel se a frequéncia for menor do

que a critica. Nesta condicao, a transicao é fortemente localizada e ocorre abruptamente.

IV.2 O Modelo e as Aproximacoes

Como foi visto, interacoes nao lineares em ondas e a instabilidade modulacional sao
um processo comum em uma grande gama de circunstancias [ZHC94, RLE+98, GFR+01,
GRO00]. A dinamica pode ser chamada de modulacional se a escala de tempo correspondente
for muito maior que a associada com o transportador de alta frequéncia. Assim esta
frequéncia é, em geral, uma quantidade fixa que caracteriza as propriedades lineares e de
dispersao do sistema e a frequéncia modulacional é uma quantidade nao-linear que cresce

com a amplitude da onda. Desta forma, a dindmica modulacional é um processo adiabatico

20
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se 0 mesmo se posicionar abaixo de um limiar ditado por um campo. Aqui vai ser focada
a atencao justamente no que ocorre quando este campo é excedido.

A Equagao Nao-Linear de Klein Gordon (ENLKG) possui um comportamento muitas
vezes encontrado em equagoes que descrevem ondas nao-lineares. Ela é nao-integravel na
sua forma completa, mas pode ser modelada por aproximagoes integraveis em regimes de
campos fracos. Do ponto de vista fisico, a ENLKG pode ser vista como uma equacao
puramente linear na qual se adicionam termos nao-lineares tendo em conta a possibilidade
de respostas nao-lineares do meio onde a propagacao ocorre. A propagacao nao-linear de
ondas relativisticas em plasmas, por exemplo, pode ser descrita em termos da ENLKG
onde se combina a dispersao vinda dos termos lineares com termos nao-lineares vindos de
expansbes em séries de poténcias de corre¢oes da massa relativistica eletronica [SUZS8S,
GFR+01b].

Aqui se mostra que a transicao para o caos espaco-temporal estd presente quando se
aumenta a amplitude do campo causando a reconexao das curvas de energia em uma aprox-
imacao de baixa dimensionalidade. Esta transi¢ao, contudo, s6 esta presente quando a alta
frequiencia fica abaixo de um valor critico. Nestas condigoes existe um limiar do parametro
de amplitude.

Transporte de energia difusivo lento dos comprimentos de onda grandes para os menores
pode estar presente em escalas de tempo maiores em sistemas deste tipo [ZHC94, GFR+01]
mas o que se observa aqui é uma transicao sibita de um estado ordenado para um caotico.
Tais casos tambem ja foram reportados na literatura [ZHC94, BZH+00, GFR+01]. O que
se pretende levar a cabo aqui é mostrar que este processo é rapido e que as estimativas de
baixa dimensionalidade concordam com as simulagoes do sistema completo.

A ENLKG que serd tratada aqui é definida como

A ,0°A 9D

012 C ﬁ + 6—A = 0, (IVl)

onde se estd definindo um potencial nao linear generalizado como sendo

B(A) = szZ(x,t) B aA4(x,t) +ﬁA6(x’t)

V.2
5 1 6 (IV.2)
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sendo a e [ positivos.

Nas equacbes acima se vé que w aparece como uma frequéncia linear que define a
escala temporal da portadora. Os sinais dos coeficientes que sobram na parte direita de
(IV.2) s@o escolhidos para permitirem instabilidade modulacional e satura¢do. Enquanto
o sinal negativo do segundo termo satisfaz a condicao de instabilidade modulacional, o
sinal positivo do terceiro termo é uma contribuicao de saturacao. Estes sinais nao sao
casuais e correspondem a correcoes de massa relativistica para o elétron num campo de
ondas eletromagnéticas. Todos os fatores numéricos multiplicativos foram escolhidos por
conveniéncia.

Agora vao ser reescalonados o tempo, campo, espaco e frequéncia da seguinte maneira:
(A— 574

gz — 82,
«

V.3
t— 22 (V3

a

2 a? 2
kw—>ﬁw,

de forma que se possa escrever a equacao anterior em uma forma adimensional dependente
somente de w:

824  9%A | 8% _
6t2_6m2+8_A_0

2 4 6
B(A) = W24 AL 4 A

Aqui o termo de sexta ordem no potencial é responsavel pela saturacao. A ENLKG é

(IV.4)

conhecida por descrever a propagacao de ondas em um meio nao-linear e a ideia aqui é ver
como a dinamica muda em funcao dos parametros da teoria: amplitude, tempo e escalas
de comprimento.

Para modulagoes lentas, pode-se realizar uma aproximacao da seguinte forma, colocando
toda a parte oscilatéria no tempo e considerando que nao hé oscilacoes para escalas de

tempo desta ordem. Assim se pode escrever
Az, t) = Az, t)e™ + CC, (IV.5)

onde CC é o seu complexo conjugado, o que permite que se escreva a aproximagao como
0A(z.t) O?A(z, t

99w (z,1) (z,t)

ot 0x?

— 3| A(z, 1) 2A(z, t) = 0, (IV.6)
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que € a equacao de Schrodinger nao-linear, a qual é integravel.
A aproximacao acima foi obtida levando em consideragdo que somente os primeiros

niwt com n # 1, foram

modos oscilatérios seriam significativos de forma que termos com e
descartados. Se se estd em um regime homogéneo, a equagao (IV.6) pode ser vista como uma
solucao com A constante. Porém, quando se adiciona os termos nao-lineares e se pressupoem
modulagoes fracas, pode-se descartar termos com derivadas superiores as ordinarias. Esta
deducao estd apresentada em mais detalhe no apéndice C.

E sabido que a aproximacao modulacional é obtida quando existe uma grande dispari-
dade entre as escalas de tempo da alta frequéncia w e a frequéncia modulacional, aqui
denotada por 2, de tal sorte que termos da ordem de %A possam ser desprezados nas
equacdes que governam o sistema quando comparados com Q2A.

A magnitude da frequéncia modulacional pode ser estimada da seguinte maneira: con-
sidere na equacao anterior um balanco democratico entre os seus varios termos, de tal sorte
que a dispersao espacial e a nao-linearidade possuam magnitudes comparaveis.

Neste caso pode-se pressupor wd,A ~ 24 ~ A% e 8, — Q e §, — k. Assim sendo

AN 2
% ~ (S) . (IV.7)
Fica entao claro que a aproximacao modulacional é valida somente quando A < w, de
forma que esta condicdao diminui o processo modulacional causando 2 < w. A questao
aqui tratada é o que se espera quando a abordagem modulacional cessa de ser vélida.
Antes de proceder nesta linha pode-se mencionar que a andlise de estabilidade pode ser
feita sobre (IV.6). Primeiramente se nota que os termos de um estado homogéneo mas

temporavelmente varidvel podem ser escritos da forma [Er00, GFR+01, GR00]

Ay = GaemB0%/20, (IV.8)

onde ay ¢ uma constante arbitraria.
Esta equacao pode ser entao perturbada com pequenas flutuagoes de um vetor de onda

com k > 0 na forma [Er00, GFR+-01]

Az, t) = Ag + a1 (t)e*® (IV.9)
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Aqui se escolhe £ > 0 mas uma troca de sinal em k£ nao modifica a teoria. O préximo

passo ¢ linearizar a equaco resultante em a;. Pressupondo-se que a; ~ ¢'(0=3%/2)t pode-se
escrever uma relacao de dispersao na forma
6ai — k3
0 =0(k) =+(k/w) OT (IV.10)

do que se conclui que a solugao homogénea é modulacionalmente instavel quando £ < k, =

v/6a, com uma razao de crescimento méaximo dada por

k
kmaz = ——. V.11
A (Iv.11)

Note que a equagdo nao-linear de Schrodinger é obtida no limite de (Kkper/w)? < 1.
Maiores valores de k£ podem ser obtidos a partir de descri¢coes mais complexas de teorias
modulacionais baseadas na propagacdo de ondas [SUZ88, Go84]. O estado homogéneo,
quando estavel, tipicamente evolui para um estado povoado por estruturas regulares que
podem ser formadas em funcao justamente da ENLS, que é de tipo regular. Note também
que a instabilidade linear estd sempre presente para valores suficientemente pequenos de
k. Se pequenos valores forem proibidos, como em sistemas de tamanho finito, entdao a

instabilidade pode ser inibida.

IV.3 Nas Proximidades da Instabilidade Modulacional

Para avancar esta andlise além dos regimes modulacionais, vai ser nescessario relaxar a
aproximagao 0? A < w?A. A ideia é precisamente examinar o que acontecce quando a razio
A Jw cresce de valores muito pequenos comparados com a unidade até valores comparaveis
com a unidade.

Como um primeiro passo, vai se ater a descricao modulacional e se descrever um sistema
multidimensional em termos de alguns poucos graus de liberdade mais importantes. Para
tanto se escreve o campo completo como uma série de Fourier A(z,t) = 3, A(t)e™™® e se
trunca apenas nos valores mais baixos de n, ou seja, n = —1,0, 1, e se seleciona k = k4,
de forma que modos com um crescimento maximo dominem [SUZ88, FPG+00]. Do ponto

de vista linear, os modos quadraticos sao realmente estaveis.
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Inserindo a expansao truncada em (IV.6) e restringindo-se a solugoes estaciondrias na
forma a; = a_; se chega (apé6s alguma dlgebra) a um conjunto de equagdes derivaveis de

um hamiltoniano nao-linear da forma

2 2

P
H="02+5+U(Q0) (IV.12)

com U(Q, q) dado por

w2 2 4 2 6 2.2 3 4 6 6
2Q - % + % + X2q - % + % - 3Q°¢* +10Q"¢* + 15Q%¢*, (IV.13)

UQ,q) =

onde x? = w? + k2, Q(t) = ao(t)/V/?2, q(t) = a1(t) = a_,(t) e ainda p e P sio os momenta
conjugados.

Este ultimo hamiltoniano nao se restringe a aproximacoes adiabaticas no sentido de que
os termos inerciais de (IV.6) (p?/2+ P?/2) estdo preservados. Primeiramente se vai derivar
as condicoes de estabilidade para o pacote homogéneo do hamiltoniano adiabético. Para is-
to, vai ser necessario assumir que em média () > ¢ e resolver a dinamica perturbativamente.

Em ordem zero a dinamica é governada pelo seguinte Hamiltoniano:

P2 w2Q2 Q4 2@6
o=t % ~g T

(IV.14)

Com o auxilio de coordenadas de angulo-acao e técnicas convencionais de teoria de

perturbagao, uma solucao aproximada pode ser encontrada como sendo

Q= \/2;7cos(wt — 3pt/2w?), (IV.15)

se p ndo for muito grande (este é um parametro arbitrario de amplitude).

Para chegar na solugao aproximada dada por (IV.15), deve-se escrever a solu¢io aproxi-
mada de ordem zero de (IV.14) na forma hop — Q*/2 +2Q°/3, com hgy = P?/2 + w?Q?/2,
solucao do hamiltoniano de ordem zero. A teoria de perturbacao funciona bem se @ é
pequeno, o que requer que p/w <K 1.

Agora se vai considerar o Hamiltoniano que controla a dindmica do par canoénico de

variaveis (p, ¢), que representam a perturbagdo ndo homogénea

2 2.2
hy = % n % +3¢2Q2 (IV.16)
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Deve-se introduzir um novo par de varidveis angulo-acao de forma que se reescreva o

hamiltoniano h; na forma ressonante [ZHC94, SHO0]

3pl
r=— 2 _ I+ — 2 V.1
hy, 2 (k* —3p)I + 52 cos(29) (IV.17)

com ¢ = 0 — (w— 3p/2w?)t, onde se fez uso da aproximacio x ~ w + k%/2w, vélida quando
k<L w.

Considere agora pequenas perturbacoes nao-homogéneas. O modo nao-homogéneo sera
representado pelas varidveis ¢ e p = ¢, de forma que a transformacao canonica do tipo
angulo-agao mostra que

P2+ x%¢* = 2x1. (TV.18)

A condicao da perturbacao espacial dependente toma a forma I — 0, o que implica que
hi, — 0 ja que as demais variaveis também tendem a zero nesta condigao.
Sendo h,; uma constante de movimento e |cos(2¢)| < 1, as solu¢des com valores de 1

suficientemente grandes sao possiveis somente quando

k< \/@’ (IV.19)
W

o que também indica que um crescimento maximo para I ocorre quando k., = \/im
As comparagoes das dependéncias temporais nas equagoes (IV.15) e (IV.16) mostram que
p/w = @*. Isto quer dizer que partindo das equagdes de onda nao-lineares completas se
recupera os resultados tipicos da equagao nao-linear de Schrodinger.

O Hamiltoniano (IV.17) apresenta mais informacoes apesar da truncagem. Ele ndo
é simplesmente uma aproximacao adiabatica e pode ajudar a compreender a quebra da
modulacao adiabatica da dinamica completa. Este Hamiltoniano admite solucoes somente

quando as 6rbitas satisfizerem a condi¢ao de energia
E>U(@Qq), (IV.20)

com FE sendo a energia constante determinada a partir das condigoes iniciais

E = H[P(0),Q(0),p(0), ¢(0)].
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Examinando as curvas de U(Q, ¢) ao longo do eixo do menor termo quadratico (ou seja,
@) pode-se ver que U(Q,q) cresce monotonicamente com @ e ¢ se w > we = 0.5. Isto
implica na existéncia de somente um minimo ao redor da origem onde U = 0. Serd conside-
rado este eixo pois é justamente ao longo deste eixo que o termo quartico primeiramente se
manifesta formando um segundo minimo quando w se torna menor que o critico. Minimos
adicionais sao entao criados quando w < w,,, 0 que significa que para energias apropriadas,
as Orbitas podem fazer excursoes da regidao vizinha a um minimo para a regido vizinha a
um outro minimo.

Para ilustrar este tipo de comportamento considere w = 0.1 como aparece na Figura
1. Aqui foram tomadas condicoes iniciais definindo a energia F a partir do conjunto
Q(0) = Ay/V2 = 2a//2. As demais cooordenadas foram estipuladas como 0. Aqui A, é
uma amplitude inicial do pulso homogéneo.

As configuragoes permitidas e nao permitidas no espago de configuracoes (@, q) estao
representadas por regioes escuras e brancas respectivamente. Para este valor de w mais de
um minimo esta presente. Contudo, para valores muito pequenos de energia, as vizinhancas
de U na regido permitida sdo separadas por outras regides de minimo em campos mais
altos. Agora, a medida que se aumenta o pulso de onda, as regioes se tocam e, apds a
regiao limitrofe £ = U, ocorre o processo de reconexao.

Estdo desenhados alguns contornos do potencial U(Q, ¢) na primeira figura que indicam
que as regioes de reconexao sao realmente instabilidades de U. A medida que E se torna
suficientemente grande e a conexdo é estabelecida, uma trajetéria inicial que comece na
regiao interna pode ter a chance de escapar para a regiao de campos maiores. Contudo,
a trajetoria escapante pode nao ser acessivel para condigoes tipicas, definindo um estado
modulacional e isto sera mostrado na sequéncia.

A metodologia apropriada para manipular um Hamiltoniano nao-linear com dois graus
de liberade é a técnica das se¢oes de superficie. Neste caso vai se comecar por colecionar os
valores de (¢, p) sempre que P =0 com P < 0. Isto d4 informacéo suficiente se Ay/w nio
for muito grande pois sobre tais condig¢oes ) pode ser observado como sendo unicamente

definido como a menor raiz de H(p,q, P =0,Q) = E.



Capitulo IV. Transicao Subita para Caos na Eq. Nao-Linear de Klein-Gordon 58

Fig.1l: Gerhardt et al
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Figura I'V.1: Regides permitidas (em preto) como determinadas a partirde E = U(Q, q) > 0 com
a) Ap/w = 1/1.65 e b) Ay/w = 1/1.625. Em ambos os casos w = 0.1 e a conexao é estabelecida

para Ap/w = 1/1.62925 nesta frequéncia.
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Um gréfico elaborado desta maneira refletird a 6rbita modulacional, que esta apresenta-
da na Figura IV.2, como um looping homoclinico cadtico [SUZ88| partindo de uma origem
instavel; os valores estao apresentados na legenda. Outras 6rbitas relevantes, principal-
mente pontos fixos elipticos, estdao presos em loops homoclinicos e aqui vai se chamar todos
estes conjuntos de conjunto modulacional.

A questao agora se resume a saber quais érbitas serao aquelas que atingirao as bordas
apresentadas na figura IV.1b. Para responder a esta pergunta vai ser introduzido um grafico
de Poincaré com coordenadas (@, q) (no lugar das comumente usadas (¢,p)) mostradas
quando P < 0 e P = 0. Este grafico representa bem a dinamica do sistema e possui a
vantagem de ser univocamente definido para valores arbitrarios de Ag/w. Correspondéncias
apropriadas com o plano (p, ¢) sao obtidas quando se tragam o loop homoclinico e os pontos
elipticos. E possivel entdo ver que o conjunto modulacional é precisamente este conjunto
que fica perto das bordas. A medida que o conjunto modulacional atinge estas bordas o
caos aumenta, o que ajuda a difusao de drbitas para fora desta regidao interna no passo que
as conexoes sao formadas. Uma forma de apreciar o crescimento de atividade cadtica é
notar que os pontos elipticos modulacionais perdem estabilidade para pulsos maiores que
Ap/w =1/1.62925 o que aproxima as amplitudes onde as a conexao é estabelecida.

De fato, enquanto que para campos menores o ponto fixo é eliptico, a medida que o
campo aumenta ocorre um dobramentos de periodo. Apds a conexao entre a regiao interna
e externa ser estabelecida e o ponto fixo bifurcar até o limite cadtico, todas as condigoes
iniciais que estiverem juntas com o conjunto modulacional poderao atingir regioes de cam-
pos mais altos. Uma analise mais detalhada mostra que a medida que a reconexao ¢é feita,
orbitas proximas dos loops homoclinicos comecam a vazar. Este vazamento é mostrado na
Figura IV.2 onde se superpos os graficos de Poincaré de (Q,q) com contornos £ — U = 0
para valores de Ag/w um pouco antes e um pouco depois do vazamento. A transi¢do é
totalmente obtida na tltima figura mas note nas figuras (a) e (b) a presenga de ilhas de
ressonancia formadas pelo casamento entre a frequéncia w e a frequéncia modulacional.

Tomando w = 0.1 a reconexao é obtida quando Ay/w ~ 1/1.626, e a mesma simulagdo

mostra que o loop homoclinico ao longo desta regido, com as mesmas 6rbitas vizinhas,
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Figura IV.2: Gréfico de Poincaré para o espago de fases (p,q) em a) e (Q,q) em b). Em ambos
os casos usou-se Ap/w =1/1.65 e w = 0.1. ¢) Ap/w = 1/1.627 e d) Ag/w = 1/1.626 mostrando o
dobramento de periodo. Superposi¢ao do gréfico de Poincaré com os contornos de E = U(Q,q)

com e) Ay/w =1/1.65 e f) Ag/w = 1/1.625. Em todos os casos se usou w = 0.1
) Ao/
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é suficientemente caético para difundir sobre a conexao entre a regiao interna e a regiao
externa do potencial U(Q, q). Isto responde a pergunta de porque a orbita cadtica aparece
na figura. Para valores imediatamente superiores de Ag/w ndo se encontram mais orbitas
e nada fica confinado na regidao interna. A conclusdo é que a reconexdo ocorre antes que 0
conjunto modulacional se torne cadtico. Contudo, quando a reconexao ocorre, as orbitas
proximas do loop homoclinico sao suficientemente caéticas para difundir sobre a ponte
formada entre a regido interna e a regido externa do potencial.

A importancia da orbita homoclinica é que ela representa um solug¢ao temporal solitonica
onde a amplitude da onda faz uma excursao maxima. Além disso, se o valor de Ag cresce
até um valor levemente maior que o valor onde o ponto eliptico dobra o periodo, como por
exemplo para Ap/w = 1/6.25 mencionado anteriormente, a estabilidade modulacional do
conjunto evolui para um estado cadtico onde todas as condigoes iniciais lancadas ali podem

se difundir ao longo da regido interna da parede de potencial.

IV.4 Simulacoes com a dinamica espaco-temporal completa.

Para comparar os resultados anteriores com os da dinamica completa proceder-se-a
da seguinte forma. Vai ser feita a discretizagao espacial com N posi¢oes, usando-se do
método das diferencas finitas. Usa-se um valor grande (N = 256), de forma a mostrar
uma representacao acurada da dinamica da onda quando um nimero relativamente baixo
de modos estiver presente. Este é justamente o caso onde o sistema se encontra na regiao
interna de U(Q, q).

A dinamica é evoluida temporalmente por meio de um integrador simplético, como
era o Hamiltoniano puramente temporal, auxiliado por técnicas de inversao de matrizes
para resolver as segundas derivadas temporais. O integrador simplético avalia as derivadas

temporais 92A/0t? introduzindo um momentum p4 de acordo com
A(tj1) — A(ty) = patja)dt (Iv.21)

onde wdt < 1. Um comprimento de sistema L é também introduzido como ke = 27/L



Capitulo IV. Transicao Subita para Caos na Eq. Nao-Linear de Klein-Gordon 62

0.0005

Full simulations
Low-dimensional simulations

0 0.004 0.007

Figura IV.3: Espaco de Poincaré mostrando uma comparagao entre o regime completo e a

simulagao de baixa dimensionalidade: w = 0.1 e Ay/w = 0.2.
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[Go84, SUZ88, GFR+01] e a convergéncia é obtida para dt < dz e de = L/N. Os resultados
sdo muito robustos e a energia é conservada em 10~® partes em uma. A condicdo inicial

bésica empregada aqui é
Az, t =0) = Ao(1 + ecos(kmaz)), (IV.22)

com A(z,t =0)=0,a; =a_; e € = 2a;/Ao = 0.01.

Dentro de um estudo modulacional, a amplitude inicial do modo homogéneo entra na
teoria como uma condicao inicial ou como um parametro de controle externo. Pode-se
pensar em uma situacao onde o estado homogéneo injetado comecga a causar inomogenei-
dades no espago como resultado da instabilidade. Dada a amplitude do modo homogéneo
pode-se perturbar o sistema pelo vetor de onda mais instavel, pois este modo domina sobre
os outros. Deste ponto de vista se pode ver a amplitude inicial como uma condi¢ao inicial
externa que obedega as equagoes (IV.12).

Se for usada a condigao inicial (IV.10) com alguma funges randémicas o que ocorre na
figura 1 (inclusive a transi¢ao) toma sua posi¢ao como funcao de Ap/w e w.

Primeiro se comparard a simulacao completa com as simulagoes baseadas no Hamilto-
niano reduzido (IV.17). Isto ocorre na Figura 3 onde se representa a se¢ao de Poincaré em
ambos os casos considerando a mesma condicao inicial. O grafico mostra que pelo menos no
regime regular a diferenca entre o regime reduzido e o esquema completo nao apresentam
discrepancias maiores que 10%. Na figura 4 estd mostrada a evolugao espago-temporal da

quantidade
A%(z,1) N AS(x,1)
2 3

que ¢ livre de flutuagoes temporais rapidas no limite homogéneo 0; — 0.

C(z,t) = A%*(2,t) + w?A?(z,t) —

(IV.23)

Aqui se investigou a dindmica completa para um nimero de valores de Ay e w de forma
a se visualizar se predicoes de baixa dimensionalidade sobre as propriedades de transicao
sdo possiveis. Na Figura 4a tomou-se Ap/w = 0.2 de forma a satisfazer as condigGes
modulacionais. E usado w = 0.1 < Weriticos 0 que revela condicoes periddicas de baixa
frequéncia como esperado, e isto ocorre tambem com condi¢oes que satisfazem w > Weritico-

A seguir se observa a dinamica quando as condi¢gdes modulacionais ndo sdo mais satisfeitas.
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Figura IV.4: Simulagées completas baseadas na equagao (IV.4) com a) w = 0.1 e Ap/w = 0.2,
b) Ap/w = 0.5, Ay/w =1.19, ¢) w=0.1 e d) w = 0.75. Em todos 0s casos k = kyey € T = tw/2m.

Foi usado uma gride espacial N = 256.
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Na figura 4b se toma w = 0.1 e em ¢ w = 0.75. O caso b mostra um pulo para um regime
de forte atividade espago temporal. O caso regular visto em c¢) pode ser mostrado como
sendo um simples movimento quasi-periédico.

Agora, uma reducao significativa em Ay faz com que a dindmica de b recupere sua
regularidade, como visto no caso d onde se toma Ay/w = 1/2 novamente para w = 0.1.
De acordo com os resultados da teoria de baixa dimensionalidade, as simulagoes parecem
indicar que o caos s6 é possivel para w < 0.5 e que a transicao é em verdade muito
dependente da amplitude do modo homogéneo com um pulo para o caos espago temporal
bem localizado no tempo. As diferengas nos valores de transigido de Ay/w como computados
das simulacoes completas ficam abaixo de 10%. Para valores altos de w as diferencas se
tornam ainda menores como mostrado na Figura 5.

Deveria estar claro que no limite da transicao da descricao de baixa dimensionalidade a
coeréncia é perdida, e muitos modos se tornam ativos. Para estimar os graus de participacao
dos muitos modos envolvidos nas simulagoes se fard uso de uma medida (aqui chamada de

n) de uma entropia espectral s definida da seguinte maneira [1z88, LLL95, GFR+01]

_ Smaz — S(t)
= 7sma$ ~5(0) (IV.24)
com
s(t) = — >k ex log(ex)
. (IV.25)

e = Zk A

Smaz = 1og(N)
onde E}, é a energia do modo espectral k, Ey = |(6A4)x|*+ (w?+k?)[6A)x|?, com 64 = A—(A)

uma média dos valores de A.
Usando este procedimento (computando a média de A), se mede a entropia espectral
pois em regimes de intenso caos espago temporal, o campo médio dependerd da origem

modulacionalmente instdvel ao longo de qualquer outra solucao estacionaria. Tomando

A = 8,4 = 0 na equacio (IV.4) se é levado a A, = :I:\/1/2(1 + V1 — 4w?) simplesmente

resolvendo a equacao quadratica que sao os pontos elipticos do limite homogéneo. Note
que a existéncia dos pontos elipticos ¢ sujeita a condi¢ao w < w,.. Inspecao das simulagoes

mostra qual dos trés valores de A deve ser usado (A — A, A_,0).
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Figura IV.5: Comparacdo da simulacdo completa da equacdo (IV.4) e do cédlculo analitico
baseado na truncagem de baixa dimensionalidade indicando as curvas de transicao no plano

paramétrico. A regido paramétrica é denotada jump ou no jump: é aquela onde o caos espago

temporal é ausente ou presente respectivamente.
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De tudo isto se conclui que s,,4; representa o limite de equiparticao de energia com
respeito a média e que h — 0 se a energia permanecer onde ela foi inicialmente colocada
ao passo que h — 1 se a equiparticao prevalecer. A figura 6 mostra que se a intensidade do
pulso de onda aumenta aos limites do valor critico o sistema transita para uma tendéncia de
se aproximar da equiparticao assintoticamente e para valores menores que o campo critico
h simplesmente oscila indicando a auséncia de energia para transigao.

Algumas outras informacoes importantes do ponto de vista fisico serao vistas no limite

de convergéncia numeérica.

IV.4.1 A Convergéncia

Quando se fala em convergéncia do ponto de vista do nimero de pontos da grade, esta-
se querendo denotar a convergéncia no instante do salto para o caos espaco temporal. Se
N é muito pequeno (como por exemplo N = 8 ou 16) a dindmica depende sensivelmente
de N, mas nao muito, pois se tem somente dois modos dominantes aqui. Mas quando se
compara as simulagdes com grandes valores de N (como N = 128,256) nio se pode mais
distinguir qualquer diferenca. Ou seja, apds o pulo para o caos nao ha mais convergéncia
espaco temporal.

Primeiramente, note que nem todos os pontos das grades espaciais estao mostrados
nas figuras. Fez-se as simulagoes com 256 pontos mas para que as mesmas possuissem
um tamanho razodvel se graficou apenas 1/8 de todos os pontos. Isto certamente d4d uma
impressao de irregularidade no espago-tempo mas isto é suavizado para 7 ~ 20 — 30 como
na figura 4c. Apds este tempo, a suavizacao é perdida, o que nao é uma deficiéncia do
c6digo do programa. Esta suavidade é perdida independendo do valor de N, pois a energia
sempre flui para a regiao de maior vetor de onda em uma tentativa de estabelecer uma
equiparticao de energia neste sistema conservativo. Mostra-se aqui que uma grande parte
do espectro é excitada justamente apds o salto e, por isto, a suavidade é perdida.

Entao, para qualquer valor de NV havera um tempo onde a menor escala de comprimento

das flutuacoes coincidirdo com o do espacamento entre os pontos da grade e neste ponto
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Figura IV.6: 7 contra o tempo 7. Quando a transicao para o caos espago temporal esta presente,

estes resultados sugerem equiparticao e irreversibilidade (como em a). De outra forma (b) o escape
das orbitas € reversivel.
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a teoria continua precisa se correlacionar com a discreta (como a existéncia de particulas
individuais). Contudo, os aspectos gerais da desordem na dinamica espago temporal sdo
0s mesmos pois a quantidade que se plota contem um termo de energia cinética do tipo
(0;A)?. Este termo viabiliza flutuagdes intensas e contém contribuigdes de todas as escalas
de tempo e nao somente das escalas pequenas onde a teoria deveria ser refinada. Este
tipo de comportamento é esperado e foi analisado em vérios artigos [IG94, Ki80, JJO00].
Quantidades importantes para determinar a energia de transicdo sdo o numero medio de
modos ou o 7. 7 é fracamente dependente de N de forma que decai rapidamente apds o
”pulo”, o que mostra que muitos modos se tornam excitados.

Para sumarizar: depois da reconexao, a energia nao permanece confinada com a aprox-
imagao de dois modos e muitos outros modos se tornam exitaveis. Esta é precisamente a

atividade espaco temporal que se queria mostrar aqui.

IV.5 Conclusoes

Aqui foi visto que a dinamica da ENLKG depende criticamente dos parametros w e da
razdo Ap/w. Em todas as situages onde w > w,, = 0.5 a dindmica preserva sua regularidade
mesmo para valores grandes de amplitude. Por outro lado, quando w < w,. encontra-
se uma transicao descontinua de um estado ordenado para um estado assintoticamente
caotico, como esta apresentado na figura 5. A aparente descontinuidade da transicao esta
de acordo com resultados recentes [RD96, JJ00] em conexdo com a transi¢do de um estado
de coeréncia para um sem coeréncia nas interacoes de ondas. A referencia [RD96] sugere
que o mecanismo de transi¢do seja similar a uma transicao de primeira ordem de uma fase
regular para uma randomica.

Aqui a transi¢ao ocorre a medida que a amplitude do pulso homogéneo se torna grande
o suficiente para que a dinamica nao seja confinada no vale produzido pela acdo combinada
dos termos de segunda e quarta ordem do potencial ®(A).

Se esta transicao descontinua ocorrer, ela serda rapida e nao ocorrerda como um pro-

cesso difusivo lento como observado em processos similares [IG94, JJ00], j& que 0 mesmo
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depende de uma reconexao rapida de curvas que estiverem limitando o conjunto origina-
riamente aprisionado do modelo de baixa dimensionalidade. A reconexdo abre as curvas
originariamente fechadas libertando as drbitas e reduzindo a coeréncia. A medida que se
passa pela transi¢do se nota que a dinamica envolve um nimero grande de modos, maior
que aquele presente no modelo de baixa dimensionalidade. O modelo é contudo muito
acurado, tanto no estado regular como no de transi¢ao, a qual pode ser determinada dentro

dos limites de aproximacao de baixa dimensionalidade.



Capitulo V

Conclusoes Finais

Este trabalho constou de, basicamente, duas partes. Nos primeiros dois capitulos foram
dadas alguma introducdes ao ferramental que seria utilizado nos capitulos III e IV sem
se aprofundar em maiores detalhes da obtencao destas ferramentas mas mostrando onde e
como elas sdo utilizadas.

No capitulo III foi analizado o problema do casamento de tres ondas usando-se o modelo
das equacoes de Zakharov. Foi feita uma aproximacao adiabatica para o modelo no sentido
de analizar como a coeréncia e o caos eram afetados dentro de um regime lento. Esta
aproximacao foi comparada com a dinamica completa, para a qual tambem era possivel
escrever um Hamiltoniano. O que se pode ver era que na aproximacao integravel a inco-
eréncia dominava em fungao do acoplamento entre as ondas (quanto maior o acoplamento,
maior a coeréncia, com um valor minimo). No regime caético viu-se que o vazamento das
fases estaria sempre presente, mesmo para casamentos muito fracos entre as ondas.

O comportamento das fases no regime fortemente cadtico é diferente é diferente do
regime de aproximagao regular pois a incoeréncia, que aqui foi também chamda de vazamen-
to das fases, torna-se apreciavel somente quando o casamento torna-se grande o suficiente
para atingir um limiar. Mas em regime cadtico esta incoeréncia ocorre para qualquer valor
do acoplamento, mesmo sendo estes valores muito abaixo do limiar do caso aproximado.

No capitulo IV procurou-se estudar este comportamento de transi¢ao subita para o caos

em um campo de ondas continuo governado pela ENLKG. Verificou-se que a dinamica da

71
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ENLKG dependia criticamente dos parametros de frequéncia e amplitude e foi possivel
tambem determinar um critico para estes parametros. Para valores de frequencia além
do valor critico a dinamica preserva sua regularidade, mas para valores abaixo deste valor
critico (we = 1/2) pode-se encontrar transi¢oes discontinuas de um estado ordenado para
um caotico. Este mecanismo sugeria um similaridade com transicoes de primeira ordem na
Mecanica Estatistica de uma fase regular para uma randonica. Se esta transi¢ao ocorre, ela
ocorre de forma rapida e depende da reconexao a curvas limites do modelo aproximado.

Usando o conceito de entropia espectral e calculando-a em fungao do tempo para os
dois regimes pode-se concluir que quando a transi¢do estd presente existe equiparticao de
energia e irreversibilidade. Caso contrario o processo é reversivel.

Todo o tratamento aqui feito foi usando condicoes iniciais do tipo onda plana, mas este
mesmo procedimento poderia ser levado a cabo usando-se sélitons para estudar a propa-
gacao dos mesmos dentro do contexto da ENLKG. Outra extensao direta deste trabalho

seria analisar o caso de um feixe de modos no lugar de somente trés, como foi feito aqui.



Apéndice A

Detalhamento da dedugao de (II1.6) e
(I11.10)

Nao existe uma receita geral para a deducao de um Hamiltoniano de forma que cada
problema é tnico de um certo ponto de vista, ainda que muitos problemas passam ser
tratados de maneiras similares.

Considere as equacoes de Zakharov dadas por

0E | 9°E __
15 + 5.2 =nkE

&n 4 On _ > E?
ot? oz2 —  0z?2

com as solugdes para E e n dadas por (II1.2) e (II1.3)

{ E = a;(t)e™® + ay(t)e*2® (43

n = az(t)esT + a}(t)e"*s.
Derivando-se as equagoes do sistema (A.2) obtém-se

OE __ Oai(t) ikix Oaa(t) ikox
€ + =€

ot ot

8%n _ 0%as(t) eik3z +

otz T T o2

5 = —kai()e™” — Kay(t)e">,

32;5,2(?5) o—iksz (A.3)

e para o modulo de F:

|E? = ay(t)a} + aq(t)aze® k22 4 gy (t)ate (kDT L g (1)) (A.4)
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obtém-se também

| E|? . 2 i(ki—ko)e « 2 ik —ko)z
:altCLle—kQ e\ —aztalkl—kg € 1R Ab
Ox?

Agrupa-se, agora, estes termos nas equagoes de Zakharov:

¢ i[aal(t)€ik1$ + daz(t) ik2x] _

o e k2ay (t)e® + kZao(t)eth>®

— (ageikgw + a§e’k3‘”> (alezkmv + a2€zk2w>

8%a3(t) Jiksz | O%ai(t) _iksx|
[ a2 € T €

k2as(t)e™*s® + k%a?;(t)e‘ik”] =

= a1 (t)as (k1 — k2)2ei(krk2)w — as(t)at (ky — k2)2e—i(krk2)w,

\
onde, usando-se os acoplamentos k; = ko + k3 e agrupando-se os termos com respeito as
exponenciais complexas comuns, pode-se escrever o sistema de equacoes

daq (t)
dt

) — Wwia1 — agzag = 0

idast(t) — Wt — aja; =0 (A.7)

d?as(t 2 2 —
ﬁl + wzasz — kjaia; = 0.

O préximo passo é considerar que a onda a3 (t) é composta de uma onda lenta modulando
uma onda mais rapida. A onda lenta é a onda dita portadora, ou ainda onda mdae, no texto

do capitulo III. Neste caso se escreve
as (t) = 613 (t)e_iMBt. (AS)

Note que a velocidade da onda sera

da3 (t) dCNLg (t) L —iwst
— — ? .
; = ; wsas (t) € 5 (A 9)

como o termo dag(t)/dt é pequeno por definigdo, pois a onda precisa ser lenta, vé-se que

das(t L
d3t( ) ~ —jwsas(t) (A.10)
somente se
das(t
7(113( ) < W3&3(t). (A'll)

dt
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Com isto em mente, pode-se usar as definicoes

_ 2 ~ _—iwst
ay = ,/w—sage 2
a; = /u%dle—z(wz—l—wg)t

e substituir no sistema (A.7) obtendo assim

dt

(482 _ &§(t)&1(t)]e_i“’2t =0

48t a;(t)al(t)]eiwst =0,

dt

que sdo as equagoes (II1.6) se for utilizada a defini¢do 6 = w; — wy —

Agora considere o conjunto (I11.6)

onde se pretende utilizar de coordenadas do tipo angulo-acao a; =

definigao em (A.14) se é levado a

ig|p 7| = (p2p3)1/2+5p}/2]6""’1
i |py%ei®2| = (plps)1/2]61¢2

(A.12)

1980 4 (g + wy — w1)ig () — g (t)ag(t) | et =

(A.13)

ws.

(A.14)

p;€ei. Inserindo esta

(A.15)

onde se pode usar os acoplamentos dados por ¥ = ¢; — ¢ — 3 e abrir as derivadas de

forma a obter o sistema

+ (p1p2ps)'/? + 5P1]€i¢
+ip g |€ = |(p1p2ps)' | e¥
+

i| 1% 4 pydos | et = (P192P3)1/2]6W’.

(A.16)
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Igualando-se agora os termos reais e imagindrios se é conduzido a

P19 = — | (p1paps)'/? + 5,01]
P = (010203)1/2] (A.17)
Pl% == (,01,02,03)1/2]-

Considerando-se que existe conservacao de energia na forma das relacées de Manley-
Rowe p1 + ps = A/2 e p1 + p3 = B/2 sabe-se que se estd procurando um Hamiltoniano que

gere o sistema de equagdes (A.17) com dois graus de liberdade na forma

OH, _ __dp1
d — T dt
(A.18)
oH, _ db
Jp dt
de forma que o Hamiltoniano deve ser dado por
Ha = 2(p1p2p3)1/2 COS(’(/J) + (5p1 (Alg)

A forma final (ITI1.10) simplesmente é obtida usando-se as relacoes de MR para ps € ps:

H, = 2\/@(% - ﬁl)(g — p1)costp + 6. (A.20)



Apéndice B

Obtencao do Hamiltoniano (III.15)

Este tratamento é muito similar ao do apéndica A. Considere inicialmente as defini¢oes

para a; o3 com funcao de p e ¢:

Substituindo (B.1) em (II1.4) obtém-se

Py (p1) 261 4 L (o) 22 u(t) + i (1))
PO =y (pa) €% + (1) € [u(t) — iv(1)] (B.2)

2 _4 . 3 —
G + wiu(t) — v ()] = (pupe) Ve,

Resolvendo as derivadas e agrupando as exponenciais pode-se escrever (B.2)

i1 — 21990 = 211 + (2p102) PP u(t) + (1))

z'ddif — 2p2% = 2oy + (2p1p2) /2™ 9220 [0(t) — v(t)] (B.3)

2u - d%y . il
Lut) LU — 2 u(t) + iv(t)] + (2p1p0) ' 2e~i02700),

Usando agora e'* = cos(¢) + i sin(¢@)e separando a parte real da parte imaginaria em (B.3),

7



Apéndice B. Obtengido do Hamiltoniano (II1.15) 78

pode-se escrever o sistema

r 1/2
% =w + (2;’—?) [u(t) cos(da — ¢1) — v(t) sin(da — ¢1)]

92 =y + (222) " ut) cos(n — 60) — v(t) sin(en — )
L = (2p1p2) *[ult) sin(ga — ¢1) + v(t) cos(dz — ¢1)]

92 — (21 p2) ?[u(t) sin(dz — d1) + v(t) cos(ds — 61)]
P 1 Bu(t) = (2p1p2)/2 cos(dz — 1)

LS+ whu(t) = —(2p1p2) V2 sin (g2 — 61).

Note que o conjunto (B.4) é canénico. Em virtude da similaridade com um oscilador
harmonico as equagoes para u(t) e v(t) sugerem a presenca de um movimento harmonico
além da dinamica puramente modulacional. Definindo p, e p, como os momenta canoni-

camente associados a u e v pode-se escrever o Hamiltoniano que gera (B.4) como
H = (2p1p2)"*[u(t) sin(¢g — ¢1) + v(t) cos(dz — ¢1)] + wipr + wapa+

+ 5B+ 0+ Bl + 0], (B.5)



Apéndice C
Obtencao da Aproximacao (IV.6)

A equagao (IV.6) é a Equagdo Nao Linear de Schrodinger e pode ser derivada como
uma aproximacao dentro do tratamento que se esta usando aqui.

Considere a solugao do tipo (IV.5):
Az, t) = Az, t)e™ + A* (2, t)e ™" (C.1)

Calculando a derivada segunda no tempo para A(x,t) obter-se-&

0*A(z,t) _ [82[1(33,7?) 0i 0A(z, 1) _wQA(x,t)]eiwt+

ot oz T o
O?A*(x, 1)  0A*(x,1) e —iwt

assim como, para as derivadas de A(z,t) em relagio a z,

PA(x,t)  0*A(x,t) 4,  O*A*(z,t)

( ) ) — ( ) )euut+ ( )efzwt. (C3)
0x? 0x? 0x?

No sistema (IV.4) estd presente, para o potencial ¢(A), um termo de sexta ordem que,

nesta aproximacao sera desconsiderado por ser este responsavel somente pela saturacao.

Desta forma
0p(A)
0A

O termo cubico pode ser escrito como

= w?A(x,t) — A%(x,t). (C.4)

Ad(z,t) = [A(z, t)e™! + A*(z,t)e ™ x
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x [A%(z,t)e*™t + 2| A(z, t)[2 + A2 (z,t)e 24, (C.5)

ou seja,
A3(x,t) = A3(x,1)e¥ + A*3(x,t)e 3w 1 3| A(x, 1) PA(z, t)e™* + 3| A(x, t)|2A* (z, t)e ™4
+ |A(z, 1) PA(x, t)e*™t + |A(z, t) [P A* (z, t) e~ 2. (C.6)

Considerando agora que somente os modos significativos sao relevantes, ou seja, modos

com n = £1 pode-se substituir (C.2)-(C.6) em (IV.4) de forma que

ezwt +

o Yo 92?

R IC T B TR T

ot W o 072

ou seja, desconsiderando a segunda derivada temporal (supondo-se modulagoes fracas),

[M ;i aA*(ﬁ,t) B 82;1*(1',@ _ 3‘A*($,t)‘2ﬁ*($,t)] e Wt — 0, (C7)

wafi(x, t) O?A(z,t)

o o5 — 3 A, 1) A(z,1) = 0. (C.8)
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