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“On the obverse of the medal, Archimedes is shown in right-facing profile

together with the inscription

TRANSIRE SUUM PECTUS MUNDOQUE POTIRI

(Rise above oneself and grasp the world)”.

Cédric Villani, Birth of a Theorem: A Mathematical Adventure



Resumo

FARIAS, C. A. F. Estudo do potencial de Yukawa no limite termodinamico e

relaxacao para estados quasi-estacionarios

Sistemas com interacoes de longo-alcance apresentam uma dinamica diferente daqueles
com interagoes de curto-alcance e, no limite termodinamico, nem sempre apresentam
ergodicidade ou equivaléncia entre os ensembles estatisticos. A evolugao nesses sistemas
ocorre de forma lenta, em estados quasi-estacionarios, onde o tempo de relaxacao para
o equilibrio diverge com o nimero de particulas. Utilizando de simulacoes de dinamica
molecular, estudamos no limite termodinamico a dinamica de um sistema formado por
particulas confinadas a um poco infinito, interagindo por um potencial de Yukawa repulsivo.
A prescrigao de Kac, feita na forma de uma reescala nas cargas das particulas, possibilitou
observar um comportamento caracteristico de sistemas de longo-alcance para o potencial
que ¢ originalmente de curto-alcance. A dinamica dos diversos sistemas simulados — de
fato, foram quinze variagoes do sistema original — resultaram nas mesmas medidas de
evolucao para as energias do sistema; para a variancia nas velocidades das particulas; e
para a formagao de estruturas no espaco de fase. Considerando esses resultados, é de se
supor que a reescala utilizada esta correta e a dinamica do sistema no limite termodinamico

é governada pela equagao de Vlasov.

Palavras-chave: Interagoes de longo-alcance, estados quasi-estacionarios, poten-

cial de Yukawa, equacao de Vlasov.



Abstract

FARIAS, C. A. F. Study of the Yukawa potential in the thermodynamic limit

and relaxation to quasi-stationary states

Systems with long-range interactions have different dynamics than those with short-range
and, in the thermodynamic limit, they do not always present ergodicity or equivalence
of ensembles. The evolution in these systems occurs slowly, in quasi-stationary states,
where the relaxation time for equilibrium diverges with the number of particles. Using
molecular dynamics simulations, we study the dynamics in the thermodynamic limit of
a system formed by particles confined to an infinite well interacting through a repulsive
Yukawa potential. The Kac prescription, performed as a re-scaling in the charge of the
particles, made it possible to observe a behavior characteristic of long-range systems for
the potential that is originally short-range. The dynamics of the various simulated systems
— indeed, fifteen variations of the original system were made — resulted in the same
measures of evolution for the energies of the system; for the particle velocity variance; and
for the formation of structures in the phase space. Given the results, it is assumed that
the re-scaling used is correct and the dynamics of the system at the thermodynamic limit

is governed by the Vlasov equation.

Keywords: Long-range interactions, quasi-stationary states, Yukawa potential, Vlasov

equation.
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1 Introducao

Mecanica estatistica é o ramo da fisica que estuda sistemas de muitas particulas
utilizando a teoria das probabilidades. Apesar de parecer simples, essa abordagem per-
mitiu o estudo de sistemas fisicos complexos e criou uma estrutura na qual é possivel
relacionar propriedades microscépicas de atomos e moléculas a conceitos macroscopicos
como temperatura, pressao ou entropia. Utilizando a mecanica hamiltoniana é possivel
descrever os principios basicos da mecanica estatistica, como segue: dado um sistema fisico
de N particulas e d graus de liberdade, o estado do sistema é completamente descrito
por um ponto no espago de fase, definido como o hiper-espago de 2dN-dimensoes. O
conjunto de pontos formado pelos estados acessiveis ao sistema formam um ensemble
estatistico. De forma equivalente, N pontos formados pelas coordenadas generalizadas q; e
momenta conjugados p,; no hiper-espaco de 2d-dimensoes, também descrevem o estado do
sistema. A hamiltoniana do sistema, dada pela soma das energias cinética e potencial, é
finalmente definida como uma funcao escalar de N vetores com 2d componentes no espaco
de fase. Para sistemas conservativos a hamiltoniana corresponde a energia do sistema, i.e.,
e =H({qa},{p}), e no equilibrio termodinamico, a probabilidade de encontrar o sistema

com uma dada energia € é ée*m{({‘ﬂ’{p}), onde

N
Q= Z e~ PH{ak{p}) (1.1)

b = kBLT, kg é a constante de Boltzmann e T a temperatura. Q é a somatoria de
probabilidades de todos os estados acessiveis e é chamada funcao de partigao [1]. O método
descrito acima é o resultado dos avancos feitos sobre o trabalho iniciado por Maxwell, e
corroborado por Boltzmann, sobre a dinamica dos gases. Contudo, sua validade nao é
garantida para sistemas com interagoes de longo-alcance (LRI') onde podem ser observadas

violagoes dos postulados da mecanica estatistica.

1.1 Sistemas com interacdo de longo-alcance

Sistemas LRI — também chamados nao integraveis — sao definidos como aque-
les onde a energia potencial é dada pela soma do potencial entre pares dos elementos

constituintes da forma
P(r) ocr™@ (1.2)
com a < d, sendo d a dimensao do espaco ao qual o sistema estd inserido. Exemplos de

sistemas que interagem por potenciais de longo-alcance sao sistemas auto-gravitacionais,

L Do inglés long-range interaction



Capitulo 1. Introdugdo 8

de plasmas nao neutros, da fisica atomica e nuclear, entre outros [2]. No equilibrio
termodinamico, a descricao da mecanica estatistica de equilibrio para esses sistemas pode
nao ser valida, uma vez que as condigoes de extensividade e aditividade de sua energia
interna nao sao satisfeitas?. A extensividade é necesséria para garantir a equivaléncia entre
os ensembles estatisticos e um limite termodinamico nao trivial, enquanto que a aditividade

é requerida tanto para a entropia quanto para a energia no equilibrio termodinamico [3].

A razao de chamar os potenciais de nao integraveis vem do fato de que a ener-
gia diverge caso o potencial nao decaia rapido o suficiente. Observa-se o caso de um
sistema genérico no limite termodinamico: seja a energia de uma particula dada por
e = [, p(r)i(r)d®r, onde d ¢é a dimensdo e V o volume ao qual o sistema esté confinado.

Se p(r) é homogénea, utilizando 1.2 como v (r), obtém-se

Qq
d— «

R
£ Qd/ rd=l=adr = (Rd’a — (5d’°‘) (1.3)
5

onde,  é um raio muito pequeno que delimita a vizinhanca onde é dito nao haver
contribuigoes significativas para a energia, §2; é o resultado da integral sobre a parte angular
e constante (e.g., g = 4w para d = 3). Ou seja, a menos de uma constante, a energia
¢ é dada pela equacao 1.3. Nota-se que ao levar o sistema para o limite termodinamico
(V x RY — o0), a energia diverge caso a < d — que é a condicao estabelecida para
sistemas LRI. Nesses casos a energia da particula escala com V=47 e a energia total escala

. <
super linearmente com V, U oc V7.

1.2 Motivacao

O potencial de Yukawa tem um papel importante no estudo de diversos campos.
De acordo com Girotto et. al.

The Yukawa potential is used to model interparticle interactions in
plasmas, dusty plasmas, colloidal suspensions, and atomic physics. (...)
Because of its great importance for various models, the thermodynamics
of Yukawa systems has been a subject of extensive study [4].

No entanto, sob certas condigoes, a correlagao entre as particulas pode se tornar forte o
suficiente (e.g., baixas temperaturas) para que a distribuicao de densidades py(g) nao seja
bem definida no limite termodindmico (N — 00). Isso porque a soma das interagoes entre
os pares de particulas cresce com N muito mais rapidamente do que o potencial confinante.
Pretende-se mostrar que uma reescala na carga ¢ das particulas, tal que a carga total C
permaneca constante, isto é, C' = ¢, permite levar o sistema ao limite termodinamico.

Quando a reescala é feita, as interacoes entre particulas se tornam infinitesimais e as

2 HA4 excecoes a regra e existem sistemas LRI que satisfazem as condicoes de extensividade
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infinitas contribui¢oes formam um campo médio. De forma similar a sistemas de longo-

alcance (e.g., sistemas gravitacionais, onde M = mN), a dinamica é governada pela

equagao de Vlasov e o sistema nao atinge o equilibrio termodinamico, permanecendo preso

em estados quasi-estaciondrios (QSS?) por perfodos que divergem com N [5].

Probability distribution

position

Probability distribution

o
Position

(a) Distribuicado de densidades para um (b) Distribuicdo de densidades para um

sistema sem a prescricao de Kac no
SS (valor da curtose igual a trés). Os
parametros do sistema sao: a = 1;
qm = 1;e Ry = 0. O tempo de simulacao
é t = 200.

sistema com a prescricao de Kac no
QSS (curtose estavel e um tnico clus-
ter). Os parametros do sistema sao:
a=1; qy =8; e Ry =0. O tempo de
simulacao é t = 5000.

Figura 1 — Distribuicoes de densidades no SS (a) e QSS (b). O sistema no qual a prescrigao
de Kac foi aplicada possui um limite bem definido para py. As curvas foram

normalizadas apenas para N.

3

Do inglés quasi-stationary state
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2 Revisao bibliografica

2.1 Extensividade e aditividade

Um sistema com N particulas confinadas a um volume V ¢é dito ser extensivo se, ao
escalar ambos por A, sua energia interna U(AN, \V) escala também por AU (N, V). Para
sistemas LRI, é facil perceber que a correlagao entre as particulas é forte e o potencial escala
com N2. No ensemble canonico, o termo de entropia na energia livre de Helmholtz (2.1) se
torna desprezivel frente ao termo de energia, uma vez que a entropia de Boltzmann é dada
por S = kgIn(Q), e 2, o nimero de estados acessiveis ao sistema, cresce exponencialmente

com N. Portanto, S oc N enquanto U o< N2.
F(T,2V,N)=U-TS (2.1)

A temperatura T supoe-se ser compativel com valores comumente observados na natureza
(e.g., valor constante devido a um banho térmico) e néo escalar com o nimero de particulas.
Assim sendo, no equilibrio termodinamico, o minimo da energia livre de Helmholtz sera
dada apenas pelo minimo da energia interna, isto ¢, um limite termodinamico trivial.
Todavia, existem sistemas fisicos reais para os quais a temperatura atinge ordens de
grandeza suficientemente grandes para tornar o termo entrépico relevante. A fim de
estudar estes casos, é possivel restaurar a extensividade através da prescricao de Kac [6],
redimensionando a energia para magnitudes comparaveis ao termo de entropia. Sobre a
nao-aditividade, porém, nao ha o que fazer. A forte correlacao entre as particulas nao
permite desprezar a energia de interface ao adicionar a energia de dois subsistemas A e
B, de forma que o sistema formado por A + B possui uma energia Us,p # U + Ug,
implicando que a nao-aditividade é uma caracteristica de sistemas LRI. Os efeitos da
nao-extensividade e nao-aditividade sobre a mecanica estatistica de equilibrio sao: a quebra

de ergodicidade, a ndo equivaléncia de ensembles, calores especificos negativos, e outros [5].

2.2 Equilibrio termodindmico

A relaxacao para o equilibrio termodinamico em sistemas de N-corpos foi primeira-
mente explicada por Boltzmann. Fundamentada na teoria cinética dos gases, a proposta
formulava a relaxacao para o equilibrio através das colisdes entre pares das particulas
constituintes do sistema. Com sucesso, o modelo explicou como as moléculas de um gas
interagindo por forgas de curto alcance relaxam para o equilibrio, corroborando assim
os resultados obtidos por Maxwell. Por isso, a distribuicao de velocidades no equilibrio

termodinamico ficou conhecida como distribuigdo de Maxwell-Boltzmann (MB). Para
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sistemas LRI, a relaxacao para o equilibrio é fundamentalmente diferente: o termo colisional
(na equacao de Boltzmann) ¢ proporcional a + € no limite termodinamico (N — 00), a
dinamica é governada por um campo médio e as colisoes se tornam despreziveis, o tempo
de relaxacao se torna proporcional ao nimero de particulas N e o sistema fica preso em
estados fora do equilibrio chamados estados quasi-estaciondrios (QSS). O desenvolvimento
exibido a seguir representa um dos esforgos feitos na tentativa de obter um resultado

semelhante ao da distribuicao de MB para sistemas LRI.

A evolucao temporal do sistema é completamente descrita pelas equacoes de

movimento (EOM!) da hamiltoniana e as condigoes iniciais num tempo .

) oH
q; = (9_pz (2.2a)
OH
), = ——— 2.2
Pi= =g, (2.2b)

Alternadamente, define-se uma funcao densidade p(Q, P;t) no espago de 2dN-dimensoes,
Q e P sendo os vetores de Nd-dimensoes compostos pelos N vetores d-dimensionais q e p,

tal que o nimero de particulas fica definido como

N = /---/p(Q,P;t) dq1dge..dgndpidps..dpy (2.3)

e também a funcao distribuicao

£(QP:t) = 1o(Q.P:1) (2.4

que representa a probabilidade de localizar o sistema no volume infinitesimal dQdP
localizada no hiper-espaco de 2dN-dimensoes (i.e.: no espago de fase). Por sua vez, a
dindmica de f(Q,P;t) no espago de fase é governada pela equagao de Liouville [7]
of
ot
onde, {f,H} é o parénteses de Poisson, definido como Zf\il (gz;i ggi — 325%)’ H a
hamiltoniana, e os argumentos Q, P, {q}, {p} e ¢ das fungdes foram suprimidos. Apesar de

+{f,H} =0 (2.5)

ambos os modelos descreverem a evolucao temporal, é mais conveniente definir distribuicoes
reduzidas f1, fo, ..., fn, isto é, de particula tunica, de duas particulas, e assim por diante,
do que trabalhar com a distribui¢ao de pontos de f(Q, P;t) no espago de fase. Utilizando
as equacoes 2.2, 2.5 e a hierarquia BBGKY, obtém-se uma série de equacgoes acopladas de

fie foaté fy. O resultado para a fungao distribuicao de particula tnica é [8, capitulo 15]

o p, 0 9
(a + %3_(11) fi(z1) = —/dZ2 (K1,2 : 3_1)1) fa(21,22;1) (2:6)

onde, z; = (q;,p;), dz; = dq,dp;, K12 = —0v(q;,49,)/0q; e v é um potencial esferica-
mente simétrico de interacao entre pares. Quando supde-se a fatoracao fo(z1,29;t) =
f1(z1;t) f1(22; t) 0 termo colisional se torna proporcional a + e no limite termodindmico a

equagao 2.6 resulta na equacao de Vlasov.
1

Do inglés equation of motion
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2.3 Equacao de Vlasov

No limite termodinamico, a prescricao de Kac faz com que a correlacao entre
as particulas se torne zero. A dinamica é entao, governada pela equacao de Boltzmann

nao-colisional, chamada equacao de Vlasov.

((‘3 pod Oud

aJraa—q—a—q%) fla,p;t) =0 (2.7)

onde f(q,p;t) é a fungdo distribuicdo de particula inica (e doravante sera sempre referen-
ciada como f ao invés de f1) e & um potencial médio (ou efetivo). A forma que a equagao é
escrita implica que qualquer fungao que seja uma constante de movimento em uma érbita
['; = T'i(q, p; t) no espago de fase é uma solucao da equagao de Vlasov. Ademais, quaisquer
funcionais da funcao distribui¢ao sao quantidades conservadas, chamadas Invariantes de
Casimir

Cilf] = /dqdp alf(q,p;t)] (2.8)

alf(q,p;t)] é um funcional qualquer de f. Assim, diferentemente da equagao
de Boltzmann que possui como solucao a distribuicao de MB, a equacao de Vlasov
possui infinitas solugoes. Em particular, a entropia de Boltzmann é uma das quantidades
conservadas. Dada por f fIn(f) dqdp, a entropia de Boltzmann permanece constante
no limite termodinamico e o sistema sé evolui para um estado estacionario no conceito

desenvolvido por Lynden-Bell.

2.3.1 Estatistica de Lynden-Bell

Governada pela equacao de Vlasov, a funcao distribuicao evolui temporalmente
mantendo tanto o volume no espaco de fase quanto a entropia de Boltzmann constan-
tes. De acordo com Lynden-Bell, a evolucao ocorre em escalas cada vez menores, e ao
supor macrocélulas de dimensoes finitas, dado tempo suficiente, o sistema atingird um
estado estaciondrio aparente (ja que a dinamica continuara nas microcélulas em escalas
microscépicas nao observaveis). Utilizando este modelo de granulagao (porque divide o
espaco de fase em células grossas e finas?, Lynden-Bell propds que pequenas variacoes nas
velocidades e posicoes das particulas nao teriam um papel importante na determinacao do
comportamento macroscopico do sistema, e definiu uma funcao distribuicao macroscépica
f como uma média de f sobre uma macrocélula dqdp. Nesse caso, a entropia evolui
temporalmente apenas no sentido coarse-grained e a funcao distribuicio f atinge um

estado final que depende apenas da distribuicao inicial [9].

2 Em inglés, respectivamente coarse-grained e fine-grained
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2.4 Condi¢ao viria

Da secao 2.2 sabe-se que o tempo de relaxagao para estados estaciondrios (SS?)
diverge com o nimero de particulas. Por outro lado, no SS o sistema deve obedecer ao

teorema de virial. O virial I é dado por

- <zq@-pi> 29

onde (o) ¢ a média temporal. No SS & = 0, entéo

dr N p? Yo
o (5 ($at). o
i=1 (3 .7 1

onde foi utilizada a relacao 2.2b para p. Agora, seja a hamiltoniana genérica dada por

N N

Mk o) =3 P LS Vil —a )+ 5D lal (2.11)

ij=1 i=1

q, € p; sao, respectivamente, as coordenadas generalizadas e momenta conjugados;
, . . - . N .
V(lg; — q;]) é um potencial de interacao entre pares de particulas; e » ;" |q,|” é um

potencial confinante. A condicao virial dada pelas equagoes 2.10 e 2.11 é tal que

dI N p? al vV vk,
i (S Ge(mo ey em
1 7 %

= i=1

2T —U =0 (2.13)

onde V = : Zivj V(|lq; — q;|) ¢ o potencial entre pares de particulas, T = <ZN P > ¢

1 2my

L - ) - N . ov N .
a energia cinética média por particula, e U = <ZZ qig—(‘;> + % <% > |qi|V> é uma
2

quantidade que, se V for uma fun¢ao homogenea, esta relacionada a energia potencial

média do sistema.

3 Do inglés stationary state
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3 Modelo de Yukawa

O potencial de Yukawa foi desenvolvido para aplicacoes em fisica de particulas
e atomica, em especial para tratar de potenciais coulombianos com blindagem, e é o

resultado da seguinte equagao, conhecida como equagao de Yukawa [10]

Ay = 12y (3.1)

com A sendo o operador Laplaciano, e 1 € R e constante. Em uma dimensao e, com a

condicao de contorno de que ¥ (o00) = 0, a solugao é ¥ (x) = ce H*.

Seja o sistema 1-dimensional formado por N particulas interagentes através de uma
variagao do potencial de Yukawa, confinadas a um potencial quadratico. A hamiltoniana é

dada por

H({q}, {p}) = Z r -+ 5 qul,qj +5 Zaqz (3.2)

3,j=1

(g, q5) = iCiCjequﬁqj' (3.3)

%ozq2 é o potencial confinante; enquanto 1(g;, ¢;) é o potencial repulsivo entre os pares
de particulas; ¢; é uma constante que representa a carga das particulas. A equagao 3.2,

porém, nao representa um sistema LRI e sao necessarios alguns redimensionamentos.

3.1 Prescricao de Kac

Como foi discutido nas secoes iniciais, para restaurar a extensividade do sistema é

necessario aplicar a prescricao de Kac. Fazendo a substitui¢ao de varidveis ¢; = ¢; = c,

m; =m =1, ¢; = uq;, p; = pi\/I, &t = %, H = pH obtém-se

H({a} {p}) = pr Z a3l 4 2 Z&qf (3.4)

7.]7

A fim de obter um limite termodinamico bem definido para as particulas confinadas, as
cargas das particulas devem ser reescaladas com N de forma semelhante a prescricao de
Kac para sistemas de longo-alcance. Sendo assim, na medida em que N — oo, a correlacao
entre as particula enfraquece e a dinamica do sistema passa a ser governada pela equagao

de Vlasov. Ao abandonar a notacao com ~ e fazer com que ¢ = \/LN’ tém-se que

N

H({a}. {p}) = Z% —Z el 4 Zaql (3.5)

=1 i,7=1
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O termo de % deve fazer com que, no limite termodinamico, o carater da dinamica

seja similar ao de sistemas LRI.

particle 1 0.6
1af particle 2 particle 1
confinement potential particle 2
12 oal
T /'w\
= TR 0.2
.Elas /// \\ c
£ AN o
- / \\ E of i i
/ p K N\
e e N 0.2 \
D} 2 :) ; _73 s P
Position 7 A
(a) representacao dos potenciais repulsivos 06 : - = £ L .
, . Ime
entre as particulas e o potencial confi-
nante (tg = 0) (b) Evolugao temporal
Figura 2 — Dindmica do sistema descrito pela hamiltoniana 3.5 para N = 2; ¢;(to) = —0.5;

e ¢g2(to) = 0.5. Nota-se que as particulas caem para o centro devido ao potencial
confinante, mas a medida que se aproximam, a forca de repulsao entre elas
aumenta e elas tornam a se afastar.

3.2 Dinamica molecular

A evolugao temporal da hamiltoniana 3.5 foi simulada utilizando dinamica molecular
(MD') com um integrador simplético de 4* ordem [11]. Os dados produzidos representam
variagoes dos parametros, tais como a energia cinética ou o tamanho da regiao na qual
as particulas foram confinadas. A distribuigao de particulas utilizada é conhecida como
water-bag (WB), e é dada por

f(a,p) = nO(qn — 4))O(par — |p|) (3.6)

onde, © é a funcao Heaviside, q); e pys sao os valores maximos para as coordenadas

1
4qnmpm

generalizadas e momenta conjugados e ) = ¢ uma constante de normalizacao, tal

que [ f(g,p)dgdp = 1.

Para fins de simulacao, o sistema deve poder iniciar em condicoes proximas as do
SS. Portanto, as energias esperadas da distribuicao WB foram calculadas analiticamente
de forma que satisfacam o teorema do virial. Também, um fator constante A foi adicionado
ao potencial para acelerar a dinamica?, uma vez que ele aumenta a forca de interacao

entre as particulas. Os cédigos utilizados nas simulagoes podem ser acessados em [12].

Do inglés molecular dynamics

Apesar de o fator acelerar a dinamica, ele ndo pode ser considerado uma reescala temporal, uma vez
) b

que o termo do potencial confinante nao é afetado

2
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momentum
o
momentum
-

position position

(a) Ro = 0.2 (b) Ry = 1.0

Figura 3 — Espaco de fase para duas distribuicoes de particula tinica. Os parametros sao:
N = 4096; qpr = 8; e diferentes valores de pj; definidos pelo nimero virial Ry.

3.2.1 Valores esperados para as energias por particula

N
Limdi Ae li=a;] estabelece-

Utilizando as equagoes 2.12 e 3.5 e, sabendo que 3 W => i#i To—a]

se que a energia cinética no SS deve ser tal que

N
1 9 1 oy 9
— 2\ — ; 3.7
N<i§:1pl> N<i§:1 (qaq + alg] (3.7)
onde + N p?) = 2T. Utilizando a fungao distribuigao sobre a regiao espacial, isto é,
N

ff q,p;t)dp = (2qur)~ 1@(qM —lql), faz-se 3 — [

= _// _lq_q/|7lo(q/)dq/7]0(Q)dq+ % /qQUO(q)dq (3.8)

onde T é a energia cinética medla esperada no SS. O desenvolvimento da integral esta
apresentado no apéndice A. Seu resultado é

2

A
T = — (qumcosh(qar) — sinh(qar)) e + ozqFM (3.9)
DM

De outra forma, é possivel calcular a energia cinética esperada da distribuigao

. . 2 i i O
utilizando o termo cinético &-. Para isso, calcula-se a integral sobre a regiao a qual o
sistema estd confinado, levando em consideracao a fungao distribui¢do (water-bag). No SS,

espera-se que 3.10 seja igual a 3.9.

M
1 [t e [ Bap e aa)
Pvdm

Para a energia potencial, o calculo é semelhante ao da energia cinética. O desenvol-

vimento estd apresentado no apéndice B.

U= —// o (q)mo()dg'dg + 5 /QQWO(Q)dq (3.11)

2

(qar — sinh(gar)e™ ™) + oz%w (3.12)

U:

(ﬁg
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3.3 Ndmero virial

Define-se o nimero virial a partir da equagao 2.13 como Ry = 2T/ U , tal que,
quando Ry = 1 a proporgao entre as energias cinética e potencial serda a de um SS. Da

hamiltoniana 3.5 deduz-se que

_ % <Z %2> (3.13a)
= <ZQ’N >l Iq] — g e > " % <Zaq¢2> (313b)

JFi

A dinamica do sistema depende fortemente do nimero virial. Se Ry = 1, entao a
dinamica ocorre num estado similar ao de um SS e é estavel, no sentido de que a variacao
da distribuicao de velocidades e posi¢oes das particulas é pequena. Por outro lado, se Ry
difere do valor unitario surgem oscilagoes nas energias e na variancia da distribuigao de

velocidades das particulas.

T T T T T T T T T
3 RO =0.4 1 RO=0.8

virial number

virial number

0.5 1F

i} 20 40 B0 80 1000 20 40 60 80 100
time time

Figura 4 — Evolucao do ntimero virial para diferentes distribuicoes WB. O sistema com
Ry = 1.0 satisfaz ao teorema do virial e apresenta pequenas oscilagoes se com-
parado aos sistemas que nao o satisfazem. A evolucao foi calculada utilizando
as equacgoes 3.13 com: N = 4096; v = 1; e qpy = 8.

3.3.1 Evolugao do niimero virial sob diferentes parametros

Esta subsecao apresenta o resultado de diferentes parametros no modelo de Yukawa
para a evolucao do numero virial. Como esperado de sistemas LRI, a dinamica foi

extremamente similar para as diferentes condigoes testadas.
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70 T T T T T T T

zz

60 |

30 F ‘ I .
[ |
[

ol |
JULLAAN)

time

zzz=
e

virial number

40

Figura 5 — Medida do numero virial para diferentes valores do niimero de particulas. A
evolucao da dinamica é extremamente semelhante apesar da grande diferenca
entre os valores de N. Os outros parametros sao Rg =0, a =1 e gy = 8.

450 T T T

350 1

300 - 71

200 ' E

virial number

sl | e

100 | ||

50

L AN A

I I ‘l‘
JI‘ A JlL T 'HL || S\ ,/\-

time

Figura 6 — Medida do nimero virial para diferentes tamanhos do sistema. QM representa
o limite ¢p; na distribuicao WB. Os outros parametros sao Rg =0, a =1 e
N = 4096.

3.4 Curtose

A curtose é uma medida da forma da distribuicao de probabilidades, definida como

a razao entre o quarto momento central e o segundo momento central ao quadrado.

221
kurt[p] = 2 (3.14)
A distribuigao normal é tomada como referéncia e possui curtose igual a trés. Distribuigoes
que possuem curtose igual ou préxima da distribuicdo normal sao chamadas mesocurticas.
Valores maiores de curtose indica que a distribuicao possui uma variancia alta e sao
chamadas leptocurticas, enquanto valores menores de curtose indicam uma distribuicao

mais compacta (no sentido de que a variancia é baixa) e sdo chamadas platicirticas.
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3.4.1 Evolucao da curtose sob diferentes parametros

Esta subsecao apresenta o resultado de diferentes parametros no modelo de Yukawa

para a evolugao da curtose (calculada sobre o momentum das particulas).

3.5 T T T T
N = 256
N =512
N - 1024
3k N = 2048
N = 4096
N = 8192
25}
nooSt
0
o
£
2 s} |
\ 1|
| |
I | | i
UL
L Y AR A
0.5 _MM\&//\;}\; JV\J = \;, \{c tj "Lj “L-J)f\"\'.
0 1 . L L
o 10 20 30 40 50
time

Figura 7 — Medida da curtose para diferentes valores do ntimero de particulas. Como a
exemplo do ntimero virial, a semelhanca entre as diferentes curvas é clara. Os

outros parametros sao Ry =0, a =1 e gy = 8.

0.9 - - SR
RO = 0.4
RO = 0.8
RO =1.0
RO = 16
A ]
- I I\ I I\ i
0.8 A ﬁ‘ ‘ [ h ‘” : .“l ‘
Il fl If i 11 A [
AP O 11 1A
L Ml \w i I
2 WAV I TR N A N Y
g o7 (N IV '|‘I‘ |“| IIM i1/l I \I\I ' i\ ‘I' ] V‘ H 1
= l", \f 1 I\' ¥|', \'II | [ |"| wll‘ l\l‘l ‘l‘l | f \ [ W] Il
= |‘w|‘ ) "u || -,‘H '|‘| ‘Iu‘ I"", I U \l‘ .‘I‘ .U J I‘u I‘ V
LTV Y/ VR T/ R \"I‘f ! \:’ R
0.6 [ \J \.») (\J \4‘/ v ?{;
s L L A
0 5 10 15 20

time

Figura 8 — Medida da curtose para diferentes valores da energia cinética (ou do ntimero
virial Ry). Os outros parametros sao N = 4096, a = 1 e gy = 8.
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3.5 Relaxac3o para o QSS

Em sistemas LRI, a relaxacao é um dos processos mais imprevisiveis quando
comparados a dinamica de sistemas de curto alcance. Como j4a foi discutido, sistemas
LRI ficam presos em QSS’s que dependem apenas da funcgao distribuigao inicial, durante
periodos que divergem com o ntimero de particulas. A dinamica do modelo de Yukawa

estudado neste capitulo permite um estudo do processo de relaxacao para o QSS.

8 15 T T T T T
time: 450
10 | . R
6 e Ll
AN 3 q
n > — 5} .
O 4 fp >
= o
3 3 or 7
= 2
5 .
1
0 -10
0 200 400 600 800 1000 -15 15
time
15 - T i - 15
. time: 500
. 10 .
—_— 1 — 5 -1
+ +
o J Q 4L |
R 5k _
-10

15 -15 15

Figura 9 — Curtose e evolucao no espaco de fase. Apds a curtose estabilizar nao observam-
se mais formacoes de clusters. A partir deste ponto, as particulas irao girar
continuamente no espaco de fase, fazendo com que a distribuicao ao redor do
bojo pareca homogénea.

O autor supoe que para os sistemas do potencial de Yukawa estudados, o QSS ¢
atingido quando a curtose estabiliza, e observa-se apenas um cluster de particulas no espaco
de fase. Essa evolugao com um nimero decrescente de clusters, porém, so é observada em
sistemas com o parametro Ry ~ 0, pois para os casos onde Ry ~ 1 o sistema inicia com as

energias de um SS e muito préximo do QSS (conforme figura 11).

3.5.1 Formacao de clusters

Para sistemas com Ry = 0, nos primeiros momentos da dinamica ocorre a formacao
de clusters. O numero de clusters formados, e sua combinacao em ntumeros cada vez
menores torna explicita a relacao entre os diversos sistemas estudados. Na figura 10 essa
relacao se torna clara e pode-se afirmar que a dinamica nao depende de parametros como

o numero de particulas.
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N=256 +
N =512 .

N = 1024

N = 4096

10 | .

number of clusters

1 1 1 1
10 100 1000

time

Figura 10 — Ntumero de clusters no espacgo de fase vs. o tempo. Os diferentes sistemas
apresentam uma alta correlacao nos valores do nimero de clusters observados,
apesar da variacao no numero de particulas.

3.5.2 Evolucao no espaco de fase para diferentes parametros

Esta subsecao é dedicada a alguns exemplos da evolucao no espaco de fase para

diferentes parametros.

p(t)

p(t)

Figura 11 — Evolucao temporal do sistema com Ry = 1. As particulas giram no espaco
de fase com uma velocidade angular diferente e eventualmente formam uma
estrutura circular. Os outros parametros sao N = 4096, o =1 e qpy = 8.
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Figura 12 — Evolugao temporal do sistema com Ry = 0. Apds a formagao de clusters no
inicio da dinamica, eles combinam-se até sobrar apenas um e entao supoe-se
que o sistema tenha atingido o QSS. Os outros parametros sao os mesmos da

figura 11.
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30 F P _time: 1500 - -
e liinL
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Figura 13 — Evolucao temporal do sistema com ¢,; = 32. Apesar de aumentar o tamanho
do sistema, a dinamica continua semelhante & observada para sistemas menores.
Os outros parametros sao os mesmos da figura 12.
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4 Conclusao e perspectivas

Na introducao deste trabalho foi sugerido que uma reescala por um fator de N1
sobre o potencial de Yukawa levaria o sistema ao limite termodinamico. Nao havia razoes
suficientes que garantissem que a reescala inversamente proporcional a N fosse a correta e
um fator como N~7, com v # 1 poderia surgir. Porém, os dados de diversas simulacoes
de MD, como apresentados no capitulo 3, corroboraram v = 1. Os valores de curtose,
assim como os do numero virial, provaram-se valiosos na medida em que implicaram que a
evolugao da dinamica do sistema ocorre de forma extremamente semelhante, mesmo para
variacoes bruscas dos parametros, e.g., no ntimero de particulas por um fator de 16, no
nimero virial por um fator de 80 e no tamanho do sistema por um fator de 32. Mas de
certa forma, foi a correlacao no ntmero de clusters formados em funcao do tempo que
estabeleceu a relacao entre os diferentes sistemas simulados e mostrou que o sistema evolui
sob a acao de um campo médio, exatamente como é previsto pela equacao de Vlasov.
Também é valido notar que as diferentes func¢oes densidade de probabilidades py(q, p)
evoluiram para uma mesma func¢ao, de acordo com a figura 1b. Dito isso, os sistemas
com Ry = 1 realmente iniciam direto num QSS, sem apresentar nenhuma caracteristica
notavel durante sua evolugao. Por outro lado, os sistemas com Ry ~ 0 apresentam uma
dinamica rica nos primeiros momentos da simulagao, i.e. antes de convergir para o QSS. O
tempo caracteristico de convergéncia para os QSSs de cada sistema ainda configura uma
questao em aberto e, espera-se que em trabalhos futuros possa ser observada uma relacao.
Um dos caminhos para isso é refazer as simulacao com um potencial de Yukawa atrativo,

removendo o potencial de confinamento.
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Apéndice A — Valor esperado para a energia

cinética

Partindo da equacao 3.8,

T= /q mo(q)dg + 5 //( [Ae 1~ q']) 10(¢')10(q)dq'dg (A1)

(A.2)
e lembrando que, 10(q) = (2qar) 'O (qar — |q|)
a 1 [ / / 4 4 gl g
T=— Ae ~71dq'dq (A.3)
2 QQM QM 2 4 Ag3, —qm J —qum -
q2 A am M ’
T=a2+ / (/ qe? ~%dq — / qe? 1 dq') dq (A.4)
6 8qM —qMm —qMm q
QJ2\4 A am o B
T=a—"+ % / q(1—e ™ 4 e MH—1)dg (A.5)
6 8qM —quM
QJQM A am o B
T=qoM 4 ~ — / q (—e =M 1 o qM+q) dq (A.6)
6 8qM —quM
C]]Q\/[ A am ) 3
T=a"+—%5 q 2sinh(q)e”™dgq (A.7)
6 8qM —qMm
g, A
T =a + — (2¢qycosh(q) — 2sinh(q)) e 9™ (A.8)
6 4¢3,
g, A
T = a2 + —— (qarcosh(q) — sinh(g)) e~ (A.9)

6 2qy
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Apéndice B — Valor esperado para a energia

potencial

Partindo da equagao 3.11,

o A —q / /
U= E/QQUO(Q)dq+§//€q “Ino(q)n0(d')dg'dg

e lembrando que, 179(q) = (2qa)~ 1@(C]M lq])
q

U:gi qu q+ 2/ / “la=dl 4o/ dg
QQQM —qMm 24 —qm Y —qm

q2 A am M
U=a—+— / [/ e qq’ +/ eqqdq]dq
6 8qM —qm —qMm q
q2 amM
U=a~— / —(atanm) _ pa—am + 1] dg
6 q —dqm
q2 /qz\z ‘ ‘ q)] p
U=a-— 2—e M (el —¢e q
6" q ~au
(]2 qm
U=a— 2 — 2cosh(q)e” qM} dq
"6 "8, ~aur
2
q A ) _
U= s + Yy (4gnr — 4sinh(gar)e )
2 A
U=al + 2 (qM — sinh(qM)e*QM)

“6 "2,

(B.1)

(B.2)



[10]

[11]

[12]

27

Referencias

R. P. Feynman, Statistical Mechanics: A Set Of Lectures (Advanced Books Classics).
Westview Press, 2 ed., 1998. Citado na péagina 7.

A. Campa, T. Dauxois, and S. Ruffo, “Statistical mechanics and dynamics of solvable
models with long-range interactions,” Physics Reports, vol. 480, no. 36, pp. 57 — 159,
2009. Citado na pagina 8.

A. B. Pippard, Elements of classical thermodynamics. Cambridge University Press,
1957. Citado na pégina 8.

M. Girotto, A. P. dos Santos, T. Colla, and Y. Levin, “Yukawa particles in a confining
potential,” The Journal of Chemical Physics, vol. 141, no. 1, 2014. Citado na pagina
8.

Y. Levin, R. Pakter, F. B. Rizzato, T. N. Teles, and F. P. Benetti, “Nonequilibrium sta-
tistical mechanics of systems with long-range interactions,” Physics Reports, vol. 535,

no. 1, pp. 1 — 60, 2014. Citado 2 vezes nas paginas 9 e 10.

M. Kac, “On the partition function of a one dimensional gas,” Physics of Fluids,
vol. 2, no. 1, pp. 8 — 12, 1959. Citado na pagina 10.

L. E. Reichl, A modern course in statistical physics. Wiley, 2 ed., 1998. Citado na
pagina 11.

S. Salinas, Introducdo a Fisica Fstatistica. Edusp, 2nd ed., 2008. Citado na pagina
11.

L. Bell, “Statistical mechanics of violent relaxation in stellar systems,” Monthly
Notices of the Royal Astronomical Society, vol. 136, no. 1, pp. 101 — 121, 1967. Citado

na pagina 13.

R. Duffin, “Yukawan potential theory,” Journal of Mathematical Analysis and Appli-
cations, vol. 35, no. 1, pp. 105 — 130, 1971. Citado na pagina 14.

H. Yoshida, “Construction of higher order symplectic integrators,” Physics Letters A,
vol. 150, no. 5, pp. 262 — 268, 1990. Citado na pagina 15.

C. A. F. Farias, “Ic2015/2, repositério do github.” https://github.com/
calvinfarias/IC2015-2. Disponivel em Novembro de 2016. Citado na pagina
15.


https://github.com/calvinfarias/IC2015-2
https://github.com/calvinfarias/IC2015-2

	Folha de rosto
	Folha de aprovação
	Epígrafe
	Introdução
	Sistemas com interação de longo-alcance
	Motivação

	Revisão bibliográfica
	Extensividade e aditividade
	Equilíbrio termodinâmico
	Equação de Vlasov
	Estatística de Lynden-Bell

	Condição virial

	Modelo de Yukawa
	Prescrição de Kac
	Dinâmica molecular
	Valores esperados para as energias por partícula

	Número virial
	Evolução do número virial sob diferentes parâmetros

	Curtose
	Evolução da curtose sob diferentes parâmetros

	Relaxação para o QSS
	Formação de clusters
	Evolução no espaço de fase para diferentes parâmetros


	Conclusão e perspectivas
	Valor esperado para a energia cinética
	Valor esperado para a energia potencial
	Referências

