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Resumo

Em séries temporais os eventos extremos podem afetar consideravelmente a especificacao
de modelos, estimacao de parametros e previsao, ou seja, basicamente afeta toda a parte
de inferéncia. Neste trabalho exploramos aspectos da estimacao da funcao da densidade
espectral e da fungao autocorrelagao/autocovariancia, visto que existe uma relacao direta
entre as duas, num contexto de séries temporais contaminadas por outliers aditivos e tam-
bém no contexto de processos nao gaussianos, em que a probabilidade de ocorréncia de
eventos extremos € significativa. Além disso, estudamos computacionalmente o desempe-
nho de uma técnica bayesiana para a estimacao da densidade espectral e o comportamento
de um método para estimar a correlacao entre eventos extremos, especialmente 1til para

detectar clusters de volatilidade.

Palavras-chave: Séries Temporais, Autocorrelagao, Outliers, Extremograma.



Abstract

Extreme events in time series might affect significantly the whole inference process, send
as model specification, parameter estimation and prediction. Since there is a direct re-
lationship between spectral density and autocovariance function, we explore in this work
aspects of spectral density estimation and autocorrelation/autocovariance estimation in a
context of time series contaminated by additive outliers. Besides that, we consider spec-
tral density estimation in non-Gaussian processes, where the probability of occurrence of
extreme events is significantly higher. In addition, we study the performance of a Bayesian
technique for spectral density estimation and we investigate the behavior of a method to
estimate the correlation among extreme events, especially useful for detecting clusters of

volatility.

Keywords: Time series, Autocorrelation, Outliers, Extremogram.
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1 Introducao

Dados coletados em diversas areas do conhecimento como economia, biologia, medicina
e engenharia, estdao muitas vezes relacionados com o tempo (ou espaco) e nos levam
naturalmente a considerar modelos de séries temporais. Amostras colhidas de todos estes
campos sao normalmente observadas sequencialmente e indexadas no tempo. Por exemplo,
observa-se dados didrios, mensais ou anuais e examina-se as historias de tais séries ao longo
de varios periodos de tempo, onde observagoes adjacentes nao sao independentes. Assim,
as técnicas usuais da estatistica classica, desenvolvidos principalmente para observagoes
independentes e identicamente distribuidas, nao sao aplicdveis [Shumway and Stoffer,
2010].

Muitas vezes uma série temporal apresenta comportamento ciclico, isto é, dado um
determinado, tempo elas se repetem. O menor tempo em que ela comecga a se repetir
¢ chamado de periodo da série [Shumway and Stoffer, 2010]. Para explorar essa carac-
teristica desenvolveu-se a analise espectral, também conhecida como andlise no dominio
da frequéncia, que consiste em decompor uma série temporal estacionaria em uma soma
de senoides com coeficientes aleatérios nao correlacionados [Brockwell and Davis, 2013].
Uma das principais ferramentas nesse contexto é a fungao de densidade espectral.

Existe uma ampla literatura a respeito de como estimar a funcao densidade espectral
para diversos tipos de processos estaciondrios [Morettin and Toloi, 2006]. No entanto
existe uma caréncia de estudos do comportamento desses estimadores quando a série
temporal apresenta algum tipo de contaminagao por outliers, como os descritos em [Fox,
1972], ou até mesmo quando os processos nao sao Gaussianos e podem apresentar eventos
extremos, clusters de volatilidades e nao linearidade, como é o caso dos processos ARCH

e GARCH ao quadrado.

O objetivo desse trabalho é investigar algumas abordagens supostamente robustas a



outliers e até mesmo a eventos extremos, como o Bspec que é uma abordagem bayesiana
para a estimagao da densidade espectral, proposto por [Rover et al., Rover], o Extremo-
periodograma, que é um periodograma construido a partir do Extremograma, introduzido
em [Davis et al., 2009] e [Davis et al., 2012] é uma abordagem robusta baseada na esti-
magao quantilica da fungao de autocovariancia proposta por [Ma and Genton, 2000].

No Capitulo 2 exploramos os conceitos de frequéncia e periodo e introduzimos uma
medida de periodicidade. No Capitulo 3 introduzimos alguns modelos cléssicos e explora-
mos algumas de suas propriedades e no Capitulo 4 apresentamos alguns estimadores para
a fungao de densidade espectral. No Capitulo 5 definimos o conceito de outlier aditivo e
no Capitulo 6, resultados de um estudo de simulagao para estudar o comportamento dos

estimadores, é apresentado.



2 Periodicidade em séries temporais

Um dos objetivos da analise espectral é encontrar comportamento periddico em séries
temporais estaciondrias. Com esse objetivo, nesse capitulo exploramos os conceitos de

frequéncia e periodo e introduzimos uma medida de periodicidade.

2.1 Frequéncia e periodo

A nocgao de periodicidade pode ficar mais precisa se introduzirmos os conceitos de
frequéncia e periodo. Para especificar a taxa na qual uma série oscila, definimos o pri-
meiro ciclo como um periodo completo da fungao seno ou cosseno, sobre um intervalo de

comprimento 2. Como exemplo de série periddica podemos considerar o processo
x; = Asen(2mwt + ¢) (2.1)

parat = 0,41, 4+2,... onde w é o indice da frequéncia, A e ¢ sao arbitrarios, normalmente
chamados de amplitude e fase, respectivamente. A amplitude indica a altura do processo
e a fase onde inicia a curva senoidal (ponto zero). O processo acima oscila com frequéncia
w. Para w = 1 a série faz um ciclo por unidade de tempo, se w = 0,5 a série tem um
ciclo para duas unidades de tempo, se w = 0,25 a série faz um ciclo para quatro unidades.
Assim, observa-se a relagdo w = 1/Tj, onde Ty é o periodo, ou seja, a frequéncia é o

inverso do periodo [Shumway and Stoffer, 2010].

A primeira série mostrada na Figura 2.1 foi gerada tomando A=2, w = 0,05, ¢ =

10n
20

127

o = m, ou ¢ = 180 graus. A

= 5, ou ¢ = 90 graus. A segunda A=1, w = ﬁa ¢ =

terceira é uma adicao das duas anteriores, ou seja,
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mostrando que a soma das séries é uma mistura das frequéncias das séries anteriores
contendo frequéncias que oscilam com w=1/20 e 1/12 ciclos por ponto. Para verificar isto
basta observar que a série tem 10 ciclos em 200 pontos. E evidente que a soma de senos

faz um trabalho razoavel de emular o comportamento das duas séries observadas.
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Figura 2.1: Exemplos de periodicidades. O primeiro grafico apresenta uma série tem-
poral ciclica com uma frequéncia de 1/20, enquanto que o segundo grafico apresenta uma
série com frequéncia maior, de 1/12. O terceiro grafico representa a soma das duas pri-
meiras séries. Fonte: http : //www.stat.ucdavis.edu/ ~ shumway/stal37/ch3s.pdf

A partir da relagao entre periodo e frequéncia de uma série temporal, defini-se uma area
da estatistica chamada de andlise espectral, que desempenha um papel fundamental na

analise de séries temporais e é uma ferramenta importante para estimacao de modelos. O



"power spectro”, ou funcao de densidade espectral, é uma medida de poder ou variancia
de uma série temporal, dada uma determinada frequéncia w. A funcao de densidade
espectral, denotada por f(w) é essencial na especificagao de modelos de séries temporais
estaciondrias e na construcao de estimadores dos parametros destes modelos. A funcao
f(w) pode ser definida como a Transformada de Fourier da fungao de autocovariancia.
No entanto, esse fato sera apropriadamente abordado no Capitulo 4. Cabe salientar que
a Transformada de Fourier (TF) é baseada na chamada série de Fourier que diz: “dada
uma fungao periddica g(z), ela pode ser escrita como uma combinagao de senos e cossenos

(raras excegoes)”, ou seja,

[e.e]
nrm nrm
glx) =M + Z (an cos (T) + b, sen (T)) (2.2)
n=1
onde M é uma constante; a,, b, sao séries numéricas e L = Ty/2. A Transformada de
Fourier utiliza esta mesma ideia, fazendo o periodo Ty — oo, transformando o somatério

em integral, obtendo
1 <
§(w) = — e "“rg(x)d(x). 2.3
i) = —= [ o) 23)

Assim, g(w) é chamado de Transformada de Fourier da funcao g(z) e claro que que a TF

depende do seno e cosseno, uma vez que

—lwx

e = cos(wx) — i sen(wz).

2.2 Medida de periodicidade

A fim de estimar numericamente as quantidades conceituais utilizando dados da amos-
tra se faz necessario o desenvolvimento de estimadores espectrais coerentes com base de
dados experimentais observados. Discutimos essas quantidades abaixo, depois de definir
a transformada de Fourier discreta e o periodograma como quantidades preliminares a

partir do qual o espectro pode ser coerentemente calculado.

A Transformada de Fourier Discreta (DFT) de uma série temporal amostral, z;,

t=0,...,n— 1, é definida como

xpexp (—iwgt) (2.4)



onde wy = 27k/n,k =0,...,n — 1, define o conjunto de frequéncias sobre as quais a DF'T
é calculado, denominadas frequéncias de Fourier. Note que rotulamos xg, z1, ..., £,_1 por
conveniéncia de notacao, isto significa que as frequéncias calculadas em DFT sao da forma
w=0,2r/n,47/n,....2r(n—1)/n. O calculo do produto em (2.4) usualmente assume que
o comprimento da série, de simbolo n, é uma poténcia de 2. Se a série nao for uma poténcia
de 2, podemos acrescentar zeros estendendo a série temporal até que atinja uma poténcia
de dois. A representacao exp (—iwt) = cos(wt) — i sen(wt) mostra que a transformada
de Fourier (2.4) é o resultado de combinagoes de séries das fungoes seno e cosseno para

diferentes frequéncias w, [Shumway and Stoffer, 2010].

E razodvel que (2.4) deve ter valores que reforcem a periodicidade da série ;. Em
particular, seria de se esperar (2.4) grande quando w; é um componente da série de
frequéncias e deve ser pequeno caso contrario. Uma vez que (2.4) tém uma parte real e
imagindria para toda frequéncia e que pode ser positiva ou negativa, é tradicional calcular

primeiramente a magnitude quadratica de (2.4), que é chamado de periodograma.

O periodograma é definido como
Ln(wg) = |Z(w)|* (2.5)

e é apenas a soma dos quadrados dos senos e cossenos da série transformada. Se conside-

rarmos a densidade espectral f(wy) como a quantidade a estimar, e temos a relagao
E|z(wi)? = f(wk), (2.6)

para n grande, isto implica que o periodograma é um estimador assintoticamente nao

viesado da densidade espectral na frequéncia wy.

Podes-se mostrar que a autocovariancia entre duas frequéncias wy, e wy, é zero para todo
k # ¢ com ambas frequéncias miltiplas de 27/n [Shumway and Stoffer, 2010]. Também
mostra-se que as fungoes seno e cosseno de (2.4) néo sao correlacionadas e sdo aproxima-
damente normais com variancias igual a % f(wg), sendo n grande. Isto implica que os qua-
drados padronizados das componentes reais e imaginérios tém distribuicao qui-quadrado
com 1 grau de liberdade. O periodograma ¢é a soma de duas varidveis qui-quadradas,

assim deve ter uma distribuicao qui-quadrado com dois graus de liberdade.

Combinando os resultados acima com a definicao e as propriedades de distribuicao



do periodograma, nos permite definir o intervalo de confianga espectral (100(1 — «)%)

utilizando
QI(wk) w 2[(wk)
en Ty 20

Deve-se notar que existe uma tendéncia de introduzir periodicidades de longo alcance
que inflam o espectro em baixas frequéncias ( valores pequenos de wy), ja que o periodo-
grama assume que a tendéncia é parte de uma frequéncia muito longa. Este comporta-
mento possivelmente ird obscurecer componentes importantes em frequéncias mais altas.
Por esta razao é importante trabalhar em (2.4) com a transformagao da série ajustada da
média (z, — Z) ou retificada (z, — a — bt).

Uma outra modificacdo que, por vezes, melhora a aproximacao em (2.5) é o afunila-
mento, um processo em que cada ponto x; é substituido por a;x;, onde a; é uma funcao,
frequentemente o cosseno, que é maximo no ponto médio da série e decal nos extremos.
O afunilamento é usado em diferentes aplicacoes de engenharia, onde existem grande
variagoes no valor da densidade espectral f(w).

Mais algumas propriedades do periodograma sao apresentadas no Capitulo 4.



3 Modelos para séries temporais

No Capitulo anterior, ficou caracterizado uma medida de periodicidade para séries
temporais num contexto geral. No entanto, para especificar a funcao densidade espectral
¢é necessario caracterizar o processo. Neste capitulo, introduzimos alguns modelos classicos

e exploramos algumas de suas propriedades.

3.1 Modelos ARMA

Os modelos autorregressivos AR, sao usados com frequéncia na area de Economia,
quando o valor de uma varidvel no instante ¢, seja funcao de valores anteriores desta
variavel. Em outras areas, o interesse no modelo autorregressivo pode ser o de estimar o
espectro do processo [Morettin and Toloi, 2006] . Um processo pode ser representado pelo
modelo de Médias Méveis (MA) puro, mas nao é muito intuitivo, visto que dependem
basicamente de ruidos brancos. Assim, muitas vezes o modelo solu¢ao para um processo
sem um numero muito grande de parametros é a combinacao destes dois modelos gerando

um processo chamado de ARMA(p,q) da forma

Zt = ¢1Zt_1 —l— + ¢pZt—p + Et — 91€t_1 — ... — qut_q. (31)
onde &, ¢ um RB(0,02). Se ¢(B) = 1 — ¢1(B) — ¢2(B?*) — ... — ¢,(BF) e 6(B) = 1 —
01(B) — 6(B?) — ... — 0,(B?) sdo os operadores autorregressivos e de médias mdéveis,

respectivamente, podemos escrever compactadamente

&(B)Z, = 0(B)e,. (3.2)



Um modelo muito utilizado é o qual temos p = ¢ = 1, ou seja, ARMA(1,1)
Zt = ¢Zt_1 + & — 9615_1. (33)

Substituindo-se sequencialmente Z;_1, Z;_o, ... em (3.3), obtemos 7, na forma linear (mé-

dias méveis de ordem infinita). Vejamos primeiro substituindo Zi 1
7 = ng(gzbZt,g +e1—Ogi o) + e — Oy .
Substituindo Z;_,
7, = ¢(¢(¢Zt,3 +er90—0g 3)+eq —0e o)+ — by .

Continuando o processo obteremos
Zy = (B, ¥(B) = ;B
j=1

onde ¢; = ¢ !(¢ — ) para j > 1. Assim o processo serd estaciondrio se

Jj=1

dhi=(0—0)) ¢ <o,
j=1

isto ¢, se |¢| < 1. Para mais detalhes veja [Morettin and Toloi, 2006].

Analogamente, o modelo ARMA(1,1), pode ser escrito da seguinte maneira
W(B)Zt = &¢,

onde m; = 6#77%(¢p — 6), j > 1, e o processo é invertivel se > m; < oo, isto é, se
|0] < 1. Observa-se que a condicao de estacionariedade e invertibilidade de um pro-
cesso ARMA(1,1) é idéntica a estacionariedade de um processo AR(1) e de invertibilidade
de um MA(1). Estes resultados podem ser generalizado para um processo ARMA(p,q)

qualquer. Tomando como referéncia (3.2) podemos escrever

Zi = %(B)ey = 0(B)¢™ (B)e,
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Série simulada Zt=0,8Zt-1 +et —0,3et-1

Time

Figura 3.1: Grafico ARMA(1,1) com ¢ = 0.8 ¢ § = —0.3, gerada no R.

ou

7(B)Z, = ¢(B)0~(B)Z, = <,.

Exemplo 1. A Figura 3.1 mostra uma série de 50 observagoes, gerados por uma ARMA(1,1)

Zt = O, 8Zt_1 +& — 0, 3575_1.

Note que |¢| = 0,8 < 1e|f| =|—0,3] <1, portanto Z; é estaciondria e invertivel.

Tendo uma visao geral, do modelo ARMA(p,q):

a) Estacionariedade e Invertibilidade

Pelo que foi visto acima, o processo é estacionério quando as raizes de ¢(B) = 0 estao
fora do circulo unitario e analogamente é invertivel quando as raizes de (B) = 0 estao

fora do circulo unitéario.

b)Fungao de autocorrelagao

A partir de (3.1) e multiplicando por Z;_; e tomando as esperancas chegamos em
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’}/j = E(ZtZt_j) = E{(d)th—l 4+ ...+ ¢pZt—p + Et — 915t_1 — .. — qut—q)Zt—j}
segue que,
’Yj = Qﬁl’)/jfl + ¢2’Yj72 + ...+ (bpfyj*p + ’Yza(j) - elvza(j - 1) e T eq%a(.j - Q)v (34)

onde 7,,(j) é a covariancia cruzada entre Z; e g;, definida por

Yeald) = E(5tZt—j)- (3.5)

Como Zt_j depende apenas dos efeitos de €; ocorridos até o instante ¢ — 7, obtemos

. =0,7>0
VzalJ) ‘ (3.6)
#0, j<0.
Assim (3.4) fica
Vi = 1Vi—1 + P2vVi—2 + o+ DpVip (3.7)

A fac(funcao de autocorrelagao) segue de (3.7):

Pj = 9251/0]'—1 + ¢2Pj—2 + ...+ qbppj_p, J>q, (3-8)

conclui-se que os parametros das médias moveis influenciam diretamente as autocorrela-
¢oes de "lags” 1,2,...,q, porém para j>q as mesmas funcionam como nos modelos autor-

regressivos.
¢) Funcao densidade espectral

Da proposigao 5.1 de [Morettin and Toloi, 2006] e substituindo ¢(B) por 6(B)¢~(B),

temos que

2 o —iw —2iw __ o —qiw|2
o2 [1—bhe Oqe e — G

21 |1 — e — gpew . — pePiw|2

—rm<w<mT. (3.9)

fw)

Exemplo 2. Lembrando o modelo ARMA(1, 1) de (3.3), com ¢ = ¢ e 6 = 6.
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De (3.4) temos
Y1 = 1% — 017:0(0) = P10 — b102.

Usando a defini¢ao da variancia cruzada em (3.5) segue que

')/ZQ(O) = E(EtZt) = E[Et(¢12t_1 + & — 915,5_1)] = E(&’?

Também,

Yo = 0171 + V2a(0) = O17za(—1) = d171 + 02 — O1(d1 — 61)072,

visto que

’Yza(—l) = E(5t2t+1> = E[St(¢1Zt + €141 — 91€t)]
= QSIE(tht) + E(€t€t+1) — QlE(Etz)

= ¢1E(e}) — 01E(e]) = (¢ — b1)o?.

Resolvendo (3.10) e (3.11), chegamos que

Yo M=

O,
1 - ¢t 1- ¢}

assim,

_ i _ (1 - ¢191)(¢1 - 91)
pl ")/0 1 + 9% — 2@5191 '

Da fac de (3.8), temos para j>1

pj = P1pj-1-
De (3.9) a fungao densidade espectral é dada por

02 (1467 — 201cos(w))
J(w) = 21 (14 ¢2 — 2¢1cos(w))’ TTSwWsT

Lembrando o exemplo 1, na qual ¢; = 0,8 e #; = —0, 3, temos que

(1—0,24)(0,5)
0,61

P1 = = 076237

_ 14672040, (1=¢:10)(d1 — b)) ,

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)
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Figura 3.2: Fac e espectro tedrica de uma ARMA(1,1) Fonte: [Morettin and Toloi, 2006].

p2 = ¢1p1 = (0,8)p1 = 0,498,
pP3 = (07 8)p2 - 07 3997

e assim sucessivamente, e

o2 (1,09 — 0,6 cos(w)) cw<
= — —T .
271 (1,64 — 1,6 cos(w))’ -

fw)

A Figura 3.2 mostra a fac tedrica de um modelo ARMA(1,1), com ¢; = 0,8 e ; = —0, 3,
bem como a funcao de densidade espectral.
Se considerarmos a soma de dois processos ARMA independentes, temos um impor-

tante resultado;

Teorema 3.1.1. Se X; ~ ARMA(p1,q1) e Yy ~ ARM A(ps, q2), X; e Y, independentes,
Zy = X, + Y, entao Zy ~ ARMA(p,q), onde p < p1 +p2, € ¢ < maz{p1 + g2, p2 + @1}

Em resumo, a soma de dois modelos ARMA também serd um ARMA, para verificar

a demonstragao, veja [Morettin and Toloi, 2006].

Exemplo 3. Sejam

(1 — ¢1B)Xt = &t
(1 - ¢1B)(1 - (/52B)YZ = Gy,
Zt — Xt —|— }/;

Onde ¢; e a; sdo ruidos brancos independentes e assim, (1 — ¢1B)(1 — ¢2B)Z; = (1 —
¢1B)e; + a;. Portanto
Z, ~ ARMA(2,1).
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Exemplo 4. Suponha
(1-9¢B)X; =¢&;, (1+9¢B)Y;=a;

com o2 = 02 = 0% Se a série Z; = X; + Y}, temos que

(1-¢B) 1+ ¢B)Z; = (14 ¢B)ey + (1 — ¢B)ay.
Se definirmos Q; = &; + ¢e;_1 + a; — a;_1, entao

Var(Q,) = 2(1 + ¢*)o?

E(QtQt—k) - O) k> 07

o que nos leva que @, é ruido branco e portanto Z; ~ AR(2), isto é, ndo sendo uma

ARMA(2,1), visto que q=0.

3.2 Modelos ARCH e GARCH

E conhecido na literatura que previsao de séries temporais, tais como precos de ativos
financeiros, taxas de cambio e inflacao, por exemplo, oscilam substancialmente de um
periodo para outro.

A magnitude dos erros de previsao varia, sendo relativamente grande em determinados

periodos, depois relativamente pequenos e essa caracteristica tende a aparecer agrupada.

Para calcular os erros de previsao [De Losso, 2011] usa

pr(1) = yry1 — 9r(1) = erpa
pr(2) = Y12 — U7(2) = ergo + VY1

pr(h) = yrin — Yr(h) = epyn + Y1eryngr + . + Yn_1era

Podemos observar que os erros de previsao dependem das pertubagoes do modelo ¢; e
que pode haver algum tipo de autocorrelacao entre esses erros. Assim, de certa forma fica

caracterizado a existéncia de autocorrelagao na variancia de ¢;, além de que a variancia
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dos erros de previsao nao é constante, o que é chamado de heterocedasticidade.

Um dos objetivos em financas é a avaliacao de riscos de uma carteira de ativos finan-
ceiros. O risco é frequentemente medido em termos de variagoes dos pregos dos ativos.
Se denotarmos por P, o preco de um ativo no instante ¢, supondo que nao tenha divi-
dendos pago no periodo. A variagao de precgos entres os instantes t — 1 e t, é dada por

AP, = P, — P,_1 e o retorno liquido simples é definido por

p_ PP AR
' P, Py

Na pratica, é preferivel trabalhar com log-retorno, ou simplesmente retorno, que é

definido por

P,
=1 1
n=tog (7). (3.16)

o qual possui propriedades estatisticas mais interessantes, como estacionariedade e ergo-
dicidade ([Morettin and Toloi, 2006]).

Quando considerarmos a varidvel condicionada ao seu instante anterior (um retorno
por exemplo), a variancia dessa varidvel condicionada é chamada de volatilidade.

Modelos ARCH (Autoregressive conditional heteroskedasticity) foram introduzidos por
[Engle, 1982] e sua generalizagio GARCH (Generalized ARCH) foi proposto por [Bollers-
lev, 1986]. Essa classe de modelos é muito utilizada para modelar a volatilidade de uma
série de retornos.

Os retornos apresentam algumas caracteristicas préprias que sao chamadas de fatos

estilizadas, sao eles:
(i) Os retornos sao, em geral, nao autocorrelacionados;
(ii) Os retornos apresentam clusters de volatilidade ao longo do tempo;
(iii) Quando considera-se o quadrado dos retornos, estes possuem autocorrelagao;
(iv) Distribuigdo com caudas pesadas, nao normal e assimetria;
(v) Podem apresentar caracteristicas de nao linearidade.

Na andlise de séries temporais nao lineares as inovagoes (choques aleatérios) €; sdo em
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geral, supostas i.i.d. e o modelo tem a seguinte forma:
7y = pi(€4-1,€1-2,...) + (€11, E1-2, ...)E

Assim, se pu(.), que representa a fungao da média condicional, for nao linear, dizemos
que o modelo é nao linear na média. Se o?(.), que representa a variancia condicional, for
nao linear, entao diz-se que o modelo ¢ nao linear na variancia. Um modelo tipico para a

volatilidade pode ser definido como
Tt = [t + OEe,

em que FE; () = Eeyler_1,61-9,...) =0 e Var,q1(e) = Var(eeiq,...) = 1.
Assume-se, em geral, que &, é uma sequéncia i.i.d. com certa distribuicao, i e o2 sao

respectivamente, a média e a variancia condicional de r;.

Um modelo ARCH(p) é definido por
Ty = 0y, (3.17)

em que & ~ [ID(0,1) com variancia condicional

ol =g+ ayrt | Fagri ..+ ozprf_p, (3.18)

onde ap >0, ; > 0,i=1,....m—1¢e a,, > 0.
Definindo

v =r1; — 0,
e substituindo em (3.18), obtemos
7"t2 =g+ oelrf,l + ozgrtz,z + ...+ ozprf,p + vy,
ou seja, r? segue um AR(p) com

vy =717 —0p = or(e] — 1)

sendo nao Gaussiano mesmo quando &; ~ N(0,1).
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Um modelo GARCH(p,q) para a volatilidade em (3.17) ¢é definido como
p q
ol = ap+ Z o, + Z Bior_;, (3.19)
i=1 j=1

emque ag > 0,0, >0,i=1,..,p—1lea,>0,3 >0, parai=1,..,g—1,¢e 5, > 0.

Sendo ¢* = max(p, q), a condi¢ao

*

q

Z(O./i + Bz) <1

=1

é suficiente mas nao necesséria para que o2 > 0.

Novamente, definindo v; = r? — o7 e substituindo em (3.19), segue que

qa k!
r=ag+ Z(ai + Bi)re; — Z Bivi—j + v
i=1

j=1

de onde segue que r? é um processo ARMA(q*,q). Observe que v; nao é, em geral, um
processo iid.
Para um processo GARCH(1,1) com 3a? + 2af8 + 8% < 1, & ~ iid(0,1) e quarto

momento finito, a funcao de autocorrelacao é dada por
2
o f
P ( 1—2a5—52)

= oz—i—L (a+ Bt para k> 2 (3.20)
Pk 1—204/8—52 y D = 4 .

ou seja,

pr = pr(a+ B)F

( ver [Baillie and Chung, 2001]).
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4 Estimadores para a funcao densidade espectral

No Capitulo 2 abordamos a teoria de periodicidade em séries temporais, definimos
a funcao de densidade espectral e apresentamos o periodograma como um estimador da
densidade espectral, obtido diretamente da transformada discreta de Fourier. No entanto,
é conhecido na literatura, que existe uma relacao direta entre a funcao de autocovariancia
e a funcao de densidade espectral. Nesse capitulo exploramos essa relacao para definir

alguns estimadores da densidade espectral.

Para um processo estaciondrio ! {x;}cz com média zero, a fun¢ao de autocovariancia

¢é definida como

fy(h):/ e dF(z), h€Z, (4.1)
(_Wvﬂ—]

em que F(w) = ffﬂ f(z)dz, com w € (—m,n| é chamada distribuicdo espectral, em que
f() é a funcao densidade espectral ou espectro. Se {x;}icz tem espectro continuo, entao

podemos escrever o espectro da forma

Flw) = % S (k) cos(hw), w € (=, ). (4.2)

hez,
Seja x;, t = 1,...n, uma realizagdo do processo {x;}icz. Um estimador natural para a
densidade espectral é dado por f(wj) = I(w;), em que I(-) é o periodograma que pode ser

escrito como

=
£
I
2>
=
+
|
2>

(h) cos(hw;) (4.3)

!Entende-se estacionariedade a estacionariedade de covaridncia ou de segunda ordem
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em que w; sao as frequéncias de Fourier e

n—|h|
3(0) = = 3 (a0~ ) aram — 7). (1.4

t=1
A funcao periodograma é um estimador assintoticamente nao viesado para 27 f(w;), e
sua varidncia é dada por Var[I(w;)] = (27)%f2(w;) + O(n"2). Note que quando n — 0o a
variancia do estimador nao tende a zero o que torna o periodograma um estimador nao
consistente para o espectro (ver [Brockwell and Davis, 1991]). E também conhecido que
o periodograma ¢é fortemente afetado por outliers aditivos, (ver [Fajardo et al.]). Uma
opgao consistente é o chamado chamado estimador suavizado de covariancias, denotado

por I*(-), é dado por

I'(w;) = )+ % Z ( ) h) cos(hw;), para w; € (0, 7], (4.5)

onde 7(-) é a funcdo de autocovariancia amostral dada pela expressao (4.4), m = n”, para

0 < 8 < 1ek(u)éuma funcdo par, continua por intervalos de u satisfazendo as condigoes

Aii) k(—u) = k(u), para todo u,

Aiil) k(u) =0, para |u| > 1.

A fungao k(-) é chamada de func¢do de ponderagao, fun¢ao peso ou nicleo.
Note que, pela propriedade A.iii) da fun¢ao de ponderagao, o produto /{( ) 7. (h) =0,

para |h| > m.

4.1 Periodograma robusto

Uma opgao robusta para o periodograma foi proposto por [Fajardo et al.], o qual utiliza
a fungao de autocovariancia robusta no célculo do estimador da densidade espectral. Essa

funcao de autocovariancia robusta é apresentada por [Ma and Genton, 2000)]

L@ ut0) + @ — )] (4.6)

Gulh) = 7
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em que u e v sao vetores contendo as primeiras n — h e as ultimas n — h observagoes,

respectivamente. (,(-) é denominado robust scale estimator function baseado na n-ésima

n

estatistica de ordem entre as (2

) distancias {|z; — x;],7 < j}, ou seja, Q,(z)é a n-ésima

estatistica de ordem do vetor |x; — x|, ¢ < j, e pode ser escrita como

Qn(r) = c x {|z; — z5],7 < j}) (4.7)

em que x;, t = 1,...,n, é uma série temporal, ¢ € uma constante utilizada para garantir
consisténcia do estimador da fungdo de autocovariancias (para a distribui¢io normal,

c=22191) en = [((3) +2)/4] + 1.

Um estimador robusto para a densidade espectral é obtido substituindo-se a funcao
de autocovariancia robusta na equagao (4.3). Desta forma fica definido um estimador

robusto da densidade espectral

Tn(w;) = %VR(O) + % S nh) cos (). (4.8)

Observe que para h = n — 1 os vetores v and v tém tamanho 1. Assim, a estimacao de
~vr(h) para h perto de n—1 é bem pobre. Esse problema pode ser contornado utilizando-se
a ideia da versao suavizada do periodograma (ver [Fajardo et al.]) em que introduz-se uma
janela espectral para tornar consistente a estimativa do periodograma. Assim, omite-se

as estimativas correspondentes as caudas da autocovariancia robusta da seguinte forma:

m

] L. 1 .
Tilw;) = 5-7r(0) + — > k(h)7r(h) cos(hw). (4.9)
h=1
em que k(-) é definida como:
1, seh<m
r(h) =
0, se h > m.

Observe que k(-) é um caso particular da fun¢do de ponderagao usado na teoria cléssica
de analise espectral para obter consisténcia do periodograma, e m ¢é utilizado como uma

funcao da amostra do tipo m = n”, para 8 € (0,1).
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4.2 Estimador bayesiano da densidade espectral

Uma abordagem bayesiana para a estimacao da densidade espectral é proposto por
[Rover et al., Rover|. Neste trabalho a suposi¢ao de ruido branco Gaussiano estacionério,
comumente utilizada na aproximacao de Whittle, é flexibilizada para uma distribuicao t,
para acomodar eventos extremos. Na abordagem de Whittle, a suposicao explicita para
ruido ¢; é que sua transformada discreta de Fourier £(w) é independente com distribuigao

Gaussiana com média zero e variancia proporcional a densidade espectral

Var(Re(E(w;))) = Var(Im(&(w;)) = 4%/)(%)

onde A; = 5=, w; sdo as frequéncias de Fourier f(w;) é a densidade espectral
27 J J )

. n
] = 1, 2, sy g

Segundo [Rover], para uma série observada z; assume-se que ela pode ser decomposta
em uma parte parametrizada com vetor de parametros e outra um ruido. A decomposicao

seria

Ty = St<0) + &

se, e somente se, a transformada discreta de Fourier é
T, = 5,(0) + s,

ou seja, a aditividade vale no dominio do tempo e da frequéncia.

A funcao de verossimilhanca correspondente é dada por

p(x]0) o< exp (—% Z |j(w]’;;(ijj)(0)| )

A maximizacao da verossimilhanca é feita no pacote “bspec”. Um estudo de simulacao

é feito no Capitulo 6 para verificar a performance desse método comparado com outros.

4.3 Extremograma

O Extremograma ¢ uma ferramenta quantitativa flexivel para medir vérios tipos de
dependéncia extrema em séries temporais estacionarias. Em muitos aspectos o Extremo-

grama pode ser visto como um anélogo da fungao de autocorrelagdo (FAC) para eventos
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extremos. Na andlise classica de séries temporais a funcao de autocorrelacao e suas versoes
amostrais, sao utilizadas para medir dependéncia linear na familia de processos lineares.
A FAC pode ser utilizada para medir dependéncia em séries temporais nao lineares ou fun-
¢oes nao lineares dos dados, tais como valores absolutos e valores quadraticos. No entanto
a FAC tem limitagoes para obter uma medida de dependéncia entre eventos extremos. Por
outro lado, o Extremograma considera somente observagoes ou grupos de observagoes que
sao grandes. Para definir o Extremograma ¢é necessario introduzir o conceito de conjunto

limitado longe de zero.

Definigao 4.3.1. Um conjunto C' é dito ser limitado longe de zero (bounded away from

zero) se C' C {y : |y| > r} para algum r > 0 e C limitado.

Definicao 4.3.2. Para um processo d-dimensional estritamente estaciondrio, (x;), o Ex-

tremograma é definido, para dois conjuntos A e B limitados longe de zero, por
oap(h)=lim P (s 'z, € B|s'ag € A), (4.10)
S—00

desde que esse limite exista.

Como A e B sao limitados longe de zero, os eventos {s 'z, € B} e {s7'zy € A} sdo
extremos no sentido de que a probabilidade converge a zero quando s — oo. Particular-
mente, para séries temporais univariadas, se A = B = (1,00), entdo o Extremograma é
o coeficiente de dependéncia caudal (superior) entre zy e zj frequentemente utilizado em

teoria de valor extremo [McNeil, 1999].

Para estimagao de (4.10) o limite em s é substituido por um quantil alto a,, do processo.
Definindo a,, = (1 — 1/m)-quantil da distribuigao estaciondria de |x;|, a versao amostral

do Extremograma, baseado nas observacoes xq, - - - ,x,, ¢ dada por

j;h Ha,'tin € B, a,'z; € A}
> Hagley € A}

Para que sejam validas propriedades assintdticas, é necessario que m = m,, — 00, com

oap(h) = (4.11)

my/n — 0, quando n — oo. Na pratica nao se conhece a,,, mas podemos substitui-lo

pelo quantil empirico.
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4.4 Exemplo de aplicagcao da fungao Extremograml.R

No pacote Eztremogram do R, existem algumas possibilidades para calcular o Extre-
mograma. Uma delas é a fungao FExtremograml.R. Para entendermos o procedimento
para calcular a estimativa do correlograma para eventos extremos, rodamos um exemplo
simples que consiste em definir alguns parametros necessarios para a utilizacao da fungao,
que sao level = quantile(z,prob = 0.7), que define o quantil 0.7 como um ponto de corte
para um evento extremo, ou seja, todos os valores superiores ao quantil 0.7 de z, sao
considerados pontos extremos, a saber, qualquer valor de z maior que level = 0.2880798 é
considerado um valor extremo nesse exemplo. A funcao “Extremogram1.R” tem o seguinte
codigo

{ rhohat[1] = 1

for (iin 1:(maxlag-1)){
rhohatfi+1]=length((1:(n-i))[z[1:(n-i)] > level & z[(i+1):n]> level]) (1)
rhohatfi+1]=rhohatfi+1]/length((1:n)[x[1:(n-i)]>level]) (2)

}

Apresentamos o passo a passo do exemplo na seguinte tabela:

i X 0.231 0.225 1.032 0.419 -0.425 -1.455 -0.971 -0.502 -0.929 0.724 | (1) (2)

1 | x[(i+1):n] 0.225 1.032 0.419 -0.420 -1.455 -0.971 -0.502 -0.929 0.724 1 0.500
x[1:(n-1)] 0.231 0.225 1.032 0.410 -0.425 -1.455 -0.971 -0.502 -0.929

2 | x[(i+1):m] 1.032 0.419 -0.420 -1.455 -0.971 -0.502 -0.929 0.724 0 0

x[1:(n-1)] 0.231 0.225 1.032 0410 -0.425 -1.455 -0.971 -0.502

7 | x[(i+1)m] | -0.502 -0.929 0.724 1 1
x[1:(n-1)] 0.231  0.225 1.032

Tabela 4.1: Debug da funcao Extremograml.R

Na tabela, para ¢ = 1, por exemplo, contamos as colunas em que ambas as linhas
ultrapassam o valor do level = 0.2880798, que no casso ocorre sO na terceira coluna, e
dividimos pelo nimero de valores maior que 0.2880798 na segunda linha, que no caso sao
2 valores (1.032 ¢ 0.410). Assim, p(1) representado pela coluna (2) ¢ 3 = 0.5. Desta
forma, continuamos para i = 2,3, ..., 7.

Durante a verificacao da simulacao, em que geramos os dados a partir de uma distri-
buicao normal padrao, verificamos a existéncia de um pequeno bug na rotina do codigo.
A logica apresentava uma falha a partir de um determinado ponto, o que nao se repetia se

mudéssemos a amostra. Foi reportado ao desenvolvedor do pacote, juntamente com uma
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sugestao de correcao da rotina para que a possibilidade de falha fosse eliminada. A suges-
tao de modificar “(1 : (n))[z[l : (n — )] > level]” por “(1 : (n —4))[z[1 : (n — )] > level]”
foi aceita.

Algumas propriedades amostrais do extremograma sao exploradas em [Davis et al.].

4.5 Extremoperiodograma, o periodograma para eventos extre-

mos

O Extremoperiodograma, que é um periodograma construido a partir do Extremo-
grama, ¢ introduzido em [Davis et al., 2009] e [Davis et al., 2012]. Para definir o Extre-
moperiodograma e apresentar alguns resultados sobre este estimador, é necesséario definir
a seguinte condi¢ao de mistura/dependéncia de uma sequéncia ().

Condigao (M): A sequéncia (z;) ¢ fortemente misturado em funcao da taxa (&) . Se

existem m = m,, — oo e r,, — oo tal que m,,/n — 0er,/m, — O e

lim m,, > &=0, (4.12)
h=r,
e para todo € > 0,
lim lim sup ngP(|xh| > €, |To| > €am) = 0. (4.13)
00 n—oo e
Para A = [1,00), escrevendo Iy = Iy, /a4, c 43, I, =1, — po, po = EI, =
Pla 'z € A) t = 1,...,n para alguma sequéncia m = m,, — oo, tal que m,,/n — 0

como na condi¢ao (M) acima, pode-se introduzir os estimadores

2

My
Loa(w) = 22
Alw) . -

n
E : jtefitw
t=1

L welnn] e Pu)="2%N"1. (414)
t=1
Segue do Teorema 3.1 em [Davis et al., 2009] que

P(A) = % 31 5 wo(A) = lim m, P(ay,)'z € A), (4.15)

n—00
t=1

desde que A é um pg-mensuravel, com respeito a medida limitada . As condicoes
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m, — 00 e my/n— 0 nado podem ser ignoradas, pois ¢é mnecessario que
EP,(A) = m,P(a; 'z € A) — po(A) e entio obtemos VarP,,(A) = O(m,/n). Em
[Davis et al., 2009], Teorema 5.1, também prova que o estimador lag-window ou periodo-

grama truncado

Faa(w) = 7u(0) + 2 Z cos(wh)F, (h) (4.16)

h=1
com ,(0) = (m/n) > 1 It, e (k) = (m/n) Z?;lh ftft+h, h >0, paraw € (0,7) fixo,

satisfazendo as relagoes

~

Efuaw) = po(A)faw) e E(faa(w) = pofa(w))* — 0. (4.17)

Sob a condicdo (M), se A é um p-mensuravel e o conjunto Az R 2 A sdo continuos
com respeito a uy,, h > 1, m,r2 = O(n) e R}~ representa o espaco (h — 1)-dimensional
dos reais estendidos, com respeito a puy, que esté relacionado com a convergéncia de p(h).

Se combinarmos (2.6) e (2.8) teremos para w € (0, 7) fixo,

— fa(w) (4.18)

Um estimador natural auto-normalizado da densidade espectral f4(w) é o seguinte andlogo
do periodograma
= L) |, e

InA(w> = ﬁm(A> Z:L:l I, )

w € [0,7]. (4.19)

Em contraste com j/";LA(w), nao ¢ preciso conhecer as quantidades m, e r, que apare-
cem na definigao de f, 4 (w) e s@o dificeis de determinar para fins de estimativas préticas.
Denotamos an(w) o periodograma padronizado. No entanto, sabemos da teoria para
periodograma cldssico de um processo estacionério (z;) ndo é um estimador consistente
da densidade espectral f(w) do processo (z;) mesmo no caso em que (x;) é i.i.d. e tem
variancia finita, por exemplo, a proposi¢ao 10.3.2 em [Brockwell and Davis, 2013]. Para
conseguirmos um estimador consistente de f(w) necessitamos o truncamento do periodo-
grama, similarmente a ﬁl 4(w), ou aplicar técnicas de suavizagao na vizinhanga ordenada
do periodograma. Uma similar observacao aplica-se ao periodograma para eventos extre-

mos. Neste trabalho nao foi utilizado o suavizado.
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5 Séries temporais com outliers

Segundo [Valk, 2011] as observagoes que desviam significativamente da média sao
usualmente referidas na literatura como outliers ou valores atipicos. Uma pratica comum
era eliminar essas observagoes dos conjuntos de dados, pois assumia-se que eram impurezas
devido a erros de anotacoes. Esse assunto ganhou maior notoriedade a partir de estudos
como de [Anscombe, 1960] e atualmente existe uma variedade de aplicag¢oes, como detecgao
de fraudes, deteccao de invasao de sistemas, diagnésticos de falhas, [Ferdousi and Maeda,

2006] e [Maruyama and Matsuoka, 2010].

A partir do trabalho de [Fox, 1972], a relevancia dos outliers aumentou consideravel-
mente na area de séries temporais. Nesse trabalho foram introduzidos os conceitos de
outlier do tipo I e do tipo II, conhecidos como outliers aditivos e outliers de inovacao.
Posteriormente, os outliers também comecaram a ser considerados no desenvolvimento da
teoria denominada analise de intervencao. Essa teoria é constituida de métodos que lidam
com séries temporais que foram afetadas por acontecimentos inesperados e incontrolaveis,
como, por exemplo, greves, mudancas politicas, guerras e catéstrofes ambientais, como os
derramamentos de petréleo e secas. Essa area de estudo foi desenvolvida primeiramente

por [Box and Tiao| e, posteriormente, [Tiao, 1985], entre outros.

Na analise de séries temporais, outliers podem comprometer os procedimentos usuais
de modelagem, o que pode levar a identificagao incorreta do modelo e a estimacao viesada
dos parametros do modelo. [Fajardo et al.] estudam o impacto de outliers aditivos nas

estimativas de parametros de modelos estacionarios, especialmente o modelo ARMA.

5.1 Outliers

[Box and Tiao] propéem um modelo de interven¢ao mais geral que inclui trés tipos
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de intervencoes importantes em séries temporais, que sao: mudancas de nivel, outliers
de inovacao e outliers aditivos. No entanto, para este trabalho consideramos somente o

modelo desenvolvido por [Fox, 1972], o qual abrange os efeitos dos outliers aditivos.

O outlier aditivo é caracterizado por ser ele a Unica observacao afetada. Um modelo

para este tipo de outlier, descrito por [Fox, 1972], é

p
Uy = Z Qiui_; + €4, para t=1,..n, (5.1)
i=1
em que ¢;, parai = 1, ..., p, sdo os parametros autorregressivos e &; sao i.i.d. N(0,02). As

observacoes 1; sao tais que

Uy, set#T,
ur + A, set="1T.

Assume-se que a série nao tem tendéncia e os ¢;’s sao tomados de tal forma que o
processo {u;}iez seja estaciondrio. A ordem p da regressao é assumida conhecida. E
possivel testar se yr, para um determinado valor de 7', é um outlier ou testar se existe

algum outlier na amostra y. Estes procedimentos podem ser encontrados em [Fox, 1972].

Outro tipo de outlier comum ¢é o outlier de inovagao. [Fox, 1972] definiu o seguinte

modelo para estes outliers

p
Yt = Z Yii + Ap + & (5.3)
i=1
em que
0, set#T,
A, set=T.

e 0os ¢;'s e g sao definidos como em (5.1). Entdo, o outlier A afeta, ndo somente a

observacgao yr, mas também as observacoes subsequentes Y71, ..., Yn.

Na Figura 5.1, apresentamos os efeitos de outliers aditivos e de outliers de inovagao
em um modelo ARMA(1,1), com parametro autorregressivo ¢; = 0.5 e com parametro de
média mével 6 = 0.8. Adicionamos outliers de magnitude 0, 5 e 10, com p; definidos em

(5.6), dados por p; = 0.10 e p; = 0.20 e com inovacoes normalmente distribuidas.
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Figura 5.1: Efeito de outliers aditivos em um processo ARMA(1,1), com tamanho amos-
tral n=200 e para magnitude igual a 0, 5 e 10.

5.2 Outliers aditivos e modelos estacionarios

Um tépico bastante abordado na literatura é a deteccao de outliers. Observa-
¢oes com valores extremos podem afetar a modelagem e por este motivo é importante
saber o grau de impacto de outliers sobre as estimativas dos parametros. [Fajardo et al.]
estudam o impacto de outliers sobre as estimativas dos parametros de modelos estaciona-
rios. Embora o caso abordado seja o modelo ARFIMA, uma decomposicao interessante
do periodograma para séries temporais com outliers é apresentada. Essa decomposicao é
interessante pela alta dependéncia da magnitude do outlier em um de seus termos. No
trabalho de [Fajardo et al.] sdo considerados processos {u;}icz fracamente estacionérios

e processos {y; }rez contaminados por outliers aditivos, os quais podem ser descritos por

Yy = up + Z 0j Tt (5.5)

J=1

em que m ¢ o nimero maximo de outliers, o parametro J; representa a magnitude do

j-ésimo outlier e x;; (= x;) é uma varidvel aleatéria com distribuicao de probabilidade

Pr(zj=—-1)=PFP.(r;=1)=p;/2 e P.(x; =0)=1—p,, (5.6)
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em que EX; =0 e ]EX]2 = VarX; = p;. Esses outliers afetam a funcao de densidade
espectral, as autocorrelagoes e, consequentemente, o periodograma, que pode ser escrito
como

I(w) =1,(w) + A(S), we (—mmn], (5.7)

em que I, (w) é o periodograma da série y, I, é o periodograma de u,

(52 5 B n—1 B .
A(0) = o + P, {(UT — )+ ;(UT—}L +T4n —2u)cos(hw)} +op(n),

e T é o tempo em que ocorre o outlier de magnitude §.
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6 Estudo de simulacao

Embora o objetivo do trabalho seja estimar robustamente a funcao de densidade es-
pectral, vale lembrar que existe uma relacao direta entre a densidade espectral e a funcao
de autocovariancia. Por esse motivo fizemos um estudo de alguns estimadores da funcao
de autocorrelagao em diferentes modelos com contaminacao. A contaminagao é assumida
ser aditiva, como definida na Secao 5.2, com probabilidade de contaminacao variando
em {0.00,0.05,0.10,0.15,0.20,0.25,0.30}. Consideramos somente um tipo de outlier com
magnitude fixada em § = 10. Foram considerados trés estimadores, Fac Padrao, Fac Ro-
busta definida em (4.6) e o Extremograma definido em (4.11). As séries foram simuladas

com tamanho n = 2000 e foram feitas 100 replicagoes Gaussianas.

6.1 Estimacao da funcao de autocorrelacao de modelos ARMA

com outliers aditivos

Na Tabela 6.2 e Figura 6.1 apresentamos os resultados da simulacao para a estimativa
da fungao de autocorrelagdo em um processo ARMA(2,1) com coeficientes ¢; = —0.4,
¢ = 0.4 e 6§ = 0.8. Comparamos com a autocorrelagao tedrica desse modelo, a qual
é especificada na equacao (3.5). Podemos observar que sem contaminacao tanto a Fac
Robusta e a Fac padrao estimam bem a Fac tedrica, porém na medida de 10% de con-
taminacao e lag’s pequenos somente a Fac Robusta estima razoavelmente a Fac tedrica,
acima disto nenhuma estima razoavelmente. Além disso observa-se que a estimativa do
Extremograma em todas as situacoes deixa a desejar. Note que na Figura 6.1 quando
temos 20% de contaminacao a Fac Robusta superestima a Fac tedrica, porém com 30% de

contaminagcao ela subestima, isto é devido ao fato que Fac Robusta é baseada em quantis, e
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Tabela 6.1: Vicio e EQM para trés estimadores da funcao de autocorrelacao considerando
o modelo AR(1) com coeficiente ¢ = —0.6.

h=1 h=2 h=3 h=4 h=5

Pob.Cont. Vicio EQM | Vicio EQM | Vicio EQM | Vicio EQM | Vicio EQM
FAC | 0.00 0.00 | -0.00 0.00 | 0.00 0.00| -0.00 0.00 | 0.00 0.00
0.00 ROB | 0.00 0.00 | -0.00 0.00 | -0.00 0.00 | -0.00 0.00 | 0.00 0.00
EXT | -0.36 0.13| 028 0.08|-0.13 0.02| 0.10 0.01 | -0.04 0.00
FAC | 045 0.20| -0.27 0.07 | 0.16 003 | -0.10 0.01 | 0.06 0.00
0.05 ROB | 0.01 0.00 | 0.01 0.00 | 0.02 0.00 | 0.01 0.00 | 0.02 0.00
EXT | -0.36 0.13| 023 0.05| -0.12 0.02| 0.09 0.01 | -0.04 0.00
FAC | 0.51 0.26 | -0.31  0.10 | 0.18 0.03 | -0.11 0.01 | 0.06 0.00
0.10 ROB | 0.07 0.01 | 004 000| 008 001| 006 0.01| 0.08 0.01
ExT | -0.36  0.13 | 0.24 0.06 | -0.13  0.02 | 0.09 0.01 | -0.04 0.00
FAC | 053 029 | -0.32 0.10| 019 0.04| -0.12 0.01 | 0.07 0.01
0.15 ROB | 0.23 0.06 | 0.05 0.00 | 0.21 0.05 | 0.11 0.01 | 0.17 0.03
EXT | -0.36 0.13| 025 0.06 | -0.13 0.02| 0.09 0.01]| -0.04 0.00
FAC | 055 030 -0.33 0.11 | 020 0.04| -0.12 0.01 | 0.07 0.01
0.20 ROB | 056 0.32 | -0.05 0.00 | 028 0.08| 005 0.00| 018 0.03
EXT | -0.36 0.13| 025 0.06|-0.13 0.02| 0.09 0.01 ]| -0.04 0.00
FAC | 055 031 -033 011 | 020 0.04 | -0.12 0.02 | 0.07 0.01
0.25 ROB | 0.63 040 | -0.22 0.05| 028 0.08 | -0.04 0.00| 0.15 0.02
EXT | -0.36 0.13| 025 0.07|-0.13 0.02| 0.09 0.01 ]| -0.04 0.00
FAC 0.56 0.31 | -0.34 0.11 0.20 0.04 | -0.12 0.01 0.07 0.01
0.30 ROB | 059 036 | -0.38 0.15| 027 0.07 | -0.10 0.01 | 0.13 0.02
EXT | -0.36 0.13| 025 0.07|-0.13 0.02| 0.10 0.01 | -0.04 0.00

provavelmente que o breakdown point® deve estar entre 20% e 30%. Como é conhecido que
o processo ARMA(2,1) possui curta dependéncia e isto se traduz em decaimento rapido
da autocorrelagao podemos observar que para h=4 ou 5 a diferenca entre os estimadores

diminui, mas isto se deve a quase inexisténcia de autocorrelagao para h grande.

1L o percentual de contaminagao para o qual a partir deste a estimativa fica viesada e apresenta alta
variabilidade.
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Tabela 6.2: Vicio e EQM para trés estimadores da funcao de autocorrelagao considerando
o modelo ARMA(2,1) com coeficientes ¢; = —0.4, ¢o = 0.4 e § = 0.8.

h=1 h=2 h=3 h=4 h=5

Pob.Cont. Vicio EQM | Vicio EQM | Vicio EQM | Vicio EQM | Vicio EQM
FAC | -0.00  0.00 | -0.00  0.00 | -0.00  0.00 | -0.00  0.00 | -0.00  0.00
0.00 ROB | -0.00  0.00 | -0.00  0.00 | -0.00  0.00 | -0.00  0.00 | -0.00  0.00
EXT | -0.14  0.02 | -0.04  0.00 | -0.05  0.00 | 0.01 0.00 | -0.01  0.00
FAC | -0.33  0.11 | -0.18 0.03 | -0.06  0.00 | -0.05  0.00 | -0.00  0.00
0.05 ROB | 0.01  0.00 | 0.01 0.00 | 0.02 0.00| 0.02 0.00| 0.02 0.00
EXT | -0.21 0.05 | -0.06 0.00 | -0.05  0.00 | 0.01 0.00 | -0.01  0.00
FAC | -0.37  0.14 | -0.21 0.04 | -0.07 0.00 | -0.06  0.00 | -0.00  0.00
0.10 ROB | 0.05 0.00| 006 0.00| 007 001| 007 0.01]| 0.08 0.01
ExT | -0.21 0.04 | -0.06 0.00 | -0.05  0.00 | 0.01 0.00 | -0.01  0.00
FAC | -0.38 0.15 | -0.21  0.05 | -0.07 0.01 | -0.06  0.00 | -0.00  0.00
0.15 ROB | 0.08 0.01] 013 002] 016 003| 017 0.03| 0.18 0.03
EXT | -0.20 0.04 | -0.06  0.00 | -0.05  0.00 | 0.01 0.00 | -0.01  0.00
FAC | -0.39 0.15 | -0.22 0.05 | -0.07 0.01 | -0.06  0.00 | -0.00  0.00
0.20 ROB | 0.01 0.00| 007 001| 014 002| 015 0.02| 0.18 0.03
EXT | -0.19 0.04 | -0.05 0.00 | -0.05  0.00 | 0.01 0.00 | -0.01  0.00
FAC | -0.39  0.16 | -0.22  0.05 | -0.07 0.01 | -0.06  0.00 | -0.00  0.00
0.25 ROB | -0.18 0.04 | -0.09 0.01 | 0.02 0.00| 0.03 0.00| 0.08 0.01
EXT | -0.19 0.04 | -0.05 0.00 | -0.05  0.00 | 0.01 0.00 | -0.01  0.00
FAC | -040 0.16 | -0.22  0.05 | -0.07 0.01 | -0.06  0.00 | -0.00  0.00
0.30 ROB | -044 0.20 | -0.26  0.07 | -0.08 0.01 | -0.06 0.01 | 0.00 0.00
EXT | -0.19 0.04 | -0.05 0.00 | -0.05  0.00 | 0.01 0.00 | -0.01  0.00

ARMA(2,1) com parametros —0.4, 0.4 e 0.8, nao contaminado ARMA(2,1) com parametros -0.4, 0.4 e 0.8, 10% de outliers, magnitude 10
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Figura 6.1: Fac, Fac robusta, Extremograma e Fac tedrica para um processo ARMA(2,1)
com coeficientes ¢; = —0.4, po =0.4e 0 =0.8.



33
6.2 Estimacao da funcao de autocorrelacao em modelos GARCH
ao quadrado

Como descrito na Segao 3.2 os processos GARCH nao possuem autocorrelagao, mas
quando consideramos o quadrado de um processo GARCH, essa caracteristica aparece.

Segundo [Morettin and Toloi, 2006] dado um GARCH(p,q) e definindo

Xt = \/h‘_tgta (61)

q" q
X} =0+ Z(oz,- + B XE 4 v — Z Bjve—; (6.2)
i=1 j=1

onde ¢ iid. (0,1), ap > 0, o > 0, B; > 0, Zg;(ozi + 6) < 1, ¢ = maz(p,q) e
Vs = XtQ — ht-

Segue que no caso do GARCH(1,1), temos

Qo
E(X}) = ——"—
( t) 1 _ O[l _ /81
com E(X;) =0. Assim,
Qo
Var(X}) = ——M—,
(%) l—ar— 5
ou seja,
Yo = l—a—g
e, portanto,
TYh = Ph -0

uma vez que pp=2yn/%. Desta forma, podemos definir a fungao densidade espectral para

o GARCH(1,1) ao quadrado.

A Figura 6.2 mostra as estimativas da Fac de um processo GARCH(1,1) ao quadrado
com coeficientes oy = 0.3 e 51 = 0.6 obtidas a partir de trés estimadores distintos, que

sao, o estimador padrao da Fac, a Fac robusta e o Extremograma.

Analisando a Figura 6.2 para dados nao contaminados, temos que a melhor estimacao
é obtida pelo estimador padrao da Fac, porém ao contaminarmos com outliers ela nao

consegue estimar a autocorrelacao do GARCH ao quadrado, enquanto que a Fac robusta
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Tabela 6.3: Vicio e EQM para trés estimadores da funcao de autocorrelagao considerando
o modelo GARCH(1,1) ao quadrado com coeficientes ¢; = 0.3 e 6 = 0.6.

h=1 h=2 h=3 h=4 h=5

Pob.Cont. Vicio EQM | Vicio EQM | Vicio EQM | Vicio EQM | Vicio EQM
FAC | -0.09 0.0I | -0.10 0.02 | -0.10 0.01 | -0.10 _ 0.02 | -0.10 _ 0.01
0.00 ROB | -0.25 0.06 | -0.23  0.05 | -0.21  0.04 | -0.18  0.03 | -0.16  0.03
EXT | 015 0.07| 019 0.09| 022 010| 024 0.12| 027 0.13
FAC | 049 024 | 044 020 040 0.6 | -0.35 0.13 | -0.33 0.1
0.05 ROB | -0.23  0.05| -0.20 0.04 | -0.18 0.03 | -0.15  0.02 | -0.13  0.02
EXT | 009 0.09| 012 0.09| 016 011 | 019 0.12| 022 0.13
FAC | 049 024 | 044 020 -040 0.16 | -0.36 0.13 | -0.32  0.10
0.10 ROB | -0.19  0.04 | -0.17  0.03 | -0.15  0.02 | -0.12  0.01 | -0.10  0.01
ExT | 006 0.08| 0.0 0.08| 013 009| 016 0.10| 0.19 0.11
FAC | 049 024 | 044 020 040 0.6 | -0.36  0.13 | -0.33 0.1
0.15 ROB | -0.17  0.03 | -0.14  0.02 | -0.12  0.01 | -0.10  0.01 | -0.08  0.01
EXT | 003 007| 007 007| 010 0.08| 014 009 | 017 0.10
FAC | 050 025 ]| 044 020 | -0.40 0.16 | -0.36  0.13 | -0.32 0.1
0.20 ROB | -0.20  0.04 | -0.18  0.03 | -0.16  0.03 | -0.13  0.02 | -0.12  0.01
EXT | -0.03 0.07| 0.01 006 | 005 0.07| 008 007| 011 0.8
FAC | 049 024 | 044 020 -040 0.16 | -0.36  0.13 | -0.32  0.10
0.25 ROB | -0.48 0.24 | -045 021 | -045 021 | -0.43 0.19 | -041  0.18
EXT | -001 0.06 | 0.03 0.06 | 007 0.06| 010 007 | 013 0.8
FAC | 049 024 | 044 020 -040 0.16 | -0.36  0.13 | -0.32  0.10
0.30 ROB | 023 050| 025 057 | 027 059| 033 0.60| 038 0.61
EXT | 004 006| 008 007 | 012 0.08| 016 009 | 019 0.10

GARCH(1,1)2 com parametros 0.3 e 0.6, nao contaminado GARCH(1,1)? com parametros 0.3 e 0.6, 10% de outliers, magnitude 10
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Figura 6.2: Fac, Fac robusta, Extremograma e Fac tedrica para um processo
GARCH(1,1) ao quadrado com coeficientes ay = 0.3 e 3; = 0.6.

consegue estimar razoavelmente com contaminacoes de 10% e 20% e tendo o seu ponto de

ruptura entre 20% e 30%. Por outro lado esperdvamos muito do Extremograma, pois em
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[Davis et al., 2009] e [Davis et al., 2012] comenta-se que ele seria apropriado para captar
cluster de volatividade, ou seja, cluster de eventos extremos, entao acreditamos que teria
alguma caracteristica interessante nos processos GARCH ou no GARCH ao quadrado.
Apesar de estarmos trabalhando com GARCH ao quadrado o comportamento é similar
ao do GARCH, observamos que ele captura aproximadamente uma constante em todos
os gréficos, por exemplo no grafico com 30% de contaminacao, a constante é de 0,5 que
indica que acontecido um evento extremo a chance de sair um novo evento extremo no
proximo passo é de 50% e isto se mantém para um segundo, terceiro, e sucessivos passos,
que ¢é estranho e nao condiz com a Fac tedrica. Na Tabela 6.3 observamos uma piora
na estimagao do Extremograma tanto no vicio quanto no EQM com o aumento do lags
“h”, visto que o extremograma é praticamente constante, enquanto a FAC tedrica decai.
Em contra partida o FAC e a robusta melhoram com o aumento dos lags, que é um
comportamento esperado devido a parte AR embutida no GARCH, exceto a robusta a

30%, visto que ocorre a sua ruptura.

6.3 Estimacao da funcao de densidade espectral

Observando a Figura 6.3, notamos que no grafico do AR (1) com ¢ = 0.9 sem contami-
nagao as estimagoes robusta (azul), o periodograma (vermelho) e o bspec (laranja) ficam
muito préximas da tedrica, ja o Extremoperiodograma (preto) é o pior na estimagao sem
contaminagao e com contaminagoes 10%, 20% e 30% ele fica praticamente o mesmo gré-
fico sem alteracoes. Isto mostra que os outliers nao causam efeito relevante sobre ele. Ja
com contaminacao de 10% e 20% o que se mantém mais proximo da tedrica é a estimacao
robusta, enquanto que a Bspec e periodograma que andam juntas se perdem a medida
que aumentamos a contaminacao. Por fim observando a contaminacao de 30% é visto
que tanto o periodograma, Bspec e a robusta nao estimam razoavelmente, sendo que esta

ultima deve ter passado seu ponto de ruptura.

Na Figura 6.4 temos os graficos da GARCH(1,1) ao quadrado com coeficientes ag = 1
ay = 0.3 e f; = 0.6, sendo o primeiro sem contaminacao e os outros 10%, 20% e 30% de
contaminacgao de outliers, respectivamente. Observamos que o periodograma e o Bspec
que andam aproximadamente juntos, nao sao bons estimadores para esta modelo e a
medida que aumentamos a contaminacao pior eles estimam, é de se estranhar no caso de

contaminagao de 20% em que oscilam muito, mas nas simulagoes com 15% eles iniciam
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Modelo AR(1) com phi=0.9, nao contaminado AR(1) com phi=0.9, 10% de outliers, magnitude 10
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Figura 6.3: Funcao densidade espectral tedrica, Periodograma, Periodograma Robusto,
Periodograma Bayesiano e Extremoperiodograma de um processo AR(1) com coeficiente
¢ =0.9.

Modelo GARCH(1,1)*2 com a0=1, a1=0.3 e b1=0.6, nao contaminado GARCH(1,1)"2 com a0=1, a1=0.3 e b1=0.6, 10% de outliers
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Figura 6.4: Funcao densidade espectral tedrica, Periodograma, Periodograma Robusto,
Periodograma Bayesiano e Extremoperiodograma de um processo GARCH(1,1) ao qua-
drado com coeficientes, ag =1 a; = 0.3 e B; = 0.6.
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a oscilacao tendo seu auge com 20% e depois com 25% diminui a oscilacao. A estimacao
robusta se mantém muito bem em todos os graficos, somente na contaminacao de 30%
que ela desvia-se um pouco da estimacao tedrica. O Extremoperiodograma nao apresenta
resultados relevantes, como observa-se no Apéndice que este possui praticamente todas as

estimativas préximo de zero, coerente com o que foi observado no Extremograma.
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7 Resultados e conclusoes

Neste trabalho apresentamos o conceito de periodicidade em séries temporais, ca-
racterizando a nocao de periodo, frequéncia e definimos uma medida para periodicidade,
conhecida como funcao densidade espectral. Modelos classicos para séries temporais foram
definidos para que fosse explorada a forma explicita da funcao de densidade espectral.
Apresentamos alguns estimadores da densidade espectral, que sao o periodograma padrao,
o Bspec baseado em uma abordagem bayesiana, uma versao robusta do periodograma
baseado em quantis e o Extremoperiodograma, que é baseado no Extremograma que é
um correlograma para eventos extremos. Além disso, abordamos o conceito de séries

temporais contaminadas por outliers, especialmente outliers aditivos.

O objetivo inicial do trabalho foi estudar o comportamento de alguns estimadores da
funcao de densidade espectral em séries temporais contaminadas por outliers e também em
séries temporais nao Gaussianas, em que existe uma maior probabilidade de ocorréncia de
eventos extremos, tipico de processos ARCH e GARCH. Verificamos a performance desses
estimadores na presenca de outliers aditivos variando os percentuais de contaminacao,
aplicando por exemplo no AR(1), ARMA(2,1) e GARCH(1,1) ao quadrado.

Outro objetivo foi estudar o estimador Extremograma, que é apresentado como um
correlograma para eventos extremos, isto é, ocorrido um evento extremo o quanto ele
influenciaria a nova ocorréncia de outro evento extremo. No entanto, nos casos conside-
rados no estudo, o estimador nao apresentou bom desempenho. Era esperado que, em
processos GARCH e GARCH ao quadrado, este estimador apresentasse padroes e ca-
racteristicas tipicas dos processos GARCH. Contudo, usando os pacotes propostos pelos
autores, feito as comparagoes, onde estimador Extremograma supostamente deveria ser
eficaz, este mostrou-se ineficiente. Um padrao singular de comportamento observado, é

que ele é quase constante no decorrer do tempo, principalmente no modelo GARCH, ou
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seja, dado que aconteceu um evento extremo a probabilidade de sair outro evento ex-
tremo é aproximadamente constante no tempo, que é de dificil interpretacao. Além disso,
os autores comentam que o Extremograma necessita de amostra grande. Por esse motivo,
realizamos uma simulagao com uma amostra de tamanho n = 20000, porém continuou
apresentando a mesma ineficiéncia. Os resultados podem ser encontrados no Apéndice.

Por outro lado o estimador robusto se mostrou eficaz pois aguentou relativamente
bem até uma contaminacao de 20% em todas as situacoes estudadas, possivelmente por
ser um estimador baseado em quantis. A partir do momento que temos muitos outliers, é
claro que teremos um quantil alto, fazendo com este estimador apresente baixa eficiéncia,
mostrando um ponto de ruptura, que em alguns casos verificamos que deve estar por volta
de 25% a 30%.

Ja o estimador Bspec, que também é baseado em um pacote que exploramos apresentou
um comportamento muito similar ao periodograma padrao. Apesar de nao analisarmos
suas propriedades e de como ¢é feita a sua estimacao, o fato deste apresentar um com-
portamento muito similar ao periodograma, nos levou a nao investirmos estudos mais
profundos sobre o Bspec.

Como futuros trabalhos poderemos estudar mais detalhadamente o ponto de rup-
tura da estimacao robusta, buscar uma explicacao para a oscilacao do periodograma no
GARCH(1,1) ao quadrado quando temos uma contaminacao de 20% e tentar responder
por qual motivo o Extremograma apresenta uma decaimento lento, quase que constante.
Essas foram situacoes que ficaram momentaneamente sem resposta. Ainda no estimador
Bspec, nao detectamos a possibilidade de escolher uma priori, ficando esta indagacao para

novos estudos.
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Apéndice

A figura 7.1 é basicamente um "zoom” da figura 6.4 e mostra que o extremograma
e o estimador robusto sdao os que melhor estimam a densidade espectral de um GARCH
ao quadrado. No entanto é visivel que essa estimativa nao é satisfatoria, especialmente

quando temos contaminacao.

Modelo GARCH(1,1)*2 com a0=1, a1=0.3 e b1=0.6, nao contaminado GARCH(1,1)"2 com a0=1, a1=0.3 e b1=0.6, 10% de outliers
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Figura 7.1: Funcao densidade espectral tedrica, Periodograma, Periodograma Robusto,
Periodograma Bayesiano e Extremoperiodograma de um processo GARCH(1,1) ao qua-
drado com coeficientes, ag =1 a; = 0.3 e 51 = 0.6.

A figura 7.2 mostra que mesmo para tamanho amostral muito grande, que é uma
suposicao para o bom desempenho do Extremo Periodograma, ele nao consegue capturar

a informagao em um processo GARCH(1,1) ao quadrado.
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Modelo GARCH(1,1)*2 com a0=1, a1=0.3 e b1=0.6, nao contaminado
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Figura 7.2: Funcao densidade espectral tedrica e Extremoperiodograma de um processo
GARCH(1,1) ao quadrado com coeficientes,cy = 1 a3 = 0.3 e f; = 0.6 com tamanho
amostral n=20000.



