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RESUMO

O objetivo principal deste trabalho é apresentar um método recur-
sivo para a determinacao da resposta forcada de sistemas de segunda ordem na
forma de uma integral de convolugao, proveniente da utilizacao de propriedades
de transicao da resposta impulso de tais sistemas. Descrevem-se também diversos
métodos analiticos e numéricos desenvolvidos para o calculo da resposta forcada,

bem como as limitagoes de cada método.

As vantagens do método numérico recursivo proposto sao notaveis, ja
que nao é requerido o calculo de autovalores das matrizes nem a reducao a primeira
ordem, e nem o uso de hipdteses adicionais sobre natureza dos coeficientes matriciais

do sistema.

Como aplicacao do método proposto, considera-se o calculo da resposta
dinamica de estruturas flexiveis sujeitas a excitacoes arbitrarias tais como terremo-

tos.



ABSTRACT

TITLE: “RECURSIVE METHODS FOR THE COMPUTATION OF THE CON-
VOLUTION INTEGRAL”

The main objective of this work is to present a recursive method for
the determination of the forced response of second-order systems under the form
of a convolution integral, arising from the utilization of transition properties of
the impulse response of such systems. Various analytical and numerical methods
developed for the computation of such forced response are described mentioning

limitations for each one.

Advantages of the proposed method are notorious, since it is not re-
quired the computation of matrix eigenvalues, the reduction to first order, or the

use of additional assumptions on the nature of the matrix coefficients.

As an application of the proposed method, it is considered the determi-
nation of the dynamic response of flexible structures subject to arbitrary excitations

such as earthquakes.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho, sao descritos varios métodos analitico-simbélicos e numé-
ricos para o cdlculo da integral de convolucao proveniente da resposta forcada de
equacoes diferenciais ordinarias matriciais de segunda ordem. As aplicagoes mais
importantes estao dadas na dinamica estrutural tanto nas areas de engenharia

mecanica, aeroespacial e civil bem como na area de processamento de sinais.

A resposta forcada de sistemas de segunda ordem tem sido calculada,

no dominio do tempo, tipicamente pelos seguintes tipos de métodos:

1. Métodos analiticos modais que requerem o calculo de autovalores da

matriz de estado do sistema.

2. Métodos de diferencas finitas: tais como o de Newmark, Wilson, Houbolt,
diferencas centrais, baseados no uso de esquemas aproximados para a

velocidade e a aceleracao do sistema.

3. Métodos recursivos, baseados na técnica de coeficientes indeterminados.
Entre eles estao o método de Wolf, que é exato para certas funcoes de

entrada, denominadas funcoes de teste.

No presente trabalho, o objetivo é apresentar um método recursivo
alternativo, baseado na utilizacao das propriedades de transicao da resposta impulso
matricial (ou matriz fundamental). Tal método pode ser aplicado a uma ampla
variedade de excitacoes com mais eficiéncia que os métodos tradicionais mencionados

anteriormente.

Aqui, é mostrado que uma das aplicacoes importantes desta metodolo-
gia estd na area de controle de estruturas na engenharia civil, para modelos com um

nimero baixo e médio de graus de liberdade.
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No capitulo 2, é feita uma coleta bibliografica sobre os diversos métodos

para o calculo numérico da integral de convolucao.

No capitulo 3, descreve-se uma abordagem direta apresentada em de-
talhe por Claeyssen sobre a resposta impulso matricial, bem como os elementos e

propriedades necessarias para estabelecer o método recursivo direto.

No capitulo 4, é apresentada a metodologia para o calculo recursivo
da integral de convolucao, baseando-se em propriedades de transicao da resposta
impulso. Também, comparam-se de maneira qualitativa as metodologias ate aqui

descritas.

No capitulo 5, sao feitas simulagoes numéricas que analisam e compro-

vam a eficiéncia analitica e computacional da metodologia proposta.

Por tultimo, no capitulo 6, sao enunciadas as conclusoes pertinentes.



2  METODOS CLASSICOS PARA O CALCULO DA RESPOSTA
FORCADA

2.1 Introducao

Na engenharia mecanica e estrutural, bem como na area de controle de
sistemas e processamento de sinais, existem muitas aplicagoes praticas em que as
equacoes governantes do modelo consistem de um conjunto de equacoes diferenciais

de segunda ordem lineares acopladas.

Considere-se, entao, a equacao diferencial matricial de segunda ordem
Mq(t) + Cq(t) + Kq(t) = £(2) (2.1)

sujeita as condicoes iniciais
q(0) = qo,  a(0) = qo- (2.2)

Aqui, M, C e K sao matrizes escalares de ordem n x n, f(¢) é uma fun¢ao vetorial

n x 1 conhecida e q(t) é a funcao vetorial incégnita n x 1.

Analiticamente, a solucao, q(t), do problema de valor inicial (2.1)-(2.2)
¢ dada por
t
q(t) = hy(t)qo + h(t)Mqo +/ h(t — s)f(s)ds, (2.3)
0

sendo

ho(t) = h(t)M + h(t)C (2.4)

onde h(t) é a resposta impulsiva da equagao (2.1), isto é, uma matriz h(t) que

satisfaz a equagao matricial homogeénea com condigoes iniciais impulsivas

Mh(t) + Ch(t) + Kh(t) = 0,

. (2.5)
Mh(0) =1, h(0)=0.
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Quando as condicoes iniciais (2.2) sao nulas, isto é,

q(0)=0, q(0)=0 (2.6)

a solucao é dada por

alt) = /0 h(t — s)f(s)ds. (2.7)

Neste caso, a solugao q(t) é denominada a resposta for¢ada e a integral que forma

esta solucao é chamada de integral de convolucao.

Neste capitulo, sao apresentados diversos métodos analiticos e numéricos
para o célculo da resposta forcada q(t) descrita pela equagao (2.7) (e portanto, de
maneira indireta, para o cdlculo da integral de convolucao), que aparecem comu-

mente na literatura, [BAT 76], NEW 89].

2.2 Métodos Analiticos

Se M = [mij}nxn’ C= [Cij}nxn’ K = [kij]nxn’ q(t) - [qi(t)}nxl €
f(t) = [fi(t)}nxl, entdo a equacao diferencial matricial (2.1) é, na verdade, um

sistema de n equagoes diferenciais lineares com as incégnitas ¢;(t) acopladas:
n n n
> om0 + Y g () + Y kg () = fi(), i=1:m, (2.8)
j=1 j=1 j=1
e é sempre possivel, em teoria, obter um conjunto de n equacoes diferenciais de-

sacopladas, cada uma da forma

az’,anl@n) (t) + ai,2n—1Q§2n_1)(t) + ot aiq(t) = gi(t), i=1:mn, (2.9)

m f.
onde cada g¢;(t) é uma combinagao linear conhecida de Ciitij’ m=0:n,j=1,n.
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Para isto, pode-se escrever a equagao (2.1) na forma

[Mj—; + c% + K] a(t) = £(1), (2.10)

onde os operadores diferenciais envolvidos sao definidos como

Mz a() - Ma), 211)
[0%} alt) = Ca(1). (2.12)

Em termos do operador diferencial inverso, a solugao da equacao (2.10)

¢ dada por

> d -

~_+C—+K| f@®). 2.13
Gt O K] 1 213

q(t) = [M
De acordo com a teoria dos operadores diferenciais matriciais, para obter o operador
diferencial matricial inverso pode ser utilizada a igualdade
adj(A)

Al=
det(A)’

(2.14)

que conduz entao ao resultado

(det [Mj—; + C% + KD q(t) = (adj [Mj—; + c% + KD f(t).  (2.15)
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Exemplo Ilustrativo: Considere-se um sistema com dois graus de liberdade (n =

2) cujas matrizes M, C e K sao

m 0
M —
0 m
2c —c-l
C = (2.16)
—c 26J
ok &
K =
—k 2k
e
t
f(t) = hio (2.17)
fo(t)
A equagao correspondente a (2.13), que fornece a solucao q(t), é dada
por

2
0 (t) mLy 42l 12k —cf—k fi(D)

2
g (1) —c$ —k mLy + 2 + 2k Fa(t)

O operador diferencial matricial inverso que aparece em (2.18) pode ser

calculado a partir do resultado (2.14):

_adj(A
~ det(A)’

~—

A—l

Neste caso, o operador diferencial matricial adjunto é dada por

d? d d
d k d_2 +9 d + 92k ‘
“ar T+ M T
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e o operador diferencial matricial determinante é expresso por

d4 3 2

d d
dt4 + dme—s + (4mk + 3¢ )P +6ke— + 3k*. (2.20)

A equacao diferencial que relaciona a varidvel ¢;(t) com as excitacoes
f1(t) e fo(t) estd dada pela primeira linha de (2.18) que, apds utilizar os resultados
anteriores (2.19) e (2.20), fica

d*q(t A3, (t d2a: (1 do- (¢
RO D
2
m%tlg(t)—i—Q dfclii)+2kf() f;()—l—kfz() (2.21)
Similarmente, para a variavel ¢s(t), tem-se
2 d ga(l d3qo(t d d
m 3?4( Lt am sii()+(4m’f+30) 322( ) 4 6he q;t( ) 4 3k25(t) =
An) R |, df()
SRR+ m— 200 =+ 2k (1) (2.22)

Este procedimento, embora resolva teoricamente o problema (2.1), é
pouco utilizado na pratica, pois envolve o cdlculo simbdlico da inversa de um ope-
rador diferencial matricial. A dificuldade pratica é similar a regra de Cramer para

resolver sistemas de equacoes lineares.

2.2.1 Reducdo a Primeira Ordem e Andlise Modal

As n equagoes diferenciais de segunda ordem acopladas (2.1) estao es-
critas em termos de um vetor n x 1, q(t). Nesta subsecdo, descreve-se um pro-
cedimento para reduzir a equacao diferencial (2.1) em uma equacao diferencial de
primeira ordem. A principal razao para esta redugao (conhecida como a redugao de

Hamilton) é que a teoria dos sistemas de equagoes diferenciais de primeira ordem
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conta com diversas ferramentas analiticas, que permitem a resolucao desses sistemas

de maneira completa. A disvantagem é que o tamanho do sistema é duplicado (2n),

e importantes propriedades fisicas podem ser perdidas.

E definido um novo vetor n x 1, w(t), como segue

entao a equacao (2.1) pode ser re-escrita como
Mw (t) + Cw(t) + Kq(t) = (),

que, no caso de M nao singular, resulta em

w(t) = —-M~'Cw(t) - M~ 'Kq(t) + M'f(t).

Definindo o vetor 2n x 1

e combinando (2.23) e (2.26) resulta a forma compacta

z(t) = Az(t) + g(t)

onde a matriz A de ordem 2n x 2n é definida como

0 I
-M'K -M~!C

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)
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e 0 novo vetor de excitagao g(t) de ordem 2n x 1 esta definido por

g(t) = _0 . (2.30)
M- (1)

A equagao (2.28) é conhecida comumente como a formulagio de estado

para a equacao (2.1).

Apés realizada a redugao a primeira ordem da equacgao (2.1), procede-
se a calcular a solugdo da equacdo (2.28) através da andlise modal. Embora a
analise modal pode ser aplicada no caso em que A possui uma forma de Jordan, é
considerado o caso que a matriz A é diagonalizavel. Neste caso, a equacao diferencial
homogeénea

2(t) = Az(t) (2.31)

tem solucao

z(t) = c1eM'vy + ceeM'vy + -+ e’ vy, (2.32)

onde v; é o autovetor 2n x 1 correspondente ao autovalor A\;, e ¢;, = 1 : 2n sao
constantes arbitrarias. Define-se a matriz modal U de ordem 2n X 2n como a matriz
cujas colunas sao os autovetores v;, 7 = 1 : 2n. Assim, os autovalores sao solugoes
de

det[A — AI] =0 (2.33)

diag[);] = U 'AU. (2.34)

Definindo as coordenadas normais

p(t) = U 'z(t) (2.35)
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consegue-se o sistema desacoplado

p

o (t) = diag [)\j}p(t) +U 'g(t) (2.36)

cuja solugao pode ser calculada individualmente para cada componente p;(¢) de p(¢).

Entao a solugao z(t) pode ser escrita como

z(t)=U [/Ut diag[e’\f(t_s)}U_lg(s)ds (2.37)

no caso de condigoes iniciais nulas, veja [NEW 89].

2.2.2 Andlise Modal Direta

Considere-se o sistema homogéneo
Mq(t) + Cq(t) + Kq(t) = 0. (2.38)
E sabido que a vibracao livre onde um s6 modo é excitado, tem a forma
q(t) = eMv (2.39)
onde os escalares A sao as raizes da equacao caracteristica
det[N>’M + A\C+ K] =0 (2.40)
e os vetores v sao as solugoes nao triviais de
[PM+AC+K]v=0 (2.41)

associadas a cada valor de A\. A equacao (2.41) define um problema de autovalor de

sequnda ordem.
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Na literatura classica, nao é possivel, com as ferramentas disponiveis.
tratar de maneira direta o problema geral de autovalor (2.41) e o tinico meio é a

reducao desse problema a primeira ordem.

Cabe mencionar que no caso conservativo, isto é, quando C = 0, o

problema (2.41) pode ser reduzido ao problema de autovalor generalizado
[-w’M+K]v=0 (2.42)

onde )\ = w.

Em geral, o problema (2.41) é equivalente ao problema de “diago-
nalizar” simultaneamente as trés matrizes M, C e K, e isto pode ser feito se e
somente se as matrizes M~'C e M™'K comutam, [NEW 89]. Esta restri¢do ¢ muito

séria pois exclui importantes casos praticos.

2.3 Métodos Numeéricos

De maneira geral, os métodos tratados aqui podem ser classificados em

dois grupos:

e 0s métodos de integracao originados a partir de esquemas numéricos

em diferencas, e

e 0s métodos recursivos, baseados na determinacao algébrica de coefi-
cientes matriciais de modo que o método resultante seja exato para

algum tipo especifico de funcao.
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2.4 Meétodos de Integracao

2.4.1 Meétodo de Runge-Kutta-Felhberg

Um bom integrador de equacoes diferenciais ordindrias deve exercer al-
gum controle sobre seu préprio desempenho, fazendo mudancas freqiientes no seu
tamanho de passo. Em geral, o objetivo deste controle adaptativo sobre o tamanho
de passo é atingir alguma precisao prescrita na solucdo com o menor esforco com-
putacional. Tamanhos pequenos de passo sao requeridos quando a funcao de entrada
varia intensamente e tamanhos de passo maiores sao requeridos quando tal funcao de

entrada mostra pouca variacao. O resultado assim obtido ganha enorme eficiéncia.

A implementacao de um controle adaptativo no tamanho de passo re-
quer informagcao sobre o desempenho do algoritmo e isto é feito mediante o calculo

de uma estimativa do erro de truncamento.

Este método faz parte dos métodos de tipo preditor-corretor com tama-
nho de passo variavel, caracteristicas muito desejaveis para a resolucao de problemas

frequentemente encontrados em diversas areas cientificas.

Como foi visto anteriormente, o sistema M¢(t) + Cq(t) + Kq(t) = £(¢)
pode ser escrito como

z(t) = Az(t) + g(t) (2.43)

onde A é a matriz companheira definida por

0 I
A= (2.44)
-M'K -M~!'C

e g(t) é o vetor definido por

g(t) = : (2.45)
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no caso que a matriz M é nao-singular.

Seja z; a aproximagao de z(t) e g; a aproximacao de g(¢). Temos o

método de Runge-Kutta de ordem 5:

16 6656 28561 9 2
G nr = 2+ —— ks — —k; + —k 2.46
Zrear = 2t Kt o5 s T 56430 T 500 | 55 ° (2.46)
e o método de Runge-Kutta de ordem 4:
25 1408 2197 1
Zerar = 2t oreki sk T gk 5k (247)

kl = At [CZt + gt] s

kQZAtC

L1932, 7200, 7206, Y\
P o197 T 2197 2 T 91970 gt+%m’

439 n 3680, 845
216 013 4104

k, = At|C

3 9
k3 = At C <Zt + 3—21{1 + 3—21{2) + gt+§At] s

k4> + gt+At:| )

3544 1859 11 )
+8

O, - 2 Tk
2565 ° 4104+ 40 ° 1

8
k6 = At C <Zt - ﬁkl + 2k2 t—l—?At

Considerando que z, ~ z(t) ~ 2; e que o erro de truncamento local 7(At;t + At)
do método (2.46) pode ser desprezado com respeito ao erro de truncamento local

T(At;t + At) do método (2.47), obtém-se a seguinte aproximacao:

1.
T(At, t+ At) ~ E (Zt—I—At — Zt—l—At) . (248)
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Além disso, como (2.47) é um método de ordem 4, existe uma constante « tal que:
(At t + At) = aAt, (2.49)

De (2.48) e (2.49) temos:

L
O!At4 ~ E (Zt—I—At — Zt—l—At) . (250)

A idéia do método de Runge-Kutta-Fehlberg é determinar um tamanho adequado
qAt, ¢ > 0 de modo que o erro 7(gAt; t + At) pode ser limitado por certa tolerancia

€. Tem-se que:

4
T(qAt; t + At) =~ a(th)4 = q4(aAt”) ~ i— (Zesnt — Zerat) s

~

e se é requerido que ||7(gAt;t + At)|| < e deve-se ter que:

q4

A—tHiHAt — 2z nt]| < e,

isto é,

q< ( cAl )1/4. (2.51)

||it+At - Zt+At||
O parametro ¢ modifica At de modo que se tenha um passo muito pequeno em regioes

irregulares e um passo maior quando nao haja muita variagao entre as aproximacgoes

(2.46) ¢ (2.47).

Para o algoritmo apresentado a seguir, assume-se que:

( eAt )1/4
q= = .
2||Zt+At - Zt+At||

O método de Runge-Kuta-Fehlberg é explicito, e por isso, uma devan-

tagem computacional é a escolha de um tamanho de passo suficientemente pequeno.
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Isto pode dificultar a resolucao de problemas estruturais duros onde sao envolvidas

quantidades muito préximas de zero.

Algoritmo para o Método de Runge-Kutta-Fehlberg:

Objetivo: Aproximar a soluc¢ao q(t), com um passo de tempo variavel desde o ins-

tante de tempo ¢ = 0 até o instante de tempo ?fnq, do problema de valor inicial:

Mq(t) + Ca(t) + Ka(t) = £(2),
q(0) =0, q(0) =0,

onde M, C e K sao matrizes de ordem n x n e f(¢) é um vetor de ordem n x 1 de
funcoes que dependem de t.
Para facilitar a escrita do texto e para ajustar os passos do algoritmo a sua forma

padronizada, define-se a funcao:

Vi
Va
h(t,V) =h(t,Vi,..., Vo) =
Vvl Vn—i—l
“M-'K | | -M'C| | +M@)
Va Van

Entrada: matrizes M, C e K, vetor de fungoes f(¢), passo maximo At,,qq,
passo minimo At,,;,, tolerancia e, instante de tempo final £ 4,4
Saida:  Vetores aproximados q;, q; e q; da solugao q(t) e suas derivadas

q(t), 4(t) desde 0 até tfipq-

Passo 1: Fazer: ag = le a) = %, ay = 3?—2, as = 3%, ay = %, as = %?ﬁ%,
_ 7200 _ 7296 _ 439 _ _ 3680
@ = ~91g7> 97 = 2197 98 = 2160 0 =~ @0 = 53
an = ——414054, ay = 3, Q13 = —2‘%, a4 =2, a5 = %ggga
_ 1839 _ 1 _ 1 _ _ 128 _ _ 2197
@16 = TqI04- N7 T 740> V18 7 3600 19 T T 42750 920 T T 75240
1 2 25 1408 2197 1
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Passo 2:

Passo 3:

Fazer ¢t = 0;
0

Z; = ;
0

At = Atmam;

Continuar = 1;
Escrever (t, At,z,(1:n)) =~ (t, At,q(t))
Escrever (t, At,zi(n+1:2n)) ~ (t,At,q(t))
Entretanto Continuar = 1 fazer os passos 4-10:
Passo 4: Fazer: k; = Ath(t, z,);
ko = At(h(t + apAt, z; + agky));
k3 = At(h(t + a1 At, z; + azk; + asky));
ky = At(h(t + asAt, z; + asky + agks + a7ks));
ks = At(h(t + At, z; + agky + agks + ajoks + a11ky));

ks = At(h(t + a19At, 2, + ai3ky + anks + aisks + aigks + ar7ks));
Passo 5 Fazer: R — a1k + aigks + a2A0k4 + ag ks + agke||
: : 7

Passo 6: Fazer: § = <ﬁ)zlI
Passo 7. Se R < € entao :
Fazer: z; n; = 24 + assky + asks + assky + aseks;
t=1t+ At
Escrever (t, At,z,(1:n)) = (t, At,q(t)).
Escrever (t, At,zi(n+1:2n)) = (¢, At, q(t)).
Passo 8 Se § < 0.1 entaoAt = 0.1A¢t;
do contrario, se § > 4 entao fazer At = 4At,;
do contrario, fazer At = dAt.
Passo 9: Se At > Aty entao fazer At = Atz
Passo 10: Se t > tinq entao Continuar = 0;
do contrério, se t + At > tfipa entao At = tying — t;
do contrario, se At < Atpin,

entao C'ontinuar = 0;
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(Atypin excedido).
Passo 11: Fim do Algoritmo.

2.4.2 M¢étodo de Houbolt

O método de Houbolt foi criado por J. C. Houbolt, [BAT 76|, em 1950,
para calcular as respostas estrutural de aeronaves sujeitas a cargas dinamicas. Uti-
liza o conceito de diferenca de deslocamentos equivalentes para aproximar as compo-
nentes de velocidade e aceleracao, e portanto, estebelece uma relacao de recorréncia
que pode ser usada para resolver a resposta da estrutura passo-a-passo. No método
de Houbolt, a generalidade e os aspectos fisicos do equilibrio basico sao preserva-
dos. Do ponto de vista da estabilidade e precisao, é incondicionalmente estavel e de
segunda ordem na precisao mas nao é adequado para problemas dinamicos de alta

freqiiéncia. Uma desvantagem é a necessidade de utilizar um grande histérico de

dados.

Este método usa as seguintes aproximagcoes em diferencas finitas:

. 1
Ai+Ar — A2 (2Qu+ar — 59 + QA — Ai—241) (2.52)
. 1
di4at = 6AL (de+ar — 18a; + 9di—ar — 2di—241) (2.53)

cujos erros sao de ordem A2

Para achar a solucao no seguinte instante de tempo, considera-se a

aproximacao da equacao

Mq(t) + Ca(t) + Ka(t) = £(t)

no tempo t + At, que resulta:

Mdai+ar + Cirar + Kdirar = fia (2.54)
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Substituindo (2.52) e (2.53) em (2.54) obtem-se a seguinte expressao para 4y

2 11 5 3
(@M + @C + K) Qryar = foar + (@M + EC> q:

4 3
- —M+ —C _
(At2 STV ) di-as

18

1 1
+ <—M -+ —C> qt—2At, (255)

At? 3AtL

onde é necessario conhecer previamente os vetores qa; € qaa; que podem ser calcula-

dos conhecendo qq, qo e o, mediante algum método condicionalmente estavel (por

exemplo, o método de diferengas centrais ou o de Runge-Kutta, etc.) com passo de

tempo igual a uma fracao suficientemente pequena de At.

Algoritmo para o Método de Integracdo de Houbolt:

Objetivo:

Aproximar a solu¢ao q(t) do problema com valor inicial:

Mq(t) + Ca(t) + Ka(t) = £(2),
q(0) =0, ¢(0) =0,

com um passo de tempo At e até o instante de tempo NAt.

Entrada:
Saida:

Passo I:

Passo 2:

Passo 3:

Passo 4:
Passo 5:

matrizes M, C e K, vetor de fungoes f(¢), passo At, nimero N.

Vetores aproximados qas, Qiags Qiae, @ = 1, ..., N da solugao q(t)

e suas derivadas ¢(t), ¢(¢) nos pontos t = iAt, i =1,..., N.
2 11 5)

Fazer: ag = AU T gAY 2= A B = Alt’ ay = —2aq, as =

_ Qo _a
g =9 a1 = g

Obter qa; € qoa; mediante algum procedimento especial;
Escrever (o, Qas, Qoat)-

Fazer: K¢ = K + qoM + a;C (matriz de rigidez efetiva).
Para i =2 : N — 1 efetuar os passos 5-7:

Fazer

Fe

(i+1)At — Fiinar + M(asQiae + a4di-1)ar + a6di-2)at)

as
2

b
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+C(asqiny + a5q-1)at + a70i—2)AL)-
Passo 6: Resolver:
Kq(it1yat = Ffi+1)At3
Escrever (qit1)at)-
Passo 7- (Opcional) Avaliar aceleragoes e velocidades:

("l(i—l—l)At = Goq(i+1)at — A2QiAt — A4q(i—1)At — A6 (i—2)At;

qi+1)at = A1dE+1)at — A3diar — A5A@—1)At — A79(i—2)At-

Passo 8: Fim do Algoritmo.

A equacao (2.55) foi deduzida a partir de (2.54); esta dltima considera

a aproximacao da equacao
Mq(t) + Cq(t) + Kq(t) = £(2)

no tempo t + At, e por este motivo o método de Houbolt é implicito, diferente do

método considerado na subsecao 2.4.1.

2.4.8 M¢étodo 6 de Wilson

O método € de Wilson ¢ essencialmente uma extensao da aproximacao
da aceleracao média em que a variacao entre os instantes de tempo n e n + 1 é

suposta linear. Quando 0 = 1.4 obtem-se solu¢oes mais precisas e estaveis.

Este método supoe que a aceleracao é linear desde o instante ¢ até o

instante ¢ + 6At com 6 > 1, quer dizer, se 0 < 7 < #At, supomos:

di+r = Q¢ + AL (Grt0nt — Ge) - (2.56)

Se integramos (2.56) com respeito a 7, obtemos:

2

Qi+r = Q¢ + Q7 + 20A7 (Gerone — Q) (2.57)



2.4 Métodos Diretos de Integracao 20

e integrando novamente:

3

1 .
Aitr = Q¢ +7q; + 27' Qi+ GOAT (Gr+on — Q1) - (2.58)

Fazendo 7 = §At em (2.57) e (2.58) se chega as seguintes igualdades:

. ) OAL | .. .

ditoat = Qi+ N (Grrone + Ge) (2.59)
) AN .

diront = o+ 0ALG, + (Geronr + 24y) - (2.60)

Resolvendo (2.59) e (2.60), considerando como incégnitas q;oas € Qrrgat, tem-se:

. 6 6 . .
Qi+ont = W (qt+9At - Qt) - ﬂ(h - 2q;, (2-61)
) 3 OAt
Qesoat = 77 (Qutoar — Qi) — 24 — TCIt (2.62)
Agora, partindo da aproximacao:
Mdiroar + Cliront + Kdproar = ft—l—HAta (2.63)

onde f; gan; = £, + 0 (fi10a; — f}), isto é, utiliza-se o vetor de forgas externas como a

projecao linear de f;. Substituindo (2.61) e (2.62) em (2.63) obtem-se:

6 3 - 6
<—M +—C+ K) Qitoar = fpone + M <92At2 q: +

6
—
A T OAL Ut qt)

AL

3 OAt
+C <0At t+2(It+TQt>a

e usando (2.56), (2.57) e (2.58) com 7 = At, sdo obtidos sucessivamente os valores

de Qirar, Qrrar €, enfim, q;1a; que é a aproximacao desejada.

A seguir, é apresentado o algoritmo usado em programacao :
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Algoritmo para o Método 0 de Wilson:

Para aproximar a solu¢ao q(t) do problema com valores iniciais:

Mq(t) + Cq(t) + Kq(t) = £(2),
q(0) =0, ¢(0) =0,

com um passo de tempo At e até o instante de tempo NAt.

Entrada: matrizes M, C e K, vetor de fungoes f(¢), passo At, nimero N,
parametro 6.
Saida:  Vetores aproximados Q;as, Qiaes Qinae, @ = 1, ..., N da solugao q(t)

e suas derivadas ¢(t), ¢(¢) nos pontos t = iAt, i =1: N.
Passo 1. Fazer: ag = ﬁ, a1 = %, ay = —2a;, ag = %’

2
aﬁzl—%,m:%,ag:%.

0427,05:—9 )

Passo 2: Fazer: K¢ = K + agM + a,C (matriz de rigidez efetiva).
Passo 3. Parai=0,..., N — 1 efetuar os passos 4-6:
Passo 4: Fazer
£ oar = fine + 0(fir1)ae — fiae) + M(aoQiar + a2@iae + 2diat)
+C(arqiar + 2dias + azdia)-
Passo 5: Resolver:
Keq(iJrH)At - f(ezqrg)At-

Passo 6: Fazer:

A(i+1)ar = as(Qeito)ar — diae) + asing + acling

di+)ar = iae + a7(Qur)ae + Qiae);
A(i+1)ar = i + Atdiae + ag(Ggrnar + 20iae);
Escrever qgq1)as-

Passo 7. Fim do Algoritmo.
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2.4.4 Método de Newmark

Em 1959, Newmark apresentou um método implicito para a solucao
de problemas em dinamica estrutural. O algoritmo assume que a aceleracao média
¢ constante sobre um passo de tempo de integracao. Em 1983, Belytschko and
Hughes, [BEL 83|, documentaram a familia f de Newmark conseguindo métodos
implicitos ou explicitos dependendo das escolhas dos dois parametros livres que
controlam a estabilidade e precisao dos algoritmos. Como esquema implicito, o
método de Newmark é incondicionalmente estavel e com precisao de segunda ordem.
Como esquema explicito, o método de Newmark é sé condicionalmente estavel e com

precisao de segunda ordem.

Este método, como o anterior, supoe que a aceleracao q; ¢ linear, isto

Qeypar = (1 — B)Ge + BGetat, para0 < g <1

e considera as seguintes equacoes que sao aproximacoes de Taylor de primeira e

segunda ordem da velocidade e do deslocamento no tempo t + At, respectivamente,

Qirar = G+ [(1—0)d; + 0Gad] At, (2.64)

. 1 . .
derA: = + tht + |:<§ — @) q¢ + aqt+At:| AtQ, (265)

onde os parametros a e 6 podem ser determinados de modo que se obtenha estabi-
lidade e precisao . Se § =1/2 e a = 1/6, as equacoes (2.64) e (2.65) correspondem
ao método 0 de Wilson com 6 = 1 (ver as equagoes (2.59) e (2.60)). Com 6 =1/2 e

a = 1/4 obtém-se um método incondicionalmente estédvel.

Utiliza-se a aproximacao :

Mdai+ar + Cirar + Kdirar = fia, (2.66)
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para determinar q;;a; do seguinte modo: a partir de (2.65) obtem-se:

.._1( )1. LY (2.67)
qi+at = PN Qi+at — At aAtqt %0 i, .

e substituindo (2.67) em (2.64) tem-se:

| 5\ | 5\ .
Qrrar = (Qerar —a) + (1 — o Sl o) av (2.68)

por ultimo substitui-se (2.67) e (2.68) em (2.66) para obter g a¢-

Para controlar o amortecimento algoritmico, tém sido feitas extensoes
e/ou modificagoes utilizando a familia Newmark de esquemas trapezoidais como
ponto inicial. O método a de Hilber-Hughes-Taylor (HHT), [HIL 77|, entre muitos
outros, apresenta formulacoes com o propdsito de controlar o amortecimento al-

goritmico.

O algoritmo computacional para o método de Newmark é apresentado

a seguir:

Algoritmo para o Método de Newmark:

Objetivo: Aproximar a solugao q(t) do problema com valores iniciais:

Mq(t) + Ca(t) + Ka(t) = £(2),
q(0) =0, ¢(0) =0,

com um passo de tempo At, desde o instante de tempo ¢t = 0 até o instante de

tempo NAL.

Entrada: matrizes M, C e K, vetor de fungoes f(¢), passo At, nimero N,
parametros d e a.
(Se recomenda § > 0.5 e o > 0.25(0.5 + 6%.)

Saida:  Vetores aproximados q;as, Qings Qiag, 2 = 1, ..., N da solugao q(t)
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e suas derivadas q(t), q(¢) nos pontos t = iAt, i =1,..., N.
) )

: S | _ _ 1 -1 _ 0 _
Passo 1: Fazer: ag = GAEZ M T oAl @ = A BT 34 Lay =g — 1,
%z%(é—Q),aGZAt(l—d),a7:5At.

«

Passo 2: Fazer: K¢ = K + oM + a,C (matriz de rigidez efetiva).
Passo 3. Parai=0,..., N — 1 efetuar os passos 4-6:

Passo 4: Fazer

£ yar = farnar + M(aodiae + asding + az@iae)

+C(a1diar + asdinr + asGiat)-
Passo 5: Resolver:

K q(it)ar = fé+1)At§

Escrever (qi+1)at)-

Passo 6: Fazer:

qe+1)at = aO(q(i—i—l)At — Qiat) — G2Qinr — a3Ga¢;
Aeit1)ar = Aine + ag(Ging + ard(it1)at)-
Passo 7. Fim do Algoritmo.

2.4.5 O Método o Generalizado

Na verdade, trata-se de uma familia de algoritmos de integracao no
dominio do tempo apresentada por Chung e Hulbert, 1993, [BEL 83], que inclui
varios algoritmos classicos. Mediante a manipulacao dos parametros deste método,

pode-se controlar a dissipacao numérica que acontece nos modos de altas freqiiéncias.

O método é dado pelas seguintes equagoes
) 9 1 . .
Ariar = q + At qp + At 5~ B)ar+ Bawar ) (2.69)

Qrrar = Qg + At((l —v)a + 7("1t+At) (2.70)

Mas1(1-am)at T Crr-apar + Kair—apar = fivqajp)a (2.71)
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onde
Ut (1-apar = (1= ap)Quar + arqy, (2.72)
Uit (1—apar = (1 — ap)Qerar + e, (2.73)
Qr+(1-ap)at = (1 = ayp)Qurar + apdy, (2.74)

e as condicoes iniciais sao qg, o €

A escolha adequada dos parametros a,,, ay, f e v reduz o método
(2.69)-(2.71) para o método o-HHT, [HIL 77], 0 método a-WBZ, [WOO 81], e o

método de Newmark.

2.5 Métodos Recursivos

A forma geral dos métodos recursivos é

a((n+1)At) = Aiq(nAt) + Asq((n — 1)At) + -+ Ayq((n — M + 1)At)

—|—B0f(nAt) + Blf((n - I)At) + -+ BLf((n - L)At)

ou, de maneira compacta,

M L
a((n+1)At) => Arq((n — k+ 1)At) + ) Bif((n — k)At) (2.76)

k=1 k=0
onde as matrizes Ay, k=1,..., M e as matrizes By, k =0, ..., L sao determinadas

mediante certos critérios.

O esquema recursivo (2.76) calcula o valor “futuro” q((n+1)At) usando
o valor “presente” q(nAt), os M —1 valores anteriores q((n—k)At), k=1,...,M—1

e a informacao referente a carga.
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A escolha dos coeficientes matriciais de uma equacao recursiva de tipo
(2.76) nao é tnica. Uma opgao pode ser o denominado Método Invariante do Im-
pulso, [WOL 88], que estabelece os coeficientes Ay, e By de maneira que a formulagao
recursiva resultante seja exata para um tipo especifico de entrada f(¢). O resultado

é um sistema linear de equacoes com incégnitas Ay, By.

2.5.1 Método Invariante do Impulso

O objetivo é calcular a integral de convolugao
(n+1)At
ant1 = q((n+1)At) = / h(t — s)f(s)ds (2.77)
0

mediante o conhecimento a prior: das integrais

@ = alai) = [ b ot

(n—1)At
a1 = altn=Da0 = [ (=9

(n—M)At
an-v = q(n—M)At) = /0 h(t — s)f(s)ds

e os vetores

f, = f(nAt),
f,.1 = f((n—1)A¢),
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Especificamente, a formulacao recursiva é

M L
qn+1 = Z Ardn k11 + Z | 27% (2.78)
k=1 k=0

onde A, e Bj sao matrizes a serem determinadas.

As M + L+ 1 matrizes nao conhecidas, Ay e By, na equagao (2.78) sao
calculadas resolvendo um sistema de equacoes estabelecidas igualando a formulacao

exata e a recursiva para uma entrada de tipo impulso unitario discretizada.

A entrada de tipo impulso unitario discretizada pode ser aplicada na
forma de um tridngulo (zero em ¢t = At, crescente linearmente até ¢ = At onde
o valor é ALt e depois decrescente linearmente até t = 2At¢ onde o valor é zero

novamente), como é mostrado na figura 2.1 .

£;(2)

1
At

Figura 2.1 Componente Fscalar do Impulso Unitario Discretizado
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A forma algébrica da discretizacdo do impulso unitario mediante um

pulso triangular é

1/A 1/A

£(1) = Ait () —u(t—At)] | +<1 ! _Aft> [u(t—At)—u(t—2A1)]
1/AL 1/AL
(2.79)

aqui, u(t) é a funcao de Heaviside, isto é,

0, se t>0,
u(t) = (2.80)
1, se t>0.

Substituindo (2.79) em (2.77) consegue-se

1/At
adn = S, 1 : (2.81)
1/At
onde, para n > 1
s

S, :/OAth(nAt—s)Atds+/0Ath((n—1)At—s) (1-2)as s

e, paran =1

At s
S, = /0 h(Af — ) 2ods (2.83)

2511 CasoM=1elL=1

Quando M =1 e L =1, tem-se a recursao

Uni1 = A1, + At(Bof, + Bif,_1) (2.84)
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onde A, By e By sao matrizes a serem determinadas utilizando a entrada descrita

em (2.79).

Entao, a partir de (2.84) tem-se

qo =

q =

q =

qs =

0,
A1q0 + AtBofl + AtBlfg,
Alql + AtBon + AtBlfl,

A1q2 + AtBofg + AtBlfQ,

e utilizando (2.81) no lado esquerdo das igualdades (2.86), (2.87) e (2.88) e os valores

de f(t) dados por (2.79), obtem-

So
Sy
So

se

= AtBo,
- A180+AtB1,

= A1817

donde tém-se determinadas as matrizes:

1
B, = —S
0 At 0,
1 _
B, = E[sl—szsllso,}
Al - SQS;l.

(2.89)
(2.90)

(2.91)

(2.92)

(2.93)
(2.94)

Observacao: O método invariante do impulso nem sempre é estavel, porque as

matrizes A, podem ter autovalores com valor absoluto maior que 1, fazendo com
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que o método seja divergente. Tal é o caso quando sao consideradas as matrizes,

100 1 —-01 0 100 —10 0

M=|010|,C=|-01 1 -01]|,K=|-10 100 -10

00 1 0 —-01 1 0 —10 50
(2.95)

Neste caso, para At = 0.01, a matriz A; estd dada por

1.98009, 0.1895 x 1072 0.9719 x 10~°
A= 0.1895 x 102 1.9809 0.1896 x 102 (2.96)
0.9719 x 1075 0.1896 x 102 1.9859

cujos autovalores sao 1.978776800, 1.982392319, 1.986621662, todos com valor abso-
luto maior que 1. Observa-se, portanto, que o método neste caso diverge. Para este
exemplo, fizeram-se varias tentativas mudando o valor de At, chegando a conclusao
que o método é muito sensivel as mudancas de At pois se for muito pequeno ou

muito grande, o método fica instavel. Para At = 0.001 é atingida a estabilidade.



3 ABORDAGEM DIRETA PARA SISTEMAS DE SEGUNDA
ORDEM

3.1 Introducao

Em diversas aplicagoes da engenharia, os modelos vibratérios exibem
amortecimento. Porém a auséncia de um modelo matematico universal para repre-
sentar as forcas de amortecimento dificulta o seu entendimento. Um modelo comu-
mente utilizado e muito restrito, proposto por Rayleigh, supoe que as velocidades
generalizadas instantaneas sao as tnicas variaveis de estado relevantes. E importante
observar que o modelo de Rayleigh nao é o tinico modelo linear de amortecimento.
Por exemplo, as forcas de amortecimento podem depender de valores de outras
magnitudes, ou equivalentemente, depender, mediante integrais de convolucao, do

registro passado do movimento, veja [WOO 98].

Este capitulo considera a dinamica de um sistema linear de n graus de

liberdade governado pela equacao diferencial matricial
Mq(t) + Cq(t) + Ka(t) = £(t) (3.1)

onde M, C e K sao as matrizes n X n de inércia, amortecimento e rigidez, re-
spectivamente, e q(t) e f(¢) sao vetores N x 1 da resposta e excitagdo externa,

respectivamente.

A abordagem mais comum para resolver a equagao (3.1) tem sido a
andlise modal: supoe-se que as matrizes M e C sao reais, simétricas e definidas
positivas e K é real, simétrica e semidefinida positiva, de maneira que o sistema
tem modos de corpo rigido. Um sistema possui modos normais classicos quando é
nao-amortecido, isto é, quando C = 0. Mediante uma transformacao de coorde-
nadas, a equacdo (3.1) é posta em um sistema de coordenadas em que as matrizes

M e K sao diagonais. Este sistema de coordenadas é denominado coordenadas

31
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modais. Neste caso, a resolucao das equacgoes é simplificada, pois as equagoes de
movimento ficam desacopladas nas coordenadas modais. Cada uma das equacoes
desacopladas pode ser tratada independentemente. Esta andlise pode ser esten-
dida ao caso amortecido se o amortecimento é classico (quando uma transformagcao
de coordenadas desacopla nao s6 as matrizes M e K como também a matriz C).
A condigao para isto acontecer foi deduzida por Caughey, [CAU 60]: as matrizes
M~'K e M~'C devem comutar. Isto foi ainda generalizado para sistemas continuos
por Caughey e O’Kelly, [CAU 65]: os operadores de rigidez e amortecimento devem
comutar nas coordenadas modais. Para o amortecimento nao classico, é preciso
um procedimento mais geral, [FOS 58]. E freqiiente, neste caso, ignorar os termos
fora da diagonal da matriz de amortecimento modal (amortecimento fracamente

aproximado), [GAL 99].

A abordagem usual para estudar sistemas da forma (3.1) com coefi-
cientes matriciais arbitrarios tem sido a transformacao em um sistema de primeira
ordem equivalente. Porém, isto implica deixar de lado as coordenadas fisicas que
sao de interesse nos problemas praticos, bem como perder propriedades intrinsecas
do sistema, como por exemplo, a simetria quando os coeficientes matriciais sao

simétricos.

Do ponto de vista numérico, tem-se utilizado extensivamente os métodos

diretos de integracao tais como as familias Houbolt, Wilson e Newmark, [BAT 76].

Na secao seguinte, descreve-se brevemente a abordagem de Claeyssen,

[CLA 90al, para a equagao matricial de segunda ordem
Mi(t) + Ca(t) + Ka(t) = £(1), (3.2)

sem o uso de reducao de Hamilton a primeira ordem. Isto é feito através da resposta

impulso matricial.
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O tratamento dado aqui estd baseado na transformada de Laplace.
Isto permite relacionar diretamente a resposta impulso matricial a matriz de trans-
ferencia. Uma formulacao explicita é dada em termos de uma equacao diferencial
caracteristica escalar e uma equacao matricial discreta. Isto permite estabelecer
varias propriedades de sistemas de segunda ordem. Por exemplo, permite estender
propriedades tais como a identidade de Cayley-Hamilton, relagoes de tipo semi-
grupo e uma caracterizacao de autovetores. Esta abordagem pode ser facilmente

generalizada para sistemas continuos e discretos de ordem superior.

3.2 Abordagem Direta

Nesta secao, descreve-se a abordagem direta para equacoes diferenciais

matriciais de segunda ordem
Mai(t) + Ca(t) + Kat) = £(¢), (3.3)

sem reduzir a um sistema de primeira ordem mediante a formulacao da matriz

companheira.

A solucao da equagao (3.3) esta dada por

alt) = ho(0)a(0) + h(eMa(o) + [ h(t — s)£(s)ds, (3.4

onde

hy(t) = h(t)M + h(t)C. (3.5)

e a fungao h(t) é a resposta impulso matricial, isto é, uma funcao de valores matriciais

que satisfaz a equacao diferencial

Mh(t) + Ch(t) + Kh(t) = 0,
Mh(0t) =1, h(0") =0,
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ou,

h(t)M + h(t)C + hK(t) = 0,

. (3.7)
h(0HYM =1, h(0")=0.
onde I denota a matriz identidade.
Do ponto de vista fisico, o impulso matricial f(¢) = d(¢)I, aplicado

a um sistema de segunda ordem inicialmente em repouso, produz uma mudanca
no momento. Portanto, a resposta impulso matricial pode ser idealizada como a
resposta de um sistema em repouso quando ¢ < 0 no qual foi aplicado um impulso

unitario no instante ¢ = 0, isto é

Mh(t) + Ch(t) + Kh(t) = §(t)I, Mh(0) =0, h(0) = 0. (3.8)

Os elementos hy;(t) da resposta impulso matricial sao interpretados
como a resposta da k-ésima componente do sistema devido a um momento inicial

(ou for¢a impulso unitdria) na j-ésima componente.

3.3 Foérmula Fechada para a Resposta Impulso Matricial

Mediante uma abordagem operacional [CLA 90a], [CLA 99], consegue-

se a formula fechada para a resposta impulso matricial:

2n j—1

h(t) = ) d" " V(t)hy, (3.9)

j=1 i=0

onde
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e Os escalares b; sao os coeficientes do polinomio caracteristico associado

a equacao (3.3), isto é,

2n
P(s) = det [s"M+sC+K] =) bs™™ (3.10)
1=0

e A fungao escalar d(t) é a solugao da equagao diferencial
bod P (1) + byd® V() + - - - + byp_1d'(t) + bypd(t) =0,  (3.11)
com os valores iniciais impulsivos
d(0) =d'(0) =---=d® 2(0) =0, byd® V(0)=1. (3.12)
e As matrizes escalares h; sao solugao da recursao matricial
Mh; = —Ch;_; — Kh,_,, (3.13)
com os valores iniciais

h(] = 0, Mhl = I

Também tem-se uma férmula fechada para as derivadas da resposta

impulso matricial

2n j—1

h® (1) =33 " bid" D () hg, (3.14)

7j=1 =0
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3.4 Relagao com a Matriz Companheira

A matriz companheira da equacao de segunda ordem (3.3) é uma matriz

de ordem 2n % 2n

0 I
A= . (3.15)
-M 'K -M'C

De acordo com [CLA 99],

= . . (3.16)

Derivando a matriz exponencial na origem, obtem-se a seguinte repre-

sentacao em blocos para as poténcias da matriz companheira

Ak | o M (3.17)
hoser B M |

onde hyj = h(()k)((]) satisfaz a equagao diferencial em diferengas
Mhg; = —Chg i1 — Khgy_o

com valores iniciais hyo = I and hy; = 0.

Sao enunciadas, a seguir, duas propriedades de translacao para a res-
posta impulso, que sao uma extensao da propriedade exponencial de semigrupos

para sistemas de primeira ordem

h(t + 5) = ho(t)h(s) + h(1)Mh(s),
(3.18)
h(t 4+ s) = ho(t)h(s) + h(t)Mh(s).
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Essas propriedades sao uma extensao daquelas para as fungoes matriciais seno e

cosseno que aparecem em sistemas conservativos (C = 0)

As propriedades (3.18) sao denominadas aqui as propriedades de semi-

grupos estendidas para sistemas de segunda ordem.

3.5 Comentarios Finais

A determinacao analitica da resposta impulso matricial h(¢) nem sem-
pre é possivel tentando o uso da abordagem espectral (andlise modal), pois as ma-
trizes M~1C e M~'K em geral nao sao comutaveis. Tal determinacdo sé seria
possivel com a reducao de Hamilton a primeira ordem, que aumenta a dificuldade
do problema, por duplicar o niimero de graus de liberdade e por perder a simetria

do sistema.

Com o uso da abordagem de Claeyssen, esta dificuldade é satisfatoria-
mente superada, pois nao ha hipdtese alguma sobre a matriz de amortecimento C.

Isto resolve o problema de maneira analitica.



4 CALCULO RECURSIVO DIRETO DA INTEGRAL DE
CONVOLUCAO

Neste capitulo, o objetivo também ¢ calcular a integral de convolucao

an = q(nAt) = /0" th(t — s)f(s)ds (4.1)

através da propriedades de translacao enunciadas na equagao (3.18).

4.1 Deducao do Método

A recursao obtida é exata para qualquer tipo de termo forcante, f(t),
sendo esta a diferenca principal com respeito ao método de Wolf apresentado na

subsecao 2.5.1.

Denotando por

an /On t h(nAt — s)f(s)ds (4.2)

i /0 " AL — $)E(s)ds (4.3)

tem-se que

(n+1)At

Qui1 = / h((n+ 1)At — s)f(s)ds
0

(n+1)At

= /”At h(At + nAt — s)f(s)ds + / h((n +1)At — s)f(s)ds

— hy(AY) / " n(nAY — $)E(s)ds + h(AHM / " A )E(s)ds

+ /Alt h(At — s)f(s +nAt)ds (4.4)

38



4.1 Dedugao do Método 39

onde, para obter a ultima igualdade, tem-se utilizado a primeira das propriedades

(3.18).

Portanto,
At

dn+1 = ho(At)q, + h(At)Mgq, + / h(At — s)f(s + nAt)ds. (4.5)

0
Similarmente,
. . At .

dn+1 = ho(At)q, + h(At)Mgq, + / h(At — s)f(s + nAt)ds. (4.6)

0

Consegue-se, enfim, o seguinte esquema recursivo analitico

At
dns1 = ho(At)gy +h(A)MG, + | h(AL— s)f(s +nAt)ds

(4.7)
. . At .
dns1 = Bo(At)gy +h(AOMG, + | B(AL— s)f(s + nAt)ds

Estas equacoes recursivas devem ser utilizadas simultaneamente. Observa-
se que qo = qo = 0 e que q; ¢ a integral de convolucao de 0 a At que pode ser
calculada aproximadamente por quadratura ou pelas férmulas de Newton-Cotes. O

vetor ¢; também pode ser calculado de maneira andloga.

As integrais das equacoes recursivas para n > 1 podem ser calculadas
também mediante integracao numérica. Por exemplo, pode-se utilizar a aproximagao

trapezoidal nos pontos t =0 e t = At:

/ BT (s 4 nAnds ~ %h(At)f(nAt) (4.8)

/AIt h(At — s)f(s +nAt)ds ~ % (h(AR(ADE(nAL) + M ((n+1)At)) (4.9)
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Substituindo as equagoes (4.8) e (4.9) no esquema (4.7), obtém-se um

método recursivo aproximado:

dn+1 = ho(At)q, +h(At)Mgq, + %h(At)fn
(4.10)
Gur1 = Do(A)g + h(A)Md, + S (R(A)R(ADE, + Mf,11)

onde

£, = f(nAt) (4.11)

4.2 Comentarios Finais

O método exposto neste capitulo nao torna-se restrito pela condicao de
ser exato para um tipo especifico de entrada. Pode-se observar que o esquema (4.7)

¢ exato independentemente do tipo da fungao f(¢).

As integrais (4.8) e (4.9) podem ser calculadas mediante esquemas
aproximados de integracao mais sofisticados para atingir maior precisao. Por ex-
emplo, tem-se as férmulas de Newton-Cotes de ordem 8, disponiveis em softwares
numéricos, ou os esquemas de quadratura de Gauss, que podem ser encontrados na

literatura.

Uma vantagem computacional notdvel do esquema (4.10) é que sé se

precisa o conhecimento do registro h(t) desde t = 0 até t = At.



5 SIMULACOES E APLICACOES

Neste capitulo, sao apresentadas simulagoes numérico-simbolicas de pe-
queno porte para verificar a exatidao do método recursivo apresentado no capitulo

anterior.

Além disso, sao apresentados modelos de parametros concentrados para
diversas estruturas da engenharia civil, com aplicacao de mecanismos de controle da

vibragao.

5.1 Simulacao Simbdlico-Numérica

Para fins de verificacao tedrica, sao consideradas as matrizes,

100 1 01 0 100 10 0
M=|010|.,C=]01 1 01]|,K=]| 10 100 10|, (51)
001 0 01 1 0 10 50

que podem ser deduzidas a partir de modelos massa-mola-amortecedor com trés

graus de liberdades.

O programa de computador escolhido foi o Maple V5, pela familiaridade
da autora com o programa. Vale a pena mencionar que poderia ter sido escolhido

qualquer outro software simbdlico tal como o Mathematica.

A figura 5.1 mostra as trés componentes da saida (solucao) da equagao

diferencial matricial

Mq(t) + Ca(t) + Ka(t) = £(t)

41
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e~t* cos(10t)

(12 + 2) cos(5t)
t?+1

com condi¢oes iniciais nulas, sendo a fungao f(t) =

t sen(10t)
tt+1

Para a implementacao computacional foi utilizado o Maple V5, sendo

calculada a férmula fechada de h(t):
2n j—1
h(t) =) 0 bid" " V(t)hy, ;.

7j=1 =0

Neste caso, devido ao tamanho do problema e a ordem de grandeza da quantidades
envolvidas, conseguiu-se calcular simbolicamente a fungao d(t) e suas derivadas,
resolvendo a equagao diferencial (3.11)-(3.12). Os coeficientes b; do polinémio car-
acteristico foram calculados facilmente a partir do det [S2M—|—SC +K] e as matrizes

h; foram obtidas utilizando a relagao recursiva (3.13).

Apés calcular h(t) simbolicamente, utilizou-se o esquema 4.10

41 = ho(At)q, +h(A)MG, + SLh(ANL,

Gur1 = ho(Af)q, + h(AOMG, + S (A(A)R(ADE, +M'f,1)
com um tamanho de passo At = 0.01.

A solugao “exata” foi calculada mediante a avaliacao direta dos com-

ponentes da integral de convolucao

/Ot h(t — 5)f(s)ds.
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Devido a forma funcional das componentes de f(t), a avaliagao exata nao é possivel.
Foi necessério o uso de um esquema aproximado de integracao (o esquema de Simp-

son com 500 pontos).

A superposi¢ao dos graficos azul (solu¢ao aproximada) e vermelho (solucao
“exata”) da resposta ¢;(¢), j = 1 : 3 na figura 5.1 mostra a validade analitica do

método.

fi (t) q1 (t)

fa(?)

Hh‘“"\‘“\\“\\\‘”“ﬂ\f
AL
\‘H 4“\%5 bwmzuawﬁ\‘lﬁm
. \\‘M‘j“\‘J\JHNCW\JH‘ w

‘HH U““H“‘H

IIH
4\\\\/ I
v

Q 0000 kpRRE
NomemHmemN

T L1
pPRR 000
OANLOOD

f3(t) qs(t)

Figura 5.1 Componentes da entrada e componentes da saida: em vermelho a
solucao simbolica exata e em azul a solucao numeérica aprorimada



5.2 Comentdrio Sobre a Ordem Computacional 44

5.2 Comentario Sobre a Ordem Computacional

Nesta secao, fazem-se algum comentarios relevantes sobre os diversos

métodos encontrados na literatura e na pratica e o método recursivo proposto.

Quanto aos métodos comumente utilizados na engenharia, globalmente
resumidos no método a generalizado apresentado na subsecao 2.4.5, pode-se dizer
que a ordem computacional ¢ quadrética, isto é, O(n?), pois envolve em cada passo
a resolucao de um sistema linear de equacoes pelo esquema de eliminacao de Gauss.
O método iterativo proposto também é de ordem quadratica, pois s6 envolve multi-
plicacao matricial. Este fato implica em alguma reducao do tempo computacional

para sistemas médios e grandes.

Porém, o esquema recursivo de Wolf, apresentado na secao 2.5 também
é de ordem quadrditica, O(n?). Mas o fato desse esquema ser exato sé para um
certo tipo de func¢oes, diminui o tamanho de passo At para atingir convergéncia,
como é mostrado por [CAN 00]. Vale a pena mencionar que o método de Wolf
também requer o conhecimento da resposta impulso h(t) do sistema, e portanto
requer a utilizagao da férmula (3.9). Esta é uma dificuldade séria para implementar

o algoritmo de Wolf pelos métodos cléssicos.

5.3 Simulagoes Numéricas

Nesta secao sao apresentadas algumas aplicacoes obtidos a partir do

Maple e do Matlab.

5.3.1 Vibragoes Transversais de uma Chaminé Alta

Considere um problema pratico: a vibracao de uma chaminé industrial

alta. Devido ao seu baixo amortecimento, as chaminés sao propensas a oscilar
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ao vento. Existe uma tendéncia para que um vento constante gere vortices que se
formam regularmente em lados opostos da chaminé. Conforme os vortices se formam
e desaparecem, desenvolvem uma, forca alternada sobre a chaminé, e a freqiiéncia com
que isto ocorre depende da velocidade do vento. Quando a freqiiéncia de formagao
de vértices estd proxima de uma das freqiiéncias naturais da chaminé, entao as
vibracoes ganham uma amplitude que, se continuam por muito tempo e a estrutura

for metdlica, quebram a chaminé devido a fadiga do metal.

Se existe suficiente amortecimento, as oscilacoes nao progredirao em-
bora a freqiiéncia de formacgao de vértices e a freqiiéncia natural da chaminé seja
a mesma. Um método de aumentar artificialmente o amortecimento na chaminé é
construir a chaminé sobre uma fundacao elastica com plataformas de suporte feitas
com material de alto amortecimento. Quando a chaminé flexiona, a fundacao elastica
se deforma e seu alto amortecimento aumenta a taxa de dissipacao de energia da

chaminé.

Newland, [NEW 89], calcula as freqiiéncias naturais e formas modais
de um modelo de parametros agrupados, com sete graus de liberdade, para uma
chaminé na auséncia e diante de amortecimento na base. Aqui, considera-se este

problema para n graus de liberdade.

A figura 5.2 mostra um modelo de parametros concentrados no qual
a chaminé é modelada mediante n barras rigidas e sem massa, enlacadas umas as
outras. Em cada junta do modelo, x representa a rigidez de flexao, m a massa
de cada elemento localizada no centro de cada barra, e é igual a massa total da
chaminé dividida em n partes, u;, © = 1,...,n, sao os deslocamentos transversais
nos extremos das barras e [ representa o comprimento de cada barra e é igual a

longitude total da chaminé L dividida em n partes.

O método usado para determinar as equacoes de movimento do sistema

esta baseado no Principio de d’Alembert e considera o equilibrio rotacional ao redor
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Fma(iig + ii1)

LTmayiiq |

Figura 5.2 Modelo idealizado de uma chaminé flexivel, sobre uma fundag¢ao eldstica,
e as forcas que agem em cada massa representativa

de juntas sucessivas, comecando pelo n-ésimo elemento. O Principio de d’Alembert
permite que o problema seja reduzido a um problema estatico, supondo que atuem
forcas (massa X aceleragao) estaticas em cada massa, com dire¢oes opostas as das

aceleracoes de cada massa.

Para a barra superior, o equilibrio rotacional ao redor do enlace requer

que
mg ml . ; Up — Up—1  Up—1 — Up_2
para o equilibrio rotacional das ¢ barras superiores juntas, i = 2,...,n — 2, ao redor

da i-ésima junta, contada desde a parte superior é necessario que

i—2
Up—j + Up—j— mg
mg; (ijl - un—i) + o (Un—it1 — Un—;)
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i—1
mi ) ] Y - Up—i+1 — Un—j Up—i — Up—4—
_IZ[Q(Z_]) _1] (un—j+un—j—1) =K < +1l _ ; 1)

J=0

e, para a (n — 1)-ésima barra, contada desde a parte superior deve-se ter que:

n—3

J=0

_mjl i [2(n = §) = 3] (iinj +iinj1) = & <“2 — - %) L (5.4)

J=0

Para o n-ésimo elemento contado, desde a parte superior

N

n—

mg mg

7 : (Un_j + Un—j—l) + 7,”1
7=0
—2 .
ml . . . U u
— o 2200 = ) = (g + i) = K- (5.5)
j=0

As equagoes (5.2), (5.3), (5.4) e (5.5) escritas em forma matricial, sao

Mq(t) + Ca(t) + Ka(t) = £(1), (5.6)

onde os coeficientes matriciais da equacgao diferencial sao

(00 0 0 0 1 1]

00 O 0 1 4 3

00 O 1 4 8 3
M:mzl Kg,

01 4 4n—"5) 4n—4) 4n—-3) 2n—5

1 4 8 4n—4) 4n—3) 4n—-2) 2n—3

408 12 4n—3) 4n—2) 4n—1) 2n—1
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— mg
K==%x
[ 0 0 0 25 (-msr+1)  (F-1)
0 0 0 (25 +5) (25 -2) —2 1
. . . : N_s’
25 7(7:—;4»27175) (73—'5172) —2 2 —2 1
L (2—’;—2 —2 —2 —2 —2 —2 1

a matriz C tem todos seus elementos nulos, exceto ¢, ; = ¢/l N-s/m, o vetor q(t) é

definido por

(3} (t)
U9 (t)

un (1)

e f(t) é a excitacao externa.

Sao fornecidos valores numéricos aos parametros do sistema. Analoga-
mente a Newland, [NEW 89], suponha-se uma chaminé de L = 42 m de altura,

diametro D = 2.25 m, espessura da parede ¢ = 6.8 mm e um peso total de 21 tons.

Para achar a rigidez rotacional x, entre barras adjacentes, é sabido que,
de acordo com a teoria de vigas de Euler-Bernoulli: ¢ = %, onde ¢ é o angulo de
deflexao rotacional dos dois extremos de uma viga de comprimento [ sujeita a um
momento flector M, E é o mdédulo de Young e I é o segundo momento de drea da

secao transversal da viga dada por I = g [D* — (D — 2t)"]. Entdo, substituindo-se

a ultima igualdade na anterior, segue que

M FEI wF
= — =—"=_—"[D'*—(D-2t)*

com

— F=2.1x 10" N/m?
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— D=225m
— £ =6.8 mm
— = WQ m; e, para os outros parametros:
m = % Kg
— Kk =1.05x 10* N m/rad
— K = 2k,
— ¢=0ou 5.85 x 10" N m s/rad
Para comparagao com os resultados enunciados em [NEW 89], foram

calculadas as freqiiéncias naturais para n = 7, utilizando o MATLAB, e os resulta-

dos sao mostrados na tabela 5.1 A diferenca existente entre os resultados deve-se

Modo | Autovalor Calculado | Autovalor de Newland
1 7.03 6.84
2 44.23 43.06
3 126.77 123.43
4 263.89 256.92
5 497.41 484.27
6 991.03 964.86
7 3237.52 3152.0

Tabela 5.1 Fregiiéncias naturais para a chaminé com n =T graus de liberdade

a maneira que o MATLAB e o programa utilizado por [NEW 89] calcularam os

autovalores da matriz companheira associada a equacao (5.6).
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A seguir, sao mostrados resultados graficos conseguidos para o sistema
com n = 7 graus de liberdade. A excitacao sismica tem uma duracao de 100 seg,

tal como se aprecia na figura 5.3.

1500 T T T T T T T T

1000 |-

00000 " " " " " " " " "
[S) EXe) =0 =0 a0 =TS} [=Y=) E) s0 =Y} 100

Figura 5.3 Historico da acelerag¢ao de um sismo afetando uma chaminé comn =7
graus de liberdade (dados reais do terremoto de Loma Prieta)

Na figura 5.4 podem-se apreciar os deslocamentos dos diversos elemen-

tos da chaminé discretizada.

As matrizes h(At), ho(At), h(At) e ho(At) foram calculados no Maple,
utilizando o método LSODE (Livermore Stiff Ordinary Differential Equations), de-
senhado exclusivamente para problemas ‘duros’. A necessidade da utilizacao deste
método é evidente pois problema é duro. Observa-se que as quantidades envolvi-
das para o célculo da fun¢ao d(t) eram da ordem de 1075 enquanto que a ordem
dos resultados foi 10~7. Conseguir esses valores mediante um ODE solver numérico
cldssico é uma tarefa muito complicada e as vezes impossivel ja que a manipulacao

de tais quantidades compromete seriamente o desempenho do computador.

Na figura 5.4, pode-se observar que o deslocamento da massa j tende a
equilibrar o deslocamento da massa j + 1 ficando exatamente no lado oposto, para

evitar a quebra do material.
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Figura 5.4 Deslocamentos das massas discretizadas de uma chaminé com 7 graus

de liberdade
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5.83.2 Prédio sujeito a uma Ezxcita¢ao Periodica

Considere-se um prédio, como um sistema de elementos com massa
distribuida e elasticidade, sujeito a forcas de controle u; e excitagoes externas w; e
com as seguintes suposicoes simplificativas:
1. a massa de cada andar estd concentrada ao nivel do chao;

2. a elasticidade entre as colunas e as paredes é linear;

3. nao se considera a rotacao entre as massas, portanto, a resposta estru-

tural é descrita por um deslocamento e uma forca em cada andar;
4. o amortecimento externo de cada andar é zero.
Um prédio com n andares, pode ser representado por um modelo de
parametros concentrados, por exemplo, de 4 andares como é mostrado na figura 5.5.

A equacao diferencial matricial que governa o deslocamento dos andares
é da forma:

Mq(t) + Ca(t) + Kq(t) = £(t)
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onde:
ma 0 0
0 mo 0
M = Kg,
0
0 0 my,
ki+ky —ko 0 0 0
—ky kot ks —k3 0 0
0 —k ks + k 0 0
K — 3 3 4 N/m,
0 0
0 0 0 kn1+kn —kn
0 0 0 —kn Ky
c1 + Co —Ca 0 0 0
—Ccp CptceC3  —c3 0 0
0 —c cs+c 0 0
C _ 3 3 4 N—S/m,
0 0
0 0 0 s Cpo1 oy —Cp
O O O —Cp, Cn
Numericamente, supoe-se que m; = mg = mg = -+ = m, = 4000 Kg e
k1:k2:k3:---:kn:5000N/m,e01202:c3:---:cn:400 N—S/m.

A seguir, mostram-se resultados numéricos para um prédio de quatro

andares submetido a uma aceleracao sismica como a que aparece na figura 5.6
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Figura 5.5 Modelo de vibracao horizontal de um edificio de quatro andares e as
forcas restauradoras atuando em cada massa (andar)

As matrizes M, C e K sao:

[ 4000
0
0
0

—400 800

0 0 0
4000 O 0
Kg,
0 4000 O
0 0 4000
800 —400 0 0
—400 0
N-s/m,

0 —400 800

0

—400
0 —400 400

(5.8)
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Figura 5.6 Histdrico da aceleragdo de um sismo (dados reais do terremoto de Loma

Prieta)
e _ -
10000 —5000 0 0
—5000 10000 —5000 0
K= N/m. (5.10)
0 —5000 10000 —5000
0 0 —5000 5000

Para um tamanho de passo At = 0.005 tem-se estabilidade, e os valores

numéricos (sem unidades fisicas) de h(At), h(At), ho(At) e ho(At) sao:

[ 1249362427 105 3185428 109 1052 10712 29 10~
h(A) = 3185428 1079 1249362497 10~°  .3186601 10~° 1043 10712
1052 10712 3186601 1079 .1249362524 107°  .3186518 10~
|29 10 1043 10712 3186518 1077 .1249681135 10° |
(5.11)
[ 9999687625 1561440219 10~ .3517353 1078 56241 1010
ho(A) — 1561434313 104 19999687703 156120 104 2774326 1078
.3418013 108 156120 104 19999687683 1562178615 104
| 56183 1071 2773783 107 1562188669 10~* 19999843799

(5.12)
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2497423501 10~3 .1287760973 1075 .327053596 10~'° 25939 1013
1287760973 1075 .2497423837 10~3  .12877553 1076 32561302 10~!°

b = 327053596 1010 12877553 1076  .2497423833 103 .1288098887 10 ¢
| 25939 10713 32561302 10710 1288098887 107¢ .2498711586 1073 |
(5.13)
(§]
[ 1249203155 101 .6243627230 1072 1591678071 10~° 5114 107° ]
(A = 6243627053 1072 —.1249043895 10~' .6243626401 1072  .1592777004 107°
159224987 1070 6243626546 1072  —.1249043868 10~'  .6245219362 1072
I 4927 107° 1592229498 107° 6245219682 1072 —.6246812419 1072 |
(5.14)

A matriz de amplificagao do método recursivo tem todos os seus auto-
valores com valor absoluto menor que 1, e este fato, portanto, garante a convergéncia

do método.

Na figura 5.7 sao mostrados os resultados graficos dos deslocamentos

dos andares.

Pode-se observar que o deslocamento é maior no quarto andar, e isto
confirma o fato que os movimentos sismicos sao sentidos com maior intensidades nos

andares mais altos.

Cabe salientar que os valores de h(At), h(At), hy(At) e hy(At) foram
obtidos pela substitui¢ao direta ¢ = At na forma fechada (3.9).

5.4 Controle Ativo: ATMD

Nesta secao é considerado o controle por um amortecedor ativo de massa

regulada (ATMD), como se mostra na figura 5.8, [YAN 82], [YAO 84], [YAN 87].
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Figura 5.7 Deslocamentos dos quatro andares de um prédio sujeito a uma excitagao
sismica, m=4000K, ¢=400 N-s/m, k=5000 N/m
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Ug
Ugqg mq

/e /e

Figura 5.8 Modelo Estrutural de um Prédio de n Andares com Sistema de Controle
de Amortecedor Ativo de Massa Regulada (ATMD)

As equagoes diferenciais dos deslocamentos dos andares relativos a base

Sao

my (i1 + X,) + cidn + eo (i — d9) + kaiwy + ko (w1 —22) = 0,

mj (5 + Xg) + ¢ (&5 — @jo1) + g (i — @501) + ki (05 — 250) + k(2 — 2j) = 0,
j=2,...,n—1,  (5.15)
M (3 + Xy) + (B0 — Fnei) + ca(Fn — F4) + kn (20 — 2n1) + ka0 — 74) = —ug,

ma(ia+ Xg) + ca(fa — in) + ka(vg — 20) = ua,
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que podem ser escritas na forma matricial como

Mg + Cq + Kq = gug + MvX,(t), (5.16)
onde:
1 (1)
(1)
eq=q(t)=|: é o vetor (n+1) x 1 de deslocamentos relativos a
(1)
| Zalt) ]
base das massas dos andares e da massa ativa; bem como, q = q(t) =
2
%q(t) é o vetor de velocidades correspondentes e q = q(t) = %q(t) é

o vetor de aceleragoes absolutas;

e M é a matriz (n+ 1) x (n+ 1) de massas

my,

mgq

sendo m; a massa do i-ésimo andar, 7 = 1,...,n, e my a massa do

amortecedor;
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e C ¢é amatriz (n+ 1) x (n+ 1) de amortecimento interno,

1+ ¢ —C9
—C9 Co + C3 —C3
—C3 C3 +cy4 —cy
C= ,
—Cp Cp+Cqg —Cq
—Cq Cd
sendo ¢; o amortecimento interno do i-ésimo andar, 7 =1,...,n, e ¢4 0

amortecimento do ATMD;

e K é a matriz (n+ 1) x (n+ 1) de rigidez lateral,

ki +ky  —ko
—ky kot ks —k3
—ks ks t+ky —ky

K= ,
—kp kn+kqe —kg
—ka  ka
sendo k; a rigidez lateral do i-ésimo andar, i = 1,...,n, e k; a rigidez
do ATMD:
0
0
o g— | éovetor (n+1) x 1 de localizacao do controlador (neste
0
-1
1

caso, acima do n-ésimo andar);

e u, é a forca ativa do controlador;
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o v = | éum vetor (n+1) x 15 e

o X, () é o registro da aceleragio do terremoto.

Utilizando leis de controle 6timo instantaneo com indice de desempenho
quadrético, que é uma medida da eficicia do controle (menor esfor¢o, menor deslo-

camento e velocidade), [BRO 91], [YAN 87], [YAN 91}, isto é,

J(t) = 4" (H)Qua(t) + a (1) Qua(t) + R(ua(t))’ (5.17)

onde as matrizes Qg1 e Qg2 de ordem (n+1) x (n+1) e o escalar R sao escolhidos

mediante certos critérios, a for¢a de controle u4(t) é dada por

At

ua(t) = 358 (M_I)T<Q21q(t) + Q22q(t)) (5.18)

de acordo com [YAN 87], [YAN 91].

5.4.1 FExemplo Numérico

Na tabela 5.2, sao apresentados os dados numéricos utilizados na si-

mulacao numérica. Considera-se um prédio com 10 andares.

Mostrar-se-a, também, a seguir, os resultados graficos da simulacao. Na
figura 5.9, é feito o registro da aceleracao do terremoto junto com seu espectro de

freqiiéncia.

Na figura 5.10, sao mostrados os deslocamentos de alguns andares de
um prédio sem controle. Pode-se observar que o deslocamento de um andar j é

compensado pelos deslocamentos dos andares vizinhos, 7 +1e 5 — 1.



5.4 Controle Ativo: ATMD 62

Aceleracao do Terremoto
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Figura 5.9 Registro no Dominio do Tempo e da Freqiiéncia da Acelera¢ao do Ter-
remoto

Na figura 5.11, sao mostrados os deslocamentos de alguns andares e da
massa reguladora do controle. Pode-se observar que o deslocamento de um andar j
é equilibrado de alguma maneira pelos deslocamentos dos andares vizinhos, j + 1 e

j—1.

Observando as figuras 5.10 e 5.11, pode-se perceber o resultado de
aplicar um controle sobre uma estrutura, na reducao da amplitude do deslocamento.
Isto deve-se ao fato que o mecanismo de controle aumenta de alguma maneira o
amortecimento global do sistema, permitindo que a energia vinda do movimento

sismico seja rapidamente dissipada.

Este problema envolve o manuseio de quantidades da ordem 1075, mo-
tivo pelo qual o cdlculo numérico pode ser impreciso. A escolha do ‘ODE solver’
deve ser cuidadosa para o tratamento numérico do problema. Aqui, tem-se utilizado

o método [sode, incluido no Maple.
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Parametro do Sistema ‘ Valor do Parametro
n 10
M m; =345.6 ton, 1 =1,...,n
mg = 29.63 ton
C ¢; =2937ton/s,i=1,...,n
cqg = 25 ton/s
K ki =3.404 x 10° kN/m, i =1,...,n
kg = 957.2 kN/m
Qo1 { O(n—l)*x(n—l—l) |
335 -—335 1"
—67 —67
—100.5 —100.5
—134 —134
—167.5 —167.5
* = 6.7 —201 —201
—234.5 —234.5
—268 —268
—301.5 —-301.5
—335 —335
| 3756 322 |
0 n—1)x(n+1
'y X
T 675 58 17
135 11.6
202.5 174
270 23.2
3385 29
** — 6.7 405 34.7
472.5 40.5
540 46.3
607.5 52.2
675 58
| 322 57 |
R 1073

Tabela 5.2 Valores Numéricos dos Parametros Fisicos envolvidos no modelo.
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Figura 5.10 Deslocamentos dos andares primeiro, sequndo, quinto, nono e décimo

de um prédio sem mecanismo de controle.
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Figura 5.11 Deslocamentos dos andares primeiro, sequndo, nono e décimo e da
massa requladora do controle.
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5.5 Comentarios Finais

O método exposto neste capitulo nao esta restrito pela condicao de ser
exato para um tipo especifico de entrada. Pode-se observar que o esquema (4.7) é

exato independentemente do tipo da funcao f(t).

As integrais (4.8) e (4.9) podem ser calculadas mediante esquemas
aproximados de integracao mais sofisticados para atingir maior precisao. Por ex-
emplo, tem-se as férmulas de Newton-Cotes de ordem 8, disponiveis em softwares
numéricos, ou os esquemas de quadratura de Gauss, que podem ser encontrados na

literatura.

Para calcular h(t) é necessario o uso de um ‘ODE solver’, e deve ser
escolhido cuidadosamente, para poder tratar de maneira precisa o problema em
questao. Os problemas tratados neste capitulo sao ‘duros’ (stiff problems), e apos
varias tentativas observou-se que o método Ilsode é o mais adequado para este tipo

de situacoes.

Uma vantagem computacional notdvel do esquema (4.10) é que sé se

precisa o conhecimento do registro h(¢) desde ¢t = 0 até ¢t = At.



6 CONCLUSOES

O presente trabalho desenvolveu um método recursivo proveniente da
utilizacao de propriedades de transicao da resposta impulso, para o calculo da inte-

gral de convolu¢ao como resposta forcada de sistemas de segunda ordem.

Tal método é vantajoso em relacao a outros métodos analiticos e numéricos
pelo fato que ele nao requer o calculo numérico direto dos autovalores como é o caso
da analise modal ou de suposicoes restritivas para a matriz de amortecimento, tais

como a hipdtese de Rayleigh.

A vantagem numérica observada em relacdo aos métodos de integracao
tais como os de Newmark e Wilson, deve-se ao fato que o método proposto esta
baseado em resultados analiticos, enquanto que os outros partem de esquemas em

diferencas aproximados para a velocidade e aceleragao (q(t) e G(t)).

A dificuldade maior neste método esta no fato que ha necessidade de
calcular a resposta impulso. Para sistemas pequenos pode ser utilizada a férmula
fechada, [CLA 99], e para sistemas de médio e grande porte deve ser escolhido um

método numérico eficiente.

Como trabalho futuro, propoe-se a utilizacao do método recursivo em
outras aplicacoes. No aspecto analitico sugere-se a generalizacao do método para

sistemas de ordem n.
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