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Resumo

Em [2]|, assumindo algumas hipoteses sobre A e f, Diaz provou que para
a validade do Principio do Maximo Forte para as solugoes fracas C*' de

div(A(|Dul)Du) — f(u) <0, >0, (1)

era necessaria a condicao

1 ds
Aﬂﬂmm:m’ @)

onde
P = [ iy, paras >0, ) = (),

H(t) =tQ(t) — /t Q(s)ds, parat>0, H(0)=0.

Nesta dissertacdo, com base nos trabalhos [6], [5], provamos a suficiéncia
da condicao de divergéncia (2) para a validade do Principio do Méaximo Forte
para (1), sob hipoteses ligeiramente mais gerais que em [2].

Ao final, estendemos o resultado para inequacoes da forma

Di{a"”(x)A(|Du|Dju)} — B(x,u, Du) <0, u>0.



Abstract

In [2], under some assumptions about A and f, Diaz proved that for the
Strong Maximum Principle to be true for the C! solutions of the inequality

div(A(|Dul)Du) — f(u) <0, >0, (1)

it was necessary to have the condition

1 ds
| i = @
where

F(s) = /0 Cf(y)dy, fors >0, Q) = tA(D).

H(t) =tQ(t) — /tQ(s)ds, fort >0, H(0)=0.

In this dissertation, based on the works [6], [5], we prove the sufficiency of
the divergence condition (2) for the validity of the Strong Maximum Principle
for (1), under slightly more general hypotheses than those assumed in [2].
At the end, we extend the result for inequalities of the form

Di{a"(x)A(|Du|Dju)} — B(x,u, Du) <0, u>0.
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1 Introducao

O Principo do Maximo Forte, em seu enunciado mais simples, afirma que
em dado dominio D C R", uma fungao subharmonica v € C*(D) (Au > 0)
que atinge o seu méximo no interior de D é constante.

De acordo com |[7], esse resultado ja era conhecido por Gauss em 1839 e o
problema de sua generalizagao para operadores elipticos mais gerais perma-
neceu em aberto até o inicio do século XX. Contribuicoes nesta direcao foram
feitas por Bernstein(1904), Picard(1905) e Lichtenstein(1912, 1924) sob hi-
poteses restritivas de regularidade e por métodos de bastante dificuldade.
Finalmente, em 1927, Eberhard Hopf obteve o resultado para operadores
elipticos lineares, por meio de uma técnica de comparacao essencialmente
elementar. A prova de Hopf tornou-se uma referéncia classica, tendo sido re-
produzida em muitos textos subsequentes. Mais recentemente, o Principio do
Maximo foi estendido para solucoes fracas de inequagoes diferencias elipticas
quasilineares com singularidade, uma teoria iniciada por Vazquez e Diaz na
década de 1980, previamente sugerida por Benilan, Brezis e Crandall [1].

Em (8], Vazquez estuda as condigoes para a validade de um enunciado
equivalente ao principio do maximo para as solucoes fracas localmente inte-
graveis da inequacao

Au— f(u) <0, =x€DCR", (1.1)

assumindo f continua e nao-decrescente em R, com f(0) = 0. A suposi¢ao
principal era a de que

' ds ’
/Om:oo7 com F(S):/O f(y)dy, (1.2)

ou f(u) =0 em [0,7), para algum 7 > 0. Sob tais hipoteses, foi mostrado
que qualquer solucgdo fraca nao-negativa de (1.1) em D ou é estritamente
positiva em D ou identicamente nula. Vazquez estende este resultado para a
inequagao

Apu—f(u) <0, m>1, axe€DCR" (1.3)

onde A,u = div{|Du|"?Du}, sendo necessario para isso substituir a con-

digdo (1.2) por D
/0 TF{m = 00. (1.4)

Em [2|, Diaz estudou a inequagao

div {A(|Dul)Du} — f (u) <0, (1.5)



sob a hipotese de que a fungao (t) = tA(t) seja continuamente diferenciavel
em (0, +00), com a condigao de elipticidade Q' > 0, para t > 0, e Q(t) — 0
com t — 0. Diaz mostrou que o principio do méximo forte nao vale se

! ds
/0 —H—l(F(s)) < 00, (1.6)

onde a funcdo H é definida como H(0) =0e H(t) = tQ(t) — fot Q(s)ds para
t > 0. Asinequagoes (1.1) e (1.3) sdo casos particulares da (1.5) quando A =
1, com H(t) = 312, e A(t) = t™ 2, com H(t) = (m—1)t"™/m, respectivamente.
Ocorre que, nestes casos, a (1.6) torna-se a negacao das (1.2) e (1.4), o que
assegura também a necessidade destas condicoes para o principio do maximo.

O objetivo desta dissertacao, feita com base nos trabalhos de Pucci, P.;
Serrin, J. [6], [5], é provar a suficiéncia da condigao de divergéncia

! ds
J, e = "

para a validade do principio do méximo forte para as solugoes fracas de
determinados tipos de inequagoes diferencias quasilineares elipticas singulares
em forma divergente.

Apo6s as Preliminares, na Secao 3, consideramos as inequagoes

div{A(|Dul)Du} — f(u) <0, u>0, (1.8)

div {A(|Dul)Du} — f(u) >0, u>0 (1.9)

em um dominio D de R", nao necessariamente limitado, para n > 2.
Estaremos assumindo as seguintes condigoes sobre as funcoes A = A(t) e
f = fu)

(A1) A e C(0,400);

(A2) t — tA(t) é estritamente crescente em (0,400) e tA(t) — 0 com
t— 0;

(F1) f € C[0, +o0);

(F2) f(0) =0 e f & ndo-decrescente no intervalo [0, d), para algum § > 0.
Provamos a suficiéncia da condi¢ao mencionada para o principio do maximo
forte para (1.8), seguindo o procedimento feito em [6]. Comegamos provando
o Lema 2, que nos permite construir funcoes de comparacao para as solugoes
de (1.8). Isto &, para uma dada solugao u de (1.8) em D, construimos uma
solugao v de (1.9), em um dominio limitado a ser definido Exr C D, tal que
v < u em 0Eg. No Lema 3, provamos entao um resultado de comparagao
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para estas solucoes em dominios limitados; quando aplicado a funcao obtida
pela negacao do principio do maximo forte e a correspondente funcao de com-
paracao construida, tal resultado nos leva diretamente a uma contradicao.
Observamos que o método de construcao utiliza apenas calculo elementar,
dispensando o uso de teorias de ponto fixo como em [5].

Na Secao 4, estendemos o resultado para inequacoes na forma

D; {a”(x)A(|Dul|) Dju} — B(z,u, Du) <0, (1.10)
onde empregamos a notagao

0

D'L’ = )
8@»

1=1,...,n,

e suprimimos o somatorio em 1 <,5 < n.

Exigimos que {a” ()} seja uma matriz simétrica, uniformemente eliptica
e continuamente diferenciavel no dominio e as seguintes hipoteses mais fortes
sobre A:

(A1) A € CH0,+0),

(A2) Y (t) >0 parat >0e Q) — 0 comt— 0.
Além disso, suporemos que B(z, z, p) seja continua em seu dominio e satisfaga
a uma condicao da forma

B(z,u, Du) < const.Q(|p|) + f(u), (1.11)

para x € D, uw > 0 e p € R" com |p| suficientemente pequeno. Para f,
continuaremos assumindo as condigoes (F1) e (F2).

A prova neste caso é essencialmente a mesma do caso anterior, onde o Lema
2 tem papel proeminente. Para o passo final é necessario um lema de com-
paracdo adequado & inequagdo (1.10), que obtemos como corolario de um
teorema de comparacgao provado na dtltima secao.



2 Preliminares

2.1 Solucoes Fracas

Queremos definir o conceito de solugao fraca para as inequagoes (1.8),
(1.9) e (1.10). Comegaremos ilustrando a idéia para a Equacao de Poisson.
Adotamos a notagao

0
Di:_7 .:17"'7 )
a:[;i 1 n

e estaremos sempre pressupondo o somatorio de expressoes com indices i
e/ou j, parai,j=1,...,n.

Recordemos o Teorema da Divergéncia:

Teorema 1. Seja D C R" um dominio limitado, com fronteira 0D C*.
Denotemos por v o vetor normal exterior a 0D. Entao, para qualquer campo
de vetores W € C'(D), tem-se

/ div W = W.v (2.1)
D oD

A partir do Teorema da Divergéncia, temos a féormula de integragao por
partes:

Proposigao 1. Seja D C R™ um dominio qualquer, f € C'(D)e ¢ € C3°(D).

Entao
/D Difé = — /D 1Dio,

C3°(D) ¢é o espago das funcgoes infinitamente diferenciaveis com suporte
compacto em D (supp ¢ contido no interior de D.)

parat=1,...,n.

Demonstrac¢ao. Parai=1,...,n, definimos o campo W; = (0,...,0, f,0,...,0),
com f em sua i-ésima coordenada.
Entao

div(pW) = D¢ - W + ¢ divW = D;of + oD, f

/Ddz'v(qu):/DDigbf—k/ngDif.

E possivel tomarmos um aberto U, com 90U C*, tal que supp ¢ C U C D.
Como o integrando div(¢W) é nulo fora de supp ¢, temos

/de<¢W):/sumdwwvv):/[]dwwv):/6U¢W.y:o,

8
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onde aplicamos o Teorema da Divergéncia na pentiltima igualdade. Dai segue
o resultado. O

Consideremos a Equacao de Poisson
Au=f (2.2)

em um dominio D C R™, aberto e limitado, para uma dada f € L*(D).
Uma fun¢ao u é dita solugao de (2.2), no sentido classico, se u € C*(D)

e satisfaz a equacao.

Seja u seja uma solugao de (2.2):

Dju=f

Multiplicando esta equacdo por uma funcao teste ¢ € C5°(D) e depois inte-

grando, obtemos
/ Djiu¢ = / fo.
D D

Podemos agora integrar por partes, vindo

_/DDiuDiqb:/ngzﬁ, ou seja, —/DDu-Déz/Dfﬁb-

Isso nos motiva a seguinte definicao:

Defini¢do 1. Dizemos que u € C'(D) é uma solucao fraca de (2.2) se u

satisfaz
_ / Du- Do — / 16, (2.3)
D D

para toda ¢ € C°(D).

Notemos que na expressao (2.3) nio precisamos mais do que a diferen-
ciabilidade de u (de fato é necessario bem menos do que isso). Além disso,
como vimos, se u € C?(D) & solugdo de (2.2), entdo u satisfaz (2.3), para
toda ¢ € C§°(D). Deste modo, o conceito de solugdo fraca é menos restritivo,
vindo a generalizar a defini¢ao classica de solucao.

As defini¢oes de solucao fraca para as inequacgoes de interesse neste traba-
lho sdo obtidas de modo anélogo ao que fizemos para a equacao de Poisson. E
necessario apenas que nos restrinjamos a tomar fungoes teste nao-negativas,
a fim de nao alterar as inequagoes.

Para uma solu¢ao u € C?*(D) de (1.8) temos

div {A(|Du|)Du} — f (u) <O0.
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Logo, para ¢ € Cg°(D), ¢ > 0,

[ DitauDDay o~ [ ruye<o

e integrando por partes vem

—/L)A(\Du])Du-Dqﬁ—/jjf(u)(bgO.

Defini¢do 2. Dizemos que u € C'(D) é uma solucao fraca de (1.8) se u
satisfaz

- [ Aquppu-Ds - [ fye <o (2.4
D D
para toda ¢ € Cg°(D), ¢ > 0.

Fagamos o mesmo para a (1.10). Supondo que u € C?(D) seja solugao
da inequacao, temos

Di{a"” (z)A(|Du|)D;ju} — B(z,u, Du) < 0.
Entao, para ¢ € C§°(D), ¢ >0,
/ Di{a” () A(|Dul) D;u}é — / (2,1, Du)p < 0
e integrando por partes

/{a“ A(|Dul) Dy} D — / (2,4, Du)b < 0.

Definigao 3. Dizemos que u € C'(D) é solugdo fraca de (1.10) se

/{a” A(|Du|)Dju}D;¢p — / z,u, Du)o <0, (2.5)

para toda ¢ € C§°(D), ¢ > 0.

2.2 Elipticidade

Nesta secao, definiremos o que é entendido por elipticidade das inequa-
¢oes (1.8), (1.9). Daremos primeiro a defini¢do classica de elipticidade para
operadores quasilineares.

10



Definicao 4. Dizemos que um operador diferencial de segunda ordem () é
quasilinear num dominio D C R"” se () for expresso na forma

Qu = a"(x,u, Du)Dyju + b(x, u, Du), (2.6)

para u € C*(D) e x € D. As fungoes coeficiente a”(x, z,p) e b(z, z,p), i,j =
1,...,n, sdo supostas definidas para todas as triplas (x,z,p) € D x R x R™.
Q ¢é eliptico em (x,z,p) se a matriz {a”(z,z,p)} for positiva definida. Se
{a(x,z,p)} for positiva definida para todos os valores de (z,z,p) € D x
R x R, Q é dito eliptico em D. Denotando por A(x,z,p) e A(z, z,p) 08
respectivos maior e menor autovalores de {a"(z,z,p)}, dizemos que Q ¢
uniformemente eliptico em D se o quociente A/ for limitado em D x R x R™.
Possivelmente, se para alguma u € C'(D) a matriz {a”(x,u(x), Du(z))} for
positiva definida, dizemos que @) é eliptico com respeito a wu.

A proxima definicao estende o conceito de monotonicidade para campos
de vetores.

Definicao 5. Seja A : U C R" — R" uma funcao vetorial. Dizemos que A
¢ monodtona se, para {,n € U,

sempre que & # 1.

A condi¢do (2.7) sera fundamental no que faremos mais adiante e também
em outras situacoes. A seguir, mostramos um exemplo em que ela é satisfeita.
Consideremos uma funcao real A tal que A(s) > 0, para s > 0, e Q(s) = sA(s)
seja estritamente crescente em (0, +00). Definamos A por

A(p) = Ap)p, peR", p£0, A(0)=0. (2.8)

Proposigao 2. A condigao (2.7) ¢é satisfeita por A dada em (2.8).

Demonstragdo. Se for n = 0, a condi¢ao (2.7) se reduz a A(|¢])[€]* > 0, que
¢ trivialmente satisfeita. Sejam pois £,n # 0. Se |£] = |n], temos,

(A(§) —A),E—n)
(A(ENE = AlnDn, & —n)
A(lENIE = > >0

11



e a condicao é satisfeita. Por fim, se || # |n|, pela desigualdade de Cauchy-
Schwarz, |(§,m)] < [¢][n], logo

(A(E) —An),E—n)
= A(lEDIE + Al In* = A(IENE, m) — Allnl){(n, &)
> Q(EDIEN+ QD Inl = QDI — Q(nDIg]
= {Q(I€) — Um0 & = |nD)-

A conclusdao é agora direta pois, pela monotonicidade de 2, os fatores do
altimo produto concordam em sinal. O

Proposicao 3. Suponhamos que A(z,p) : D x R" — R" seja continua e
continuamente diferencidvel com respeito a p em D x R™\{0}, com a matriz
jacobiana [D, A'(z,p)| positiva definida. Entao A(z, p) satisfaz a condigao
(2.7).

Demonstra¢ao. Comegamos notando que, se £ # 1 e o segmento [£,n] nao
inclui o 0, pelo Teorema do Valor Médio, para algum ¢ no segmento,

<A<I7£) - A(95777>>§ - 77> = <DPA<x7<)(£ - 77)75 - 77> >0

ja que [D, A'(z,p)] ¢ positiva definida em D x R™\{0}.

No caso em que 0 € [£,7), observamos que para algum ¢t € (0,1), 0 =
t&+ (1 —t)n e daf € = 6, com § = =4 < 0.

Uma vez que A é continua em D >< R™, podemos aplicar o Teorema do
Valor Médio separadamente aos segmentos [0,&] e [n,0]. Assim obtemos
0 < (1,C < 1 tais que

(A(z,&) — A(z,n),£ —n)
= (A(z,£) — A(2,0),§ —n) + (A(z,0) — A(z,m),§ —n)
= (DpA(z, )€, € — ?7> (DpA(z,G)(—n),§ —n)

= (DyA (ﬂrj )&, (1= 0718) + (DpA(z, Go)n, (1 — 0)n)
= (1-0"")(DyA(x ,<1)§,§>+(1—9)<DpA(x,Cz>n,n>-

Os ntimeros 1 — 071 e 1 — 6 sdo positivos e, novamente, como a matriz
jacobiana é positiva definida, segue que a expressao na tultima igualdade
acima ¢ positiva, concluindo a demonstracgao. O]

Em vista da Proposigao 3, quando A(z,p) é apenas continua na variavel
p, a condicao (2.7) aparece como uma generaliza¢do da nogao de elipticidade,
sendo suficiente em muitos casos. Pela Proposicao 2, a funcao vetorial p —
A(|p|)p em (1.8) é monotona e dai entdo dizemos que a inequacao é eliptica,
neste sentido generalizado.
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2.3 Espacos de Sobolev

Na tltima secao precisaremos de alguns resultados referentes aos espacos
de Sobolev. Faremos uma breve exposicao de alguns fatos fundamentais,
provando algumas passagens usadas no trabalho. Referimos [3| para mais
detalhes sobre o assunto.

Estaremos considerando a medida de Lebesgue em R"”. A medida de um
conjunto mensuravel D C R™ sera denotada por |D|.

Nas definicoes seguintes, por uma funcao f : D — R estaremos nos
referindo & classe de equivaléncia das funcoes mensuraveis em D que diferem
de f em um conjunto de medida nula.

Definicao 6. Para 1 < p < oo, definimos os espacos de Lebesgue LP(D) das
fungoes p-integraveis em D

LP(D):{ f:D—R : /D|f]p<oo}. (2.9)

Dizemos que f : D — R é essencialmente limitada quando existe C' > 0
tal que | {z € D : |f(z)| > C'}| = 0. Definimos o espago de Lebesgue L>°(D)
como

L®(D)={f:D—TR : féessencialmente limitada }. (2.10)

O namero inf {C >0: |{x € D:|f(z)] > C}| =0} é chamado supremo
essencial de f e o denotamos por ess sup pf.

p

i.(D) das fungoes p-integraveis nos compactos

Definimos ainda o espaco L
de D como

LP

loc

(D)={f:D—-R : feLP(V)V compacto V C D}. (2.11)

E imediato que os espacos recém definidos sao espacos vetoriais. Para

1 <p<oo, )
1l = ( / \f\p) (2.12)

define uma norma em LP(D) que o torna um espaco de Banach. Para p = 2,
L*(D) ¢ um espago de Hilbert com o produto interno

(f.9) = /ng. (2.13)

13



L>(D) é também um espago de Banach com a norma

[f |z () = ess sup pf. (2.14)

Um resultado fundamental nos espacos de Lebesgue é a Desigualdade de
Holder:

Teorema (Desigualdade de Holder). Se 1 < p,q < oo, f € LP(D), g € LY(D)
e +.=1entdo fg€ L'(D) e

/D 9l < 1oy llglze(o)- (2.15)

Observacaol: Se D C R é limitado, 1 <p < oo e f € LP(D), entdo
f1 € LYD), para todo 1 < g < p.

Demonstragio. f € LP(D), entdo f? € LP/9(D) e considerando a funcio
constante 1 € LP/*=9(D), pela desigualdade de Holder,

o= [171) " < {( L) (] 1)“}1” 210

p—q

= [1F ey D] 7,

concluindo o resultado. O

Chamamos de multi-indice a uma n-lista de nimeros inteiros nao-negativos
B = (f1,-.-,0n). O namero |f| = f1 + ...+ 5, é chamado a ordem de a.
Adotamos a notagao
D =D . DP

Definigao 7. Para u,v € L] (D) e um multi-indice 3, dizemos que v ¢ uma

derivada fraca de u com respeito a [ se

| pPuo= 7 [ ot

para toda ¢ € C5°(D).

Denotaremos por D?u a derivada fraca de u com respeito a 8. As deri-
vadas fracas sao tnicas ¢.t.p. e como podemos ver integrando por partes, se
DPu é a derivada de u com respeito a 3 no sentido classico, entdo é também
a derivada fraca respectiva, o que faz deste um conceito mais geral.

14



Definicao 8. Para k inteiro, 1 < p < oo, definimos o espaco de Sobolev
WHkP(D) como o espaco vetorial das fungoes u € LP(D) tais que existe D’u
e DPu € LP(D), para todo multi-indice 8 com 0 < |3] < k.

Em W#P(D), quando 1 < p < oo,

1/p

lullwss = {32 1D%ul, |

0<|8|<k

define uma norma que o torna um espaco de Banach. Quando p = 2, de-
notamos W*2(D) = H*(D), que é um espago de Hilbert com o produto
interno

(u,v)z/D Z DPuDPv.

0<|BI<k

Para p = co, W**(D) ¢ um espago de Banach com a norma

|| ullyyeoe = Z ess sup p|Dul.
0<|BI<k

Definimos
| Dull ooy = ||| Dull| Lo (D),

onde
n 1/2
|Du| = (Z Diug)
i=1

¢ a norma euclideana do gradiente de .

Teorema 2 (Desigualdade de Sobolev). Se 1 < p < n, existe uma constante
C = C(n,p), dependendo de n e p, tal que, para u € C3(R"),

[ul| o @y < CllDul|Lp @y,
onde o nimero p* = n”—f’p > p é chamado o conjugado de Sobolev de p.

A desigualdade acima é um fato acerca das fungoes C}. Como veremos,
poderemos aplica-la também em espacos de Sobolev por meio de resultados
de aproximacao por fungoes C*.

Definicao 9. Definimos a funcao suavizadora n € C*°(R) por

m@:{ChW{W%* ol <1 (2.17)

0 x> 1,
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onde a constante C' normaliza [, n = 1.

Definimos 7. € C*(R) por n.(z) = =1 (%), para cada € > 0.

Para um dominio D C R" e € > 0, usamos a notagao
D.={x € D : dist(x,0D) > €}.

Definicao 10. Para u € VVlif(D) e € > 0, definimos a funcao suavizada

u(z) = uxne(z) = / ne(e — y)uly)dy = / ne()u(z — y)dy,

D B(0,¢)
para x € D..
O seguinte teorema justifica nosso interesse pelas suavizagoes.

Teorema 3 (Aproximacao Local por Funcgoes Suaves). Se u € WHP(D),
1 < p < o0, entao

i) u¢ € C*(D,), para cada € > 0;

i) u¢ — u em W*P(V) com € — 0, para todo compacto V C D.

Notemos que, para um multi-indice 3, D°u¢ = {DPu}¢, como mostra o
célculo

DPuf(z) = /D Dine(z — y)uly)dy

=(-1)/" D{Dfm(w — ) hu(y)dy

—(~1)(~1)8 /D nez — 9){D%u(y) }dy
={Du}(x).

Proposig¢ao 4. Para u € W'(D), Du = 0 em qualquer aberto onde u seja
constante.

Demonstracao. Seja u = C' constante no aberto V' C D. Seréd suficiente
provarmos o resultado em vizinhancas dos pontos de V. Sejam entao z € V
er > 0tal que B= B(z,r) CV esatisfaz BC V. Para || =1lex €V,
€como vimos,

{Dﬁu}e(m) = Dﬁue(x)
=0 [ e = ypats)ay

= DﬁC/ ne(z — y)dy
1%
= DPC
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Entdo || D°uf||rs(.) = 0, para todo € > 0. Existe €; > 0 tal que € < &
implica B C V. Portanto também || Duf| 1,5 = 0. Daf vem

HDBUHLP(B) = HDBUHLP(B) — || DPu| o (B) < | DPuc — DBUHLP(B) —0

com € — 0 pois, pelo Teorema, u¢ — u em W7 (D). Logo Du =0 q.t.p. O

loc

Definigdo 11. Definimos W;”(D) como o fecho de C5°(D) em WP(D).
Assim u € WP(D) se, e somente se, existe uma sequéncia u,, € C3°(D)
tal que u,, — u em W*?(D) . Igualmente, HY(D) é o fecho de C§°(D) em
HY(D).

Notemos que, na Definicao 2, dizemos que u > 0 é solucao fraca de
div{A(|Dul)Du} — f(u) <0

se

/ A(|Dul)Du - Dé— / Fw)é<0,
para toda ¢ € C§°(D), ¢ >0
Quando v € H}(D), v > 0, Xlste uma sequéncia ¢, € C5°(D), ¢, > 0, tal

);
,
que ¢, — v em H'(D). Entao

/DA(|Du])Du-D¢m—/DA(]Du\)Du-Dv

IN

[ 141D D (Do — Do} < [ 1A(DUD DUl D8, ~ Do
D D

< [A(Dul) Dul| 2y | Db — Dol| z2(p)
pela Desigualdade de Hélder e de || D¢y, — Dv||12(py — 0 concluimos

/A(\Du!)Du-D¢m—>/A(]Du\)Du-Dv.
D D

/Df<u>¢m/Df<u>v

e, fazendo o limite m — 0 em

- [ AUDuhDu- Do~ [ fw)an <o

—/DA(]DuDDu-Dv—/Df(U)USO-

Isso mostra que podemos estender o espaco das funcoes teste incluindo as
fungoes positivas de Hj (D).

Analogamente,

vem
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Proposigao 5. Se u € C(D) N W'P(D) tem suporte compacto em D,
1 <p<n,entiou € C(D)NWyP(D) e vale a Desigualdade de Sobolev

lull Lo (py < CllDul| LoDy,
para uma constante C' = C'(n, p), dependendo de n e p.

Demonstracao. Pela proposicao anterior, definindo u = 0 em R™\supp u,
teremos ai Du = 0, donde podemos considerar v € C'(R™) N W1P(R").
Tomemos um compacto V' C R” tal que supp u esteja contido em seu
interior e seja d = dist(supp u,0V). Pelo Teorema, u¢ — u em VVli’f(]R”),
logo
ut — wem WHP(Vys). (2.18)

Quando € < £, se x € V\Vya e |y| <€, entdo u(z — y) = 0 e af temos

u(x) = / ne(z — y)u(y)dy = Am ne(y)u(z —y)dy = 0.

Assim, supp u® C Vyp & compacto em Vg3, donde estendendo u® = 0
em D\Vy3, temos u® € C3°(D). Por (2.18) e sendo u® = 0 = u em D\V3,
resulta

ut — u em WP(D)
e portanto u € C(D) N WyP(D).

Podemos igualmente estender u¢,u = 0 em R™\D de modo que, como
antes, u¢ € CJ°(R") e u* — u em W'P(R"). Aplicando a Desigualdade de
Sobolev sobre u¢, temos C' = C'(n,p) tal que

1w Lo* (py < ClDu| o0y, (2.19)
ja que supp u® C D. Para €, €3 > 0, entao,
Huq - UEZHLP*(D) S CH[)U61 — Du€2||LP(D),

o que da u¢ de Cauchy em LP" (D). Assim u¢ — v em LP (D), para algum v.
Ja que supp u® C Vi, ||u® —vl|Lepy = ||u® — v||ze(v,,,) € como [Viya| < +o0,
pela Desigualdade de Holder,

pp*
[u = vllLo(vy) < lu® = vl Loy Vayel =7,

donde u¢ — v em LP(D). Pela unicidade do limite, concluimos que u = v
e u¢ — u em LP' (D). Agora passando ao limite ¢ — 0 em (2.19), pela
continuidade da norma, obtemos o resultado desejado. O]
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Definicao 12. Uma funcao v : D — R é dita de Lipschitz se exsite uma
constante C' > 0 tal que

u(z) — uy)| < Clz —yl, (2.20)
para quaisquer z,y € D.

E imediato da definicdo que a condicio de Lipschitz implica a continui-
dade. Resulta do Teorema do Valor Médio que se u ¢ diferenciavel, com
derivada limitada em D, entao u é de Lipschitz em D.

O seguinte teorema caracteriza W pelas funcoes de Lipschitz.

Teorema 4 (Caracterizagao de W), Seja D C R" um aberto, limitado,
com fronteira D C'. Entéo

u: D — R éde Lipschitz se, e somente se, u € W'>®(D).

Corolario 1. Sejam D C R™ um dominio qualquere 1 < p < oco. Seu: D —
R é uma funcao de Lipschitz com suporte compacto, entao u € VVO1 P(D) e
vale a Desigualdade de Sobolev

vl Lo (py < CllDul| LoDy,
para uma constante C' = C'(n, p), dependendo de n e p.

Demonstracao. Tomando um compacto V C D com 9V C' e que contenha

supp u em seu interior, podemos aplicar o teorema em V' concluindo u €
Whee (V).
Como u = 0 é constante em D\V, também Du = 0 fora de V. Assim

/ Dup = / Dul? < | Dul? / 1 = | Dul?|V],
D \% 1%

donde Du € LP(D) e u € W™P(D). Pela condigao de Lipschitz, também
u € C(D) e o resultado segue pela Proposigao 5. O

Em vista do Corolario 1, podemos tomar funcoes de Lipschitz de suporte
compacto como fungoes teste nas defini¢oes de solucao fraca.
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3 Resultados para Inequacoes do Primeiro Caso

Comecaremos considerando as inequacoes em forma divergente

div{A(|Du|)Du} — f(u) <0, u>0 (3.1)

div {A(|Dul)Du} — f(u) >0, u >0 (3.2)

em um dominio D de R", nao necessariamente limitado, para n > 2.
Estaremos assumindo as seguintes condigbes sobre as fungoes A = A(t) e
f = flu):

(A1) A € C(0,400);

(A2) t — tA(t) é estritamente crescente em (0,400) e tA(t) — 0 com
t — 0;

(F1) f € C[0, +o0);

(F2) f(0) =0 e f é ndo-decrescente no intervalo [0, J), para algum § > 0.

(A2) é uma condigdo minima para a elipticidade. Além disso, ela permite
o comportamento singular ou degenerado de A em t = 0. A exemplo temos
A(t) = t™2 com m > 1. Quando 1 < m < 2, A é singular, sendo A(t) —
+oo comt — 0 e quando m > 2, A degenera-se em ¢t = 0, ocorrendo A(t) — 0
com t — 0. De fato, a escolha A(t) = t™ 2 d& o operador m-Laplaciano em
(3.1), que é conhecido por esse comportamento.

Entendemos por solugio de (3.1)/(3.2) em D uma fungao u € C'(D) que
satisfaca (3.1)/(3.2) no sentido fraco.

Com a notacao (t) = tA(t), se t > 0, Q(0) = 0, definimos
¢
H(t) = tQ(t) —/ Q(s)ds, t > 0. (3.3)
0

Denotando por Q7'(w) a inversa de Q(t), como pode ser visto geometrica-
mente, é claro que

tQ(t) = /Ot Q(s)ds + /0%) QO (w)dw.

Dai vem a representacao

H(t) = /Og(t) Q' (w)dw, t >0, (3.4)



da qual decorre que H ¢ estritamente crescente em [0, 00).
Observamos que no caso A = 1, temos H(t) = £t* ¢ a (3.1) assume a
forma classica
Au— f(u) <0, u>0;

Os casos A(t) =t™2 m > 1, com H(t) = (m—1)t"/m e A(t) = 1M1+ {2,
com H(t) =1 —1A/1+ t2, recuperam os operadores m-Laplaciano e de cur-
vatura meédia, respectivamente.

Observamos que a (3.1), quando vale a igualdade, é precisamente a equa-
¢ao de Euler-Lagrange associada ao funcional

Iu] = /D (GUDu) + Fu)}de,  Flu) = /O Cfs)ds, (35)
onde G é tal que A(t) = G'(t)/t, t > 0.

O Principio do Méaximo Forte para (3.1) corresponde a afirmagao de que, se
u é solugao de (3.1) e u(zg) = 0, para algum xy € D, entdo u =0 em D.

Podemos agora enunciar o resultado principal.

Teorema 5. Para a validade do Principio do Maximo Forte para (3.1), é
necessario e suficiente ou que f(s) = 0, para s € [0,7), 7 > 0, ou que

f(s)>0,s€(0,0)e ) ]
J, mr = .

Para a prova da suficiéncia precisamos de alguns lemas preliminares.

Lema 1. i)Para toda constante o € [0, 1], vale
F(ou) < oF(u), u€l0,9)

ii) Seja w = w(r) de classe C*(ry, 1), com w’ > 0. Entao Qo w’ é de classe
C'(rg,m1) se, e somente se, H ow’ é de classe C'(rg, ;) e neste caso,

{H (W' (r)} =o' (r{Q (" (r)}

Demonstragao. Noitem 3), como f é ndo-decrescente em [0, d), temos o f (ou) <
of(u), para u € [0,6), o € [0,1]. Integrando esta desigualdade,

/Ou o f(os)ds < /0 o f(s)ds
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¢ entao
Flow = [ s = [ orios)as
g[faf@ﬁk:u{Aaﬂﬁds:aF@&

No item ii), a necessidade decorre da representagao
Qw'(r))
H (W' (r) = / QO (w)dw.
0

Derivando esta igualdade, pela regra da cadeia, resulta
{H (W ()} =0 (QW (M) A{Q (W ()} =o' ({2 (W' (r)}"
Para a suficiéncia, provaremos o seguinte resultado elementar:

Sejam I,J C R intervalos, a € C(I), b € C(J), com a(l) C J,b>0e
B : I — R definida por

a(r)

B(r) = / b(s)ds, r,7el.
a(7)

Nesta situacao, se B € C*(I), entdao a € C*(I) e ’ = B'/boa.

Com efeito, para r € I e h > 0 suficientemente pequeno,

B _ B 1 a(r+h)
(r+h) (1) _/ b(s)ds
a(r)

h h
= b(a(r) + Ola(r + h) — a(r))alr + k) — a(r))

h
= b(alr) + Olalr+ ) — ar)) L0,

com 0 € (0,1) dado pelo Teorema do Valor Médio. Fazendo agora o limite
h — 0, ficamos com
B) —
Bmo:bm@»nma“+’2 alr)

h—0

isto é,




Logo, a € C'(I) e d = B'/boa.

Por fim, apliquemos este resultado com I = (rg,r1) e a = Qow’. Uma vez
que W' > 0, Q é crescente e 2(0) = 0, temos a(l) = (Qow') (rg,r1) C (0, 00).
Deste modo, podemos escolher J C (0,00) tal que a(I) C J e que b= Q7'|;
esteja bem definida. Teremos assim,

Qw'(r))
BO)= [ (s)ds = HW() - HED),
Q(w'(7)

donde B € C'(I). Segue que a = Qow' € Cl(rg,ry) e

WO = 5@y

como queriamos. (]

Lema 2. Suponhamos que f(s) >0, s € (0,0), e

0 ds
|, =y 0

ou que f(s) = 0, para s € [0,7), 7 > 0. Entdo, para quaisquer nimeros
positivos k, [, R e para e € (0,0) suficientemente pequeno, a inequacao

90D + Zlol) + 1) <0 (39

admite uma solugao v = v(r), C'' no intervalo [R/2, R], com

v(R)=0, v (R)=-a<0 (3.9)

0<wv<e em [R/2 R, (3.10)

para « suficientemente pequeno.

Ao admitirmos (3.7), estamos supondo, sem perda de generalidade, 0
suficientemente pequeno a fim de que F(0) € H[0,00). Tal condigdo é
verificada pelos operadores Laplaciano e m-Laplaciano, sendo nestes casos
HJ[0,00) = [0,00). Para o operador de curvatura média, H[0,00) = [0,1), o
que faz necessaria a restrigdo F(0) < 1.
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Demonstracao. Seré conveniente reduzir a prova ao caso [ = 1. Isso pode ser
feito, visto que podemos redefinir f(s) por [f(s), redefinido também o valor
de 4, e, como mostraremos a seguir,

[ st

se, e somente se, ocorre (3.7).

Para a necessidade, suponhamos primeiro [ > 1. Como H~' é crescente,
H7Y(F(s)) < H ' (IF(s)) e entao,

1 _ 1
H='(IF(s)) = HT'(F(s))’

donde segue a implicagao. Suponhamos entdo [ < 1. Seja § > 0 tal que
F(§) < H(c0). Do Lema 1, temos [F(s) > F(ls) e assim,

1 [ dt 1[0 dt
/H L(IF (s /H 1), Hl(F(t))Sf/d H-'(F(t))

Basta agora fazer ¢ — 0. Para a suficiéncia, se [ < 1, o resultado é imeadiato
ja que
1 S 1
H-1(IF(s)) — H™ (F(s))
No caso [ > 1, notemos que do Lema (1), F(I7't) < [7'F(t). Com a mudanga
t = s, obtemos [F'(s) < F(ls), para s € [0,0/]). Dai entdo

/ o/l ds 6/l ds

- - - < -
UJe HYFQR) S HTH(EF(s) = Jop HH(IF(s))
onde fazendo € — 0, concluimos a prova.

Dividiremos o argumento em trés passos. No passo 1, construiremos uma
candidata v(r) a solugdo visando satisfazer a uma das seguintes condi¢oes:

i) v(r) esta definida em [R/2, R] e satisfaz (3.9) e (3.10);
ii) v(r) esta definida num intervalo [R, R], R € [R/2, R), satisfaz (3.9) e
0<v<e em (R R) (3.11)

e ainda, v(R) =
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iii) v(r) estad definida num intervalo [R, R], R € [R/2, R), satisfaz (3.9),
(3.11) e ainda
lim v'(r) = —oc0. (3.12)

r—R

Provaremos entao no passo 2 que a fungao construida satisfaz a condicao

i) e no tltimo passo que ela é de fato a solugao procurada.

Passo 1
Usaremos um procedimento recursivo no qual v é construida por partes
em sucessivos intervalos (R, R|, (Rs, R1], ..., R/2 < Riy1 < R;.

Comecgamos construindo uma fungao inicial v = vy, definida como a solu-

¢ao C' do problema

Q) + 2 () = 0 (3.13)

v(R)=0, 9 (R)=-«a (3.13)

no intervalo maximal I; = (R, R|, Ry € [R/2,R), no qual ambas as desi-

gualdades
0<v<e (3.14)

—Q([v']) > f(v) (3.15)

sejam satisfeitas.
Para isso, a equagao (3.13) pode ser integrada:

QD) + () = 0

N [wwhh%

- L%%V ﬂ_”

= InQ(|'|) = —2kInr +C
= Q(|v]) = Cr ", (3.16)
com
C = C) = R*Q(a), (3.17)
de acordo com a condi¢do inicial (3.13;). Uma vez que o lado direito de
(3.16) nao se anula e v'(R) = —a < 0, obtemos
v <0 (3.18)

25



e assim,

v(r)=—-Q7 1 (Cr ), 3.19)

sendo possivel determinar v(r) a partir dai por integragao. Pela (3.18), v é
decrescente e, como v(R) = 0, temos v > 0 em I;. Além disso, pela (3.19),
v’ é crescente, sendo v, portanto, convexa.

Em vista de (3.17), e como §2(t) — 0 com t — 0, escolheremos v pequeno
o suficiente para que 22*Q(a) € Q([0, +00)). Isso nos garantira que

[/ (Ry)] =7 (CLRy ™)
2k
—Q-! ((}%) Q(a)) < 07! (2%Q(a)) < 00 (3.20)

e, junto com a convexidade de v, ambos os limites v(R;) e [v'(Ry)| < oo
estarao bem definidos.

Se ocorrer Ry = R/2 ou se v(Ry) = ¢, teremos obtido uma solu¢ao sa-
tisfazendo a uma das condi¢des i) ou ii). A possibilidade restante é que
Ry > R/2, (3.14) valha em [Ry, R] enquanto (3.15) deixa de valer em r = Ry,
isto é,

k , B
R—lﬂ(\v (B1)]) = f (v (R1)).

Neste caso, passamos a procurar v = v, definida como sendo a solucao C*
do problema
[ ([o"])]" +3f(v) =0, (3.21)

v(Ry) =v1(Ry), V'(R1)=—-a;=v1(R) <0 (3.21,)

no novo intervalo maximal Jy = (Ry, Ry], sujeita 4 0 < v < € e & condigdo
k /
;Q (Jo]") < 2f(v). (3.22)

Convém notarmos que (3.14) e (3.22) sdo automaticamente satisfeitas no
ponto inicial r = Ry de Js.

Novamente, devemos mostrar a existéncia de uma solucao v = vy de
(3.21), (3.22) e do intervalo maximal J,. Para tanto, assim como no problema
anterior, a equagao (3.21) pode ser integrada. De fato, pelo Lema 1,

QD +3f(w) =0 = [H()] =3f() =3[F (v)]

donde vem
H (|v'|) = 3F (v) + const.
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Ainda pela (3.21), [Q(|v'])] = =3f(v) < 0, o que d4 Q o |v'| decrescente.
Como € & crescente, devemos ter [v/| decrescente. E claro entdo que v’ nunca
se anula, ndo podendo trocar de sinal. Assim, v’ < 0 em todo o intervalo e,
portanto,

= ’U/’ — g1 (3F (v) + const.) (3.23)
/U/
= - =1
H-1(3F (v) + const.)
r 'd
:> - var = r — Rl

r, H7 1 (3F (v) + const.)

/v(r) ds

=

o(ky) H™H(3F (s) + const.)
o que define v = v,(r) implicitamente.

Vejamos que v é de fato C1. Definindo ¢ em [0, €] por
B ! ds

 Jom) H (BF (s) + const.)’

— Ry —r, (3.24)

(t)

temos ¢ continua e, pelo fato de que o integrando é continuo e nunca se anula,
¢ é estritamente monétona. Dai, como ¢ (v(r)) = Ry — r, ¢ o v é continua,
obrigando a continuidade de v. Agora, o resultado auxiliar da prova do
Lema 1, aplicado com a = v € C(Jy), b= 1/H* (3F + const.) € C ([0,¢€]) e
B = ¢ov e C'(J,) nos assegura que v € C'', como querfamos.
Garantida a diferenciabilidade de v, derivando a (3.24), podemos voltar as
implicagoes acima e concluir que v é de fato solucao de (3.21). Ja haviamos
obtido [v'| decrescente e, como |v'| = —v/, resulta v’ crescente e, portanto, a
convexidade de v.

Nossa inten¢ao agora é garantir a limitacdo |v'(Rz)| < oco. Para tanto, e
com um propoésito futuro, definiremos

po=2%"11>09

Vamos tomar o valor de e suficientemente pequeno de modo que puF(e) €
H(]0,+00)). Notemos que, pela condigdo inicial (3.21,), a constante em
(3.23) & dada por const. = —3F(v(Ry)) + H(ay). Assim, para Ry <1 < Ry,
V'] =H"" (3(F(v) — F(v(By)) + H(on))
< H '(3F(e) + H(ay)) (3.25)
H (uF () + H{ay)) < oo,

VAN
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onde reescolhemos « fim de que uF(e) + H(ay) € H([0,00)). Isso é possivel
uma vez que H(t) — 0 com ¢t — 0, como se vé pela representagao (3.4), e
por (3.20), oy — 0 com a — 0.

Da estimativa acima e da convexidade de v segue que |[v/(R2)| < 0o e v(Ry)
estao bem definidos.

Se Ry = R/2 ou v(Rs2) = €, v verifica a uma das condigoes i) ou ii) e
paramos o procedimento. Do contrério, (3.22) falha em r = Ry > R/2 e
passamos a buscar uma nova funcao v = vs, definida no intervalo maximal
I3 = (R3, Ry como a solugiao C' do problema (3.13), (3.14), (3.15), com valor
inicial

v(R2) = va(Rs), V'(Ry) = —ay =1v5(Ry) < 0. (3.133)

Outra vez, as condigoes (3.14), (3.15) sao automaticamente satisfeitas em
r = Ry. Analogamente ao que foi feito antes, podemos assegurar a existéncia
da solucao v = vz e do intervalo maximal I3, bem como a convexidade de v
e a existéncia do valor limite v(Rs).

Para a limitacao da derivada em R3 observemos que, em I3, v satisfaz

~@ ) = Zag) = Eer

Pelo fato de (3.22) falhar em Ry, temos

Q0! (o) ) = 22 f (u(R2))

e dai, como em (3.17), C' é dada por

2k+1
€ =0y = B0 () |) = 22— f(u(Ry).
Portanto,
2k+1
— Q)] =4 (%) f(u(Ry)) < 2% f(v) = (u—1)f(v), (3.26)

jaque R/2 <r < Ry < Re f énao-descrescente em [0,¢). Multiplicando
essa ultima por v’ < 0, ficamos com

[ (D) ] 2 (1= D f ()0,

ou seja,
[H (0] = (u = DIF ()]

Em J5, j&4 tinhamos visto que

[H (V)] = 3[F ()]
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e como [F(v)] < 0, também temos

[H (W) = (n = D[F()]

Sendo assim, a desigualdade acima é valida para R3 < r < R;. Integrando-a

em [r, Ry, resulta
H(|[V']) <(p = 1)(F(v) = F(u(R2))) + H (1)

<(i— 1)F(e) + H ()

e invertendo H,
W <H ((p—1)F() + H(w)),  Ry<r <Ry,
o que nos da |[v'(R3)| < oc.

Continuamos o procedimento feito até agora repetindo-o em sucessivos

intervalos maximais Jy, I5, Jg, ..., onde v; é definida como solugao de (3.21),
(3.21;), (3.14), (3.22) em J;, i par, e de (3.13), (3.13;), (3.14), (3.15) em [;, i
impar.
O argumento para a limitacao da derivada em Rj3, como veremos mais adi-
ante, se estende para os intervalos seguintes, garantindo que estejam bem
definidos os limites |v'(R;)|. Como antes, continuamos tendo a convexidade
das fungbes v; em cada intervalo, donde existem também os limites v(R;).
Além disso, das condigoes (3.13;), (3.21;), a func¢ao continuada v ¢ C', sendo
portanto convexa na continuacao dos intervalos.

A continuacao termina se R; = R/2 ou se v(R;) = €, para algum i > 1,
sendo verificada uma das condicoes i) ou 7). Do contrario, a continuagao se-
gue indefinidamente. Neste caso, a sequéncia decrescente R; > R/2 converge
a um ponto

1—00

Pela convexidade de v em (R, R], existem os limites
’U(Rz) — ’U(R()), U,(Ri) — U/<R0>.

Aqui, ou v'(Ryp) < 0 ou, possivelmente, v'(Ry) = —oo. Mostraremos que deve
ser v'(Ry) = —oo e, deste modo, teremos obtido v satisfazendo a uma das
condigoes ), i7) ou #ii). De fato, se fosse v'(Ry) finito, por continuidade, as
condigoes (3.15) e (3.22) implicariam, no limite i — oo,

RﬁQ (v (Ro)]) = f (v (Ro)) = 2f (v (Ro)).

0
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o que resulta em f (v (Ry)) = 0. A monotonicidade de f daria entdo f(s) =0,
0 < s <wv(Ry), contradizendo a hipotese inicial do lema.

Passo 2.

Mostraremos a seguir que, se « ¢é suficientemente pequeno, os casos i) e
i11) ndo podem ocorrer. Para isso, estendemos o argumento de limitacao da
derivada em Rj3 para toda a continuacdo. Comegamos notando que (3.21) vale
em cada intervalo J;, i > 2 par, enquanto em cada intervalo I; = (R;, R;_1],

1 > 3 fmpar,
2k 2k
~ () = Z0 (W) = or

onde 9R.
kH [ (v (Ri-1))

a ultima igualdade vindo de (3.22) falhar no ponto R;_; de J;. Logo,

C=0C;= R?Ile (Jv" (Ri—1) ]) = R?I—Cl

Ri

r

—[Q () =4 ( ) F(Rimy) < 2%5f (v (Riz)) < 2% (v)

uma vez que f é ndo-decrescente em [0,¢| e v(r) > v(R;—1) em I;. Deste
modo, teremos para R < r < R;, tanto nos intervalos do tipo I quanto J,

=@ < (k-1)f(v)
e, pelo Lema 1, entao
[H ([v')) = (n =D [F ()], R<r<R. (3.27)
Integrando em [r, R;], vem
H([o" (r)]) < (p = 1)F (v(r)) + H(on)
e, invertendo H,

W ()| <H ' ((u—1)F(v(r))+ H (1)), R<r<R. (328

Segue dai, junto com 0 < v < €, que V'] é limitada em toda a continuagao.
Logo, o caso iii) nao pode ocorrer.

Consideremos agora o caso ii), em que vale (3.11) e v(R) = . Tomemos
ag > 0 tal que

ap < 2€/R (329)
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sempre que o < «ag. Isso é possivel pois, pela definicao de aq,

ar = [o(Ry)] = Q7N (C1R )
- 0! ((R/Rl)sz(a)> (3.30)
< 07 (220 ()

e Q(a) — 0 com o« — 0. Logo, para a < «g, pela convexidade de v e pela
(3.29),

R R
o(Ry) = / '|ds < / cnds < R/2 < = o(R).  (3.31)
R Ry

Segue dai que R < R;.
Consideremos primeiro o caso f(s) = 0 para 0 < s < 7, para algum 7 € (0, ¢].
Podemos assumir sem perda de generalidade que 6 = 7. Como 0 < v <€ <
J, a desigualdade (3.15), isto &, (k/r)Q2(|v'|) > f(v), é satisfeita em toda
a continuacdo. Logo, devemos ter R, = R, contradizendo a desigualdade
(3.31).

Suponhamos daqui em diante o caso principal f(s) > 0 para 0 < s < 4.
Nesta situagdo, F' é estritamente crescente em [0, d) e admite uma inversa es-
tritamente crescente F~! em [0, F' (§)). Vamos impor uma condigao adicional

sobre g, a saber
H(ay) < F(e) quando a; < ap. (3.32)

Para simplificar a escrita, denotamos v; = v(Ry), Fy = F(v1) e Hy = H(ay).

Definamos
Fy > Hq;
y= U1, se 'y 2 117, (3'33)
F_l(Hl), se Il < H.

Notemos que, da condigao (3.32), H; = H(ay) < F(e) < F(4), logo F~*(H,)
estd bem definido.
Afirmamos que

v <7y <e (3.34)

Quando v = vy, a afirmacao decorre da desigualdade (3.31). No caso em que
v = F~Y(H,), temos F(y) = H, > F}, o que da v; < 7; ainda, da condigao
(3.32), F(v) = H; < F(e), resultando em vy < e. Notemos que em qualquer
dos casos vale F(v) > H;.

Em vista de v(R) = € e v/ < 0, junto com v; < 7 < ¢, existe p € (R, R]
tal que v = v(p). Entdo, para R < r < p, temos

Fo(r) = F(v(p) = F(y) = H. (335)
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Usando esta tiltima desigualdade em (3.28) vem, para R < r < p,

()| < H 7 ((n=1)F(lv(r)]) + H ()
H (=1 F(Jo(r) )+ F (v(r)

H™ (uF (v(r))).

Tomemos € < d/u. Pelo Lema 1, i), aplicado com 0 = 1/u < 1 e u = pv,
obtemos

IN A

F(v) = F<%;w> < Pw) = uF©) < Fw)

=

e dai resulta
V'] < H M (F (w)), R<r<p. (3.36)

Segue que
/

T (F ) =

Integrando de R até p,

p v B
— | ————dr<p—-R<
/R H(F ()" =P 7"=

e, mudando a variavel r de integracao para v,

L
2

/f dv B /W’M dv _R
CHAF ) g B ) 2
Fazendo uma nova mudanca de variavel s = pwv, ficamos com

He ds uR
/H S (3.37)

Mostraremos agora que v — 0 quando o — 0. De fato, se v = vy, pela
(3.31), temos v < a;R/2 e, da (3.30), a1 < Q7! (2%#Q(a)) — 0 quando
a — 0, provando o enunciado neste caso. O caso v = F~!(H;) ¢ imediato,
visto que H, = H(ay) — 0 com a — 0.

Finalmente, fazendo a — 0, v — 0 em (3.37) e obtemos

He ds wR
= <
o H'(F(s)~ 2

o que contradiz a hipotese inicial de divergéncia (3.7). Portanto, a possibili-
dade do caso i7) fica também excluida e a func¢io v satisfaz as condi¢oes do
caso 1).

32



Passo 3.
Por fim, mostraremos que v satisfaz a inequacao (3.8) em [R/2, R]. Nos
intervalos do tipo I, temos pela (3.13),

QD) + e (w]) = 0
QD + S () + f0) = ~Ea () + £w) <0,

pela condigao (3.15).
Da mesma maneira, nos intervalos do tipo J,

[ ()] +3f(v) =0,

pela (3.21). Portanto, pela condigao (3.22),

N\ k / k !
2 (DI + 2 () + flv) = ~Q(Jof) = 2f(v) <0,
completando a prova do lema. O

Lema 3. Sejam u e v solugoes de (3.1) e (3.2), respectivamente, em um

dominio limitado D. Se u e v sao continuas em D, v < d em D e u > v em
0D, entdao u > v em D.

Demonstracdo. Seja w = u—wv em D. Por contradicdo, suponhamos que seja
falso o resultado, isto é, que exista z; € D tal que w(z1) < 0. Tomemos € > 0
tal que w(z1) + € < 0. Como w > 0 em 0D, a fun¢ao w. = min{w +¢€,0} é
nao-positiva e tem suporte compacto em D. Além disso, é claro que w, é de
Lipschitz podemos entdo usar —w, > 0 como fungao teste em (3.1) e (3.2),
para as quais u e v sdo respectivas solugoes (no sentido fraco).

De (3.1) obtemos

—/DA(|DU|)Du-(—Dwe)§/Df<U) (—we),
e /DA(]Du\)Du-Dwe < —/Df(u)we-

Analogamente, de (3.2) vem

_/DA(|DU|)DU-DwE§/Df(v)we
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e, somando estas tltimas,

/D{A(|DUDDU—A(|DU|)DU}-DweS/D{f(v)—f(U)}we- (3.38)

Observemos que, em V = {z € D : w.(z) < 0}, Dw. = Du — Dv = Dw, que
¢ continua em V. Como w, certamente é nao-constante em V', temos que o
aberto W = {x € V : Dw,(x) # 0} é ndo vazio.

Pela monotonicidade de p — A(|p|)p (ver Preliminares, Def. 5, Prop. 2),
segue que o integrando {A (|Du|) Du — A (|Dv|) Dv} - Dw, é positivo em W
e sendo também continuo temos que

0</ {A(|Du|) Du— A(|Dv|) Dv} - Dw,
v (3.39)
§/D{A(|Du\)Du—A(]Dv])DU}-Dwg.

Ao mesmo tempo, temos que w+ € < 0, u —v+¢€ < 0, logo 0 < u <
v —¢€(< §). Como f é nao-decrescente em [0,9), f(v) — f(u) > 0, o que leva
a{f(v)— f(u)}w, < 0. Dai segue que o lado direito da (3.38) é nao-positivo,
uma contradi¢do com a (3.39). O

Podemos agora provar a suficiéncia no Teorema 5.

Demonstracao do Teorema 5. Para O € D fixado, definimos v(z) = v(r),
r = |x — Ol, com v a ser dada pelo Lema 2. O céalculo seguinte mostra que
v satisfaz a inequagdo (3.2) em Ep = {x € R": R/2 < |z — O| < R} :

div {A(|Dv[) Dv} = f(v)
div{=A(|v")|v'|(x = O)/r} = f(v)
= —div {Q(|v|)(z = O)/r} — f(v)
= —{Q(D)} (z = 0)/r = QlW'])div {(z — O) /r} = f(v)

= ()Y ~Q/]) (0~ 1) fr — () 0, (3.40)

onde a dasigualdade vem do Lema 2, com k=n—1el=1.
A funcao v assim obtida satisfaz as condic¢oes
i) v > 0 no interior de Fg;
ii) v =0 quando |x — O| = R;
iii) Ov/0v = v' < 0 quando |z — O| = R, onde v é o vetor normal exterior a
Ekg;
i) v < € quando |x — O| = R/2.
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O passo final da prova é feito por absurdo. Suponhamos entao que u > 0
seja uma solugao nao identicamente nula de (3.1) em D e que exista zg € D
tal que u(zo) = 0. Entdo Dt = {z € D : u(z) > 0} # @ e D" ND #
@. Tomemos O € DT tal que dist(O,0D") < dist(O,0D). Como 0D* é
fechado, existe * € D™ satisfazendo dist(O,z*) = dist(O, DT). Fazendo
R = dist(O, z*), temos que int(Er) C D" e x* € 0OER N OD.
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Agora, podemos tomar € suficientemente pequeno de modo que v < u em
OFR. Aplicando o Lema 3 sobre u e v em Ep resulta v < u em Er. Dai vem

ou/ov(z*) < dv/ov(x™) < 0,

o que contradiz o fato de ser Du(x*) = 0 e termina a prova.
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4 Extensao para o segundo caso

Sejam D um dominio em R" e {a“(x)}, 4,7 = 1,...,n, uma matriz
simétrica, continuamente diferenciavel em D e uniformemente eliptica, isto
é?

a’(2)&&; > MéP?, we D, £=(&,...,6) € R,

para algum A > 0. Ao escrevermos apenas a“(z), estamos pressupondo
L. n ij . . ~ ,
0 somatorio Zm.zl a’(x). Seja ainda B(x,u,p) uma fungdo continua em
D x R$ x R™
Vamos considerar a inequacao

D; {a”(z)A(|Du|) Dju} — B(z,u,Du) <0, u>0, z€ D. (4.1)

Exigiremos que o operador A = A(t) satisfaga as seguintes versoes mais fortes
das condigoes (Al) e (A2):

(A1) A e CH0,+00),

(A2)” Q/(t) > 0 parat > 0e Q(t) — 0 com t — 0; Para f, continuaremos
assumindo as condigoes (F1) e (F2).

Teorema 6. Suponhamos que exista uma constante x > 0 tal que
B(x,u,p) < kQ|pl) + f(u) (4.2)

para z € D, u > 0 e todo p € R" com |p| < 1. Por fim, suponhamos que
f(s) =0, para s € [0,7), T > 0, ou que (3.6) ocorra, ou seja,

[t =

Entdo, se u é uma solu¢ao C' de (4.1) e u(xy) = 0, para algum zq € D,
u=0em D.

A prova do teorema requer o seguinte aprimoramento do Lema 2:

Lema 4. O enunciado do Lema 2 continua valido com a condicao adicional
—1<v' <0 em [R/2,R). (4.3)

Demonstracao. Podemos tomar € > 0 suficientemente pequeno a fim de que
F(ue) < H(1). (4.4)

Afirmamos que (4.3) é valida se tomarmos « suficientemente pequeno
satisfazendo Q7! (2%#Q (a)) < 1.
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No caso em que f(s) = 0, para s € [0,7), 7 > 0, podemos supor que
d = 7. Assim sendo, a condicao (3.15) ¢ satisfeita em toda a continuagao, o
que da Ry = R/2. Dai, como na (3.30), obtemos

W(R/2)] < Q7' (2%Q(a)) < 1, (4.5)

donde pela convexidade de v vem —1 < v" < 0. No segundo caso, como na
(3.36), chegamos a

[0'(R/2)] < H'(F (ue)) < 1, (4.6)
pela (4.4). Isso completa a prova do lema. O]

Podemos agora dar a prova do teorema.

Demonstracao do Teorema 6, Suficiéncia. Para O € D arbitrario, seja Er =
{r € R": R/2 < |x — O] < R} e definamos

A = max. autovalor de {a”(z)} em Eg, a = max. em Eg.

Z D;a" (x)
1]

Fazendo y = z — O e novamente pressupondo o somatoério em ¢ e j, temos

Di ((@)2) =(Dia (@) + D, (£)
5 OGS Ay
=(Dia¥ ()% + = - S

r r r3
logo
ij (o Yi ij a’oy| | |aVyiy;
o 2| <
‘ a (Z‘)T _| a(x)‘—l— 3
nA  Aly|?
Sat+—+—3
r r
1A
< a + (/n—i_—)
r
donde vem DA
max |D; <a”(:1:)&>’ <a+ m
Er r r
Seja agora v = v(r), r = |x — O| = |y|, com v a ser dada pelo Lema 4.

Entao —1 < v’ <0em FEge
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D; {aij(q;)A(lDU’)DjU} =D, {aij(l.>A(|,U/|)Ul?ﬁ}

= D {~a¥(@)A(v )| 2}
_ _p, {aiﬂ‘(x)%} Q) - a () 2 D {|v'])}
= D, {a (@) L} (o)) - () 22 ()Y

r r2

logo

D; {a¥ (@) A(IDv])Dyv} — s Q(|Dv]) = f(v)
= —Di{a’ (@) 2} (') - (@) " ()Y — m(W]) ~ f(0)

A k) 20 - £

> () 2 DY (a+

A

onde k = [(n 4+ 1)A + (a + xK)R]/X. Com a hipotese inicial de divergéncia
(3.6), resulta do Lema 4, com [ = 1/,
k f()

QD) + e () + 52 <o, (47)

>~ %% {2 e + S oy + 2}

o que nos da finalmente
D; {a”(z)A(|Dv|)Djv} — kQ(|Dv]) — f(v) >0, paraz € Eg.  (4.8)

Para concluir a prova precisamos do seguinte lema de comparagao que
provamos na proxima sec¢ao:

Lema 5. Sejam u e v solugdes de (4.1) e (4.8), respectivamente, em um
dominio limitado D C R™. Assumindo que

i) B(z,u, Du) < kQ(|Dul) + f(u) =z € D;

i) |Du| + |Dv| > 0 em D

iii) v < d em D;

i) u e v continuas em D,

entao v > v em 0D implica u > v em D.

Agora procedemos exatamente como no primeiro caso, onde supomos que
u > 0 seja uma solugdo nao identicamente nula de (4.1) em D e que para
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xo € D seja u(xg) = 0. Podemos supor que xg € 0D, onde Dt = {z € D :
u(z) > 0}. Notemos que, como v assume um minimo em g ¢ u € C*(D),
existe um aberto contendo zp no qual |Du| < 1; assim, a condi¢ao i) do
lema ¢é satisfeita nesse aberto. Tomando O € D e R > 0 adequados de modo
que int(ER) eteja contido nesse aberto e 0Er N DT # &, podemos aplicar
o Lema 5 para u e v, escolhida de modo que © > v em OFEgR. Aif teremos
u > v em Fpg, o que leva & mesma contradicao do caso anterior. Isso encerra
a prova. ]
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5 Teorema de Comparacao

Nesta secao provamos um teorema de comparacao para inequagoes elipti-
cas quasilineares em forma divergente singulares. Trata-se do Teorema 10.7,
(1) de [4], com a exce¢do de que permitimos a singularidade das fungoes
A(x,p) e E(I,p) em p = 0, exigindo em compensacao a condi¢ao adicional
|Du| + |Dv| > 0 em D.

Consideremos as inequacoes
div{A (z, Du)} — B (z,u,Du) <0, u>0, (5.1)

div{A (z, Dv)} — B (x,v,Dv) >0, v >0, (5.2)

em um dominio possivelmente nao-limitado D C R.

Facamos as seguintes hipoteses:

Az, p) : DXR"™ — R™ é continua em D xXR™ e continuamente diferenciavel
com respeito a p, para p # 0 de R", com A eliptica no sentido de que a matriz
{Dpj/li(x,p)} ¢ positiva definida, para z € D e 0 # p € R™.

B(gj, z,p) : DXRxR"™ — R é continua em D xR xR" e continuamente di-
ferenciavel com respeito a p, para p # 0 de R, com B(m, 2z, p) ndo-decrescente
com respeito a z.

Neste contexto, vale o

Teorema 7. Sejam u e v solugdes de (5.1) e (5.2) em D, respectivamente,
com u e v continuas em D, |Du| + |Dv| > 0 em D. Se u > v em 9D e, no
caso D ilimitado, liminf, ,{u(z) —v(z)} > 0, entdo v > v em D.

Demonstracao. Vamos provar por contradicao. Supondo falso o enunciado,
se definirmos w = u — v, entao

€ = — inf w(z) > 0.

Pela condicao de fronteira, para € € (0,€), w. = min{w + €,0} tem suporte
compacto em D e é facil ver que w, é de Lipschitz. Assim, como na prova do
Lema 3, pelo sentido fraco de solucao das (5.1) e (5.2), obtemos

/{/Al(x, Du) — A(z, Dv)} - Dw, < /{B(x, v, Dv) — B(z, u, Du)}w,
D > ) (5.3)
< /E{B(m,u, Dv) — B(z,u, Du) }w,
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onde Y = X, = supp w.. Na tltima desigualdade usamos que, em >, v > u
e entao, pela hipotese sobre B(z, z, p),

3(x,v, Dv) > B(z,u, Dv)
= B(z,v, Dv)w. < B(x,u, Dv)w,
= {B(z,v, Dv) — B(z,u, Du)}w. < {B(z,u, Dv) — B(z,u, Du)}w..

Definimos agora, para « € D, u,(x) = tu(z) + (1 — t)v(z), t € [0, 1],

1 1
&Z](x) = / Diji(mv Dut)dta él(l') == / DpiB<x7 u(x), Dut)dt
0 0

Assim, temos que

. . Ya .. ! .
A'(z, Du) — A*(x, Dv) :/ aAz(z,Dut)dt :/ D, A'(z, Duy) Djw,dt
0 0

Analogamente,

~

1
. A d ,
B(x,u, Dv) — B(x,u, Du) = —/ %B(x,u,Dut) = ¢'(x) Dywe,
0
donde podemos reescrever a (5.3) como

/dij(ar)D@-wngweS/éi@)Diwewe (5.4)
D

P

Em seguida, provaremos que se € € (0,€) é suficientemente proximo de €,
entao para alguma constante positiva vale

|Dug| > const. >0 em 3. (5.5)

Para tanto, seja
1 . ~
d= 6m1n{]Du| + |Dv|} em X = supp wee C D.
Notemos que em £ = {z € D : w(z) = —é} C ¥, Du—Dv = Dw = 0 ¢, como
sup {dist(z, E) : x € ¥} — 0 com € — €, por continuidade, |Du — Dv| < d

em X, para ¢ suficientemente proximo de €.
Afirmamos que para esses valores de €, vale

min{|Du|,|Dv|} > 2d em X.
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De fato, do contrario, haveria x; € ¥ tal que, digamos,
min{|Dul, |Dv|} < |Du(zy)| < 2d.
Dai viria
6d < |Du(xq)| + |Dv(z1)] < 2d + |Dv(xy)| = 4d < |Dv(zy)|
e entao
|Du(xy) — Du(zy1)| > |Dv(z1)| — |Du(xy)| > 4d — 2d = 2d,

uma contradi¢ao com |Du— Dv| < d. Portanto min{|Dul,|Dv|} > 2d, donde
segue que

|Duy| = |tDu+ (1 — t)Dv| > |Dv| — t|Du — Dv| > d > 0,

provando a afirmacao (5.5). R
Pela hipotese de elipticidade sobre A, temos, para x € D e £ € R"\{0},

&w(x)&gj:/o Dij’(I,Dut)&éjdtZ/o A@)[E[*dt = A(x)lg]*.

Pela compacidade de X, podemos tomar A > 0, com A\ < inf,ex A\(x) se
necessario, de modo que

a7 (2)&& > MEP e | (@) < AT

para x € X e € suficientemente proximo de €.
Feito isto, pela (5.4), vem

/A]Dwfﬁ/&ij(x)DinDjweg/éi(x)Dinwe
D D

b
<
b
/|Dw€|2 §>\2/ D] | .
D b

Seja ' =T = {¢ — € < w. < 0}. Entdo Dw. = 0 ¢.t.p. em X\I" e a integral
do lado direito pode ser igualmente avaliada sobre I

/ D §)\‘2/|Dwe||we|. (5.6)
D T
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Pela Desigualdade de Hélder,

1/2 1/2
[ Dl <x [ |Dwe||w€|§x2(/ |Dwe|2) (/ |w€|2) ,
D N T T

onde cancelando o fator

(foee) " (fons)”

resulta (com a notagao || [|2p = || [|z2(p))
[Dwellzip < A% [welz;r- (5.7)

Vamos supor primeiro o caso n > 2. Podemos entao aplicar a Desigual-
dade de Sobolev (ver Preliminares, Corolario 1), vindo

Cllwella-r < Cllw

2*%:D S ||Dwe||2;D7

para uma constante C' = C'(n) > 0 que s6 depende da dimensao n.
Por outro lado, pela Observagao 1 nas Preliminares, da (5.7) vem

| Dwell2;p < A2 lwellar < A2 |lwel|2-r| T,
donde
Ollw v < Al lT]".
Dai obtemos
(ex)" <y, (5.8)

contradizendo o fato de I' — @ com € — €.
No caso n = 2, aplicando a Observagao 1 sobre |Dw,| com p = 2,q = 3/2,

1Dwellsjoir < [ Dwelloe [T1Y® < A7 |fwel|o:0 | TV, (5.9)

por (5.7). Agora, pela Desigualdade de Sobolev, com (3/2)* = 6, obtemos
C > 0 tal que
Cllwelle:p < |[Dwells/2:p,

logo
Cllwellor < Cllwello:p < [Dwellajzin = [|Dwells2:r-

Novamente, resulta da Observacao 1

lwellzr < flwellor T2,
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Levando estas tltimas em (5.9) vem
Cllwellox < A~*[weller |1 (5.10)

¢ obtemos mais uma vez )
(e < 1.
Isso finaliza a prova. O

Podemos agora provar o Lema 5.

Demonstracao do Lema 5. Definimos para z € D, p € R",

~

A, p) = a* (@) A(pDpr. B, zp) = sQ(p]) + £(2).

Deste modo, A(:m p) é continua em D xR™ e continuamente diferenciavel para
p # 0e B(z,z,p) é continua em D x RT x R™ e continuamente diferenciavel
para p # 0. Pela definicao,

div{A (x,p)} = D; {a” (x)A(|p|)p; }
e dai, usando 1),
div{A (z, Du)} — B (z,u, Du)
= D, {a" ()A(Dul) Dyu} — €| Dul) ~ f(u)
< D; {a”()A(|Dul)Dju} = B(x,u, Du) <0,
donde temos que u e v satisfazem
div{ A (x, Du)} — B (z,u, Du) <0,

div{A (z, Dv)} — B (x,v, Dv) > 0

em D.

Notemos que para prova do Teorema 7 é suficiente a monotonicidade de
B(z, z,p) na varigvel z apenas para valores z € v(D). Como temos v < 8
e f & nao-decrescente em [0,4), este ¢ o caso. Para aplicarmos o teorema,

mostremos que A(z,p) é eliptica para p # 0. De fato,

Dy, A(a,p) = (o) { A3 + AU = ()} ()} 610

onde no ltimo membro temos o produto das matrizes {a’*(z)} e

(900} = { Al + () 222
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Denotando por I a matriz identidade n x n podemos escrever

/ -pl-
(90} = A + = ]
_pn_
Dai vem -
/ h
{bkj(p)}—A(lpl)IZAg]f') e o el
_pn_

cujo espago nulo tem dimensio n—1. Logo A(|p|) > 0 é autovalor de {b" (p) }
de multiplicidade n — 1.

Além disso, é facil ver que o vetor (py, ..., p,) é autovetor de {bkj (p)} associ-
ado ao autovalor '(|p|) > 0. Portanto, {b"(p)} ¢ positiva definida e uma vez
que {a™(z)} é positiva definida por hipotese, da (5.11) resulta Dpjfli(x,p)
positiva definida. Pelo Teorema 7 decorre entao o resultado do lema. O
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