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Resumo

O contato entre corpos ¢ um dos mecanismos basicos
que se apresentam na meclnica do sdélide . Através de tal

efeito fisico € que se aplicam cargas a uma estrutura e esta

as transmite a seus apoios.

Neste trabal ho apresenta-se a teoria =]
implementa¢io computacional de um algoritmo gque permite
considerar os efeitos de contato e atrito entre uma superficie
rigida que prescreve deslocamentos sobre um corpoe flexivel de

comportamento elastico linear.

As restri¢des sdo impostas empregando o métode das

fungdes de penalidade.

A lei geral do atrito associada a regra de Coulomb
de deslocamento obtem-se por analogia com a teoria da

plasticidade.

Na implementagioc computacional apareceram problemas
para contornar a sobrerestrigfo dos termos afetados pela
fungdc de penalidade, apresentando-se duas formas de tratar os

mesmos.

Finalmente s8o apresentados dois exemplos para

testar o trabalho realizado.



Abstract

Contact is a basic mechanism in solid mechanics.
Trhough this physical effects loads are applied to structures

and transmited to their supports.

The thecretical formulations and the computational
implementation of an algorithm, that models contact and
friction effects between a rigid surface prescribing and
bidimensional 1linear elastic body are represented in this

work.

Restrictions are imposed using the penalty -function

approach.

A general law for friction associated with Coulomb
displacement rule is obtained by analogy with plasticity

theory.
Computational difficulties to eliminate locking in
terms influenced by penalty functions were detected, and two

approachs were used to solve this problem.

Finally, two numerical examples to test the

computational code are presented.

xvi



CAPITULO I: INTRODUCZRO

I.1 APRESENTACXO DO PROBLEMA - ANTECEDENTES

Un dos fenomenos bisicos gque se apresentam na
mecinica do sélido € o contato entre corpos. Através desse
evento fisico aplicam-se cargas a uma estrutura e esta as

transmite a seus apoios.

Até ha .pouco tempo, este importante aspecto do
compor tamento estrutural ns8o era considerado devido
fundamentalmente as nad linearidades e outras caracteristicas

envolvidas no problema

- a Area de contato n8oc ¢ conhecida antes da

aplicagd3o das cargas;

- as restrigdes na zona de contato sad unilaterais,
ou seja, atuam num sé sentido e, portanto devem ser colocadas

como desigualdades;

- entre as superficies em contato apresentam-se
fendmenos fisicos compl exos os quais requerem

consideragd@es mecanicas e matematicas especiais

Nos Gl timos anos realizaram-se avangos
significativos no estude de certos problemas de contato
aplicando-se o método de elementos finitos; sendo que alguns
destes problemas podem ser emquadrados dentre do campoe das

inequagdes variacionais.

Tem-se, em principio, duas formas de aproximagio

empregando-se o método de elementos finitos.



Uma delas ¢ aplicando a aproximagad diretamente
sobre a inequag8o variacional, a qual leva a um sistema de
equa¢des nad lineares cuja solugio & possivel mediante
técnicas de otimizag&c. Esta forma de trabalho conduz a
algoritmos computacionais complexos e dificeis de implementar
num programa convencional de anilise estrutural. Entretanto
tem a vantagem de conduzir a resultados mais exatos , além da

maior generalidade na formulagioc do problema.

Sobre esta linha de pesquisa se pode mencionar o©
trabalho de Campos & Oden (8]. Outras referéncias podem ser
encontradas na revisfio feita por Bohm [3] scbre as distintas
metodologias empregadas. Do Brasil cabe destacar os trabalhos
feitos por Barbosa (9] e Fancello [14] onde também se
encontram referéncias de outras pesquisas realizadas no pais,

nesta Area.

A outra forma de aproximagfico & considerar a
compatibilidade cinematica das superficies em contato junto
com os efeitos de atrito como condigBes adicionais que a
solugf8o do funcional deve satisfazer. Esta forma de analise
leva a algoritmos independentes do comportamente do material
considerado e faAceis de implementar num programa de analise

estrutural.

Combinando esta forma de trabalho com formulagdes
do tipo incremental ¢ possivel considerar grandes deformacdes
nos corpos, incluir leis constitutivas plasticas, aspectos
dindmicos e térmicos, etc. Asim pode-se ent3o abordar
problemas de engenharia de interesse pratico como, por
exemplo, analise de processos de conformag8c mecinica e

impacto entre corpos.

I.2 - FORMULACZXO DO PROBLEMA CONSIDERANDO AS
RESTRICOES DEVIDAS AO CONTATO E ATRITO COMO
CONDICOES ADICIONAIS SOBRE O FUNCIONAL



Seja um corpo flexivel definido num espago
Euclideano de trés dimensSes referido a um sistema fixo
retangular de cocordenadas cartesianas x com origem emo e uma

base de versocres e , ver figura I.Z2.

Fig I.1 —-Corpo referidec a ‘um sistema de eixos
cartesianos com uma fronteira de contato fungdo da carga

aplicada.

Dito corpo ccupa um volume {? com uma superficie T’
composta por uma porgico onde podem aplicar-se condigdes
mecinicas de contorno FF », outra onde verificam-se as
condig¢gBes cinematicas do contorno FD e por Ultimo um setor da
superficie onde se pode produzir contato com outro corpo
Fc. Nenhuma destas superficies parciais est3io superpostas, o

que pode também expressar-se como

et WP B U
r.nr,=g¢
r.nr, =g¢
r.nr_=g¢

Suponha-se que sob o corpo atue a forg¢a de volume p
§C=pbigt). as forgas de superficie £C=ft313 dentro da
fronteira FF e as forgas de contato £§=tigi) dentro da

fronteira Fc. num determinado passo de um processo incremental



de cargas. Aplicando sobre tal corpo o principio dos trabalhos

virtuais em forma incremental chega-se a seguinte expressio:

I A & EEL . BRS J pAb. Su. dQ - J Af Su, dI' -
vl v) 8 1 i L

Q Q FF

I Ati 6“1 dlir = 0O L i O
r

c

onde o C=¢ e e D, £ C=¢ _ e  e)) e u C=Ui Eij' sio as

tens@es, deformagdes e deslocamentos do corpo flexfivel no um

passo de carga respectivamente. p, pb, f, e t, s83c a massa
especifica do material, as forgas de volume, de superficie e
as forgas de contato respectivamente. A significa incremento e
S variag8o; os subindices i e j variamde 1 a 3 indicando

componentes, sendo que todo indice repetido duas vezes indica

soma.

Com os treés -primeiros termos de CE.1D pode
aplicar-se o método dos elementos finitos chegando-se

finalmente a uma equag¢fo do tipo

K AU = AP, . CI.2>
onde K ¢ a matriz de rigidez valida para esse passo de carga,
AU é o vetor incremental de deslocamentos nodais incédgnitas e
AP é o vetor de cargas nodais equivalentes incrementais.

O dltimo termo de (I.1) n3o pode ser integrado
diretamente porque incluli o vetor de forgas incrementais de
contatec que s38o desconhecidas; frente a esta dificuldade

surgem diversas formas de contornar o problema.

A maiocria dos trabalhos analisados prop&Se uma
solugfio mediante a combinagfco de um esquema iterativo com a

minimizag8o de um funcional com restri¢des devidas aoc contato.



Isto equivale a encontrar uma fungfo u = ulxd que minimize o
funcional JCE) e também verifique R equagdes diferenciais do

tipo

GCud=0" CI. 3

r

con r variando de 1 até R .

O problema colocado nesses termos pode ser
resolvido utilizande mul tiplicadores de Lagrange ou mediante

FfungSes de penalidade

O método dos multiplicadores de Lagrange pode ser
resumido da seguinte maneira; seja a fungdo deslocamento u que

minimiza o funcional

JCw = J.-.'/z o. . £ .dQ - pr_ u. dQ -J.f. u, dr-
bl \.J 1 8 L+ 1 *

CI.4>

e que também verifica R equacdes diferenciais do tipo C(I.3).
Isto equivale a encontrar a u que minimize o seguinte

funcional indexado

ICu ,A D> = JC ud+ J’\- CG&C u > da CI.5
O

onde A & um vetor de R constantes desconhecidas chamadas de

multiplicadores de Lagrange.

Escrevendo as componentes da fungSio u através dos

3 s’

variando de 1 até o nimero de nés de cada elemento, istoc é

seus valores nodais UL e de fungdes de interpolagioc N com {3



o= . N €1.89

aplicando o método dos elementos finitos sob cada dominio
elementar e efetuando a montagem de cada wuma das eguagles

elementares tem—-se

ICY . A2 =42 KU-R U+A"GU CI.7
onde g é o vetor de deslocamentos nodais do sistema, E e a
matriz - de rigidez global, P o vetor de cargas nodais

equivalentes, A é o vetor composto pelos R multiplicadores de
Lagrange e G uma matriz de coeficientes de R filas e M

celunas, sendo M © numero de graus de liberdade do sistema.

Impondo as condigdes de minimizag3o sobre (I.5) com
relag3o as varidveis nodais U e aos multiplicadores A obtém-se

o sistema de equagdes seguinte

8 JC U, rAD ]
=0 —— K YU-pA'G=o0
3y
8JC U
.8 —— gu-o
@ A
cl.sd
Ou em forma matricial
T
E & L 5 CI.o
¢ @ A 2

O sistema de equag@es (I.8) pode ser resolvido para

obter os deslocamentos nodais g. mas cobserva-se um incremento



no numero de equagdes a resolver e o aparecimento de elementos
nulos na diagonal principal da matriz dos coeficientes, que
determinam um aumento nos requerimentos de armazenamento e de
tempo de processamento. Apesar destes inconvenientes, existem
varios algoritmos propostos que empregam esta técnica com bons
resultados; entre eles se podem citar os trabalhos de Bathe &

Chaudary (2] e Chandresakaran [6].

Por sua parte, o método das fungBes de penalidade
prop@e que, a partir do funcional JCHD a minimizar e o
conjunto de R restrig@es do tipo GrC u > = 0O, que por
conveniéncia escrevem-se G(wWw, se encontre. a fungio u

minimizando o funcional indexado

[Cw = JCw+ 1,2 Iu GCw” GCw dn CI.10
Q

onde # € um escalar de valor relativamente elevado que deve

ser fixado empiricamente.

Minimizando [Cuw obtém-se

SCICW) = 8CJCw)d +I 2 GCw &Cw d = 0 CI.11D
Q

Aplicando © método dos elementos finitos sobre
(I.113, encontra-se a fung3io WX que verifica as condigdes
impostas. As maiores dificuldades que apresenta este método
s8c que o valor de » depende do problema resolvide e que no
termo afetado pela penalidade deve-se levar en consideragioc o
efeito de sobre-restrig8c (’locking’). Por outro lado a
principal vantagem ¢ que sua implementagfo computaciocnal &
comparativamente - simples com relagio ao método dos
multiplicadores de Lagrange, e além disso, n8o incrementa o
numero de equag¢des; a utiliza¢fc deste método &, segundo
Chandresakaran [6], particularmente vantajosa no caso em que

uma das superficies a entrar em contato seja rigida.



Entre os trabalhos que utilizam as fun¢gdes de
penalidade se destacan os de Chen & Kikuchi- [7], [8], nos
guais esta baseada a presente +tese. E também importante
mencionar os estudos comparativos sobre varios métodos

realizados por Browing e Guerra [18].

Seja empregando o método das fun¢des de penalidade
ou dos multiplicadores de Lagrange, mediante a aplicagic do
método dos elementos finitos, no tempo T de certo processo

incremental, obtém-se uma equagio matricial do tipo

k. + K'7' > Ay’ =caPp - AR ) <I.12>

onde o vetor de deslocamentos totais no tempo 7+AT ¢ dado por

Cv D =Cv 3+ CAv D C1.13D
~e T ~s

~a T+AT

Nas equagBes (I.12) e CI.13) Axs ¢ o vetor de
incégnitas, AP o vetor das forgas nodails equivalentes
incrementais e E“ € a matriz de rigidez global que depende das
caracteri{sticas do corpo deformavel, em geral fun¢foc de st)T
Finalmente Ec =) AEC sfo, respectivamente, a matriz e o vetor
de cargas adicionais que levam em conta o problema de contato.

O supra-indice 1 indica o nuimero de iteracfo

No caso de-empregar-se multiplicadores de Lagrange

para considerar as restri¢gdes tem—-se o vetor incédgnita

AU

L)

Av = ) (I.14>

~ g k

sendo que AU ¢é o vetor que contém os incrementos dos



deslocamentos nodais e A-¢ o vetor dos multiplicadores de
Lagrange, que fisicamente estfc ligados com ¢ valor das forgas
aplicadas nos nés em contato. Se utilizando o método da fungdo

de penalidade ent3oc o vetor incdédgnita sera
Av = AU, CI.isD
Nn Ll

Tanto Ec como Ec além de ser fung®es .de CKBJT.
devido a variag8c de 4area do contato durante o© processo,
dependem do vetor incédgnita, CAx=3, dentro de cada passo
incremental, pela nSoc linearidade implicita na determinag3o do
tipo de contato : adesivo C’sticking’D ou deslizante
(’sliding’'). Por tanto, a solugio deve ser iterativa. O
processo ¢ repetido até satisfazer algum critério de
convérgencia, o qual indica, para o estado que se esta
analisando, que sejam aproximadamente preenchidas tanto as
condigBes de equilibrio como as de compatibilidade dos

deslocamentos e das restric¢gdes impostas.

Analisando os diferentes enfoques dados A forma de
tratar o contato, realizou-se a escolha do caminho a seguir e

a partir dafi fixou-se os objetivos para esta tese.

I.3 OBJETIVOS E METODOLOGIA

A finalidade deste trabalho ¢ implementar um
algoritmo que leve em conta o contato e atrito no caso de um
corpo rigido que avanga impondo deformag@es sobre um corpo

flexivel num processo incremental.

Para 1isto utilizou-se o© método dos elementos
finitos para discretizar o corpo deformiavel, o gqual assumiu-se
com um comportamento elAstico linear. Analisou-se os casos de
estado plano de deformag@es e axissimétrico empregando-se um

elemento isoparamétrico linear de 4 nés.



O corpo rigido fol modelado definindo seu contorno
mediante combinag8c de curvas conhecidas d{retas, arco de

circulo, arco de parabola ).

Para considerar o contato e o atrito utilizou-se
uma formulag3o similar a4 explicada na segfo I.Z2, baseada nos
trabalhos de Chen & Kikuchi [7] e (8], nos quais as restrigdes
s8o aplicadas utilizando o método das fungdes de penalidade.

Teve-se presente que o algoritmo com um minimo de
modifica¢Bes possa ser implementado para o material flexivel,
considerande um comportamento elastoplastico com grandes

deformacg&es.

Utilizou-se como - base para a implementagio
computacional um sistema de elementos finitos de analise
estrutural chamade Esfinge ([(17], o gqual feoi desenvolvido
dentro de CPGEC.

No capitulo II apresentam-se as relag@es basicas
que definem o comportamento de um corpo flexivel sobre a agdo
de cargas, sua leitura e prescindivel para a compreengio

deste trabalho.

No capftulo III analisa-se a formulag3o usada no

algoritmo para levar em conta os efeitos de contato e atrito.
O capitule 1V mostra as caracteristicas da
implementagio computacional e menciona as dificuldades

nUmericas surgidas.

No capitulo V expSem-se dols exemplos que ilustram

a forma de trabalhar do algoritmo.

Finalmente no capitulo VI indicam-se as conclusdes

obtidas nesta tese.

A titulo de apéndice se agregaram -se trés anexos

10



com complementam este trabalhoe podem servir como auxilio em

futuras implementag®es na Aarea.

No anexo A realizam-se dedugSes das principais

férmulas dos capitulos II e III

No anexco B agregam-se algumas idéias de como
proceder na implementagdco do algoritmo de contatco se o
material deformavel tem um comportamento elastoplastico com

grandes deformagdes.

Finalmente no anexc C apresenta-se um resumoc da
formulag8c e caracteristicas essenciais do sistema Esfinge

utilizado na implementa¢fo computacional.

11



CAPITULO II: RELACOES BASICAS.

Neste capitulo apresenta-se as principais
relacdes e defini¢gdes que permitemdeterminar o© comportamento
de um corpo flexivel submetido a ag¢8o de cargas. Tambem sZo
abordados alguns tdépicos sobre grandes e plasticidade que n3o
s8o utilizados na formulagZ2o implementada. Por esta razZo a

leitura & prescindivel para a compreengio do corpo da tese.

II.1 EQUACOES DE CAMPO

Seja um corpo flexivel num espago Euclideano e
suponha-se escolhida uma lei constitutiva que relacione
tensBes e deformagdes. O campo de tensdes pode ser determinado

resol vendo as seguintes equa¢®es de equilibrio,

o +pb =0© CIT, 19

3 3 i
em Q, que satisfazem as condi¢®es de bordo
u. = g. . CIT1. 23
em Fn. e

.. n. = f. ' ’ CII.=DH

em FF. onde o C= aijgtgj) ¢ o tensor de tens®es de Cauchy

definide na configuragic deformada ), a qual estA referida a
um sistema de coordenadas retangulares cartesiano x C= xtgz
com origem em O, e uma base de vetores e Cver figura II.1D;
a virgula com sub-indice representa a derivada parcial com
relagdoc a coordenada ki. por exemplo @, ; = 8 oij/ a xj; p €

s

412



a massa por unidade de volume, bC= b{gih é o vetor forga de
volume por unidade de massa, ulC= ULEiD € o vetor deslocamento,
o qual estA especificado por uma determinada fung3o vetorial
gC= g, gi) na porgio da fronteira FD e fC= ftgz € uma fung3o
vetorial que descreve uma determinada carga por unidade de

superficie prescrita em FF cujo versor normal externo ¢

definido por nC= ntgi).

Figura II.1 - Corpo referido a um sistema de eixos

cartesianos

II.2 FORMA FRACA DA EQUACAXO DE EQUILIBRIO
CPRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS)

Uma forma de abordar o problema de valores de
contorno descrito na segfo anterior ¢ aplicando o principio
dos trabalhos virtuais sobre a equagio de equilibrio

apresentada em CII.1D.

Seja Q C= GigiD um vetor de deslocamentos virtuais

arbitrario tal que se verifique Gt= @ em I'b. Multiplicando GL

13



em ambos membros de CII.1) e integrando sobre todo o© dominio
1, depois de aplicar o teorema da divergéncia fica a seguinte

expressao

‘l-o',,:i‘ da = _[p b u da +_[ f u, dr CII.4d
L

v Gt / Giﬁﬁ em I'_

Deve-se também utilizar as condi¢g®es de contorno
C(II.2) e CI1.3) na superficie ' a qual assume-se até agora
composta por duas porg8es que n2o est3o superpostas, FF e
'p.. Posteriormente serfc incluidas as condig®es de contorno do
contato wunilateral com fricgfo, que ser3o discutidas em

detal he.

Aplicag®es diretas de (II.4) est3o limitadas a
problemas lineares - onde as deformagdes s3o pequenas e ©

material responde linearmente durante a deformaglo.

A equagZo (II1.4) estid formulada na configuragio
deformada Q. Se a deformag8co do corpo ¢ infinitesimal, esta
express3o pode ser usada sem dificuldade ja que Q sera
essencialmente i1gual a configurag8o inicial 0° livre de
tens8es. Mas quando as deformag¢@®es s3o finitas, Q& em geral
consideravelmente diferente de O° que & uma das incégnitas a
ser determinada. Portanto poderia ser mais conveniente que
CII.4> fosse transformada e referida 4 configuragfo de

referencia, a qual poderia ser identificada com a inicial Q’

Escrever o principio dos trabalhos virtuais na
configurag¢io de referéncia é essencial quando esta ¢ tomada
como base para realizar incrementos lineares no tratamento de

equagdes n3o lineares.

II.3 FORMULACXO LAGRANGIANA TOTAL
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Considere-se um corpo cocupandoe a regiédo 0° com uma
fronteira I'° inicial, a qual corresponde uma regdoc I com uma
fronteira I' no estade deformado, como pode ser visto na figura
II.2 . A posigd3o de qualquer ponto material do corpo nas
configuragfes de referéncia e deformada pode ser localizada
pelos vetores de posigio §C=Xxgl) e ﬁc:“tgt) respectivamente.
Sub—-indices maiusculos indicam magnitude medida com relagdc ao
estado de referéncia. A diferenga entre X e x & definida pelo

vetor de deslocamentos com suas componentes
.= x,. = X._. CII.5

Durante a deformag8ic a massa do corpo se conserva,

logo

J p da = J e’ dn® ' CII.6
k=]

TT+aT

o

=0 Cconfigurag¢f%c iniciald » Q° , I
T= T+AT (configuragfoc deformadal-+ 0 I
7= 7 Cconfigurag8o actualizadad) -» 5 s
Figura II.2- Configuragfc de referéncia para
analise de grandes deformagSes.



Qualquer ponto material pode ser representado por
uma fungio tanto de x, na configurag8io deformada, como de X na
configuraglio inicial, sendo que a relagfo entre x e X esta
uni vocamente definida. Se poderia utilizar a expressiic (II.&D
para transformar CII.4) de (XID a QoCI'®) como segue

CIT. 7D

onde SC=S e e D & o primeiro tensor de Piola-Kirchoff [22]

Ji~i~g
que esta relacionado ao tensor de Cauchy o. . por
L)

B By Ry CII.8

£°C=f:Et) ¢ o vetor tensioc definido sob a superficie
indeformada r:. JC=p°/pD em CII.8) é o determinante da matriz
jacobiana [a@ xi/a XJ]; ¢ importante destacar que W
representa a derivada parcial da i-ésima componente de u com
relag3o 4 das coordenadas XJ chamadas também coordenadas

materiais definidas na configuragfo de referéncia a°

Seja £ uma fung8o asociada a cada particula ou a

massa do corpo, entfo a relagSo fica

I p #Cxd dQ = I P°2CXd dQo, CII.®d
Q Qo
com 2C£3= {Cicx)D; que representa a transformagio entre a

configuragfio deformada e a de reférencia. Desta forma

trabalho interno pode escrever-se

46
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u = 3 u dQ =
J oJL uL.J dQ J p P o;; XJ,J %
Q
CII.10D
_ - =]
J P P aJL XJ'J U g dQ
(=]
onde se empregaram as seguintes relagdes
g =X . G C€IX 112
L,) J, ) T,Jd
C(ver sua demostragZo em A.1), e
o
Jp=p CII.12D

transformando-se entfo o principio dos trabalhos virtuais na
configuragfo deformada CII.4) na configuragido de referéncia

CII.7D.

E importante ressaltar que o tensor de tensSes de
Cauchy & simétrico, ou seja que oij= aji' Porém da relaglo
CII.8) pode-se ver gque o primeiro tensor de tens8es de
Piola-Kirchoff n3o ¢ simétrico. Para evitar trabalhar com um

tensor n8o simétrico se definirid um outro tensor da seguinte

forma
5. & % S
JI Tig b kL
ou CII.13
S =J3JX X o
IJ I, Js ) J
onde §t= SIJ 5: EJ) ¢ o© segundo tensor de tensdes de

Piola-Kirchoff que possui a caracteristica de ser simétrico.
Pode observar-se que este dltimo tensor pode ser obtido a
partir de aij através de transformagdes cinematicas. Pode-se

ent3oc expressar CII.7) da seguinte forma



CII.14>

a qual é chamada formulag¢Zc Lagrangiana total do problema de
valores do contorno apresentado em (II.1) a CII.3), sendo Q

identificada com a configurag¢fSoc inicial do corpo.

Para esclarecer o significado do termo esquerdo da
equagfo (II.14) lembre-se que o tensor de deformag@es de

Green vem dado por

e® = s.2Cx. x . - & D CII.18D
10 L, i, 10

sendo que 6IJ indica o delta de Kronecker.

Da expressfo (I1.15) pode-se encontrar a deformagfo
virtual E:J gue tem a forma seguinte
-a

=1,2C x. u  + u . CII.16D

L, I L, X L, I L, J

U]
-

EntZo e possivel escrever que

5 W% u. =S e ¢IX. 4D
JI Ly I R JI IJ
e desta forma o termo esquerdo-da equagio (II.14) fica mais

claro.

I1I1.4 FORMAS INCREMENTAIS

A linearidade das equag@es do equilibric oferece
uma gran vantagem para resolver problemas de valores do
contorne. Desafortunadamente para grandes deformagdes e
propriedades materiais gerais as equag¢@®es s2o altamente nio

lineares. Por essa raz3%o, em muitas aplicagdes, & conveniente

18



derivar formas linearizadas destas equag@es aceitando que a
resposta nS8o linear total de um-corpo ¢ substituida por uma

seqiéncia comportamentos lineares incrementais.

Suponha-se que no tempo T o corpo deformado ocupa a
configuragio Q' Num instante posterior T+AT, © <corpo se
deformou até coincidir con 2, a qual ¢ suficientemente prdxima
de Q'Cver figura II.2). As tens8es no corpo e as coordenadas

de cada ponto mudam de S para S_ + AS e de x_ para x_ +
IJ IJ IJ 1 1

Au ., devido ao incremento de Ab? e &fi? Assim para cada
L
sucesivo incremento a equag3o (II.14), negligenciando os
termos de ordem superior AS_Au, e AS_Au, , toma a
ITJ  i,1 IJ i, J

seguinte forma

Jcas x, . u _ +S Au. _u. _dd® =
IJ L, I L IJ L X LaJd
QD
CII.isd
= R +J p°Ab. u dn°+—( Af® u, dar®
Qo 8 T ro 1 1S »
F
onde
IR=-J x u dQ°+J‘prdQ°+
~ JI L P | s oF 1 L
QO nD
CII.ised
J-f‘.’ u, dar°
18 1
l...‘o
F
Deve-se lembrar que o vetor de carga corretor R
surge do desequilibrioc das forgas resultantes. Para uma
solug8o incremental simples, R se considera igual a zero, mas

pode—-se deixar na formulagfio procurando sua anulagfo através

de um proceso iterativo o qual se traduz numa diminuig¢8oc dos

19



erros numéricos cometidos durante o processo.

Apropriadas formas para Abt e Afi podem
encontrar-se  na bibliografia especializada. A seguir
analisa-se o caso em que ft= PN, sende pCp > @ duma pressio
hidrostAatica atuante por unidade de superficie e n. as
componentes de um versor normal dirigide para a parte externa.

Neste casc o segundo termo de CII. 4D fica

J £. u dr = J - pn, u, dr CII.20)
L 1 y 4 L
[ r
F F

empregando analise vetorial Cver A.2), pode—-se chegar a
que

di = F X4 n] CII.21)

i I,i 1

onde dr’ e dr° sZ%c elementos diferenciais de I' e TI°

respectivamente. Sustituindo CII.21), em CII.20) e comparando
com CII.14) obtém-se
(=]

o= -p 3 X .0 CII.22
1 I,v X

e a forma incremental pode escrever-se como segue

Af® = - Ap J'xI tn: -p&KIX_ D n: CII.23

na qual o segundo termoc & devido a mudanga na geometria
guando a carga fica fixa. E importante frisar notar que o
segundo termo gera termos adicionais na matriz de rigidez na
analise por elementos finitos, ja que AJ e AXI g dependem do

»

valor de Aui

»

I1.8 FORMULACXO LAGRANGIANA ATUALIZADA

Em lugar de proceder com se indicou em C(II.7)

20



toma-se a configuragio Q' no tempo 7 - como a de referéncia.

Ent8c todas as wvariaveis estAticas e cinemAticas estio

~
e

referidas a esta configuragfo na gqual assume-se SIJz SJt
R A figura II.2 ilustra a relagfc entre a configuragio
i;icial. actualizada e deformada , onde X, a e x s3o
seleciocnados para descrever a posigS8c de gqualquer ponto
material nessas configurag¢®es. Para um incremento de tempo At
suficientemente pequeno tal que instantaneamente pode-se
considerar J >~ 1, a equagdo (II.73 pode ser cclocada na forma

incremental ‘da maneira seguinte

JA& o u. daf = Ip b u. da’ +I Af u. dre

Ju 1 1 T L
a’ ‘ Q
CII.24>
a qual ¢é denominada formulagfo lagrangiana atualizada, devido
4 escolha da configurag3oc atualizada como de reférencia. Outra
forma baseada na (II.12) pode escrever-se em termos de AS
o s

A relagio entre AéJi. Aajt' pode-se deduzir a

Jg1’
partir de (II.8); devido a que neste caso a configuragfo de
referéncia e a configurag8o atualizada coincidente serio

usadas somente letras mintGsculas para os subindices.

AS = Ao, * ¢. . Aa = or. . A, — AT, -

0 | 1] i ", kj i.k jok ik
CII.25)
Asji= Aaij * aji Auk,k_ Y Auj,k CII.z26D

Nas expressdes anteriores considera-se que J = 1,

AJ = Au 3 Axk ;= --Auk § Cver a dedug8o da (II.285) em

No caso de analise de plasticidade com grandes
deformagBes é mais conveniente utilizar express®es derivadas
da CII.24>. A razZ% desta escolha & que as equagSes da

formulag3o Lagrangiana atualizada sf%o obviamente mais simples
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ue as da formulagio Lagrangiana total. Por outro lado
ateriais elastoplasticos com um comportamento dependente da
istéria de cargas s8o facilmente incorporados numa formulaglo
agrangiana atualizada ji que tais equag¢®es constitutivas s&o
un¢g®es de variaveis referidas A4 configuragfo atual, sendo que
las podem ser transformadas de forma tal que fiquem

inculadas A configuragfo inicial.

I.6 RELACOES CONSTITUTIVAS

Se introduz uma nova medida para a taxa de tensdes
hamada taxa de Jaumann [22], muito utilizada nas formulagdes
ncrementais, a qual pode-se expresar en termos do tensor de

auchy como
oc o A L = e W = e W CIl. 272

ue cumpre com © principio de indiferenga referencial exigido
ara as magnitudes tensoriais, [22]. Tanto o segundo tensor de
iola-Kirchoff (II.13) como o tensor taxa de tens®es de
aumann caracterizam-se pelo fato de nZo serem afetados pelos
ovimentos de corpo rigido ou seja que ambos sZo tensores
bjetivos. Por isto a expressio (II.25) tambem cumpre o

rincipio de indiferenga referencial,

W = 1,2 CAu. - Au, ) CIT.28)

1) 101 i.d

o tensor incremento de rotagiSo especi{fica (’spin tensor’).

A equagfio constitutiva de um material elastico,
sétropo excluindo os efeitos térmicos pode ser escrita em

orma incremental na forma

Ao, = N Ae’ & . +EUA.9: CII.2o®

i kk ] J

nde A e v s8c as constantes de Lamé e Ae® sZ%o as
L3
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componentes elAsticas do tensor incremental de deformagdes

Asij definido por

Ae, . = a1-2C Au, . +Au. D CII.300
1) Lyl Ly )
Postul ados baisicos da teoria da plasticidade foram
sugeridos por Levy e Von Mises e posteriormente extendidos por

Prandtl e Reuss [22]; estos sHo :
a) Existe uma fungfo de escoamento

YCo. . ,kD= 3 Jz =k . CIT.31)
L)
tal que Y < '@ implica uma carga elastica do material. Se

diz que o material atingiu o escoamento quando Y = @.

Jz = 42 H H _, CII.32)

Ly i
¢ o segundo invariante do tensor desviador de tensdes, sendo
que Hij ¢ o tensor desviador de tens@®es, e k ¢ a tensiao de
escoamento que depende da historia de cargas. Na expressi3o
CII.321) considera-se somente o© endurecimento isétropo dado
pela variagfo do k; mais adiante seram introduzidos outros

conceitos em relagic ao endurecimento C(ver anexoc C).

b) E considerada uma lei de fluxo associada que pode escrever-se

Ae® ="A 3 Y/ 8 o, CII.33
1] 1)
a qual indica que no espago nove-dimensional das tens@es o
vetor taxa de deformagZo plastica tem a diregZo e o sentido do

gradiente de Y. Considerandoc © espago o, . e £ , com seus eixos
1) LI

J
tem a direg3c da normal A superfiicie definida por Y = © no

coincidentes, a CII.33) indica que o vetor de componentes Aef
L
ponto atj correspondente (postulado da Normalidade).

c) A decomposigfio de ﬁst‘ em - AE:j e AsP  toma a forma
J 1
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Ae. . = Ae® + AP CII.34)
L) L) LA

a qual ¢ asumida valida durante o processo de deformagio.

A relagfo tensfio-deformagfo de Prandtl-Reuss para
materiais que obedecem o critério de escoamento de Von Mises
pode—-se escrever, em termos do tensor de Jaumann, da seguinte

forma:

ol =D Aes CII. 35
1) ikl L3

onde D??kL ¢ o tensor de constantes materiais.
vl

Para obter uma matriz de rigidez simétrica na

aproximagZ%c do principio dos trabalhos virtuais por intermédio

do método dos elementos finitos substitui-se a equagio

constitutiva C(II.33) por

_ meP |
i T oy T B My CII.36)

a qual leva a uma matriz de rigidez simétrica.

No caso de o material ser considerado
incompressivel, o gual é aproximadamente valido no caso de
pequenas deformag8es elAsticas frente As plasticas, tem-se

que

Ay, , =0 CII.37D

© que implica que

~ep _ ep
Dijkl = mijkl - CII.38



CAPITULO III : TRATAMENTO DO PROBLEMA DO CONTATO

IIX.1 CONDICUOES UNILATERAIS DO CONTATO

Seja um corpo deformdvel do tipo definide na figura
CI.2) que se move com uma Vvelocidade x(=vL5LJ onde vy ¢é
fungio do tempo T e da posigfo do ponto definida por §C=xtgt)
sobre o dominioc 1 . Seja também um corpo rigido que se desl oca

a uma velocidade prescrita xRC= v Et) e que pode entrar em

Ri
contato com o corpo deformavel antes descrito.

As superficies dos corpos deformaveis e rigidos
ficam determinadas pelas fung@es H(x) e QUx) respectivamente,
sendo definida, esta dltima, na regifio I' do corpo deformavel

na qual ¢ possivel que se produza o contato.

A medida que o tempo transcorre as superficies # e
Q v8o mudando de posig8io sendo possivel que acontega o contato

entre elas.

Num certo tempo T do processo analisado, =]
considerando um incremento AT suficientemente pequenc, pode-se
escrever

n CQUXD+y ATIZ CHCx’D +y(x',Td AT n CITE. 45
onde nC= ntEL) € um versor normal interno a superficie rigida,

X e x’ representam as posigdes de qualquer pento das

superficies Q e ¥ respectivamente.

A figura III.1 procura esclarecer o significade da
inequagio CIII.1D.
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Figura III.1 —-Representagio das superfiicies
definidas sobre o corpo deformavel e © corpo rigide % e Q

respectivamente.

Quando se produz o contato entre ambas superficies

se tem
A x> = HCxD CIIr.a>
para todo X que pertenga a superficie F: ,(fronteira onde

existe contato entre os corpos no tempo 70 incluida em Fc.

(fronteira onde poderad existir contato durante todo o

processo). Neste caso a expressZo (III.1) pode ser escrita.
n Y AT 2 AT y(x,TOn sobre I CIII.3)

e, ficandc sé com a igualdade, ¢ possivel escrever

Au - Ag_ =@ sobre r: CITI. 4

2l

sendo AunC= Auintb o incrementoc do deslocamento restringido

por um deslocamento prescrito Ag“ sob a interface em contato

r*.

c
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Para resoclver esta restrigfio opta-se pelo caminho
indicado por Chen & Kicuchi [7), (8] aplicando © metodo das
fung®es de penalidade que do ponto de vista fi{sico pode ser
considerado igual a colocar uma mola muito rigida entre as

superficies em contato; desta forma define-se

At = =k CAu - Ag D sobre I CIII.S
™ ™ c

™ ™

onde thconstanLe da molad >0 é um parametro muito grande, e
Atn é o incremento da reagioc normal. Dependendo da condigfo de
carga o ponto que ainda esta em F: podera tender a separar-se
da superficie rigida em certa etapa do processo e nesse casoc ©
sinal de Atn seri positivo. O ponto ficara em contato en
quanto a reagfo resultante do contato tn atualizada mediante

Ath permanega negativa.
Ii1.2 LEI DE ATRITO INCREMENTAL

A semelhanga entre os fendmenos de atrito e de

escoamento plastico justifica:.a formulagfio a seguir [16].

O vetor do deslocamento incremental AuTC=AuT_e_),

LY

tangencial a superficie rigida, ¢ descompostoc na forma
Au_. = Au’® + Au®. CIII.®

A componente Aqu corresponde ao deslocamento
propriamente dito. O termo AuT: corresponde a um pequeno
deslocamento elastico (reversivel) observado experimentalmente
antes do inicioc do deslizamento, e serd o que ativa o método

da penalidade. A relagdo ’'elastica’ pode ser expressa como

= Agri J L 20 £ N g

onde Atrt indica as componentes da forga tangencial na

interface, Agrt ¢ o movimento prescrito pela superficie rigida
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na direg8o tangencial e kT ¢ a constante da fungio de
penalidade, que pode ser escolhida com base em estudos

experimentais para levar em conta o deslocamento AuT:, [(4].

O critéric de escoamento corresponde a4 lel de
atrito-deslizamento de Coulomb que pode ser expressa da

seguinte forma:

= i)
FCkT.yF.kn J I CtTi tri) + He Ln CIII.sD

onde kTC= tiigt) e kn s3o as componentes normal e tangencial

£ ]
do vetor tensic na zona de contato Fc

t =t + tnn < CIII.a

NT o

e pu eo coeficente - -do atrito.

Para um ponto em F: as superficies:

F<O
— permanecerfoc coladas se ou

F=0 y FIO

v
o

- poderi ter-se deslizamento se F =0 e F

segundo se indica na figura III.4

A lel de fluxo associada fornece © incremento do

deslizamento
Autwm o K€ 2T 3 CIII.10D
onde © valor de A & uma constante positiva.

O valor de A pode ser determinade mediante a

condigio de deslizamento



CIII.1i1D

& F 3 F 3 u 3 F _
AF = C > At % G5 Au:i " > At =0
at . .Y awu a u® at
TLv F TL n

que combinada com as equagdes CIII.6),CIII.7> e CIII.10D

permite calcular o valer de A, o qual pode expressar-se como

segue
-k T. CAu_.— Ag_.D + u_ At
o L L1 ! CIII.12
P
k_+#T. & COpsoul s
onde
Ees— .
af = I ar, ur. : CIII.13D
T T) T)
3 u du au’
F = L L4 CIIT.14D
a uf du’ & uf
T Tk
o u® uP
—¥ Tk CIII.1S
8 uf a’
Tk T
8 F .
T = = - CIII.16D
at . t
T T
_ Pt}
L = I Lt CITI.17D
T Tu

Substituinde (III.12> em <(III.10) e empregando
CIII.S e (III.B), pode-se obter a relag8o constitutiva
incremental do contato com atrito na forma C(ver anexoc A.SD.

At = -k = CAu_ . -Ag ; D o= B Ti AL“ CIII.isd

onde



isétropo,
ensaios de
CII1.20)

aumento de

k
K =Kk C8 =8 w=te T T D
1) T i) i b1
D
T
kT
c= & i
D F
T
P
M u
Dok T 4 €9-F 3¢ Thy
T k n — —
d u u
T T

ACd p_rd G: > é o médulo

de
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CIITI.19

CIII.=20D

CIII.21D

endurecimento

ocbtido a partir de uma curva CyF = G: ) que sai de

deslizamento [10], nas

expressdes

CIII.19 e

® 'fica definida de seguinte maneira

F <O
o} se ou Cdescarga 2

F=0 e T AT, + u At < O

L L F n
1 se F=0e TAT + u At =z O carga
L L F n

Resulta importante lembrar que At“< o indica
pressio.

Para esclarecer o significadoc das expressdes vistas

nesta seg¢3o suponha-se um corpo plano deformavel que entra em

contato com um contornoe rigido como se mostra na figura

I11.2

Num dos pontos em contato a reagfio sobre o corpo deformavel

pode descompor-se como fol indicado na expressfo (III.S).



CORPO .
DEFORMAVEL

82

Figura III.2. Superficie rigida em contato com o

corpo deformavel.

Se no espago das componentes tangenciais tTi, th
da tenszo t? se grafica a fun¢Zo de escoamento friccional dada
pela lei de Coulomb CIII.B6), se teri, como se mostra na figura
III.3, uma circunférencia com raio (tn prb e centro
coincidente com © origem de coordenadas, e pode observar-se
que T=dF/at 5 ¢ um versor normal A superficie de escoamento no

ponto em analise.

A T2

LS fT

Figura-III.3. RepresentagZc da fungfo F no espago

das tensdes tangenciais
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Na figura III.4 mostram-se os casos de carga e

descarga sobre a curva F

F (tT'tN')uFl

¥ (tT'tlH'Afnl’JF}

S

Al F> O CARGA

aty
o %

F) O DESCARGA

=fq

Figura III1.4 Carga e descarga na curva definida

pela lei de Coulomb.

I3l .3 APLICACXO DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

O principio dos trabalhos virtuais (I.1) pode-se

escrever
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Ao 2. . dO - o Ab U dQ'- J Af. 4. dart-

T L | L) P 1 L - 1% F
Q Q P

CIII.22
At u dri- At a dr’ = 0

oo n n . Tu Tu
r r

(=} c

valida para todo Gt tal que Gt= O sobre FD.

Na equag&c(III.aa)Cﬂ) dA © carater de virtual as

deformagdes ou deslocamentos

Utilizando as relagdes (II1.5) e (III.182> pode-se

reescrever a equagdo (III.Z22) come

Aoz da'- oAb, U dQ'- | Af T dr’ +
TI._'] L) T L L T‘I.. L F
Q Q r
F
CIII.23)

J‘k CAu - Ag Du dr' - J[k,_CAu - Ag_D-c T At lu_.dr''=0
n n n n c L) T) T) 1 n Ti c

r* e

[= L=

Aplicando sobre (II1.23) o©o método dos elementos

finitos pode-se obter a equacido matricial seguinte:

= > AU = AP + AF CIII.=24D

a qual ¢ similar a (I.12), sendo que AU &€ o vetor incégnita
formado por deslocamentos nodais incrementais, Eu e AP s3o a
matriz de rigidez e o vetor de cargas globais respectivamente
obtidos a partir dos trés ' primeiros termos da equagio
CIII.23>. As caracteristicas de 5“ e AP dependerio do

comportamento estrutural do corpo deformiavel.



K e AF sZo a matriz e o vetor de cargas adicionais
bedl, = ~C
devidos aoc contato e atrito, e surgem dos dois dltimos termos

da equagdo (III.Z23D.

As contribugdes de cada elemento com fronteira em
contato &4 matriz de rigidez adicional Ec e ao vetor de cargas

adicionais Agc s8lo expressas por

o T
= £ CIII.2%
K. Kijpﬂ J {knntnj + ktj> Np NB dr
elem r*?
celem
-
= = - dar
AF AFtp J <k Ag n_+ k. oAg. c T, At > Np
elem
*T
T
Celem CIII.z6
onde
Au (D = AU. N (0O CIII.2?
i i @
u O =u N OGO CIII.28
v i

sendo que Npr) representa as fungdes de forma que interpolam
Aulx) e ulx) dentro de cada elemento, ¢ indica o numeroc local
do nd e varfia de 1 ate o nimerc de nds do elemento, Autp e &tp
sdc asi-ésimas componentes dos deslocamentos incrementais e

virtuais no né p.

Pode-se provar que (veja anexo A.2D

k. =k .-k . n n CIII.20
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As transformagdes necessarias para passar dos dois
altimos termos da (III.23) as expressdes (III.28) e (III.Z26

podem ser vistas também noc anexc A. 6.

Pode-se observar a necessidade de resolver a
equagdo matricial em forma iterativa dentro de cada passo
incremental, ja que Ath na expressio (III.26) n3oc ¢ conhecida

“a priori'.

Al guns probl emas nUmericos que surgem na
implementagio computacional serio comentados no capitule 1V,
também serfc discutidas no anexo B algumas modificagdes
propostas por Chen & Kikuchi [8] a esta formulagioc para levar
em conta leis de comportamento mais complexas para o© corpo

flexivel.
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CAPITULO 1IV: IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Neste capitulo apresenta-se a implementagdo
computacional da formulag8c mostrada no capitulo III para
realizar a anadlise meclnica de um corpe deformavel submetido a
deslocamentos impostos pelo avango de um corpo rigido que se

desloca num processo que evoluciona no tempo.

Supfe-se um comportamento elastico linear para o
corpo deformavel e analisam-se os casos de estado plano de
deformacées e axisimétrico. O modelamento da estrutura se faz
através do metodo dos elementos finitos wuwtilizando elementos

isoparamétricos lineares de 4 noés.

O algeoritmo implementado, em principic, ndo precisa
de grandes modificag@es para ser adaptade a wum sistema de
analise elastoplastica com grandes deformagdes. No anexc B

mostram-se algumas das caracteristicas sobre esta questio.

O corpo rigido € modelado mediante a definigdo de
um contorno complexo formado mediante a combinag8co de trés
tipos de formas simples (reta, arco de parabola e arco de

circulod.

A =eguir apresenta-se um esquema geral do algeritmo
implementado; depois as caracteristicas cinematicas =
mecénicas do problema e por UGltimo algumas modificagdes feitas
no algoritmo com as quais este ganha em simplicidade e permite
resolver os problemas da sobrerestrigSc (C’locking ’) dos

termos afetados pela penalidade [26].
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Iv.1

37

ESQUEMA GERAL DO ALGORITMO.

*¥—Entrada dos dados convencionais C 23D

*¥—Entrada de dados referidos ao problema do contato

-Determinag8o dos nés que pertencem a zona

potencial do contato crc>

-Determinagdo do contorno rigido definido como uma
combi nagio de varios contornos simples,
determinando neles as caracteristicas do

coeficiente do atrito (1D

-Definigio do vetor velocidade da superficie rigida
5 S Ele ¢ determinado mediante suas duas

componentes nas diregdes dos eixos x , ¥y globais

—Valor do incremento de tempo a ser utilizado no

processo incremental AT
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—————+— %*-Definig¢io da posig¢ic da superficie rigida.
T -Determinagio da nova zona em contato sobre o corpo
deformavel e calculo dos deslocamentos

prescritos aplicados sobre ele (23

—— *-Calculo da matriz de rigidez elastica K (30 (3D

*%¥-Calculo das contribugdes elementares a matriz de

rigidez e o vetor de cargas adicionais para levar
P em conta os problemas de contato e atrito. Os
valores calculados serdo diretamente montados

sobre a matriz de rigidez K
¥—-Aplicagio das condigBes de contorno (3¢

*¥-Resolugfio do sistema de equagdes lineares (3¢

A 4>

%¥-Calculo das tensdes nos pontos de integrag¢fo dos
elementos finitos que discretizam o cor po

def ormavel (¢

%-Calculo das tens®es na zona de contate CIN D
naoc €
converge
+—— %-Controle da convergéncia da equagfo matricial (5

‘[ convergo
sLm
A ¥~Controle do fim >

naoc
*¥-Atualizagio de coordenadas, deslocamentos, e

tensdes.

L—4— %-Impress8io dos valores da etapa

*¥-Impressiico dos valores finais +

*-FIM



IVelad OBSERVACUES SOBRE O ALGORITMO

Cx%%) Indica que o calculo & feito wutilizando a
subrotina do sistema de analise estrutural empregadoc como base

(sistema ESFINGE [17]1D.

C1) O coeficiente do atrito, come se mencionou no
capitule III wvaria em fung3o do deslocamento tangencial
relativo GTR entre a superficie rigida e o© corpo deformavel

calculado pelo programa.

Neste trabalho adota-se a seguinte lei de variag3o

para o coeficente de atrito, ver [16]

u €u_ D = u C1-Cm-1de ¥ Yrr > CIV.1D
m

onde u ¢ o coeficiente de atrito maximo, m um coeficiente
m

dado pelo seguinte quociente

m = ’ CIV.2d

maxi1mo

e y € uma constante que mede o ’endurecimento’ que se produz
na variagdo do H - Na figura IV.1 mostra-se a forma da curva

expressa na equag¢do (IV.1D.

2 S CEC R P T
MEMAX = iy K: //_

/*mmn;pmn

Figura 1IV.1- Curva que mostra a variagSo do

coeficiente de atrito H_. °em fung8o do deslocamento tangencial

relative u
TR
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(2) Neste ponto s8o chamadas as subrotinas CONTOR,
CONLIN e CONCUR gue serdc explicadas nas secgles Iv.2.2 e
iv.2.3

(3> Para otimizar o algoritmo levando em conta que
© comportamente do corpo deformavel & elastico linear
poderia-se empregar algum esquema que evite montar a matriz de
rigidez em todas as etapas. Neste trabalho isto n8o & feito
pois no caso de ter-se leis de comportamento do material mais

complexas ndo teria sentido fazer esta otimizaglo

C4) O sistema de equagdes a resolver é& similar ao

mostrado em CI.12), e para o tempo T+AT tem-se

I
B>
eS|
I
[+
B
C
V]

CKCu DD AU" CI.3

onde AQI ¢ o wvetor de deslocamentos nodais resolvidos na

iteragdo 1 dentro do passo incremental t+Atr do processo.

(4> A convergéncia da equagZc matricial dIV.3> &
dada por

|J C ALT-ALTT'F dr | < toler&ngia  CIV.4D
L]

onde [ @ | indica wvalor absoluto, Atn & o incremento da

P 3 ‘ - -
tensfo normal na superficie em contato e I' indica o contorno
<

em contato nesse passo incremental.
Iv.2 CONSIDERAGCUES CINEMATICAS

IvV.2.1 DEFINICZXO DO CONTORNO R1IGIDO
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O mesmo seri composto pela combinag8oc de varios

contornos simples

A representagfo destes contornos se faz mediante
fung8es vetoriais cujas componentes s3o definidas em forma
paramétrica [24]. Assim uma curva no plano pode-se representar

por

xCad
QLad= CIV.5)

yCad

se xCa) e yCa) sHo polindmios em a, a equagSo (IV.8) pode-se

expressar em forma matricial como segue

Qad = a MP cIv.ed
sendo que
P
ix 2x
P=| P P CIV.72
~ 2% 2y

Base de polinémios

Matriz da fung3c de interpoclagdo da curva

U IX P

Pontos que definem a geometria da curva

Desta forma tem-se, no caso de wuma reta Cver

figura IV.2D.

-1 1 P
Xad =[ a 1] *
1 o P CIV. 8

com a variando de O a 1, onde

BABLIOTEG
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CIV.9

Neste caso a curva & definida através de dois

pontos no planc (4 coordenadas reais J, e desenveolve-se de E:

para P2 , conforme a variag¢3o do parametro a <O & 13.

=%V

Figura IV.2 -Representagio paramétrica de uma reta

no plano

No caso que o contorno seja um arco de parébola,
Cver figura IV.3) ela & definida através de +trés parametros
no plano (6 coordenadas reais), e desenvolve-se de E: para Ez

passando por 23.

Utilizando-se os polinémios interpol adores de

Lagrange tem-se

P
Qad =t a®*,a ,1 1 |-3 -1 4 e CIV.10D
P



y

Figura IV.2 - Representag8o paramétrica de uma

parabola no plano.

Por dltimo, empregando curvas de Bézier modificadas
¢ possivel a representagio de um arco de circulo definide por
quatro pontos ne planc (8 coordenadas reais); o© centro de
curvatura C, o ponto inicial E$, o peonto final Ez, e pelo
peonto onde se cortam as tangentes a curva que passam por 21 e

Ez Cver figura IV.S5),

Para © caso do arco de circulo tem-se entSo

rca—:o CA-20 o) p
~q
-& o & ga
1 0 0
CIV.11D

sendo que & e dado pela seguinte expressio
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& = 1*cos @ ~2cos(8/2 5 gogg+1.1020 10 e+
cos @& - 1
-G _ 2
+C-1.4575 10 %63 CIV.12>

onde &8 pode escrever-—-se como

x X+ ¥y ¥, CIV.13
@ = arc cos
i
1 ¢ s®% vPrc®e
com
x =P -C
1 ix x
=P -C
¥4 1y y
CIV.14D
x =P -C
2z Zx -
2= Pay™ &

Figura IV.4- Representag8io paramétrica de um arco

de circulo no plano.



Na definig3o dos contornos adiciona-se mais um
parametro, o ponto P‘, que € interior ac corpo rigide e

permite definir qual é a parte interna e qual a externa.

Iv.2.2 FUNCAO DA SUBROTINA CONTOR

A fung3o desta subrotina € relacionar, dentro de
cada passo incremental do processo, os contornos simples que
definem a forma do corpo rigido com os néds da zona potencial
de contato do corpo deformavel, determinando, para cada um

destes nds, o contorno simples com © qual entraria em contato.

Para ilustrar melhor a forma de trabalho do
algoritmo suponha-se um corpo rigideo no planc, sendo gque sua
forma fica determinada pelos os seguintes contornos simples;
contorno I C(tramo de retad), contorno II Carco de circulod e

contorno III Carco de paréabola)d.

Seja também uma zona potencial de contato de um

corpo flexivel formada por trés nés A , B, C ver figura IV.B6.

Para obter a relagdc procurada procede-se da

seguinte maneira

iD0-Traga-se uma poligonal que passa pelos pontos
extremos dos contornos simples que definem a forma do corpo
rigido. Os lados de tal poligonal s3o definidos em forma

paramétrica comoc mostrou—-se na segSo IV.2.1

2)-Definem-se retas que pasam por cada um dos nés
da zona potencial de contato e que tém a mesma diregS8c que o
vetor velocidade da superficie rigida > WY retas a, b, ¢ na

figura IV.B.

3) - Considera-se cada uma das retas, ¢ se faz s& a

analise para o né A), define-se a itersecgdo da mesma com o
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prolongamento dos lados da poligonal definida em 1D,
determina-se os segmentos A AI. A AII, A AIII.

40- O contorno relacionado com © né em analise,
sera aquele no qual o ponto At fique dentro dos extremos do
lado da poligonal, ou seja gque para esse caso a esteja
comprendido entre O e 1. No exemplo que se ilustra na figura

IV.B, se © né A entrar em contato nesse passoc incremental o

farad com o contorno II.

p

Ll o]

1
Pa
L
ZONA POTENCIAL DE CONTATO
m I ‘/
P,‘ H P4l Cn / c
/
® / :
//
/ €5
POLIGONAL QUE PASSA PELOS //
EXTREMOS DOS CONTORNOS 7 .
SIMPLES (e CONTORNO RIGIDO
3
Figura 1IV.B5- Exemplo que ilustra a forma de

trabalho da subrutina CONTOR, Canalise para o né AD.
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Iv.2.3 FUNCAO DAS SUBROTINAS CONLIN E CONCUR

Definida na seg¢fico anterior a relagfio entre os nds
da =zona potencial de contato do corpe deformavel e os
contornos simples que definem a fronteira do corpo rigido num
certo tempo T do processo incremental, as subrotinas CONLIN e
CONCUR permitem determinar o tempo necessario para gque se
produza o contato entre ambos (o tempo tera valor negativo se

houver solapé) e a posigio no plano onde este acontecera.

Seja um contorno simples da superficie rigida
definida num tempe T do processo pela fung3o vetorial gTque
avanga com uma velocidade P Transcorrido um tempo AT a nova
posigio do contorno rigido estari definida peloc vetor g?+AT.
Considera-se também o né A que pertence a superficie
potencial de contato do corpo deformavel e tem definida sua
posigdoc pelo vetor X, Ent8c pode-se descrever a situagdo

mediante a seguinte equagfo C(ver figura IV.7).

T+ AT
54_ Q Ag CIV.15)
ou
r+£¢ #
4 Qcdd Vg A¥

= - cIv.1ied

T;A‘T =

Ya ch ad vny ar

sendo que a CIV.15) e CIV.16) representam um sistema de duas
equagdes com duas incdédgnitas Ar.e ; » onde AT‘ ¢ o tempo
necessirio para que se produza o contato e @ a coordenada
paramétrica que define o ponto do contorno no qual este se

produz.
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CORPO_FLEXIVEL

CONTORNO RIGIDO NO TEMPO Z + AT

Figura IV.B6- Anidlise do encontro entre um contorno

rigidoc e um né do corpo deformavel da zona potencial de

contato.

Se o contorno & um segmento de reta a (IV.16) sera

um sistema de equagdes lineares.

Utilizando a expressSoc CIV.8) dentro da CIV.16) e

desenvol vendo chega-se a

CP. - P1 D v a (x—-P D

CINVGATI

2y 1y Ry iy

w* .
o calculo de a e AT para o caso de contorno reto é feito pela

subrotina CONLIN.

Se o contorno & curvo a (IV.16) representa um

sistema de duas equagBes com duas incdgnitas que ¢ nSo
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linear e que pode expressar-—-se como

FCa, ATD = Kad - Y. Ay x =0 CIV.18)
ou
e L
§1Ca.A-rJ = Q Cad —vaA-r-xzo
CIV.19D
$ CQ,AT D =QCa) - v Art'-y =0
2 y R A

na CIV.17D QC:,) seria dada por CIV.10) ou pela (IV.11) segundo o

tipo de curva.

Para resolver a equaglo (IV.19) utiliza-se um
proceso iterativo baseado no método de Newton Rapshon

que pode-se resumir como segue.

I+4 I . I+4
* ] “»
a a a
= + A CIV.20D
- * E
AT AT AT

I+1 I
2 3
1 1
A = 3 CIV.21)
Ar" 3

onde J‘x € o jacobiano da fung3oc 2 com os valores calculados no

passo I, e que pode expressar-—-se como
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[ v
ad ad®
1 1
a a a a CIV. 222
I
£ o
ad asd
2 2
L @ a @ a |
%y
Na implementagdo computacional J &€ desenvolvido

em forma explicita para os dois tipos de curvas empregadas,

arco de circulo e arco de parabola, C(ver subrotina CONCURD.
O processo de calculo continua até que

Z tolerangia CITV. 239

* “
O calculo de a @ At para o caso de contorno curvo e

feito pela subrotina CONCUR.
-
Obtendo AT pode-se calcular o solapé como

bg = v AT CIV.24D

Iv.2.4 CALCULO DO VERSOR NORMAL INTERNO A SUPERFICIE
RIGIDA NO PONTO EM CONTATO

Define-se um ponto scbre um contorno rigido
determinado pelo vetor QCad onde @ € wum parametro de valor
comprendido entre O @ 1; refere-se tal contorno a um par de

elxos cartesianos com versores . Cver figura CIV.82D
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Figura IV.7- Representagioc do verser normal interno

num ponto da superficie rigida.

O versor normal sobre a superficie pode-se obter da

seguinte expressdo

d Q Cad ” @ Q Cad
n'=- —>— o —L— e, CIV.25
d a a a

Para fazer que o versor normal seja interno a
superficie rigida, define-se um ponto que pertence ao corpo
rigido, ficando definida sua posigdo mediante o vetor E‘. A
partir dele e do vetor Xa) pode-se calcular o vetor R

definido por

CIV.z26D

Lk
1
R
o
l
v

Ent8o se
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g n’ > O se tem que n = n’
e se cIv.a27>
% n’ < O se cumpre que n = -n’

O versor n sera ocupado no cilculo dos termos da
bl
matriz de rigidez e do vetor de cargas adicionais para levar

em conta o contato e atrito.

Pode—-se observar que a forma apresentada para
calcular o versor normal traz alguns problemas nuUmericos
guando © nd em contatc estad em condig@es de deslizar sobre o
contorno rigido, & o gradiente de wvariag3o de n aoc passar de
um nd para outro adjacente, &€ consideréavel. Devido a estes
problemas se considera que € melhor calcular n diretamente
socbre o lado do corpo flexivel da zona potencial de contato e
calcular as normais nos nés como uma média dos valores nos
lados. O calculo das normais diretamente sobre o lado foi
feito nas meodificag@es introduzidas no programa que serio

comentadas na segio IV.3.2.
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Iv.32 CARACTERISTICAS MECANICAS

No programa implementado o que se faz a partir das
expressdes (III.Z25 , CIII.2B) & achar as contribugdes

elementares & matriz de rigidez e ao vetor de cargas globais.

Inicialmente, tentou-se resalizar a integragdo
numérica dos termos afetados pela penalidade empregando a
regra da gquadratura de Gauss com sé um pontoc de integragdoc por
contorno elementar dintegrag8oc reduzida) procurande assim
solucionar o problema da sobrerestrigdc ocasionada pelo uso
das fungdes de penalidade (’locking’), porém os valores

obtidos por este caminho n3c foram satisfatdérios.

Empregando integrag8oc completa (deois pontos de
integragio por contorno elementar) obteve-se bons resultados
para os deslocamentos, surginde problemas ao calcular as
tensdes na zona de contato, utilizando diretamente as fungdes
de penalidade, (ver expressdes (III1.5) e (III.18); neste caso
a distribuigdo dos resultados foi errada, aumentando a
distorgdo dos mesmos gquando o gradiente de tens8es crescia.
Varias formas de suavizar e distribuir as tens8es foram

testadas sem bons resul tados

A outra tentativa foi a de calcular as reagles
nodais na zona de contato seguinde o© caminho classico
empregade no métode dos elementos finitos. Mediante uma
distribug8o consistente [2], obtiveram-se as tens8es nodais
com valores similares aos calculados utilizando-se diretamente
as fung@es de penalidade, os quais, como ja foi mencionado,

resultaram pouco satifatdrios.
Tentou-se também trabalhar com o elemento
isoparamétrice quadratico de 8 nés com integrag¢fic reduzida,

porém os resultados obtidos também foram ruins.

Ante este pancrama optou-se por calcular as tensSes
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nos nés a partir de uma interpolagfoc dos valores obtidos nos
pontos de integragfio dos elementos adjacentes &a zona de
contato . Diferentes formas de interpolag8ic foram testadas
utilizando um processo de suavizag8c a partir do célculo por

minimos quadrados dos valores nos pontos de integragio.

OQutro caminho testado foi empregar uma regra de
integrag¢io apresentada por Kikuchi em [20] e [23], a qual
mistura a regra da quadratura de Gauss utilizando sé um ponto
de integragfo por contorno elementar e o método de integragio
dos trapézios, obtendo-se desta forma uma suavizagdo na

distribuigio das tensdes na zona de contato.

Finalmente se implementaram duas versdes do
programa (CONANASEL1 e CONANASEZ2) , ambas tem essencialmente a

mesma estrutura.

Indica-se a continuag8ico as caracteristicas que as

diferenciam.
Versio CONANASE1

-A integragiio sobre o contorno em contato CF:) dos
termos adicicnais & matriz de rigidez e aoc vetor de cargas
globais para levar em conta o contato e atrito , se faz
utilizando o método da quadratura de Gauss com dois pontos de

integragdo (integrag¢ioc completad.

—As tensSes nos nds da zona potencial de contato
s8o calculadas a partir dos valores obtidos nos pontos de
integrag8oc dos elementos adjacentes empregande um métode de

suavizagio de tensdes.
Os verscres normais nos nés em contate s3c achados
levando em conta a forma do contorne rigide em contato com

determinado né, como se explica na secgiio IV.Z2.

Com esta vers8oc do programa obtiveran-se os
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resultados mostrados no capitulo V, e pbdde-se observar que as
tens8es tangenciais afastavam-se dos valores corretos se o

gradiente de variag¢3o das mesmas tinha um valor elevado.
Vers3io CONANASEZ

A integrag3o sobre o contorne em contato CF:) dos
termos adiciconais & matriz de rigidez @€ ao vetor glcbal de
cargas para levar em conta os efeitos do contate e atrito &
feita empregando um método misto [20], que combina a regra da
guadratura de Gauss com um ponto de integragdoc e o método dos

trapézios.

Trabalhando desta forma foi possivel obter wuma
distribugfo razoavel das tens8es na zona de contato utilizando
diretamente as fungSes de penalidade (ver expressdes (III1.5) e

CIII.18dD.

Neste programa os versores normais na zona em
contato s3c calculados a partir das normais aos lados dos
elementos do corpo flexivel realizando posteriormente a média

para levar os valores aos nds

Se bem gque esta versdoc do algoritmo niSc foi
totalmente testada, considera-se que & o©o melhor caminho a
seguir pois o programa se simplifica notavelmente sobretude no
pés— processamentoc necessario para obter as tensfes na zona de

contato.

Come Ultima segdo deste capitulo se apresenta as

caraclteristicas das modificagSes feitas nesta Gltima versdo.

Iv.3.1 MODIFICACOES IMPLEMENTADAS PARA OBTER UMA MELHOR
DISTRIBUCAO DAS TENSUES NODAIS NA ZONA DE CONTATO

Estas modificagBes estXo baseadas no trabalhc de
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Kikuchi [20] e constituem basicamente uma técnica para
suavizar a distribugdo das tenses nos nés da zona potencial

de contato.

A (III.23) pode-se escrever em forma mais compacta

da seguinte forma
ACAu,w + |C8CAu,w = FCw CIV. 28D

sendo que

CIvV.29

FCuw = J o Ab u.  dO'+ J Af G, dr’ CIV.30
P TR T L L F
o r
F
LC BCAW ,w = [ 8CAu >u dr’ CIV.31)
T
-

<

onde a partir da (III.23) se deduz que

eCAW=[Ck n.n. + ﬁ,,)Au_—(Ag k. n, +bg K. ¥ T At )
~ ~ 5 e TR | i ] n N o4 Tk 1k i n

CIV.32>
a C(IV.31)> pode-se escrever como segue
_ no de elem
LC8CAW ,w = & L°C§C593.23 CIV.33

e=1

onde © simbolo somatéric implica montagem das contribug&es
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elementares a equagfo global.

Para simplificar a notag8c a partir de agora
substitui-se € por ECAu. Escrevendo entdo Lg§,gb da seguinte

maneira
_ a
LC B,ud =S w' € e u e CIV. 34
&, T i
1L=1

sendo que w® sfo os pesos que afetam os valores obtidos em
1
cada ponto de integragiioc ao utilizar o método da quadratura de

. e .
Gauss para integrar, e x. indica a coordenada do ponto de
1

integragio.

Se na (IV.34) g=1, entio x? ser4 a coordenada do

centréide do lado e C(ver figura IV.8).

Figura (IV.8) Representagdoc dos valores socbre o

contorno.

Introduzinde as expressdes cIv.2e, CIV.30),
CIV.33) e (IV.34) na equag8fio C(IV.28), com a=1 na CIV.34D
ocorre que em alguns casos uma das condig®es de convergéncia

de Babuska Brezzi n3oc ¢ preenchida [20].

Para contornar o problema redefine-se a C(IV.33) da
seguinte maneira

o
n de elementios

LC g,u> =% € du + u h - 2 CIV. 35
~ e=1~e & e+1 e

—
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sendo que em C(IV.34) h ¢é o comprimento do lado e, além disso
€

dentro de cada contorno se tem

€ = € & CIV. 36D
~& ~(x
1
e
uCxd>=u Cl1- x - h 2 + u x ~h CIV.37D
L ~e ~ = ~e+1 ~ =
onde Ge e u ‘i s8o os deslocamentos virtuais dos nés extremos
- o

do lado e, e X ¢ © vetor posig8co que define a posigdo de um

ponto sobre o lado e.

=
Define-se tambem a fungloc ¥(x) da seguinte forma

Bcxo=f c1-x ~ h > + & x ~ h CIV. 38
~ ~ e "~ e ~e+1 ~ e

onde
£ =g e ¢ =g CIV. 3D
~q 1 ~E+ 1 ~E
§ =Ch B + h €& >-Ch + h D com e= 2, E
2. - ~e—1 ~e &= =4

CIV. 40D
finalmente a (IV.34) pode-se escrever como segue
—_ e — E »* —_
LCE, ud =€ wu h /2 + % € u Ch + h J2 +
~ ~1 o~ 1 e=2 ~e ~ e- &

E
- » o e 7
* §E+1 EE+l. hE N g §=1c§6 EG + §e+1ge+1)he & s
E
-~ » —_— ~ E ] —_
=z, L€ .u>=Lck . .ud CIV.41)

onde ﬁo ¢ o operador da regra de integrac¢fic do trapézio.
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Utilizando as express@es antes vistas a <dIV.28

;quié?'13€9 escrever

ACAu, @ + LC&, w =FCw CIV. 42>

Na figura <(IV.11) se ilustra o significado de

alguns termos vistos anteriormente.

€o =( he-1 Be-14hoge)
[he+he=-1)

€3= hejehs o
th1+hg
'B*=... e:+1 %
3 ehe2s,
€ €, T
€yt1 /' t

LS

Figura IV.8- Representagioc dos termos afetados pela

penalidade scbre o contorno em contato do corpo flexivel.

A implementagic computacional das modi ficagdes
assinaladas requer fazer algumas mudangas na parte cinematica
do algoritmo pois agora se faz necessario calcular as normais
ac lado e n3c aos nés em contato. Além disso € necessario
calcular valocres de sclapé e de incrementoc de tensdes nés

lados a partir dos valores nodais.

Para ilustrar a forma da matriz de rigidez e o

vetor de cargas adiciocnais para levar em conta o contato e o©



atrito se faz o desenvelvimento de ditos termos para © caso do
contorno de um corpoe flexivel formade por trés contornos

elementares como pode ver-se na figura (IV.10D.

1 * X2 *
&
3
- e \‘5\.
2
51”/{/f' 3 Cs
\ ;
p P

LY

Figura IV.10- Zona potencial de contato formada por

trés contornos elementares do corpo flexivel.

Partindo da (III.28) e (CIII.Z2B6) & possivel escrever

1) (x

K® =¢knn+K D e CIV. 43
n oL J 5

e—
FL CAgnknnt+ AngKtk+c Tiﬁtnj(x:} CIV. 44>

as expressdes (IV.43) e (IV.44) s3do constantes para o lado e.

Na (IV.44) a inclus3o do Ultimo termo € discutivel
pois n8o esta afetado pela fungioc de penalidade, ou seja gue
poderia ser integrado ocupandoc a regra da quadratura de Gauss
com dois pontos de integrag8o. No programa implementado se
aplicou o mesme método de integrag8io para todos os termos

devidos ao contato e ac atrito.

A §° pode-se escrever da seguinte forma

€ = K°

W & B FE CIV. 45>
~e v ﬁ(xi) i

3 i
onde x: ¢ a ordenada do centréide do lado e. Os subindices i, j
podem tomar valores x ou Yy que indicam direg8ic dos eixos e 3

valores 1 ou 2 indicando o©os nés extremos do contorno



elementar,
Também se cumpre que
N e =1-2 CIV. 48D
ﬂ{x‘}

desenvol vendo a (IV.45) tem-se

[ Auxiw
X® K° N O N O Au F°
8 - KX XYy i 2 vi - ®
» K® K° 0 N O N Au F°
Yx Yy 1 2 x2 ¥
Au
= yz-

CIV. 472
substituindo C(IV. 462 na (IV.47) @ operando chega-se a

[ Au
-
- L= L e AU . n_—l&
XX o HX F.d x
e = C1/2 ¥ ¥, ) - N
(-] (-] (-3
Au F
YX Yy ¥Yx Yy X2 Y
Au
v

CIV. 482

desenvol vendo a (IV.40) para o exemplo que se analisa tem-se

LC& ,ud=C1.23I% h wu +& Ch + h D u +& Ch +h Ju_+
Ot gy~ ey 1 - ~2Z i 2 b ~3 i 2 ~3a

+€ h_ul CIV. 49

utilizando as expressfes (IV.29) e (IV.40), pode-se escrever

[C& ,w=C1/2)Iu’ €h +ua’ CE& h +& h dC1/Ch +h J2)+. ..+
b ~ ~q ~1 1 ~Z P i ~2 2 i 2z
+u’ € h_)J CIV.S0)
~4 ~3 3

E— A = CAISEAILIA™T A
o st L o o e (FEYAY F Y

64

BIBLIQTECA.



62

se na (IV.50) substitui-se ge pela (IV.32) tem-se

-~ * _—
LCE ,ud =
s [Au 1
x1
1 1 1 1 i
= :l a ] XX Xy X X XYy h1 Auyi - U-K h:t +
iRy k' x* k' k' |7 |Au ol B
¥ % Yy ¥ % Yy x2 b 4
Au
e yz =
Aux1 |
:x :y :n K:y h huyi : h
+ [u wu ] 1 - 1p +
o Y it K K 1T las S I8
Yx Yy Y ¥y x2 v
Au
vz
.
Au T
:x K:y zx :y h Auyz F: h
+ [u, u ] 1 - 2 b +. .+
il KE ¥ K° o | T s F2 | 2
YX Yy YX Yy x3 v
Au
L w8 ]
[Au ]
x3
3 3 3 3 e 52
% . . 3 x X Xy X% Xy h3 va | _ x ha
ke k® k> K K® | 7 |au F? | 2
yYx Yy ¥Yx Yy x4 v
Au
Y4
CIV.51D
A CIV.B1D pcde —se escrever em forma mais

conveniente como segue

uC1 743K Au =C1/2>F CIV.S2>



onde K pode-se expressar da seguinte forma

CIV.53
x* . K* h K* h
Xxx 1 Xy 1 XxXx 1 Xy 1
k' h |K' h X* h
yy 1 xy 1 yy 1
K* h +x? h_|K' h +K® h_|K? X% h
Xx 4 X 2 xy 1 Xy 2 Xx 2 Xy 2
K h +K® h_|K? K* h
Yy 4 Yy 2 Xy 2 vy 2
sim
3 K3
xx 9 xy 3
x> h
Yy 3|
e
x 1
F* h
v 1
F''h + F2 h
x x 2
F' h + F. h
4 4 CIV. 54
F h
x 9
F h
| v e J
A partir da CIV.S53) e (IV.54) ¢ possivel deduzir
que a matriz de rigidez e o vetor de cargas elementares para
levar em conta o contato e o atrito no contorno e pode-se

exXpressar como segue.
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[ - - - - i
®x 4 xyh. KK @ xyhe
*h K°h K°nh
1 e oy e ry & CIV. S8
- W » Y K
KX © Xy @
° h
{ ¥ ¥
F® h
» o
F® nh
1 L =
» L
F® h
y (-3

Os termos expressos na (IV.55) e C(IV.S6) sso
calculados para cada um dos contornos elementares em contato
do corpo fléxivel nas sucessivas iterag3ces até cumprir a

condigio CIV.4) dentro de cada passo incremental.

Em cada iteragfo deve-se também comprovar gue as
tens@es normais (tensdes e nfSo incrementos das mesmas) sobre

os contornos elementares .-em contato sejam de compressio.

No casc em que sejam de trag3o, o gqual n3oc tem
sentido fisico, se elimina a contribug8o dada por (IV.85) e

CIV.56) correspondente a esse contorno na préxima iterag3o.
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CAPITULO V: EXEMPLOS NUMERICOS

Em continuag8o, sSo apresentados dois exemplos que
permitem avaliar o comportamento dos programas implementados

CCONANASE1 = CONANASEZ D.

V.1 EXEMPLO 1

Suponha-se um cilindro circular rigido de raio R =
8 cm , que ao descer impde deformag8es sobre um corpo flexivel

com comportamento elastico linear C(ver figura V.1 D.

O corpo elastico de dimensfes 18 cm x 4 cm &
discretizado utilizando 178 elementos quadrilateros lineares

de 4 ndés € analisado considerando estado planc de deformagdes.

Adota-se E = 10000 MPa., v = 0.2, coeficiente de
atrito 4 = 0.0 e constante de penalidade k = 1E10.
™

A malha utilizada para discretizar o corpo flexivel
€ mais densa na zona onde se produz o contato, como pode

ver—-se nas figuras V.2 e V. 4.

Na figura V.2 se ilustra a malha deformada apds da
aplicag8c de um deslocamento prescrito devido ao avango de 0.6
cm do cilindre rigido na direg8co vertical. Na figura V.4

mostra-se um detalhe da malha deformada.

Os resultados numéricos obtidos foram comparados
com a solugdo tedrica de Hertz [25] € com a solug8do numérica
apresentada por Chen & Kikuchi [8]. A comparag8c dos mesmos

pode ver-se na figura V.S5.
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Analisando os valores achados com o© programa
implementado pode ver —-se que os mesmos se ajustam
razoavelmente bem a sclugio dada por Chen & Kikuchi [8]. Ac

confronta-los com a solugdo tedrica de Hertz observam—-se bons
resul tados para profundidades de penetragioc baixas,
separando-se a solugdo teorica da numérica a medida que a

penetragio aumenta. Isto pode ser explicado levando-se em

consideragdo gque, para grandes deformagdes impostas, as
hipéteses da solug8o de Hertz deixam de valer ¢ wver figura
V.82
& 1 R=8.0¢cm .
66 CILINDRO RiGIDO
E=1000@ MPa
L V=03
£ Kn=10E+ 9
CORPO FLEXIVEL ® -
o Estado Plano de Deformagoes
Al S ' .)(
g 80c¢

Figura V.1-Cilindro rigido que imp8e deformagSes

sobre um corpo flexivel.
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ESCALA Y= 1lcm /1575

><\ ESCALA X=1lecm/1.33

Figura V.2-Malha indeformada que discretiza o corpo
flexivel da figura V.1 com 178 elementos isoparamétricos

lineares de 4 nds.
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lY ESCALA Y=1lcm/1.575
ESCALA X= 1lcm/ 1.333

J= 06 \

d

a
d
x ¥

Figura V.2- Malha da figura V.2 deformada apés
descer o© cilindro rigide 0.6 cm em direg%c vertical impondo

deformagdes sobre o corpo flexivel.

p\/Q R=8cm
I\
g o f ’_{ pe ) P '_' $ "":g f -4
|
T

Figura V.4 - Detalhe da figura V.2 onde pode-se

observar a densificag8c da malha na zona de contato.



t"fD Referancias:

2.3

2.2

@.1

solugdo

(L],

61“:_ f

B=E/2(1-v3

r§= deslocamento prescrito psla
superficle rigida.

— solugao tecrica de Hertz.

X solugdo numeérica de Chen &

Kikuchl

* solugdo numeérica com programa
conanase 1

@ solugdo numerica com programa
conanase 2

Figura V.B5- TensBes computadas com o©s programas

implementados CCONANASE1 e CONANASEZ2) e comparagdoc com a

tedérica de Hertz [28] e a numérica de Chen & Kikuchi

Referenclas

M #
(MPaJ ; * SolugBo numerico com programa conanase 1
S o — Solugoo analitica de Hertz
20004
1000 (S= @.6cm
02|03 |04les
01
005
10 20 30 40 g

solug8o

Figura V.6~ Grafico que mostra a divergéncia

numérica com a solug8o tedrica de Hertz.

da
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vV.2 EXEMFLO 2

Considera-se um disco elastico de raio R = 2 cm e
espessura @ = 1 cm, sobre o qual imp8e deformagdes um anel

circular rigido, Cver figura V.7).

Adotam—-se o5 seguintes valores de constantes
eglasticas

E = 1000 MPa

v = 0.3

e os valores de penalidade empregados sdo
K =K = 1 E 10
¥

Q exempl o & analisado considerando ele

axisimétrico,

A malha utilisada para discretizar o corpo flexivel
¢ composta por 220 elementos isoparamétricos lineares de 4

nos.

Na figura V.8 mostra-se a malha indeformada e na
figura V.9 a mesma deformada despois que © anel rigido impde

um deslocamento prescrito de 0.2 cm na direg8o vertical.

Os resultados obtidos ajustaram-se relativamente
bem a solug8oc analitica dada por Shibuya [23], como se mostra

na figura V.10.



4z
?Q 1@cm > |

E = 1000 MPa
| - [// oy’ _;_ V =03
g Problema Axisimétrico
CORPO FLEXIVEL

ANNANNKENRYN

-

Vorzsrls W G I e
P 2@cm i
'}

Figura V.7- Anel rigide que imp8e deformagles scbre

um disco flexivel.
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Y A
/ ESCALA X = 1ecm/5.3
¢ 2.@cm é ESCALA Y = 1cm/ 63
/1
Zan /]
Xt L L s s L /]
~N ; 4
g -L.ﬂ.j-m_..__.-/ 4
PNy P

4 1
§
[~)
X
[ 2.@ cm —_——
Figura V.8- Malha indeformada que discretiza o

disco flexivel da figura V.7 composta de 220 elementos

isoparamétricos lineares de 4 nds.



ESCALA X= 1lcm/5.3
s Y ESCALA Y= 1em/6.3

Figura V.8- Malha da figura V.8 deformada apos
descer © anel rigide 0.2 cm na diregdc vertical,impondo

deformag8es sobre o disco flexivel. Cprograma CONANASE1).
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Al-Y (G2z,0r2) Referénclas:
6¢ G = Mddulo de Elastcidade Transversal
§ = Deslocamento prescrito(0.2 cm)
20
1.0+
(Ri) (Ro) R [cm)
0 " M " B
00 05 15 20
0t Solugdo Analitica
— —— sem atrito
com atrito = @3
-2.01
Solugdo numerica com programa cononase 1
X sem atrito
e com atrito =03
...3'0-- }L
v

Figura V.10- Tens8es computadas com o programa

CONANASE1 & comparagio com a solug8o analitica.



CAPITULO VI: CONCLUSOUES E SUGESTUES

Neste trabalho apresentou-se a teoria = a
implementag¢fo computacional de um algoritmo que leva em conta
o contato e o atrito no caso em que um corpo rigido avanga
impondo deslocamentos sobre um corpo flexivel de comportamento

elastico linear num processo incremental.

Foram analisados problemas de estado plano de

deformagdes e axissimétrico.

O corpo rigide foli modelado mediante a combinagZo
de contornos de geometria simples (reta, arco de circulec e

arco de parébola) definidos em forma paramétrica

O corpo deformavel foi modelado mediante o método
dos elementos finitos empregando elementos isoparamétricos de

4 nés.

Os efeitos do contato e atrito entre os corpos
foram levados em conta empregando a teoria apresentada por
Chen & Kikuchi (7], [8] baseada no método das fungdes de

penalidade.

Uma das premissas ao implementar o algoritmo foi a
facilidade de adaptar o mesmo para © caso em que o© corpo
flexivel tiver uma lei de comportamento mais complexa Cpor

exemplo plasticidade com grandes deformagSes).

O principal problema apresentado na implementagfo
computacional foi contornar o efeito da sobrerestrigfo
C’locking’) que se produz nos termos afetados pelas fungd®es de

penalidade, o qual distorce a distribug3o das tens®es na zona

em contato.
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Foram testadas varias estratégias para solucionar o
problema, tais como integragfo reduzida, implementagio de
elementos quadriaticos e distintos tipos de suavizagBes dos
valores das tens®es calculadas na zona em contato, obtendo as

sequintes conclusdes.

vIi.1 CONCLUSUES

-A luz dos resultados obtidos pela versfic do
programa CONANASEl, pode—-se concluir gue o método das fungdes
de penalidade permite achar, sem maiores problemas, o campo de
deslocamentos, produzindo-se inconvenientes no calculo das
tensdes via penalidade, raz3oc pela qual as tenses na zona de
contato foram calculadas a partir dos :‘valores obtidos nos
pontos de integragfo dos elementos adjacentes levados a os nés

do contorno em contato mediante uma técnica de interpolacg3o.

—Calculando as tens@es na zona de contato a partir
dos valores nos pontos de integragfc dos elementos adjacentes
pode-se chegar a resultados relativamente bons como se observa
nos exemplos apresentados no capitulo V. Observou-se também
que se o gradiente de variagSo das tensd@es é muito elevado sua

distribugio sofre distorg¢8es.

-Uma discretizag8c muito fina na zona onde se
produz o contato ¢ essencial para obter uma aproximac¢Zo

razoavel dos resul tados.

-Pelos testes feitos com a versZoc do programa
CONANASEZ pode-se observar que a suavizag¢fo na distribug¢foc das
tens@es na zona de contato calculadas via penalidade ¢
satifatdéria devido a +técnica implementada na integracg3o
numérica, a qual traz uma simplificagZoc consideravel no

cilculo .
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-Se bem que esta versfo do programa n3o tenha sido
totalmente testada, considera-se - que ¢ o melhor caminho a

seguir em futuras extens&es do trabalho apresentado.

Ac se adotar valores de incrementoc no tempo de
avango CAT) grandes, o erro introduzido no calculo das tensdes
na zona de contato seria elevado, mas como nos casos analisados
o corpce deformavel tem um comportamento elastico linear,
podem—-se calcular os versores normais aos contornos da zona
potencial de contato sobre a configuragfo original e, neste

caso, n3do se existe limitagdo na escolha do Ar.

Caso sé importar o estade final no processo
incremental analisado, poder-se-ia considerar um incremento de
tempo igual a durag3o de todo o© processo, ganhando assim,
tempo no calculo. Mas se a lei de comportamento do corpo
deformavel prever grandes deformagdes, ent3o devera
trabalhar-se com valores de ATt pequenos para obter bons

resul tados.

vi.2 SUGESTOES PARA PROXIMOS TRABALHOS

S8c numerosas as possiveis extens@es a este

trabalho, entre elas podem—-se citar:

—Considerar um comportamento plastico com grandes
deformagioces para o corpo flexivel, e desta maneira estar em

condigBes de simular processos de conformagfo mecénica

-Estudar métodos de remanejo de malhaC’remeshing *D
a aplicar na discretizagSo feita no corpo flexivel, pois
pode-se observar que €& essencial para obter resultados
razoaveis uma densificagfoc consideravel na zona em que existem
os maiores gradientes de tens®es, os que geralmente se
produzem nos bordos da fronteira em contato CF: ) e vio

mudando na medida que o processo incremental avanga.
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Seria muite GUtil que a malha mais fina fosse
acompanhando a mudanga da fronteira em contato de tal forma
que a maior densificagfic da mesma coincida com a regidc de

mais altos gradientes durante todo o processo incremental.

—Estudar com profundidade a forma de levar em conta
o atrito testando a influéncia nos resultados da variagfco do
coeficiente de atrito M, com o deslizamento tangencial
relativo entre as superficies de contato , e implementar
outras leis do comportamento do atrite diferentes da lei de
Coulomb para assim procurar simular a ag8o de lubrificantes,

muito empregados nos processos de conformagiio mecénica.

-Implementar um algoritmo que trabalhe empregandc o
método dos multiplicadores de Lagrange e poder assim comparar
os resultados e a efetividade de outras formas de encarar o
problema. Além disso, o uso dos multiplicadores de Lagrange
facilita a consideragioc de que ambos corpos em contato sejam

flexiveis.

-Podem-se também ampliar as possibilidades do
programa para levar em conta efeitos dindmicos o qual
permitiria analisar problemas de impacto, e também considerar
as mudangas produzidas pelo calor tanto no estado tensiocnal

como das propriedades do atrito entre ambas superficies.
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ANEXO A:
DOS CAPITULOS II E III

Neste anexc se fazem algumas

expressdes dos capitulos II e III.

DEMOSTRACXO DA EXPRESSXO (II.11)

Escreve-se a expressfo (I1I1.11D

Da II.5 pode-se escrever
u =%, -X = & - X .
L | LS | I.J L | I'J
e
u = x - X = x - &
- I 2,3 &y 1

= 6 D

P IJ5

fica ent3oc demostrada a igualdade Ca.1)

79

demostragdes

Ca.1d

Ca.2D

Ca.3

Ca.2) e Ca.3) se tem-se

Ca. 4

no segundo membro da Ca. 4>

Ca.®

DEMOSTRACUOES DAS PRINCIPAIS EXPRESSOES

de



A.2 DEMOSTRACAO DA EXPRESSAO (II.21)

A expressio (II.21) pode—-se escrever como

ar'n =J X _ dr°n° Ca.Bd
L I,V I
Considera-se um cubo de volume elementar Avo

referido a um sistema de eixos cartesianos. Sobre uma de suas
faces de &rea dl'°atua o vetor normal Eo paraleloc ac versor e

Procura-se a expressic para calcular o produteo da area dI' de
uma face pelc vetor normal a mesma n do cubo deformado, em

termos dos valores dIre EO,Cver figura A.ID

drz

&3 4

A.1- Cubo elementar antes e depois da deformagio

Se emprega no desenvolvimento notagfio matricial

para facilitar os céalculos.
Sendo entio
¥ = Ca.?

se @ indica produto vetorial pode-se escrever
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n dI" = d§1$ d52 Ca.8)
que em termos da configuragio indeformada fica
n dr = CF dzi) & CF dEz) Ca. 8D

multiplicando o segundo termo da <Ca.9 por (F dzs) e sua

inversa se tem

1

CCE dX JeCF dX OF dX _CF dX > Ca.10D
gque pode escrever-se

JCdX @ dX > dX CF dX >7* Ca. 11D
onde

J =det F =[x, ] Ca.12>

Da (Ca.113 substituindo os fatores pelo que

representam se tem

-1 Ca.13

Jn® dr° dx dx "' F

pode-se agora escrever (a.8) como

T -

ndlf =Jn dIr” F Ca.142
que em notag3doc indicial fica
n. dlr = J n® dr° x_ . Ca.1%

igual a expressio (II.20D

ESCOLA Dz ENGENHARIA
BIBLIOTECA



A.3 DEDUCAO DE EXPRESSOES PARA O INCREMENTO DO TENSOR
DE PIOLA KIRCHOFF DE SEGUNDA ESPECIE CASIJ)—(II.BS)

Partindo de CII.13D
= = J X X P~ I Ca.l16D

Aplicando o incremento como sende derivada com respeito ao

tempo se tem

AS

]
—
~<
=<
"g
Q
+
Q
o
I—l.ﬁ
<
-
<
+

1J I,1 J, ] L
Ca.17>

u . =X . - X . =6, - X ; Ca.18d

Au = = -AX : Ca.19

Se a configuragfo de referéncia e a configuragfio atualizada

coincidem se cumpre que

J =1, AJ = Au » K =& Ca. 202

e considerando sé¢ indices minusculos fica

AS. = = Ao, . +o, =~ = ;
L aLJ a;;Auk,k P 6j,LAuL,k Auj’k 6t,Lalk Ca.21>
Trabalhandeo a express3o anterior fica
AS = Ao + - ; G
i3 (g I AN = g B A e Ca. 22

De forma similar podem deduzir-se (II,26D
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A. 4 DEDUCXO DA EXPRESSAO (III.12)

Partindo das equag¢des C(III.7),CIII1.10> e (CIII.11D

como taxas, se tem

At = - k CAu ® - Ag_ . D Ca.23
Tu T Tu
é F
Au_. = - ACya—D Ca.24)
T
3 F & F & p_ dF
AF = ¢ > AL .+ C > Au:, 4 > AL = ©
g TF o u au’ k 3t "
Tu F Tu n
Ca. 25

Assume-se que Au_rL pode-se decompor como segue
Au_ = Au®  + Au® Ca.26D

Substituindo Atrt por Ca,.23) e AU:L poer Ca.242 na

expressio (a.25) tem-se

é F ” d F a M a F
AF = C )[—kTC AuTL— AgT_)J +: € oC DJC-A (—D +

at > d u_ a8 u” ot

Ti F Ti Ti
é F

+At C D =0 Ca. 27
N ok
T

A partir da Ca.26) pode-se escrever Aui’,L da

seguinte forma

Au® = Au -~ AuP, Ca.28)
T T Tv

subtituindo em Ca.28) Au:i por Ca.24) se tem
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a8 F
Au” . = AUT. - AC — D Ca.292
a t

e introduzindo finalmente Ca.242 e (a.28) na equagido (a.z272

pode-se escrever

aF 8 F 8F apu_ & F
AF =C dl-k, _CAu_ +A —— - Ag_.D1+C pYe — IC=A € >+
8t ot & u_ a8 u” at
Tu T F T Tu
& F
+ At C—> =0 Ca. 30D
" a8t

Desenvol vendo e agrupando em forma conveniente a Ca.30) fica

dF 3 F 8F du 3 F dF
A lk_C ¢ D +C ple 3 £ > 1 =-k_ Ag,_.C > -
T ot a8t @ u_ o u® at i £
TL Ti F T T T
dF dF
-At C—— + k_ Ay — = 0 Ca. 31D
S Year .
™ TV

A partir da C(a.31)> pode-se obter a seguinte

expressio
Ca.322
é F 8 F 8 F
kr AgTLC )+Atn C 3 = kT AuTtC——m b}
a t a t at .
TV n T
A =
a F é F a F a Mo a F
[k C > 14 2 +C oC 3 C D ]
3t at du ouf 3t
Ti Ti F T Ti

Utilizando as seguintes operagdes auxiliares, algumas delas ja

apresentadas no capitulec III

Q
|
e—

T = ey Ca. 33

+))
-
<l



& 1
tr = I S Ca. 34>
TL T
é F
U | — M Ca. 352
at o
™
¥ % Ca. 36D
- N
a pF
P
9 u 8 u :
= = Ca. 37>
a up, a uf ar
T b 5 T
onde
= s s 3
Tl I uP  u® Ca. 38
T Tj T
e por ultimo
a F a F t_. e ..
- TL TuL 1
: 1 1
9 LTL 2 trt I CtT\ tTtD 1 Lwi Lfi)
Ca. 32
pode-se finalmente escrever Ca.32) da seguinte forma
_kT Tj CAUTL_ ﬁthD * He Atn Ca. 40D

P
kT + Tk Lh ca pF/8 u. B

sendo que (a.40) ¢ a equaglo CIII.1i2).
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A.S DEDUCXO DA C(III.18)

Definindo DT como

9 FF u:k
D = k +T t ¢ — D2 C E Ca. 41>
T T k n —p -
d u u
T T

e utilizando Ca.322 e (a.38) em (a.24) pode-se escrever

€ k. 'T.C Au .~ &g D> » @ AL OT
uf = g - g 2. - Ca. 42
Tuv
D
T

A partir das expressdes (a.28) e (a.42) a relagio constitutiva

do atrito incremental fica

Ca. 43D

At = -k CAu_ -Au® - Ag D= -CAu_ - Ag_.D k_ +
T TLv TL TV T ] T

Tu

F N L

L kT Tj( ﬁuTt— AgTi) + g At DT

D

T

Trabalhando algebricamente a equagio (a.43) esta fica

At = -k & -8 k T T. /DI2CAu ., -Au D -
T G 1) T v T Tv TV
-C ® u_k_ /DDOAL T, At
F T T n 1
Chamando
kT
k .=k (& -9 T, "5, 2 Ca. 45D
1) T 1 % J

. D
T
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8%

c= & k_ u_ - D Ca. 46D

e utilizando Ca.48) e Ca.46), pode-se escrever a (a.44) em

forma mais compacta ficando

At = = k. L CAu. ., —“Ag . D ~ e T, At Ca. 472
T L) T3 i L n

Sendo que esta ultima expressidoc € equivalente a

CIII.18). O significado do © € dado no capfitulo III.
A. G- DEDUCAO DAS EXPRESSUES (III.25) E (III.z26

Partindo dos dois dltimos termos da equagio

CIII.23D

<k CAu - Agdudlh + [k CAu_. - Ag_D +c T At 1 u_.dl
” n n n n L) T3 T 1 n T
r

e Ca. 48

elem

e das seguintes relagdes entre vetores

zZ =z, n, Ca. 49D
kel L 1
= z —-=Z Ca. S0

onde z € um vetor aplicado sobre um ponto da superficie &, com

um versor normal interno Ec=nieib 4 superficie nesse ponto.

Expressando a (a.50) em componentes referidas 2a

base candénica e utilizando (a.40) ¢ posivel escrever
zZ _ .,e = zZ e - Z ne =2z e-zZ nne. Ca.B1>
S

de onde em forma imediata se obtém a relacgfo



a8

Z . =2 ==z n.nN, Ca. 52D
Tu 1 J )

a representagio grafica das relag¢gdes anteriores podem—-se ver

na figura A.2

77777%

Figura A.2-Vetor 2z aplicado em um ponto da

superficie ¥ e suas componentes referidas a diferentes bases.

Sendo que as relagdes Ca. 49> até C(Ca.B52d) siao

validas para qualquer vetor, sua utilizag&fo na Ca.48) fornece

<k CAun - Agdun + [k, CAu_ -Au n n dCU.-u n n D+
4 0 )y 3 L T P 0 k k 3 WIS "R VI
B

c
elem

Ca.S30
+C-Ag__ k., + c T.At D Cu. - unnD> dl
T)] ] T on v L L &
Desenvel vendo © primeiro termo da expressf8o (a.53) se obtém

Ck n.n. Au, — Ag n_ du, , Ca. 54D
n i k n 3

L 1

O segundo termo da Ca.53) pode-se escrever



~ T u, + Au u
ktj Aujut ij nkntAukut kijnlnjAujuL ktjntnjnknl 9
Ca. B85
onde s3o validas as seguintes igualdades

TR u Ca. 56D

ktjntnkAukut ktk nknj .é.uju_L
k nn Auu =k nn, Au u. Ca.B8?

.l & i L Lj L i J v

u, = u .88
ktjnLnLnjnkAukuL kLknknLntnj Aujut Ca.B8)

substituindo Ca.862,Ca.57) e C(a.58) na (a.B88) pode—-se escrever

esta ultima como

E._ A T Ca.5D
1 i i
T Ca. 60D
koj ke Tokpmn; Tk mn vk, nnnon,

Pode-se demostrar Cver em (A.B6.2)) que

ij nLni = kLk nknlntni Ca.B1D

Conseqgiientemente tanto a (a.B0) fica reduzida a

kK =k, -k Ca. B2

y P TV o L 1 18
L] [ ] ik k

Finalmente se analisa o tGltimo termo da Ca.S3) que

fica
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AgT_k_, L4 T o O o I Ca.B4D
Cver sua demonstragdo em A.6.1), e
¢ Tnun At =0 Ca.B5D

por ser Ttnt= O, gue representa o produto escalar de dois

vetores perpendiculares.

Utilizando Ca. 54D Ca. B9 e Ca.B3D pode-se

apresentar a integral (a.83) da seguinte maneira

J Ik nn, +k .1 Au U +(-Agn, -k Ag . + cT At 1u >dr
n oL ] i) ] i ) 1] T i n i
»*

r
“elem Ca.B6D

substituindo na Ca. 64> Auj = Gt por (III.27>2 e <(III.Z28) se

pode escrever

Jk[k nn_ +k IN N, AU + [-Agn -k, Ag_ . + cT At IN_>u _dr
n v ) 1] e e n o1 L) T) 1 n 1

ip
Ca.B67D

B

Finalmente da (a.B67) podem-se achar facilmente as
contribugdes elementares a matriz de rigidez e ao vetor de

cargas adicionais para levar em conta o contato € o atrito .

K = K. ; = <k nn, +k. >N N_.dr Ca.B682
~c Ljef? noi i3 e 3
elem r*
L=
elem
AF :AFLP = J& k Agn nL + ktk Ang = i TL Atn} N¢ drr
elem -
I
c

elem Ca.B69)
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Estas duas uUltimas expressdes sZoc a ((III1.25 e

CIII.26) respectivamente.

A.6.1 DEMOSTRACXO DA EXPRESSAO Ca.64)
AgTJ ktj unn = O Ca.B4D
Da Ca.48) pode-se escrever desenvol vendo os

termos,(i,j variam de 1 ate 2 para simplificar os calculos).

C1-& T T D - T T
i 1 i 2
Koy ™ Be Ca. 700
=& T C1-8 T.T.D
21 2 2
Da Ca.33) chega-se a conclusdoc que T1 * n, = T2=
-n_ ou T1= -n_ e Tz= n.. e ent3io a (a.70) pode-se escrever em

termos do versor normal da seguinte forma

Cl1-9 n.n > -8 n n
- T - 12

1] T Qa. 71D
-8 n n C1-9 n nz)

Z 1 2
! i

Desenvol vendo a (a.B64), deixando fora u n fica

Agwikxxns + Agwakzinz + Agrzkxzn1 * Ag'rzkzznz e 7

Sustituindec as componentes de ktj por suas componentes
mostradas na Ca.71) tem-se
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k [Ag ¢1- 9 nndn+Ag 9 nnn+Ag 9$nnn+
T T1 2 2 1 T1 i 2 T2 i2a

Ca. 73D
+ Ag C1-9 n n On_]
T2 O
onde
ﬁgTint + AgTznz= O Ca. 74>
por representar o produto escalar de dois vetores

perpendiculares, e os outros termos se anulam mutuamente.

A.6.2 DEMOSTRACAO DA IGUALDADE (a.61)

k  nn =k nnnn =knn. Ca.BL)

E posivel chegar a C(a.B61) desenvolvendo os termos
de ambos os membros da mesma, utilisando a Ca.71) e lembrando

a seguinte identidade trigonométrica.

nZ+n? =1 Ca. 75



ANEXO B: ALGUMAS DAS MODIFICACUES A LEVAR EM CONTA
NA FORMULACAO APRESENTADA AO CONSIDERAR
PLASTICIDADE COM GRANDES DEFORMACUES NO
COMPORTAMENTO DO CORPO FLEXIVEL

Na formulagio apresentada no capitulo TI3 a
utilizagdo de Akh e AETi € limitada a problemas de pequenas
deformagdes , jA que nehum dos incrementos citados cumpre com
O principio da indiferenga do sistema de referéncia (Malvern
pag 380-403 [22] D.

Para contornar o problema podem-se introduzir a
taxa corrotacional de Jaumann EJC= Ltgt)’ a qual € invariante

relagdo a rotagdes de corpo rigido.

Em termos das tens8es na zona de contato pode-se

expressar
t. = At - W, L, Cb.1>
onde W ; € definido na expressio (II.28).
.

A equagfo (CIII.B) fica agora da seguinte forma

t = -k CAu - Ag D Cb. 22
N ™

bal ™
onde
t = & n = At -t W n. Cb.32

@ a relagio ’elastica’ (CIII1.7) fica
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ty = - k cAau®, - Ag_ D Cb. 4
Tu T T Tu
onde
t? =27 -t n=At -W  tC&. -nn>d
Ti i n 1 Ti k) 3 Lk k 1
Ch. 5

A condig8o de consisténcia (III.11)> fica

m

Jg__a F J a é F P d F _

T F b 15 n

@

e A calcula-se em forma similar A& wvista no anexo A.4

chegando-se a

k T. CAu - Ag D+ u_ t7
A = ] TL Tu F n Cb. 7>
k + T t Coa u -9 u® >
T k n F Tk

Operando em forma andloga ao Jja feito no anexo
A.S, obtem-se a seguinte relag3c constitutiva incremental
do contato com atrito

¢ 2k CAu.  ~Ag.. .3 —ecT &7 Cb. 8
Ti i) T) T) LA

onde as expressdes que definem ktj @ c s3o dadas por (CIII.19D
e por a (III.20), sendo que a constante & fica definida como

segue

* & = 0O se ou Cdescarga 2
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* 9 =1 se <« F=0e F’ 20 Ccarga)d
Se na forma incremental do principio dos trabalhos
virtuais expressado em 1I1.22 substitui-se At e AtT pelas
n L

expressdes obtidas a partir de (b.3) e (b.5) pode-se escrever

Cbh. 9D

J - 3 =
- €t +t W n dudlh - |[Ct_ + W t & -n n Ddu_ dI'=0
n ) v o n S ki 2 Lk k v T

que & valida para todo u tal que u =0 sobre F“.
1 L

Introduzindo (b.2) e (b.8) na (b.9)) e aplicando o
método dos elementos finitos chega-se uma equagd8o matricial
incremental como a mostrada na (III1.24D0 onde a forma de K e

~a

AF ser3o similares as vistas no capitulo IV Ctentou-se fazer
~c

sua dedugi3o mas ndo foram obtidos os resultados de [8]).

A matriz EM ¢ fungdo das tensdes no corpo e mudara
a medida que o processo incremental avanga. Suas

caracteristicas sdo discutidas no capitulo II e no Anexo C.

Se além de considerar grandes deformagdes
considera-se um comportamento plastico para o corpo deformavel
a utilizag8o de um incremento do tempo de avango fixo pode ser
discutivel, pois deveria ser muito pequeno para n3do introduzir

grandes erros.

Talvez neste caso seja mais acertado introduzir um
incremento do tempo como referéncia podendo ser egte alterado
em cada passo incremental pelo mais critico dos seguintes

critérios:
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—Mudanga da condigio de plastificagd8c em algum

ponto de integragido dos elementos do corpo deformavel.

—-Novo né da superficie potencial do c<contate troca
sua condig3o Cune-se a superficie rigida ou se afasta da

mesmad.

—Mudan¢a nas condi¢des de adesio-deslizamento em

qualquer dos pontos em contato.
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ANEXO C: SISTEMA ESFINGE

C.1 GENERALIDADES
Neste anexo se resumirio as caracteristicas
fundamentais do sistema ESFINGE, programa computacional

utilizado como base para realizar a implementag3oc do algoritmo

de contato.

As possibilidades do sistema nZo foram totalmente
aproveitadas devido a que, no trabalho, s& se levou em conta

gque o corpo flexivel tenha um comportamento elastico linear.

Mas se & desejade ampliar as possibilidades do
programa apresentado nesta tese no contexto deste sistema sera
necessario conhecer as caracteristicas tedricas e
computacionais inerentes ao considerar nao linearidades

fisicas e geométricas no modelado do corpo flexivel.

ESFINGE CEEFUdQ' Ei;ico. Isétropo ou Eaa. e
Geométrico de Estruturas) € um programa do tipo linguagem
orientada que foi desenvolvide no CPGEC-UFRGS durante o
periodo 1878-1983 e permite realizar, usando o© métode dos
elementos finitos, andlises do tipo linear e nf8o linear fisica

C(plasticidade), geométrica e fisica-geométrica.

Para a obtengdo das equagdes constitutivas s3o
utilizados os conceitos emitidos por Lee ([(21] combinandc os
mesmos com os trabalhos de Fardshisheh & Onat [15] e fazendo a
particularizag8o dos mesmos para grandes deformag@es plasticas
e peguenas deformag&es, elasticas. E considerada formulagdo
Lagrangiana atualizada e endurecimento isétropo combinade com

© cinematico. As equagdes s3o deduzidas para um material do
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tipo Prandtl-Reuss valendo pois o principio de normalidade. A

aplicag8o de tais equagles & tipica em metais.

cC.2 IDEIAS BASICAS

Em continuagdo, se detalham algumas das idéias nas
quais est3o baseadas as equagdes constitutivas utilizadas

neste programa [18].

a) Supor-se-a o material submetido a um carregamento guase
estatico. Dentro desta suposigd3o pode-se considerar, para
materiais metalicos, a hipdétese de pequenas def ormagdes
elasticas, mesmo na fase elastoplastica, embor a com a
possibilidade de ter—-se, paralelamente, grandes deformagdes

plasticas e grandes rotagdes.

b> O material virgem € inicialmente isdétropo e homogéneo.

c) Partes do material que entraram na fase elastoplastica apés
sofrerem descarga, permanecem isdtropos no que diz respeito ao
comportamento eliastico e este nSo €& distinguivel em relagioc ao
material wvirgem. Em outras palavras, as constantes elasticas
Crepresentadas pelo médulo de elasticidade longitudinal E e
pelo coeficiente de Poisson » n3o sofrem mudanga em seus
valores quando © material sofre deformagdes permanentes. O
mesmo ndo ocorre com o limite de escoamento do material, o
qual era inicialmente igual em todas as direg@es C(isdtropod.
Depois que o material sofre uma deformag3o permanente o limite

de escoamento pode mudar de +valor e perder sua isotropia

inicial.
d) O limite entre a regifo elastoplastica, para um material
virgem, serda representado pela condig8o XCg.k) = @, onde k &

uma constante e o € o tensor de tens8es de Cauchy.

e Para um material gque ji tenha sofrido deformag¢des



permanentes o limite entre a regi o elastica e a

elastoplastica € representado por uma condigZo ¥Co,g2 = @ onde

(18]

ordem par que

g representa um conjunto de tensores de
levam em considerag¢foc as mudangas de comportamento do material

produzidas pelas deformagdes permanentes.

Dos dois tdUltimos itens pode-se concluir gque o
material pode operar em trés estados distintos, a saber:

-material wvirgem operande elasticamente;

—-material operando na regifo elastoplastica;

—-material modificado por deformag®es permanentes

Cn8o virgem) operando na regiifo

Na secg¢io seguinte sé

elastica.

se apresentarfo as principais

expressdes. A dedug8oc das leis de comportamento do material
para os distintos casos citados pode encontrar-se em [17) [18]
131,
C.3 EQUACUES CONSTITUTIVAS PARA o PROBLEMA
ELASTOPLASTICO COM GRANDES DEFORMACUES
C.3.1 EXPRESSUES BASICAS
Nesta secgdo se trabalhara, por conveniéncia, com

uma notagdo mais compacta utilizada por

varios pesqguisadores

entre eles Lee e seguida por Grohes e Creus no desenvol vimento

da base tedrica do ESFINGE [17]

(18] 1131.

Define-se ent3o as principais magnitudes com que se

vai trabalhar.

O gradiente de deformagio F & em termos da

notagio
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indicial utilizada nos capitulos II e III

8 x
F = x = — €c. 1D
T 3 X
g
sua inversa &

8 X,
P oaN | 8 e—n Ce.2d

B ® ¥i:d B i%

e o jacobiano, em termos de F fica

J = det F Cc.3D

~

Come F & uma transformag8c continua e nio singular
se pode aplicar a decomposig8o polar na seguinte forma

L1723

EsRBU=Y R Ce. 4
onde

RR =1 Cc.Bd
pois R € uma matriz ortegonal

Vi= vy v" Ce. 8

U= y " Ce. 7D
sendo R o tensor de rotag3o, I a matriz wunidade, U e VY os

tenscres de deformag3o esquerdo e direito respectivamente.
Qualquer gradiente de deformag3o F pode ser obtido aplicando
primeiro uma deformagfoc simétrica H Cdilatag8od) e apds uma
rotagio rigida 5 ou também, aplicando primeiro uma rotagdo R

rigida e apdés uma deformagfo simétrica ¥ (dilatagS8od.
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Chamam-se tensores esquerdo e direito de deformagdo

de Cauchy-Green respectivamente a

C = gz = ET F Ce. 8D

2

B=V:=FF Cc. O

Em termos de C e B pode-se expressar os tensores de

deformagio especifica de Green e Almansi gque vem dados,

respectivamente , por
G
e = 1/2(5 — £D Cc. 10D
e*= 1 2¢x - B Ce.11D

Por outro lado se AE e At (incremento de tempo) si3o

suficientemente pequenos pode-se escrever

onde C-D
ao tempo;

exempl o

sendo que

oy . Ce.12d

significa a derivada material da fung3o com respeito

em forma similar podem-se definir outras taxas por

Ag

m— 8 X Cec. 13)
AT

A E - E Cec.14D
AT

O gradiente da velocidade L vem dado pof

. 9% 2% = g Cc.15
X ox
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F=RU+RU=VR~+VR Ce.16

Se pode decompor k na soma de uma parte simétrica

e outra antissimétrica, a saber

D = a172CL + L O Cc.17D
que € a velocidade de deformagl3o especifica e

W= 1s2¢L - L™ Cc.18d

que €& a velocidade de rotagfo especifica; de (c.17) e (c.18D

se obtém que
L=D+W. Cc.19D

No casoc em que a configuragio atual coincide com a

de referéncia, tem-se que,

R® =I1:E =L1.¥ =Y =1 Ce. 200
e como a decomposigio de L & dnica, fica
D =U =V w=R" Ce. 21D

No item seguinte, utilizando a notagio introduzida,
se apresentam as relag@es gque regem o comportamento do

material gquando trabalha em distintas condig8es.

C. 4 EQUACDES CONSTITUTIVAS

Considere-se um cor po operando parcial ou
totalmente no estado elastoplastico. Isto significa que este
corpo possui pontos que sofreram deformagcSes permanentes ao

longo do processo de carga. Seja, para um destes pontos, o



gradiente de deformag8c correspondente ao processo de carga,
representado por F ; a regra da derivagdo em cadeia permite
decompor E como produto de um gradiente de deformagio elastico

F° e um gradiente de deformagdo plastico Ep. ou seja

~

F = F°FP Ce.22)

onde os suprajindices e @ p indicam a parte da deformagdo
elastica e plastica respectivamente. Tomando-se um elemento no
entorno de um destes pontos pode-se representar um ciclo de
carga e descarga como se indica na figura c.1. Dentro de cada
elemento a medida que o estado nulo de tensdes € atingido ao
aplicar a descarga, a mudanga de comprimentos lineares pode

ser representada com transformagdes lineares do tipo

dx? = FP dx Cec.23
dx = F%dx® Cc.24
Estas transformagdes lineares expressam a

deformagdo elastica e plastica em cada ponto do corpo. Ep e Eo
s8o matrizes fungBes da posig8o do elemento. S3o, entretanto
constituidas por derivadas parciais. As equagdes (c.23) e
Cc.24) permitem escrever

dx = F°FP ax Cc.2%

~
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Figura C.1 Esquema do ciclo carga descarga de um

elemento

A decomposigdo proposta
unica, Jja& que 5 pode ser qualguer
corpo rigido a menos que se assuma
rotagdo, ou seja que se assuma

R™= 1 ==> R = R¥

e desta forma a decomposigfo se

por

Lee [211, C

movimento de

c.22) nio é

rotagdc de

uma descarga elastica sem

torna

Fazendo a decomposig8o polar

Cc.26) se pode escrever

F°= R® U®= v° R®

e isto implica que

EQ - EET - He - XQ - E

Por outro lado, a taxa do gradiente de

Unica.
e levando
i-2

e a partir dela, o gradiente da velocidade pode-se

Cc. 26D

em conta

Cc.27D

Cc.28>

.deformaqﬁes

Cc.29D

escrever
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L=FEE  =D+¥ Ce. 300

A partir da C(c.22) resulta

F =F° F” + F® FF Ce. 31D

F =F° F° Ce.32)

=l =i
EP EY E° + ETETE" E° =L +E°EPE° E°

~

Cc.33)

a qual, no caso de pequenas deformagdes elasticas e grandes

deformagdes plasticas (esta hipdtese € valida para metaisd

Li=g§" *1F Cc. 34D
com
F°=1 == B°=¢" =1 Cc. 35
(=]
o -4
L" = E7 EF Ce. 38

+ DP Ce. 37D



- Ep - 2 Cc.38)
Cincompressibilidade no campo plastico J, e que

W= wP Ce. 39D
ou seja gque Ee € muito pequeno frente a ﬂp. Neste caso

pode—se deduzir a seguinte relag3c elastica para a lei de

crescimento de o [17].

o =-gtrD +Wo-oW+[ED-D Ce. 40D

~

onde foi negligenciado o termo

T
= o D°+ D° o Ce. 41D

Q|

sendo que supraindice T indica tranposig3o.

Esta hipdtese é vaAlida em metais pois

<< [ECD - DP> Cc. 42

e ~

Q|

A Cc. 39 pode-se escrever na forma

o =[E <D - D™ Cc. 43D
onde

.3 "

g=grgm B-Ag~*ek Couded

e também em fungdo do tensor de taxas de tens®es de Jaumann

o7 1223

o = o + o tr D _ Cc. 450
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Na €(c.42 [E & um tensor de coeficientes que pode
ser considerado no caso de pequenas deformagdes elasticas,

como segue

el
= Cc. 46D
Lkl R T TR 51.3‘ St =

sendo v e A s3o as constantes de Lame.

Adota-se a fungio de escoamentc de Von-Mises com

endurecimento isdétropo e cinematico, a qual tem forma

YCo,gd = dar2¢H A2 - &a, D CH, ,Z£ — o D -k = ©
~ o~ L3 | L) L | L | ==
Cc. 47D
com
H  =¢o . - 31,206, o ) Ce.48D
v LR 1) kk

Considera-se véalida a relagic seguinte
D = A & ¥ 0 o Cc. 49D

que & equivalente & equagdo CIT .31 A condig3o de
consisténcia, que sai de derivar com respeito ac tempo a

Cc.47>, vem dada por

v a x _ a x a x
~=— 0o + a o+ — k Cec. 50D
a o a a a k

sendo que é pode-se obter de (c. 44D

O tensor de segunda ordem a esta ligado ao criteério
de endurecimentoc cinematico; ele caracteriza junto com k, o
material de um elemento que sofreu deformagfBes permanentes; o
tensor o depende das deformagdes parmanentes ou seja e de

alguma maneira fung3o de EP. Isto permite chegar a uma
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expressdo para sua taxa de variagdo do tipo

o =Wa- oW+ hta,DP Ce.B1D
onde
hCo,DPD = Cw o — o w D + e DP Cc.52>

sendo w uma fungdo de gee 8 um escalar positivo que depende
do material. A forma desta fungdo h € muito discutida hoje em
dia sendo que alguns pesquisadores diretamente n3oc levam em
conta © endurecimento cinematico no casoc da formul ag3o

elastoplastica com deformages finitas.

Se pode demonstrar que

MY A AT T AT T A
1] L 1) L 3]

Cc.B53
se anula para o caso em que
B oW X Ce. 54
O escalar k também depende das deformagdes

permanentes caracterizadas por Ep. e & uma fung8o escalar do
tempo. A taxa de variag3oc de k pode expressar—-se em forma

geral como
k = h"ck,DP> | Ce.5%
onde

h*ck,DP> = " DP | Cc. B8

408



na qual Gi € uma fung3o escalar que depende do material.

As expressdes (c.B81) até (c.B868) s8o discutidas em
detalhe em [17].

Utilizando as equagd@es apresentadas de (c.40) até
Cc.863 & possivel obter a seguinte relagdo elastoplastica que
goza do principio de indiferenga referencial e gque rege o

comportamento de um material operando na reg3o elastoplastica

E 3 _ ep
atj = Lkt DkL Ce. B72
sendo gue
a Y el el ayY
b - a @ rtkl Lipq a o.pq
Tk vikk 8% e a Y e° 8y oY _e8‘'ay
d o repq @ o a o a o a k
rs j<X-1 rs re
Cc.B58d

€ a matriz elastoplastica.

Para o caso de deformagdes @ rotagdes

infinitesimais

o =0 Cc. 5D
e

€ =D Cc. 80
C.5 PRINCIPIO VARIACIONAL-FORMULACXO DO METODO  DOS

ELEMENTOS FINITOS

Partindo do principio dos trabalhos virtuais na

forma incremental Lagrangeana actualizada, mas trabalhande com
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taxas em lugar de incrementos e supondo que a variagdo de u se
faz sé sobre a passagem da configurag3o (1) a configurag3do

Ct+A7T) da figura II.2 , ent3o a equaglo (II.22> fica

T &L D da' = o b &v. dot + J £ &v. dre
T‘-J 1) - 1 L Tl.. i

Q Q 3
F

Cc.B1D

que sobre esta forma recebe o nome de Principio variacional de

Hill [(11]). Nesta equagioc &8( D & equivalente a € 3, na CIT.22.

Da Cc.12) e Cc.18) se deduz que

&€u. D = &8Cv. D = &L D Ce. B2
L2 T | L]

e de (CII.25) e CII1.26) fica claro que

T =8  +eo L, Ce. B

ou em forma matricial

T=5S-oL" _ Cc. 64D

E vantajosc efetuar a substituigio (c.B4) em (c.B2) devido a
simetria da taxa do tensor de Piola-Kirchof de segunda

espécie é, ficando a Cc.61) da seguinte forma

I S, . +o L. D> &L Dda = J p b &v. dat + J f &v. dr

ki 3k 1] 1 1 L 3
T T

Devido A simetria de S se pode escrever

S 8L =S 6D . Ce. 66
1] L L] i)
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ficando

>
ou, em termos da taxa de tensdes o definida em Cc.44), se tem

utilizando

onde

1) L J
Q Q

L) kj
T
Q

Analisando o primeiro termo da esquerda da (c.B68) e

a relagdo (Cc.B87) pode-se escrever

3
J Cor, . - 2atthk)60Lj+ atkL ; 6CLL

.2
J

dn’

D

Co. &D. >da" = | ¢pD E . &D.
& L) 1] 7 kL i3kl |
Q Q
£ -
=J g &D > da’
nT
£ 3
o =10 o T SR - S - R - i o 1
o 114 22 as 42 498 23
-
p=(D ,D ,D , 2D , 2D , 2D
- 11 22 a3 12 189 23

]

Jc's, + o D. D> &D D dQT=I p b &v. da' +
k k L - 1 L

Cc. 67D

Ce.B68D

da’ =

Cc. B9

Cc. 70D

Ce: 713
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Nas Udltimas expressdes, de C(c.B680) até (c.68) as
forgas de superficie f e as forgas de massa b s8oc medidas com

relagio a configurag8o de reférencia.

Finalmente aplicande em (c.B12 o método dos

elementos finitos [17])] obtem-se para cada elemento

ep £ G - " . )
AR S L ce. 72>
Onde K7 & a matriz de rigidez clastoplastica, g:jl

a parte da matriz que leva em conta a n8o linearidade

geométrica, P L € o vetor que contém as taxas de variag83c das
~e

cargas dos nds do elemento, e U indica a taxa de variagdo dos

deslocamentos nodais.

As fungdes de interpolagdoc que relacionam as taxas
de deslocamentos Q no interior de cada elemento com as taxas
de deslocamentos dos nés do elemento Qel podem-se agrupar em

uma matriz % de modo que

u=MNU ou ﬁ_ = [N, . &_ Cc. 73D
~ ~ ~el i Lie e,

onde os subindices de letras latinas wariam de 1 ate 3
indicando componentes e indices com ¢, {# indicam néds do
elemento @ variam de 1 até o numero maximo de nés do elemento.

As matrizes e vetores da (Cc.71D sidoc obtidas a
seguir

K°P = J B E B dn Ce. 74>
T

B ¢ uma matriz que relacicna o vetor de

#R

def or mag8es D e o vetor de taxas de deslocamentos Q d
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seguinte forma

2:

B

g

e @ep € a matriz constitutiva elastéplastica.

contém os

L =
L)
ou
1
L =
rd\t
N s8o as

~

interpolagdoc agrupadas

expressar a taxa

D =
Li

e também

matrizes formadas pelas

= U
ike, i ke ikp ke
el el
U +°N U +’N U =
~el ~ ~el ~ ~el

N

~

em em

de deformagdes como

- TN T T
j1 j2 ja
- e - ol
[TB u B U
ik ke ikg ke
el el

v

forma

B>

deri vadas

gradientes de velocidades vem dado por

CE. T8
O tensor que
Co: 762
CE.LTTD
el
das fungdes de
similar se pode
Cc. 780
T : gt
ike kap = B Y,
el
Cc.792

r= . y
B s8oc as matrizes que relacionam o tensor taxa de deformagdes

com o vetor de

Ca. 76D

K
viefd

deslocamentos

pode-se escrever agora

nodais.

Utilizando

Cc.74),e
5 T

ki Ty Dy gt 94
Cec. BOD
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final mente o vetor de cargas vem dado por

P, = J eCN"B DN dQ" + J CNTf > N dar'  Ce.s2
Q° QF
ou
* » »* »
P .= N b N_dQ" + [N £ N, dIr Cc.83
I E = P e Ve J <P e B
A + Q

*
com N formado pelas fungdes de interpolagdo do elemento.

A Cc.72) & montada levando em conta a contribuigdo
de todos os elementos, e depois s8o aplicadas as condigdes de

contorno obtendo-se finalmente o sistema
U =#°p Cc. 84D
onde %T € a matriz tangente.

Para resolver o problema quase-estatico assume-se

que KTé constante no intervalo de tempo At ficando a seguinte

expressdo valida para cada passso incremental

k: AU o ap Cc. 85

Mais detalhes sobre o tema abordado neste anexo

podem ver-se em [17].
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