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Resumo 

O con~a~o en~re corpos é um dos mecanismos básicos 

de ~al que se apresen~am na mecânica do sólido A~ravés 

e~ei~o ~isico é que se aplicam cargas a uma es~ru~ura e es~a 

as ~ransmi~e a seus apoios. 

Nes~e ~rabalho 

implemen~ação compu~acional 

apresen~a-se a 

de um algori~mo 

~eoria e 

que permi~e 

considerar os e~ei~os de con~a~o e a~ri~o en~re uma super~icie 

rigida que prescreve deslocamen~os sobre um corpo ~lexivel de 

compor~amen~o elás~ico linear . 

As res~rições são impos~as empregando o mé~odo das 

funções de penalidade. 

A lei geral do a~ri~o associada à regra de Coulomb 

de deslocamen~o ob~em-se por analogia com a ~eoria da 

plas~icidade. 

Na implemen~ação compu~acional apareceram problemas 

para con~ornar a sobreres~rição dos ~ermos afe~ados pela 

~unção de penalidade, apresen~ando-se duas ~ermas de ~ra~ar os 

mesmos . 

Finalmen~e são apresen~ados dois exemplos para 

~es~ar o ~rabalho realizado. 



Abst..ract.. 

Cont..act.. i s a basi c mechani sm in sol i d mechani cs. 

Trhough t..his physical e~~ect..s loads are applied t..o st..ruct..ures 

and t..ransmit..ed t..o t..heir support..s. 

The t..heoret..ical ~ormulat..ions and t..he comput..at..ional 

implement..at..ion o~ an algorit..hm, t..hat.. models cont..act.. and 

~rict..ion e~~ec~s bet..ween a 

bidimensional linear elast..ic 

work. 

rigid 

body 

sur~ace prescribing 

are represent..ed in 

and 

t..his 

Rest..rict..ions are imposed using t..he penalt..y · ~unct..ion 

approach. 

A general law ~or ~rict..ion associated with Coulomb 

displacement.. rule is obt..ained by analogy with plasticit..y 

t..heory. 

Comput..ational di~~icult..ies t..o eliminat..e 1ocking in 

t..erms in~luenced by penalt..y ~unct..ions were det..ect..ed, and t..wo 

approachs were used to solve t..his problem. 

Finally, two numerical 

comput..at..iona1 code are present..ed. 

xvi 

examples t..o test.. t..he 



CAP1TULO I: INTRODUÇÃO 

I.1 APRESENTAÇÃO DO PROBLEMA - ANTECEDENTES 

Um dos ~enomenos bàsicos que se apresen~am na 

mecânica do sólido é o con~a~o en~re corpos. A~ravés desse 

even~o ~isico aplicam-se cargas a uma es~ru~ura e es~a as 

~ransmi~e a seus apoios. 

A~é há ·pouco ~empo. es~e impor~an~e aspec~o do 

compor~amen~o es~ru~ural não era considerado devido 

~undamen~almen~e às na~ linearidades e ou~ras carac~eris~icas 

envolvidas no problema : 

- a área de con~a~o não é conhecida an~es da 

aplicação das cargas; 

- as res~riç~es na zona de con~a~o sa~ unila~erais. 

ou seja. a~uam num só sen~ido e. por~an~o devem ser colocadas 

como desigualdades~ 

en~re as super~lcies em con~a~o apresen~am-se 

~enómenos ~1sicos complexos 0S quais requerem 

considerações mecânicas e ma~emá~icas especiais . 

Nos úl~imos anos realizaram-se avanços 

significa~ivos no es~ud0 de cer~os problemas de con~a~o 

aplicando-se o mé~odo de elemen~os fini~os; sendo que alguns 

des~es problemas podem ser enquadrados den~ro do campo das 

inequaç~es variacionais. 

Tem-se. em principio. duas ~ermas de aproximação 

empregando-se o mé~odo de elemen~os fini~os . 

i 
t: .... cu. .. ;_ 

I ) I ü I J A• 

. Ir\ 



Uma delas é aplicando a aproximaçaõ dire~amen~e 

sobre a inequação variacional, a qual leva a um sis~ema de 

equações naõ lineares cuja solução é possivel median~e 

~écnicas de o~imização. Es~a forma de ~rabalho conduz a 

al gor i ~mos compu~aci·onai s complexos e di fi cei s de i mpl emen~ar 

num programa convencional de análise es~ru~ural. En~re~an~o 

~em a van~agem de conduzir a resul~ados mais exa~os , além da 

maior generalidade na formulação do problema. 

Sobre es~a linha de pesquisa se pode mencionar o 

~rabalho de Campos & Oden (53. Ou~ras referências podem ser 

encon~radas na revisão fei~a por Bohm [3) sobre as dis~in~as 

me~odologias empregadas. Do Brasil cabe des~acar os ~rabalhos 

fei~os por Barbosa (93 e Fancello (143 onde ~ambém se 

encon~ram referências de ou~ras pesquisas realizadas no pais, 

nes~a área. 

A ou~ra forma de aproximação é 

compa~ibilidade cinemá~ica das superficies em 

considerar a 

con~a~o jun~o 

com os efei~os de a~ri~o como condições 

solução do funcional deve sa~isfazer. Es~a 

adicionais 

forma de 

que a 

análise 

leva a algori~mos independen~es do compor~amen~o 

considerado e fáceis de implemen~ar num programa 

es~ru~ural . 

do 

de 

ma~erial 

análise 

Combinando es~a forma de ~rabalho com formulações 

do ~ipo incremen~al é possivel considerar grandes deformações 

nos corpos, incluir lefs cons~i~u~ivas plás~icas, aspec~os 

dinâmicos e ~érmicos, e~c. Asim pode-se en~ão abordar 

problemas de engenharia de in~eresse prá~ico como, por 

exemplo, análise de processos de conformação mecânica e 

impac~o en~re corpos. 

1.2 FORMULAÇXO DO PROBLEMA CONSIDERANDO 

RESTRI ÇOES DEVI DAS AO CONTATO E ATRITO 

CONDIÇOES ADICIONAIS SOBRE O FUNCIONAL 

AS 

COMO 



Seja um corpo f'lexível def'inido num espaço 

Euclideano de três dimensões ref'erido a um sistema fixo 

retangular de coordenadas cartesianas ~ com origem emo e uma 

base de versores e • ver f'igura I.2. 
"' 

o 
~1 

Fig I.1 -Corpo referido a ·um sistema de eixos 

cartesianos com uma fronteira 

aplicada. 

de contato função da carga 

Dito corpo ocupa um volume O com uma superficie r 
composta por uma porção onde podem aplicar-se condições 

mecânicas de contorno 

condições cinemálicas do 

superf'ici·e onde se pode 

r outra onde verificam-se as 
F 

contorno r e por último um setor da 
D 

produzir contato com outro corpo 

r . Nenhuma destas superf'icies parciais estão superpostas. o 
c 

que pode também expressar-se como 

r = r u r u r u r 
F D c o 

r (") r = ~ F D 

r (") r = ~ c D 

r (") r = ~ c F 

bC=pb . e . ), """ \.-..\. 

Suponha-se que sob o corpo alue a f'orça de volume p 

as for~as de superf'icie f'C=f.e.) dentro da 
#'W \. ""W \. 

fronteira r 
F 

fronteira r . 
c 

e as forças de conta lo t.C =t . e.) 
""' · \.#"\,#\. 

dentro da 

num determinado passo de um processo incrementai 
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de cargas. Aplicando sobre ~al corpo o principio dos ~rabalhos 

vir~uais em ~orma incremen~al chega-se a seguin~e expressão: 

O' . . 
\. J 

6c . . dO -
\. J 

J Â~i. 
r 

6u . dr = o 
\. 

c 

I p6bi. 6ui.. dO -

o 
I Á~ i. 
r 

F 

6u . dr -
\. 

(1.1) 

onde ? C =o . . e . e . ) • c C =c. . e . e . ) e u C =u . e. ) • são as 
-- \.J ......,\. ~J - \.J ~\. ~J \. -\. 

~ensões, de~ormações e deslocamen~os do corpo ~lex1vel no um 

passo de carga respec~ivamen~e . p, pb, f', e - ~ 
são a massa 

especi ~ica do ma~erial, as ~orças de volume, de superf'icie e 

as ~orças de con~a~o respec~ivamen~e. Á signi~ica incremen~o e 

6 variação; os subindices i. e j variam de 1 a 3 indicando 

componen~es, sendo que ~odo indica repe~ido duas vezes indica 

soma. 

I 

Com os ~rês · primeiros ~ermos de (!.1) pode 

apli c ar-se o mé~odo dos elemen~os ~ini~os chegando-se 

~inalmen~e a uma equação do ~ipo 

K 6U = .I:J.P, ..... CI . 2) 

onde K é a ma~riz de rigidez válida para esse passo de carga, 

6U é o ve~or incremen~al de deslocamen~os nodais incógni~as e 

ÂP é o ve~or de cargas nodais equivalen~es incremen~ais. 

O úl~imo ~ermo de (!.1) não pode ser in~egrado 

dire~amen~e porque inclui o ve~or de f'orças incremen~ais de 

con~a~o que são desconhecidas; ~ren~e a es~a dif'iculdade 

surgem diversas ~ormas de con~ornar o problema. 

A maioria dos ~rabalhos analisados propõe uma 

solução median~e a combinação de um esquema i~era~ivo com a 

minimização de um f'uncional com res~rições devidas ao con~a~o. 



Is~o equivale a encon~rar uma ~unção u = u(x) que minimize o .... .... "' 
~uncional JC~) e também veri~ique ~ equações di~erenciais do 

~ipo 

G C u ) = O CI. 3) 
r 

con r variando de 1 a~é ~ . 

O problema colocado nesses ~ermos pode ser 

resolvido u~ilizando m~~tip~icadores de Lasranse ou median~e 

f~nções de pena~ idade . 

O mé~odo dos mul~iplicadores de Lagrange pode ser 

resumido da seguin~e maneira; seja a ~unção deslocamento u que 

minimiza o ~uncional 

JCÜ) - o . . & . dO -
\. J \. J J pbi. 

o 
ui.dO- J ~i. 

r F 

u dr­
i. 

CI.4) 

e que também veri~ica ~equações di~erenciais do lipo CI.3). 

Is~o equivale a encon~rar a u que minimize o seguin~e 

~uncional indexado 

I C ~ , ~ ) = JC U ) + J À r 

o 
CGC u )) dO r ..., CI. 6) 

onde À é um ve·~or de ~ constan~es desconhecidas chamadas de 

mul~iplicadores de Lagrange. 

Escrevendo as componen~es da ~unção ~ a~ravés dos 

seus valores nodais Ui.~ e de ~unções de in~erpolação N~, com ~ 

variando de 1 alé o número de nós· de cada elemento. is~o é 

5 



u = U N 
\. \. (3 (3 

CI . 6) 

aplicando o mé~odo dos elemen~os fini~os sob cada domínio 

elemen~ar e efe~uando a mon~agem de cada uma das equações 

elemen~ares ~em-se 

I cu CI. 7) 

onde U é 0 ve~or de deslocamen~os nodais do sis~ema, K é a 

ma~riz · de rigidez global, P o ve~or de cargas nodais 

equivalen~es, À é o ve~or compos~o pelos ~ mul~iplicadores de 

Lagrange e G uma ma~riz de coeficien~es de ~ filas e ~ 

colunas, sendo ~ o número de graus de liberdade do sis~ema . 

Impondo as condições de minimizaç~o sobre CI.5) com 

relação às variáveis nodais U e aos mul~iplicadores À ob~ém-se 
"' 

o sis~ema de equações seguin~e 

a JC u • À ) 

= e K u P+ÀT G = e 
â u "' 

â JC u À ) 

e G u - e = 
a À 

Cl. 8) 

Ou em forma ma~ricial 

CI. 9) 

O sis~ema de equações CI.9) pode ser resolvido para 

obter os deslocamentos nodais U, mas observa-se um incremento ...... 

6 



no número de equações a resolver e o aparecimen~o de elemen~os 

nulos na diagonal principal da ma~riz dos coeficien~es , que 

de~erminam um aumen~o nos requerimen~os de armazenamen~o e de 

~empo de proc'essamen~o. Apesar des~es i nconveni en~es, exis~em 

varies algori~mos propos~os que empregam es~a ~écnica com bons 

resul~ados; en~re eles se podem ci~ar os ~rabalhos de Ba~he & 

Chaudary (2) e Chandresakaran (6) . 

Por sua par~e. o mé~odo das funções de penalidade 

propõe que, a par~ir do funcional JC~ a minimizar e o 

conjun~o de ~ res~rições do ~ipo G C 
r 

u ) = O, que 

conveniência escrevem-se GCu), 
..... "' 

se encon~re. a função 

minimizando o funcional indexado 

JC~) = JC~)+ S. /2 J ~ GCw T GCu) dO 

o 
CI. 10) 

por 

u 

onde ~é um escalar de valor relativamente elevado que deve 

ser fixado empiricaman~a . 

Minimizando JCw ob~ém-se ..... 

ó(j(u)) GCw óCw dO = O CI.11) 
"' ..... ..... 

Aplicando o mé~odo dos alemen~os fini"~os sobra 

CI.11), encon~ra-sa a função~~ que verifica as condições 

impos~as. As maiores dificuldades - que apresen~a es~e mé~odo 

são que o valor de ~ dependa do problema resolvido e que no 

~ermo afe~ado pela penalidade deve-se levar en consideração o 

efei~o de sobre-res~rição C'locking'). Por ou~ro lado a 

principal van~agem é que s ua implemen~ação compu~acional é 

compara~ivamen~e · simples com relação ao mé~odo dos 

mul~iplicadores de Lagrange, e além disso, não incremen~a o 

numero de equações; a u~ilização · des~e mé~odo é, segundo 

Chandresakaran (6), par~icularmen~e van~ajosa no caso em que 

uma das superficies a en~rar em con~a~o seja rigida. 



Entre os trabalhos que utilizam· as funções de 

penalidade se destacan os de Chen & Kikuchi· (7), ( 8] • nos 

quais está baseada a presente ·tese. ~ também importante 

mencionar os estudos comparativos sobre 

real i :zados por Br owi ng e Guerra ( 1'9) . 

vários métodos 

Seja empregando o método das funções de penalidade 

ou dos multiplicadores de Lagrange, mediante a aplicação do 

método dos elementos finitos, no tempo T de certo processo 

incremental, obtém-se uma equação matricial do tipo 

CI .12) 

onde o vetor de deslocamentos totais no tempo T+~T é dado por 

C v ) =C v ) + C~ v ) 
-e T+~T -• T -• 

CI.13) 

Nas· equações CI .12) e CI .13) ~v é o vetor de 

incógnitas, ~p o vetor das forças nodais equivalentes 

incrementais e K é a matriz de rigidez global que depende das - w 
caracteristicas do corpo deformável, em geral função de Cv) . 

-e T 
Finalmente K e ~F são, respectivamente, a matri:z e o vetor 

de cargas adicionais que levam em conta o problema de contato. 

0 supra-indice I indica O número de iteração . 

No caso de · empregar-se multiplicadores de Lagrange 

para considerar as restrições tem-se o vetor incógnita 

~u 

~v = CI .14) 
"'e 

À -
sendo que AU é o vetor que contém os incrementos dos 
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deslocamen~os nodais e À·é o ve~or dos mul~iplicadores de 

Lagrange.- que fisicamente est~o ligados com o valor das forças 

aplicadas nos nós em contat.o. Se utilizando o método da função 

de penalidade então o vetor incógni~a será 

CI . 16) 

Tanto K como F além de ser 
-c -c 

funçe5es . de Cv) 
"'B T 

devido a variação de área do contato durante o processo, 

dependem do ve~or incógnita, C.6.v ) • 
"'Q 

dentro de cada passo 

incremen~al, pela não linearidade implicita na de~erminação do 

~ipo de contato adesivo C'sticking') ou deslizante 

C'sliding'). Por tanto, a solução deve ser iterativa. O 

processo é repetido até satisfazer algum critério de 

convêrgencia, o qual indica, para o estado que se está 

analisando, que sejam aproximadamente preenchidas tanto as 

condições de equilibrio como as de compatibilidade dos 

deslocamentos e das restricções impostas. 

Analisando os diferentes enfoques dados à forma de 

tratar o contato, realizou-se a escol-ha do caminho a seguir e 

a partir dai fixou-se os objetivos para es~a tese. 

1.3 OBJETI VOS E METODOLOG!A 

A finalidade deste trabalho é implementar um 

algoritmo que leve em con~a o contato e atrito no caso de um 

corpo rigido que avança impondo deformaçe5es sobre um corpo 

flexivel num processo incrementai. 

Para ist.o utilizou-se o método dos element.os 

finitos para discre~izar o corpo deformável, o qual assumiu-se 

com um comportamento elást.ico linear. Analisou-se os casos de 

est.ado plano de deformaçe5es e axissimétrico e mpregando-se um 

elemento isoparamétrico linear de 4 nós. 
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O corpo rigido foi modelado definindo seu contorno 

mediante combinação de curvas conhecidas (retas, arco de 

circulo, arco de parábola ). 

Para considerar o contato e o atrito utilizou-se 

uma formulação similar à explicada na seção I.2, baseada nos 

trabalhos de Chen & Kikuchi (7] e (8] , nos quais as restrições 

são aplicadas utilizando o método das funções de penalidade. 

Teve-se presente que o algoritmo com um minimo de 

modificações possa ser implementado para o material flexivel, 

considerando um comporLamento elastoplásLico com grandes 

deformações. 

Uti 1 i zou-se como · base par a a i mpl emenlação 

computacional um sistema de elementos finitos de análise 

estrutural chamado Esfinge C17J, o qual foi desenvolvido 

denLro do CPGEC. 

No capitulo II apresentam-se as relações básicas 

que definem o comportamento de um corpo flexivel sobre a ação 

de cargas, sua leitura e prescindível para a compreenção 

desLe trabalho. 

No capitulo III analisa-se a formulação usada no 

algoritmo para levar em conta os efeiLos de conlalo e atrito. 

capitulo IV o 
implementação computacional 

númericas surgidas. 

mostra as caracleristicas da 

e menciona as dificuldades 

No capitulo V expõem-se dois exemplos que ilustram 

a forma de ~rabalhar do algoritmo. 

Finalmente no capitulo VI indicam-se as conclusões 

obtidas nesta lese. 

A lilulo de apêndice se agregaram -se lrês anexos 

~o 



com complemen~am es~e ~rabalhoe podem servir como auxilio em 

~u~uras implemen~aç~es na área. 

No anexo A realizam-se deduções das principais 

~6rmulas dos capi~ulos II e III . 

proceder 

maleri·al 

No anexo B agregam-se algumas idéias de como 

na implemen~ação do algori~mo de con~a~o se o 

def'ormável ~em um compor~amen~o elas~oplás~ico com 

grandes def'ormações. 

Finalmen~e no anexo C apresen~a-se um resumo da 

f'ormulação e carac~eris~icas essenciais do sis~ema Es~inge 

u~ilizado na implemen~ação compu~acional. 



CAP! TULO I I: RELAÇóES BASI CAS. 

Nest-e capit-ulo apresent-a-se as principais 

relações e de~inições que permit.emdet.erminar o comport-ament-o 

de um corpo ~lexivel submet-ido a ação de cargas. Tambem são 

abordados alguns t-ópicos sobre grandes e plast-icidade que não 

são ut-ilizados na ~ormulação implement-ada. Por est-a razão a 

leit-ura é prescindível para a compreenção do corpo da t-ese . 

II.1 EQUAÇóES DE CAMPO 

Seja um corpo ~lexivel num espaço Euclideano e 

suponha-se escolhida uma lei const.it.ut.iva que relacione 

t-ensões e de~ormações. O campo de t-ensões pode ser det-erminado 

resolvendo as seguint-es equações de equilíbrio, 

0' , . . + p b\.. = 0 
\. J • J 

em O, que sat.is~azem as condições de bordo 

em r . e 
D 

u . = g , 
\. \. 

a . . n . = ~". 
\. J J 

CII.1) 

CII. 2) 

CII. 3) 

em r . onde a C= a. . e . e . ) é o t-ensor de t-ensões de Cauchy 
F 'LJ_'L_J 

de~inid0 na con~i·guração de~ormada O, a qual est-á re~erida a 

um sist-ema de coordenadas ret.angulares cart.esiano x C= x . e) 
\.""\. 

com origem em O, e uma base de vet.ores e .• Cver ~igura II.l); 
""\. 

a virgula com sub-indica represent.a a derivada parcial com 

relação à coordenada X . , por exemplo 0' , . . = iJ 0' . . / iJ X . ; p é 
\. \. J • J \. J J 



a massa por unidade de vol 'ume, bC = b ·. e . ) é o vet..or !'orça de 
,....., 'L""'~ 

volume por unidade de massa, uC= u .e.) é o ve~or deslocament-o, 
\."'\. 

o qual as~á especif'icado por uma de~erminada !'unção ve~orial 

aC= g\.. e . ) na porção da f'ront..eira r e f'C= f' . e) é uma !'unção 
~ "'\. D ....... \. ""'\. 

va~orial que descreva uma de~erminada carga por 

superf'icie prescri~a 

J!3 

em r 
F 

cujo versar 

O 82 
~~~----------------------~ 

J'l 

normal 

unidade da 

ext..erno é 

Figura II.l -Corpo ref'erido a um sist..ema de eixos 

car~esianos 

II. 2 FORMA FRACA DA EQUAÇÃO DE EQUILIB~O 

C PRI NCI PIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS) 

Uma !'arma de abordar o problema de valores de 

cont..orno descrit-o na seção an~erior é aplicando o principio 

dos t-rabalhos virt..uais sobre a 

apresen~ada em CII.1). 

-

equação de equilibrio 

Seja u C= u.e . ) um ve~or de deslocament-os vir~uais 
,...., '-"""""'" 

ar bi t..r ár i o t..al que se ver i f' i que u . = ,,. em r o . Mul t..i pl i c ando u . 
\. \. 



em ambos membros de CII.1) e in~egrando sobre ~odo o dominio 

o. depois de aplicar o ~eorema da divergência 1ica a seguin~e 

expressão 

J O' o o uo o o J \. \.. J 

v uo / u =e em r 
\. i D 

dO b u dO 
i i 

1 u 
i i 

C I I. 4.) 

Deve-se ~ambém u~ilizar as condições de con~orno 

CII.2) e CII.3) na super!icie r a qual assume-se a~é agora 

compos~a por duas porções que não es~ão superpos~as. r e 
F 

rn. o Pos~er i or men~e serão inclui das as condi çêSes de con Ler no do 

con~a~o unila~eral com 1ricção, 

de~alhe. 

que serão discu~idas em 

Aplicações dire~as de CII.4.) es~ão limi~adaso a 

problemas lineares o onde as deformações s~o pequenas e o 

ma~erial responde linearmen~e duran~e a de!ormação. 

A equação CII.4.) es~á formulada na con1iguração 

de1ormada O. Se a de1ormação do corpo é in1ini~esimal, es~a 

expressão pode ser usada sem di1icu1dade já que O será 

essencialmen~e igual à con1iguração inicial 0° livre de 

~ensões. Mas quando as de!ormações são 1ini~as. O é em geral 

consideravelmen~e di!eren~e de 0° que é uma das inc6gni~as a 

ser de~erminada. Por~an~o poderia ser mais convenien~e que 

CII.4.) !esse ~rans1ormada e re!erida à con1iguração de 

re1erencia, a qual poderia ser iden~i1icada com a inicial O~ 

Escrever o principio dos ~rabalhos vir~uais na 

configuração de re!erência é essencial quando es~a é ~amada 

como base para realizar incremen~os lineares no ~ra~amen~o de 

equações não lineares. 

II.3 FORMULAÇXO LAGRANGIANA TOTAL 



Considara-sa um corpo ocupando a ragião 0° com uma 

fronteira r 0 inicial, à qual corrasponda uma ragão O com uma 

fronteira r no astado daformado, como poda ser visto na figura 

II.2. A posição da qualquar ponto matarial do corpo nas 

configuraçõas da rafarência a daformada poda sar localizada 

pelos vetoras da posição XC=X e) a xC=x . e . ) 
"' l"'I "' \."-'\. 

raspectivamente. 

Sub-indicas maiusculos indicam magnitude medida com relação ao 

estado de rafarência. A diferança entre X e x é definida pelo 
"' "' 

vator da daslocamentos com suas componantes 

u . = x -X . 
\. \. I 

c r r. 5) 

Durante a deformação a massa do corpo se consarva, 

logo 

crr. 6) 

onde dO e d0° são diferenciais de vol~me. 

T=O (configuração inicial) ~ 0° , 

T= T+6T (configuração deformada)~ 

T= T (configuração actualizada) ~ 

Figura !!.2- Configuração de referência 

anal i se de gr-andes defor maçeses. 

r o 

n 
nT 

r 
rT 

para 



Qualquer ponto material pode ser representado por 

uma ~unção tanto de x, na .... con~iguração de~ormada, como de X na 

con~iguraç~o inicial, sendo que a relaç~o entre )( .... e X esla 

univocamenle de~inida. Se poderia utilizar a expressão CII . 6) 

para lrans~ormar CII.4) de OCr) 

~ " 

u . . 
'1. • J 

o a OoCr ) como segue 

u. 
'1. 

CII. 7) 

onde SC.=S e e ) é o primeiro lensor de Piola-Kirchoff [22] 
.... .1 \.-\.-J 

que eslá relacionado ao tensor de Cauchy a . . por 
\. J 

~ 

s =J X . G . . 
J\. .l o J J'l. CII . 8) 

f'
0

( =~ 0e ) é o 
\.~i 

i nde~ormada ro. 
F 

velor lensão de~inido sob a super~icie 

JC=p
0
/p) em CII.8) é o delerminanle da malriz 

jacobiana [8 x. /8 X J • 
\. J • 

é imporlanle deslacar que u . 
\.. J 

representa a der ivada parcial da i-ésima component-e de u com 

relação á 

inaleriais 

das coordenadas X chamadas lambém coordenadas 
J 

de~inidas na con~iguração de re~erência 0° . 

Seja I uma ~unção asociada à cada parli cula ou à 

massa do corpo , então a relação ~ica 

~ 

= J p0~CX) dOo , 

O o 

CII. Q) 

com ICX)= ICxCX))~ que represent-a a t-ransformação .... .... ..... enlre a 

con~iguração de~ormada e a de re~êrencia. 

lrabalho inlerno pode escrever-se 

Desla ~orma o 



u .. 
. l t J 

dO o . . 
l J 

X . u . dO = 
J t J 

o .. 
J \. 

X . 
J' J 

u . 
\. t J 

d0° 

onde se empregaram as seguin~es relações 

u = X . u. 
i. ,j J,J \.,J 

Cver sua demos~raç~o em A.1), e 

J p 
o = p 

l t J 

CII. 10) 

CII . 11) 

CII .12) 

~rans~ormando-se en~ão o principio dos ~rabalhos vir~uais na 

con~iguração de~ormada CI!.4) na con~iguração de re~erência 

CII . 7). 

Ê impor~an~e ressal~ar que o ~ensor de ~ensões de 

Cauchy é simé~rico, ou seja que o . . = 
\. J 

CII . 8) pode-se ver que o primeiro 

o .. Porém 
J \. 
~ensor de 

da relação 

~ensões de 

Piola-Kircho~~ não é simé~rico. Par a evi~ar ~rabalhar com um 

~ensor não simé~rico se de~inirá um ou~ro ~ensor da seguin~e 

~erma 

,.. 
SJ

1
= X . S . 

I • \. J \. 

ou CII. 13) 

S = J X . X . o .. 
IJ I,l J,J Jl 

onde SC= S e e ) é o segundo ~ensor de ~ensões de 
XJ ---x "'J 

Piola-Kircho~~ que possui a carac~eris~ica de ser simé~rico. 

Pode observar-se que es~e úl~imo ~ensor pode ser ob~ido a 

par~ir de o . . a~ravés de ~rans~ormações cinemá~icas. 
\. J 

en~ão expressar CII . 7) da seguin~e ~erma 

Pode-se 

A1 



X , 
\. • X 

u . 
\. • ..1 

d0° 
= b 

i. 
u 

i. 
u 

i. 

CII. 14) 

a qual é chamada ~ormulação Lagrangiana ~o~al do problema de 

valores do con~orno apresen~ado em CII.1) a CII.3), 

iden~i~i cada com 'a con~iguração inicial do corpo. 

Para esclarecer o signi~icado do ~ermo esquerdo da 

equação CII.14) lembre-se que o 

Green vem dado por 

~ensor de de~ormações de 

6 ) 
I..1 

sendo que 6 indica o del~a de Kronecker. 
I..1 

CI I. 16) 

Da expressão CII.16) pode-se encontrar a de~ormação 

virtual 

En~ão e 

-o 
e 

1.1 
que tem a ~erma seguinte 

-o 
;:: i/2( e X . u + u 

I ..I \. t I i. • I i. • I 

possive1 escrever que 

s s -o 
X . u = e 

.li \. • I i. • ..1 .li I..1 

X · 
i. • ..1 

) . 

e des~a ~orma o ~ermo esquerdo· da equação CII . 14) 

claro. 

II.4 . FORMAS INCREMENTAIS 

CII. 16) 

C II. 1 7) 

f'ica mais 

A linearidade das equações do equi11brio of'erece 

uma gran vantagem para resolver problemas de valores d o 

con~orno. Desaf'or~unadamen~e para grandes daf'ormaçõas 

propriedades materiais gerais as equações são altamen~e não 

lineares. Por essa razão , em muitas aplicações, é convenien~e 

~8 



derivar rormas linearizadas des~as equações acei~ando que a 

raspos~a não linear ~o~al da um·corpo á subs~i~uida por uma 

seqüência compor~amen~os lineares incremen~ais. 

Suponha-se que no ~empo T o corpo derormado ocupa a 

conriguração o: Num ins~an~e pos~erior T+bT, o corpo se 

derormou a~é coincidir con O, a qual é suricien~emen~e próxima 

de OTCvar ~igura II.2). As ~ensões no corpo e as coordenadas 

da cada pon~o mudam da S para S + bS a 
IJ IJ IJ 

bu. , devido ao incraman~o da bb~ a ~ ~ 
\. \. \. 

da x . 
\. 

Assim 

para 

para 

X + 
\. 

cada 

sucesivo incremen~o a equação CII.14), neg"ligenciando os 

~ermos da ordem 

saguin~e rorma 

= 

onde 

IR = 

superior 1:S bu . 
I J \.tI 

a 

u . 
\. 

x i. • I 
u . 

\.. J 

u . 
\. 

x . 
\.. J 

+S 
IJ 

.6u . 
\. • I 

o J o -dO + M . . u . 
\. \. 

r o 
F 

U . d0° 
\.. J 

~ema 1:S bu 
IJ i.,J 

u . 
\.. J 

u 
i. 

CII .18) 

d0° + 

CI I. 19) 

a 

Dava-se lembrar que o ve~or de carga corre~or IR 

surge do desequilibrio das rorças resul~an~es. Para uma 

solução incramen~al simples, IR se considera igual a zero, mas 

pode-se deixar na rormulação procurando sua anulação a~ravés 

de um procaso i~era~ivo o qual se ~raduz numa diminuição dos 



erros numéricos comeLidos duranLe o processo. 

Apropriadas formas para 1ili . 
\. 

e 

enconLrar - se na bibliografia especializada. 

ll.:f 

A 
i. 

podem 

seguir 

analisa-se o caso em que f . = p n . • sendo pCp > 0 )uma pressão 
\. \. 

hidrosLáLica aLuanLe por unidade de supar:ficia a n . 
L 

as 

componenLes de um versar normal dirigido para a parLa externa. 

NasLa caso o segundo Lermo da CII.4S :fica 

f 
i. 

u 
i. 

n . 
\. 

u 
i. 

CII . 20) 

empregando analise veLorial Cver A.2). 

que 

pode-se chegar a 

onde drT e 

n = 
i. 

o 
n 

I 

dr0 são elemanLos 

CI I. 21) 

di:fàrenciais 

respecLivamenLe. SusLiLuindo CII.Zl), em CII.20) e comparando 

com CII.14) obLém-se 

o X o f . = -p J . n 
\. I , \. I 

e a forma incremenLal pode escrever-se como segue 

~o=- ll.p J ·x . n°- p ll.CJ X . ) 
I ,L I I ,\. 

o 
n 

I 

CII. 22) 

CII. 23) 

na qual o segundo Lermo á devido a mudança na geomeLria 

quando a carga fica fixa. ~ imporLanLe :frisar noLar que o 

segundo Lermo gera Lermos adicionais na maLriz de rigidez na 

análise por elemenLos :finiLos, já que 1l.J e 1l.X . dependem do 
I , \. 

v:alcr da ll.u. 
L , I 

II. 5 FORMULAÇXO LAGRANGIANA ATUALIZADA 

Em lugar de proceder com se indicou em CII . 7) 

2.0 



toma- se a con~iguração OT no tempo T · como a de re~erência. 

Então todas as variaveis estáticas 

rereridas a esta con~iguração na qual 

o .. . A rigura II.2 ilustra a relação 
J \. 

inicial, actualizada e de~ormada 

e cinemáticas estão 
~ 

assume-se s ~ s . ~ 
XJ J\. 

entre a conf'iguração 

a e x são ..... onde ?5• 
selecionados para descrever a posição de qualquer ponto 

material nessas conrigurações. Para um incremento de tempo ÂT 

suricientemente pequeno tal que instantaneamente pode-se 

considerar J ~ 1, a equação CII.7) pode ser colocada na ~arma 

incremental ·da maneira seguinte 

u . . dOT J b 
\. , J = ()~ i. 

u . 
\. 

a qual é denominada ~ormulação lagrangiana atualizada, devido 

á escolha da con~iguração atualizada como de re~êrencia. Outra 

rorma baseada na CII.12) pode escrever-se em termos de AS 
"' 

[ 1]. 

.... 
A relação entre ASJi.' ASJI' ÂGji.' pode-se deduzir a 

partir de CII.8); devido a que neste caso a con~iguração de 

re~erência e a con~iguração atualizada coincidente serão 

usadas somente letras minúsculas para os subindices. 

~ ~ ÂU 
k,k 

B. 3) 

AS . = Ao. + G . ÂU Gk j ÂU - ÂU · Gi.k \. j \. j \. j k,k i., k j,k 

CII. 26) 
~ 

AS .. = ÂG . + G .. ~uk,k Gki. ÂU CII. 26) 
J \. \. j J \. j , k 

Nas expressóes anteriores considera-se que J ~ 1, 

~ = -~ulc .. (ver a dedução da CII.26) em 
)c , j , J 

No caso de analise de plasticidade com grandes 

de~ormações é mais conveniente util.izar expressões derivadas 

da CII.24). A razão desta escolha é que as equações da 

~ormulaç~o Lagrangiana atualizada são obviamente mais simples 

C~ "'! 1.. n~ · · __ , ·· · · ,., · \ 
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ue as da ~ormulação Lagrangiana ~o~al. Por ou~ro lado 

a~eriais elas~oplás~icos ·com um compor~amen~o dependen~e da 

is~ória de cargas são ~acilmen~e incorporados numa ~ormulação 

agrangiana a~ualizada já que ~ais equações cons~i~u~ivas são 

unções de variáveis re~eridas á con~iguração a~ual, sendo que 

las podem ser ~rans~ormadas de ~orma ~al que ~i quem 

incul adas à con~iguração inicial . 

1. 6 RELAÇóES CONSTITUTIVAS 

Se in~roduz uma nova medida para a ~axa de ~ensões 

hamada ~axa de Jaumann [22J, mui~o u~ilizada nas ~ormulações 

ncremen~ais, a qual pode-se expresar en ~ermos do ~ensor de 

auchy como 

J 
0' .. = ÂO' .. 

~ J ~ J 
- O' w 

jk lei. 

ue cumpre com o principio de indi~erença rG~erencial 

CII. 27) 

Gxigido 

ara as magni~udes ~ensoriais, (221. Tan~o o segundo ~ensor de 

iola-Kircho~~ CII.13) como o ~ensor ~axa de ~ensões de 

aumann carac~erizam-se pelo ~a~o de não serem a~e~ados pelos 

ovimen~os de corpo rigido ou seja que ambos são ~ensores 

bje~ivos. Por is~o a expressão CII.25) ~ambem cumpre o 

rincipio de indi~erença re~erencial, 

W = i/2 Cl::.u 
i. j j, i. 

ÂU ) 
\. , j 

CII. 28) 

o ~ensor incremen~o de ro~ação especirica C ' spin ~ensor'). 

A equação cons~i~u~iva de um ma~erial 

só~ropo excluindo os e~ei~os ~érmicos pode ser 

arma incremen~al na -~arma 

ÂO'. . :::; À. 
~ J 

el ás~ico, 

escri~a em 

CII . 29) 

nd e À. e v são as cons~an~es de Lamé e !::.&~. s~o as 
~ J 

2.1 



componentes el-ásticas do tensor incremental de deformações 

llc . . defini do por 
\. J 

llc . . = ~./2C ~u . . +~u. .) CII. 30) 
\. J \. • J \. • J 

Post.ulados básicos da teoria da plasticidade ~oram 

sugeridos por Levy e Von Mises e posteriormente ext.endidos por 

Prandt.l e Reuss [ 22) ~ 'estes são : 

a) Existe uma função de escoamento 

YCa .. ,k)= -{ 3 J2 - k 
\. J 

CII. 31) 

tal que Y < '0 implica· uma carga alastica do material. Se 

diz que o material atingiu o escoamento quando Y = 0. 

J2 = 1/2 H .. H . . , 
\. J \. J 

CII. 32) 

é o segundo invariante do tensor desviador de tensões, sendo 

que H. . é o tensor desvia dor de tensé5es , e k é a tensáo de 
\. J 

escoamento que dependa da histeria da cargas. Na expressão 

CII.31) considera-se somente o endurecimento isótropo dado 

pela· variação do k; mais adiante seram introduzidos outros 

conceitos em relação ao endurecimento Cvar anexo C). 

b) É considerada uma lei da fluxo associada que pode escrever-se 

Acp = A ô Y / 8 a. . 
i j \. J 

CII. 33) 

a qual indica que no espaço nove-dimensional das tensé5es o 

vetor taxa de deformação plástica tem a direção e o sentido do 

gradiente da Y. Consi dar ando o espaço o . . e c . . com seus eixos 
\. J \. J 

coincidentes, a CII.33) indica que o vetor de componentes~~ ­
" J 

tem a direção da normal à superfiicia definida por Y = 0 no 

ponto a . . correspondente C postulado da Normalidade). 
\. J 

c) A decomposição de ~ 
i j 

em ~~ - e 
\. J 

~p 
i j 

toma a for ma 
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~c . . = ~c" + 
~ J i j 

~CP 
i j 

Cll . 34) 

a qual é asumida válida duran~e o processo de deformação. 

A relação ~ensão-deformação d e Prand~l-Reuss para 

ma~eriais que obedecem o cri~ério de escoamen~o de Von Mises 

pode-se escrever . em ~ermos do ~ensor de Jaumann. da seguin~e 

f'orma: 

J 
c; . . = 

~ J 
[()•P · 

ijkl ~ij 

onde IDGp é o ~ensor de cons~an~es ma~eriais. 
i. j k l 

CII. 35) 

Para ob~er uma ma~riz de rigidez simé~rica na 

aproximação do principio dos irabalhos vir~uais por in~ermédio 

do mé~odo dos elemen~os fÍni~os subs~i~ui -se a equação 

cons~itutiva Cll.33) por 

J 
O' + 0' , . 

~ J ~ J 
~ = !D"'ep A-
uk.k i.jkl. ~kl CII. 36) 

a qual leva a uma ma~riz de rigidez simétrica. 

No caso de o ma~erial ser considerado 

incompresslvel. o qual é aproximadamente válido no caso de 

pequenas deformações elásticas fren~e às 

que . 

~u 
k,k 

o que . implica que 

plásticas. tem-se 

CII. 37) 

CII. 38) 
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CAPITULO III : TRATAMENTO DO PROBLEMA DO CONTATO 

III.1 CONDIÇOES UNILATERAIS DO CONTATO 

Seja um corpo de1ormável do ~ipo definido na figura 

CI. 2) que se move com uma velocidade vC=v . e . ) 
......, \. _,\. 

onde v é 

função do ~empo T e da posição do pon~o definida por xC=x . e . ) ......, \. ...... \. 

sobr e o dominio O Seja ~ambém um corpo rigido que se desloca 
-

a uma velocidade prescri~a v C= v . e .) e que pode en~rar em 
"'R R\. "'\. 

con~a~o com o corpo de1ormável an~es descri~o. 

As super1ici es dos corpos deformáveis e rigidos 

ficam de~erminadas pelas funções ~x) e ........... QCx) respec~ivamen~e . 
...... "' 

sendo definidat es~a úl~imat n a região r do corpo deformável 
c 

na qual é possível que se produza o con~a~o. 

A medida que o ~empo ~ r anscorre as s uperficies ~ e 

9 vão mudando de posição sendo possi vel que acon~eça o con~a~o 

en~re elas . 

Num cer~o ~empo T do processo analisado, 

considerando um incremen~o ~T sufici en~emen~e pequeno, pode-se 

escrever 

n C QC X) +v ~T) 2:: C~ X') +v( X' , T ) .6T) n _, ~ ~a ......, ......, ...... ......, CIII. 1) 

ondà nC= n . e.) é um versor normal in~erno a super1icie ri gida , 
""'" x e x• represen~am as posições d e qualquer pon~o das 

s uper11cies Q e ~ respec~ivamen~e. ..... ..... 

A 1igura III.1 procura esclarecer o si gnifi cado da 

inequação CIII . 1) . 
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Figura III. 1 -Represent.ação das superf'iicies 

def'inidas sobre o corpo def'ormável e o corpo 

respect.i vament.e. 

rigido 

Quando se produz o contato entre ambas superficies 

se t.em 

gc~) = 9eC x) 

para t.odo x que pert.ença ..,. à superf'icie 
c 

exist.e cont.at.o ent.re os corpos no t.empo T) 

CI I I. 2) 

, C f'ront.ei r a onde 

incluida em r . 
c 

Cf'ront.eira onde poderá exist.ir cont.at.o durant.e t.odo o 

processo). Nest.e caso a expressão CIII.l) pode ser escrit.a. 

n v l:n > l::.T v<x,T)n 
~R ~ ~ ~ 

sobre r• 
c 

e, f'icando só com a igualdade, é poss1vel escrever 

ÂU - Âg = 0 
" " 

r • 
sobre 

c 

C I I I. 3) 

CI I I. 4) 

sendo Ãu C= Ãu.n . ) o increment.o do· deslocament.o rest.ringido " \. \. 

por um deslocament.o prescrit.o Ãg sob a int.erf'ace em cont.at.o 
" r•. 

c 
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Para resolver es~a res~rição opla-se pelo caminho 

indicado por Chen & Kicuchi (7), (8) aplicando o melodo das 

funções de penalidade que do ponlo de visla fisico pode ser 

considerado igual a colocar uma mola mui~o rigida en~re as 

s uperficies em con~alo; desla forma define-se 

~l = - k C~u ,.., n ,.., 
~g ) ,.., sobre r• 

c 
CIII. 5) 

onde k Cconslan~e da . mola) >O é um parâme~ro muilo grande, e ,.., 
~l é o incremen~o da reação normal. Dependendo da condição de 

• carga o ponlo que ainda es~á em r poderá lender a separar-se 
c 

da superfície rigida em cerla elapa do processo e nesse caso o 

sinal de ~l será posi~ivo. O ponlo ficará 
n 

em conlato en 

quanlo a reação resullanle do conlato t atualizada mediante 
n 

~l permaneça negativa. 
n 

III.2 LEI DE ATRITO I NCREMENT AL 

A semelhança en~re os fenômenos de alrilo e de 

escoamenlo pláslico justifica · a formulação a seguir (16]. 

O velor do deslocamento incremental ~u C=~u .e . ), 
T T\.'''1. 

langencial à superficie rigida, é descomposlo na forma 

CIII. 6) 

A componente ~u P corresponde ao deslocamento Ti 
propriamenle di lo. O lermo ~uT~ corres'ponde a um pequeno 

deslocamento eláslico Creversivel) observado experimenlalmente 

anles do inicio do deslizamento, e será o que ativa o mélodo 

da penalidade. A relação 'elástica• pode ser expressa como 

~t = - k C~u-0 - ~g . ) Ti T Ti TI. CIII. 7) 

onde ~lTi indica as componenles da força langencial na 

inlerface, ~g . é o movimento prescrito pela superficie rigida TI. 



na direçãó ~angencial 

penalidade. que pode 

e k é a cons~an~e da ~unção de 
T 

ser escolhida com base em es~udos 

experimen~ais para levar em con~a o deslocamen~o ~u ~. [4J . 
T\. 

O cri~ério de escoamen~o corresponde à lei de 

a~ri~o-deslizamen~o de Coulomb que pode ser expressa da 

seguin~e ~orma: 

FC t • 1-J , t ) = ( C ~ . 
-T F -n i T \. 

onde t C=~ .. e.) e t são as componen~es normal 
- T T\.-\. -n 

do ve~or ~ensão na zona de con~a~o r• 
c 

~ = t + ~ n 
,...., "'T n""" 

e ~F e o coe~icen~e · do a~ri~o. 

Para um pon~o em r• as super~icies : 
c 

F < O 

- permanecerão coladas se ou 

F=O y F-tO 

CIII. 8) 

e ~angencial 

CII I . 9) 

poderá ~er-se deslizamento se F = O e F ~ O 

segundo se indica na ~igura III.4 

A lei de ~luxo associada ~ornece o incremen~o do 

deslizamel'l~o 

A p A D F 
.uU T i. = - c D t . ) 

Tl. 

CIII .10) 

onde o valor de A é uma constan~e posi~iva. 

O val or de A pode ser de~erminado median~e a 

condi ção de deslizamen~o 

28 



CIII.11) 

iJ F iJ F iJ 
f-lF 

iJ F 
.àF = C--) ,àt, +C-- ) c ) .àuP . + C-- ) ,àt, "=0 

Ti. a f-l a uP T\. a t 
n a t 

Ti. F Ti. n 

que combinada com as equações CIII.6).CIII.7) e CIII.10) 

permite calcular o valor de A. o qual pode expressar-se como 

segue 

onde 

-k T . (ÂU . - Âg _) + f-l 
T J T\. T\. F 

A = 
k + T t CiJ f-l /8 u P ) 

T k n F Tk 

üP = I uP uP 
T Tj Tj 

a f-l a /-lF F = 
a uP a uP 

T T 

a Üp up 
T Tk = 

a up uP 
Tk T 

lJ F t . 
T \. 

T . --- = 
\. .::lo t 

u Ti. t 
T 

fT = ( t . t . 
~ T\. T\. 

a üP 
T 

iJ up 
Tk 

n CIII. 12) 

CIII .13) 

CIII. 14) 

CIII. 16) 

CIII. 16) 

· CIII .17) 

Substituindo CIII.12) em CIII.10) e empregando 

CIII.6) e CIII.6). pode-se obter a relaç~o const-itutiva 

incremental do contato com at-rito na ~orma Cver anexo A.6) . 

Ât. . ·= - k ( ÂU . - Ãg . ) - c T Ãt. 
T\. i.j TJ TJ i. n 

CIII. 18) 

onde 
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k 
k k C6 .. & 

T 
T T . ) CII I o 1 9) - · -

\. j T I.J o i J 
T 

k 
& 

T CIII. 20) c= J..lF 
D T 

(J J..lF 
uP 

D = k + Tk t. c- ) c Tk) C III o 21) 
T T n a t:íP -P u 

T T 

A C éJ 1-l /(J up ) é o módulo de endureciment-o 
F T 

is6t.ropo, obt.ido a part.ir de uma curva C J.l - up ) que sai de 
F T 

ensaios de deslizament-o ( 1 OJ , nas expressé5es C I I I. 1 9) e 

CIII. 20) & · ~ica de~inida de seguint.e maneira 

F < o 

* & = O se ou C descarga ) 

F = o e T . l:J.T . + J.IF l:J.t. < o 
\. \. n 

F = o e T l:J.T + J.IF l:J.t. ~ o carga 
\. i n 

* ·& = 1 se 

Result.a import.ant.e 

aument.o de pressão. 

lembrar que l:J.t. < 0 indica 
n 

Para .esclarecer o signi~icado das expressões vist.as 

nest.a seção suponha-se um corpo plano de~ormável que ent.ra em 

cont.at.o com um cont.orno rigido como se most.ra na ~igura III . 2 

o Num dos pont.os em cont.at.o a reação sobre o corpo de~ormável 

pode descompor-se como ~oi indicado na expressão CIII.9) . 
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CORPO , 
DEFOOMAVEL 

L o 

~PO 
RIGIOO 

Figura III.2. Super~icie rigida em con~a~o com o 

corpo de~ormável. 

Se no espaço das componen~es ~angenciais ~ ~ 
Ti' T2 

da ~ensão ~ se gra~ica a ~unção de escoamen~o friccionai dada T . 

pela lei de Coulomb CIII.6), se ~erá, como se mostra na ~igura 

III.3. uma circunfêrencia com raio Ctn J.l. ) 
F 

e centro 

coinciden~e com o origem de coordenadas, e pode observar-se 

que T=ôF/Ul é um versor normal à superficie de escoamen~o no 
,...., ,...., ""' T 

pon~o em análise. 

T= d F 

"''âf. T 

r, 

Figura · III.3. Represen~ação da ~unção F no espaço 

das ~ensões ~angenciais 
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Na figura III.4 mos~ram-se o s casos de carga e 

des carga sobre a c urva F 

F) o CARGA 

\ 

F> o DESCARGA 

~----------------~~----------------~t~ 

Figura III . 4 Carga e descarga na curva definida 

pela lei de Coulomb. 

III.3 APLICAÇÃO DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS 

O principio dos trabalhos virtuais CI.1) pode-se · 

escrever 



I h.O' . . 
\. J 

r/ 
e .. 

\. J 

- T 
u dr -

T'l 

válida para 'lodo u . t-al 
\. 

que 

h.b . 
\. 

- T 
u . dr 

Tl.. 

u = o 
i. 

CIII. 22) 

= o 

sobre r . 
D 

Na equaçãoCIII.22)C ) dá o cara'ler de vir~ual as 

deformaç6es ou deslocamen~os . 

U~ilizando as relações CIII.5) e CIII.18) pode-se 

reescrever a equação CIII . 22) como 

I h.O' . . e . . 
\. J \. J 

({ 
dOT-

h.g )u dr - Ck .. Ch.u . -- T I 
n n c \.J TJ 

r•T 
c 

drT + 
F 

CIII . 23) 

Aplicando sobre CIII . 23) o mé~odo dos elemen~os 

fini~os pode-se ob~er a equacão ma~ricial seguin~e: 

C K + K ) h.U = h.? + h.F CIII. 24) 
~M - c -c 

a qual é similar a CI.12), sendo que h.~ é o vet-or incógni~a 

formado por deslocament-os nodais incremen~ais, K e h.P são a 
........ ,.. ~ 

ma~riz de rigidez e o ve~or de cargas globais respec~ivamen~e 

ob~idos a part-ir dos ~rês · primeiros ~ermos da equação 

CIII. 23). As carac~eris'licas de K e AP dependerão -w 
compor~amen'lo es~ru~ural do corpo deformável. 

do 
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K e ~F são a mat-riz e o vet-or de cargas adicionais 

devidos ao cont-at-o e at-rit-o, e surgem dos dois últ-imos t-ermos 

da equação CIII.23). 

As cont-ribuçõ e s de cada element-o com rront-eira em 

con t-at-o à mat-riz de r igidez adicional K e ao vet-or de cargas 
"'C 

adicionais ~F são expressas por 
-c 

elem 

onde 

~ 

= Ki j rp(3 = J<k n.n . 
n 1. J 

+ k .. > N 
... J rp 

r•-r 
cetem 

= I { k ~g n n 

r•-r 
c 

elem 

n . 
... 

~u . Cx) = ~U . N (x) 
... ... f' f' 

u, Cx) = u . N Cx) 
• l.f' f' 

CIII.25) 

CIII. 26) 

CIII. 27) 

CIII. 28) 

sendo que N (x) represent-a as funções de forma que int-erpolam 
tp 

~uCx) e uCx) dent-ro de cada element-o, tp indica o numero local 
-

do nó e varia de 1 at-e o número de nós do element-o, ~U. e U . 
... tp ... rp 

são asi-ésimas component-es dos deslocament-os increment-ais e 

virt-uais no nó tp. 

Pode-se provar que (veja anexo A. 2) 

..... 
k . . = k . . 

... J ... J 
n . 

... 
CIII. 29) 



As transformações necessárias para passar dos dois 

últimos termos da CIII.23) às expressões CIII .25) e CIII.26) 

podem ser vistas também no anexo A.6. 

Pode-se observar 

equação matricial em forma 

incremental, já que ht na 
n 

a necessidade de resolver a 

iterativa dentro de cada passo 

expressão CIII.26) não é conhecida 

"a prior i ". 

Alguns problemas númericos que surgem na 

implementação computacional serão comentados no capitulo IV, 

~ambém serão discutidas no anexo B algumas modificações 

propostas por Chen & Kikuchi [8] a es~a formulação para levar 

e m con~a leis de comportamento mais complexas para o corpo 

flexi vel. 
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CAPI TULO I V: IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL 

Nest.e capit.ulo apresent-a-se 

most.rada no 

a implement-ação 

comput.acional da formulação c a pi t. ul o I I I para 

realizar a análise mecânica de um corpo deformável submet.ido a 

deslocament-os impost.os pelo avanço de um corpo rigido que se 

desloca num processo que evoluciona no t.empo. 

Supõe-se um compor~amen~o elás~ico linear 

corpo deformáve l e analisam-se os casos de es~ado 

para 

plano 

o 

de 

deformações e axi s imét.rico. O modelamen~o da es~ru~ura se faz 

at.ravés do mét.odo dos element.os fini~os ut-ilizando element.os 

isoparamét.ricos lineares de 4 nós. 

O algori~mo implement-ado, em principio, não precisa 

de grandes modificações para ser adapt.ado a um sist.ema de 

análise elast.oplást.ica com grandes deformações. No anexo B 

most. ram-se algumas das caract.erist.icas sobre es~a ques~ão. 

O corpo rigido é modelado median~e a definição de 

um cont.orno compl exo formado median~e a combinação de ~rês 

t.ipos de formas simples Cret.a, arco de parábola e arco de 

circulo). 

A seguir apresent-a-se um esquema geral do algorit.mo 

implement-ado; depois as caract.erist.icas cinemát.icas e 

mecânicas do problema e por últ.imo algumas modificações fei~as 

no algorit.mo com as quais est.e ganha em simpli cidade e permi~e 

resolver os problemas da sobrerest.rição C'locking ') dos 

t.ermos afet.ados pela penalidade (26) . 
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IV. 1 ESQUEMA GERAL DO ALGORITMO. 

*-En~rada dos dados convencionais 

*-En~rada de dados rereridos ao problema do con~a~o 

-De~erminação dos nós que per~encem 

po~encial do con~a~o cr ) 
c 

à zona 

-Determinação do contorno r i gi do definido como uma 

combinação 

de~er mi nando 

d e vári os contornos simples, 

neles as carac~eris~icas do 

coericien~e do a~ri~o (1) 

-Derinição do ve~or velocidade da superricie rigida 

v 
""R 

Ele é de~erminado median~e suas duas 

componen~es nas direções dos eixos x , y globais 

-Valor do incremen~o de ~empo a ser 

processo incremenlal ÂT 

l 

u~ilizado no 
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na o 

M-De!inição da posição da super!icia rigida. 

-DeLerminação da nova zona em conLaLo sobre o corpo 

de1ormáve1 e cálculo dos deslocamenLos 

prescriLos aplicados sobra ala (2) 

M-Cál culo da maLriz de rigidez alásLica K (MM) C3) 

M-Cálculo das con~ribuçõas alemen~aras à ma~riz da 

rigidez e o va~or de cargas adicionais para lavar 

em con~a os problemas da con~a~o e a~ri~o. Os 

valores calculados serão dire~amen~e mon~ados 

sobre a ma~riz de rigidez ~ 

* -Apl icação das condições da con~orno (MM) 

* - Resolução do sisLama de equações lineares (MM) 

(4) 

*-Cálculo das tensões nos pontos de integração dos 

elaman~os 1iniLos que discra~izam o corpo 

def'ormável C**) 

M-Cál culo das ~ansões na zona de con~a~o cr· ) 
c 

converge 

~ M-Con~role da convergência da equação ma~ricial (5) 

1 converge 

I e~m 
M-Con~rola do 1im t nao 

* - ALualização da coordenadas, daslocamen~os, e 

~ensões. 

* -Impressão dos valores da a~apa 

* -I mpressão dos valores 1inais 

• - FIM 



IV.1.1 OBSERVAÇOES SOBRE O ALGORITMO 

C**) Indica que o cálculo é ~ei~o u~ilizando a 

subro~ina do sis~ema de análise es~ru~ural empregado como base 

Csis~ama ESFINGE [17)). 

C1) O coa~ician~a do a~ri~o. como se mencionou no 

capi ~ulo I I I varia em ~unção do deslocamen~o ~angencial 

rala~ivo u an~re a super~i cia rigida e o 
TR 

calculado pelo programa. 

corpo da~ormával 

Nes~a ~rabalho ado~a-se a seguin~e lei de variação 

para o coa~icen~a da a~ri~o. ver [16) 

1.J Cu ) = C1-Cm.-1)e-y uT R ) 
F TR I.Jm 

onde ~-'m é o coe~icien~a de a~ri~o máximo. 

dado pelo seguin~e quocien~e 

1-1 . 
maxt.mo 

CIV.1) 

m. um coe~icien~e 

CI V. 2) 

e y é uma cons~an~e que mede o •endurecimen~o· que se produz 

na variação do 1.J • Na ~igura IV.l mos~ra-sa a ~arma da curva 
F 

expressa na equação CIV.1) . 

J'.0 
-----------~------

Figura IV. l- Curva que mos~ra a variação do 

coa~ician~a da a~ri~o 1-1 em ~unção do deslocamen~o ~angencial 
F 

rala~ivo u 
TR 
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(2) Neste ponto são chamadas as subrotinas CONTOR, 

CONLIN e CONCUR que serão explicadas nas secções IV.2.2 e 

IV. 2 . 3 

C3) Para otimizar o algoritmo levando em conta que 

o comportamento do cor po de~ormável elástico linear 

poderia-se empregar algum esquema que evite montar a matriz da 

rigi d ez em todas as etapas. Neste trabalho isto não é ~eito 

pois no caso de ter-se leis de comportamento do material 

complexas não teria sentido ~azer esta otimização . 

mais 

(4) O sistema de equações a resolver é similar ao 

mostrado em CI.12), e par a o tempo T+~T tem-se 

C KC u T)) ~U1 = ~F C u T , ~UI - J. ) CI. 3) ...., ...., 

onde ~UI é o vetor da deslocamentos nodais resolvidos na 

iteração 1 dentro do passo incr emental T+~T do processo. 

(4) A convergência da equação matricial CIV. 3) 

dada por 

:$ tolerânçia CI V. 4) 

onde j I indica valor a bsol u to, ót é o increme n to da 

tensão nor mal na super~icie em contato e r• indica o contorno 
n 

e 

em contato nesse passo incremental . 

I V. 2 CONSI DERAÇOES CINEMÁTI CAS 

IV. 2 . 1 DEFINIÇÃO DO CONTORNO R1 GIDO 
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O mesmo sará compos~o pala combinação de vários 

con~ornos simples 

A reprasan~ação das~as con~ornos se ~az median~e 

funções ve~oriais cujas componen~as são definidas em forma 

paramé~rica (24J. Assim uma curva no plano poda-se represan~ar 

por 

[ 

x( a..) ] 
~a..)= 

yCa..) 

se x( a..) e yC a..) são pol i n6mi os em a.., a equação C I V. 5) 

expressar em ~ormà ma~ricial como segue 

sendo que 

g<: a..) = a.. H p 

p 
2x 

p 
2y 

a.. Base da polin6mios 

l 
M Ma~riz da ~unção da in~arpolação da curva 

P Pon~os que da~inam a geoma~ria da curva 

CI V. 5) 

pode-se 

CIV. 6) 

CI V. 7) 

Des~a forma ~em-se, no caso da uma re~a Cver 

~igura IV.2) . 

1) 
[ 

-11 gc a..) =[ a.. 
1 ] [ ~: ] CIV. 8) o 

com a.. variando dQ O a 1, ondQ 
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p = [p p 
- j, j,X 2y 

CIV. 9) 
p = CP ,P J 
-2 2x 2y 

Nes~e caso a curva é de~inida a~ravés de doi s 

pon~os no plano C4 coordenadas reais), e desenvolve-se de 

para P , con~orme a variação do parãme~ro ~ CO á 1). 
-2 

y 

o= l 

X 

Figura IV. 2 -Represen~ação paramé~rica de uma re~a 

no plano 

No caso que o con~orno seja um arco de parábola, 

(ver ~igura IV.3) ela é de~inida a~ravés de ~rês parâme~ros 

no plano C6 coordenadas reais), e desenvolve- se de P para P 
-~ "'2 

passando por P . 
-a 

V~ilizando-se 

Lagrange ~em-se 

gc~) =[ 
2 

~ , ~ 

os 

.1 ) 

polinômios in~erpoladores de 

[-: 
2 -1 

l [ 
p 

l -j, 

-1 4 p CI V. 10) 
""2 

o o p 
""9 
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y 

o o= 1 

ll 

Figura IV. 3 

parabola no plano. 

Representação paramétrica de uma 

Por óltimo, empregando c urvas de Bézier modi~icadas 

é possivel a representação de um arco de circulo de~inido por 

quatro pontos no plano ce coordenadas reais); 

curvatur a C, o ponto i nicial P , o ponto ~inal 
.... "'1 

o centro de 

p , 
"'2 

e pelo 

ponto onde se cortam as tangentes à c ur va que passam por P e 
"'i 

P Cver rigura IV.5). 
"'Z 

Para o caso do arco de circulo tem-se então 

(2-A.) C4-2) Q p 
(24-3) (3-4:> -4 "'i 

QC a-)= (a-3 z 
a- 1 ] p a-..... "'Z -4 o 4 p 

1 o o 
.... ., 

CIV.ll) 

sendo que 4 e dado pela seguinte expressão 
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A= l+cos e -2cosCe/2) C3 .GGSS+l.l02 0 1 o-•e+ 

cos e - 1 

CI V. 12) 

onde e pode escrever-se como 

e = are cos [ 

com 

X = p - c 
1 lx X 

y = p - c 
1 1y y 

X = p - c 
2 2X X 

y = p - c 
2 2y y 

X 
1 

~ c 

x + Y1 Y2 ] 

: 2 2 2 i 
x + y )(x + y ) 

CI V. 13) 

CI V. 14) 

Figura IV.4- Represen~ação paramá~rica de um arco 

de circulo no plano. 
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Na de~inição dos contornos adiciona-se mais um 

parâmetro, o ponto P , que -· é inte rior ao corpo rigido e 

permite de~inir qual é a parte interna e qual a externa. 

IV.2.2 FUNÇÃO DA SUBROTINA CONTOR 

A runção desta subrotina é relacionar, dentro de 

cada passo incremental do processo, os contornos simples que 

de~inem a ~orma do corpo rigido com os nós da zona potencial 

de contato do cor po de~ormável, determinando, para cada um 

destes nós, o contorno simples com o qual entraria em contato. 

Para ilustrar melhor a rorma de trabalho do 

algoritmo suponha-se um corpo rigido no plano, sendo que sua 

~orma ~ica determinada pelos os seguintes contornos simpl es~ 

contorno I Ctramo de reta), contorno II (arco de circulo) e 

contorno III Carco de parábola). 

Seja também uma zona potencial de contato de um 

corpo ~lexivel ~ormada por três nós A, 8 , C ver ~igura IV.6. 

Para obter a relação procurada procede-se da 

seguinte maneira 

1)-Traça-se uma poligonal que passa pelos pontos 

extremos dos contornos simples que de~inem a ~orma do corpo 

rigido. Os lados de tal poligonal são de~inidos em rorma 

paramétrica como mostrou-se na seção IV.2.1 

2) -Deri nem-se retas que pasam por cada um dos nós 

da zona potencial de contato e que têm a mesma direção que o 

vetor velocidade da super~icie rigida v , retas a, 
-R 

rigura IV.6. 

b, c na 

3)- Considera-se cada uma das retas, C se raz só a 

análise para o nó A), derine-se a itersecção da mesma com o 
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prolongamen~o dos l ados da poligonal definida em 1). 

de~ermina-se os segmen~os A A • A A , A A 
I II III 

4)- O con~orno relacionado com o n ó em análise. 

será aquele no qual o pon~o A i fique den~ro dos ex~remos do 

lado da poligonal. ou seja que para esse caso a.. es~eja 

comprendido en~re O e 1. No exemplo que se ilus~ra na figura 

IV.6. se o n ó A en~rar em con~a~o nesse passo incremen~al o 

fará com o con~orno II. 

P<l.JGONAL 
EXTREMOS 
SIMPLES 

I VELOCIDADE 00 CORPO RIGIPO 

CONTORNO RÍGIDO 

Figura IV.6- Exemplo que ilus~ra a forma de 

~r abalho da subru~ina CONTOR. (análise para o nó A). 



IV. 2. 3 FUNÇÃO DAS SUBROTINAS CONLIN E CONCUR 

De~inida na seção an~e~io~ a ~elação en~~e os nós 

da zona po~encial de con~a~o do co~po de~o~mável e os 

con~o~nos simples que de~inem a ~ron~ei~a do co~po ~igido num 

ce~~o ~empo T do p~ocesso inc~emen~al. as sub~o~inas CONLIN e 

CONCUR pe~mi~em de~erminar o lempo necessário para que se 

produza o con~a~o en~re ambos Co ~empo ~erá valor nega~ivo se 

houver solapé) e a posição no plano onde es~e acon~ecerá. 

Seja um con~o~no simples da super~icie 

da~inida num ~empo T do processo pala ~unção ve~o~ial 

~igida 

T Q que 
"' 

avança com uma velocidade v . 
""R 

T~ansco~rido um ~empo ~T a nova 

º
T+~T. posição do con~orno rigido es~ará de~inida pelo ve~or __ 

Conside~a-sa ~ambém o nó A que pe~~ence à super~icie 

po~encial de con~a~o do corpo de~ormável e ~em de~inida sua 

posição pelo ve~or x ..... ,. En~ão pode-se descrever a si~uação 

median~a a seguin~a equação Cve~ ~igu~a IV.7) . 

CIV. 15) 

ou 

QT+Ç;T • X v ~T 
4 xC a.) Rx 

= CIV.16) 

Y,. 
Q T.~T 

y( CL) 
v ~T • Ry 

sendo que a CIV.15) e CIV.16) represenlam um sis~ema de duas 

equações com duas incógni~as ~T•a ! onda ~T· é o Lempo 
• necessário para que se produza o con~alo a a, a coo~danada 

paraméL~ica que da~ine o ponLo do conLorno no qual 

produz . 

asLe se 
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y 

Figura IV.6- Análise do encon~ro en~re um con~orno 

rigido e um nó do corpo de~ormável da zona po~encial 

cont..a~o. 

Se o con~orno G um segmen~o de ret..a ~ CIV.16) 

um sist..ema de equações lineares. 

de 

será 

U~ilizando a expressão CIV.8) den~ro da CIV.16) e 

desenvolvendo chega-se a 

[ 

CP - P ) 
2x tx 

CP -P ) 
2y ty 

v 
Rx 

v 
Ry 

[

Cx-P )] 1 

X c I v. 17) 

Cy-P ) 
ty 

• • o cálculo de ~ e ~T para o caso de con~orno re~o é fei~o pela 

subro~ina CONLIN. 

Se o con~orno é curvo a CIV.16) represen~a um 

sis~ama de duas equações com duas incógni~as que é não 



linear e que pode expressar-se como 

ou 

• • • ~c a • .6-r ) = 

• • ~ ca-• .6-r ) 
2 

• .6-r - X = 0 
"-A 

= Q ( !:> - V .ÓT *- X = 0 
X Rx A 

= Q c!:> 
y 

• V .ÓT - yA= 0 
Ry 

CI V . 18) 

CIV. 1Q) 

• na CIV.1·7) g<:a) será dada por CIV.10) ou pela CIV.11) segundo o 

t,i po de curva. 

Para resolver a equação CIV.19) 

proceso it-erat-ivo baseado no mét-odo de 

que pode-se resumir como segue. 

I+~ 

[ ~ . .6-r 

= 

• a. 

• .6-r 

• a 

• .6-r 

I+~ 

ut-iliza-se um 

Newt-on Rapshon 

crv. 20) 

sendo que o supra-indice I indica o passo na it-eração e 

I 
J - s CIV. 21) 

I onde J é o jacobiano da função ~ com os valores calculados no - -passo I. e que pode expressar-se como 
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I 

Na implemen~ação compu~acional J -
1 

é desenvolvido 
"' 

em forma explici~a par a os dois ~ipos de curvas empregadas , 

arco de ci rculo e a r co de parábola, Cver subro~i na CONCUR) . 

O processo de cálculo con~inua a~é que 

I ~ I 
I"' I I -+ 1 

:S ~oleránçia CI V. 23) 

• • O cálculo de a e ~T para o caso de con~orno c urvo e 

fei~o pela subro~ina CONCUR . 

IV. 2. 4 

• Ob~endo ~T pode-se calcular o solapá como 

v 
"'R 

CI V. 24) 

CÁLCULO DO VERSOR NORMAL INTERNO À SUPERF1CIE 

RlGIDA NO PONTO EM CONTATO 

Define-se um pon~o sobre um con~orno rigido 

de~erminado pelo ve~or QCa) onde a é um parâme~ro de valor 
"' 

comprendido en~re O e 1~ refere-se ~al con~orno a um par de 

eixos car~esianos com versores e , e · (ver figura CIV.8)) 
"' 1 ""'Z, 
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y 

Figura IV.7- Representação do versor normal interno 

num pon~o da super~ici e rigida. 

O versar normal sobre a super~icie pode-se ob~er da 

seguin~e expressão 

a Q Ca.) 
n'= 

)( 

a a. 

+ 
a Q c a.) 

y 

a a. 
CIV. 25) 

Para ~azar que o versar normal seja in~erno à 

super~icie rigida, de~ine-se um pon~o que per~ence ao corpo 

rigido, ~icando de~inida sua posição median~e o vetor p . 

par~ir dele e do ve~or 

definido por 

A 

R = g<a) p . ....... "'. 

En~ão se 

QC a.) - pode-se calcular o ve~or 

CIV. 26) 

A 
,... 
R 



,.. 
R n' > O se lem que n = n' 

e se 

,.. 
R n' < O se cumpre que n 

O versor ~ será ocupado no cálculo dos 

malriz de rigidez e do velor de cargas adicionais 

em conla o conlalo e alrilo. 

CI V. 27) 

-n' 

lermos da 

para levar 

Pode-se observar que a 1orma apresentada para 

calcular o versor normal lraz alguns problemas númericos 

quando o nó em conlalo eslá em condições de deslizar sobre o 

conlorno rigido, e o gradienle de variação de n ao passar de 

um nó para oulro adjacenle, é considerável. Devido a esles 

problemas se considera que é melhor calcular n direlamenle 

sobre o lado do corpo 1lexivel da zona polencial de conlalo e 

calcular as normais nos nós como uma média dos valores nos 

lados. O cálculo das normais direlamenle sobre o lado !oi 

1eilo nas modi1icações introduzidas no programa que serão 

comentadas na seção IV.3.2. 
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IV.3 CARACTERISTICAS MECANICAS 

No programa implemen~ado o que se faz a par~ir das 

expressões CIII.25) CIII.26) é achar as con~ribuções 

elemen~ares à ma~riz de rigidez e ao ve~or de cargas globais. 

Inicialmen~e, ~en~ou-se realizar a in~egração 

numérica dos ~ermos afe~ados pela penalidade empregando a 

regra da quadra~ura de Gauss com só um pon~o de in~egração por 

con~orno elemen~ar Cin~egração reduzida) procurando assim 

solucionar o problema da sobreres~rição ocasionada pelo uso 

das funções de penalidade C'locking'), porém os valores 

ob~idos por es~e caminho não foram sa~isfa~órios . 

Empregando in~egração comple~a Cdois pon~os de 

in~egração por con~orno elemen~ar) ob~eve-se 

para os deslocamen~os, surgindo problemas 

bons resul~ados 

ao calcular as 

~ensões na zona de con~a~o, u~ilizando dire~amen~e as funções 

de penalidade, Cver expressões CIII.5) e CIII.18); nes~e caso 

a dis~ribuição dos resul~ados foi errada, aumen~ando a 

dis~orção dos mesmos quando o gradien~e de 

Várias formas de suavizar e dis~ribuir 

~es~adas sem bons resul~ados 

~ensões crescia . 

as ~ensões foram 

A ou~ra ~en~a~iva foi a de calcular as reações 

nodais na zona de con~a~o seguindo o caminho clássico 

empregado no mé~odo dos elemen~os fini~os. Median~e uma 

dis~ribução consis~en~e [2], ob~iveram-se as· ~ensões nodais 

com valores similares aos calculados u~ilizando-se dire~amen~e 

as funções de penalidade, os quais, como já foi mencionado, 

resul~aram pouco sa~ifa~órios. 

Ten~ou-se ~ambém ~rabalhar com o elemen~o 

isoparamé~rico quadrá~ico de 8 nós com in~egração reduzida, 

porém os resul~ados ob~idos ~ambém foram ruins . 

An~e es~e panorama op~ou-se por calcular as ~ensões 
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nos nós a par~ir de uma in~erpolação dos valores ob~idos nos 

pon~os de in~egração dos elemen~os adjacen~es à zona de 

con~a~o . Diferen~es formas de in~erpolação foram ~es~adas 

u~ilizando um processo de suavização a par~ir do cálculo por 

minimos quadrados dos valores nos pon~os de in~egração. 

Ou~ro caminho ~es~ado ~oi empregar uma regra de 

in~egração apresen~ada por Kikuchi em [20J e [23], a qual 

mis~ura a regra da quadra~ura de Gauss u~ilizando só um pon~o 

de in~egração por con~orno elemen~ar e o mé~odo de in~egração 

dos ~rapézios, ob~endo-se des~a forma uma suavização na 

dis~ribuição das ~ensões na zona de con~a~o . 

Finalmen~e se implemen~aram duas versões do 

programa CCONANASE1 e CONANASE2) , ambas ~em essencialmen~e a 

mesma es~ru~ura. 

Indica-se a con~inuação as carac~eris~icas que as 

diferenciam. 

Versão CONANASE1 

* -A in~egração sobre o con~orno em con~a~o cr ) dos 

~ermos adicionais à ma~riz de rigidez e ao ve~or 

globais para levar em con~a o con~a~o e a~ri~o 

c 

de cargas 

se faz 

u~ilizando o mé~odo da quadra~ura de Gauss com dois pon~os de 

in~egração Cin~egração comple~a). 

-As ~ensões nos nós da zona po~encial de con~a~o 

são calculadas a par~ir dos valores ob~idos nos pon~os de 

in~egração dos elemen~os adjacen~es empregando um mé~odo de 

suavização de ~ensões. 

Os versares normais nos nós em con~a~o são achados 

levando em con~a a forma do con~orno rigido em con~a~o com 

de~erminado nó, como se explica na secção IV. 2 . 

Com es~a versão do programa ob~iveran-se os 
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resultados moslrados no capilulo v. e póde-se observar que as 

lensões langenciais a~aslavam-se dos valores correlos se o 

gradianla da variação das mesmas linha um valor elevado. 

Versão CONANASE2 

A integração sobre o conlorno em conlalo c r•) dos 
c 

lermos adicionais à malriz da rigidez a ao valor global de 

cargas para lavar em conla os efeilos do conlalo e alrilo é 

feila empregando um mélodo mislo [ 20), que combina a regra da 

quadratura da Gauss com um ponlo da inlagração a o mélodo dos 

lrapézios. 

Trabalhando desla forma foi possivel oblar uma 

dislribução razoável das lansõas na zona da conlalo utilizando 

direlamenle as funções de penalidade (ver expressões CIII . 5) a 

CII I. 18)). 

Nesle programa os versores normais na zona em 

conlalo são calculados a parlir das normais aos lados dos 

alamanlos do corpo flaxival realizando posleriormanla a média 

para lavar os valores aos nós . 

Se bem que esla versão do algorilmo não foi 

lolalmenle leslada, considera-se que é o melhor caminho a 

seguir pois o programa se simpli~ica nolavelmenla sobreludo no 

pós- processamento necessário para oblar as lansõas na zona da 

conlalo. 

Como úllima seção dasle capilulo se apresenla as 

caraclarislicas das modificações ~ailas nasla úllima versão. 

IV. 3. 1 HODI FI CAÇOES I HPLEHENT ADAS PARA OBTER UMA MELHOR 

DI STRI BUÇÃO DAS TENSOES NODAl S NA ZONA DE CONTATO 

Eslas modi~icaçBas aslão baseadas no lrabalho de 



Kikuchi C20J e cons~i~uem basicamenle uma ~écnica para 

s uavizar a dis~ribução das ~ensões nos nós da zona po~encial 

de conlalo. 

A CIII.23) pode-se escrever em forma mais compacla 

da seguin~e forma 

sendo que 

ÂO' .. 
1. J 

e .. 
1. J 

Ãb . u . dOT+ 
1. 1. 

c 

onde a par~ir da CIII.23) se deduz que 

~ 

crv. 28) 

CIV. 29) 

M . CIV. 30) 
1. 

CIV. 31) 

~Ct:.u)=[Ck n . n . + K .. )Ãu . -Ct:.g k n . +t:.g K . k+ cT. t:;.t, )J 
"' "' n 1. J 1. J J n n 1. Tk 1. 1. n 

CIV. 32) 

a CIV.31) pode-se escrever como segue 

no de etem 
LC~C~u), u) 

....... "' "' = ~ L C ~C ~u) • u) e ro..J ~ ~ 
CIV. 33) 

e= 1 

onde o simbolo soma~ório implica mon~agem das con~ribuções 
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elemen~ares à equação global. 

Para simpli!icar a noLação a par~i r de agora 

seguin~e subs~i~ui-se ~ por ~(~~). 

maneira 

Escrevendo en~ão LC~,u) da 
e"' "' 

LC 
e 

~ e 
"'(X . ) 

1.. 

u e 
"'(X . ) 

1.. 

CIV. 34) 

e sendo que w . são os pesos que afe~am os valor es ob~idos em 
\. 

cada pon~o de in~egração ao u~ilizar o mé~odo da quadra~ura de 

Gauss para in~egrar, 

i n~egr ação . 

e xe indica 
1.. 

a coorden ada do pon~o de 

Se na CIV. 34) o=t, en~ão e 
X . 

1.. 

cen~róide do lado e Cver 1igura IV . 8). 

será 

Figura CIV.8) Represen~ação dos 

con~orno. 

a coordenada do 

valores sobre o 

In~roduzindo as expressões CIV.29), CIV. 30), 

CIV.33) e CIV.34) na equação CIV.28), com o= t na CI V.34) 

ocorre que em alguns casos uma das condiç~es 

de Babuska Brezzi não é preenchida [20J. 

de convergência 

Para con~ornar o problema rede!ine-se a CIV.33) da 

seguin~e maneira 

o 
n de eleme ntoe 

LC Cu + u )h 
e e+ t e 

/ 2 CIV. 35) 



sendo que em CIV.34) h é o comprimen~o do lado e, além disso 
e 

den~ro de cada con~orno se ~em 

C I V . 36) 

e 

uCx)= u (1- x / h ) + u x /h CIV. 37) 
~e e "'e+ 1 e 

onde u e u são os deslocamen~os vir~uais dos nós e~remos 
-e ....... e+1 

do lado e , e ~ é o ve~or posição que define a posição de um 

pon~o sobre o lado e. 

• Define-se ~ambem a função ~(x) da seguin~e forma 

• • • ~Cx)=~ C1-x / h ) + ~ x / h CIV. 38) 
~e e ~e+ 1 e 

onde 

e CIV. 39) 

com e= 2, ... E 

CIV. 40) 

finalmen~e a CIV.34) pode-se escrever como segue 

... 

LC~. u 

+ ~ 
"'E+1 

E 

= ~ 
e=1 

) = • ~ 
~t 

u h 
"'E+1 

... . 
L c~ e ~ 

u h /2 + 
~ 1 

E 

/2 = ~ 
E e=1 

) = [. (~ .... 

E • ~ ~ u C h + h )/2 + 
e=2 "'e e-1 e 

(~ u + ~· u )h /2 
"'e "'e "'e+1"'e+1 e = 

·~ ) CIV. 41) 

onde Le é o operador da regra de in~egração do ~rapézio. 
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U~ilizando as expressões an~es vis~as a CIV.28) 

pode-se esc rever 

C IV. 42) 

Na !igura CIV.11) se ilus~ra o signi!i cado de 

alguns ~ermos vis~os an~eriormen~e. 

\ 

e~. ( he-l ee-l+ h e 'Se ) 
(he+he-11 

Figura IV.9- Represen~ação dos ~ermos a!e~ados pela 

penalidade sobra o con~orno em con~a~o do corpo !lexivel. 

A implemen~ação compu~acional das modi!icações 

assinaladas requer lazer algumas mudanças na par~e cinemá~ica 

do algori~mo pois agora se !az necessário calcular as normais 

ao lado e não aos nós em con~a~o . Além disso é necessário 

calcular valores de solapé e de increman~o de ~ansões nos 

lados a par~ir dos valores nodais . 

Para ilus~rar a !orma da ma~riz dg rigidgz g o 

ve~or de cargas adicionais para levar em con~a o con~a~o e o 
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a~ri~o se 1az o desenvolvimen~o de di~os ~ermos para o caso do 

con~orno de um corpo 1lexivel 1ormado por ~rês con~ornos 

elemen~ares como pode ver-se na 1igura CIV. 10). 

Figura IV.10- Zona po~encial de con~a~o 1ormada por 

três con~ornos elemen~ares do corpo 1lexivel . 

Par~indo da CIII.25) e CIII.26) é possi vel escrever 

{}(~ . "' = Ck n . n . + K. ) e <IV. 43) 
.. J n .. J .. j (X ) 

i 

(f~ = Cbg k n . + bgTkK ik+c T b~ ) e crv. 44) .. n n >. i n (X ) 

i 

as expressões CIV. 43) e CIV.44) são cons~an~es para o lado e. 

Na CI V.44) a inclusão do úl~imo termo é discu~ivel 

pois não es~a a1e~ado pela !unção de penalidade, ou seja que 

poderia ser in~egrado ocupando a r egra da quadra~ura de Gauss 

com dois pon~os de i n~egração. No programa implemen~ado se 

aplicou o mesmo mé~odo de in~egração para ~odos os termos 

devidos ao con~a~o e ao a~ri~o . 

pode-se escrever da seguin~e 1orma 

CIV. 45) 

onde xe é a ordenada do cen~r6ide do lado e . Os s ubindices i.,j 
i 

podem ~ornar valores x ou y que indicam direção dos eixos e (1 

valores 1 ou 2 indicando os nós extremos do contorno 
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a lement.ar. 

Também se cumpre que 

N CJ = 1 / 2 
~(X ) 

1 

desenvolvendo a CIV.45) t.em-se 

()(& 
xy 

o 

N 
1 

N 
z 

o :. ] 
.óu 

X1 

.óu 
y1 

.óu 
xz 

.óu 
yZ 

CIV. 46) 

CIV. 47) 

subst.it.ui ndo CIV.46) na CIV.47) e operando chega-se a 

ll. ~ (1/2) [ 
XX 

.óu 
x1 

.óu 
y1 

.óu 
xz 

.óu 
yZ 

CIV. 48) 

desenvolvendo a CIV.40) para o exemplo que se analisa t.em-se 

. - . L C ~ , u) =C 1 ./2) [ ~ 
""'e "" ,.,.1. 

h u 
1 ...... 

• +~ Ch + h ) 
-z 1 z 

• u +~ Ch +h )u + 
...... "'3 1 z "'3 

CIV. 49) 

ut.ilizando as expressBes CIV.39) e CIV.40), pode-se escrever 

A • - - T 
LC~ ,u) =C 1 /2) [ u ~h 

...... .... "' 1 "' 1 1 

-T 
+ u ~ h J 

"' 4 ""3 3 

+Ü T ( ~ h + ~ h ) ( 1 ./(h +h ) ) +. .+ -z ...., 1 ""Z z 1 z 

CIV. 50) 

ESCC: \ DE ENG!:. 1Y. \RIA 
fj l ~ L.l.QIJ:~ô .. 



62. 

se na CIV.50) subs ~i~ui-se ~ p e l a CIV.32) ~em-se 
"' e 

..... . -
LC ~ , u ) = 

e "' .6u 
X1 

{[ (}( 1 (}( 1 (}(1 

~ · ] h 
.6u - [:~ ] h~} + 

[u ) 
)()( xy )()( xy y 1 = u 1 

1X 1 y (}(1 (}( 1 (}(1 (}( 1 4 .6u 
yx yy yx yy xz 

.6u 
yZ 

.6u 
X1 

{[ (}( 1 (}( 1 (}( 1 

~ · ] h 
.6u - [:~ ] h~} + 

+ [ u ] 
)()( xy )()( xy y 1 

u 1 
2x 2y (}( 1 (}( 1 (}(1 (}( 1 4 .6u 

yx yy yx yy x2 

.6u 
y2 

.6u 
x2 

{[ (}(2 ()(2 ()(2 ~· ] h 
.6u -r:~ J h~J + [ u ) 

XX xy XX xy y2 
+ . . + u 1 

2x 2y (}(2 ()(2 ()(2 ()(2 4 .6u 
yx yy yx yy x9 

.6u 
ya 

.6u 
x9 

{[ ()(9 ()(9 ()(9 

~· ] h 
.6u 

- [:~ ] h;} + [ u ) XX xy XX xy y3 u a 
4x 4 y ()(9 ()(9 ()(3 ()(3 4 .6u 

yx yy yx yy x4 

.6u 
y4 

CI V. 51) 

A CIV. 51) pode-se escrever em f"orma mais 

convenien~e como segue 

CIV. 62) 



onde ~ pode-se expressar da seguin~e ~orma 

~1 h {}(1 h 
XX 1 xy 1 

[)(j. h 
yy j. 

I 

sim 

l 

{}(1 h 
XX 

~j. h 
xy 

{}(1 h 
XX 

!Fi h 
X 1 

1Ft h 
y 1 

1Ft h 
X 1 

IF1 h 
y 1 

IF h 
X 9 

IF h 
Y a 

1 

j. 

1 

{}(1 h 
xy 1 

[)(1 h 
yy i 

+~z h ~1 h +IKZ h ~z h 
XX 2 xy 1 xy z XX 

[)(1 h +[)(2 h [)(z h 
yy i yy 2 xy 

+ !Fz h 
X 2 

+ !F2 h 
y 2 

crv. 53) 

{}(z h 
2 xy 2 

[)(2 h 
2 YY 2 

. 

~s h [)(3 h 
XX s xy 3 

[)(3 h 
yy a 

crv. 54) 

A par~ir da CIV.53) e CIV. 54) é possivel deduzir 

que a ma~riz de rigidez e o ve~or de cargas elemen~ares para 

levar em con~a o con~a~o e o a~ri~o no con~orno e pode-se 

expressar como segue . 
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oc• h IK• h IK• h IK• h 
)()( • xy • )()( • xy • 

IK• h IK• h IK• h 
1 

yy • xy • yy • crv. 55) 
-:r IK~ h IK• h 

)()( • xy • 
IK• h 

yy •j 

~r• h 
)( e 

~r• h 
1 

y • 
~ ~r• h 

crv. 56) 
)( • 

~r• h 
y • 

Os ~ermos expressos na CIV.55) e CIV:56) são 

calculados para cada um dos con~ornos elemen~ares em con~a~o 

do corpo f 1 éxi ve1 nas sucessivas i~eraçãoes a~é cumprir a 

condição CIV.4) den~ro de cada passo incremen~a1. 

Em cada i~eração deve-se ~ambém comprovar que as 

~ensões normais C~ensões e não incramen~os das mesmas) sobra 

os con~ornos alemen~ares·em con~a~o sejam de compressão. 

No caso em que sejam de ~ração, o qual não ~em 

san~ido fisico, se elimina a con~ribução dada por CIV.55) e 

CIV.56) corresponden~e a esse con~orno na próxima i~eração. 
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CAPITULO V: EXEMPLOS NUMERICOS 

Em continuação. são apresentados dois exemplos que 

permitem avaliar o comportamento dos programas implementados 

CCONANASE1 e CONANASE2 ), 

V. I EXEMPLO 1 

Suponha-se um cilindro circular rigido de raio R = 

8 em • que ao descer impõe de~ormações sobre um corpo ~lexivel 

com comportamento elástico linear (ver ~igura V.1 ). 

O corpo elástico de dimensões 16 em x 4 em é 

discretizado utilizando 178 elementos quadriláteros lineares 

de 4 nós é analisado considerando estado plano de de~ormações . 

Adota-se E= 10000 MPa., v= 0 . 3. coe~i ciente de 

atrito~= 0.0 e constante de penalidade k = 1E10. 
n 

A malha utilizada para discretizar o corpo ~lexivel 

é mais densa na zona onde se produz o contato . como pode 

ver-se nas ~iguras V.2 e V.4. 

Na ~igura V.3 se ilustra a malha de~ormada após da 

aplicação de um deslocamento prescrito devido ao avanço de 0.6 

em do cilindro rigido na direção verti cal. Na ~igura V.4 

mostra-se um detalhe da malha de~ormada . 

Os resultados numéricos obtidos ~oram comparados 

com a solução teórica de Hertz [25] e com a solução numérica 

apresentada por Chen & Kikuchi [8] . A comparação dos mesmos 

pode ver-se na ~igura V.5. 

65 



Analisando os valores achados com o programa 

implemen~ado pode ver-se que os mesmos se ajus~am 

razoavelmen~e bem a solução dada por Chen & Kikuchi ( 8). Ao 

con1ron~a-los com a solução ~eórica de Her~z observam-se bons 

resul~ados para pro1undidades de pene~ração baixas, 

separando-se a solução ~eorica da numérica a medida que a 

pene~ração aumen~a. Is~o pode ser explicado levando-se em 

consideração que, para grandes de1or~aç8es i mpos~as. as 

hipó~eses da solução de Her~z deixam de valer 

V.6) 

CILINDRO RÍGIDO 

E=l0000 MPo 

\) =0 .3 

Kn=lOE+ 9 

c 

CORPO FLEXIVEL 
Estodo Plano de Deformoçoes 

X 

ver 1igura 

Figura V.l-Cilindro rigido que impõe de1ormaçees 

sobre um corpo 1lexi vel. 



.y 

) ~ 
ESCALA Y = lcm /~575 
ESCALA X= 1 em I 1.33 

V//_~ 
I 1 

I.H 1)-W-HJ.l J-11~1 }-\ " I :(---\ v~ f- \ v ~\ 
l o 

I ~ 
..: 

I 

I 

!f- - - - - - - - - - - - -

~ 
X 

.... e.a em 

Figura V .. 2-Malha inde~ormada que discre~iza o corpo 

~lexivel da ~igura V. l com 178 elemen~os isoparamé~ricos 

lineares de 4 nós. 

G1 



y 
ESCALA Y= lcm/ 1 .575 
ESCALA X• lcm/ 1. 333 

X 

Figura V. 3- Malha da ~igura V. 2 da~ormada após 

descer o cilindro rigido 0.6 em am direção vertical 

de~ormaçóes sobre o corpo ~lexivel. 

impondo 

Figura V.4- Detalhe da ~igura V.3 onde pode- se 

observar a densi~icação da malha na zona de contato. 
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0 .4 

0.3 

0.2 

0 .1 

0 l 0 .2 0 .3 

Referãnclos ' 

J3 = E /2 (I -v2) 

S= deslocamento prescrlfo pelo 

superf1de ngldo. 

soluçao teÓrico de Hertz. 

X soluçao numér 1co de Chen a 

Klkuchl 

• solução numérico com programo 

cononose 1 

• solução numehco com programo 

cononose 2 

X/ R 

Figura V.5- Tensões computadas com os programas 

impleman~ados CCONANASE1 a CONANASE2) a comparação com a 

solução ~aórica da Har~z [25) a a numérica de Chan & Kikuchi 

[ 8). 

(MP a] 

3000 

200f) 

1.0 2.0 3.0 4.0 

Referências ' 

• Soluçao rv.Jmérlco can programo con:mose 1 
- Soluçoo anolltico de Hertz 

b [em] 

Figura V.6- Grá~ico que mostra a divergência da 

solução numérica com a solução ~aórica da Har~z. 



V.2 EXEMPLO 2 

Considera-se um disco elás~ico da raio R = 2 em a 

espessura a = 1 em, sobre o qual impõe deformações um anal 

circular rigido, (ver figura V.7). 

Ado~am-sa os saguin~as valores da cons~an~as 

alás~icas 

E = 1000 MPa 

v= 0.3 

e os valores de penalidade empregados são 

K = K = 1 E 10 
n T 

o exemplo é analisado 

axi si mé~r iço, 

considerando ala 

A malha u~ilisada para discre~izar o corpo flexivel 

é compos~a por 220 alamen~os isoparamé~ricos lineares da 4 

nós. 

Na figura V.8 mos~ra-se a malha indeformada e na 

figura V.9 a mesma deformada daspois que o anel rigido impõe 

um daslocamen~o prascri~o da 0.2 em na direção var~ical. 

Os rasul~ados ob~idos ajus~aram-sa rala~ivaman~a 

bem à solução anali~ica dada por Shibuya [23), como se mos~ra 

na figura V.10. 
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CORPO FLEXÍVEL 

2.<21 em 

E" 1000 MPa 

V= 0 .3 
Problema Axislmélr1co 

Figura V. 7- Anal rigido qua impõe deformações sobra 

um disco f'l exi vel. 
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.2 .0 em 
/ ESCALA X = 1 em/ 5 .3 

/ 
ESCALA Y = 1 em/ 6 .3 

/ ~/ / / 

/ 

/// 

/ 

~~m ~ ~ 
' - /, / / • 

I• 

5 
Q 
...; 

; X 

2 .0 em 

Figura V. 8- Malha indeformada que discre~iza o 

di se o f 1 a xi vel da figura V. 7 compos~a de 220 elemen~os 

isoparamé~ricos lineares de 4 nós . 
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1-

~ -
r-
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ESCALA X= lcm/!5.3 
ESCALA Y= lcm/6.3 

-X 

Figura V.9- Malha da rigura V.8 de~ormada após 

descer o anel rigido 0.2 em na direção ver~ical,impondo 

de~ormaç6es sobre o disco rlexivel. Cprograma CONANASE1). 



2 .0 

1.0 

-1.0 

-2.0 

-3.0 

!..:.:i. <Úzz , 6 r :ti 
G( 

Referências= 

G = Módulo de Elosl1ctdode Transversal 

Ó = Desk:x::omento prescnto( 0 .2 em) 

Soluçao Anahtico 

sem atrito 

com otríto J-1'= 0 .3 

Soluçao numérico com programo cononose l 

X sem atrito 

• com otrtto )L= 0 . 3 

Figura V.lO- Tensões compu~adas com · O programa 

CONANASE1 e comparação com a solução anali~ica . 
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CAPITULO VI: CONCLUSOES E SUGESTOES 

Nes~e trabalho apresen~ou-se a ~eoria e a 

implementação computacional de um algori~mo que leva em con~a 

o contato e o a~rito no caso em que um corpo rigido avança 

impondo deslocamentos sobre um corpo ~lexivel de compor~amento 

elástico linear num processo incremen~al. 

Foram analisados problemas de es~ado plano de 

derormações e axissimétrico. 

O corpo rigido roi modelado mediante a combinação 

de contornos de geometria simples Creta. arco de circulo e 

arco de parábola) derinidos em forma paramétrica 

O corpo de~ormável roi modelado mediante o método 

dos elementos rinitos empregando elementos isoparamétricos de 

4 nós. 

Os ·e~ei ~os do contato e atrito entre os corpos 

~oram levados em conta empregando a ~eoria apresentada por 

Chen & Ki kuchi ( 7). ( SJ baseada no mé~odo das ~unções de 

penalidade. 

Uma das premissas ao implementar o algoritmo ~oi a 

r aci 1 i da de de adaptar o mesmo par a o caso em que o corpo 

r 1 exi vel ~i ver uma 1 e i de comportamento mais complexa C por 

exemplo pl as ti 'cidade com grandes deror mações)·. 

O principal problema apresentado na implementação 

computacional foi contornar o e~eito da sobrerestriç§:o 

c•locking•) que se produz nos termos aretados pelas runções de 

penalidade, o qual dis~orce a distribução das ~ensões na zona 

em contato. 



Foram ~es~adas várias es~ra~égias para solucionar o 

problema. ~ais como in~egração reduzida. implemen~ação de 

elemen~os quadrá~icos e dis~in~os ~ipos de suavizações dos 

valores das ~ensões calculadas na zona em con~a~o. ob~endo as 

seguin~es conclusões. 

VI.1 CONCLUSOES 

-A luz dos resul~ados ob~idos pela versão do 

programa CONANASE1. pode-se concluir que o mé~odo das ~unções 

de penalidade permi~e achar. sem maiores problemas. o campo de 

deslocamen~os. produzindo-se inconvenien~es no cálculo das 

~ensões via penalidade. razão pela qual as tensões na zona de 

contato ~oram calculadas a partir dos ·valores obtidos nos 

pontos de integração dos elementos adjacen~es levados a os nós 

do contorno em contato median~e uma técnica de interpolação. 

-Calculando as tensões na zona de contato a partir 

dos valores nos pontos de integração dos elementos adjacentes 

pode-se chegar a resultados relativamente bons como se observa 

nos exemplos apresentados no capitulo V. Observou-se também 

que se o gradiente de variação das tensões é muito elevado sua 

distribução so~re distorções. 

-Uma discretização muito ~ina na zona onde se 

produz o contato é essencial para obter uma aproximação 

razoável dos resultados. 

-Pelos testes ~eitos com a versão do programa 

CONANASE2 pode-se observar que a suavização na dis'lribução das 

tensões na zona de contato calculadas via penalidade é 

sati~atória devido à técnica implementada na integração 

numérica. 

cálculo . 

a qual traz uma simpli~icação considerável no 



-Se bem que es~a versão do programa não ~enha sido 

total mente testada, considera -se · que é o melhor camí nho a 

seguir em fu~uras exíensões do ~rabalho apresen~ado. 

Ao se ado~ar valores· de i ncremen~o no ~empo de 

avanço CâT) grandes, o erro introduzido no cálculo das tensões 

na zona de con~a~o será elevado, mas como nos casos analisados 

o corpo deformável ~em um compor~amen~o elas~ico linear, 

podem-se calcular os versares normais aos con~ornos da zona 

po~encial de con~a~o -sobre a configuração original e, nes~e 

caso, não se exís~e limí~ação na escolha do ~T. 

Caso só impor~ar o estado final no processo 

incremen~al analisado, poder-se-ia considerar um incremen~o de 

~empo igual à duração de ~odo o processo, ganhando assim, 

~empo no· cálculo. Mas se a lei de compor~amen~o do corpo 

deformável prever grandes deformações, então deverá 

~rabalhar-se com valores de ~T pequenos para ob~er bons 

resultados. 

VI.2 SUGESfOES PARA PRó XI MOS TRABALHOS 

São numerosas as possiveis ext-ensões a es~e 

~rabalho, en~re elas podem-se citar: 

-Considerar um compor~amen~o plás~ico com grandes 

deformaçãoes para o corpo flexivel, e des~a maneira es~ar em 

condições de simular processos de conformação mecânica . 

-Estudar métodos de remanejo de malhaC'remeshing ') 

a aplicar na discre~ização fei~a no corpo flexivel, pois 

pode-se observar que é essencial para ob~er resultados 

razoáveis uma densificação considerável na zona em que exís~em 

os maiores gradien~es da ~ensões, os que geralmen~e se 

produzem nos bordos da fron~eira em con~a~o cr• ) e vão 
c 

mudando na medida que o processo incremen~al avança. 



Ser i a mui t.o út.i 1 que a mal h a mais f i na f os se 

acompanhando a mudança da front.ei r a em cont..at..o de t..al forma 

que a maior densificação da mesma coincida com a região de 

n~is alt..os gradiant..as durant.a t..odo o processo incrament..al. 

-Est..udar com profundidade a forma da lavar em cont..a 

o at..rit.o t..est..ando a influência nos result.ados da variação do 

coaficient..e de at..rit..o J..lF com o deslizament..o t..angencial 

relat.ivo ent..re as superficies de cont..at..o e i mpl ement..ar 

out..ras leis do comport..ament..o do at..rit..o difer e nt..es da lei de 

Coulomb para assim procurar simular a ação de lubrificant-es, 

muit.o empregados nos processos de conformação mecânica. 

-Implemant..ar um algorit..mo que t..rabalha empregando o 

mét.odo dos mult..iplicadores de Lagrange e poder assim comparar 

os resul t..ados e a efet.i vidade de out..ras formas de encarar o 

problema. Além disso, o uso dos mul t..i pl i cador es de Lagr ange 

facilit..a a consideração de que ambos corpos em cont.at..o sejam 

flexi veis. 

-Podem-se t.ambém ampliar as possibilidades do 

programa para levar em cont..a efeit..os dinâmicos o qual 

permit..iria analisar problemas de impact.o, e t.ambém considerar 

as mudanças produzidas pelo calor t..ant..o no est..ado t..ensional 

como das propriedades do at..rit.. o ent..re ambas superficies. 
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ANEXO A: DEMOSTRAÇOES DAS PRINCIPAIS EXPRESSOES 

DOS CAPITULOS II E III 

Nes~e anexo se ~azem algumas demos~rações de 

expressões dos capl~ulos II e III. 

A.1 DEMOSTRAÇXO DA EXPRESSÃO CII.11) 

Escreve-se a expressão CII.11) 

u . = X 
\. , j 

u . Ca.l) 
.1 ' j· \. , .1 

Da !I. 5 pode-sé éscrever 

u . = X . - X = 6 . - X C a. 2) 
\. ' j \. ' j J: • j \. j J: • j 

e 

u . = x . - X = X . - 6 Ca. 3) 
\. ' .1 \. ' .1 I ' .1 \. ' .1 J:.l 

Esc revendo Ca. 1) em ~ermos de Ca.2) e Ca.3) se ~em-se 

6 . . - X = X .c X\.. ,.1 
\.J I ,j .I•J 

6 ). 
I .I 

Ca. 4.) 

Realizando o seguin~e produ~o no segundo membro da Ca.4.) 

X . X. - X 6 = 6 - X 
.I,J \.,.1 o~.j :1.1 ij x.j 

Ca. 6) 

~ica en~ão demos~rada a igualdade Ca.1) 



A.2 DEMOSTRAÇÃO DA EXPRESSÃO CII.21) 

A expressão CII.21) pode-se escrever como 

n . 
~ 

= J X . 
I , ~ 

Ca.6) 

Considera-se um cubo da volume elementar ~v 
o 

referido a um sistema de eixos cartesianos. Sobre uma de suas 

faces de área dr 0 atua o vetor normal ~o paralelo ao versor e . 

Procura-se a expressão para calcular o produto da á rea dr de 

uma face pelo vetor normal a mesma ~ do cubo deformado, em 

termos dos valores dr0 e ~0 ,Cver figura A.I ) 

A.1 - Cubo elementar antes e depois da deformação 

Se emprega no desenvolvimento notação matricial 

para facilitar os cálculos. 

Sendo então 

F = X . 
~, J 

se e indica produto vetorial pode-se escrever 

Ca. 7) 
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8~ 

n dr = dx e dx Ca. 8) 
-1 ---2 

que em termos da configuração indeformada fica 

n dr = CF dX ) e CF dX ) 
-1 -z 

multiplicando o segundo termo da Ca.9) 

inversa se t.em 

CCF dX )$C F dX )F dX CF dX )- 1 

-~ ~ -2 - -s - -a 

que pode escrever-se 

JCdX e dX ) dX CF dX )- 1 

-1 -2 -s - -s 

onde 

J = det. F = Cx. ) 
\. , J 

Da Ca.11) substituindo os 

representam se t.em 

pode-se agora escrever Ca.8) como 

o n 

que em notação indicial fica 

igual à expressão CII.20) 

C a. 9) 

por CF dX ) 
-s 

e sua 

Ca.10) 

Ca. 11) 

Ca. 12) 

fatores pelo que 

Ca. 13) 

Ca. 14) 

Ca.15) 

ESCOLA D:: ENGENHARIA 
BIB LJOTE.CA 



A.3 DEDUÇÃO DE EXPRESSÓES PARA O INCREMENTO DO TENSOR 

DE PIOLA KIRCHOFF DE SEGUNDA ESPECIE C~S )-CII.25) 
IJ 

Partindo de CII.13) 

S = J X . X . o .. 
IJ I,l. .I,J J'-

C a. 16) 

Aplicando o incremento como sendo derivada com respeito ao 

tempo se tem 

~s = J X X ~O' .. + 0' . .c ~J X X + 
IJ I , i. .1 , j J 1. \. J I , i. J, j 

Ca. 17) 

+JC~ 
I ' i. 

X + ~X 
Jj J, j 

X . ) 
I''-

) 

Por sua vez se sabe que 

u .. = X .. - X = c:S .. - X 
1. , J 1. , J I , j 1. J I , j 

Ca.18) 

Calculando o inc~emento do deslocamento como 

~u = -~X 
i , j I , j 

Ca . 19) 

Se a con~iguração de re~erência e a con~iguração atualizada 

coincidem se cumpre que 

J = 1 • AT = Au X - c:S UoJ LJ,. ,_ , 1. • • - • • 
~ ~ 1. , J \. J 

Ca . 20) 

e considerando só índices minúsculos ~ica 

~S . = ÂO' . +o . . Âuk k 0 kt 6 . l ~u. k- ~u. k 6 i.,t 0 tk 
Ca . 21) 

1. j \. j 1. J , J , \. , J , 

Trabalhando a expressão anterior ~ica 

flS . = l:!o . +o /:iu - O'kj ~u ~u O' i. k 1. j 1. j i. j k, k i., k j , k Ca . 22) 

De ~orma simi l ar podem deduzir-se CII . 26) 
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A. 4 DEDUÇÃO DA EXPRESSÃO CIII.12) 

Partindo das equações CIII.7),CIII.10) e CIII . 11) 

como laxas, se tem 

~t . 
T \. 

e 
= - k C~u . - ~g . ) 

T TI. T\. 

lJ 

p 
~u . 

TI. 

F lJ F lJ 

Ca. 23) 

Ca. 24) 

lJ F 
~F = (--) ~t + C-- ) c /-lF 

) ~up + C--) ~t = 0 
ô t 

T \. 
ô 1-l ô 

p Ti. 
ô t n 

u 
Ti. F T \. n 

Ca. 25) 

Assume-se que ~u . pode-se decompor como segue 
TI. 

Ca. 26) 

Subsliluindo ~t . por Ca.23) e ~uP por Ca.24) na 
TI. T i. 

expressão Ca.25) lem-se 

ô F 
= C--)[-k C ~u&- ~g . )J + 

T Ti. TI. 
ô t . 

TI. 

ô F 
+~t (---) 

n 
ô t 

n 

A partir 

seguinte f'orma 

= o 

da Ca.26) 

ôF ô!-l 
C-- )(--F- )(-A 

ô 1-1 ô up 
F Ti. 

pode-se escrever 

subtituindo em Ca.28) 6uP por Ca.24) se tem 
Ti. 

ô F 
(--) + 

lJ t . 
TI. 

Ca. 27) 

~ue . 
TI. 

C a. 28) 

da 

8.3 



ê F 
.6u

6
. = .6u . 

T\. T\. 
- A C ) 

ê t. . 
TI. 

C a. 29) 

e introduzindo !inalmente Ca.24) e Ca.29) na equação Ca.27) 

pode-se escrever 

ê F ê F 
.6F =C---)[-k C.6u +A 

T T i. 

ê F 
- .6g ,))+(--

ê ~ 
)(--F )(-A 

ê F 
(-- )+ 

ê t . -"> ~ T \. -"> 
v ~ . v ~F 

TI. 
ê uP 

Ti. T\. 
a t . 

T\. 

8 F 
+ .6t (---.) = o C a. 30) 

n ê t 
n 

Desenvolvendo e agrupando em !orma conveniente a Ca.30) rica 

A (k 
T 

-.6t 
n 

a F a F a F 
C--)C---~)+C--­

a t . a t . a ~F 
T\. TI. 

ê ~ 
)(--F) 

a up 
Ti. 

ê F a F 
(---.) + k 

T 
ê t 

.6u . 
T\. 

= o 
n 

ê t. . 
TI. 

a F 
C--) J =-k 

a t . 
TI. 

A partir da Ca. 31) pode-se· obter 

T 

a F 
.6g . c --)­

T\. ê t . 
T \. 

Ca. 31) 

a seguinte 

expressão 

A = 

k 
T 

[k 
T 

a F 8 F 
.6g . c--) +.6t c 

T\. 
ê t n 

ê t 
Ti. n 

ê F ê F ê F 
C---)C----)+C-­

a t. . 
T\. 

a t. . 
T\. 

a ~ 
F 

) - k 
T 

ê ~ 
)(--F 

a up 
Ti. 

Ca . 32) 

8 F 
.6u C-- ) 

T i. ê t 
Ti. 

a F 
) C--) J 

a t . 
T\. 

Utilizando as seguintes operações auxiliares, algumas delas já 

apresentadas no capitulo III 

a F t . 
T \. Ca. 33) T . = = 

\. a t. . 
T\. 

~ 
T 
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onde 

e por 

iJ F 

n 

iJ F 

iJ J.l 
F 

iJ J-JF 

iJ up 

= 

Ti. 

Üp = T 

últ.imo 

= n 

iJ J-JF 
= 

iJ up 
T 

I u? 
Tj 

iJF iJF 

Ca. 34) 

Ca. 35) 

Ca. 36) 

p 
u 

Ti. Ca. 37) 
-P u 

T 

u? 
Tj 

Ca. 38) 

= 
t, t, 

Ti. Ti. 
1 = 

f ct t,Ti..) I .( ct t ) i 
Ti. Ti. Ti. 

Ca. 3Q) 

pode-se ~inalment.e escrever Ca. 32) da seguint.e rorma 

A = 
-k T . (Ãu - Ãg ) + J-J Ãl 

T J Ti. Ti. F n Ca. 40) 

sendo que Ca.40) é a equação CIII.12). 
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A.5 DEOUÇXO DA <III.18) 

Def'inindo D como 
T 

a 1-JF 
uP 

D k + Tk t, c ) c Tk 
) (a. 41) = -T T n iJ t:JP - P u T T 

e ut-ilizando Ca.32) e (a.39) em Ca.24) pode-se escrever 

C k T . C .6u . - .6g . ) + 1-1 .6t, ) T . 
T J T~ T~ F n ~ 

D 
T 

C a. 42) 

A part-ir das expressões Ca.28) e Ca.42) a relação const-it-ut-iva 

do at-rit-o increment.al f'ica 

Ca. 43) 

.6t, . = -k C.6u -.6uP- ~g . )= -C~u .6g . ) kT + 
Tl. T Ti. Ti. Tl. Ti.. T\. 

C k T . C ~u . - ~g . ) + 1-J ~t, ) T . 
T J T l. Tl. F n \. 

+--------~-------------------------------
D 

T 

Trabalhando algebricament-e a equação Ca.43) est-a f'ica 

,6t, = -k (Ó ~ k T . T. /0 )(.6u . -.6u . ) -T i.. T i. j T \. J T Tl. T l. 

-( ~ k /0 ) ,6t, T . 
Ca. 44) 

/-I F T T n \. 

Chamando 

k 
k k Có . & 

T 
T . T . ) Ca . 45) = -

\. j T \. j 
D 

\. J 
T 
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c= ~ k 1-l / D 
T F T 

Ca. 46) 

e utilizando Ca.45) e Ca.46), pode-se escrever a Ca.44) em 

forma mai s compacta ficando 

~t.. . = - k . . C ~u . - ~g . ) - c T . ~t.. 
T1. I.J TJ TJ 1. n 

Ca. 47) 

Sendo que est..a últ..ima expressão é equival e nt-e a 

CIII.18) . O significado do & é dado no capitulo III. 

A.6- DEDUÇÃO DAS EXPRESSOES CIII.25) E CIII . 26) 

Part..indo dos dois últ..imos termos 

CIII. 23) 

J < k C .6-u - ~g ) u dr + [ k . . c .6-u . r* n n n n I.J T J 

c 
&l&m 

e das seguint-es relações e ntre vet..ores 

z = z . n . 
n I. I. 

z = z -z 
...... T ~n 

~g . ) 
T J 

+ c 

da 

T 
i.. 

equação 

.6-t J u . dr 
n T1. 

Ca. 48) 

Ca. 4Q) 

Ca. 50) 

onde ~ é um vetor apli c ado sobr e um pont..o da superficie X, com 

um versor normal interno nC =n . e . ) á superficie nesse ponto. 
- I. I. 

Expressando a Ca . 50) em component-es referidas à 

base canônica e utilizando Ca.40) é pos ivel escrever 

z . e . - z n . e . 
~.-~. n '-"''-

= z . e . - z .n .n . e . 
~--~- J J 1."'1. 

Ca.51) 

de onde em forma imediata se obtém a relação 
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z . = z - z .n .n . 
T '- i. J J '-

(a. 62) 

a represen~ação gráfica das relações an~eriores podem-se ver 

na figura A. 2 

Figura A.2-Ve~or z aplicado em um ponto da 

s uperficie ~ e suas componen~es referidas a diferen~es bases. 

Sendo que as relações Ca.49) a~é Ca.62) são 

válidas para qualquer ve~or, sua u~ilização na Ca . 48) fornece 

J < k C .óu . n . - .óg ) u . n . 
r• n J J n " " 

c 

elem 

+C-.óg . k .. +c T . .ó~) Cu- ulnln,)} dr 
TJ I.J 1. n i. • 

C a. 63) 

Desenvolvendo o primeiro ~ermo da expressão Ca. 63) se ob~ém 

Ck n . n . .óu - .óg n . )u . 
n '-J k nJ" 

Ca. 64) 

O segundo ~ermo da Ca . 63) pode-se escrever 
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C a . 5!3) 

onde s ão válidas as seguin~es igualdades 

C a. !313) 

C a. 57) 

C a. !38) 

subs~i ~uindo Ca . !36),(a.!37) e Ca.!38) na Ca.!3!3) pode-se 

es~a ul~ima como 

escrever 

~ 

k ~u. u . 
~ j J ~ 

C a. !39) 

onde Ca. 60) 
~ 

k - k - k n n - k n n + k n n n n 
~ j - ~ j ~ k k j l j l ~ l k k l ~ j 

Pode-s e demos~rar Cver em CA.6.2)) que 

Ca. 61) 

Conseqüen~emen~e ~an~o a Ca . 60) fica r eduzida a 

fica 

~ 

k . . = k . . - k . knkn·. 
~J ~J ~ J 

Ca. 62) 

Finalmen~e se analisa o úl~imo ~ermo da Ca.!33) que 

u . 
~ 

+ ~g . k . . u l n l n, + c T . ~~ u - c 
TJ ~J ~ ~ n ~ 

= -~g . k . . u . + c T . ~ ~ u . 
T J ~J ~ ~ n ~ 

T . = 
~ n 

Ca. 63) 
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âg _k _. ulnln _= O 
T J \. J \. 

C a. 64) 

Cver sua demons~ração em A.6.1), e 

C a. 65) 

por ser T . n . = O, que represen~a o produ~o escalar de dois 
\. \. 

ve~ores perpendiculares. 

U~ilizando Ca. 54) C a. 59) e Ca. 63) pode-se 

apresen~ar a in~egral Ca.53) da seguin~e maneira 

I {[k n . n . + 
n '- J 

r• 
c~lem 

A 

k _ . J âu _ 
\. J J 

u 
i. 

+ [ - âg n . - k . . âg . 
n 1. 1-J TJ 

+ cT . â~ Ju }dr 
\. n i. 

Ca. 66) 

subs~i~uindo na Ca.64) âuj e ui. por CIII.27) e CIII.28) se 

pode escrever 

J<Ck n n . + k . . JN N~ âU _ + [-âg n . -k . _âg . + cT _ â~ JN~}u . ~dr 
n 1. J 1-J 9 t~ J9 n '- '-J TJ '- n t• '-t• 

Ca. 67) 

Finalmen~e da Ca.67) podem-se achar facilmen~e as 

contribuções elemen~ares à ma~riz de rigidez e ao ve~or de 

cargas adicionais para levar em con~a o conta~o e o a~ri~o 

K = Ki. j9f3 = 
elem 

âF =âF' = 
-c i.tp 

elem 

I {k n . n. 
n '- J 

Ca. 68) 

r• 
c 

elem 

f< kn Âgn ni. + ki.k âgTk - c Ti. â~n} N
9 

d r 

r • 
celem Ca.69) 
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Eslas duas úllimas expressões são a CIII.25) e 

CIII.26) respeclivamenle. 

A.6.1 DEMOSTRAÇÃO DA EXPRESSÃO Ca. 64) 

Ca. 64) 

Da Ca . 45) pode-se escrever desenvolvendo 

lermos,(\,j variam de 1 ale 2 para simpli~icar os calculos). 

k = k 
\. J T 

C1-& T T ) 
1 1 

-& T T 
2 1 

-& T T 
1 2 

C1-& T T ) 
2 2 

Ca. 70) 

os 

Da Ca.33) chega-se a conclusão que T = n e T = 
1 2 2 

- n ou T = -n e T = n , e enlão a Ca.70) pode-se escrever em 
1 1 2 2 1 

lermos do versor normal da segui nle ~orma 

k = k . . T \. J 

<1-& n n ) 
1 1 

-& n n 
2 1 

-& n n 
1 2 

C1-& n n ) 
2 2 

Desenvolvendo a Ca.64), deixando ~ora ulnl ~ica 

6g k n + 6g k n + 6g k n + 6g k n 
Ti 11 1 Ti 21 2 T2 12 1 T2 22 2 

Susliluindo as componenles 

moslradas na Ca. 71) lem-se 

de k .. 
\. J 

por suas 

Ca. 71) 

Ca. 72) 

componentes 



k (~g (1- & n n ) n + ~g & n n n + ~g & n n n + 
T T~ 2 2 ~ T~ ~ 2 2 T2 ~ 2 ~ 

Ca. 73) 
+ ~g (1-& n n )n J 

TZ ~ ~ 2 

onde 

~g n + ~g n = O 
T:l :l TZ 2 

Ca. 74) 

por representar o produto escalar de dois vetores 

perpendiculares , e os outros termos se anulam mutuamente. 

A.6.2 DEMOSTRAÇÃO DA IGUALDADE Ca.61) 

= k n . n . 
T I. J 

Ca. 61) 

Ê posivel chegar a Ca.61) desenvolvendo os termos 

de ambos os membros da mesma, utilisando a Ca.71) e lembrando 

a seguinte identidade trigonométrica. 

n
2

+n
2 

=1 Ca. 75) 
:l 2 
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ANEXO Bs ALGUMAS DAS MODIFICAÇOES A LEVAR EM CONTA 

NA FORMULAÇÃO APRESENTADA AO CONSIDERAR 

PLASTICIDADE COM GRANDES DEFORMAÇOES NO 

COMPORTAMENTO OO ,CORPO FLEXIVEL 

Na formulação apresen~ada no capi~ulo 

u~ilização de ~t e ~t . é limi~ada a problemas de 
"'n "'TI. 

III a 

pequenas 

deformações , já que nehum dos incremen~os ci~ados cumpre com 

o principio da indiferença do sis~ema de referência CMalvern 

pag 380-403 [22J ). 

Para con~ornar o problema podem-se in~roduzi r a 

~axa corro~acional de Jaumann ~JC= ~ . e . ), a qual é invari an~e 
""""" \.'""""\. 

relação a ro~ações de corpo rigido. 

Em ~ermos das ~ensões na zona de con~a~o pode-se 

expressar 

~J = ~~ - w ~ 
\. \. \. j j 

Cb.l) 

onde W . é definido na expressão CII.88). 
I. J 

A equação CIII.5) fica agora da seguin~e forma 

~J = -k C~u - ~g ) 
n n n n 

Cb. 2) 

onde 

~J = t.J n = ~~ ~ - W .. n . Cb. 3) 
n n \. \. J J 

e a relaç~o 'elás~ica' CIII.7) fica 
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k Cl:.u
8 

- l:.g . ) 
T Ti. T\. 

Cb. 4) 

o n de 

t- J = t-~ 
T i. \. 

n = .t.t- . 
i. T\. 

Cb. 6) 

A condição de consist-ência CIII.11) ~ica 

+C à F ) C à F ) .t.up + 
àJ.-t àu p Ti. 

F T i. 

c~ F ) t- J = 0 
à :c- n 

n 

Cb. 6) 

e A calcula-se em ~orma similar à vist-a no anexo A.4 

chegando-se a 

A = 
k 

T 

J 
T . C.t.u . - .t.g . )+ J.-1 t-

J T\. T\. F n 

k + T t- Cà J.-1 /à up ) 
T k n F Tk 

Cb. 7) 

Operando em ~orma análoga ao já ~eit-o no anexo 

A.6, obtem-se a seguint-e relação const-it-ut-iva incremental 

do cont-ato com atrito 

= k C.t.u . -.t.g . ) - c T t J 
i.j T J TJ i. n 

Cb. 8) 

onde as expressões que de~inem k .. e c são dadas por CIII .19) 
\. J 

e por a CIII.20), sendo que a constante~ ~ica de~inida como 

segue 

F < O 

se ou (descarga ) 

F = O e FJ = T . t- . + J.-1 tJ < O 
\. T\. F n 
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s a < F O F J ~ o c ) = a carga 

Se na forma incremental do principio dos Lrabalhos 

virtuais expressado em III.22 substitui-se .t.t e 
n 

.t.t 
T I. 

pelas 

expressões obtidas a partir de Cb.3) e Cb.5) pode-se escrev e r 

que 

dO 

-I c. ~n+L w . n )u dr j I. J \. n 

r 
c 

é válida par a Lodo u 
\. 

lal 

u dO- I .t.f~ UI. 

r 
F 

dr -
F 

Cb. 9) 

W L C6 -n n )) u dr=O 
k j J \.k k 1. TI. 

que ui. = O sobre r . 
n 

Introduzindo Cb.2) e Cb.8) na Cb.9)) e apli cando o 

método dos elemenLos !iniLos chega-se uma equação matricial 

incremenLal como a mosLrada na CIII.24) onde a forma de K a 

.t.F ser ão s imi lares às vis~as n o capitulo IV CtenLou-se fazer 
-c: 

sua dedução mas n ão foram obtidos os resulLados de [ 8)) . 

A matr iz K 
""M 

é função das ~ensões n o corpo e mudará 

a medida que o processo i ncremen~al avançá. Suas 

caracteristicas são discuLidas no capi~ulo II e n o Anexo C. 

Se além da c onsi der ar grandes def'ormações 

considera-se um compor ~amenLo plás~ico para o corpo def'ormá vel 

a utilização de um incremento do Le mpo de avanço fixo pode ser 

discu~ivel. poi s deveria ser mui~o pequeno para n ão introduzir 

grandes erros. 

Talvez nes te caso seja ma is acertado inLroduzir um 

incremenLo do Lempo como r e ferência podendo ser e~Le alter ado 

em cada passo incremenLal 

cri~éri os: 

pelo mais cri~ico d os s eguinLes 
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-Mudança da condição de plas~i1icação em algum 

pon~o de in~egração dos elemen~os do corpo de!ormável. 

-Novo nó da super1icie po~encial do 

sua condição Cune-se à super1icie rigida ou 

mesma). 

con~a~o ~roca 

se a1as~a da 

-Mudança nas condições de adesão-deslizamen~o em 

qualquer dos pon~os em con~a~o. 
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ANEXO C: SISTEMA ESFINGE 

C.l GENERALIDADES 

Nest e a nexo se resumirão as caracteristicas 

fundamentais d o s istema ESFINGE, programa computacional 

utilizado como bas e para realizar a implementação do algoritmo 

de contato. 

As possibilidades do sistema não foram totalmente 

aproveitadas devido a que, no trabalho, só se lavou em conta 

que o corpo flexivel tenha um comportamento elástico linear. 

Mas se é desejado ampliar as possibilidades do 

programa apresentado nesta tese no contexto deste sistema será 

necessário conhe cer as caracteristicas teóricas e 

computacionai s inerentes ao considerar não linearidades 

fisicas e geométricas no modelado do corpo flexivel. 

ESFINGE CEstudo, Fisi c o, Isótropo ou 

Geométrico de Es truturas) é um programa do tipo 

orientada que foi desenvolvido no CPGEC-UFRGS 

periodo 1978-1983 e permite realizar, usando o 

Naõ, e 

linguagem 

durante o 

método dos 

e lementos finitos, análises do tipo linear e não linear fisica 

(plasticidade), geométrica e fisica-geométrica. 

Para a obtenção das equações constitutivas são 

utilizados os conceitos emitidos por Lee [21J combinando os 

mesmos com os trabalhos de Fardshisheh & Onat [15] e ~azendo a 

particularização dos mesmos para grandes deformações plásticas 

e pequenas deformações elásticas. É considerada ~ormulação 

Lagrangiana atualizada a endurecimento isótropo combinado com 

o cinamático. As equações são deduzidas para um material do 
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~ipo Prand~l -Reuss valendo pois o principio de normalidade. A 

aplicação de ~ais equações é ~ipica em me~ais. 

C. 2 IDBIAS BÁSICAS 

Em con~inuação, se de~alham algumas das idéias nas 

quais es~ão baseadas as equações cons~i~u~ivas u~ilizadas 

nes~e programa (18]. 

a) Supor-se-á o ma~erial subme~ido a um carregamen~o quase 

es~á~i co. Den~ro des~a suposição pode-se considerar, para 

ma~eriais me~álicos, a hipó~ese de pequenas de~ormações 

elás~icas, mesmo na ~ase elas~oplás~ica , embora com a 

possibilidade de ~er-se , paralelamen~e. grandes de~ormações 

plás~icas e grandes ro~ações. 

b) O material virgem é inicialmente is6tropo e homogêneo. 

c) Par~es do ma~erial que en~raram na ~ase elasloplás~ica após 

so1rerem descarga, permanecem isó~ropos no que diz respei~o ao 

compor~amen~o elás~ico e es~e não é dis~inguivel em relação ao 

ma~erial virgem. Em oulras palavras, as conslanles eláslicas 

Crepresenladas pelo módulo de elaslicidade longitudinal E e 

pelo coe~icienle de Poisson v não so1rem mudança em seus 

valores quando o malerial so~re de1ormações permanenles. o 
mesmo não ocorre com o limite de escoamenlo do malerial , o 

qual era inicialmen~e igual em ~odas as direções Cisólropo). 

Depois que o malerial so1re uma de~ormação permanenle o limile 

de escoamenlo pode mudar 

inicial . 

de valor e perder sua isolropia 

d) O limile enlre a região elaslopláslica , para um malerial 

virgem, será represenlado pela condição YCo,k) = 0, onde k é - -uma conslanle e ~ é o lensor de lensões de Cauchy. 

e) Para um malerial que já lenha so~rido de~ormações 
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permanent.es o li mi t.e ent.re a região elást.ica e a 

elast.oplást.ica é represent.ado por uma condição YCo,q) = 0 onde 
"' "' "' 

~ represent.a um conjunt.o de t.ensores de ordem par [ 15) que 

levam em consideração as mudanças de comport.ament.o do mat.erial 

produzidas pelas deformações permanent.es . 

Dos dois últ.imos it.ens pode-se concluir que o 

mat.erial pode operar em t.rês est.ados dist.int.os, a saber: 

-mat.erial virgem operando elast.icament.e; 

-mat.erial operando na região elas~oplás~ica; 

-mat.erial modificado por deformações permanent.es 

Cnão virgem) operando na região elást.ica. 

Na seção seguint.e só se apresen~arão as principais 

expressões. A dedução das leis de comport.ament.o do mat.erial 

para os dist.int.os casos cilados pode enconlrar-se em [171 [18] 

[ 13]. 

C. 3 

C.3.1 

EQUAÇOES CONSTITUTIVAS PARA O 

ELASTÓPLASTICO COM GRANDES DEFORMAÇ0ES 

EXPRESSOES BÁSICAS 

PROBLEMA 

Nest.a secção se t.rabalhará, por conveniência , com 

uma not.ação mais compact.a ut.ilizada por vários pesquisadores 

ent.re eles Lee e seguida por Grohes e Creus no desenvolviment.o 

da base t.e6rica do ESFINGE [171 [181 [131 . 

Define-se ent.ão as principais magnit.udes com que se 

vai ~r aba:I h ar . 

O gradient.e de deformação F é em lermos da not.ação 
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indicial u~ilizada nos capi~ulos II e III 

F = X . 
I. • J 

= 

s ua inversa é 

= 

a x 
i. 

a x 
J 

a x 
I 

a x 
j 

e o jacobiano. em ~ermos de F ~ica 

Cc. 1) 

Cc. 2) 

J =de~ F Cc.3) 

Como F é uma ~rans~ormação con~inua e não singular 

se pode aplicar a decomposição polar na seguin~e ~orma 

( 1 7) 

F = R U = V R Cc. 4) 

onde 

Cc. 5) 

pois R é uma ma~riz or~ogonal 

Cc . 6) 

Cc. 7) 

sendo R o ~ensor de ro~ação. I a ma~riz unidade. U e V os - -
~ensores de de~ormação esquerdo e direi~o respec~ivamen~e. 

Qualquer gradien~e de de~ormação E pode ser ob~ido aplicando 

primeiro uma de~ormação simé~rica ~ Cdila~ação) e após uma 

ro~ação rigida R ou ~ambém, aplicando primeiro uma ro~ação R 
"' 

rigida e após uma de~ormação simé~rica y Cdila~ação). 
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Chamam-se ~ensores esquerdo e direi~o de de~ormação 

de Cauchy-Green respec~ivamen~e a 

C c . 8) 

C c. 9) 

Em ~ermos de C e ~ pode-se expressar os ~ensores de 

de~ormação especi~ica de Green e Almansi 

respec~ivamen~e , por 

e 0 = 1/ 2 CC !) 

que vem dados, 

Cc. 10) 

Cc.11) 

Por ou~ro lado se âu e âT Cincremen~o de ~empo) são 

su~icien~emen~e pequenos pode-se escrever 

...... u =v 
Cc. 12) 

o nde C·) signi~ica a derivada ma~erial da ~unção com respei~o 

ao ~empo ; em ~erma similar podem-se de~inir ou~ras ~axas por 

exemplo 

sendo que 

= O' Cc. 13) 

â F 
= F 

Cc. 14) 

â T 

O gradien~e da velocidade L vem dado por ..., 

L 
a v 

= 
a x 

a x 

a x ..... 
= 

C c. 15) . 

ESCOLA o;: ENGENHARIA 
B IB L I OTECA 



. 
F =R U + R U = V R + V R Cc. 16) 

Se pode decompor ~ na soma de uma par~e simé~rica 

e ou~ra an~issimé~rica. a saber 

que é a velocidade de deformação especifica e 

que é a velocidade de ro~ação especifica; de Cc.17) 

se ob~ém que 

L = D + W 

Cc. 17) 

Cc. 18) 

e Cc.18) 

Cc. 19) 

No caso em que a configuração a~ual coincide com a 

de referência. Lem-se que. 

e como a decomposição de L é única. 

D 
·T = v . 
"" . 

Cc.20) 

fica 

Cc.21) 

No iLem seguinLe, uLilizando a no~ação inLroduzida, 

se apresen~am as relações que regem o comporLamen~o do 

material quando trabalha em dis~intas condições. 

C.4 EQUAÇOES CONSTITUTIVAS 

Considere-se um corpo operando parcial ou 

totalmente no estado elastoplástico. Is~o significa que este 

corpo possui pontos que sofreram deformações permanentes ao 

longo do processo de carga. Seja. para um des~es pontos. o 
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gradien~e de deformação corresponden~e ao processo de carga. 

represen~ado por F ~ a regra da derivação em cadeia permi~e ...... 

decompor E como produ~o de um gradien~e de deformação elás~ico 

Fe e um gradien~e de deformação plás~ico EP• ou seja 

Cc. 22) 

onde os supraindices e e p indicam a par~e da deformação 

elás~ica e plás~ica respec~ivamen~e. Tomando-se um elemen~o no 

en~orno de um des~es pon~os pode-se represen~ar um ciclo de 

carga e descarga como se indica na figura c.1. Den~ro de cada 

elemen~o à medida que o es~ado nulo de ~ensões é a~ingido ao 

aplicar a descarga. a mudança de comprimen~os lineares pode 

ser represen~ada com ~ransformações lineares do ~ipo 

Cc. 23) 

Cc. 24) 

Es~as ~ransformações lineares expressam a 

deformação elás~ica e plás~ica em cada pon~o do corpo. FP e Fe 

são ma~r izes funções da posição do elemen~o. São. 

cons~i~uidas por derivadas parciais. 

Cc.24) permi~em escrever 

As equações 

en~re~an~o 

Cc. 23) e 

Cc. 25) 

-403 



X 
v- / 

I 

Q 
'-......._ 

~ 
\ 

J' 
/ 

Fp _ _......./ ____ ::::::_------

X 
"' 

DESCARGA 

1\ 

( '> 
\ / v 

Figura C. 1 Esquema do ciclo carga descarga de um 

elemenlo 

A decomposição proposla por Lee (21], Cc.22) não é 

única, já que ~ pode ser qualquer movimen~o de ro~ação de 

c orpo rigido a menos que se assuma uma descarga elás~ica sem 

relação, ou seja que se assuma 

==> R = RP Cc. 26) 

e desla forma a decomposição se lorna única . 

Fazendo a decomposição polar 

Cc.26) se pode escrever 

e levando em con~a 

Fe= R e Ue= v• R e Cc. 27) 

e is~o implica que 

~/2 ~ /2 

F e = F eT = u e = v• = a• = c• Cc. 28) 

Por oulro lado. a laxa do gradien~e de deformações 

é 

Cc. 2Q)_ 

e a par~ir dela , o gradien~e da velocidade pode-se escrever 
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L = F F- ~ = O + W C c. 30) 

A part.ir da C c. 22) result-a 

F 
·e FP = ,F + FG f'P C c ·. 31) 

e 

-~ -~ -~ 

F = FP FG C c . 32) 

obt.endo-se finalment-e a decomposição 

-~ -~ - ~ -~ -~ -~ -~ 

L =F F = Fe Fp Fp Fe + Fe f'P Fp Fe = Le + F 8 f'P Fp F 8 

Cc. 33) 

a qual, no caso de pequenas deformações elást-icas e grandes 

deformações plást-icas Cest.a hipót-ese é válida para met.ais) 

L = L 9 
+ LP Cc. 34) 

com 

Cc. 35) 

e 

Cc . 36) 

Também pode demonst-rar-se (17] que nest.e caso 

Cc. 37) 

e 

~ os 



Cc. 38) 

Cincompressibilidade no campo plás~ico ), e que 

Cc . 39) 

e 
ou seja que ! é mui~o pequeno fren~e a WP. Nest...e caso 

pode-se deduzir a seguin~e relação elás~ica para a lei de 

cresciment...o de o [17] . 

o = -o t...r O + W o 

onde foi negligenciado o t...ermo 

T 

o == o o"'+ o"' o 

sendo que supraindice T indica t...ranposição. 

Es~a hipót...ese é válida em met...ais pois 

o << !ECO 

A Cc . 39) pode-se escrever na forma 

* o = !E co DP) 

onde 

* o = o + o t...r D w o + o w 

Cc. 40) 

c c. 41) 

Cc. 48) 

Cc.43) 

Cc. 44) 

e t...ambém em função do t...ensor de t...axas de t...ensões de Jaumann 

OJ ( 22) 

oJ = o + o t...r D Cc.45) 

-406 



Na Cc . 43) ~é um ~ensor de coeficien~es que pode 

ser considerado no caso de pequenas deformações elás~icas, 

como segue 

!E e l 
i. j k l = 2 v Cc. 46) 

sendo v e À são as cons~an~es de Láme. 

Ado~a-se a função de escoamen~o de Von-Mises com 

endurecimen~o isó~ropo e cinemá~ico, a qual ~em forma 

com 

YCo,g) --..., = ~a /z< H .. 
\. J 

H = o . . 
i. j \. J 

ot .. ) CH 
\. J i. j 

Considera-se válida a relação seguin~e 

C I I. 31). 

Ol .. ) 
\. J 

A 

- k = 0 

Cc.47) 

Cc. 48) 

Cc. 49) 

condição de que é equivalen~e á equação 

consis~ência, que sai de derivar 

Cc.47), vem dada por 

com respei~o ao ~empo a 

y a Y a Y a Y 
= O' + Ol + k Cc. 60) 

a o a Ol a k 

sendo que o pode-se ob~er de Cc.44) 

O ~ensor de segunda ordem ~ es~á ligado ao cri~ério 

de endurecimen~o cinemá~i co; ele carac~eriza jun~o com k, o 

ma~erial de um elemen~o que sofreu deformações permanen~es; o 

~ensor ot depende das deformações permanen~es ou seja é de 

alguma maneira função de FP. Is~o permi~e chegar a uma 



expressão para sua ~axa de variação do lipo 

Cc. 51) 

onde 

Cw oc. Cc. 52) 

d ~ ã d Bee ec um 1 ·•. d d seno~ uma ~unç o e esca ar pos~~1vo que epen e 

do ma~erial . A forma des~a função~ é mui~o discu~ida hoje em 

dia sendo que alguns pesquisadores dire~amen~e não levam em 

conta o endurecimen~o cinemá~ico no caso da 

elas~oplás~ica com deformações fini~as. 

Se pode demons~rar que 

w ::::: - o .. cJ 
~ j ~ J 

se anula para o caso em que 

O escalar k ~ambém depende das 

permanen~es carac~erizadas por FP, e é uma função ...... 

~empo. A ~axa de variação de k pode expressar-se 

geral como 

onde 

formulação 

1 
) 

Cc. 53) 

Cc. 54) 

deformações 

escalar do 

em forma 

Cc. 55) 

Cc. 56) 

~o a 



na qual ei á uma ~unção escalar que dependa do ma~arial. 

As expressões Cc.61) a~á Cc.66) são discu~idas am 

de~alhe em ( 17). 

C c. 66) 

U~ilizando as equações aprasen~adas de Cc.40) a~é 

é possivel ob~er a seguin~e relação elas~oplás~ica que 

goza do principio de indi~erença re~erencial e que rege o 

compor~amen~o de um ma~erial operando na regão elas~oplás~ica 

* 0' . . = 
\. J 

s endo que 

= ([el 
i j k l 

([ ep 
i j k l 

ô y 
ô O' 

([el ([el 

ô y 
ô O' 

r e 

r t 

([e t 
repq 

rtkt i jpq 

ô y 
ô O( 

pq 

é a ma~riz elas~oplás~ica. 

ô y 
ô O' 

pq 

r e 

ô y 
ô O' 

Cc. 67) 

r e 

Cc.68) 

Para o caso da da~ormaçõas ro~açõas 

i n~i ni ~esi mais 

e 

C.5 

C c. !39) 

e = D (c . 60) 

PRINClPIO VARIACIONAL-FORMULAÇÃO DO ~TODO 

ELEMENTOS FINITOS 

DOS 

Par~indo do principio dos ~rabalhos vir~uais na 

~erma incremen~al Lagrangeana ac~ualizada, mas ~rabalhando com 
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taxas em lugar de incrementos e supondo que a variação de u se 

faz só sobre a passagem da configuração (T) à configuração 

(T+~T) da figura II.3 , então a equação CII.22) fica 

J
0

7 

T óCL ) dOT = c p b óv dOT + I Í' . óv . drT 
i. j i. j i. i. \. \. 

r T 
F 

Cc. 61) 

que sobre esta forma recebe o nome de Principio variacional da 

Hill (11). Nesta equação óC ) é equivalente à C ), na CII.22). 

Da Cc.12) a Cc.16) se deduz que 

óCu ) 
i. • j 

= óC v ) = óC L . . ) 
i. • j \. J 

e de CII.26) e CII.26) fica claro que 

T 
i. j = si.j ... o-ki.Ljk 

ou em forma matricial 

Cc. 62) 

C c. 63) 

Cc. 64) 

É vantajoso efetuar a substituição Cc.64) em Cc.62) devido à 

simetria da taxa do tensor de Piola-Kirchof 

espécie S, ficando a Cc . 61) da seguinte forma 

I CS\.. J. + o L ) 6CL ) dOT 
ki. jk i.j 

(lT 

b 
i. 

da segunda 

Cc. 66) 

Devido à simetria da S se poda escrever 

S . óL . . 
i. J \. J 

= S óD .. 
i. j \. J 

Cc. 66) 

HO 



f'icando 

* 

b 
i. 

ôv 
i. 

dOT + 

Cc. 67) 

ou, em ~ermos da ~axa de ~ansões o def'inida em Cc.44), se ~em 

20 O )60 + o;kLkJ. ôCL;J·) dO-r = 
\.k i.k i. j ~ ~ 

(c. 68) 

Analisando o primeiro ~ermo da esquerda da Cc. 68) e 

u~ilizando a relação Cc.57) pode-se escr ever 

onde 

* J Co .. \. J 
OT 

* ... 

ôCO 

o = [ o ,_,_ 

.... 
D = [ O 
- 11 

) dOT 
i. j 

o 
22 

o 
22 

o 

I c = Ok l IE i. j k l ôCO ) 
i. j 

á' 

=J ~ 
... 

ôCD ) dOT 

OT 

o o o o ] 
aa '-2 '-3 23 

a a 
20 

12 
20 

19 
20 J 

29 

dOT = 

Cc . 69) 

Cc. 70) 

Cc. 71) 



Nas últ.imas expressões, de C c. 60) at.é Cc. 68) as 

f' orças de superf'icie f' e as f' orças de massa b são medidas com ..... 
relação à configuração de ref'êrenci a. 

F i nal ment.e aplicando em Cc. 61) o mét-odo dos 

e lement-os f' i ni t.os [ 17] obt.em-sa para cada element.o 

Cc. 72) 

Onda Kep é a mat.riz de rigidez elast.oplást.ica, K
0 

- el -el 
a part.e da mat.riz que leva em cont.a a não linearidade 

gaomét.rica, P é o vet.or que cont.ém as t.axas da variação 
-el 

das 
. 

cargas dos nós do element.o, e U indica a t.axa de variação dos 

deslocament.os nodais. 

As !'unções da inl.erpolação que relacionam as t.axas 

de deslocament.os u no int.erior de cada element.o com as t.axas 

de deslocament-os dos nós do element-o U podem-se ag~upa~ em 
-el 

uma mat.riz lN de modo que 

u = lN u 
"'el 

onde os subindicas de 

indicando component.es e 

ou u 
i. 

Cc. 73) 

lat.ras lat.inas variam da 1 at.e 3 

indices com rp, ~ indicam nós do 

element.o a variam de 1 at.é o numero máximo de nós do element.o. 

As mat-rizes e vet.ores da Cc.71) sáo obt.idas a 

seguir 

Cc. 74) 

~ é uma mat-riz que relaciona o vet.or de 

def'ormações O e o vet.or de t.axas de deslocament.os u d~ 



segui nt,e f'or ma 

o = !B u c c. 76) 

e ~ep é a mat-riz const-it-ut-iva elast-óplast-ica. O t-ensor que 

co n t-ém os gradient-es de velocidades vem dado por 

L 
i. j 

ou 

L = 

= IN 
i. k~, j 

u 
k~ 

= i.!N u 
jktp ktp 

el 

1... • 2 ... 3 ... 
!NU +!N U +!N U 

~el ~el ~el 

el 

r" = IN V 
~el 

r" 
IN são as mat-rizes f'ormadas pelas derivadas 

C c. 76) 

C c. 77) 

das f'unções de 

int-erpolação agrupadas em IN em f'or ma si mi 1 ar se pode 

expressar a t-axa de def'ormações como 

D 
i. j 

D . 
J 1 

D . 
J2 

c c. 78) 

e t-ambém 

D = 
i. j 

( 
1 1Ê U 2 1Ê U 3 lB U ) T = r lÊ U 

jktp ktp ' jk~ ktp ' jk~ ktp ~el 

el el el 
C c . 79) 

r"" 
!B são as mat-rizes que relacionam o t-ensor t-axa de def'ormações 

com o vet-or de deslocament-os nodais. Ut-ilizando Cc . 74),e 

Ca. 76) pode- se escrever agora 

= r"" 
o IN 

kl jl{1 
- 2 r"" 

!B 
k i. tp 

o r!Ê ) dOT 
kl lj{1 

C c . 8 0) 

o u 



Cc. 81) 

~inalmen~e o ve~or de cargas vem dado por 

dOT + Cc . 82) 

ou 

• 
~ ~n drT Cc.83) 

i.lp f# 

• 
com ~ ~ormado pelas ~unções de in~erpolação do elemen~o. 

A Cc.72) é mon~adá levando em con~a a con~ribuição 

de ~odos os elemen~os, e depois são aplicadas as condições de 

con~orno ob~endo-se ~inalmen~e o sis~ema 

!K u = p Cc . 84) 
-T 

onde lK 
-T 

é a ma~riz ~angen~e. 

Para resolver o problema quase-es~á~ico assume-se 

que !K é cons~an~e no in~ervalo de ~empo ~T ~icando a seguin~e 
T 

expressão válida para cada passso incremen~al 

Mais de~alhes sobre o ~ema 

podem ver-se em ( 17). 

abordado 

Cc. 86) 

nes~e anexo 
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