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Resumo

Apresentamos neste trabalho uma demonstragao do teorema de singularidade de Hawking.
Este é o mais simples de uma série de resultados em Relatividade Geral, os teoremas de
Hawking-Penrose, que fornecem condigoes suficientes para a existéncia de singularidades
geradas por colapsos gravitacionais. De fato, os teoremas nada falam da natureza destas
singularidades, eles garantem apenas a incompletude geodésica, propriedade comumente
aceita como o primeiro indicio da existéncia de singularidades.

No primeiro capitulo deste trabalho, comegcamos uma breve apresentagao sobre vari-
edades semi-riemannianas, dando atencao especial as variedades lorentzianas. No capitulo
seguinte, obtemos alguns resultados do cédlculo das variacoes que se mostrarao tteis para a
demonstracgao do teorema. No tltimo capitulo passamos ao estudo da teoria de causalidade

em variedades lorentzianas e, finalmente, & prova do teorema de Hawking.
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Abstract

We present in this work a proof of Hawking’s singularity theorem. This is the most simple
of a series of results in General Relativity, the Hawking-Penrose theorems, which provides
sufficient conditions for the existence of singularities generated by gravitational collapse.
In fact, the theorems say nothing about the nature of such singularities, they provide
only geodesic incompleteness, property commonly accepted as the first evidence of such
singularities.

In the first chapter of this work, we began a brief presentation on semi-riemannian
manifolds, paying special attention to lorentzian manifolds. In the following chapter, we
obtain some results on calculus of variations which turn out to be useful in the proof of
the theorem. In the last chapter we start studying causality theory lorentzian manifolds

and, finally, the proof of Hawking’s theorem.
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Capitulo 1

Geometria Semi-riemanniana

1.1 Conexoes e métricas

Seja M uma variedade diferenciavel, i.e., C°°, conexa de dimensao n > 2. Sejanw : K — M
um fibrado vetorial diferencidvel sobre M. Denotamos por I'(E, M), ou simplesmente

['(E), o espago das segoes diferencidveis de E.
Observagao Alguns casos particulares merecem notacao especial:

e O fibrado tangente de M é denotado por T M. Seu espago de secoes diferencidveis

(espago dos campos vetoriais diferencidveis) é denotado por X(M).

e O fibrado de k-formas diferenciais sobre M ¢é denotado por A¥(T*M). Seu espaco
de secdes diferencidveis (espaco das k-formas diferencidveis) é denotado por QF(M).
Dado um fibrado vetorial 7 : E — M, denotaremos o espaco das k-formas diferenci-
ais com valores em E (se¢des diferencigveis do fibrado A*(T*M)® E) por QF(M, E).

e O fibrado tensorial de tipo (r, s) sobre M é denotado por 17 M. Seu espago de segoes
diferencidveis (espago dos campos tensoriais diferencidveis de tipo (r, s)) é denotado
por 7)(M).

Uma conexdo em um fibrado vetorial 7 : E — M é uma aplicacao V : X(M) x
I'(E) — I'(E), denotada por (X, s) — Vxs, satisfazendo

. Vx(as +bt) = aVxs+bVxt, Va,beR, X e X(M), s, tel(F),
° V(fx+gy)s = fVxs+¢gVys, Vf,geFM), XY € X(M),secl'(E),
. Vx(fs) = fVxs+X(f)s, VfeFM),XeX(M) sel(E).

A aplicacao Vx : T'(E) — I'(E) é chamada derivada covariante em relagao a X.
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Uma conezdo afim em M é uma conexao V : X(M) x X(M) — X(M) no fibrado
tangente T'M. Ela fornece uma maneira intrinseca de derivar campos vetoriais em relacao
a qualquer vetor tangente a M, como veremos em seguida.

Uma conexao afim estende-se naturalmente a uma conexao em cada fibrado tensorial

TI M. Dados T € 77 (M) e X € X(M) definimos VxT € 7] (M) por

(VXT)(wl, ...,wT,Yl, ...,Ys) = X(T(wl, ...,wr,Yl, ,Ys))
IS S
+) T(wi, e, VWi, o @, Y, Vo) = Y T(wr, oy wr, Y1, 0, VX Y, 0 Y),
=1 =1

para quaisquer wy, ...,w, € QY (M), Y1,..., Y € X(M)L
Em coordenadas {z1, ..., ¥, }, uma conexio afim V fica determinada por n® funcoes

diferenciaveis F;k, chamadas componentes de V, dadas por
[,0; = Vg, 0.

Escrevemos, entao,

oYy

OxJ

(VxY) =X/ — 4+ T, X7V,

para X, Y € X(M) e
Q1. dp k 210y [ kplia...ir iy y kil ir—1l
(VxT); 7 =X Eﬁijf...js + T X2+ + T XN
l ki1 0y l kri1...ip
— ij1X lelz...js — = ijsX lel...js,ll’

para X € X(M) e T € 7] (M).

A expressao da derivada covariante em coordenadas nos fornece o seguinte lema.

Lema 1.1.1 Dados X € X(M) e T € 7] (M), o valor da derivada covariante VxT em
um ponto p € M depende apenas da conexdo V, do vetor tangente X(p) = X,,, e dos

valores de T ao longo de qualquer caminho diferencidvel que passe por p com wvelocidade
X,

Podemos unificar a informacdo de todas as derivadas covariantes de um campo
tensorial T € 7] (M) em um tnico objeto definindo sua diferencial covariante. Este é o

campo tensorial de tipo (r,s + 1) VT dado por
VT(wl, ceey Wy Yl, ceey Ys, X) = VXT(wl, ceey Wpy Yl, ...,YS).

Uma métrica semi-riemanniana em M é uma se¢ao, g, do fibrado tensorial TZOM

satisfazendo:

'Notamos que fica implicito, nesta definicio, a derivada covariante em relacio a X de uma 1-forma w:

(Vxw)(Y) = X(w(Y)) —w(VxY).
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e g(X,Y) =g(Y,X), VX, Y € X(M);
e g(X,Y) =0 para todo Y € X(M) se e somente se X = 0;
e g possui indice constante? v, com 0 < v < n.

Chamamos variedade semi-riemanniana um par (M, g) formado por uma variedade dife-
rencidvel e uma métrica semi-riemanniana sobre esta variedade®. Como casos particulares
temos as variedades riemannianas, com v = 0, e as variedades lorentzianas, com v = 1.
Em cada espaco tangente T, M de uma variedade semi-riemanniana, fica definida
uma forma bilinear simétrica nao-degenerada de indice v, que denotamos por g,. As-
sim, podemos definir uma nocao de ortonormalidade: Diremos que um vetor u € T, M
é unitdrio se |gp(u,u)] = 1 e que vetores v,w € T, M sdo ortogonais se seu produto

gp(v,w) = 0. Além disso, uma base {e, ...,e,} de T, M sera dita ortonormal se satisfizer

gp(ei, e;)| = dij.

Observagao Dado um ponto p € M podemos sempre encontrar n campos vetoriais
{Eq, ..., E,} definidos em uma vizinhanca U de p de modo que {E1(q), ..., E,,(¢)} formam
uma base ortonormal de T, M, para cada ¢ € Y. Mais ainda, podemos tomar {Eq,...,E,}

de modo que

€, 1= j)
g(Bi(0),Ej(@) = " " Vg e,
0, i # J,
ondee; =...=¢, =—1ee,q41 =..=¢€, =1. Tal colecao de campos vetoriais é chamada

referencial ortonormal local, ou simplesmente referencial local.

Notamos que, quando o indice de g é maior que 0, temos uma nova classificagao dos
vetores tangentes a M uma vez que existirao vetores nao nulos ortogonais a si mesmos e
vetores nao nulos com norma negativa. Diremos, entao, que um vetor tangente v € 7, M
é tipo-tempo se g,(v,v) < 0, tipo-luz se g,(v,v) = 0 ou tipo-espago se g,(v,v) > 0. Esta
nova classificacdo dos vetores tangentes é chamada caracteristica causal.

Em variedades lorentzianas, o conjunto dos vetores tipo-tempo em T, M ¢ formado
por duas componentes conexas convexas, chamados cones de tempo em p. Dois vetores
tipo-tempo u,v € T, M estardo no mesmo cone de tempo se g,(u,v) < 0 e em cones
de tempo opostos se gp(u,v) > 0. Veremos que em algumas variedades lorentzianas
podemos utilizar os cones de tempo para rotular globalmente os vetores tipo-tempo, o que

nos fornecera uma nogao de orientabilidade temporal.

%Isto significa que, em cada espaco tangente T, M, o subespaco onde a forma bilinear g, é negativo
definida tem dimensdo constante v.

3Usualmente denotamos uma variedade semi-riemanniana apenas por M, ficando a métrica subenten-
dida.
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Seja M uma variedade semi-riemanniana com métrica g e uma conexao afim V.

Dizemos que
e V é simétrica quando VXY — VyX = [X,Y], VX, Y € X(M);
e V é compativel com g quando satisfaz Vg = 0, ou seja, se
X(g(Y,Z)) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ),
VX,Y,Z € X(M).
Teorema 1.1.2 Seja M uma variedade semi-riemanniana. FExiste unica conexdo afim

V simétrica e compativel com a métrica. Em coordenadas locais, os coeficientes desta

conexdo sdo dados por

jk:2

oxi ~ OxF  Ox!

onde g;; sao as componentes de g e g sdo definidas por gijgjk = 52.

i 1y (89kl n dg;1 39jk>’

Demonstracao Supondo a existéncia de tal conexao, é facil verificar a férmula de Koszul

28(VxY,Z) = X(g(Y,2)) + Y(g(X,2)) - Z(g(X,Y))
+ g([X, Y]v Z) - g([X7 Z]? Y) - g([Yv Z],X),

para quaisquer X,Y,Z € X(M). Entdo, usando a nao-degenerescéncia da métrica,
mostra-se que esta férmula determina univocamente uma conexao afim e, por verificacao
direta, que tal conexao é simétrica e compativel com a métrica.

Os simbolos de Christoffel sao calculados diretamente da férmula de Koszul. |}

Esta conexao é chamada conerao de Levi-Civita e seus coeficientes F;k sao chamados
stmbolos de Christoffel. A partir de agora, a menos de mencao explicita em contrario, a
unica conexao afim a ser utilizada neste trabalho serd a conex@o de Levi-Civita. Além
disso, passaremos a estudar apenas o caso lorentziano, de modo que M sempre denotar4,
daqui em diante, uma variedade lorentziana. Notamos, entretanto, que boa parte dos
resultados obtidos neste e no préximo capitulo permanecem validos no caso de indices
v#1.

Dada uma conexao V em um fibrado vetorial 7 : £ — M, definimos a curvatura de

V como a 2-forma com valores nos endomorfismos de E definida por
F(X,Y)S = (VXVY —VyVx — V[X7y})s, vX,Y € %(M), s € F(E)

Assim, no caso de uma conexao afim, a curvatura é, de fato, um campo tensorial R €

731 (M), chamado também tensor curvatura, dado por

R(X,Y)Z=(VxVy - VyVx = Vixv)Z, VX, Y,Z¢ec X(M).
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Em coordenadas {z',...,2"}, R ¢ dado por

!
| Ol oLy,
R P

! !
+ L5 i — Dl

Definimos o tensor curvatura de Ricci, Ric, pelo trago do tensor curvatura. Mais

precisamente, Ric é um campo tensorial simétrico em 7;’(M) definido por

Ric(X,Y) =) eg(E,R(E,X)Y), X,Y e X(M),

=1

em termos de um referencial local {Eq, ..., E,}. Em coordenadas, Ric é dado por

_ pk

1.2 Curvas e vizinhangas convexas

Uma curva em M é uma aplicacao diferencidvel de um intervalo aberto I em M. Diremos
que uma curva « : I — M liga um ponto p € M a uma ponto q € M se existem t1 < to
em [ tais que p = a(t1) e ¢ = a(ta).

Usualmente precisaremos considerar curvas que sao apenas diferencidveis por partes.
Chamamos segmento de curva a restricao de uma curva a um subintervalo compacto de
seu dominio. Assim, uma aplicacdo continua « : I — M tal que existe uma particao
t1 <tz < .. <ty del em que as restricoes O‘|[ti,ti 4] sao segmentos de curva ¢ chamada
curva diferencidvel por partes.

Uma curva « : I — M ¢é dita tipo-tempo, tipo-luz ou tipo-espaco, se para cada
t € I, o/(t) é um vetor tipo-tempo, tipo-luz ou tipo-espago, respectivamente. Caso « seja

apenas diferenciavel por partes, entao exigimos também que, em cada quebra t;, tenhamos
8a(r) (), /(1)) <0,

onde o/(t;) = lim, - o/(t) e /() = lim, ,+a/(t), de modo que o’ ndo mude de cone
de tempo em nenhumla quebra. Z

Dadas duas variedades diferencidveis M, N e uma aplicacao diferencidvel ¢ : N' —
M, chamamos campo vetorial ao longo de ¢ uma aplicacao diferencidvel X : N' — T'M
tal que X(p) € Ty, M para todo p € N. Denotaremos o espago de tais campos por
I'(p, TM). Estaremos interessados, nesta segdo, com o caso particular em que a aplicagao
@ é uma curva « : I — M em uma variedade lorentziana M. Entdo, um campo vetorial

ao longo de « é uma aplicagio X, : I — T'M tal que X, (t) € T,y M para todo t € I.

Proposicao 1.2.1 Seja o : I — M uma curva em M. A conexdo de Levi-Civita V de
M induz uma unica aplica¢ao % :Na,TM) — T'(a, TM) satisfazendo
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. Y Xa+ Yo =3Xo+ ¥ Yo, VX, Y, €D(a,M),
. VX = fY¥Xo+ 94X, VfeF), Xo€T(a, M),
. YZ| =VoZ, VZeX(M).

Demonstracao Este resultado segue diretamente do lema 1.1.1.
O lema seguinte nos fornece duas propriedades muito 1teis da conexao induzida.
Lema 1.2.2 (1) Dada uma aplica¢io diferencidvel a dois parametro h : I x J — M,
v [0h] _V [h
ot |0s| 0s|0t]”
(2) Se V é um campo vetorial sobre h, entdo

VvV [ VV VvV [VV Oh Oh
&5[6}_8[&}:R<88t>v

entao

Demonstracgao (1) Dadas coordenadas locais {z!,...,2"} em uma vizinhanca U de M,
podemos escrever % = %8- e % = %6‘ Fixando s e tomando a derivada covariante

induzida de ao longo da curva hg, obtemos

Vv [oh! 0?h’ . OhJ Oh*
Yy = | L e T I,
ot { D5 } [Gtas TRk 5E s ]
que é simétrico em relagao a t e s.

(2) Dadas coordenadas locais {z!,...,2"} em uma vizinhanca U de M, escrevemos

V = V%9,. Entéo

o [or] = (5 +50) o]

ot | ds ot |\ o Ik s
o2vi ATk, ohm oh CO%hi
F’L
T PRI T T AR T v L
ORI OVE . arlovm™ Oh™ Oh
RS | N A VS
* s ot Ty o T imlik g 8sv]a
Assim,
V [VV] V [VV oy, ori, L i | ORmORI
8t[8s}_88[8t]_ dxm  Ou + i =TT o 0" O

i ORMOW . (Oh Oh
= g a0 V0 = <as’at>v' i
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A primeira propriedade mostra que ainda mantemos a simetria da conexao de Levi-Civita.
A segunda propriedade nos mostra que a curvatura surge com a nao-comutatividade das
derivadas covariantes.

Diremos que um campo vetorial X, ao longo de « é paralelo (ao longo de ) quando
%Xa = (0 para todo t € I.

Proposicao 1.2.3 Dados o : I — M curva em M, 0 € I eu € T,,\M, existe tinico
campo vetorial X,, € I'(a, M) paralelo ao longo de a tal que X, (0) = u.

Demonstragao Em coordenadas, a condicao para o campo de vetores X ser paralelo ao
longo de a é dada pela EDO linear de primeira ordem
ax’ - da?
— 4T — X" =0.
a g

O resultado segue do teorema de existéncia e unicidade de solugdes de EDOs lineares. |}

Tal campo X, é chamado o transporte paralelo de u ao longo de a.

Observagao Dados u,v € T, )M, se X, e Y, sdo os transportes paralelos de u e v ao

longo de a, respectivamente, entdo g(Xa, Yao) = 8a(0) (1, v).

Observacao Notamos que o transporte paralelo de um vetor tangente v € 1, M ao longo
de caminhos fechados, em geral, dependera do caminho. Esta “nao-integrabilidade” deve-
se a nao-comutatividade das derivadas covariantes, ou seja, a curvatura de M, como vimos

no lema 1.2.2.

Uma curva 7y : I — M é chamada geodésica quando seu vetor tangente v/ é paralelo

ao longo de 7, ou seja, quando
\Y
! /
=~y =0.
v dt’y
Observagao Notamos que se v é geodésica, entao g(v/(t),~'(t)) = g(7/(0),~'(0)), para
todo t € I.

Proposicao 1.2.4 Dado um vetor tangente u € T, M existe inica geodésica vy : Iy — M

tal que
1. a velocidade inicial de vy, € u, ou seja, v,(0) = u;

2. o dominio de definicao Iy de vy € o maior possivel, ou seja, se 0 : J — M € uma

geodésica com velocidade inicial u, entio J C I, e 0 = 7|;.
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Demonstragao Em coordenadas, a condicao para a curva - ser uma geodésica é

&y dy A
dt kat oar

O resultado segue do teorema de existéncia e unicidade de solucoes de EDOs. |}

A geodésica vy € dita maximal, ou inextensivel.
Dado p € M, seja &, o subconjunto de T, M formado pelos vetores u € T, M para
os quais a geodésica inextensivel vy, esta definida pelo menos no intervalo [0, 1]. Definimos,

entao, a aplicagio exponencial de M em p, exp, : &, — M, por

expp(u) = yu(1).

Fixemos u € Ty,M e t € R. A curva s — 7y(ts) é também uma geodésica® e,

claramente, possui velocidade t7,,(0) = tu. Entao,

’Vtu(s) = ’Yu(ts)

para todo s e ¢ (tais que que a equagdo estd bem definida). Em particular, se u € &, e
t € [0, 1], temos

exp,(tu) = Y (1) = yu(t).
Vemos, assim, que a aplicagdo exponencial exp,, leva retas pela origem de T, M em

geodésicas por p em M.

Proposicao 1.2.5 Para cada p € M existem vizinhangas abertas Z;lp C &, contendo a

origem em Ty M e U, C M contendo p tais que exp, |17{p : Z:Ip — Uy, € um difeomorfismo.

Demonstracao Pela dependéncia diferenciavel em relagao as condigoes iniciais de EDOs,
a aplicagao exponencial é diferencidvel. Dado u € &, temos

(dexp,)o(u) = 4 exp,(tu) =u

dt

d
= —ult
dtv()

t=0 t=0

Logo (dexp,)o : TpM — T,M é a aplicacio identidade®. O teorema da funcdo inversa

completa o resultado. |

Quando a vizinhanga Z;{p, dada pela proposicio anterior, é estrelada® em relacio

a origem, dizemos que U}, é uma vizinhanca normal de p. Neste caso, dado g € U,

1De fato, a reparametrizacio o(s) = v(t(s)) de uma geodésica v é também uma geodésica se, e somente
se, t(s) = As+ B, com A,B € R, A #0.

® Aqui, estamos fazendo a identificacdo canénica entre To(Tp M) e Tp M.

SLembramos que um subconjunto aberto E de um espaco vetorial é dito estrelado em relacdo a um

ponto v € E se w € F implica tw € E para todo t € [0, 1].
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claramente existe uma tnica geodésica ligando p a ¢ em U, de modo que podemos dizer
que U, é estrelado em relacao a p. Um subconjunto aberto C C M sera dito convezo se
C é uma vizinhanga normal de cada um de seus pontos. Em particular, entre cada par de
pontos p, g € C existe inica geodésica vy, ligando p a g que estd inteiramente contida em
C.

Podemos introduzir, em vizinhancas normais, um sistema de coordenadas especi-
almente simples. Tomemos {ey,...,e,} uma base ortonormal de T, M, de modo que
gp(ei,e) = 5¢jej7. Definimos as coordenadas mormais em p em uma vizinhanca nor-
mal U, associando a um ponto ¢ = exp,(z'e;) as coordenadas {z', ...,2"}. Mostra-se que,
nestas coordenadas, os simbolos de Christoffel em p sdo identicamente nulos, o que facilita

enormemente o calculo tensorial.
Lema 1.2.6 Sejam p € M e u € E,)\{0}. Dados v,w € Ty(T,M), com v radial’, temos

g(v,w) = g((dexp,)u(v), (dexp,)u(W)).

Demonstracao Dados v e w em Ty(T,M) ~ T, M, com v ~ Au radial, considere a
aplicago h : Ix.J — Ty(Tp,M) dada por h(t, s) = t(u+sw) e sua imagem pela exponencial
h:1xJ— TyM dada por h(t,s) = exp,(t(u+sw)). Claramente, temos (8}}/8t)\(170) =u
e (85/85)](1,0) = w e, portanto,

Oh

oh
s = (dexpp)u(u),

(170) 85

=(d expp)u(w).
(1,0)

Fixado s € J, a curva longitudinal ¢ — h(t,s) é uma geodésica com velocidade
inicial u + sw. Logo,

V Oh <8h oh
0 e g

Erivnie 875’875) =g(u+sw,u+ sw),

para todo t € I. Assim
9 _(0h Oh\ _ (Oh NOR\ _ (Oh ¥V Oh
a8\ o 0s) "8\ o otas) 8\ ot s ot

_lg %% _12( + + )
T 2058\ ot ot ) T 2955\ T AW UT W),

de onde
0 Oh Oh
ag <6t’ 83) o =g(u,w)
para todo t € I. Integrando, obtemos
g (ah, ah) =tg(u,w)+g <ah, ah) :
ot’ ds ) |0 ot ds J | (p,0

"Note que os indices j nao estdo contraidos.
8Tsto significa que v é um multiplo de u quando fazemos a identificacio canénica Ty (Tp M) ~ Tp M.
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Agora, uma vez que h(0, s) = exp,(0) = p para todo s € J, (%)](0’0) =0e

B2,
ot’ Os 0,0) ’
Finalmente, fazendo ¢t = 1,
oh Oh
g((dexp,)u(u), (dexpy)u(w)) = g o7, 5= =g(u,w).
ot’ Os (1,0)

Multiplicando por A finalizamos a demonstracao. |

Em particular, a norma de vetores radiais é preservada. Assim, este lema nos mostra que
a aplicagao exponencial é uma isometria parcial, cujas distor¢oes principais ocorrem nas

direcoes ortogonais as direcoes radiais. Segue ainda, do lema anterior, o seguinte corolério.

Coroléario 1.2.7 SejaC, uma vizinhanga conveza de p € M. As geodésicas tipo-tempo por
p s@o ortogonais as hipersuperficies ¢ constante (< 0), onde ((q) = gp(exp]jl(q)7 expgl(q)),
para q € Cp.

Demonstracao Seja X : (—6,0) — T, M uma curva com g(X(s), X(s)) = —1. Tomando
a aplicagao h : [0,1] x (=4,8) — Cp dada por h(t,s) = exp,(tX(s)). Claramente, as curvas
t — h(t,s) sdo geodésicas e as curvas s — h(t,s) pertencem as hipersuperficies de nivel

de ¢, de modo que devemos mostrar que g(%?, %) = 0. Pelos lemas 1.2.2 e 1.2.6, temos

O _(0h On\ _ (Oh VOh\ (0h VOh
a8\ 0s ) "8\ atos) B\ ar as ot

10 (ah ah>_1a

=528\ a0t ) = 5@%(}((5)7}((5)) =0,
pois
O~ (dexp,ixo (X(s).
Como, por outro lado,
oh

Vv
Os = (d epr)tX(s) (t£X(5))7

Oh 0Oh

Notamos que, em particular, as hipersuperficies ( < 0 constante em vizinhancas convexas

sdo tipo-espaco?.

temos que %|(078) = 0 e, portanto

9Dizemos que uma hipersuperficie S é tipo-espaco, se todos os seus vetores normais sdo tipo-tempo.
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Podemos coletar toda a informagao das aplicagoes exponenciais exp,, : £, — M em
uma unica aplicacao exp : £ — M, onde o subconjunto & C T'M é o conjunto formado
pelos vetores u € T'M para os quais a geodésica inextensivel v, esta definida pelo menos
no intervalo [0, 1]. E f4cil ver que este conjunto é um aberto de T M.

Sem: TM — M é a projecao canodnica de T'M sobre M, definimos, também, uma

aplicagdo F : £ - M x M por
E(u) = (7(u), exp(u)).

Lema 1.2.8 Se exp, : £, — M € nao-singular em u € &,, entao £ : € — M X M é

nao-singular em u.

Demonstracao Suponha que dEy(v) = 0 para v € T (T,M). Como temos 7 0 E = T,

onde 7 : M X M — M é a projecao sobre o primeiro fator, segue que
dru(v) = (dm1) p(w) (dEu(v)) = 0.

Logo v ¢ vertical, ou seja, tangente a T, M, onde p = 7(u). Como &, = £ NT,M, entao
E|1,pm = (p,exp,) e, portanto, (dexp,)u(v) =0. Logo v=10. |

Como exp,, é nao-singular em 0 € T, M C TM, o teorema da fungao inversa nos

proporciona o seguinte lema.

Lema 1.2.9 Para cada p € M existem vizinhancas abertas W C & contendo a origem de
TyM e W C M x M contendo (p,p) tais que Ely, : W — W € um difeomorfismo.

Agora, estamos em condi¢oes de demonstrar a existéncia de vizinhancas convexas

em torno de cada ponto p € M. Antes, porém, um lema.

Lema 1.2.10 Considere os conjuntos Uy(p) = {q € Up; > (2%)% < p?} e Sp(p) = {q €
Up; S (x%)2 = p?}. Eziste ¢ > 0 tal que se 0 < p < ¢, entio qualquer geodésica tangente

a Sp(p) em um ponto q fica fora de Uy(p) em uma vizinhanga de q.

Demonstracao do Lema 1.2.10 Seja v a geodésica tangente a Sp(p) em g = ~(0).
Definindo F(t) = 3_,(v'(t))?, temos

)

F(0) = p?,
— 0’ e7

dF o dy
=23 "4i(0
T

dt

d2F dyvi\? A% | dy
b &7 i S P NS & Rt
dt? Z[( dt) LT ik z; T T ae

1
Como os simbolos de Christoffel se anulam em p existe ¢ > 0 tal que a forma quadratica
com componentes §;; — >, I';j’z® é positiva definida em Uy(c). Entdo, se 0 < p < ¢, temos

%\tzo > 0 e, portanto, F(t) > p? quando t # 0 em uma vizinhanca de 0. |



CAPITULO 1. GEOMETRIA SEMI-RIEMANNIANA 12

Proposicao 1.2.11 Cada ponto p € M possui uma vizinhanga convexa C,.

Demonstragao Dado p € M, seja U, uma vizinhanga normal de p e {z!,...,2"} as
coordenadas normais em p em U, Para p > 0 suficientemente pequeno, o conjunto
Uy(p) = {q € Up; > .(2%)? < p?} é uma vizinhanga de p em U, difeomorfa a uma bola
aberta em R".

Tomemos as vizinhancas W C & contendo a origem de T, M e W C M x M contendo
(p,p) como no lema 1.2.9. Podemos considerar, por continuidade, que W é tal que, para
cadaue€Wetel0,1],tucWeque W C Uy(c) x Uy(c). Mais ainda, podemos encontrar
0 < a < ctal que Up(a) X Up(a) C W. Mostraremos que Uy,(a) é uma vizinhanga convexa
de p.

Seja W(a) = E~ Uy(a) x Uy(a)) € W e, dado q € Uy(a), W(a), = W(a) N T,M.
Por construcao, a aplicagao E|W(a)q ¢ um difeomorfismo sob~re {a} xUy(a), logo exp, ‘V\/(a)q
é um difeomorfismo sobre U,(a). Resta mostrarmos que W(a), é estrelado em relacao a
origem de T, M.

Dado u € W(a),, seja r = exp,(u) € Uy(a). A restricio da geodésica vy, ligando
¢ ="7(0) ar = v4(1) ao intervalo [0, 1] esta completamente contida em Uy, (c) j4 que, para
cada t € [0,1], tu € W. Como temos tu = exp, ' (yu(t)) para todo ¢ € [0,1], precisamos
mostrar que yuljo,1] estd, de fato, contida em Uy (a).

Suponha que, por absurdo, que exista algum ¢ € [0, 1] tal que vy,(t) ¢ Up(a) de modo

que

Sendo ty € (0,1) o ponto onde F' atinge seu maximo, temos
Ay

=2 (¢
Zi:'v (to) —

de onde 7, é tangente a S,(po), onde pg = F(ty) < c. Pelo lema 1.2.10, a geodésica vy

dF

dt

=0,

t=to

t=to
deve ficar fora de U,(pp) em uma vizinhanca de tg. Contradicao. [

1.3 Alguns exemplos

Espacgo-tempo de Minkowski

O espaco-tempo de Minkowski é o exemplo mais simples de variedade lorentziana. De
fato, ele é o equivalente do espaco euclidiano da geometria riemanniana e o palco onde a
teoria da Relatividade Especial é formulada.
Precisamente, o espago-tempo de Minkowski é a variedade diferencidvel R} = R™*!
com a métrica plana
ds® = —(d2®)? + (dz)? + ... + (dz™)%.
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Notamos que, em geral, denotamos por R’ a variedade R™ com a métrica plana
ds? = —(dz®)? — ... — (dz¥)? + (dz"™H)? + ... + (dz™)%

No espago-tempo de Minkowski, o cone de tempo em x é, de fato, o interior de um
cone sélido de duas folhas em x. Sua fronteira é o cone de luz em z. Podemos dividir
os vetores tipo-tempo em duas classes distintas dizendo que um vetor tipo-tempo z é
futuro-orientado se sua primeira componente é positiva e passado-orientado caso esta seja
negativa. Esta orientabilidade temporal serd de extrema importancia ao estudarmos a

teoria da causalidade em variedades lorentzianas.

Espacos-tempo de Sitter e anti-de Sitter

Sejam ST (r) e HY(r) os conjuntos dados, respectivamente, por

n+1
Si(r) =z e RITY —(2')? + ) ()2 =?
=1

n+1
HY(r) = { x € RITL —(21)? — (2%) + Z(m’)z = —p?
=3

Topologicamente, S?(r) = R! x S"~1 e H?(r) = S! x R®"1. Obtemos em S7(r) e H}(r)
métricas lorentzianas de curvatura constante induzidas pelas métricas de R?H e RZH.
A primeira variedade, S} (r), é chamada espaco-tempo de Sitter e é o andlogo lo-
rentziano a um espaco esférico riemanniano. A segunda variedade, Hf(r), é chamada
espaco-tempo anti-de Sitter. Esta variedade tem curvatura constante negativa, sendo

analoga aos espagos riemannianos hiperbdlicos.

Espago-tempo de Schwarzschild

O espacgo-tempo de Schwarzschild é um modelo para o campo gravitacional de universo
contendo um tnico corpo estatico e esfericamente simétrico, descrevendo muito bem o
campo gravitacional de estrelas isoladas com velocidade angular muito pequena como, por
exemplo, nosso sistema solar. Ele é a tnica solucao estatica, esfericamente simétrica e
assintoticamente plana da equacio de Einstein'® no vécuo. Vamos tornar mais preciso o
que isto quer dizer.

Diremos que uma variedade lorentziana M é estdtica, quando existem

0A equacio de Einstein,

Ric — gg = 8r'T,

onde S é o trago do tensor de Ricci e T é o tensor momentum-energia, é a equagao que dita a relagdo entre

a distribuigdo de matéria e a curvatura do universo. Veja [1] pg.74.
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e um campo vetorial unitario tipo-tempo U tal que, para cada p € M, existe uma
hipersuperficie tipo-espaco S, de modo que U(g) é ortogonal a S, para todo ¢ € Sp,

e
e uma funcgao diferencidvel positiva f em M

tais que o campo fU é um campo de Killing, ou seja, o fluxo local gerado por fU é uma
familia a um parametro de isometrias. Desta forma, as hipersuperficies S, sao permutadas

isometricamente pelo fluxo de fU e, localmente, a métrica de M é dada por
g = —Adt* + ds?,

onde ds? é uma métrica riemanniana em uma variedade diferencidvel S de dimensido 3 e
A:S — R é uma funcgao diferencidvel positiva.

Supondo que S tem simetria esférica, podemos supor que S = R? — {0} = Rt x §?
com a métrica ds? = B(p)dp? + C(p)do?, onde p € RT e do? é a métrica usual da esfera
unitdria S?. Fazemos, entdo, uma mudanca de varidveis de modo a obter C(p) = r? e

ficamos com a métrica
g = —A(r)dt* + B(r)dr? + r*do?.

A escolha desta normalizacao implica que em cada hipersuperficie com t constante, as
superficies r constante tem métrica r?do sendo, portanto, isométricas as esferas S(r).

A hipotese de que M é uma solucao da equacao de Einstein no vacuo nos da que
a curvatura de Ricci é identicamente nula, Ric = 0, o que se traduz em duas equagoes
diferenciais em A(r) e B(r). A primeira é Ajl + % =0, o que implica AB =constante. A

condicao assintética nos diz que, para r suficientemente grande, devemos ter
g~ —dt? + dr?® + r’do?,

logo A(r) — —1e B(r) — 41 quando r — 400, de modo que obtemos AB = —1. Podemos

utilizar esta relacao para reescrever a segunda equacao em termos de B, obtendo

d [r]_B—B’r_l
ar lBl B2 7
Resolvendo para B, ficamos com
r 2M
B=— A=—(1—-—
r—2M’ ( r >’

onde M é uma constante positiva chamada massa de Schwarzschild. Assim, obtemos a

métrica de Schwarzschild

2M r
—_ (71— 2 24,2452
g ( 74)(175 —i—(r_zM)dr + r“do
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Espaco-tempo de Robertson-Walker

Um espaco-tempo de Robertson-Walker é um modelo cosmolégico do universo baseado
no principio cosmolégico (homogeneidade espacial e isotropia). Embora esta hipdtese nao
pareca satisfatéria em nossa escala cotidiana ela é, de fato, razodvel em grande escala, da
ordem de bilhoes de anos-luz.

Assumindo o principio cosmolégico, a variedade lorentziana M que modela o uni-
verso deve ser folheada por hipersuperficies tipo-espaco de curvatura constante. Assim,
temos que M = I xS, onde I é um intervalo aberto de R e § é uma variedade riemanniana

3-dimensional conexa com curvatura seccional X = —1, 0 ou +1, com a métrica da forma
g = —dt* + f(t)*h,

onde f : I — R é uma fungao diferencidvel positiva em I e h é a métrica de S. E usual
considerarmos que S ¢é simplesmente conexa, de modo que as tunicas possibilidades sao
S=R3 S =S30uS =H3 Isto claramente implica que os espacos-tempo de Minkowski,
de Sitter e anti-de Sitter sdo casos particulares de Robertson-Walker.

Chamando U o campo vetorial tipo-tempo unitario obtido pelo levantamento do
campo vetorial % em I, temos que U é sempre normal as hipersuperficies ¢ constante, S;.
Alguns céalculos nos fornecem

37

_3f//
L divu = 2L,
S

f )

onde divU é a contracao da diferencial covariante de U. Estamos interessados nestes

Ric(U,U) =

objetos pois divU fornece a taxa de variacao logaritmica, na direcao de U, do elemento

de volume das hipersuperficies S; e Ric(U, U) nos fornece a taxa de variagao de divU.

Proposicao 1.3.1 Se Hy = divU(tg) > 0 para algum ty € I, e Ric(U,U) > 0 para todo
t € I, entao I tem um ponto inicial t, com tg — H%) <ty <toeou (1) f >0o0u(2)f

assume um valor mdzimo depois de to, e I é um intervalo finito I = (t.,t*).

Demonstragao Uma vez que Ric(U,U) = %f” e f >0, obtemos f” <0 em I. Assim,
o grafico de f encontra-se abaixo do gréafico da reta F(t) = f(to) + f'(to)(t — to) =
Hof(to)(t —to). Como F(to — Hy') =0, f apresenta uma singularidade em algum ponto
ty entre tg — Hio e 1p.

Como f” < 0, ou f’' é sempre positiva em I ou f assume um méximo depois do qual
f' < 0. Neste ultimo caso, um argumento como o anterior garante outra singularidade de

f em um ponto t* > tg.

As hip6teses desta proposicao s@o bem razoaveis, uma vez que a condi¢ao Ric(U,U) > 0

diz simplesmente que, em média, a gravitacao é uma forga atrativa e a condicao Hy > 0
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nos diz que o espago S; encontra-se em expansao no instante tg. De fato, fisicamente, Hy
representa a constante de Hubble e, de acordo com medidas realizadas com o telescopio
Hubble em 2001, seu valor é da ordem de 1078571, Assim, assumindo que nosso universo

¢é Robertson-Walker, estes niimeros mostram que nosso universo nao pode ter mais do que

1

# ~ 10'%nos (algumas dezenas de bilhdes de anos).
0

De fato, nosso universo nao satisfaz perfeitamente as condigoes do principio cos-
moldgico e o resultado pode nao valer no caso de universos menos simétricos. Veremos,
entretanto, que o teorema de Hawking generaliza a proposicao 1.3.1 de forma que singulari-

dades também ocorrerao em universos livres das simetrias do modelo de Robertson-Walker.

"Veja [2].



Capitulo 2

Calculo das Variacoes

2.1 Comprimento de curvas e variagoes

Dada uma curva a : I — M ligando p = a(0) a ¢ = a(b), definimos o comprimento do

segmento afjyy por
b
Lol = [ lg(e/(0)a' ()2t
0

No caso de uma curva diferencidavel por partes, tomamos a soma das integrais de suas
partes diferenciaveis.

No caso de variedades lorentzianas, as geodésicas nao sao curvas de comprimento
minimo como acontece no caso riemanniano. De fato, a préxima proposi¢ao mostra jus-

tamente o oposto.

Proposicao 2.1.1 Seja p € M e g um ponto contido em uma vizinhanga convexa C, de
p. Se p e q podem ser conectados por uma curva tipo-tempo diferencidvel por partes em
Cp, entao a geodésica que liga p a q em Cp, € tipo-tempo e € a unica curva ligando p a q

que realiza o comprimento mdximo.

Demonstracao Seja a a curva tipo-tempo ligando p a ¢ em Cp. Seja A(p) C T,M o cone
de tempo em p contendo o’ (0). Tomemos & = exp, Loa a curva em T, M que corresponde
a a pelo difeomorfismo exp,. Como (dexp,)o ¢ a aplicacdo identidade, temos que &'(0) é
tipo-tempo, de modo que a curva & entra, inicialmente, em A(p).

Notamos que expp(A(p)) NCp é o subconjunto de C, formado pelos pontos r tais que
¢(r) <0, onde ((q) = gp(expljl(q), exp;l(q)). Logo, j4 que as hipersuperficies ¢ constante
sdo tipo-espaco e « é tipo-tempo, « ndo pode ser tangente a tais hipersuperficies. Assim,
¢ deve decrescer monotonicamente ao longo de a o que implica ((¢) < 0 e, portanto,

q € exp,(A(p)). Claramente, o segmento de geodésica v ligando p = 7(0) a ¢ = v(b) em

17
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Cp ¢ tipo-tempo. Notamos que seu comprimento ¢ dado por

b
Ly = /0 18 (1), (6))[ V2t
= |g(exp, ' (q), exp, *(0))|"/* = |¢(q) /2.

Mostraremos que o comprimento de «, L[a], ligando p = «(0) a ¢ = a(B) é menor
do que [¢(q)] /2

Suponhamos, primeiramente, que o nao possui quebras. Dado um segmento de curva
X :[0,B] = TyM em T,M com g(X(s),X(s)) = —1, definimos h(t,s) = exp,(tX(s)).
Entao, dado o segmento «, podemos encontrar X como acima e f : [0,5] — R fungao

diferencidvel tais que

Assim, obtemos
da  Ohdf = Oh

ds  dtds ' 0Os’

Como %}Z ¢é tangente a geodésicas tipo-tempo e % ¢é tangente a hipersuperficies ¢
constante, segue do corolario 1.2.7 que g(%?, %) = 0. Mais que isto, pela caracteristica

causal das hipersuperficies { constante, temos g(%, %) > 0, com a igualdade se e s6 se

9h — () e, pelo lema 1.2.6, g(%, %) = g(X(s),X(s)) = —1. Assim,

0s
do do\ __(0hdf Oh ohds on
E\ds ds) 8\ Otds " 0s otds ' s
on onY (4! (O b
8\ ar ) \as) T8\ s s
df\? oh oh df \?
_ (Y gnoty s (4
(ds> +g<85’8s)_ <d$>7
oh

com a igualdade se e s6 se 5 = 0. Assim,

B B df
al = o, ) |Y2ds —ds = — )
Lol = [l 2as < [ as— g8) - 110)
Agora, por definicao, ¢(a(s)) = —(f(s))?, de onde f(s) = |[C(a(s))|'/? e, finalmente,
Lla] < [¢@"* = Lly). B

um segmen urva cau a:la, b — urva em uma varia¢ao
Dado segmento de curva causal® ,b M curva em M, a de

« é uma aplicacao diferencidvel a dois parametros

h:la,b] x (=0,0) — M,

!Chamamos um vetor tangente u causal se u néo for tipo-espago. A extensdo desta caracteristica para

curvas é feita da maneira natural.
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tal que h(t,0) = «(t), para todo t € [a,b]. Chamamos o campo vetorial V : [a,b] — T M
ao longo de « definido por t — V(t) = 8—?|(t70) campo variagdo de h.

Uma variagao h de um segmento de curva diferencidvel por partes « : [a,b] — M é
dita diferencidvel por partes se h é continua e, para uma particioa =ty < t1 < ... <ty =1b
de [a,b], a restricio de h a cada [tp_1,tx] x (—0,0) é diferencidvel. Notamos que nao
perdemos generalidade ao supor que « e h possuem as mesmas quebras uma vez que
podemos adicionar quebras triviais, onde « ou h sao, de fato, diferencidveis. Notamos que
o campo variacao V de uma variacao diferencidvel por partes h serd sempre diferenciavel
por partes em contraste com o campo velocidade o/, que apresentars descontinuidades em

cada quebra nao-trivial. Para medirmos tais descontinuidades, introduzimos os vetores
Ad/(t;) = o (t]) — o' (t]) € TognM.

Dada uma variagao diferencidvel por partes h : [a, b] X (=6,0) — M de um segmento
de curva diferencidvel por partes « : [a,b] — M, iremos denotar, para cada s € (—4,9),
o comprimento do segmento hg : t — h(t,s) por Ly(s). Analisando a primeira e segunda
derivada da fung¢ao comprimento de arco em h, Ly : (—d,d) — R, iremos obter condi¢oes

suficientes para que a curva « tenha comprimento maximal.

Proposicao 2.1.2 Seja «a : [a,b] — M um segmento de curva tipo-tempo diferencidvel
por partes parametrizado pelo comprimento de arco ligando p = a(a) a g = a(b). Se h é
uma variacdo diferencidvel por partes de o e Ly, € o comprimento de arco em h, entdo a
primeira variacao de Ly € dada por

N-1

b
L(0) = [ e V)t + 3 glaa'(6), V(5) - s(a’, V)|,
@ i=1

onde a =ty < ... <ty =b sdo as quebras de o e h.

Demonstragao Para § > 0 suficientemente pequeno, os segmentos hg sao tipo-tempo, e

a fungao |W'| = [—g(%, %)] 2 sera diferencidvel em cada (s,t) onde h for diferencidvel.

: b q oh oh\1? bd.
Lh(O)—/a e [—g <8t’8t>] dt_/a |

s=0
Pelo lema 1.2.2,
A= Lg(Oh VO _ L (00 VOh
ds" VT B\ e asar ) T wB\ ot ot as )

Assim, temos

dt.
s=0

Fazendo s = 0, obtemos 2%(0,t) = o/(t) e 22(0,t) = V(t), de onde % 2(0,t) = V().
Logo

b b
in(0) = - / |a1/’g (o, V') dt = — / g (o, V') dt.
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Agora, g(o/, V') = %g(o/,V) —g(a”, V) e, portanto, em cada intervalo [t;, t;1+1],

ti+1 L ti+1
/ g (a/, V') dt = g(o/, V)|, — / g(a”, V)dt.
ti t;

Somando sobre i, obtemos finalmente

) b N-1
£(0) = [ s’ V)it + 3 g(Aa'(t), V(6) - (@ V)], B
a i=1

Iremos, agora, restringir-nos ao estudo de curvas conectando uma hipersuperficie
tipo-espaco S a um ponto q.

Seja « : [0,b] — M, um segmento de curva tipo-tempo diferencidvel por partes
ligando uma hipersuperficie tipo-espaco S C M a um ponto ¢ € M e h : [0,b] X (—0,9) —
M uma variacao diferencidvel por partes de «. Diremos que h é uma Sg-variacao de «
se todos os segmentos longitudinais de h, hs : t +— h(t,s), conectam S a q. Assim, a
primeira curva transversal de h, s +— h(0, s), serd uma curva em S e, portanto, os campos
variacao de Sg-variagoes sao campos vetoriais V diferencidveis por partes sobre « tais que
V(0) € Ty 0)s e V(b) = 0. Denotaremos o conjunto de tais campos por T, {sg. E possivel
mostrar que este conjunto é o conjunto dos campos variagao de Sg-variagoes, ou seja, que
cada V € T,Qs, é o campo variacao de alguma Sg-variacao.

Um corolario muito util da férmula da primeira variacdo do comprimento de arco é

o seguinte lema.

Lema 2.1.3 Seja v um segmento de curva tipo-tempo diferencidvel por partes de S a q
parametrizado pelo comprimento de arco. Entao Lh(()) = 0 para toda Sq-variacdo h de «

se, e somente se, vy € um segmento de geodésica (nao-quebrado) S-normal.

Demonstracao Se v é um segmento de geodésica S-normal, é claro, pela proposicao
2.1.2, que L (0) = 0.

Reciprocamente, suponha que Lh(O) = ( para Sg¢-variacao de v. Comecemos mos-
trando que cada segmento 7|y, ¢, ,] ¢ um segmento de geodésica. Fixemos t € (ti,tiy1),
uc T,yMep:[0,1] — R uma bump function com suppy C [t — 0, + 0] C [t;, ti1].
Consideremos o campo vetorial U ao longo de , obtido pelo transporte paralelo de u, e
tomemos V = ¢U.

Podemos, agora, definir uma variagao h : [0,b] x (—=d,d) — M de v dado por

h(t,s) = exp. ) (sV (1))

Como V(0) =0e V(b) =0, h é uma variacdo com extremos fixos e, em particular, uma

Sg-variagdo. Seu campo variacao é claramente V. A proposi¢ao 2.1.2 nos fornece, entao,

b t+6
0 :/ g(v", V)dt :/ g(v", oU)dt.
0 t—6
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Como a escolha de £, u e ¢ é arbitraria, segue que g(y”(t),u) = 0, para todo u € Ty pnyM,
e, portanto, que v"(t) = 0.

Para mostrarmos que as quebras sao triviais, tomemos u € T,; )M e ¢ : [0,1] —
R uma bump function em ¢; com suppy C [ti—1,t;+1]. Construindo, como antes, uma
variacao com extremos fixos cujo campo variagdo é U, obtemos, pela proposicao 2.1.2,
0 = g(A~/(t;),u) para todo u. Logo, Av/(t;) = 0.

Finalmente mostraremos que y ¢ S-normal. Fixado u € TS tomamos V € T,(sg,
tal que V(0) = u. Entao temos uma Sg-variacdo h de v cujo campo variagdo é V e a

proposicao 2.1.2 nos da
b
0=—g(7y,V)|[g=8(y(0),u). 1

O campo variacao V = %kt,o) fornece as velocidades das curvas transversais de h,

.. . _ V oh
s — h(t,s), quando estas cruzam «. De modo similar, o campo vetorial A = %%kto)
ao longo de « fornece as suas aceleragoes. Este 1ltimo campo vetorial é chamado campo

vetorial aceleracdo transversal de h.

Proposicao 2.1.4 Seja v : [0,b] — M um segmento de geodésica tipo-tempo S-normal
parametrizado pelo comprimento de arco. Se h € uma Sq-variacdo de v, entdo a sequnda

vartacdo do comprimento de arco € dada por

b
L(0) = - /O {8V V) + g(RyV,7) b dt + g(7'(0), TI(V(0), V(0)),

onde V € o campo variacdo de h, V'™ é a sua componente perpendicular a v e II € a

segunda forma fundamental de S.

Na férmula da segunda variacdo do comprimento de arco, dada na proposicao anterior,
encontramos a segunda forma fundamental da hipersuperficie tipo-espago S. Vamos, antes
de mais nada, relembrar o que isto significa.
Em primeiro lugar, j& que o espago tangente 7,5 ¢ um subespaco nao-degenerado
de T, M, podemos decompor
oM =T,S ®T,S*.

Naturalmente, diremos que um vetor v € TpSL é normal a S, ou S-normal e que um
vetor v € T),S ¢ tangente a S, ou S-tangente.

Um M-campo vetorial X em S é um campo vetorial sobre a aplicagdao j. Se, para
cada p € S, X(p) € T,S diremos apenas que X é tangente a S. Se, para cada p € S,
X(p) € TpSJ- diremos que X é normal a S§. Claramente, obtemos uma decomposicao do
espaco dos M-campos vetoriais, X(S, M), na a soma direta dos espagos dos campos de

vetores tangentes e dos campos de vetores normais,

X(S, M) =2%(S) @ %(S)*.
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Além disso, é facil ver que ficam bem definidas as aplicagoes de projegao F(S)-lineares
tan : X(S,M) — X(S) e nor:X%(S,M)— X(S)".

Uma vez que S é tipo-espago, o pull-back da métrica g de M pela aplicacao de
inclusao j : § — M é uma métrica riemanniana em S. A segunda forma fundamental
relaciona a conexao de Levi-Civita de § com a restricao a S da conexao de Levi-Civita de

M.
Seja V a conexao de Levi-Civita de M e SV a conex@o de Levi-Civita de S. O lema
1.1.1 nos permite restringir V a & de modo que, dados U € X(S) e X € X(S, M),

VvX = V¢X,
onde V e X s@o extensdes locais de V e X, respectivamente.
Lema 2.1.5 Dados U,V € X(S), entdo
SVyV = tanVyV.
Demonstracao Veja [3] pg.99 |

A sequnda forma fundamental de S é entao definida com a parte normal de V, ou
seja, a aplicacdo IT : X(S) x X(S) — X(S)* dada por

II(U,V) = norVyV = VgV — SVyV.

Demonstragao da Proposigao 2.1.4 Escrevendo |h/| = [—g (%, %)]1/2, temos, pela

demonstracao da proposicao 2.1.2, que
P AL (0 T oh
952" T T as | w8 \ ot ot 9s
1 V Oh V h dh V V h 1 (8h V8h\”
SETTRY -1 Erwirriievieyll I -3 Brrilewievieydl IR rvi-d Beviieviesdl D
L4 O0s Ot Ot Os Ot 0s Ot 0s |n/|Z\ Ot Ot Os
Utilizando o lema 1.2.2, obtemos

ﬁ,h/‘__i VOoh VoY  (0h VVOh
952" ' T T\ B \otas atas ) T B\ ot ot os os

(O g (Oh O\ ORY 1 (0h ¥ onY:
8\ \os 0t ) as ) T w8\ ae bt os
Fazendo s = 0 obtemos

82
g

— (V. V) +g (Rv,V,7) +& (7. A) +& (7, V)]
s=0
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Para simplificar esta equacao, notamos que, uma vez que vy ¢ um segmento de geodésica,
temos g (7, A’) = g (v, A). Além disso, temos que g (V/, V') +g (v, V)* = g(V'+, V1)

uma vez que a parte tangencial de V' é —g (7', V)~ e, portanto
V/ — V/J_ _ g ('y/,V) ,_y/‘

Assim,

. b 82 ,
L(0 :/ [h }dt
0=/ |55 Is:0

b
== [ {eV V) + Ry V) e - g (A

Como h é uma Sg-variacao, — g (v, A)|8 = g (7/(0), A(0)), j4 que a tltima curva trans-
versal é constante. Chamando a primeira curva transversal de « temos, por definicao,
A0) = Y 92|y = V4sa(0) e, jd que 7/(0) € Ty(0)S™*,

g (7'(0), A(0)) = g (+/(0),norA(0)) = g (7'(0),n0rV4c(0))

=g
=g (7(0), I1(&(0), &(0))) = g (+/(0), II(V(0), V(0))) .

A férmula da segunda variacao do comprimento de arco claramente depende apenas
de v e de V definindo, assim, uma forma quadréatica em V. Definimos a forma indice do
segmento de geodésica tipo-tempo v S-normal ligando S a g como a tnica forma bilinear

simétrica I, : T {lsq x T {2sy — R, tal que
IW(V7 V) - Lh(0)7
para V € T,Qs, e h é uma Sg-variacao qualquer de v com campo variacao V.

Corolario 2.1.6 Se v € um segmento de geodésica tipo-tempo S-normal ligando S a g

parametrizada pelo comprimento de arco, entao

b
LV W) == [ {e(VE W)+ g(Ryy W) e+ 8(0/(0). IV (0), W)

para V, W € T,Q,.

2.2 Campos de Jacobi e pontos focais

Quando os segmentos de curva longitudinais hs; sao segmentos de geodésica, para cada
s € (=6,0), chamamos h uma varia¢ao geodésica. Neste caso, o campo variacao de h

satisfaz a conhecida equacdo de Jacobi, como mostra o lema a seguir.
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Lema 2.2.1 Seja v : [0,0] — M um segmento de geodésica e J : [0,b] — T M o campo

variac¢do de alguma variacdo geodésica h de v. Entdo J satisfaz

J"+ Ry =0.

®‘<|
S
|

Demonstragao Como h é uma variacao geodésica, temos, para cada s € (=9, 9),

0. Assim, ;[; (2)%2[( )]
“oelor ()] -~ (50

oh Oh\ Oh
=R <8t a) ot
Em particular, para s = 0,

V[V [0h
J' = It Lit (83)} = —RJv"Y/' |

Proposicao 2.2.2 Um campo de Jacobi J sobre um segmento de geodésica v tipo-tempo
S-normal parametrizada pelo comprimento de arco partindo de S € o campo variagao de

uma variacdo h de v por segmentos de geodésica tipo-tempo S-normais se, e somente se,
e J(0) € TyyS;
g(J'(0),u) 4 g(II(J(0),u),~(0)) = 0, para todo u € T,(S.
Demonstracao Veja [3] pg.282 |}

Um campo de Jacobi satisfazendo tais condi¢oes é chamado S-campo de Jacobi sobre +.
Dada ~ : [0,b] — S um segmento de geodésica tipo-tempo S-normal partindo de S,
dizemos que 7(b) é um ponto focal de S ao longo de ~y se existe um S-campo de Jacobi

nao nulo sobre v com J(b) = 0.

Teorema 2.2.3 Seja v : [0,0] — M um segmento de geodésica tipo-tempo S-normal.
Entao

1. se nao existem pontos focais de S ao longo de vy, a forma indice I, € negativo definida;

2. se ¢ = y(b) € o unico ponto focal de S ao longo de vy, I, é negativo semi-definida

mas ndao definida;

3. se existe um ponto focal y(r), 0 < r < b, ao longo de vy, I, nao é semi-definida.

Demonstracao [3] pg. 286 [
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Corolério 2.2.4 Seja v : [0,b] — M um segmento de geodésica tipo-tempo S-normal.
Entao

1. se nao existem pontos focais de S ao longo de v, v maximiza localmente o compri-
mento de arco e qualquer segmento o arbitrariamente prérimo de vy tem comprimento
de arco Ly < L~;

2. se ¢ = v(b) € o unico ponto focal de S ao longo de v, v maximiza localmente o
comprimento de arco mas existe o arbitrariamente prérimo de v com comprimento

de arco Ly = L~;

3. se existe um ponto focal y(r), 0 < r < b, ao longo de vy, existe o arbitrariamente

préxima de y com comprimento de arco Ly > L.

2.3 Existéncia de pontos focais

Resta, agora, entendermos quais as condigoes para a existéncia dos pontos focais de uma
dada hipersuperficie tipo-espacgo ao longo de segmentos de geodésica tipo-tempo. Como,
por definicao, um ponto focal de S é um zero de um S-campo de Jacobi, devemos ter em

mente dois fatores ao procurarmos a existéncia de um ponto focal:

1. aforma de S, que, via proposicao 2.2.2, determina as condicoes iniciais dos S-campos
de Jacobi;

2. a curvatura de M, que determina a prépria equagao de Jacobi.

Daremos, agora, um exemplo de resultado com estas caracteristicas que sera fundamental
para a demonstragao do teorema de Hawking.

Para determinarmos como a forma de S influencia a existéncia de pontos focalis,
consideremos um S-campo de Jacobi J sobre um segmento de geodésica tipo-tempo
S-normal v e tomemos u = J(0). Podemos pensar em J como o vetor posicao de
um segmento de geodésica tipo-tempo S-normal infinitesimalmente préximo de v e em
1J| = |g(3,T)|/? como a distancia entre estes segmentos. Por um célculo simples, temos
413)i—0 = —g(+/(0),II(u, u)). Isto mostra que, se ru(7'(0)) = g(7/(0),II(u, u)) for posi-
tivo, a geodésica infinitesimalmente proxima de v, determinada por J, estard inicialmente
convergindo a v, sugerindo a existéncia de um ponto focal. Interpretamos, ry(7'(0)) como
a taxa inicial de convergéncia das geodésicas infinitesimalmente proximas a v na direcao
u. O teorema a seguir afirma que, impondo uma condicao sobre a curvatura de M, a
existéncia de um ponto focal de S é assegurada se apenas a média

1 n—1

B(7(0) = — D ((0), I(e, 1)),
=1
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chamada convergéncia de S%, das taxas iniciais de convergéncia for positiva. A condicio
a ser imposta sobre a curvatura é a condi¢do forte de energia, Ric(u,u) > 0 para todo

vetor tangente tipo-tempo u.

Proposicao 2.3.1 Seja S uma hipersuperficie tipo-espago e seja vy : [0,0] — M um

segmento de geodésica tipo-tempo S-normal em p = ~(0). Suponha que
1. ko = k(¥/(0)) > 0;

2. Ric(v/,v") > 0.

Entao existe um ponto focal y(r) de S ao longo de v com 0 < r < %0, uma vez que -y

esteja definido neste intervalo.

Demonstracao Vamos supor que v estd parametrizado pelo comprimento de arco. Seja
{e2, ...,e,} uma base ortonormal de T,,S e Eo, ..., E,, os correspondentes campos vetoriais
ortonormais ao longo de v obtidos via transporte paralelo ao longo de v. Tomando f :
[0, %0] — R dada por f(t) =1 — kot, temos que, para cada i = 2,...n, fE; € T,Qs,, onde
7=03) ¢
VE;

st

(FB)(0) = e ¢ (/i) = /Bt [ = o

Assim, temos
1/ko
L(fE;, fE;) = — /0 {g <Z(sz‘)7 Z(sz‘)) + g (RyE,v [E;, ’Y’)} dt
+g (7(0), IL((fE:)(0), (fE:)(0)))
1/ko
= —/0 {g (—roEs, —koE:) + f°g (R, Ei, ) } dt
+g(7(0),I1(e;, ;)

1/ko
== /0 {H(Q) + ng (REW/Eiv '7/) } dt + g (7,(0), II(e;, ez‘))

1/ko
= —Ko — /0 ’g (Re,vEi, ) dt + g (7/(0),I1(e;, ;) .

2Mais precisamente, a convergéncia de S é a aplicacio do fibrado normal de S em R, x : NS — R, dada

por
K(u) = — S, Ti(es, 1),

n—»~L<
i=2

onde ez, ...,e, ¢ uma base de T, ()S.
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Somando em %, obtemos

n

1/ko
> L(fEi, fE) = —(n — 1)ro — /0 2> g (Re,yEi7)dt

1=2

+> g (7(0),11(e;, ;)
=2

1/ko
> —(n—1)ko + / f*Ric(y/,~)dt + (n — 1)kg
0

1/ko
= / f*Ric(y',7")dt.
0

27

Como Ric(vy/,7') > 0, segue que existe i tal que I,(fE;, fE;) > 0 e, portanto, I, ndo ¢é

negativo definida. Pelo teorema 2.2.3 existe um ponto focal v(r) de S ao longo de v com

1
o0<r S;Ea. I



Capitulo 3

Causalidade e Singularidades

3.1 Causalidade em variedades lorentzianas

Em cada ponto p de uma variedade lorentziana M podemos dividir os vetores tipo-tempo
em duas classes distintas, de acordo com a componente conexa do cone de tempo em que
estes se encontram. De fato, temos uma relacao de equivaléncia entre os vetores tipo-tempo
em p dada por

u~v < gp(u,v)<0.

As classes de equivaléncia determinadas por esta relagao sdo exatamente os cones de tempo
em p. Podemos, portanto, rotular os elementos de uma destas classes como vetores futuro-
orientados em p e os da outra classe como vetores passado-orientados em p. Se pudermos
fazer tal classificacao de maneira global e diferenciavel em M, diremos que a variedade
lorentziana M é tempo-orientdvel. Mais precisamente, M serd tempo-orientavel se existir
um campo de vetores tipo-tempo (e portanto nao nulo em ponto algum de M) X. Diremos
que X define uma orientagao temporal em M, rotulando cada vetor tipo-tempo v como
futuro-orientado quando g,(X(p),v) < 0, ou passado-orientado, quando g,(X(p),v) >
0. Em geral, todas as defini¢bes e resultados envolvendo vetores futuro-orientados terao
versoes duais para vetores passado-orientados. Como tais versoes “passado” sao obtidas
das versoes “futuro” apenas por uma reversao na orientacao temporal, iremos considera-las
evidentes. De agora em diante, vamos considerar apenas variedades lorentzianas tempo-
orientaveis e tempo-orientadas. De fato, esta ndo é uma restricao muito significativa, ja
que, como no caso riemanniano, toda variedade lorentziana nao tempo-orientavel admite
um recobrimento duplo orientavel.

Diremos que uma curva causal a : I — M é futuro-orientada se seus vetores tangen-
tes sao, todos, futuro-orientados. Neste caso, diremos que um ponto ¢ € M é um ponto
final futuro de « se

lim a(t) =
tl_r}ga() q,

28
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onde estamos tomando I = (a,b), podendo ser b = +00. « serd dita futuro-inextensivel
se nao possuir pontos finais futuros. Diremos, entdo, que « é inextensivel se for tanto
futuro-inextensivel e passado-inextensivel.

Uma geodésica tipo-tempo futuro-inextensivel v : I — M, parametrizada por algum
parametro afim, é dita futuro-completa se b = +o00 e futuro-incompleta se b < +00. Uma
vez que todo par de parametros afim ¢, s de uma geodésica tipo-tempo satisfaz a relacao
s= At + B, para A, B € R com A > 0, segue que a futuro-completude, ou incompletude,
de v nao depende do parametro afim escolhido e podemos, portanto, considerar apenas
parametrizagoes por comprimento de arco. Assim, uma geodésica tipo-tempo futuro-
inextensivel v sera futuro-incompleta se, e somente se, L[’y][o,b)] < +o00. Diremos que vy é
(in)completa se for tanto futuro-(in)completa e passado-(in)completa.

Consideramos a incompletude geodésica tipo-tempo, ou seja, a existéncia de alguma
geodésica tipo-tempo incompleta, como a primeira evidéncia da existéncia de singularida-
des. Diremos que uma variedade lorentziana M é singular se M é tipo-tempo geodesica-
mente incompleta, ou seja, se existe alguma geodésica tipo-tempo inextensivel incompleta.

Agora passamos a ferramenta bésica que utilizaremos neste trabalho para o estudo
da incompletude geodésica tipo-tempo (existéncia de singularidades): a causalidade. Esta
é a nova estrutura que surge nas variedades lorentzianas tempo-orientadas em fungao da
assinatura da métrica.

Seja M uma variedade lorentziana tempo-orientada e A,U subconjuntos de M.
Definimos o futuro cronolégico de A relativo a U como o conjunto I+ (A,U) formado por
todos os pontos ¢ € U tais que existe uma curva tipo-tempo futuro-orientada diferencidvel
por partes contida em U ligando p a q. De maneira analoga definimos o futuro causal de
A relativo a U como o conjunto J(A,U) formado por todos os pontos ¢ € U tais que

existe uma curva causal futuro-orientada diferenciavel por partes contida em U ligando p

aq.

7/
/
I(p) 7/
/
/ \ # T(p)
/
T ponto removido
p

Quando A = {p} e U = M escrevemos simplesmente I ({p}, M) = IT(p) e
JT({p}, M) = JT(p). Escrevemos, também, p < ¢q e p < ¢ significando, respectiva-
mente, ¢ € IT(p) e g € JT(p) — {p}, e p < g, significando p < q ou p = q. Estas relagoes
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sao chamadas relagdes causais de M. Segue facilmente que estas relacoes sao transitivas

e satisfazem as seguintes propriedade
e se p K q, entao p < ¢;
e sepKqgeq<r,entao p L r;
esep<qgqeqkLKr,pkLr.

Exemplo A estrutura causal do espaco-tempo de Minkowski

Sejam z,y € R}. Temos que
e 1 K y se e somente se y — x é um vetor tipo-tempo futuro orientado;
e x < y se e somente se y —x é um vetor causal futuro-orientado.

Notamos, com isto, que no espago-tempo de Minkowski I™(x) é a componente futura do

cone de tempo em z e Jt(z) é a unido de I (x) com o cone de luz futuro em z.

Nosso interesse em vizinhancgas convexas deve-se a simplicidade de sua estrutura
causal. Para um aberto convexo C de M, as propriedades da aplicacao exponencial tornam
a estrutura causal de C igual a do espago-tempo de Minkowski como mostra o seguinte

lema.

Lema 3.1.1 Seja C um aberto convexro de M. Entdo, para p,q € C,

1. q € I'(p,C) se e somente se existe geodésica tipo-tempo futuro-orientada ligando p

aq;
2. I (p,C) € aberto em C;
3. Jt(p,C) € o fecho em C de I (p,C);
4. q € Jt(p,C) se e somente se existe geodésica tipo-luz futuro-orientada ligando p a q;

5. arelagio < é fechada em C, ou seja, dadas sequéncias {p;} e {q;} em C convergentes

ap e q, respectivamente, com q; € JT (p;,C) Vi, entao g € J*(p,C).

Demonstracao As afirmagoes seguem diretamente das estrutura causal de R} e das

propriedades da aplicagdo exponencial. |
Em geral, podemos contar apenas com a abertura do futuro cronoldgico.

Lema 3.1.2 A relacdo < € aberta, ou seja, se p < q em M, entdo existem vizinhancas
U eV dep e q, respectivamente, tal que p' < ¢’ para todo p' €U, ¢ € V. Em particular,

é aberto o futuro cronoldgico IT(A) de qualquer subconjunto A.
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Demonstracao Seja a a curva tipo-tempo futuro-orientada diferencidvel por partes li-
gando p = a(0) a ¢ = a(l). Tomemos C, vizinhanca convexa de p e C; vizinhanga
convexa de ¢. Tomemos e > 0 suficientemente pequeno, de modo que p. = a(e) € C,
e g¢ = a(l —¢) € C;. Como I (p,Cp) e I (ge,Cq) sao abertos, obtemos vizinhangas
U C I (pe,Cp) de pe V C I (g,Cq) de q. Claramente tais vizinhangas satisfazem as

propriedades requeridas. |

3.2 Condicoes de causalidade
Dados p,q € M, a separagao temporal 7(p,q) entre p e g é definida por

sup,, L[a], se ¢ € J*(p)
T(p.q) = '
0, caso contrario

onde o supremo é tomado sobre todas as curvas causais futuro-orientadas diferenciavel por

partes ligando p a q. Se deixamos p e ¢ variar em M obtemos uma funcdo 7: M x M —

[0, +-0c] chamada funcdo separacio temporal®.
Lema 3.2.1 1. 7(p,q) > 0 se, e somente se, p < ¢;

2. Sep <r<gq, entio 7(p,v) + 7(r,q) < 7(p,q).

Demonstracao (1) Claramente, se p < ¢, entao 7(p,q) > 0 pois existe alguma curva
tipo-tempo futuro-orientada diferencidavel por partes ligando p a q. Reciprocamente, su-
ponhamos que 7(p, q) > 0. Entao, existe uma curva causal « futuro-orientada diferencidvel
por partes ligando p a ¢ com L[a] > 0. Podemos supor sem perda de generalidade que «
é uma geodésica causal quebrada. Com efeito, tomamos uma cobertura {C;}, i =1,..., N,
de a por um numero finito de vizinhancas convexas e uma particao tg < t1 < ... < ty tal
que cada segmento aly, | ;1 estd contido em um elemento C; da cobertura. Substituimos,
entao tais segmentos pelos segmentos de geodésica entre a(t;—1) e a(t;).

Como L[a] > 0, algum dos segmentos de geodésica aly, , ¢, é tipo-tempo. Suponha
que o segmento adjacente a|[ti7ti 1] seja tipo-luz. Mostraremos que podemos alterar este
segmento de modo a obter um segmento tipo-tempo sem que isto modifique a caracteristica
causal do segmento |, , 1,1-

Uma vez que aly, , 4, ¢ tipo-tempo, temos que a(t;) € I (a(ti-1),C;). Pelo lema
3.1.1 temos uma vizinhanga U de a(t;) contida em I (a(t;—1),C;). Como aly, 4., ¢ tipo-

luz, a(t;) € J~(a(ti+1),Cit1). Uma vez que

J 7 (a(ti+1),Cit1) = I~ (a(tiz1), Cit1),

!Notamos que, em geral, 7 pode assumir o valor +c0. Por exemplo, temos 7(p, p) = +oco casop € I (p).
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temos uma sequéncia de pontos r € I~ (a(ti+1),Cit1) convergindo a «(t;). Entdo, para
k suficientemente grande, temos rp € U e, assim, obtemos segmentos de geodésica tipo-
tempo futuro-orientado ligando a(t;—1) a 7, em C; e ri a a(tit1) em Citq.

Desta forma, podemos, a partir de um segmento de geodésica tipo-tempo, transfor-
mar a caracteristica causal de todos os segmentos adjacentes de modo a obtermos uma
geodésica quebrada tipo-tempo ligando p a q.

(2) Se r € JH(p)\{p} e ¢ € J*(r)\{r}, podemos encontrar, dado § > 0, curvas
causais futuro-orientadas diferencidveis por partes «, ligando p a r, e 3, ligando r a g,
tais que L[a| > 7(p,r) — g e L|B] > 7(r,q) — g. Construimos, entao, uma curva causal

futuro-orientada diferencidvel por partes o concatenando « e 8 e obtemos
7(p,q) = Llo] = 7(p,r) + 7(r,q) — 6.

Caso, digamos, p = r, teremos 7(p,r7) = 0 e 7(p,q) = 7(r,q) e o resultado segue

trivialmente. |

Corolario 3.2.2 Dada « curva causal diferencidvel por partes que ndo € geodésica tipo-
luz, podemos encontrar uma curva tipo-tempo diferencidvel por partes arbitrariamente

prozima de .
Lema 3.2.3 A func¢do separagao temporal T € semi-continua inferiormente.

Demonstragao Comecaremos notando que se 7(p,q) = 0 ndo hd o que mostrar pois
7(p',q) > 0 em M x M. Suponhamos, entao, que ¢ € I (p) e, além disso, que 0 <
7(p, q) < +oo.

Dado § > 0, devemos encontrar vizinhangas U de p e V de ¢ tais que se p’ € U e
q €V, entao 7(p',q") > 7(p,q) — 0.

Seja o uma curva tipo-tempo diferencidvel por partes ligando p = «(0) a ¢ = «(1)
com Lla] > 7(p,q) — g. Seja, Cp, e C,4 vizinhangas convexa de p e ¢, respectivamente, e
sejam pe = a(e) e g¢ = (1 — €), onde € > 0 é pequeno o suficiente para que p. € Cp e
¢e € C4. Lembrando que (em vizinhangas convexas comprimento de geodésicas depende
continuamente das extremidades), podemos encontrar vizinhancas U de p e V de ¢ tais
que, para todo p' € U, Llexp, (pe)] > Llexp,(pe)] — g e, para todo ¢’ € V, Llexp, (¢')] >
Llexp, (q)] — %. Deste modo, podemos construir, entre quaisquer p’ € U e ¢ € V, uma
curva causal diferencidvel por partes § com comprimento L[§] > L[a] — % > 7(p,q) — 0.

Supondo, agora, que 7(p, q) = +00 podemos mostrar, com o mesmo argumento, que
para qualquer N > 0 existem vizinhangas como acima tais que 7(p’, ¢') > N, completando

a demonstracao. |

E natural nos perguntarmos quando, dado um par de pontos causalmente relacio-

nados p < ¢, podemos garantir a existéncia de uma geodésica cujo comprimento, de fato,
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assume o valor 7(p,q). Este problema serd resolvido encontrando restri¢oes adequadas
sobre as relacbes causais de M. Veremos que tais restricoes sdo, de fato, fisicamente
desejaveis uma vez que excluem a possibilidade de paradoxos causais.

Comecemos com as condi¢oes mais simples e fisicamente razodveis. Diremos que M
que satisfaz a condicdo de cronologia se nao existem curvas tipo-tempo fechadas em M,

e que satisfaz a condicdo de causalidade se ndo existem curvas causais fechadas em M.
Lema 3.2.4 Se M € compacta, entao contém uma curva tipo-tempo fechada.

Demonstragao Tomemos a cobertura de M formada pelos conjuntos I (p), onde p € M.
Como M é compacta, tal cobertura admite uma subcobertura finita {I*(p1),..., I (pn)}-
Se p1 C It(p;), com i # 1, temos que I (p1) C I (p;) e podemos excluir I*(p;) da
cobertura. Logo podemos supor que p; C IT(p1) e, portanto, existe uma curva tipo-

tempo fechada por p;. |}

Diremos que a condicao forte de causalidade é valida em um ponto p € M se dada
qualquer vizinhanca U de p existe uma vizinhanga ¥V C U de p tal que toda curva causal
com ponto inicial e terminal em V estd totalmente contida em U. Isto impede a existéncia
de curvas causais quase fechadas em p, ou seja, qualquer curva causal com ponto inicial
arbitrariamente préximo de p que deixa uma vizinhanga fixada de p nunca mais podera se
aproximar arbitrariamente de p. Diremos, entao, que M é fortemente causal se a condi¢ao

forte de causalidade é satisfeita em todo ponto de M.

Exemplo Causalidade nao implica causalidade forte
Uma variedade lorentziana causal mas nao fortemente causal é obtida tomando o

espago-tempo de Minkowski R?, identificando as retas {(t,z) € R% t = —2} e {(t,x) €

{

R?; t = 2} e removendo as semi-retas {(t,7) € R% ¢t = 1,2 > —1} e {(t,z) € R% ¢t =
-1,z < 1}.
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A proxima proposicao fornecerd motivagao para a definicdo da condicdo de causali-

dade mais importante que iremos tratar neste trabalho, a hiperbolicidade global.

Proposicao 3.2.5 Para p < q em uma variedade lorentziana fortemente causal M, se o
conjunto J*(p) N J~(q) é compacto, entio existe uma geodésica causal futuro-orientado

de p a q com comprimento 7(p,q).

Demonstragao Tomamos uma uma cobertura finita de J*(p) N J~(g) por abertos con-
vexos relativamente compactos {C;}. Como M é fortemente causal, podemos tomar uma

subcobertura finita de {C;} por abertos convexos {D;} tais que
1. D; C Ci; € compacto e

2. toda curva causal com ponto inicial e terminal em D; estd totalmente contida em

C

ij-

Dada curva causal futuro-orientada diferencidvel por partes a ligando p a ¢, podemos
considerar que « é uma geodésica quebrada causal ligando p a ¢ tal que cada segmento
alr, C Dj,. Notamos que isto apenas aumenta o comprimento de a.

Vamos mostrar que podemos diminuir o nimero de quebras de «, aumentando pos-
sivelmente seu comprimento, de modo que cada vizinhanga da cobertura {D;} contenha
no maximo duas quebras de a. Além disso, mostraremos que « entrard em qualquer D;
no maximo uma vez. Com isto, mostrarmos que toda sequéncia de geodésicas quebradas
causais futuro-orientadas ligando p a ¢ cujos comprimentos convergem, de maneira cres-
cente, para 7(p, q) converge a uma geodésica quebrada causal futuro-orientada ligando p a
g A que realiza o comprimento 7(p, ¢). Finalmente, o coroldrio 3.2.2 e um resultado muito
semelhante ao lema 2.1.3 nos garantem que A é, de fato, uma geodésica nao quebrada
ligando p a gq.

Em primeiro lugar, notamos que podemos tomar o de modo que os D; nao contém
segmentos consecutivos alr,alr, . De outro modo, como a(ty_1), a(tr+1) € Dj, onde

escrevemos Iy = [tx_1,t], podemos substituir o eor] pela geodésica ligando a(tx_1) a

tp—1,t
a(tg+1). Certamente, isto apenas aumenta o comprimento de a.

Suponhamos agora que «|7, C Dj,. Podemos fazer com que nenhuma quebra, além
de a(ty_1) e a(ty), pertenca a Dj;,. Caso uma quebra a(tyy;) € Dj,, terfamos que o
segmento aly, 4 L) estd totalmente contido em Cijk e poderfamos substituir os [ + 1
segmentos pelo segmento de geodésica causal ligando «(tx—1) a a(tg4;) diminuindo, assim,
o numero de quebra e aumentando o comprimento.

Finalmente, suponhamos que «, apés deixar Dj,, volta para D;,. Claramente o s6
poderé voltar depois de tj 1, digamos em > t,1. Podemos, entdo, substituir o segmento

|y, 5 pelo segmento de geodésica ligando a(tx-1) a a(t). Novamente aumentando o

comprimento da curva.
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Tomemos, agora, uma sequéncia de curvas causais futuro-orientadas diferencidveis
por partes {a;} ligando p a ¢ cujos comprimentos convirjam, de maneira crescente, para
7(p, q). Modificamos cada «; de acordo com a construcao acima, podemos considerar que
cada «; fica descrita por uma sequéncia finita de segmentos de geodésica ligando pontos pf,
k=1,..,N, em Dj,. Como os Dj, sdo compactos podemos supor que as sequéncias {pf}
convergem para p¥ € ﬁjk' Conectando tais pontos por segmentos de geodésica, obtemos

uma geodésica quebrada causal A com LA = 7(p,q). |

3.3 Hiperbolicidade global e geodésicas maximais

Motivados pela proposi¢ao acima, diremos que uma variedade lorentziana M é globalmente
hiperbdlica se M ¢ fortemente causal e, para cada p < ¢ em M, o conjunto J*(p)NJ ™ (q)
é compacto. Desta forma, entre cada par de pontos causalmente relacionados existe uma
geodésica causal cujo comprimento é maximo. A condicdo de hiperbolicidade global é
equivalente a existéncia de uma folheagao topolégica de M por um tipo-especial de hiper-
superficies topoldgicas chamadas hipersuperficies de Cauchy. Entre uma destas hipersu-
perficies e qualquer ponto em seu futuro causal também existe uma geodésica causal com
comprimento maximo. Este tltimo resultado, no caso de hipersuperficies diferenciaveis, é
uma das pegas chave para a demonstracao do teorema de Hawking.

Para explicitar estas relacoes precisamos de algumas defini¢oes. Dizemos que um
subconjunto A de M é acausal se nenhuma curva causal intersecta A mais de uma vez,
ou seja, se AN JT(A) = @. Mostra-se que conjuntos acausais fechados sao, de fato,
hipersuperficies topolégicas. Por outro lado, definimos o desenvolvimento futuro de Cauchy
de A C M, D*(S), como o conjunto formado por todos os pontos ¢ € M tais que
toda curva passado-inextensivel causal por g intersecta A%. O desenvolvimento (total) de
Cauchy de A é, entao, definido por D(S) = DT(S)U D~ (S).

Uma hipersuperficie de Cauchy em M é um subconjunto acausal fechado S tal que

D(S) = M. Nosso interesse nas hipersuperficies de Cauchy deve-se a proposigao seguinte.

Proposicao 3.3.1 Uma variedade lorentziana M € globalmente hiperbdlica se, e somente

se, possui uma hipersuperficie de Cauchy S. Neste caso, topologicamente, M =R x §.
Demonstracao Veja [4] |

Agora passamos ao problema de encontrar geodésicas maximais entre uma hiper-
superficie de Cauchy e qualquer ponto em seu futuro causal. Este resultado base-a-se

na continuidade da funcao separacao temporal em variedades globalmente hiperbdlicas

2Se ndo exigirmos que as curvas sejam passado-inextensiveis, DT (S) sempre coincidird com S ja que,

dado ¢ ¢ S, podemos sempre encontrar uma curva passado-orientada partindo de ¢ que nao intersecta S.
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e na compacidade do conjunto J~(¢) NS, onde q¢ € DT(S). Iremos considerar apenas

hipersuperficies de Cauchy diferenciaveis e tipo-espago.

Lema 3.3.2 Se M ¢ globalmente hiperbdlica, a funcdo separacdo temporal T de M €

continua.

Demonstracao J4 vimos que a funcao separagao temporal 7 é semi-continua inferior-
mente em M x M. Suponhamos, por absurdo, que 7 nao seja semi-continua superior-
mente em (p,q) € M x M. Entao, existem ¢ > 0 e sequéncias convergentes {p;} e {q;}
convergindo a p e a g, respectivamente, tais que 7(p;, ¢;) > 7(p,q) + d para todo .

Como 7(p;, ;) > 0, existe uma curva causal futuro-orientada diferenciavel por partes
a; ligando p; a ¢; tal que L[o;] > 7(pi,q;) — 1/i. Tomando p~ < p e ¢ > ¢, podemos
considerar que os pontos p; e ¢; pertencem aos conjuntos I+ (p7)el” (q*), respectivamente,
e, portanto, que as curvas q; pertencem ao conjunto compacto J¥(p~) N J (¢7). A
demonstracao da proposicao 3.2.5 mostra que podemos encontrar uma geodésica quebrada

causal A, ligando p a ¢, satisfazendo L[\ > 7(p, ¢) + d, em contradicao com a defini¢ao de

7. |

Teorema 3.3.3 Seja S uma hipersuperficie de Cauchy tipo-espaco em M. Dado q €
DT (S)\S, existe uma geodésica vy tipo-tempo futuro-orientado S-normal de S a q cujo

comprimento é 7(S,q).

Demonstragao Mostraremos que J~(¢)NS é compacto. Entao, como a funcao separagao
temporal 7 é continua e, em particular é continua a fungao p — 7(p, q), temos que 7( -, q)
atinge um maximo 7(p,q) em algum p € J (¢) N S. J& que o conjunto dos pontos de S
que podem atingir ¢ por uma curva causal é exatamente J~ (¢) NS, temos que 7(p,q) =
7(8,q). Além disso, como M ¢ globalmente hiperbdlica, J~ (p) NJ T (q) é compacto e, pela
proposicao 3.2.5, existe uma geodésica causal futuro-orientado de p a ¢ com comprimento
7(p,q) = 7(S,q). Uma vez que q ¢ S, temos 7(p,q) = 7(S,q) > 0 e, portanto, p < ¢ de
modo que v ¢ tipo-tempo. O corolario 2.1.3 nos garante, finalmente, que v é S-normal.

Para mostrarmos que J(¢) NS é compacto, tomemos uma sequéncia {p;} em
J~(q) N'S. Precisamos mostrar que esta sequéncia possui uma subsequéncia convergente.
Pela proposicao 3.2.5, obtemos uma sequéncia de geodésicas inextensiveis causais passado-
orientadas, ligando g a p;. Uma vez que as geodésicas sao solucoes de uma EDO de segunda
ordem, cada ~; fica determinada por um vetor u; causal passado-orientado em ¢ e, pela
homogeneidade das geodésicas, podemos considerar que estes vetores pertencem ao con-
junto

A (q) = {u'e; € TM; (u)* + ...+ (W) < 1 e u!' <0},

onde escolhemos uma base ortonormal {ei,...,e,} de T, M com e; tipo-tempo futuro-

orientado. Por compacidade, a sequéncia {u;} possui uma subsequéncia convergente a
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um vetor causal passado-orientado u € A7 (q);=1. Consideremos =, a geodésica maximal
causal passado-orientada tal que 7,(0) = u. J4 que esta é uma curva inextensivel por g,
ela deve intersectar S em um ponto p € J~(¢) NS e, pela continuidade do fluxo geodésico,

a sequéncia {p;} converge para p. |}

3.4 O Teorema de Hawking

Para uma hipersuperficie tipo-espaco & em uma variedade lorentziana M, a aplicacao
convergéncia de S, k : NS — R, reduz-se a uma funcao real em S ao restringirmos x aos
vetores normais unitarios futuro-orientados de S§. Esta fungao, também denotada por x,

é chamada futuro-convergéncia de S.

Teorema 3.4.1 Seja M é um variedade lorentziana globalmente hiperbdlica satisfazendo
a condigao forte de energia, Ric(u,u) > 0 para todo vetor tipo-tempo u. Se M possui
uma uwma hipersuperficie de Cauchy tipo-espaco S com futuro-convergéncia k > kg > 0,

entdo M é singular.

Demonstragao Mostraremos que nenhuma curva tipo-tempo futuro-orientada partindo
de S pode ser estendida a comprimentos maiores que 1/kg. Em particular, qualquer
geodésica tipo-tempo terd comprimento menor ou igual a 1/kg, implicando a futuro-
incompletude geodésica tipo-tempo.

Suponha, por absurdo, que exista uma curva tipo-tempo futuro-orientada o : I — M
partindo de S definida no intervalo [0, 1/ko+€|, para algum € > 0. Entao, ¢ = a(1/ko+€) €
DT (8)\S e, pelo teorema 3.3.3, existe uma geodésica v tipo-tempo futuro-orientado S-
normal de S a ¢ realizando o comprimento L[y] = 7(S,q) > 1/ko + €. Isto implica, pela
proposicgao 2.3.1, na existéncia de um ponto focal v(r), com 0 < r < 1/kg, de S ao longo

de 7. Assim, v ndo pode maximizar o comprimento de arco. Contradi¢ao. |

A demonstragdao do teorema de Hawking base-a-se no fato de que as condi¢Ges impostas
sobre a geometria de S e sobre a curvatura de M implicam que geodésicas S-normais sufi-
cientemente grande possuem pontos focais de S. Além disso, a condigao de hiperbolicidade
global implica que M contém geodésicas S-normais com comprimento maximal. Como,
apds pontos focais, as geodésicas deixam de ser maximais, o comprimento das geodésicas
deve ser finito implicando a incompletude geodésica.

Quando revertemos a orientacao-temporal, este resultado realmente generaliza a
singularidade dos espacos-tempo de Robertson-Walker obtidas na proposicao 1.3.1 ja que

a convergécia x de uma hipersuperficie ty x S de um espaco-tempo de Robertson-Walker

!
. t . . :
é dada por Kk = _J}((t(?)) = —Hjy. Como nosso universo €, pelo menos aproximadamente,
Robertson-Walker, as hipoteses do teorema 3.4.1 sao razodveis, e este resultado sugere que

nosso universo é catastroficamente singular no passado.
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