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Resumo

Investigamos os efeitos desempenhados pelas flutuacoes no nimero de glions sobre a
evolucao dos hadrons em altas energias, sob o referencial de dipolos de cor. Entendemos
por flutuacdes o seu significado estatistico, ou seja, desvios em torno da média. A evolucao
na presenca destes efeitos se torna estocéstica, fazendo com que diferentes realizacoes de
uma dada evolucao resultem em diferentes realizagoes do alvo a ser estudado. Desta forma,
sao originadas diferentes amplitudes — as chamadas amplitudes evento—por—evento — para
um mesmo valor da variavel de evolucao. As distribui¢oes destas amplitudes apresentam
uma relacao de dispersao, relacionada ao coeficiente de difusao que define a existéncia das
flutuacoes.

O regime de altas energias significa que o niimero de particulas no interior dos hadrons é
suficientemente grande e, portanto, efeitos de saturacao tornam-se necessarios na descri¢ao
dos processos. A uniao dos efeitos de saturacao e flutuagoes é que torna a evolucao estocas-
tica — originando as chamadas equacoes de evolucao de lagos de pomerons. As flutuagoes
influem fortemente no comportamento diluido da evolucao, e poderiamos esperar que na
regido de altas densidades partonicas (regido de saturagio), tais efeitos ndo sejam impor-
tantes. Entretanto, mesmo nesta regiao, as amplitudes de espalhamento devem apresentar
uma cauda diluta, onde as flutuacoes desempenhariam importante papel. Assim, ao menos
teoricamente, a evolucao em altas energias deve considerar efeitos de flutuagoes no niimero
de particulas.

O processo de interesse neste trabalho é o espalhamento v*p, que é descrito no referencial
de dipolos de cor pelo espalhamento dipolo—proéton. Para descrever tal processo, utilizamos
o modelo AGBS para a secao de choque de dipolos, o qual interpola analiticamente as
solugoes assintoticas da equacao de evolugao de Balitsky e Kovchegov (BK) no espago de
momentum. Estendemos tal modelo incluindo os efeitos de flutuagoes e entao o usamos
para descrever a fun¢ao de estrutura do proton, a qual foi ajustada globalmente aos dados
do colisor Hadron Electron Ring Accelerator (HERA) para esta quantidade.

Como resultado, obtemos que, através do modelo AGBS, os efeitos de flutuacoes nao
estao presentes na evolucao, pelo menos nas energias atingidas em HERA. Assim, pode-se
concluir que uma descricao de campo médio, baseada somente nas solucoes da equacao BK,
é suficiente para a descricao dos dados nestas energias. Entretanto, para energias maiores,
como as que serao alcangadas no Large Hadron Collider (LHC), os efeitos de flutuagoes
podem ser importantes na descricao dos processos.



Abstract

We investigate the effects of the fluctuations in the gluon number in the high energy
hadron evolution, using the color dipole frame. We understand by fluctuations its statistical
meaning, i.e., deviations around the mean value. In the presence of these effects, the
evolution becomes stochastic, so that different realizations of the evolution result in different
realizations of the target under investigation. In this way, for a given value of the evolution
variable, different amplitudes are created — the so called event—by—event amplitudes. The
distributions of these amplitudes present a dispersion, related to the dispersion coefficient
which defines the existence of the fluctuations.

The high energy regime means that the number of particles inside the hadron is suf-
ficiently large, so that the saturation effects become necessary in the description of the
processes. Together, saturation and fluctuation effects make the evolution a stochastic pro-
cess — giving rise to the so called pomeron loop evolution equations. The fluctuations have
a strong influence on the behavior in the dilute regime of the evolution and we could expect
that in the high density region (saturation region), these effects are not important. However,
even in such region, the scattering amplitudes have a dilute tail, where the fluctuations play
an important role. Therefore, at least theoretically, the high energy evolution equations
have to consider the fluctuations effects.

In this work, the process of interest is the v*p scattering, which is described in the color
dipole frame by the dipole—proton scattering. To describe this process, we use the AGBS
model for the dipole cross section, which analytically interpolates between the asymptotic
solutions of the Balitsky-Kovchegov (BK) evolution equation in momentum space. We
extend this model by including the fluctuations effects and we use them to describe the F,
proton structure function, which was globally fitted to the Hadron Electron Ring Accelerator
(HERA) data for this quantity.

As a result, we obtain that, through the AGBS model, the fluctuation effects are not
present in the evolution in the energies reached at HERA. Then it can be concluded that
a mean field description, based on the solutions of the BK equation only, is sufficient to
describe the data at these energies. However, for large energies, like those will be attained
at the Large Hadron Collider (LHC), the fluctuations effects can be important in the de-
scription of the processes.



Conteudo

Introducao . . . . . . . . ...

1. A Cromodinamica Quéantica e os Processos de Espalhamento . . . . . . .

1.1 A Cromodinamica Quantica . . . . . . . . . . .. .. ... ... .. ... .. 6
1.2 Espalhamento Profundamente Inelastico . . . .. .. ... ... ... .... 9
1.2.1  Varidveis Cinemdticas . . . . . . . . . . . . . . . . ... .. ... .. 11

1.2.2 Modelode Partons . . . . ... .. ... ... 13

1.2.3 DIS no referencial de dipolosdecor . . . . ... ... ... .. .... 15

1.3 Equagoes de evolugao lineares . . . . . . . . . ... L. 17
1.3.1 DGLAP . . . . 17

1.3.2 BFKL . . . . 22

1.3.3 Dinamica BFKL no formalismo de dipolos de cor . . . . . .. .. .. 24

1.4 Conclusdes . . . . . . . . . 28

. A Evolugao e a Saturagao Parténica. . . . . . . . .. ... ... ... 29
2.1 As corregoes de unitariedade . . . . .. ..o 29
2.2 As equagoes de evolucao nao lineares . . . . . . ... .. ... ... L. 30
2.2.1 A equagao de Balitsky e Kovchegov . . . . . ... ... ... ... .. 30

2.2.2 A hierarquia de Balitsky . . . . .. .. ... . o000 33

2.3 Conclusoes . . . . . . . e 36

. Amplitudes de espalhamento em altas energias . . . . . . .. ... ... .. 37
3.1 A funcao de estrutura do proton no referencial de dipolos . . . . . . . . . .. 37
3.2 O escalamento geométrico e a fisica estatistica . . . . . . . . ... ... ... 39
3.3 O modelo AGBS para a amplitude T(k,Y) . . . ... ... ... ....... 46
3.4 Conclustes . . . . . . . e e e 50

. Flutuacoes e suas conseqiiéncias para a QCD em altas energias . . . . . 52
4.1 Flutuacoes e evolucao no formalismo de dipolos . . . . . . . ... ... ... 52
4.2  Equagoes de evolucao na presenca de flutuagoes e saturacao . . . . . . . .. 26
4.3 Uma equacao de Langevin para a evolucao na presenca de flutuagoes . . . . 59
4.3.1 Conexao com a fisica estatistica . . . . . . . .. ... ... ... ... 62

4.4 Flutuacoes no modelo AGBS . . . . . . . .. ... oo 65

4.4.1 Ajuste aos dados e resultados . . . . . ... 66



Conteudo vii

4.5 Conclustes . . . . . . . . e e e 70
Conclusoes . . . . . . . . 72
A. A funcao de estrutura do préton no espago de momentum . . . . . . . .. 75
B. A distribuicao de probabilidade para a escala de saturacao estocastica . 82

Referéncias . . . . . . . . s, 91



Introducao

Atualmente é aceito na comunidade cientifica que a teoria de campo que descreve de
forma satisfatoria as interagoes fortes entre quarks e glions é a chamada Cromodinamica
Quantica (QCD) [1,4,12]. Desde sua introdugao na década de 1970 até os dias atuais esta
teoria vem sendo usada para descrever satisfatoriamente uma grande variedade de processos,
buscando principalmente a compreensao de como se da a dinamica dos sistemas hadronicos
em altas energias. Neste sentido a QCD nao prediz a quantidade de partons no interior
dos hadrons, mas sim a evolucao das densidades destes partons, a partir de uma condicao
inicial. Em energias suficientemente altas a constante de acoplamento é pequena o bastante
para que técnicas perturbativas sejam empregadas.

Na QCD perturbativa, a evolucao das distribuicoes de partons — quarks e gltions —
que compoem os hadrons pode ser representada pelas equagoes propostas por Dokshitzer-
Gribov-Lipatov-Altarelli-Parisi (DGLAP) [18-20] e também segundo a proposta de Balitsky-
Fadin-Kuraev- Lipatov (BFKL) [21-24]. Para energias ndo muito elevadas, estas equagoes
tém obtido sucesso na descricao dos dados para os processos de interesse. Contudo, ambas
as equacoes prevéem um forte crescimento das secoes de choque totais — e portanto das
distribuicoes de partons, conforme a energia total aumenta. Este crescimento, se nao con-
trolado, pode levar a violagao dos vinculos de unitariedade da matriz S de espalhamento da
QCD perturbativa.

As equacoes DGLAP descrevem a evolugao em termos da variavel virtualidade Q?, que
estd relacionada ao momentum trocado entre as particulas durante a interacao. Durante
a evolucao, a emissao de novos partons é descrita em termos de uma cascata partonica,
com um forte ordenamento nos momenta transversos k dos partons emitidos no interior da
cascata. Devido a este ordenamento, o formalismo DGLAP ¢é vélido na regiao cinemética
asIn(Q?/Q3) ~ 1, a, < leayln(1/z) < 1, onde x é a variavel de Bjorken, que representa
a fracao de momentum do parton original e ()g é uma escala de momentum que permite o
uso de QCD perturbativa. Assim, as equagoes DGLAP sao validas na regiao de valores de
(Q)? nao muito baixos (Q* = 1 GeV?, onde a QCD perturbativa é aplicavel) e também numa
regido de z ndo muito pequena (x 2 0.001). No limite de pequeno z, esta evolucao considera
os termos dominantes neste regime — 1/, na aproximagao de duplo logaritmo dominante
(DLLA), a qual soma termos da ordem de [a,In(1/z)In Q%" com forte ordenamento na
variaveis x e k e faz com que as distribuicoes crescam rapidamente quando x — 0.

A andlise da regiao cinematica de pequeno x, que correponde a valores muito grandes da
energia total s e valores moderados de ()%, implica somar diagramas que contribuam com
termos da ordem [, In(1/z)]", com a,In(Q?/Q3) < 1 e asln(1/x) ~ 1. Nesta regido, a
aproximacao de duplo logaritmo dominante deixa de ser valida e devemos entao considerar
termos dominantes em In(1/z), com a dependéncia completa em @Q? mantida, de forma que
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o forte ordenamento nos momenta transversos, caracteristico da dinamica DGLAP, deve ser
atenuado, e uma integracao sobre todo o espaco de fase dos momenta transverso deve ser
incluida. Como resultado, a evolucao das densidades partonicas ocorre em fungao da variavel
x, para valores pequenos de z. A evolugao acontece agora para valores fixos de virtualidade
Q?, de forma que na medida em que a energia aumenta, a densidade de partons aumenta e
como a visualizagio do processo se d4 com escala fixa (Q? fixo), estes partons comegam a
se sobrepor até o limite onde o chamado limite de disco negro ¢ atingido. Como isto, vemos
que tanto a evolucdo DGLAP quanto a BFKL levam ao crescimento das distribuigdes de
partons, no limite de altas energias (s — oo e x — 0), de forma que devem ser incluidos
mecanismos que controlem tal crescimento. FEstes mecanismos devem considerar que, na
regiao de pequeno z, efeitos de miltiplos espalhamentos e recombinacao partonica ocorram,
levando a efeitos de saturacao das distribuicoes.

A forma encontrada para incluir os efeitos de saturacao partonica — e também de uni-
tariedade — na evolucao em altas energias foi incluir termos nao lineares nas equacgoes, em
adicao aos ja encontrados nas evolucoes lineares DGLAP e BFKL, que considerem justa-
mente os efeitos citados acima e esperados nesta regiao. Diversas equagoes foram desen-
volvidas ao longo das tltimas décadas, dentre as quais cabe salientar o trabalho de Gribov,
Levin e Ryskin de 1983, que deu origem a chamada equagao de evolugao GLR [26]. Esta
equacao prevé a recombinacao de partons, além da emissao ja prevista em DGLAP e BFKL,
para sistemas de alta densidade na QCD perturbativa, por meio da inclusao de diagramas
multi-escada — conhecidos também como diagramas “fan”. Outra equacgao que visa a uni-
tarizacao foi obtida em 1997 através do formalismo desenvolvido por Ayala, Gay Ducati e
Levin, resultando na chamada equagao de evolucao AGL [27,28], que ressoma a troca de
multiplos diagramas de escadas gluonicas, na aproximacgao de duplo logaritmo dominante
(DLA). Isto é feito com o uso da abordagem de Glauber para a QCD perturbativa, con-
siderando a interacao dos partons mais rapidos da escada com o alvo. Em determinados
limites cinematicos, o formalismo AGL recai nas equacoes DGLAP e na equacao GLR.

Um outro formalismo apropriado para investigar os efeitos de unitariedade das secoes
de choque em altas energias foi desenvolvido por Mueller [30] e, independentemente, por
Nikolaev e Zakharov [14,15], na década de 1990. Tal formalismo baseia-se no referencial de
dipolos de cor, no qual o espalhamento profundamente inelastico (DIS) ocorre por meio do
desdobramento do f6ton virtual — que prova o alvo — em um par quark—-antiquark ¢g, sendo
que este ltimo é que interage com o alvo. Usando este formalismo, Kovchegov [31,32] obteve
uma equacgao nao linear que generaliza a equacao BFKL — em sua representacao de dipolos
de cor, pela inclusao de um termo que unitariza-a no limite de altas energias. Balitsky obteve
em trabalhos anteriores a mesma equacao [33-35|, com o uso da Expansido do Produto de
Operadores (OPE) na QCD, obtendo uma hierarquia para a evolucao de operadores de linhas
de Wilson. Neste sentido a equacao de Kovchegov ¢ obtida na aproximacao de campo médio
para o operador correspondente a densidade de dipolos. Atualmente a equagao obtida nesta
aproximacao é conhecida como equacao de Balitsky e Kovchegov, que considera a interacao
dipolo—alvo através da evolugao do dipolo original, quando ocorre a formagao de uma cascata
de dipolos pelas sucessivas emissoes de gliions — os quais podem ser interpretados como
pares de quark—antiquark no limite de grande niimero de cores. Desta forma obtém-se uma
equacao nao linear que unitariza e regulariza as divergéncias infravermelhas da equacao
BFKL na aproximagao de logaritmo dominante (LLA) In(1/x).
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Enquanto estes desenvolvimentos eram feitos, Golec-Biernat e Wiisthoff [16]| constataram
que os efeitos de unitarizacao poderiam ser realmente vistos nos processos de DIS para o
espalhamento elétron—proton no experimento Hadron Electron Ring Accelerator (HERA),
do laboratorio DESY, em Hamburgo. O modelo proposto por eles — modelo GBW, para a
secao de choque de dipolos ag;f’ , apontou para uma nova forma de escalamento das secoes de
choque, chamada escalamento geométrico, que foi realmente observada nos experimentos de
HERA. Esta forma empirica de escalamento prediz que em altas energias a secao de choque
para o processo elétron—proton o? P(Y,Q?) — a qual esta relacionada & ag;f’ (Y, Q?), deve
depender apenas da variavel de escalamento 7 = Q?/Q?*(Y), e niao de forma independente
de Q% e da varidvel rapidez Y = In(1/x). A chamada escala de saturagao Q, define a regido
no espaco de fases onde os efeitos de saturacao se tornam importantes.

Solugbes numéricas para a equagao de evolucdo BK ja existem na literatura [54], mas
solucoes analiticas sao dificeis de obter. Uma maneira de contornar este problema é fazer
uma correspondéncia entre a evolucao da QCD em altas energias com processos de reagao—
difusao, muito estudados em fisica estatistica. Neste sentido é possivel mostrar, perante
uma aproximacao difusiva para o nicleo BFKL e uma mudanca de varidveis, que a equacao
BK estd em classe de equivaléncia com a equagdo desenvolvida por Fisher [45] e, inde-
pendentemente, por Kolmogorov, Petrovsky e Piscounov [46], para descrever problemas de
genética e conhecida como equacao FKPP. Esta equacao possui a propriedade de admitir as
chamadas solucoes de ondas propagantes, que representam o escalamento geométrico para
as amplitudes de espalhamento da equacao BK [48,49].

Entretanto, analisando a evolucao de dipolos em uma representacao Markoviana para o
formalismo de dipolos, Iancu e Mueller [60] mostraram que tal evolugao apresenta termos
responsaveis por flutuacoes no niimero de particulas — glions ou dipolos — no alvo, e que
estas flutuacoes mudam consideravelmente o panorama do espaco de fases para a QCD per-
turbativa em altas energias. Desta forma, é possivel mostrar que a hierarquia de Balitsky —
e portanto a equacao de evolucao BK — nao leva em conta os possiveis efeitos das flutuacoes
no nimero de particulas no alvo. Precisamente, esta nao leva em conta efeitos de miltiplos
espalhamentos no projétil, os quais correspondem, numa anélise dual (projétil e alvo) do
processo de espalhamento, as flutuacdes no nimero de particulas no alvo. A evolugao na
presenca de flutuagoes é descrita pelas chamadas equagoes de lagos de pomerons [58,59]—
ou pomerons QCD na aproximacao da troca de dois glions, advindas da combinagao dos
termos recombinagao partonica, responsaveis pela saturagao com os termos de emissao de
partons, devidos as flutuacoes. Tais equacoes formam uma hierarquia infinita de equacoes
acopladas — andalogamente a hierarquia de Balitsky, a qual pode ser descrita como uma
equagao de Langevin estocastica [58], com um termo de ruido branco gaussiano responsavel
pelas flutuagoes. Esta equacao é igual a equacao BK adicionada de um termo de ruido, de
forma que, usando a aproximacao difusiva para o nicleo BFKL, pode-se usar a analogia
com processos de reagao—difusao novamente e escrever a equacao de Langevin como uma
versao estocéstica da equacao FKPP, designada como equacao sFKPP. Desta forma, us-
ando novamente a analogia com a fisica estatistica, pode-se incluir efeitos de flutuacoes ao
formalismo de evolucao BK. O nimero de ocupacao de particulas N é discreto no modelo
de reacao—difusao, de forma que a descricao de campo médio — equacao FKPP, é obtida
no limite N — oo para a equacao sFKPP.

Dentre as principais mudancas para evolucao na presenca de flutuacoes, que se da agora
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de forma estocéstica, estd o fato que a cada realizacao do ruido resulta uma realizacao
do alvo, levando assim a uma amplitude evento—por—evento para a evolucao. A escala de
saturacao — que define a posicao das frentes de onda, se torna randomica: para uma dada
rapidez teremos diferentes frentes de onda correspondentes a diferentes realizacoes do alvo.
Estas frentes apresentam um distribui¢ao que é aproximadamaente gaussiana e uma relagao
de dispersao da forma o2 o« DY, onde D é o coeficiente de difusao que caracteriza as
flutuagoes. Outra consequéncia importante para a evolucao é que a velocidade assintética
com que as frentes de onda propagantes — ou amplitudes escaladas — viajam é menor que
o valor médio previsto pela evolucao BK, dita de campo médio. Precisamente, a velocidade
¢ igual ao valor de campo médio — advindo da evolugao BK — com uma correcao que
escala logaritmicamente — com o acoplamento forte oy, no caso da QCD e com o nimero
de ocupacdo N nos modelos estatisticos (reagao-difusao). Isto se traduz no fato de que as
frentes de onda sao compactas, bem localizadas no espaco em relacao as frentes de onda
da predicao de campo médio, devido a forma discreta das distribuicoes, de forma que a
evolucao é congelada num estado de velocidade pré—assintotica.

Como visto, o ruido é que gera uma distribuicao de frentes de onda para uma mesma
realizacao do alvo — uma mesma rapidez. Cada uma destas distribuicoes é descrita por
uma evolucao do tipo BK e portanto preserva o escalamento geométrico, ou seja, para difer-
entes rapidezes as frentes individuais em cada distribuicao terao sempre a mesma forma,
embora estas sao mais dispersas para rapidezez maiores. A amplitude média, ou amplitude
fisica, é obtida por meio da integracao das amplitudes individuais — evento—por—evento,
sobre a variavel estocéstica que define a posicao das frentes, com a funcao peso que define
a distribuicao de probabilidade para a distribuicao de tais frentes. Ou seja, ela é obtida
tomando-se a média sobre a posicao estocastica das frentes de onda. O fato curioso, e
também conflitante com o comportamento de campo médio da evolucao, é que a ampli-
tude média nao preserva o escalamento geométrico, mas se comporta de forma diferente,
mostrando um escalamento proporcional ao coeficiente de difusao D e portanto chamado
escalamento difusivo. Esta é uma das principais diferencas entre a evolucao com flutuacoes
e a evolucao usual de campo médio.

O objetivo deste trabalho é investigar o quanto os efeitos de flutuacdes no numero
de particulas é importante para a descricao dos dados de DIS nas energias atingidas em
HERA [51-53|. Para tanto, usaremos um modelo para a amplitude de espalhamento — e
portanto para a secao de choque — dipolo—proton, o qual interpola analiticamente entre
os comportamentos assintoticos das solucoes da equacao de evolugao BK, obtidos por meio
da analogia com processos de reacao—difusao para o regime diluto e por meio de vinculos
de unitariedade para o regime saturado. Tal modelo, proposto por Amaral, Gay Ducati,
Betemps e Soyez e que chamaremos modelo AGBS [42], foi obtido na anélise de acoplamento
a, fixo e usado para descrever os dados da funcao de estrutura do proton F, em HERA,
com um excelente ajuste aos dados. Introduziremos os efeitos de flutuacoes ao modelo por
meio das consideracoes feitas acima e entao usaremos o novo modelo para ajustar os dados
de HERA para a funcao de estrutura do proton. Com isto, poderemos inferir a importancia
dos efeitos de flutuagoes na descricao de processos nas energias atingidas em HERA, bem
como testar a robusteza do modelo AGBS.

O trabalho sera organizado da seguinte maneira: no capitulo 1, apresentaremos os as-
pectos bésicos da QDC perturbativa, bem como do espalhamento profundamente inelés-
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tico necessarios & compreensao dos capitulos seguintes. Em relacao ao DIS, apresentamos
também a interpretacao deste por meio do modelo de partons, além de sua descricao no
referencial de dipolos de cor. em seguida apresentamos as dinamicas de evolucao lineares
descritas pelas equacoes DGLAP e BFKL.

No capitulo 2 veremos como os efeitos de unitariedade se fazem necesséarios na descri¢ao
dos processos em energias muito altas. Em seguida apresentamos algumas equacoes de
evolucao nao lineares desenvolvidas para este fim, onde enfatizamos a descricao das equacoes
desenvolvidas com base no referencial de dipolos de cor, apresentando a equacao de Balitsky
e Kovchegov (BK) e também a hierarquia de Balitsky. Mostramos como a equagao BK é
obtida por meio de uma aproximacao de campo médio para a hierarquia de Balitsky, o que
sera util ao falarmos de flutuagoes.

No capitulo 3 apresentamos o modelo AGBS para a amplitude de espalhamento dipolo—
proton. Comecamos descrevendo a funcao de estrutura do préoton F, no espaco de momen-
tum, onde o modelo foi construido, que sera ttil no ajuste do modelo aos dados de HERA
para F3. Em seguida discutimos as solucoes assintoticas da equacao BK, fazendo a analogia
com os processos de reacao—difusao do tipo FKPP. Visualizamos como estas solugoes ap-
resentam o escalamento geométrico para o regime diluto da evolucao. Por fim, mostramos
como o modelo AGBS é construido com base nestas solucoes e como os parametros sao
ajustados aos dados de DIS de HERA.

O capitulo 4 sera dedicado as discussoes com respeito as flutuagoes. Comecamos vendo
como a evolucao de dipolos numa representacao Markoviana fornece um referencial apro-
priado para a descricao de flutuagoes no nimero de particulas na QCD em altas energias.
Entao mostramos como pode-se obter equagoes de evolucao que incluam tanto efeitos de
recombinacao necessarios na regiao de saturagao como efeitos de flutuacoes, importantes no
regime diluto. Isto da origem as chamadas equacoes de lacos de pomerons, as quais formam
uma hierarquia infinita que pode ser escrita como uma equacao de Langevin, que veremos,
pode novamente ser posta em analogia com processos de reagao—difusao, muito estudados
em fisica estatistica. Finalmente, apresentaremos como o modelo AGBS se comporta com
a inclusao de flutuagdes na evolucao. Os resultados do ajuste aos dados de HERA para a
funcao de estrutura F, do proton sao apresentados.

Ao final de cada capitulo faremos conclusoes parciais que serao reagrupadas ao final,
juntamente com as conclusoes finais e perspectivas futuras. Como resultado principal do
ajuste do modelo AGBS, na presenca de flutuagoes, aos dados de HERA, vemos que estes
efeitos nao desempenham papel importante na evolucao da QCD perturbativa nas energias
atingidas em HERA, sob o ponto de vista do modelo AGBS. Neste sentido, uma descri¢ao
de campo médio é suficiente para a descricao dos dados. Contudo, cabe salientar que em
energias maiores, tais efeitos devem desempenhar papel importante, de forma que pode
ser importante procurar observaveis passiveis de descreverem tais efeitos nas energias dos
colisores Relativistic Heavy Ion collider (RHIC) e Large Hadron Collider (LHC).



Capitulo 1

A Cromodinamica Quantica e os
Processos de Espalhamento

1.1 A Cromodinamica Quantica

A Cromodinamica Quéantica (QCD) é a teoria de calibre que descreve as interagoes fortes
entre quarks e glions, coletivamente chamados partons. Segundo esta teoria, as particu-
las observaveis, como o préton e o néutron, sao constituidas de particulas elementares,
chamadas quarks, que interagem entre si através de um campo de interacao que é mediado
por particulas chamadas glions, de forma analoga ao que ocorre para a Eletrodinamica
Quantica (QED) em relagao ao foton. Sendo uma teoria de calibre, a QCD é descrita
através da invariancia de propriedades de simetria relacionadas ao grupo de simetria SU(3),
onde N, = 3 define a dimensao do grupo e introduz um novo nimero quantico & teoria,
que por razoes histéricas chamou-se cor. Este novo grau de liberdade da teoria, é definido
por trés cores: vermelho, verde e azul. Desta forma, quarks e glions possuem carga de cor
responsavel por sua interacao miitua, excluindo assim as particulas que nao possuem tal
carga, como os léptons.

Em termos matematicos, os quarks — por serem férmions — sao representados por
espinores ¢,, onde a = 1...N, = 3 & o indice de cor. Os glions sao campos vetoriais
representados pelas matrizes ¢4 geradoras dos grupo de simetria SU(3), de tal forma que
surgem 8 matrizes geradoras, ou 8 glions, identificadas pelo indice A =1...8.

Entretanto, apesar de muitos esforcos experimentais para a observacao dos quarks, estes
nunca foram observados livres, mas sim em estados hadronicos de dois ou trés quarks, ou
seja, o0 que se observa sdo meésons (q,q,) e barions (¢,qyq.). Este fato evidencia que a forca
agindo sobre os quarks deve aumentar com a distancia, ao contrario do que ocorre na QED
por exemplo. Por outro lado, pode-se descrever razoavelmente bem as secoes de choque para
processos em altas energias, como no caso do espalhamento profundamente ineléstico que
descreveremos a seguir, utilizando um modelo no qual os quarks interagem simplesmente
atravéz de sua carga elétrica. Isto resulta em uma interagao entre os quarks cuja a forca é
relativamente fraca para curtas distancias, enquanto para grandes separacoes esta forca é
muito grande. Estes comportamentos sao muito bem descritos pela QCD no que se chama,
respectivamente, liberdade assintotica e confinamento.

A densidade Lagrangiana da QCD é dada por

»CQCD = Lcléssico + Lax + »Cfantasma- (11)
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A lagrangiana cléssica, correspondente a dinamica dos quarks e glions, é dada por [1]

Eclassico = _4F;3/Fﬂy + Z Qa Z7 )abea (12)

sabores

onde m é a massa do férmion e
(Du)ab = 0pap + ng@AAf)ab (1.3)

é a derivada covariante, com g, correspondendo & constante de acoplamento forte.
O tensor de campo, que descreve o campo dos glions, é dado por

FA = 9,A% — 9,A% — g, fABOAP A, (1.4)
fABC

onde sao as chamadas constantes de estrutura da QCD, as quais sao antisimétricas
perante a troca de indices e completamente definidas pela relacao de comutacao

[t4,1P] = o fAPCC. (1.5)

Observando o tensor de campo (1.4), notamos que além da presenga do indice A, relacionado
ao grupo de simetria da teoria, a principal diferenca entre a QCD e a QED é que nesta tltima
nao existe o termo gszBCABAC Em teoria de perturbacao, este termo, ap6s a contragao
do tipo FA F¥ na Lagrangeana gera os vértices de trés e quatro glions.

A QCD ¢ uma teoria de calibre local, significando que é invariante frente a transformacoes
da forma

w(@) = ¢,(@) = U@a(@) = [""0)] q@), (1.6)

onde §4(z) ¢ um conjunto de funcoes com dependéncia espaco-temporal que revela a na-
tureza da invariancia de calibre local. Da mesma forma, o campo vetorial deve ser modificado
frente a transformagoes A, — A}, tal que

DLq'(x) = (QL + zgStAA:f‘) U(z)D,q(z), (1.7)
de onde obtemos que
/ - ? -
tAAl;4 = U(:p)tAA;‘U Yz) + 0 [0,U(2)| U (). (1.8)

Isto implica que o tensor de campo F;,‘, obedece a seguinte transformacao
ArA ApAgr—1
t°F,, = U@t F,U  (x). (1.9)

E importante notar que a invariancia frente a transformacoes de calibre locais da teoria
possibilita a utilizacao de calibres convenientes para os calculos, uma vez que as amplitudes
de espalhamento para quaisquer processos sao independentes da escolha do calibre.

Para escalas de momentum suficientemente grandes a constante de acoplamento da teo-
ria, g5, € pequena o suficiente para que técnicas perturbativas possam ser usadas na anéalise
da mesma. Entretanto, a obtencao de propagadores e vértices de interagao por métodos
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perturbativos esbarra no problema da arbitrariedade do campo de glions A,. A fim de
evitar estes problemas devemos fixar o calibre da teoria, como expresso no segundo termo
da Lagrangeana (1.1). Uma possibilidade é fixar o calibre de forma covariante, que pode
ser feito usando o calibre de Lorentz 0, A"y =0

1
Lo = 55 (0,44, (1.10)

onde A\ é o parametro de calibre. Neste calibre o propagador do campo de glions tem a
forma

DM = —ki ¢ (A —1) (1.11)
onde k* corresponde ao quadrimomentum da particula. Quando A = 1 temos o chamado
calibre de Feynman.

Outra maneira de fixar o calibre é usando os calibres axiais, quando a Lagrangiana de

fixacao de calibre tem a forma
1 AN2
‘Cﬁx = —2)\ (nMAM> y (112)

que por depender do vetor n* é nao covariante. O propagador neste calibre é dado por
nupv + U m (n2 + )‘p2)pupu

7
1Dapw(p) = 04— | —Guw + — ; 1.13
12 ( ) p2 122 n-p (n ‘p)g ( )

o qual ¢ muito mais complicado que o propagador para calibres covariantes. Este calibre,
porém, tem a vantagem de nao introduzir na teoria os chamados campos fantasmas, que
veremos adiante. Assumindo n? = 0 e A = 0, denotado como calibre no cone de luz, o
propagador toma a forma simplificada

1
ZDAB,,uV(p) = 5ABPd,uV(p7 n)7 (114)

onde
NuPy + NPy

n-p
O calibre de cone de luz também é chamado calibre fisico, pois para p> — 0 somente as
duas polarizagoes fisicas propagam-se:

duw(p,n) = —gu + (1.15)

n"d,.,(p,n) =0, pd,.(p,n) =0, (1.16)
quando podemos expandir d,, como
du =Y e (p,n)el (p, ), (1.17)
i=1

onde p- e =0en-e® =0.
A QCD é uma teoria de calibre ndo-Abeliana, pois os geradores do grupo SU(3) no
qual esta baseada ndo comutam entre si, como podemos ver na rela¢ado de comutacao (1.5).
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Para teorias com esta propriedade surgem problemas matematicos, os quais podem ser
solucionados com a introducao na Lagrangeana de um termo correspondente aos campos
fantasmas, ou campos de Fadeev-Popov, obtidos por meio do método de integrais de caminho
[2,3]. No caso dos calibres covariantes que introduzimos anteriormente, a Lagrangena para
tais campos tem a forma,

Efantasma = 8;L77AT(DZBUB)7 (118)

com
(Dy)ap = 9ubap + 19:(t AL ap. (1.19)

O campo n? é um campo escalar complexo que obedece a estatistica fermionica e nao cor-
responde a uma particula real, estando presente somente nas linhas internas dos diagramas.
Este termo nao esta presente na, QED pois suas constantes de estrutura sao efetivamente nu-
las, de forma que os campos fantasmas nao se acoplam com particulas reais. Fisicamente, a
adicao dos campos fantasmas a teoria corresponde a cancelar graus de liberdade nao-fisicos
que estariam presentes nos calibres covariantes. A forma — e mesmo a presenca — do
termo Lpantasma Na Lagrangena depende da condicao de calibre. Como mencionamos, o uso
do calibre axial, embora torne a forma do propagador muito complicada, evita a introdugao
dos campos fantasmas.

A partir da Lagrangena (1.1) é possivel obter as chamadas regras de Feynman, que
simplificam os calculos das amplitudes associadas a cada diagrama da teoria. Estas regras,
no calibre covariante de Feynman, estao representadas na Fig.1.1, onde deve-se notar que:
cada vértice deve conservar energia e momentum, levando aos fatores mostrados para cada
diagrama; em cada diagrama, devem ser incluidos no calculo das amplitudes termos de
estado final e incial, representados por

Quark: u®(p)

. Antiquark: 0%(p)
Inicial Gltion: €, (p)ac (1.20)

Foton: (k)

Quark: u*(p)

_ Antiquark:  v*(p)
Final Gliion: & (p)a (1.21)

Foton: e, (k)

onde o indice a refere-se ao fator de cor.

1.2 Espalhamento Profundamente Inelastico

O espalhamento profundamente inelastico (DIS) caracteriza-se pela interagao eletro-
magnética de um lépton ¢ de alta energia com um nucleon N (préton ou néutron), ou com
nucleons dentro do niicleo. Tais interagoes ocorrem por meio da troca de um bodson de
calibre (v*, Z° para corrente carregada e W+ para corrente neutra) '. No caso de corrente

LA troca de um féton virtual 4* contribui muito mais do que troca dos boséns Z° e W para a secio
de choque do processo, pois 0s bésons vetoriais tém massa e sdo suprimidos se a virtualidade Q% nio for
muito grande, como vemos pela forma 1/(Q? + M?) do propagador.
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Fig. 1.1: Regras de Feynman para a QCD e QED em um calibre covariante (de Feynman).
Os fotons sao representados por linhas onduladas, glions por linhas espirais,
férmions por linhas solidas e fantasmas por linhas tracejadas.
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neutra o 1épton final é do mesmo tipo que o inicial, enquanto que para corrente carregada
os léptons finais e iniciais sao diferentes. No estado final sao medidos o lépton e um estado

hadrénico X, como vemos em
{4+ N =0+ X. (1.22)

No caso de medirmos, além do estado hadronico X, somente o lépton no estado final temos
um processo dito inclusivo, enquanto que, havendo a selecao de um certo estado final, como
por exemplo os mésons p, J/1, ..., o processo é chamado exclusivo.

1.2.1 Variaveis Cinematicas

Fig. 1.2: Processo de Espalhamento Profundamente Ineldstico (DIS) em ordem mais baiza
(LO) em teoria de perturba¢ao.

O processo caracterizado por (1.22) esta representado na Fig.1.2. Entendemos esta
figura através da QED, onde o foton com quadrimomentum ¢* do tipo espago (¢> < 0) é
que define a escala de energia pela qual a estrutura hadronica seré provada. No processo, o
lépton possui quadrimomentum k* no estado inicial e &’* no estado final. O nucleon possui
quadrimomentum P* e o estado hadronico possui quadrimomentum P¥. Assim, o processo
é descrito pelas variaveis independentes de Mandelstam

s = (k+P)*= Ecu (1.23)
= (k-k)"=-@ (1.24)
u = (k— Px)? (1.25)

onde vemos que s é a energia do centro de momentum lépton—nucleon e Q? é a chamada
virtualidade do foéton, definida por

Q*=—-¢F=k-FK)?2>0. (1.26)
Para o sistema y*-nucleon tal energia é definida por
W? = (P +q)*. (1.27)

Em relacao ao referencial de laboratorio é possivel determinar a diferenca de energia
entre os estados inicial e final do lépton

v=E-FE =—2 (1.28)
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onde my é a massa do nucleon. O DIS é descrito pela introducao da variavel adimensional
de Bjorken
2 2 2
L= ¢ - “ — 2 QQ 2
2P-q 2myv  Q*+W?2—my

definida no intervalo 0 < z < 1, pois W2 > m3 e W2 =m3 + 2P - q(1 — z).
A variavel chamada algumas vezes de inelasticidade define a fracao de energia perdida
pelo 1épton no referencial de repouso do nucleon

(1.29)

v _P-q_W2+Q2—mN
E Pk s—ma

(1.30)

e também ¢é valida no intervalo 0 < x < 1. A expressao profundamente inelastico refere-se
ao regime onde myv < m% e Q? < m%, mantendo-se x fixo. Assim, ¢ possivel desprezar
a massa do nucleon frente as outras grandes escalas de energia do processo.

Em ordem mais baixa na QED, a secao de choque inclusiva para o processo definido em
(1.22), com o lépton sendo um elétron, pode ser escrita no referencial de laboratério como

do o2 F
N = eX) = —Jdem = puvyy 1.31
apan N TN = 5 o E g (1.31)

onde E’ é a energia do elétron no estado final e Q é o angulo s6lido de espalhamento deste
elétron. Na expressao (1.31), L é o tensor de vértice leptonico, calculado através da regras
de Feynman da QED, e que tem a forma

L = 2(K" k" + Kk — k- K g™, (1.32)

e W, € o tensor do vértice hadronico
1
W, = - / iz (N|J#(2)J7(0)| V), (1.33)
s

onde J* é o operador densidade de corrente representando a probabilidade de transicao do
estado final para o estado inicial. O tensor hadronico W, contém todas as informagoes
sobre a interacao entre o féton virtual v* e o nucleon, inclusive sobre a possivel estrutura
interna que este féton prova durante a interacao.

Apesar do tensor hadronico nao ser conhecido por primeiros principios é possivel parame-
triza-lo em termos dos quadrimomenta presentes no vértice que o define. Uma possibilidade
de parametrizagao é [4]

a"q” P-q P-q 1
Wep=\—-9¢"+—7|W Pt — ——g" | | PP — ——q¢" | — W, 1.34
' (g+q2> 1+< qu)( q2q)m?v2 (31
de forma que apods a contragdo dos tensores em (1.31), a se¢do de choque para o DIS

nao polarizado pode ser escrita como funcio de duas fungdes de estrutura W (v, Q?) e
W2(V7 QQ) [475]

do 4a?, E" 5 [0 5 (0
1E'dQ (eN — eX) = ol [2W1sen (§> + W cos (5)} , (1.35)
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onde 6 é o angulo de espalhamento do elétron.
Podemos reescrever convenientemente as funcoes de estrutura de forma adimensional

Fi(z,Q%) = mxWi(v,Q°) (1.36)
Fy(z, Q%) = vWa(v, Q%) (1.37)

de forma que o tensor hadronico adquire uma forma adimensional, como funcao de F} e F5,
fornecendo a secao de choque para o DIS em fungio de z e y [5]

2
do  4mag,s

dedy Q4

Tym3,

{xyzFl(x, Q%) + (1 — ) Fy(z, QQ)} : (1.38)

Além disso, também é possivel escrever a secao de choque de foto-absor¢ao virtual, um
sub-processo do DIS, em termos das fungoes de estrutura [6]

2
47 ey,
Q2
onde os indices L e T referem-se as componentes longitudinal e transversal, respectivamente,

tal que

Frr(r,Q%), (1.39)

Oztijy(xv QQ) =

FL = F2—2.§UF1. (141)

Notando que Fy, = Fj, + Fr, temos que a soma das componentes transversal e longtudinal
da secao de choque de foto-absorcao é proporcional a Fj

2
A% e,

Q?

Fy(z, Q). (1.42)

0" (@, Q%) =

1.2.2 Modelo de Partons

A verificagao experimental obtida na década de 60 com os resultados do Acelerador
Linear da Universidade de Stanford (SLAC) [7], de que no limite de Bjorken [8] definido por

QZ

2myv

fixo, (1.43)

v,Q* — 00, com =

as funcoes de estrutura dependem somente da variavel adimensional z e ndo mais de Q? e
v, deu origem ao que convencionou-se chamar de modelo de partons. O limite de Bjorken
implica

C1212m myWi(v, Q%) ~ Fi(), (1.44)
C1212m vWo(v, Q%) =~ Fy(x). (1.45)

Este comportamento é chamado escalamento das funcoes de estrutura e foi predito por
Bjorken [9] a partir da algebra de correntes. Em principio as fungoes de estrutura poderiam
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Fig. 1.3: Interpretacao do DIS através do modelo de pdartons.

ter uma forte dependéncia na virtualidade do foton Q?, ja que a estrutura interna do hadron
poderia ser excitada de diferentes maneiras para diferentes valores de Q2. O escalamento
acima citado, observado experimentalmente no SLAC [7], sugere que o foton sofre um es-
palhamento elastico com particulas puntuais, chamadas partons, que constituem o hadron.
Isto é o que ilustra a Fig.1.3 e o que discutiremos a seguir.

Num referencial onde o hadron possui momentum P — oo, i.e., num limite relativistico,
este apresenta efeitos de contracao temporal e dilatacao espacial, de forma que pode-se
desprezar as massas e os momenta transversos dos partons constituintes, que comportam-se
como particulas livres. Desta forma, os partons movem-se paralelamente em relacao ao
movimento do hadron, carregando uma fragao & do momentum do hadron, de forma que a
soma sobre todos os partons resulta no momentum do hadron

> &P=P. (1.46)

O modelo de partons implica ainda que a secao de choque ineléstica 1épton-hadron ¢ +
N — ¢’ + X & a soma incoerente (soma de probabilidades) das se¢oes de choque elasticas
individuais ¢ 4+ ¢; — ¢’ + ¢/. Considerando a conservagdo de momentum aplicada ao vértice
parton-boson &;p + g = p’ obtém-se que

¢ = =1, (1.47)

ou seja, a variavel de Bjorken x pode ser interpretada como a fracdo de momentum do
hédron portada pelo parton espalhado.

Na descricao do hadron segundo o modelo de partons, torna-se necessaria a defini¢ao da
probabilidade de encontrarmos um destes partons portando uma fracao £; = x do momentum
do hédron, a qual é chamada de densidade partonica f;(x). O namero de partons ¢ no hadron
pode ser expresso da seguinte forma:

Ni:/fi(:c)dx. (1.48)

Por conservacao de momentum, resulta que a soma sobre todas as fracoes de momentum
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portadas pelos partons (carregados ou nao) é igual ao momentum do hadron, i.e.

Z/xlfz(x)dxl = 1. (1.49)

De posse da densidade partonica f;(x), é possivel encontrar uma relagao entre as fungoes
de estrutura [} e F5, descrita por

Fy=2aF =) ¢ fi(x), (1.50)

onde e; corresponde a carga de i-ésima espécie de parton. A relagao (1.50) é um resultado
direto do fato de os partons possuirem spin 1/2 [10,12] e é chamada Relagdo de Callan-
Gross [11].

Usando o conhecimento da classificagao dos hadrons através de simetrias do grupo SU(3)
[13], estes partons puderam ser identificados como os quarks constituintes dos héadrons.
Desta forma, os hadrons sao constituidos de dois tipos de quarks: os quarks de valéncia,
que possuem uma natureza nao-perturbativa e definem cada tipo de hadron conhecido, e os
quarks de mar, produzidos em pares quark-antiquark pela flutuacao dos propagadores da
interacao forte.

A partir dos resultados do espalhamento elétron-proton, verificou-se que incluindo apenas
a contribuicdo de partons carregados em (1.49), obtém-se um valor aproximado de 0.5 [10].
Este resultado indica que aproximadamente 50% do momentum total do hadron deve estar
associado a péartons que nao portam carga elétrica, nao sendo diretamente detectados em
experimentos de DIS. Estes partons podem ser associados com as particulas mediadoras
da interacao forte, os glions. Experimentalmente, as distribuicoes de quarks de valéncia
anulam-se para x = 0 e x = 1, enquanto que os quarks de mar tendem a popular a regiao de
pequeno z. Os glions, por sua vez, sao originados em maior nimero na regiao de pequeno
x, JA que nao possuem massa. Na regiao de x muito pequeno o que realmente domina nas
distribuicoes de partons é a componente gludnica.

1.2.3 DIS no referencial de dipolos de cor

Apresentaremos aqui a descri¢cao de processos no espalhamento profundamente inelastico
(DIS) no referencial de repouso do alvo, mais conhecida como referencial de dipolos de cor?.
Neste referencial o espalhamento profundamente inelastico pode ser representado como se
o foton virtual (a particula prova) emitido pelo elétron flutue em um par quark—antiquark,
ou seja, em um dipolo, que posteriormente interage com o alvo, que pode ser um préton ou
um nucleo por exemplo. Ou seja, no referencial de dipolos a quantidade que esta provando
o alvo nao é mais o foton virtual e sim o par qq. O féton pode ser expandido na base de

2 Nio devemos confundir o referencial de dipolos com o formalismo de dipolos, embora eles estejam inti-
mamente relacionados. O primeiro, como o proprio nome diz, é a construgdo de um referencial conveniente
para a descricao do DIS em altas energias. Ja o segundo esté relacionado com o limite de grande nimero de
cores N, e dé conta da evolugao em energia de um dipolo, descrevendo os possiveis glions emitidos durante
a evolucdo como pares de quark—antiquark (dipolos).
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Fig. 1.4: Representagao de um processo em DIS sequndo o formalismo de dipolos de cor.

quarks e glions como uma superposicao de estados de Fock em termos de suas flutuagoes
hadronicas [14, 15]

vy =" laa) + lqdg) - (1.51)

Para pequenas separagoes transversas do par quark—antiquark, ou seja, pequeno r (veja
Figura 1.4), a configuracao dominante consiste no par ¢G. Para grandes separagoes, podem
aparecer contribui¢oes mais complexas, como por exemplo ggg. Consideraremos, no entanto,
somente a contribuicao dominante g, para a qual o tempo de vida é muito importante, pois
se considerarmos que este tempo é muito maior do que o tamanho do alvo, entao podemos
pensar que o par interage durante um curto intervalo de tempo com o alvo de tal forma que
sua separacao transversa é constante durante a interacao, como vemos na Figura 1.4. Este
tempo, também chamado de comprimento (ou tempo) de coeréncia I., pode ser estimado
com o uso da relacdao de incerteza. Para isso, consideramos um féton com virtualidade 2,
energia gy e momentum grande |q|, de forma que o comprimento de coeréncia é o tempo
no qual o foton virtual existe como uma flutuagao ¢g de massa M. Pelo principio da
incerteza, temos que este comprimento é inversamente proporcional & variacao de energia
entre o foton e o par qg, logo

L ! o 2alldl (1.52)

AE |q‘2+Mqu—q0NMqu+Q2NQ2’

Le

onde usamos M,; = Q* na tltima passagem, por conservacio de momentum. Utilizando a
defini¢do da variavel de Bjorken x = Q?/2p - ¢, e notando que no referencial de repouso do
alvo vale que p - p = my|ql, e entdo Q* = 2xmy|q|, resulta que

- 1
T 2myax’

(1.53)

onde my é a massa do alvo. A fim de ilustrar a validade do referencial de dipolos, para o DIS
na regido cinematica tipica do colisor HERA, chegando a valores x ~ 107°, o comprimento
de coeréncia é da ordem de 10 fm, o qual é maior que o raio de qualquer niicleo atdémico.
Segundo o referencial de dipolos, a secao de choque pode ser escrita como a convolugao da
probabilidade de o féton decair em um dipolo com a secao de choque do espalhamento deste
dipolo com o alvo, o que leva a relacao

1
U%,E(Q2> Y) = /dQT/ dz|\IIT,L(T> 2 Q2)|2021i1)p(rv Y)’ (1'54)
0
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onde Y = Inl/x é a rapidez dos constituintes do alvo que interagem com o dipolo. A
formulagao acima é vélida também no limite nao perturbativo da QCD, uma vez que é
determinada a partir da estrutura de espago-tempo do processo. A quantidade ¥ 1 (r, z; Q?)
refere-se as componentes transversal e longitudinal da funcao de onda do f6ton que descreve
a formacao do dipolo, onde z e 1 — 2z sao as fragoes de energia do féton portadas pelo quark e
anti-quark, respectivamente. Para contribuicoes como qg, as funcoes de onda sao calculadas
através da eletrodinamica quantica (QED) perturbativa e sdo dadas por [14]

[Ur(r,5 Q)P = ;j;mz {[2+ (1= 2] QETQur) + my K@)} (155)
Wi(r, 5 Q) = ;j;’”z {40222 (1 - 2’ K3(Qur)} (1:56)

onde N, é o nimero de cores, Qg =z(1 —z)Q2+mq, com mg como a massa do quark de sabor
q e Ky sao as Fungoes de McDonald de ordem zero e um, respectivamente. Na expressao
(1.54), a quantidade ‘7311;)(7’ Y') é a secdo de choque de dipolo, a qual ndo pode ser calculada
perturbativamente como acontece com a fungao de onda do féton, sendo assim dependente
de modelo. Posteriormente iremos comentar a respeito de um modelo desenvolvido no espago
de momentum para a secao de choque de dipolos, o qual servira de base para a investigacao

dos efeitos de flutuacoes na evolucao das amplitudes da QCD em altas emergias.

1.3 Equacoes de evolucao lineares

1.3.1 DGLAP

O modelo de partons descreve o espalhamento profundamente inelastico como a interagao
elastica de um foton virtual com um dos partons (quarks) constituintes dos hadrons, como
mostramos na Fig.1.3. Por outro lado, a QCD prevé a existéncia de uma nuvem de glions
virtuais e pares quark-antiquark ao redor dos quarks de valéncia que compoem os hadrons,
sendo que a virtualidade Q? da particula que prova o hidron determina a quantidade de
partons que serao observados no interior desta nuvem. Cada um destes partons porta uma
fracao do momentum do hadron ao qual fazem parte, de forma que, quanto maior o valor
de @2, maior é a probabilidade de encontrar um parton no interior no hadron com uma
parcela menor do momentum total de tal hddron. Com isto, a funcao de estrutura do
hadron experimentado deve apresentar dependéncia na virtualidade Q?, violando assim o
escalamento previsto pelo modelo de parton para estas quantidades (ver 1.44).

Este comportamento distinto ocorre porque o modelo de parton descreve o processo DIS
desconsiderando a dinamica do gliion como portador da forca forte associada a carga de
cor portada pelos quarks, como estabelece a QCD. Desta forma, ignora a possibilidade dos
quarks emitirem gliions. Para introduzir tais efeitos no modelo de partons, vamos considerar
que o quark da Fig.1.3 possa emitir glions (Figl.5a) e ainda que um glion que compde o
hédron possa interagir com o quark (Fig.1.5b). Considerando a expansido perturbativa em
termos das constantes de acoplamento da QED e da QCD, « e a4, respectivamente, vemos o
modelo de partons como a contribui¢ao de primeira ordem O(«) para a dinaAmica no interior
do hadron, enquanto que as corregoes citadas acima sao de ordem O(aay).
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*

2

(a) )

Fig. 1.5: Contribuicoes de ordem O(aays) para o processo ep — eX nao contidas no modelo
de pdrtons: (a) Emissao de glions pelos quarks e (b) Glions no estado inicial.

A inclusao dos diagramas da QQCD no processo DIS determina que as fungoes de estrutura
nao sejam mais escalonadas pela varidvel de Bjorken, como ocorria no modelo de partons.
Contudo, a QCD consegue explicar como ocorre a quebra do escalamento das funcoes de
estrutura do DIS e é isso que abordaremos a seguir. O modelo de partons permite descrever
a funcao de estrutura F, em uma forma fatorizada

R =Y [ds0F (), (1.57)

onde FQ‘I representa a funcao de estrutura elementar dos quarks, que é proporcional a secao
de choque de fotoabsorcao para o espalhamento v*q. No modelo de partons tal processo é
simplesmente 7*q(q) — ¢(q) e esta representado na Fig.1.6a, de forma que

Fi(2) = €25(1 - 2). (1.58)

Esta expressao, juntamente com (1.57) fornece a expressdo bem conhecida do modelo de
partons, Fy = x Y e2[fy(x) + fa(x)].

Este seria o fim do assunto se os quarks (e antiquarks) fossem considerados livres no
interior dos hadrons, mas isso nao ocorre. A QCD prevé que os mesmos interagem por meio
de emissao e absor¢ao de glions, de forma que outros diagramas, de ordem O(aay) devem
ser adicionados & teoria para uma descricao correta de Fh. Estas correcoes ao processo
v*q(q) sdo mostradas na Fig.1.6, onde identificamos os diagramas nas Figs.1.6b,c com a
emissao de glions reais nos canais t e s, respectivamente. Temos ainda as radiacoes de
glions virtuais, que no diagrama da Fig.1.6d representa a correcao ao vértice v*q, enquanto
que nas Figsl.6e,f correspondem a correcoes de auto-energia. Estes diagramas contribuem
para a funcgao de estrutura qu(z) com um termo da forma

Qg o

Fi(z,Q%) = ot lP(z) In (ﬁ) + h(z)] , (1.59)

onde P(z) e h(z) sao fungdes finitas e kg é um corte no momentum transverso k; do quark
introduzido para regularizar divergéncias de pequeno momenta nos diagramas de emissao
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oK

(c)

bl e

Fig. 1.6: Diagramas que contribuem ao processo v*q em ordem O(aay).

de gltion real. Assumindo uma dependéncia em Q* em FQq na relacao (1.57) e renomeando
f4(x) como a densidade de quarks nesta relacao, podemos somar as contribui¢oes de ordem
O(ay), dada por (1.59), e O(a?), dada por (1.58). Desta forma, temos que a fungio de
estrutura para o nucleon ¢ dada por

(z, Q%) Ze :c{fq +—/;%fq(8)
x [p(x)m(gj)m(g)} b

onde os pontos referem-se a contribuicoes de ordens mais altas em «. Introduzindo a escala
de fatorizagao p?, a fim de separar a fisica perturbativa (grandes escalas de momentum) da
nao-perturbativa (pequenas escalas de momentum), pode-se separar o logaritmo divergente

em duas partes , , ,
In (%) In (C’j )+1 (Z?) (1.61)

Separando em duas partes a funcao h(z)
h(z) = h(z) + B'(2), (1.62)

consegue-se absorver a divergéncia In(u®/k§) restante e 7'(z) em uma redefinigao da dis-
tribuicdo de quarks. Esta fungdo define o esquema de fatorizagdo minima (MS) usado e
assim escrevemos a funcao de estrutura F5 como

P, @) = 3 ebaale, i)C (2, Q% i), (1.63)

q7q

(1.60)
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onde definimos as funcoes de distribuicao renormalizadas

gz, 1) = f,(x) + /; %fq(a) [P (‘”) In (Zi) + (g)} T (1.64)

e a funcao coeficiente, determinada apos regularizagao dimensional,

Clz, Q% 1) = 6(1 — 2) + ;‘—W {P( )In (6’32) + [h(z) — e+ 1n(4w)P(z)} } . (1.6)

onde yg = 0.5772... é a constante de Euler-Mascheroni.

Para eliminarmos as singularidades colienares introduzimos em escala de fatorizacao p,
que faz um papel similar a escala de renormalizacao. Assim nao ha uma predicao abso-
luta para a distribuigao renormalizada q(x, u?), mas uma previsio tedrica de como esta
distribuigao varia com a escala. Assim, uma vez que Fy(x, Q?) é um observavel fisico e nao
deve depender de nenhuma escala, diferenciando (1.63) em relagao a Inp? obtém-se uma
equacao integro-diferencial governando a dependéncia em escala das distribuicoes de quarks

Oq(z,p®) _ a5 [T dy
I —%/z yP ) q(y, 1) (1.66)

Esta é a chamada equagdo DGLAP, derivada independentemente por Dokshitzer [18|, Gri-
bov, Lipatov [20], Altarelli e Parisi [19], que em ordem dominante, i.e., em ordem O(a?) em
relacdo as fungoes de desdobramento P(z) e em ordem O(«y) para as fungoes coeficientes,
efetivamente ressoma sobre as contribuigoes do tipo (a,In Q?)". Interpretamos a fungao de
desdobramento P(z) como a probabilidade de um quark emitir outro quark com fra¢ao de
momentum x do quark “pai”. Esta pode ser expandida em série de poténcias de oy

= Z al P™(x). (1.67)

Tudo que fizemos até entao refere-se a quarks e antiquarks somente. Levando em conta
a contribuicao dos glions, a funcao de estrutura toma a forma

By, Q) = Zex/—[ e )0 (2,@% %) + gle )0t (5.0 (169)

A fungao coeficiente referente aos glions, C9, provém do diagrama de fusao féton-glion,
representado na Fig.1.5b e diz respeito a contribuicao de gliions no estado inicial.
A definicao da distribuicao de quarks com dependéncia em escala é dada agora por

2

@) =5 + 2 [ L5 [P (B (%) 40, (2)]

1 2
O de x 1 ,
& [ Zre)|P ()ln +h <—> +..
o2 [ Ene |r (B)m (f) < (2
As distribuic¢oes partonicas podem ser expressas em termos da natureza do partons. As-
sim definimos as distribuigdes de quarks nao-singleto (NS), referente aos quarks de valéncia,

(1.69)
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e singleto (S), em relacio aos quarks de mar, além da distribuigao de glions g(z, Q?), tal
que

" (2,Q%) = q(z,Q%) +q(z, Q%) (1.70)

¢*(2,Q%) = ) (o, Q") +aq(=,Q%)]. (1.71)

i

Utilizando a variavel ¢t = In(Q?/u?), as equagdes DGLAP se tornam

gV (@, t) _ay(t) [T dy T\ NS

Q (qs('rat)) — &S(t) /1 @ qu g anpqg g) (q5<y’t)) (1 73)
ot \ g(x,1) or Jo v \Pu(2)  Pu(: 9(y.t) ) '
y y
onde ny designa o nimero de sabores dos quarks levados em conta (u, d, ...). em ordem

dominante, as funcoes de desdobramento sao dadas por

P)(z) = Cp % + 35(1 — x)] (1.74)
@) = 5[+ —a)] (1.75)
PO(r) = Cp #} (1.76)
PO (2) = 2CA-[(1 _xm ;1 a1 - x)} + ”C%znfaa —) (L7Y)

onde Cr e C4 sio relacionadas ao nimero de cores N, pelas relagoes Cr = (N2 —1)/2N, e

C4 = N,, e a prescricao
o f@) ) = fQ)
/0 da:<1 )+ = /0 dx (1.78)

-z 1—=x

¢ usada na regularizacao da divergéncia para x = 1.

Assim, o formalismo DGLAP descreve a evolucao em Q? das funcoes de distribuicdo
partonica considerando que a interacao partonica ocorre por meio de uma cascata partonica,
com um forte ordenamento nos momenta transversos dos partons emitidos no interior da
cascata. Devido a este ordenamento, as equagbes DGLAP sdo validas na seguinte regiao
cinematica:

2 1 Q’
asInQ° ~ 1, as < 1 e n{-)<n|{=], (1.79)

x Q6
ou seja, elas sdo validas na regiao de valores de Q% ndo muito baixos (Q* 2 1 GeV?, onde a
QCD perturbativa é aplicavel) e também numa regido de = ndo muito pequena (z = 0.001).
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1.3.2 BFKL

O formalismo associado & dinamica DGLAP nao permite fazer nenhuma predicao so-
bre a evolucao das distribuicoes partonicas na variavel de Bjorken x, que entra apenas nas
condigbes iniciais destas distribui¢oes. Na evolu¢dio DGLAP, contribui¢oes em 1/z, domi-
nantes para pequeno z, sao consideradas no limite de duplo logaritmo dominante (DLLA),
a qual soma termos da ordem de [, In(1/2)1In Q%" com forte ordenamento na variaveis x
e k e faz com que as distribuicoes crescam rapidamente quando x — 0. Os termos depen-
dentes de 1/x aparecem sempre acompanhados de In Q?, de forma que tal descrigao ¢ valida
somente para grandes valores de x e Q2.

A analise da regidao cinematica de pequeno x e valores moderados de Q% implica somar
diagramas que contribuam com termos da ordem [ In(1/x)]", com a,In(Q?*/Q%) < 1 e
asIn(1/x) ~ 1. Logo, devemos considerar termos dominantes em In(1/z), com a dependén-
cia completa em Q? mantida, significando que o forte ordenamento nos momenta transversos
que aparece na dinamica DGLAP deve ser atenuado e uma integracao sobre todo o espaco de
fase dos momenta transverso deve ser incluida. Isto implica em que nesta regiao cinemética
as equacoes de evolucao DGLAP nao sao mais validas.

Visando descrever os processos em altas energias (pequeno x), nos limites cinematicos
descritos acima, Balitsky-Fadin-Kuraev-Lipatov [21-24| propuseram, na década de 70, uma
equacao para a evolucao na variavel de Bjorken x. Como o espacgo de fase nao estd mais
restrito ao ordenamento nos momenta transverso (agora os momenta longitudinais se tornam
fortemente ordenados), a equagdo BFKL deve ser escrita em termos da fungio de glions
nao-integrada ¢(z, k?), que esté relacionada a distribui¢ao de gltions usual por

(z, k?)

Q2
vgl, Q%) = /0 aw ") (1.80)

onde ¢(x, k?) fornece a probabilidade de encontrar um parton (glion) com fragao de mo-
mento x e momentum transverso k.
A forma diferencial da equa¢do BFKL é dada, em ordem dominante (LO), por

06(a,k?) _ Neay /°° dk/ {¢<x,k’2)—¢>(az, k) oz, k) } (1.81)

- & k2 — k2] Nz

Oln(1/x) T
A condicao inicial para esta equacao deve ser tomada para um valor suficientemente pequeno
de zg, tal que as seguintes condicoes sejam satisfeitas:

a, <1, a,In(Q*/Q3) <1, a,In(1/z)~1, (1.82)

de forma que a equacao BFKL é apropriada para descricao de processos no limite de altas
energias, ja que descreve o limite x — 0, onde a distribui¢ao de glions domina a dinamica.
Neste limite, a equacao BFKL pode ser representada por um diagrama escada efetivo, com os
momenta longitudinais fortemente ordenados, e sem ordenamento nos momenta transverso,
ou seja,

LT L L L (1.83)

Q2 ~ ki+1 - KL kl < QO- (184)
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Visando obter uma solucao analitica para a equacao BFKL, toma-se a transformada de
Mellin de ¢(x, k?) em relacao a k2,

e = [ r () (:—) oK), (1.85)

onde introduz-se uma escala k2 no momentum transverso por razoes dimensionais. A trans-
formada inversa fornece

c+100

ook =5 [ a1 (fa) ot (180

Em termos de ¢(x,v) a equagdo BFKL tem a forma

S = ax(2)o(e. ). (187

onde usamos @ = a;N,. /7 e

X(v) =29(1) = ¥(v) — (1 —7) (1.88)

é o chamado nicleo da equacao BFKL, o qual esté definido em termos das fun¢oes digamma

$(v) =T (0)/T ().
A solugao de (1.87) é

2\ X
o(z,7) = d(zo,7) (x—o) : (1.89)
a qual, quando inserida na transformada inversa de Mellin (1.86), fornece
c+100
1 k2\" 2\ X0
k) =5— [ dv| 13 - . 1.90
ookt =g [ a1 () st (£) (1.90)

Apos realizar a integragao em -y, temos como solucao

oot~ (2) [ntarm] o [%/k))] | o

onde A = 4aln2 e N = 28a((3), com ¢ sendo a fun¢io zeta de Riemann. O termo que
domina esta expressao é ¢(z, k%) ~ x7*, com A\ ~ 0.5 para o, = 0.2. Este comportamento &
caracteristico na dinamica BFKL e representa um crescimento na distribui¢ao de glions em
altas energias, correspondendo a um rapido crescimento na secio de choque o7 V. No prox-
imo capitulo veremos equacoes de evolucao desenvolvidas a fim de evitar esse crescimento,
incluindo assim efeitos de unitariedade a dinamica BFKL.
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1.3.3 Dinadmica BFKL no formalismo de dipolos de cor

A dindmica BFKL pode ser escrita de uma forma bastante interessante com o uso do
formalismo de dipolos de cor. Aqui, vamos seguir o método usado por Mueller em [30],
que considera o espalhamento onium-onium, onde um onium representa um estado ligado
quark-antiquark (gq) pesado mais os glions que estes podem emitir apds a evolugdo em
energia. Estes onia sdo supostos pesados o suficiente para que a,(R?) < 1, onde R é o
raio do onium. Esta anélise tem a vantagem de eliminar as contribuicoes nao perturbativas
relevantes ao processo.

A idéia essencial é que a emissao dos glions — chamados macios, pois devem ter energia
menor do que o par que os gera — pelo dipolo inicial cresce no decorrer da evolugao em
rapidez, dando origem a cascata partonica caracteristica da dinamica BFKL. Todo este
processo é incorporado na evolucao da funcao de onda do estado inicial formado pelo par ¢q
mais os possiveis gliions macios. Consideremos entdo a funcdo de onda ¥ (k;) do estado
inicial ¢g, ilustrada na Fig.1.7a, onde k; e ky sao os momenta do quark e do antiquark,
respectivamente e o momentum do onium ¢G é p = kg + k1. Os spins dos quarks sao
ignorados, pois estes sao irrelevantes quando os glions sao macios. Usando variaveis do
cone de luz, podemos identificar os momenta k;, com

k? ki' i
ki:xip—i-—’niju, € = en—l—eu, (1.92)
Ly Ly

onde usamos as condi¢oes de camada de massa e de transversalidade. Nesta expressao,
p=(P,0,0,P),n=(1/2P,0,0,—1/2P) e k;, =k = (0, k,, k;,0), de forma que a massa do
onium se torna desprezivel quando P é muito grande.

]{31 kl kl

ko
p p p ko
ko k;O ko

(a) (b) (c)

Fig. 1.7: (a) Dipolo no estado inicial; (b) emissao de um glion macio pelo quark e (¢) pelo
antiquark.

A funcéo de onda U (k1, ko) para o estado ggg, computada pelos diagramas das Figs.1.7b,c
com uso de acoplamentos eikonais, é dada por

ko - €1
ko ko]’

]{Zl'El

T (ky, ko) = —1gt™ | 0O (ky + ky)
Ky - ko

— \I’(O)(kl)

(1.93)

onde A é o indice de cor e o vetor de polarizagao do glion é, de acordo com 1.92, dado por

k> -
6= — €2n+62. (1.94)
€2
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Contudo, a emissao do glion macio das Figs.1.7b,c implica em 25 < z1, (1 — x1), de forma
que neste limite

I l‘lkg

k’l c €y X ;[_2(62 . kg), k’l . k’g ~ 2$2 . (195)
Desta forma, a funcao de onda para o estado ggg se torna
k. -
WO (21, ky, woks) = — 209, [0 (21, ey + ko) — 0O (a2, bey)] 252 (1.96)

k3

Para simplificar este tipo de equacao faz-se a transformada de Fourier do espaco de
momenta transverso k; para o espaco de coordenadas transversas (parametros de impacto)

bii

PR b, o (e
T (2, by ..., by) = /H?l )2 e®i b g (g ey ay, k). (1.97)
Com isto, temos que
d’k, d*k
\If(l)(xl, by, T2, by) = / (2ﬂ)12 (27T)22 eUk1-bi+k2-b2) \If(l)(xl, ki, xo,ky). (1.98)

Inserindo (1.96) em (1.98) e usando a relagao

ik - 1.99
/ (2m)? Sy 271 b? (1.99)

resulta que
o bo; - by -
\I,(l)(xlbhl?b?) = g_tA ( 212 2 202 62) ‘I’(O)(Jflabl)a (1-100)
m b3, b3
onde b;; = b; — b;, com by = 0. Ao tomarmos o médulo quadrado e somando sobre cores e
polarizacoes obtemos

2
|\I’(1)|2 — 4CF% blO

[T @2, (1.101)
™ bi,b3,

onde usamos o fato de que

b%O . 1 1 b21 . bgo

2 12 B2 2 2 B2
b20b21 b21 b20 b21b20

(1.102)

Os dois primeiros termos a direita desta expressdo correspondem aos diagramas (a) e (b)
da Fig.1.8, enquanto que o termo cruzado a direita de (1.102) corresponde aos diagramas
de interferéncia (c) e (d) ilustrados na Figl.8. A expressao (1.102) pode ser representada
simbolicamente pelo diagrama a direita da Fig.1.9, o qual nao ¢ um diagrama de Feynman,
mas simplesmente uma representacao do fato que o glion é emitido coerentemente pelo
quark ou antiquark.

O proximo passo na evolucao em energia é obtido considerando a emissao de dois glions
pelo par ¢g. Para construir a funcao de onda do onium, assumimos um forte ordenamento
nas fracoes de momentum dos seus constituintes, tal que

T3 <<ZL‘2<<ZL‘1,(1—I‘1). (1103)
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& Ao O 4

(a) (b) () (d)

Fig. 1.8: Diagramas que contribuem para |¥™M)|2.

R

Fig. 1.9: Representacao da emissao de um glion pelo dipolo.

Esta é a configuracao relevante pois da origem ao maior nimero de fatores de Inx na
distribuicao inclusiva de glions. A emissao do segundo glion pode ocorrer de diversas
formas nos diagramas da Figl.8: pelo quark, pelo antiquark, pelo primeiro gltion, antes ou
depois da emissao deste gltion, etc. Nesta ordem o calculo ainda é possivel, mas em ordens
mais altas — mais emissoes de glions — este se torna impossivel. A fim de simplificar o
desenvolvimento usa-se o limite de grande nimero de cores, introduzido por t’Hooft [25]
como uma aproximacao para auxiliar na descricao das interagoes fortes.

A idéia é considerar o limite N, — oo, com «, — 0 tal que a,N,. é mantido fixo. O
pequeno parametro usado para a expansao perturbativa é entdo 1/N.. Neste limite, os
glions sao representados por pares quark-antiquark e t’Hooft demonstrou que uma consid-
eravel simplificacdo ocorre nos diagramas que contribuem: somente os diagramas planares
sobrevivem & aproximagao. Diagramas planares sao aqueles onde é possivel desenhar todos
os glions dentro do par ¢q original sem que haja sobreposicao destes, enquanto para os nao
planares ocorre o contrario. Estes tltimos sdo suprimidos por poténcias de 1/N..

giN?

Fig. 1.10: Diagramas planares e nao planares.

gt

Na Fig.1.10 temos exemplos destes dois tipos de contribui¢bes, onde os glions (pares ¢q)
sao representados por linhas duplas indicando o fluxo de cor e anticor. Os dois diagramas sao
de mesma ordem no acoplamento g,, mas o planar tem trés lacos de cor fechados enquanto
que o nao planar tem apenas um. Cada vértice dos onia introduz um fator de normalizacao
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1/v/N,, ja que o estado deve ser um singleto de cor. Desta forma, o diagrama planar ¢ de
ordem O(g*N?), enquanto que o nio planar ¢ O(g?), sem dependéncia em N,. No limite de
grande nimero de cores exposto acima, o diagrama nao planar é suprimido por um fator
1/N? e temos N2 glions ao invés de N2 — 1, de forma que Cy = 2Cr = N...

O uso da aproximacao planar vista acima reduz consideravelmente o nimero de diagra-
mas contribuindo aos processos durante a evolucao do onium. Para o caso da emissao de
2 glions em questao, esta aproximacao implica na colocacao do tltimo glion emitido entre
o quark e o primeiro glion (primeiro par ¢g) ou entre o glion e o antiquark. Assim, este
ultimo glion (dipolo) é emitido ou pelo dipolo 21, como ilustra a Fig.1.11a, ou pelo dipolo
20, como mostra a Fig.1.11b. Vejamos como estes diagramas contribuem para a fun¢ao de
onda do onium. Quando o glion (dipolo) identificado por 3 é emitido pelo quark original
1 ou pelo antiquark de 2, este deve ser reabsorvido somente pelo quark original 1 ou pelo
antiquark de 2. A contribuicao deste processo — que esta ilustrado na Fig.1.11a — para o
modulo quadrado da fungao de onda do estado ¢ggg é entao

2
N.as b3,

2 7.2
™ b3 b3

(1.104)

onde usamos Cr = N,/2. De forma analoga, quando o glion 3 é emitido pelo antiquark orig-
inal 0 ou pelo quark presente em 2, este deve ser reabsorvido somente pelo antiquark original
ou pelo quark em 2, de forma que a este processo (visto na figura Fig.1.11) contribuem com

N.o, b2
gels 220 (1.105)
T b3bs,
Somando os dois termos, a fun¢ao de onda do estado qggg toma a forma
N o b2 b2
|\I/(2)|2 —9 Q ( - 212 S 202 ) |\If(1)|2. (1.106)
n b3,b3,  byb3,

1 1
3

> 9 > 2

> 3

0 0

(a) (b)
Fig. 1.11: Emussao de dois glions no limite de grande numero de cores.

Contribuicoes de mais alta ordem sao obtidas de maneira similar, pois qualquer glion
adicional é emitido por um dos dipolos correspondente a pares de partons, os quais sao
adjacentes nos diagramas planares. Os diagramas nao planares, desprezados no limite de
grande N., correspondem a processo de interferéncia entre diferentes dipolos.

A probabilidade diferencial dIl(xs, big, byy) para a emissao de um glion com fracao de
momentum longitudinal x, e separagao transversa by, pelo dipolo original (10) é definida
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como N B
s 019 QT2

—=d"byy. 1.107
Introduzimos ainda a densidade inclusiva de glions f(z,b%,, r1) para a fungao de onda do
onium com tamanho transverso by e fracao de momentum longitudinal x;. Esta densidade
é dita inclusiva pois devemos somar sobre todas as contribuicoes com qualquer ntimero de
gliions. A variagao de f(z,b},, z;) com z; ¢ determinada pela emissao de um gltion 2 que
origina dois novos dipolos (20) e (21) em adi¢do ao dipolo original (10). Usando (1.107)
temos

dll(za, byo, by) =

df (, b2, 1) = 23@ d®boy

2 B2

[f(l‘, b%laxl) + f(:L‘, b%mﬁ) - f(ZL‘, b%O’xl)] ) (1'108)

onde usamos & = asN./m. A invariancia sob translac¢oes longitudinais implica que f deve
ter somente dependéncia funcional em x/x;. Assim

of __,of
Yo T M on (1.109)
tal que
df (z,b%) a [ o, bl , , ;
oln(1/xz) 2« /d bQObgobgl [f(x, by) + f(z,b3) — f(z, blo)} . (1.110)

Esta é a equacao BFKL para a distribuicao de glions nao integrada, escrita no espacgo de
parametro de impacto, obtida por Mueller. Ela sera ttil no decorrer do trabalho para fim de
comparacoes entre as dinamicas BFKL da evolucao dos dipolos e as dinamicas nao lineares
para tal evolucao.

1.4 Conclusoes

Neste capitulo vimos alguns aspectos basicos da Cromodinamica Quantica (QCD), teoria
que descreve as interacoes fortes. Além disso foi apresentado o espalhamento profundamente
inelastico (DIS) e a interpretagao deste segundo o modelo de péartons. Também foi visto
como o DIS pode ser interpretado segundo o formalismo de dipolos de cor, o qual serd muito
util para entendermos a dinamica da QCD em energias muito altas. Por fim, introduziu-se
o formalismo de duas equagoes de evolucao para a QCD em altas energias: as dinamicas
DGLAP e BFKL. A primeira delas evolui na virtualidade 2, ndo sendo muito indicada para
a descricao de processos em energias muito elevadas, quando x o« s~ 1, sendo s a energia de
centro de massa do processo. Para descrever a QCD nesta regiao de energia, foi proposta a
equacao BFKL como correta, visto que ela evolui em 1/x o s. Entretanto a analise de suas
solucoes prevé um forte crescimento nas secoes de choque totais, o que é um problema, ja
que estas devem ser limitadas para s — oco. No préximo capitulo veremos melhor a razao
desta limitacao, bem como introduziremos efeitos de saturacao para corrigi-los, levando
ao desenvolvimento das equagoes de evolu¢ao nao lineares. Vimos ainda como a dinamica
BFKL pode ser vista no referencial de dipolos de cor, o que se mostra interessante para fins
de comparacao com as dinadmicas nao lineares que serao apresentadas a seguir, visto que
nos interessa principalmete a evolu¢ao nao linear de dipolos de cor.
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2.1 As correcoes de unitariedade

Como visto no capitulo anterior, a aproximacao de logaritmo dominante usada na
derivacao da equacao BFKL prevé que as amplitudes de espalhamento crescam com o au-
mento da energia s, ou com o decréscimo de x — lembrando que em altas energias x ~ Q?/s.
Isto significa que a secao de choque, calculada com o uso do teorema 6tico, também cresce

segundo
Otot ™~ 8)\, (21)

com A = 4aIn 2. Este comportamento exige cuidados, pois, intuitivamente, espera-se que as
secoes de choque sejam limitadas quando s — oo, de forma que o limite de Froissart-Martin

Oior < Aln?s para s — 00, (2.2)

onde A é uma constante, seja satisfeito. O comportamento das solucoes da equacao BFKL
nao satisfaz este limite, de tal forma que correcoes de unitariedade devem ser feitas para
uma correta descricao dos processos em energias muito altas.

Comecamos apresentando um argumento fisico, devido originalmente a Feynman, que
torna plausivel o limite de Froissart-Martin. Vamos supor que a particula alvo tenha uma
distribuicao de densidade que reflete o comportamento de curto alcance da forca forte, dada
por exemplo por

p(r) = poexp(—r/R), (2.3)
onde r é a distancia em relacao ao centro do alvo e R é o tamanho deste. Toma-se como
uma propriedade fundamental da interacao forte que esta distribuicao decresca mais rapido
do que qualquer lei de poténcia para grandes distancias. Se a probabilidade de interagao
entre o projétil e o alvo é limitada, quando s — oo, ela deve satisfazer

P(s,r) < Py (Si)Nexp (—%) . (2.4)

0

Logo, a interacao deve ser desprezivel para colisoes com parametros de impacto
r NRIn(s/so), (2.5)
implicando em que a secao de choque total para o processo deve satisfazer

Oror < TREN?1n%(s/s0). (2.6)
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Assim, vemos claramente que os calculos feitos com base na aproximacao de logaritmo
dominante da QCD (BFKL) falham conforme a energia total s tende ao infinito. No refer-
encial de centro de massa do processo de colisao, o aumento da secao de choque total com s
é devido a proliferacao da emissao de glions macios durante a evolucao. Na linguagem de
dipolos introduzida no capitulo anterior é a proliferacao de dipolos que produz este cresci-
mento. Podemos imaginar como sera a fisica que eventualmente existira na evolu¢ao quando
a densidade de dipolos (glions) continuar a crescer. Em altas energias a densidade devera
ser grande o bastante para que mais de um par de dipolos no projétil sofra espalhamento
com o alvo para cada dipolo “pai” do projétil, ou seja, existe a possibilidade de miltiplos
espalhamentos. Como veremos, correcoes como esta devem levar & saturacao da densidade
de partons (glions ou dipolos) no alvo e assim ao controle do crescimento da se¢io de
choque total, como demanda a unitariedade. No restante deste capitulo vamos apresentar
as equacoes de evolugao nao lineares que introduzem efeitos de saturacao as amplitudes de
espalhamento.

2.2 As equacoes de evolucao nao lineares

Como vimos acima, as corregoes de unitariedade sao imprescindiveis na descricao de
processos para QCD de altas energias. Com vistas a incluir os chamados efeitos de saturacao
partonica na evolucao em altas energias, muitos esforcos foram despendidos ao longo das
ultimas décadas e como resultado surgiram diversas equagoes de evolucao nao lineares, onde
os termos nao lineares dao conta, justamente, das devidas correcoes de unitariedade. Nao
vamos descrever todos os trabalhos desenvolvidos neste sentido, mas apenas citar alguns e
entao partir para a descricao das equacoes de evolucao que sao realmente relevantes a este
trabalho.

Um dos primeiros trabalhos que buscaram introduzir correcoes de unitariedade a evolucao
culminou no desenvolvimento da equacao de evolucao GLR, devida a Gribov, Levin e
Ryskin [26], que considera efeitos de recombinagao partonica na QCD perturbativa por
meio da inclusao de diagramas nao—escada, ou graficos de multi-escada que também sao
conhecidos como diagramas “fan”. A evolucao QCD padrao é representada entao por uma
cascata de decaimentos partonicos no nucleon. Outra equagao que visa a unitarizacao é
a obtida pelo formalismo desenvolvido por Ayala, Gay Ducati e Levin (AGL) [27,28| com
o uso da abordagem de Glauber [29] para a QCD perturbativa, considerando a interagao
dos partons mais rapidos da escada com o alvo. Como resultado obtém-se uma equacao de
evolucao nao linear que ressoma a troca de multiplos diagramas de escadas gluonicas, na
aproximagcao de duplo logaritmo dominante (DLA).

A seguir mostraremos os principais aspectos de duas equacgoes de evolucao nao lineares
baseadas no formalismo de dipolos de cor: A equagao de Balitsky e Kovchegov (BK) [31-35]
e a hierarquia de Balistky [33-35].

2.2.1 A equagao de Balitsky e Kovchegov

O problema das corregoes de unitariedade da QCD foi abordado por Kovchegov [31,32]
como uma extensao da equacao BFKL na representacao de dipolos, com termos nao lineares
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que unitarizam a equacao BFKL. Esta equacao foi investigada também por Balitsky [33-35]
com o uso da Expansao do Produto de Operadores (OPE) na QCD, obtendo uma hierarquia
para a evolucao de operadores de linhas de Wilson. Kovchegov partiu do espalhamento de
um dipolo (onium ¢g) com um grande alvo (ntcleo na derivagao original) considerando
que tal processo é descrito pela evolucao da cascata partonica associada a multiplicacao de
dipolos na funcao de onda do dipolo gerador da cascata. Cada dipolo nesta cascata sofre
miltiplos espalhamentos com os nucleons do alvo, implicando a ressoma das multiplas trocas
do tipo escada com vistas a obter a secao de choque da interacao da par de dipolos com
o alvo. Deste processo de reespalhamento dos dipolos resulta a unitarizagao do Pomerom
BFKL na aproximagao de logaritmo dominante LL(1/x).

O espalhamento de um dipolo com o alvo é considerado no referencial de repouso do alvo
e ocorre através da interacao de uma cascata de glions macios na funcao de onda do onium
qq com o alvo. A utilizacao do limite de grande nimero de cores N,, vista anteriormente,
¢ usada a fim de suprimir diagramas nao planares do formalismo. Com isto, os glions
emitidos podem ser tratados como pares ¢ e a funcao de onda do onium e sua evolugao
pode ser descrita com uso do formalismo de dipolos desenvolvido por Mueller [30] usando
QCD perturbativa, considerando que cada dipolo da cascata interage independentemente
com os constituintes do alvo e de forma que nao haja correlacoes entre estes dipolos.

A equacgao de Balitsky-Kovchegov (BK), para a amplitude de espalhamento frontal do
processo onium-alvo, N(xg, by, Y), é dada por [31,32]

4a,C
N(xo1,b0,Y) = — o1, by) exp [— Ozﬂ En (%) Y]

Cr [ 40,C 2
+a 2F/dyexp {_ asCr (@) (Y—y)}/d%Q 233012
T , T P p Lo2L12

1 1 1
X [2]\7 (9302, by + 53312,?/) - N (1‘02, by + 51‘12,9) N (1‘12, by + 51‘02,?/)] ;
(2.7)

com 7o, by) estabelecendo o propagador de um dipolo de tamanho transverso xo =
1 — xp e com parametro de impacto by quando este atravessa o alvo (hadron). Em (2.7),
Y =1In(1/x) é variavel rapidez, p é um corte para regularizar divergéncias infravermelhas e
Cr = N./2, pois o limite de grande nimero de cores foi tomado.

Se considerarmos apenas o termo linear em N, a equacao BK é reduzida a equacao BFKL
(pomeron BFKL), enquanto que o termo quadratico em N é responsavel pelas corre¢oes de
unitariedade na amplitude, de forma que o pomeron BFKL é unitarizado pela equacao BK.
No que segue devemos mostrar que a equacao BK pode ser vista como uma aproximacao de
campo médio de uma hierarquia de equacoes, onde fica clara sua conexao com a dinamica
BFKL na representacao de dipolos.

No capitulo 3 vamos apresentar um modelo para amplitude de espalhamento dipolo—
proton que é baseado nas solucoes assintoticas da equacgaos BK. Estas solucoes, obtidas por
meio de uma analogia com processos de reacao—difusao, foram originalmente desenvolvidas
no espaco de momentum, como veremos adiante. Portanto, é importante mostrar aqui como
é expressa a evolucao da amplitude (2.7) neste espago, ou seja, qual é forma da equagao BK
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quando expressa no espaco de momentum. Para tanto devemos assumir independéncia no
parametro de impacto b, o que é feito considerando o alvo suficientemente grande tal que
a amplitude de espalhamento frontal do dipolo original com o alvo, N(x, bo,Y), é uma
funcao suave em relacao ao parametro de impacto by do féton virtual que gera o dipolo.
Isto é equivalente a supor que o tamanho transverso da funcao de onda do dipolo é muito
menor que o tamanho do alvo, de forma que o parametro de impacto entre o foton virtual
e 0 alvo é menor do que o raio R deste tltimo. Formalmente, assumimos z, < R, onde
x, é o tamanho transverso tipico da funcao de onda do dipolo, e ainda que by < R —
by é zero no centro do alvo. Com isso, podemos desprezar x5 € xpy em relacao a by no
lado direito de (2.7), o que significa dizer que as variagbes em N (o1, bo,Y) quando by é
variado de uma quantidade x; sao muito pequenas e despreziveis. Desta forma, fazendo

N(xp1,b0,Y) = N(zc01, ) temos que a derivada em relagdo a Y de (2.7) tem a forma
ON N,
(3301, OZ /d2 [ xOI 277'5( (.’D(n — .’DOQ) In (@)] N(IEOQ, Y)
oy %21’12 P (2.8)
x3,
- d*my N Y)N Y).
27T2 :L‘02:L_%2 (m027 ) (m125 )
Nesta expressdo, a condicdo inicial & N(xg1,0) = —v(@o1, bp), a unica que ainda depende

do parametro de impacto by. Contudo, v é uma funcao suave em relacao a by, de forma
que a suposicao fraca dependéncia de N em b, ainda é vélida. Fisicamente isto implica em
que antes da colisao, quando o foton virtual desenvolve sua funcao de onda de dipolo, este
nao possui qualquer informacao a respeito do alvo, ja que a interagao com este ultimo se da
através do dipolo e portanto a informagao sobre a espessura (tamanho) do alvo como uma
funcao do parametro de impacto se d& através de v quando o dipolo interage com o alvo.
A fim de transformar para o espaco de momentum, definimos as transformadas de Fourier

2 o0 N
N(zy) :xi/‘;k e*2N(k,Y) —xl/ dk kJo(kx )N (k,Y). (2.9)
™ 0
A transformada inversa é dada por
- d? >d
N(k,Y) = / L e—kaN (3, V) = / L Jo(kw )N (zy). (2.10)
27r:cl o TL
Com isso, (2.8) se torna, no espa¢o de momentum [32],
N(k,Y
ON(kY) _ ax (=) N(k,Y) —aN*(k,Y), (2.11)
Y
onde
X(A) = 20(1) = ¢(1 = A) = ¥(}) (2.12)

é o autovalor do nicleo da equacao BFKL, visto no capitulo anterior e interpretado como um
operador diferencial, com A\ = —9;, = —9/01nk, agindo sobre N(k, Y). Agora, vemos ex-
plicitamente que o primeiro termo no lado direito de (2.11) refere-se a evolugao BFKL usual,
enquanto que o termo quadratico corresponde a unitarizacao do crescimento do pomeron
BFKL. Na apresentacao do modelo para amplitude de espalhamento dipolo—proton, a ser
vista no capitulo 3, a forma (2.11) da equagao BK sera muito ttil.
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2.2.2 A hierarquia de Balitsky

Como comentado na secao anterior, Balitsky deduziu uma equacao semelhante aquela
de Kovchegov usando a expansao do produto de operadores (OPE) da QCD. Vamos mostrar
aqui uma forma intuitiva de visualizar a chamada hierarquia de Balitsky, e como ela se reduz
a equagao BK. Vamos partir da probabilidade de um dipolo emitir um gliion de pequeno z

a,N, x—y)?

dP = 287T2CM(J:, y, z)d*zdY, M(z,y,z) = @ —(2)2(z>— el (2.13)
onde x, y e z sao as coordenadas transversas do quark, do antiquark e do glion, respec-
tivamente. Esta probabilidade é nula para r = |z — y| — 0, o0 que é esperado — pois um
dipolo de tamanho nulo é nao interagente, e se torna singular quando o glion for emitido
colinearmente ao quark ou ao anti-quark. Segundo o formalismo de dipolos, para grande
N, o glion pode ser substituido por um par gg, de forma que a emissao do glion pode ser
vista como o desdobramento do dipolo original (z,y) em dois novos dipolos: (x, z) e (z,y),
chamados dipolos filhos.

O que acontece é semelhante ao ja4 mencionado na se¢ao anterior em termos da cascata
partonica, de forma que se o glion emitido estiver presente na funcao de onda do dipolo
no decorrer do espalhamento com o alvo, entao o que espalha como este alvo é o sistema
de dois dipolos. Caso o gliion nao esteja presente na funcao de onda do projétil durante o
espalhamento, ele pode ser visto como um termo “virtual” que diminui a probabilidade para
que o par ¢gq original permaneca como um dipolo simples, compensando assim a probabili-
dade para o estado de dois dipolos. O processo todo pode ser descrito pela seguinte equacao
de evolugao para a matriz S de espalhamento, derivada por Balitsky em [33-35]:

gy @)y =5 [Py 2] (S@w)y + S@osE)y 21

onde (S(z, 2)S(2,y))y descreve o espalhamento do sistema de dois dipolos com o alvo. A
suposicao feita por Kovchegov de que os dipolos da cascata partonica interagem indepen-
dentemente com o alvo é vista agora como possivel somente se o campo de cor do alvo for
fixo, tal que o operador de espalhamento do sistema de dois dipolos é dado simplesmente
pelo produto dos operadores dos dipolos individuais: S®(x,y; z,y) = S(x, 2)S(2, y). En-
tretanto, geralmente existem correlacoes entre os campos de cor de diferentes configuracoes
que devem ser consideradas — em particular no decorrer da evolucao, quando a densidade
do campo de cor no alvo deve aumentar. Desta forma, a média sobre a funcao de onda
do alvo deve introduzir correlagoes entre o espalhamento do sistema de dois dipolos, tal
que (S(xz,2)S(z,9))y # (S(x, 2))y (S(2,9))y. Logo, a equagao (2.14) nao ¢ uma equagao
fechada, mas sim a primeira de uma hierarquia infinita de equagoes que acopla operadores
de espalhamento expressos em termos de linhas de Wilson, de forma que a cada iteragao
— a cada nova equagao, ou a cada passo na evolucao — a estrutura de cor se torna mais
complicada.

A identificagao de (2.14) com as equagoes BK e BFKL na representagao de dipolos se da
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mais facilmente quando a escrevemos em termos da amplitude de espalhamento T'=1— S:

o (T, =5 [ E=Me.y.2

< {— (T(@,y))y + (T(@, 2))y + (T(z9))y + (T(@, 2)T(z, y>>y},
(2.15)

cujos termos contribuem com os diagramas expressos na Fig.2.1. Por simplicidade, nesta
figura estao representados o espalhamento entre um dipolo elementar e o alvo na aprox-
imacao da troca de dois glions, embora no regime de altas energias o ntimero de glions
trocados pode ser arbitrario. O espalhamento do dipolo com o alvo comeca com a troca
de dois glions, como visto na Fig.2.1a. Apo6s um passo na evolucao do projétil, i.e., apos
a emissdo de um glion ou dipolo filho, surgem os diagramas das Figs.2.1b,c,d: (b) é o
termo virtual — o dipolo original interage com o alvo antes de emitir o glion, (¢) mostra
o espalhamento de um dos dipolos (existe um diagrama similar para o outro dipolo) e (d)
mostra o espalhamento simultaneo dos dois dipolos filhos com o alvo. Na equacao (2.15) o
espalhamento multiplo do sistema de dois dipolos com o alvo é descrito pelo tltimo termo,
que descreve o espalhamento simultaneo dos dipolos filhos com o alvo (Fig.2.1d).

Podemos notar que embora a deducao das equacoes de Balitsky foram realizadas através
da evolucao do projétil, sua interpretacao em termos da evolucao do alvo também é possivel.
A evolucao do alvo no regime de altas energias é descrita pelo formalismo do condensado
de vidro de cor (CGC), usando as equacoes de evolugao JIMWLK [36-41|, as quais sdo
baseadas nas equagoes do grupo de renormalizacdo (RGE). Essa correspondéncia entre a
evolucao do alvo ou do projétil é possivel pois a estrutura do Hamiltoniano das equacoes do
grupo de renormalizacao permitem uma interpretacao dual — como as representacoes de
Schrédinger e Heinsenberg na mecanica quantica, o que permite que os efeitos nao lineares
na evolucao possam ser interpretados ou como miiltiplos espalhamentos ou como saturacao
gludnica, dependendo do ponto de vista.

Assim, os diagramas que descrevem um passo na evolucao do projétil, mostrados nas
Figs.2.1b,c,d, correspondem, na evolucao do alvo, as Figs.2.1e,f, sendo que a primeira,
Fig.2.1e, corresponde um passo na evolucao BFKL do alvo, que fornece a amplitude de
espalhamento em mais baixa ordem. Em termos do projétil, ela corresponde aos diagramas
das Figs.2.1b,c. O segundo diagrama, Fig.2.1f, representa a fusao de quatro glions em dois
e corresponde ao espalhamento duplo da Fig.2.1d. Assim fica claro que os efeitos de satu-
racao gludnica no alvo podem ser vistos como efeitos de espalhamentos miiltiplos na funcao
de onda do projétil.

A equagao BFKL surge de (2.15) como o limite de espalhamento fraco da seguinte forma:
Para energias suficientemente pequenas, tal que o alvo é diluto, a amplitude de espalhamento
é pequena, T < 1, de forma que o termo descrevendo o espalhamento simultaneo dos dois
dipolos é menor ainda, (T7T) < (T) < 1. Logo, pode-se desprezar este termo e como
resultado obtém-se uma equacgao linear para a amplitude de espalhamento

gy @y = 5t [ EaM(e.y. 2%~ (T, + T2, HTE ), | 210)

reconhecida como a representacao de dipolos da equagao BFKL mostrada no capitulo 1.
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S S S
(a) (b)
pJ < < 5 >
S >
(c) (d)
2 S 2 S

(e) ()

Fig. 2.1: Diagramas para a evolu¢ao da amplitude de dipolos: (a) contribuicao em nivel de
drvore para o espalhamento com o dipolo “pai”; (b) corre¢ao virtual — (T'(x,y))y ;
(c) espalhamento de um dos dipolos “filhos”, (T'(x,z))y ou (T(z,¥y))y; (d) es-
palhamento simultineo de ambos os dipolos filhos, (T'(x,z)T(2,y))y; (e.f) um
passo na evolugao do alvo.

A equagao BK também pode ser obtida como uma aproximagao de (2.15). Assumindo a
aproximacao de campo médio para o campo de cor do alvo, podemos escrever a propriedade
de fatorizacao

<T<w7z>T<y7z)>Y ~ <T(CC,Z>>Y <T(y7z>>Y7 (217)
de forma que uma equacao nao linear fechada — as equacoes de Balitsky formam uma
hierarquia de equacoes acopladas — é obtida

4 a /deM(a:,y,z)

S (T y)y =
x {— (T, y)y + (T(@,2))y + (T(z9))y + (T, 2))y (T(z y>>y}-
(2.18)

Esta equacao é a equacao de Balitsky—Kovchegov, que preserva o vinculo de unitariedade
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T < 1 no decorrer da evolucao e prevé um limite superior 7' = 1 a ser alcancado no
limite de energias muito altas. No capitulo 3 mostraremos como sao as solucgoes assintoticas
da amplitude de espalhamento descrita pela equacao BK, bem como um modelo para tal
amplitude.

Como veremos adiante, esta aproximacao de campo médio permite uma boa descri¢ao
da fisica de altas energias, mas descarta a possibilidade de flutuacées no nimero de glions,
que introduzem consideraveis mudancgas na QCD de altas energias.

2.3 Conclusoes

Apresentamos neste capitulo como as correcoes de unitariedade sao importantes na de-
scricao de processos para a QCD em energias muito altas, ou seja, como efeitos de saturacao
partonica devem ser introduzidos aos modelos a fim de satisfazer o limite de Froissart-Martin
para a secao de choque total nestas energias. Visto isso, introduzimos o conceito de equacoes
de evolucao nao lineares, onde os efeitos de saturacao sao incluidos nas nao linearidades de
forma que possam ser usadas para sistemas em evolucao nas regides de altas densidades
partonicas. Algumas equagoes importantes foram citadas, mas nos concentramos em descr-
ever apenas duas destas, ambas desenvolvidas no formalismo de dipolos de cor apresentado
no capitulo 1: a equagao de Balitsky—Kovchegov (BK) e um sistema de equagoes acopladas
para a evolucao em altas energias, conhecida como hierarquia de Balitsky. A primeira delas,
a qual pode ser vista como uma versao de campo médio da segunda, serd muito importante
no proximo capitulo, quando apresentaremos um modelo fenomenologico para a amplitude
de espalhamento frontal de dipolos, o qual baseia-se nas solucoes assintoticas de equacao
BK. A segunda delas, por ignorar efeitos de flutuacoes no nimero de particulas, implica em
que a equacao BK ainda nao inclui tais efeitos, que quando feito da origem as chamadas
equacoes de lacos de pomerons, a ser vista no capitulo 4 e que é um dos objetivos principais
de estudo deste trabalho.



Capitulo 3

Amplitudes de espalhamento em altas
energias

Neste capitulo apresentaremos um modelo desenvolvido recentemente para a amplitude
de espalhamento de um dipolo por um préton no espaco de momentum, o qual chamaremos
de modelo AGBS [42]. Tal modelo é baseado em QCD perturbativa e foi desenvolvido usando
o conhecimento das solucoes assintoticas da equacao de evolucao de Balitsky-Kovchegov
(BK) [31-35]. O modelo tem excelente acordo com os dados para a fungao de estrutura
do préton, obtidos em espalhamentos elétron—proton no acelerador HERA. Primeiramente
mostraremos como obter a funcao de estrutura do préton no espaco de momentum, ja que a
modelagem ocorre neste espago. Logo apds descreveremos a obtencao das solucoes assintoti-
cas da equacao BK com ajuda de ferramentas da fisica estatistica e por fim apresentaremos
o modelo AGBS e alguns de seus resultados.

3.1 A funcao de estrutura do préton no referencial de
dipolos

Vamos discutir adiante um modelo para a secao de choque de dipolos, o qual foi de-
senvolvido no espaco de momentum usando o conhecimento das solugoes assintoticas da
equacao de evolucao BK, e entao usa-lo para descrever a funcao de estrutura do proton.
Antes disso, temos que expressar as quantidades relevantes no espago de momentum. Para
isso consideremos o referencial de dipolos descrito no capitulo 1 e mostrado novamente na
figura 3.1, onde o foton virtual pode se desdobrar num par ¢ que entao sofre o espalhamento
com o alvo. O quark possui fragao de momentum longitudinal z do féton e o antiquark 1— z
e a separacao transversa do par é dada por r.

A secao de choque assume entao a forma fatorizada

1
T HQAY) = / & /0 0| 1 (r, 2 Q) P (1Y), (3.1)

com |Wr (1, z; @*)|* sendo a densidade de probabilidade de emissao de um par ¢g, pelo foton
virtual, com fracdo de momentum z do foton e separacio transversa r. E esta quantidade,
dada por (1.55), que devemos transformar para o espago de momentum a fim de descrever
a funcao de estrutura do préton neste espaco.
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Fig. 3.1: Representagao de um processo em DIS no referencial de dipolos de cor.

Se consideramos o préton ! como um disco homogéneo de raio R, ou seja, se consider-

armos o parametro de impacto fixo, podemos relacionar a secao de choque de dipolo com a,
amplitude de espalhamento para frente T'(r,Y") através da relagao

crdlp P(r,Y) =2rRT(r,Y). (3.2)

A funcao de estrutura do préton Fh é obtida a partir da secao de choque v*p e dada pela
expressao

B, Q) = o [0 (@) + 017, @) (33)

Para expressarmos estas quantidades no espago de momentum, usamos a transformada de

Fourier
1Y) = o [ 55 S TnY) - /0 L hkr T, Y), (3.4)

e como pode ser visto em detalhes no apéndice A, obtemos
2R2N dk
R, @) = S [T 9 [ 02z @ pre ) (35
s

onde a funcao de onda do foton é agora expressa no espago de momentum

) 102\’

WK, 2;Q%)| :Z (ﬁ%) e

A(k* + Q2)
k2(k2 + 4Q2)

A2 (1 —2)? +m2 | K>+ Q2 4Q1 +2Q%k* + k* k
) ) - ——arcsin T
@ @ Q2 /k2(k2 +4Q2) @

k )+k2—2Qg

x Q [22 4+ (1= 2)7] arcsinh (2Qq 202

O modelo a ser apresentado posteriormente para a amplitude de espalhamento no espago
de momentum devera ser incluido nesta expressao para F, através de (3.2) para sua correta
descricao.

I Consideraremos a partir daqui o alvo como sendo o préton.
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3.2 O escalamento geométrico e a fisica estatistica

O escalamento geométrico [43] é uma propriedade empirica verificada pelos dados das
se¢oes de choque do espalhamento profundamente inelastico (DIS) em altas energias. Neste
sentido mostrou-se valida, com razoavel precisao, a representacao da secao de choque pela
formula,

w*p(y Q) = o7'P (LQ) (3.7)
7 Q:)) |
onde () é a virtualidade do foton, Y é a rapidez total no referencial v* — proton e Q5 ox e
¢ uma funcao crescente de Y. O valor A ~ 0.3 foi confirmado pelo conhecido modelo GBW,
atribuido a Golec-Biernat e Wiisthoff [16], no qual o escalamento geométrico foi introduzido
explicitamente na parametrizacao.

A propriedade (3.7) tem sido intimamente relacionada ao conceito de saturagao, i.e.,
ao comportamento das amplitudes da QCD perturbativa quando a densidade de partons se
torna grande o bastante para que seja nescessaria a introdugao de mecanismos que permitam
a estas amplitudes nao violarem o limite de unitariedade da matriz de espalhamento. Neste
sentido a funcdo Qs(Y) pode ser chamada de escala de saturagao, pois ela marca um limite
superior aproximado para a regiao onde a saturagao partonica deve ocorrer.

Vamos trabalhar na representacao de dipolos da QCD para o espalhamento profunda-
mente inelastico (DIS). Nesta representacao, a secao de choque y*p assume a forma fator-
izada na qual é uma funcao da probabilidade do f6ton virtual decair no par quark-anti-quark
convoluida com a secao de choque dipolo-proton. Esta tltima é uma funcao da amplitude de
espalhamento dipolo-proton, T'(r,Y'), que pode ser escrita no espago de momentum através
da transformada de Fourier

AY

Tk Y) = / Er e vy = / h %Jo(kr)T(r, Y), (3.8)

27 72

onde assumiu-se independéncia sobre o parametro de impacto b = (x+y)/2. Desta forma,
na representacao de dipolos da QCD, a propriedade do escalamento geométrico toma a
forma

T(k,Y)=T (foy)) : (3.9)

Buscamos agora mostrar que, assintoticamente, a equacao de evolucao BK possui solugoes
que obedecem a propriedade do escalamento geométrico. Faremos isto usando o método
das ondas propagantes, no qual as solu¢oes assintoticas de equagoes nao-lineares em u(x, t)
adquirem a forma wu(x,t) — u(x — vt), quando t é grande. Para tanto, devemos trabalhar
com a equacao BK no espaco de momentum, que pode ser obtida de sua versao no espago
de coordenadas via transformada de Fourier (3.8). Assim, pode-se mostrar que [30,32]

NT = ax (—0y) — aTl?, (3.10)
onde L = log (k*/k}), com ko sendo uma escala de referéncia de baixo momentum, e

X(v) =29(1) = ¥(v) —¥(1 —7) (3.11)
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sendo o autovalor do nicleo da equagdo BFKL [21-24], com ¢ (vy) = I(vy)/T'(7). Trabal-
hando com uma aproximacao de ponto de sela, freqiientemente chamada de aproximacao
difusiva, expandimos (3.11) até segunda ordem em torno de v = 1/2 transformando o
complicado operador diferencial em (3.10) em um operador de segunda ordem

oo 23 )

D 1
= w+— (G +oL+- ), (3.12)
2 4
onde w = x(3) e D = x"(3). Definindo ¥ — $1/1+ 3 e fazendo a troca de varidveis
oD D
t= %(1 —)%Y, r=(1-7%) (L + %Y) (3.13)

podem-se mostrar que a equacao BK na aproximacao difusiva recai na equacao F-KPP,
devida a Fisher, Kolmogorov, Petrovsky e Piscounov [45,46] e muito estudada na fisica
estatistica. Vejamos como isso se da, atacando termo a termo a equacao

o) T:al §(8§+8L+i)]f—af2, (3.14)

tendo em vista a transformagao (3.13). Para o termo a esquerda, temos:

o ~ OT ot OT ox

O = =%y T ooy
D aD _
= 0‘2 (1—7)2 8tT+7(1—fy)8xT. (3.15)

Para o primeiro termo a direita devemos levar em conta que

o -~ 9T ot OT oz 8

Wl = 8LT: 9t oL ox oL ={1=-70T,

N 5 9 or 0 5
2 . . o = 292
0;T = 0p(0.T)=(1 )_8x_8L_8xT (1—=3)02T,

de forma que, para tal termo, temos

D 1 ~ - D -~ D - D
lw+ (8L+6L+ 4)} T = a{wT+§(1 —3)202T + 5(1 —f‘y)&vTngT}
(3.16)
Substituindo (3.15) e (3.16) em (3.14), resulta
oD D ~ D\ - aD D . -
a2 (1-%)? 8tT+a7(1—f‘y)8mT:d(w+§) T+a7( —3)2E T+ a2 (1-%)0, T—aT?

Da expressdao para 7 vista anteriormente, temos que w + D/8 = D(1 — 7)%/2. Logo, esta
ultima toma a forma

D - D - D -

=0T =M= RT+F(1-7)T-T,
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a qual, se multiplicada por 4/D?(1 — 7)%, se torna

2 ~ 9 2 ~ 2 - 4 =~
(o) =2 (o) o 6
Oy u(z,t) = 2 u(z, t) +uz,t) — u(z,t), (3.18)
onde
2 ~ 2 ~ T t 2t
ule ) = —qt ) = pa—qp" (1 -5 (1-%?2aD(1- W) - 9)

A equagao (3.18) nao é nada mais do que a equacao F-KPP, a qual descreve processos
de reacao e difusdao na aproximacao de campo médio, sendo governada por trés termos:
um termo de difusdao (9 u), responsavel pela disseminagao de particulas no espago, um
termo de crescimento (u), que descreve a criacdo de particulas e um termo nao-linear de
amortecimento (—u?), cuja fungdo é descrever a destruicao de particulas, ou melhor, a
saturacao da solu¢ao da equacgao, u(x,t). Em particular, na auséncia deste termo a equagao
é restrita a sua parte linear e leva a um crescimento exponencial da solugao com o tempo
aliado a sua difusao no espaco. Esta é justamente a caracteristica do nicleo da equacao
BFKL que governa a parte linear da equacao BK.

Equacoes do tipo F-KPP sao conhecidas por admitirem as chamadas solucoes de ondas
propagantes, cuja existéncia é devida ao termo de amortecimento nao-linear, enquanto que
algumas de suas propriedades assintoticas, como por exemplo a velocidade e a forma da
frente de onda, sao determinadas pela equacao linearizada sobre o estado instavel u = 0,
como veremos. Se escolhermos uma condi¢ao inicial no tempo ¢t = t, tal que u(z, ty) decresce
suavemente de 1 a 0 quando x vai de —oo a +00 e tem o comportamento assintotico

u(z, ty) " e P, (3.20)

pode-se provar, como fez Bramson em [47], que a equagao F-KPP admite as solugoes de
ondas propagantes para grandes tempos. Isto significa que existe uma funcao de uma
variavel f tal que

u(a, ) " fx—mp(t)) (3.21)
tem um comportamento uniforme em z. A fun¢ao mg(t) depende da condigao inicial:
mp(t) = c(8) + O(1) para. 3 < [,
1
mg(t) = 2t — 5 logt +O(1) para (=7, (3.22)

3
mg(t) =2t — §1ogt+ O(1) para (> f,.,

onde ¢(f) = f+ 1/, sendo que o valor critico 8. = 1 corresponde ao minimo de ¢(f3).
Podemos notar que para § > [, a velocidade da frente de onda propagante dm(f3)/dt
independe do valor de f3.

Podemos mostrar ainda que as condicoes iniciais da QCD sao da forma da equacao
(3.20). Para um valor inicial Y = Y;, ao qual corresponde ty = 22 (1 —7)?Y; de acordo com
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(3.13), e para L grande, que implica x grande, o comportamento de T ¢ dado pela QCD
perturbativa. Assim, tomando o limite assintotico em x com t fixo, temos, de acordo com
(3.20):

T(L,Yy) ox e PA=1L (3.23)

Comparando (3.13) e (3.20), tomamos 3 = 7y/(1 — 7) de forma que, como L = log (k?/k?)
esta tltima se torna .
T(L,Yy) oc e W0108R — =20 (3.24)

Tomando v9 = 1 nesta relacao obtemos a conhecida propriedade da transparéncia de cor da
QCD. Particularmente, u(+00,ty) o T(L — +00,Yy) = 0. Ja a condi¢ao u(—o0,ty) = 1,
imposta a solugao para a ocorréncia das ondas propagantes, implica em f(L — —00,Y)) =
D(1 — %)?/2, quando k/ky — 0. Este limite infravermelho nao permite o uso de QCD
perturbativa e portanto a dinamica é desconhecida em tal regiao. No entanto, podemos
esperar um limite superior em 7' como forma de impor unitariedade a esta.

Como visto nas referéncias [48, 49|, a formagao de ondas propagantes nas solugoes de
equagoes nao lineares ¢ uma propriedade muito mais geral, podendo ocorrer inclusive para
equagoes nao lineares com nicleos mais complicados do que 92 + 1. Desta forma, o surg-
imento de ondas propagantes depende somente de que as seguintes condicoes sejam satis-
feitas:

e 1 = (0 seja um ponto fixo instavel da equacao e u = 1 um ponto fixo estavel,

e a condicgao inicial deve decrescer mais rapidamente que e~ 7%, i.e., se ug(x) ~ e 0%
queremos Yo > Vei

e a equacao de evolucao linearizada admita superposicao de ondas como solucgao:

c+100 c+100

d d
u(x,t): / _’Yuo(/y)e—w-kw(“/)t: / _/yuo(,y)e—v(%f-kvtﬂww#’ (3_25)

20T 20

C—100 C—100

onde w(y) é a transformada de Mellin do ntcleo linear da equacdo e x,,;y = x — vt é a
posicao da frente de onda.

Ocorre entao que o termo nao linear forca a solugao a atingir um comportamento critico
correspondente as ondas propagantes apds um longo tempo

u(a, t) T e ems (3.26)

O expoente critico 7, corresponde a uma onda parcial que tenha a velocidade de fase minima
igual a velocidade de grupo do pacote de ondas

v =20 — o, (327)

Podemos entender qualitativamente como ocorre a selecao desta velocidade v, analizando
a Figura 3.2 e observando as condicoes expostas acima para a formacao das ondas propa-
gantes. A frente de onda em um tempo inicial (a4 esquerda na figura) captura as principais
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Yo

Y

Fig. 3.2: Evolug¢ao de uma frente de onda no tempo (ou rapidez) e a formacgdo de uma
onda propagante.

propriedades da dependéncia espacial: saturacao (primeira condi¢do) seguida de uma queda
com declividade dada pelo expoente critico 7. e logo ap6s uma queda mais abrupta com
declividade dada por vy (segunda condigdo). Apds um passo na evolugao, no tempo ou
em rapidez, cada uma das frentes decrescentes devera evoluir com sua propria velocidade
(tais frentes estdo no regime diluto de forma que podemos usar a terceira condigao). Como
resultado, vemos que a regiao alcancada, nas frentes, pelo expoente critico é cada vez maior,
o que corresponde que estas frentes viajam com velocidade v..

E importante analizar também o comportamento subassintotico das solucoes, para saber
como a frente de onda atinge o seu comportamento assintotico como fun¢ao do tempo. Para
tanto usamos o seguinte ansatz para a solucao na vizinhanca da frente de onda, o qual se
mostrou relevante no caso de equacgées do tipo F-KPP [50]

u(z,t) T G (%QC@)) e Ve(@uwstelt) (3.28)
onde ¢(t) é uma fungdo subdominante do tempo e o fator t* descreve uma evolugdo do
tipo difusiva. O fator t*G representa uma correcao subassintotica a forma da frente dada
por (3.26) em grandes tempos, tendo como propriedade chave o fato de ser, também, uma
solugdo da equagao linearizada para algum « e ¢(t) a serem determinados. Podemos notar
ainda que quando u(z,t) atinge o comportamento assintotico de onda propagante pura ela
depende somente de x5 + ¢(t), de forma que G(z) deve ser nulo para z — 0.

Vamos entao aplicar o formalismo exposto acima a equacgao de evolucao BK com acopla-
mento fixo. A parte linear de (3.10) é solucionada pela superposi¢ao de ondas (3.25),

_ d~ ~ )
O B (3.29)

onde a rapidez Y é a variavel de evolucao a faz assim o papel do tempo ¢, enquanto que
L = log (k?/k2) faz o papel da coordenada espacial z. Comparando as equagoes (3.29) e
(3.26), vemos que a relagao de dispersao toma a forma

w(y) = ax(7), (3.30)
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a qual, quando substituida em (3.27) fornece uma equacao implicita para 7.,

YeX' () = x(7)- (3.31)
Em aproximagao de ordem dominante para o nicleo da equagio BFKL, temos que v, =
0.6275.... Vimos anteriormente que a condi¢do inicial para amplitude T'(L,Yy) implica

em 7o = 1 de forma que estamos na regiao 7. < 7o, justamente a regiao necessaria para a
formacao das ondas propagantes.

Para estudar a formacao da frente de onda usaremos a aproximacao difusiva da equacao
BK, para a qual mostramos a equivaléncia com a equacao F-KPP. Entretanto, agora usare-
mos a expansao em séries para x(—3d;) em torno de v, até segunda ordem, i.e.,

X(=00) = x(0) + (=0 =X () + 50— D) (332)

Com esta aproximacao, a equacao BK toma a forma
. -1 . .
T = —v.0.T + 5@;{’(%)(—& — 7. 1)*T — aT?, (3.33)

a qual é equivalente, como mostramos anteriormente, a equagao F-KPP.
Usaremos agora o ansatz (3.28) como solu¢ao da parte linear da equacao acima nas
proximidades da frente de onda. Para tanto, faremos a troca de variaveis: u =T, x = L e

t =Y de forma que,
L Twst ct)  (L—vY)+cY)

o = Vo : (3.34)
Assim o termo a esquerda de (3.33) é dado por
ayT — aL [G(Z)Yaeffyc(LfchJrc(Y))}
= {G'(z)g—;Ya + G(2)aY + G(2)Y* [—7.(e(Y) — vc)]} e VeLmveY He(Y))
Mas,
0z —a — . —« —a
EYa Oy [(L—vY +c(Y)Y ] =—azY '+ Y)Y —0Y @,
tal que
NT = {G'(2) [—azY* '+ (Y) —v] + G(2)Y* [aY = 7.(¢(Y) — )] } (3.35)

w =LY +e(Y))

Para o lado direito de (3.33), precisamos de:
T = [G'(2) — Y G(z)] e velbmvey +e(¥)
PT = [G"(2)Y ™" = 27.G'(2) + 7Y *G(2)] o= e(L=veY +e(Y))
Logo, (3.33) se torna
G'(2) [FazY T 4+ UY) =] + GY* [aY T = 7e(éY) = v)] = =0 [G'(2) = 7Y G(2)]

+ D [y~ 29,61(2) 4 92V 6(E) + 20 (E(2) ~ 1Y G(2) + 22V G(E)]
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LX”;%) G"(2)Y ™+ (Y = &Y)) G'(2) + Y (re(Y) —@) G(2) = 0. (3.36)

Ou seja, a parte linear da equacao BK, na aproximacao difusiva, se transforma numa equacao
diferencial ordinaria de segunda ordem para G(z). Podemos ver ainda que, negligenciando
o termo ¢(Y)G'(z), os diferentes termos nesta tltima equagao contribuem igualmente se
a=1/2e¢Y) = /Y onde f é uma constante. Este valor de o permite a retirada da
dependéncia explicita em Y da equacao, restando apenas a dependéncia em z. Assim,

@X”;%) G'(2) + G (=) + (ﬁ% - %) G(2) =0. (3.37)

Esperamos que a frente de onda adquira o comportamento de onda propagante pura
para Y — oo, que implica em z — 0. Portanto, escolhemos a solugdo G (z), com ' = (.,
que é linear em z = 0 e que pode ser escrita como uma série infinita, que nao é valida
quando (' é um inteiro nao positivo [50]

_ 2 — (=1)" I(n+p) In+1
G =\ e L T ¢ (3:38)

onde A é uma constante.

Para determinar 5’ notemos que a forma escalada do ansatz (3.28) deve ter um compor-
tamento semelhante ao da condi¢do inicial para a formagdo das ondas propagantes (3.20)
quando L é grande e Y é de ordem 1. Devemos calcular entao o comportamento assintético
de G(z) quando z é grande. Para 3/ = 3/2 ou (3 = 3/2~, a expressao (3.38) fornece [50]

Gapalz) = Ay | —2 Zexp( 272) (3.39)

ax”(ve) 2ax”"(7.)

Em termos das variaveis fisicas L = log (k?/k2) e Y esta dltima fica da forma

log (K2/Q(Y))\ 2 log (R/QXY)) [ log® (k/Q2(Y))
G( VY )‘A ') VY exP( 2ax" (7)Y

onde usamos, com ¢(Y) = [dtc(Y) = 3logY/2~,,

)  (3.40)

k2
L—vY +3logY/2y. logk®—logks (exp (v.Y — 3logY/2v.)) log (Qg(y))
z = = —

VY VY

onde definimos a escala de saturacao como

)

(3.41)

%

Q(Y) = kg exp (ch — 2 og Y) - (3.42)

C

Substituindo estes resultados na equagao (3.28) em termos das variaveis fisicas 7', L =
log (k*/k2) e Y, temos,
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o 7= 7 () 2 v (1og<k2/Qz<Y>>)evclog(Q§§))

@) e
- Navere(am) (@m) o (Faver) o

Desta forma, mostramos que a solucao para a amplitude de espalhamento em termos de
ondas propagantes apresenta uma estrutura escalada, o que concorda com o escalamento
geométrico das secoes de choque da QCD, como visto no inicio desta secao.

O escalamento geométrico tem importantes conseqiiencias, como por exemplo o fato de
que o movimento, no espaco (log (Q?),Y), ao longo da linha da saturagao onde Q = Q,(Y),
nao muda o comportamento das amplitudes de espalhamento. Analizando a expressao (3.43)
vemos que ela possui um termo subdominante que depende explicitamente da rapidez Y, o
que viola o escalamento geométrico. Entretanto, este termo pode ser desprezado quando

log” (K2/Q3(Y)) _
2ax" (7)Y ’

implicando que o escalamento geométrico é obtido para

log (K*/Q(Y)) S v2ax" (7)Y, (3.44)

ou seja, em uma janela que se estende por um fator proporcional a vY acima da escala de
saturacao. Esta é uma propriedade importante das amplitudes de espalhamento em altas
energias: as conseqiiencias da saturacao partonica sao observadas em regioes distantes da
regiao de saturacao, inclusive na cauda das amplitudes, onde estas sao muito menores que
a unidade.

3.3 O modelo AGBS para a amplitude T(k,Y)

Vamos expor agora um modelo para a amplitude de espalhamento dipolo-préton no
espaco de momentum. O modelo AGBS [42] usa as solugoes assintoticas da equacao de
evolucao BK para descrever a amplitude tanto na regiao de saturagao como na regiao onde
os partons estao diluidos no interior dos hadrons. A expressao (3.43) é valida somente para
este regime diluto, onde k > @), e portanto T(k, Y) < 1. Para o modelo se tornar completo
precisamos de uma expressao que descreva a evolucao partonica na vizinhanca da escala
de saturacao @), e na regiao de saturacao. Como nesta ultima é esperado que a densidade
de partons (ou dipolos) tenha um limite superior, devido a unitariedade, escrevemos a
amplitude nesta regiao com uma funcao de Heaviside

TrY)=00QsY)—-1). (3.45)

Usando a Transformada de Fourier (3.8) podemos mostrar que
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onde ¢ é uma constante ainda nao fixada.

Agora temos todos os ingredientes para descrever a amplitude T(k;,Y), visto que as
expressoes (3.43) e (3.46) descrevem completamente o comportamento assintotico de tal
amplitude. Além disto, elas representam um comportamento universal, visto que indepen-
dem de condigoes iniciais e (3.43) depende somente do niicleo da equacao BFKL. Esta é uma
propriedade marcante, pois significa que contribuicoes de correcoes de proxima ordem dom-
inante (NLO da sigla em inglés) a equagao BFKL levarao a equagoes com mesma estrutura
analitica, somente com parametros diferentes.

Vamos entao tentar unir as expressoes para os regimes diluto e saturado em torno da
escala de saturagdo. Uma maneira de fazer isto é usar (3.43) para k > Qs e (3.46) para k <
Qs e obter, impondo continuidade em k& = (), a constante c. No entanto, esta definicao por
partes da amplitude em toda a regiao cinemética poderia introduzir oscilagoes na amplitude,
quando transformada, através de (3.8), para o espago de coordenadas, podendo inclusive
torna-la negativa. A maneira que o modelo AGBS contorna esse problema é fazendo uma
interpolacao analitica suave entre os comportamentos diluto e saturado da amplitude de
espalhamento. A fim de modelar tal interpolacao, parte-se do regime diluto para o regime
saturado, construindo uma expressao que se torne saturada a uma constante quando k£ <<
Qs, na qual posteriormente inclui-se os fatores logaritmicos. Tal expressao é uma funcao
decrescente de L = log (k*/k?) e que reproduz (3.43) a menos de constantes e um fator

logaritmico
k2 L2, —log* (2)
Tou = —7.1 red , 3.47
dil eXp|: Ve 108 (Qg(y)) ZQX”(’YC)Y ( )
com
k2 _
Lyeq = log [H 2 )} e QiY) =kge™T, (3.48)

onde considera-se somente o termo dominante da expressao (3.42) para a escala de saturacao.
A expressiao (3.47) é unitarizada por uma eikonal, ou seja, T, = 1 — e T4 e nos resta
entao reinserir os fatores logaritmicos nos regimes diluto e saturado. A expressao usada no
modelo é

T(k,Y) = [log (@ + %) + 1} (1—e Tut) (3.49)

As expressoes (3.47), (3.48) e (3.49) determinam o modelo AGBS para a amplitude de
espalhamento no espaco de momentum, o qual foi usado para descrever a funcao de estrutura
do proton, F,, dada por

2 P2
Fy(x,Q%) = QZ;QN/ dk/ dz |0 (k?, 2 Q) *T(k,Y), (3.50)

a qual foi ajustada aos dados de HERA disponiveis para esta quantidade. Nesta andlise, as
ultimas medidas de HERA para a funcao de estrutura do proéton, vindos das colaboracgoes
H1 [51] e ZEUS [52,53], foram ajustados, dentro do seguinte regime cinemético:

x < 0.01,

5 5 (3.51)
0.045 < Q* < 150 GeV~,
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o que resulta em um total de 279 pontos de dados a serem ajustados. No regime cinematico
acima, o primeiro limite indica que o modelo se propoe a descrever o limite de altas energias
das amplitudes de espalhamento, ou seja, o chamado comportamento em pequeno x destas
quantidades. A segunda inequalidade inclui valores da virtualidade Q? nao tao grandes a
ponto de evitar que correcoes a equacao DGLAP sejam necessariamente inclusas no modelo.
Além disto, o modelo permite uma incerteza de renormalizacdo de 5% sobre os dados de

HI.

0.0037 0.0061

[N
e
N

o'/ (2) (mb)

10-3 L

10!

10t 1 100 10?

Fig. 3.3: Resultados do ajuste do modelo a se¢cio de choque v*p aos dados de HERA como
fungio de Q* para diferentes valores de x [[2]. As curvas foram reescaladas por
poténcias de 2 (1 até 279 de cima para baizo) para tornar mais clara a observagao.
Os simbolo mais corresponde aos dados de ZEUS [52,53] e a cruz aos dados de

H1 [51].
Massas  (MeV) k& (1073 GeV?) Ve X! R, (GeV) x?/nop
mg = 50, m. = 50 3.782 4+ 0.293 1.065 £ 0.018 | 4.691 £0.221 | 2.770 4+ 0.045 0.960
mg = 50, m. = 1300 7.155£0.624 | 0.965+0.017 | 2.196 £0.161 | 3.215+ 0.065 0.988
mg = 140, m. = 1300 3.917 £ 0.577 0.807 £ 0.025 | 2.960 & 0.279 | 4.142 £ 0.167 1.071

Tab. 3.1: Resultados do ajuste do modelo AGBS aos dados de Fy5. Os valores do pardametros
com seus respectvos erros sao mostrados, juntamente com o x* por nimero de

dados.

Em relagao aos parametros, foram mantidos fixos 7. = 0.6275, que é o valor esperado
em ordem dominante (LO) para o nticleo BFKL; e @ = 0.2, que correspode a um valor de
as ~ 0.2, para N, = 3. Com isto, os parametros v., x”(7.), k3 e R, ficam livres para o ajuste



Capitulo 3. Amplitudes de espalhamento em altas energias 49

aos dados. O modelo inclui a contribuicao dos quarks leves, u, d e s, além do quark charm ¢
em situacoes distintas quanto as massas: A massa dos quarks leves, m, foi definida como 50
ou 140 MeV enquanto que a massa do quark charm foi usada como m, = m, = 50 GeV ou
m. = 1.3 GeV. Os parametros obtidos do ajuste aos dados estao na Tabela 3.1, juntamente
com o Y2 por niimero de pontos. O modelo se ajustou muito bem aos dados, como pode ser
visto pelo grafico na Figura 3.3, que mostra 077 o< F} versus Q* para diferentes valores de
x.

100 T L} T
Y =5,10...50 —

1k ]

0.01 f -

le-04 } -

1le-06 } .

TAGBS(ka Y)

1e-08 } .

le-10 F -

le-12 .

le-14 L L
le-05 1 100000 1le+10 1le+15

k (GeV)

Fig. 3.4: Forma para a amplitude no espaco de momentum sequndo o modelo AGBS, para
diferentes valores de rapidez. Da equerda para a direita temos'Y = 5,10, ..., 50.
Os pardametros para este grdfico foram tomados do ajuste correspondente a terceira
linha da tabela 3.1.

Podemos comparar ainda a forma da amplitude AGBS com as solu¢oes numéricas da
equagao BK no espago de momentum [54]. A amplitude AGBS, que esté ilustrada na Fig.3.4,
mostra claramente os comportamentos de saturacao e diluto da evolugao, além de mostrar
o escalamento geométrico na evolucao em rapidez. A solugao numérica para a equagao BK
fornece a amplitude vista na Fig.3.5, a qual mostra um comportamento bastante semelhante
ao observado para a amplitude AGBS. Isto confirma a validade do modelo e mostra ainda que
este modelo nao apresenta os problemas vistos nos modelos GBW [16] e IIM [17], quando
transformados para o espaco de momentum. A analise da transformada de Fourier dos
modelos citados foi feita em [55], mostrando que, no caso do modelo GBW, a transformada
de Fourier da secao de choque de dipolos apresenta um comportamento nao compativel com
a QCD perturbativa, enquanto que no caso do modelo ITM, a amplitude apresenta valores
nao positivos. Uma comparacao do modelo AGBS com estes dois modelos, além do modelo
BGK [56,57|, que consiste em um aprimoramento do modelo GBW pela incorporagao de
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Fig. 3.5: Solucao numérica da equagao BK no espago de momentum, mostrada para difer-
entes valores de rapidez [54].

uma densidade de glions evoluindo de acordo com a dinamica DGLAP, é vista na tabela
3.2.

3.4 Conclusoes

O objetivo deste capitulo foi apresentar um modelo fenomenoldgico para a amplitude
de espalhamento dipolo—proton no espaco de momentum, o qual chamamos modelo AGBS.
Antes disso vimos como descrever a funcao de estrutura do préton em tal espaco, bem como
algumas propriedades das amplitudes de espalhamento em altas energias. Tais propriedades
incluem uma conexao com a fisica estatistica, buscando a descricao das solucoes assintoticas
da equacao de evolucao BK, o que é feito tratando a evolucao descrita por esta equacao como
um processo de reacao—difusao, bem conhecido da fisica estatistica. A equivaléncia entre a
equacao BK e a equacao FKPP foi mostrada, bem como as implicagoes desta para o com-

Parametrizacao Massas dos quarks nop | x*/nop
GBW [16] mg = 140 MeV, m, = 140 MeV | 372 1.5
IIM [17] mg = 140 MeV, sem charm 156 | 0.81
BGK [57] mg =0 MeV, m. =13 GeV | 288 | 1.06
AGBS [42] mg = 50 MeV, m, = 1.3 GeV | 279 | 0.988

Tab. 3.2: Comparacao entre os resultados de diversas parametrizacoes para a Se¢ao de
choque de dipolos. Para cada modelo, estao indicados os valores das massas dos
quarks considerados, além do nimero de pontos usados no ajuste e do respectivo
x? por mimero de pontos obtido.
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portamento assintotico das amplitudes da equacao BK, que descreve muito a propriedade
experimental do escalamento geométrico das se¢oes de choque observado no colisor HERA.
Por fim apresentamos o modelo AGBS para a amplitude — e portanto para a secao de
choque — dipolo—préton, o qual interpola analiticamente entre os comportamentos assin-
toticos para os regimes diluto e saturado da evolugao BK e descreve muito bem os dados
de HERA para o ajuste da funcao de estrutura do proton F,. No proximo capitulo iremos
investigar como os efeitos de flutuacoes no niimero de particulas durante a evolugao influem
na descri¢ao do espalhamento profundamente inelastico (DIS) em HERA, sob a perspectiva
do modelo AGBS visto aqui.



Capitulo 4

Flutuacoes e suas consequéncias para a
QCD em altas energias

No capitulo anterior vimos um modelo para a amplitude de espalhamento dipolo—proton,
construido pela interpolacao das solucoes assintoticas da equacao de evolucao de Balitsky-
Kovchegov (BK). Esta equagao pode ser vista como uma aproximacao de campo médio para
um conjunto de equacoes para os multiplos espalhamentos entre os dipolos que formam o
projétil e o alvo. O conjunto em questao forma a chamada hierarquia de Balitsky-JIMWLK
[33-38], a qual ndo inclui termos que levem em conta os miltiplos espalhamentos no projétil,
ou flutuagdes no niimero de particulas (glions ou dipolos) no alvo, como mostraram Tancu e
Triantafyllopoulus [58,59]. Os termos adicionais descrevem o desdobramento de glions na
funcao de onda do alvo, que juntamente com os termos para a fusao de glions contido em
todas as equagoes para o regime de saturacao partonica, representam lagos de pomerons e
formam as chamadas equacoes de lacos de pomerons. Como resultado temos uma hierarquia
infinita que pode ser reescrita, a menos de uma aproximacao para manter a independéncia no
parametro de impacto, na forma de uma equacao de Langevin estocastica que é formalmente
igual a equacao BK acrescida de um termo de ruido responsavel pelas flutuacoes. Como foi
mostrado no capitulo anterior, a equacao BK esta em classe de equivaléncia com a equacao
de reacao—difusao FKPP, a qual admite as chamadas ondas propagantes como solugao. A
equagao de Langevin estocastica, por sua vez, também esta em classe de equivaléncia com
uma equacao FKPP, mas em sua forma estocéastica. Esta tultima nada mais é que a FKPP
adicionada de um termo de ruido.

Veremos a seguir como se manifestam as propriedades citadas acima, bem como quais
sao suas implicagoes para as amplitudes de espalhamento em altas energias. Feito isso, dis-
cutiremos como tais flutuagoes entram no modelo AGBS para a amplitude de espalhamento
dipolo—proéton e como elas influenciam a descricao dos dados de HERA para a funcao de
estrutura do proton.

4.1 Flutuacoes e evolucao no formalismo de dipolos

Vamos mostrar nesta secao, que o formalismo de dipolos de cor proposto por Mueller
se mostra naturalmente um bom referencial para a descricao das flutuagoes no nimero de
glions (ou dipolos) no regime diluto, e no limite de grande niimero de cores. Para tanto
vamos usar uma formulagdo alternativa para o modelo de dipolos [60] segundo a qual o



Capitulo 4. Flutuagoes e suas conseqiiéncias para a QCD em altas energias 53

sistema de dipolos gerado pela evolugao de um dipolo original, com coordenadas (x, yo),
até uma rapidez Y é descrito como um ensemble estocastico de configuragoes de dipolos com
uma, lei de probabilidade que evolui em Y de acordo com uma equacao mestra. Desta forma,
uma dada configuracao é especificada pelo niimero N de dipolos e pelas N — 1 coordenadas
transversais {z;} = {21, 22, ..., 2y_1} destes dipolos, tal que as coordenadas dos N dipolos
sao (2o, 21), (21,22),...,(2N_1,2N), COM 29 = Ty € 2y = Yo. A probabilidade Py ({z;};Y)
de achar uma dada configuracao obedece ao seguinte conjunto de equacoes de evolucao
acopladas

Oy Py({z):Y) = — % [Z / PzM(ziy, 2, 2)| Py({z:};Y)

_ N-1
o
+%E M<zi717zi+laz>PN71<zla---aziflaziJrla---aszl;Y%
—

(4.1)

nas quais identificam-se os caracteristicos termos de perdas e ganhos de uma equacao mestra
para um processo markoviano [61] e onde definimos

(x —y)?
(x —2)*(y — 2)*

M(z,y,z) = (4.2)

As equagoes (4.1) devem ser resolvidas com a condigao inicial de que em Y = 0 existe
somente um dipolo, i.e., Py(Y = 0) = dn1. O valor esperado de um operador O que
depende somente sobre o tamanho do dipolo é dado por

o) =% / dTy Py({z}:Y) On({z:}), (4.3)

onde o elemento diferencial do espaco de fases é simplesmente dI'y = d?z1d%z, ... d*zN_1.
Usando a equacao mestra (4.1) temos que

Ay (On(Y)) z% Z/dPN PN({zi};Y)Z/dzz/\/l(zi_l,zi,z)

X [—ON({ZZ}) + ON+1({21, RN AT -7 SN zN—l})] .

(4.4)

Nesta ultima, dentro de Oy, z é uma coordenada comum aos dipolos adjacentes (z;_1, 2)
e (z,2;), tal que, quando, por exemplo, z — z;, o respectivo dipolo desaparece e Oy,
reduz-se a Oy. Desta forma, as possiveis divergéncias infravermelhas que podem aparecer
em (4.2) quando z = z; sdo eliminadas de quaisquer quantidades fisicas, que envolvem
meédias sobre todas as probabilidades como em (4.4).

Vamos usar a equagao (4.4) para obter equagoes de evolugao para as densidades de
nimero de dipolos. Mas primeiramente, consideraremos a densidade média do nimero de
dipolos, para a qual temos, em uma configuracao de N dipolos, o operador

ny(z,y) = 25(2)(%‘—1 —)8%(z; — y). (4.5)
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Fig. 4.1: Um passo na evolucao da densidade média do nimero de dipolos como descrito
pela equacao 4.6.

Usando (4.4), com Oy = ny, e apos algumas manipulagoes chega-se a seguinte equagao de
evolugdo para ny (x,y) = (ny(x,y))y,

ony(@y) _a [
8Y _27T/d Z[ M<wuy7z)ny<w7y)
+M(w,z,y)ny(w,z) +M<z7yuw)ny<z7y)] (46)
Q
:% d2ZMwyz ®nY($ay)7

onde usamos a notacao
Ma:yz X ny(az, y) = M(ma vy, Z) [—ny(:c, y) + ny(a:, Z) + ny(z, y)] . (47)

Reconhecemos em (4.6), a qual é representada na Fig.4.1, a equagdo BFKL no espago de
coordenadas [30,63|, de onde vemos que a densidade de nimero de dipolos cresce em energia
como o pomeron BFKL.

Voltamos agora & densidade de um par de dipolos. Para uma configuracao de N dipolos,
o operador correspondente é definido como o produto normal ordenado das densidades
individuais [58]

n§\2/)<w17y13 -’1527212) = nN($1,y1)nN(-’152,y2) :

(2) (2) (4.8)
=ny(x1, y1)nn (22, Y2) — 07 (21 — 22)0" (Y1 — yo)nn (21, Y1),

onde o termo subtraido & direita elimina a possibilidade de que pares de dipolos sejam feitos
de um mesmo dipolo, além de eliminar a singularidade do produto ny(x1, y1)ny (2, y2) no
limite onde os dois dipolos tém coordenadas idénticas. Desta forma, n(? considera realmente
correlacoes nao triviais entre os pares distintos de dipolos.

No limite de altas energias, onde o niimero de dipolos é grande e espera-se que as flu-
tuacoes on nao sejam relativamente importantes, a densidade média de pares de dipolos
ng) = <n(2)>y pode ser aproximada por ng)(l, 2) ~ ng)(l)ng)@), mostrando-nos que real-
mente as correlagoes nas densidades de dipolos nao sao importantes neste regime. Contudo,
estas correlagoes tém papel fundamental no regime diluto, onde ng) é relativamente pequena
e a evolucao é dominada pelas flutuacoes. Para ver isso, vamos assumir que em Y = 0 o
sistema consiste de um dipolo (g, yo) apenas. Assim,

no(xo, Yo) = 5(2)(93 - 930)5(2)(9 —Yo), (4-9)
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com nf = 0 para k > 2. Ap6s um passo de evolugio em rapidez dY, o dipolo original pode
decair em dois dipolos (g, z) e (2,yo) com probabilidade [30]

APioas = ;M(a}, y, z)d*zdY. (4.10)
T

Logo, se medirmos a densidade de pares (4.8) em Y = dY podemos encontrar um resultado
nao nulo visto que as coordenadas (1, y;) e (€2, y2) dos dipolos medidos encontram-se com
as coordenadas (xg, z) e (2,yo) dos dois novos dipolos que fazem parte do sistema. Isto
impoe a condigao de que os dipolos medidos tenham uma coordenada em comum, x5, = y;
ou Yy, = x1, como mostra a Fig.4.2, ou seja, os dipolos sao adjacentes. Mas mesmo com
esta condicao satisfeita a densidade do par de dipolos nff} permanece pequena, da ordem
de adY, em comparacao com a densidade de um dipolo ngy, a qual é de ordem um.

. -~ .
\)X/ y2

X]. \\\\

Fig. 4.2: Geometria do decaimento de um dipolo.

Vemos que, enquanto adY < 1, as correlacoes entre pares de dipolos sao pequenas, as
quais sao construidas por meio de decaimentos de dipolos no decorrer da evolucao. Neste
processo, a densidade ny age como uma fonte para correlagoes de mais alta ordem. Dada
a forma (4.10) da probabilidade diferencial para um passo na evolugiao e a geometria do
decaimento de um dipolo mostrada na Fig.4.2, temos que a variacao na densidade de um
par de dipolos, devida ao decaimento de um dos dipolos em ny, é da forma

on? (1, y1; T2, 92) _a(rt rs)?
oY flut 2w TIP3

{5(2) (@2 — y1)ny (21, y2) + 0 (y — 21)ny (2o, v},
(4.11)

onde 7y = & — Y1 e Ty = Ty — Yo 520 0s tamanhos dos dipolos medidos. Como mencionado,
esta expressao descreve apenas a contribuicao das “flutuacoes” a evolucao de ng), na qual os
dipolos medidos se originam de um mesmo dipolo através do decaimento deste. A equagcao
geral para a evolucao é obtida ao adicionarmos termos lineares em relagao a ng) na expressao
(4.11), os quais descrevem a evolu¢do BFKL para qualquer um dos dipolos medidos. Desta

forma, a equacao completa é

ong) (1, Y13 T2, yo) _o
)4 27

[/ d2z/\/lm1y1z & ng)(l‘l, Y1; T2, Y2)
(4.12)

+ M(ﬂ?b Y2, w2)nY(fL’17 y2)5(2)(w2 - yl) + {1 = 2}7
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Fig. 4.3: Um passo na evolugcao da densidade de um par de dipolos como descrito por
(4.12). Os termos virtuais comuns na dindmica BFKL nao sao mostrados.

onde ( e ( e
T — Y2 T+ T2
M(x1, Yz, @) = = , 4.13
(1,92, @) (@1 — @2)? (@1 — y2)? Tirs (4.13)
pois consideramos os dipolos adjacentes, com xs = y; neste caso e *; = yy na parte onde
{1 2}

Este comportamento estad ilustrado na Fig.4.3 e fica claro que o termo de flutuagoes,
proporcional a ny, controla o crescimento de ng) no regime diluto, ao passo que os termos
BFKL usuais, lineares em ng), dominam quando a densidade se torna grande. Podemos
nos perguntar qual a importancia das flutuagoes na densidade de ntimero de dipolos para a
fisica de saturacao partonica, ja que as contribuicoes destes termos sao suprimidas no limite
de altas densidades. Salientamos entao que por ‘regime diluto” nao devemos entender o
regime descrito apenas por condic¢oes iniciais de baixa densidade: Nao importa quao grande
é arapidez Y e portanto a densidade, sempre existird uma cauda na distribuicao de dipolos,
correspondente a dipolos com tamanhos muito pequenos, 7 < 1/Q,(Y), onde a densidade
é baixa e as flutuacoes desempenham importante papel. Pela subseqiiente evolucao, as
correlacoes que podem existir naquela cauda sofrem um aumento devido ao decaimento das
correlacoes originais.

Podemos notar ainda que uma discussao similar aplica-se para uma equacao que descreve
a evolucao das correlagoes entre k-pares de dipolos, ou seja, uma equacao para ngf), com
k> 2.

Com isto vemos que o formalismo de dipolos fornece o referencial ideal para tratarmos
as flutuagdes no nimero de particulas no regime diluto, no limite de grande nimero de
cores (grande N,). Este tipo de correla¢do entre particulas ndo esta incluido nas equagoes
de Balitsky-JIMWLK e o objetivo da proxima secao é mostrar como é possivel construir
equagoes de evolucao que incluam tanto os efeitos de flutuacgoes para o regime diluto quanto
as correlagoes responsaveis pela saturagao partonica no limite de altas energias.

4.2 Equacoes de evolucao na presenca de flutuacoes e
saturacao

A fim de aproveitar a naturalidade com que as flutuacoes aparecem no formalismo de
dipolos, vamos explorar a relagao entre as densidades de dipolos a as amplitudes de espal-
hamento, visando transferir os efeitos das flutuacoes nas funcoes de onda do alvo para as
equacoes de evolugao em relacao as amplitudes. Como veremos a seguir, no regime diluto,
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onde as flutuagoes sao importantes, as amplitudes sao proporcionais as densidades de dipo-
los no alvo e se torna direta a traducao das equacoes desenvolvidas na secao anterior nas
correspondentes equacoes para as amplitudes. Posteriormente estas tiltimas podem ser en-
tao estendidas ao limite de altas densidades (altas energias) pela simples adigao dos termos
nao-lineares comuns as equacoes de Balitsky-JIMWLK e responsaveis pela saturacao, ja que
as flutuagoes nao devem mudar significativamente o comportamento nao linear da evolugao.

Comecamos considerando o espalhamento entre um tinico dipolo externo — considerado
o projétil — e um alvo diluto, cuja funcao de onde pode ser descrita em termos de dipolos de
cor. Quando nos referimos & um alvo diluto deve-se entender a forma como o alvo é visto na
escala de resolucao do projétil, que é o seu tamanho transverso. Como resultado temos que
o tamanho r do projétil é pequeno comparado ao comprimento de saturagdo 1/Q4(Y,b) do
alvo num parametro de impacto b, significando que o espalhamento entre o dipolo externo
(o projétil) e o alvo serve como medida da densidade de dipolos (ou glions) de tamanho r na
funcdo de onda do alvo, ja que a amplitude de espalhamento dipolo-dipolo Zy(r, 71, b — by)
é quase local no espago de fases transverso: 7y ~ a2 quando os dois dipolos tém tamanhos
similares e sao relativamente proximos um do outro no espago de parametro de impacto, mas
diminui rapidamente para grandes separagoes entre os dipolos, i.e., Ty ~ o2r?r?/(b — b;)*
para |b—by| > r-, com r» = max(r,r); e para grandes disparidades entre seus respectivos
tamanhos, 7y ~ o?(r./r-)?, onde agora r— = min(r,r).

A amplitude de espalhamento para o processo descrito acima tem a forma

Ty(’f‘,b) :/d2r1/d2b1 76(7‘,7‘1,b-b1>ny<’r'1,b1), (414)

onde ny(ry,b;) é a densidade do nimero de dipolos com tamanhos r; e parametros de
impacto b, presentes na funcao de onda do alvo quando a rapidez na evolucao é Y, e como ja
mencionado, Zo(7, 71, b—by) é a amplitude de espalhamento entre dois dipolos elementares.
As consideragoes feitas acima a respeito de 7y equivalem a resolvé-la em ordem dominante —
em ordem O(a?) — correspondendo & troca de dois glions (ou a um pomeron BFKL) entre
os dipolos, levam-nos a fazer by — b em n de tal forma que a integral em b; restante em
(4.14) é aproximadamente igual a o?r2. A integral em 7; restante é resolvida fazendo com
que a densidade n seja descrita em ordem dominante pela equacao BFKL, ja que estamos
num regime onde ela é vélida para a descri¢do da evolucao, fornecendo [58|

ny (71, b) ~ %(r?@?(b, )™, (4.15)
1

onde 7. = 0.6275, 1 — . é a chamada dimensao anomala que caracteriza o comportamento
das solugoes no regime diluto — como solugoes da equagio BFKL — e Q*(b, Y))% o erY
é uma linha, paralela & linha definida pela escala de saturacao, que define a regiao de
densidade constante no plano In(1/r1) — Y. Inserindo (4.15) em (4.14) resulta que

Ty (r,b) ~ o’r*ny (r,b). (4.16)

A expressao (4.16) pode ser estendida para o espalhamento entre dois ou mais dipolos
externos — que compoem o projétil — bastando notar que em um evento particular a
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amplitude de espalhamento para um sistema formado por muitos dipolos é igual ao produto
das amplitudes individuais para cada dipolo. Para dois dipolos temos [58|

T1(/2) (r1,b1; 72, b2) =Ty (71, b1) Ty (12, by)

(4.17)
20‘3"’#3 iy (71, b)ny (re, by) 1,

onde o produto ordenado permanece, pela mesma razao que apareceu na secao anterior,
para evitar que os dois dipolos que formam o projétil espalhem simultaneamente um mesmo
dipolo no alvo.

Usando as equagoes (4.17) e (4.16) juntamente com as densidades de dipolos no alvo ny e
ng) estabelecidas na secao anterior, podemos obter equagoes de evolugao para as amplitudes
médias. Relacionando (4.6) e (4.16) temos que a amplitude de espalhamento entre um
tinico dipolo e o alvo, (I'(r, b)), = (T'(x,y))y, é descrita pela equacdo BFKL — em sua
representagao dipolar — como esperado para o regime diluto da evolugao, que é exatamente
a equacao (4.6) para a amplitude (T'(z, y)),. Esta expressao pode ser estendida ao regime de
alta-densidade, onde a dinamica BFKL falha, pela simples adicao dos termos de correlacao
responsaveis pela saturacao partdnica, como ocorre nas equacoes de Balitsky-JIMWLK.
No caso considerado acima, este termo ¢ (=T'(x, 2)T(z,y))y = —(T®(x,z;2,y)), e a
equacao considerada se torna idéntica a primeira equacao da hierarquia de Balitsky

a<cr<((;n—};y>>y :% {/dQZMmyz & <TY<w7y>>Y o M(.’D,y, Z) <T(2)<IE, 25 z7y>>Y} ’

(4.18)

Seja agora a amplitude para o espalhamento de dois dipolos e o alvo

(T (@1, y1; @5, 92)) = (T(@1,91)T (22, 95)) (4.19)

No regime diluto esta obedece a evolugdo descrita pela combinagdo de (4.17) e (4.12),
enquanto que no regime de altas densidades a evolugao deve conter ainda termos nao lineares
— proporcionais a <T(3)>Y neste caso — responsaveis pelas correcoes de unitariedade. Com
isto, temos que [58,59)]

Y o Mgz ® <T(2)(:I:1,y1; 5152;?!2)>y

(T (1, y1;%2,92)),, @ {/dzz[

- M(mlaylaz) <T(3)(m1a Z; zay1;$27y2)>y]

+ RAZM (@1, Y2, ®2) (T(21,92))y 6@ (@2 — yl)} +{1 < 2}
(4.20)

Na expressao acima, as duas primeiras linhas sao iguais a correspondente equacao de Bal-
itsky — a segunda na hierarquia — enquanto que a terceira linha, com dependéncia em
(T)y, define o comportamento das flutuaces no nimero de particulas no alvo. O fator de
incerteza k é de ordem O(1) e foi colocado devido ao nosso desconhecimento da relacdo
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Fig. 4.4: Diagramas contribuindo na evolu¢io da amplitude T®: um termo linear —
BFKL, proporcional a T®, um termo de fusdo de glions — BK, proporcional a
TG, e um termo de desdobramento de glions proporcional a T.

exata entre as amplitudes de espalhamanto 7T e as densidades de dipolos n no alvo, como ja
expresso nas relagoes (4.16) e (4.17).

A expressdo (4.20) para a amplitude T pode ser visualizada de maneira facil em ter-
mos de diagramas, como ilustra a Fig.4.4. Nesta figura, o diagrama a esquerda representa
os termos lineares para a troca de diagramas escadas — pomerons QCD — entre o projétil
e o alvo, correspondendo ao crescimento nas densidades de partons e proporcional a 7'?).
No termo intermediirio, vemos as recombinacoes de gliions responséaveis pela saturacao
partonica e proporcionais a 7). Por fim, o dltimo e novo termo, que considera o desdobra-
mento de glions e corresponde as flutuacoes, introduzindo uma contribui¢ao proporcional
a T na evoluciao de T®.

As equacgoes de mais altas ordens na hierarquia sao obtidas de maneira analoga. Assim
a k-ésima equacao, para a amplitude de k& dipolos <T(k)>y, serd, proporcional a um termo
BFKL (T™®)_, um termo de saturacao (T**V) e um termo de flutuagio (T*~V) . Os
termos de saturacao e flutuacao servem como sementes para a formacao de lagos de pomerons
— na aproximagcao de troca de dois glions, ou pomeron QCD: as flutuacoes correspondem
a termos de emissao de pomerons, enquanto que a saturacao corresponde a termos de
recombinacao ou fusao de pomerons. Com a adicao destes dois tipos de termos, a hierarquia
completa forma as chamadas equagoes de evolucao de lacos de pomerons.

4.3 Uma equacao de Langevin para a evolucao na
presenca de flutuacoes

As equagoes para lacos de pomerons obtidas na secao anterior formam uma hierarquia, a
qual é dificil de se trabalhar como um todo. Entretanto, esta hierarquia pode ser reformulada
como uma tnica equacao de Langevin estocdastica, cuja manipulagao é mais facil e que pode
ser usada para a obtencao de informacoes macroscopicas do sistema, com ajuda de equacoes
da fisica estatistica, como feito no capitulo anterior no caso da equacao BK. A fim de obter
a equacao de Langevin, devemos supor que as amplitudes de espalhamento sao quase locais
sobre o parametro de impacto b, o que implica em considerar o alvo como sendo quase
homogéneo para distancias da ordem do tamanho do dipolo externo que o prova. Esta é
uma boa aproximagao no sentido da obtencao de informagoes a respeito da aproximagao
ao regime de saturacao pela amplitude de espalhamento e para estudar a dependéncia em
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energia da escala de saturagao que determina o inicio deste regime, mas com isto nao
podemos calcular secoes de choque totais, que dependem explicitamente do parametro de
impacto.

Sob esta aproximacao todos os termos nas equacoes anteriores, exceto os termos de
flutuagoes, se tornam locais em b. A presenca das func¢oes delta impedem que os termos
responsaveis pelas flutuagoes se tornem locais no parametro de impacto, mas podemos
tratar estes termos localmente no espaco de parametro de impacto supondo este espaco
como discreto, como veremos a seguir. Trabalhando no espaco de momentum, com

gp(k,b):/ & e ®TT(r,b), (4.21)

27?2

resulta que os termos nao lineares nas equacoes de evolucao se tornam locais em k. Assim,
a evolugao de (T'(x,y)) = (T(rbd)), dada por (4.18), tem a seguinte forma no espago de
momentum [58]:

d(p(k,b))y _ d*p k2 P’ 1
oy —a/ 7 p2(k — p)? <E80(Pa b) — icp(k,b)>
(kb)) .

v (4.22)

A expressao para <T(2)(a:1, Y1; Ta, y2)>y, como visto na secao anterior, é semelhante a ex-
pressao para (T'(x,y)), e portanto terda uma parte semelhante a (4.22), mais um termo de
flutuacao, que é dado no espago de momentum por [58]

d*r

22

9 (p(k1, b1)p(ka, b2))y
)4

—a2ra’d® (ky — k2)/ e * (T (r,by))y 0P <b1 — by — f) :

2
(4.23)

flut

Como vemos, a presenca da funcao delta, que impoe a adjacéncia dos dipolos com paramet-
ros de impacto b; e by, impede que o termo de flutuagoes em (4.23) seja local sobre o
parametro de impacto b. A fim de tornar este termo local em b aproximamos o espago
de parametro de impacto como discreto, o que é razoavel do ponto de vista fisico, ja que o
dipolo externo — presente no projétil — nao pode distinguir detalhes do alvo muito maiores
que seu tamanho r. No espaco de momentum isto significa discretizar o espaco em células
de area 1/k?, e tomar a média da amplitude de espalhamento sobre cada uma destas células.
Desta forma,

pi(k) = k? / d*bp(k, b), 02 (k) = k? / d*bp?(k, b), (4.24)
2i(k) 2i(k)

onde >, (k) ~ 1/k? é a area de cada célula. Tomar estas quantidades se torna equivalente
a tomar o valor das mesmas no centro de cada célula, pois consideramos que o alvo é quase
homogéneo em rela¢ao ao dipolo com o qual interage. Logo, fazemos ¢;(k) ~ ¢(k,b;) e
02 (k) ~ [pi(k)]?, de forma que a discretizagiao do espago de parametro de impacto nao leva
a maiores correlagoes do que as ja existentes para as amplitudes ¢.
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Com isto, integramos o termo de flutuagao (4.23) sobre by e by, de forma que este se
torna (notando que a multiplicagdo por k:f-, j = 1,2, seguida da integracao sobre a area
>i(k;) ~ 1/k7 no espago de parametro de impacto é aproximadamente igual a unidade e
que ki = ks neste caso)

ki, b)o(ky, b
8<S0( 1) 18);5( 2 2)>Y :@QH(ngil(s(Q)(kl—kQ / d2b 42 b, e kLT
flut (k) (k)
r
 (T(r,by))y 6 ( bQ——)
_ 21.4 2 2 —ik 'r
=a2k0’k 6P (kg — ky) / d bl/%r2 (T (r, b))y
> (k1)
=a2ra’ ki@ (kg — ky) / d*by (p(ky1,b1))y
(k1)
=a2ra2kid® (ki — k) (pi(k1))y
(4.25)

Agora podemos escrever as duas primeiras equagoes para a hierarquia, dentro da aproxi-
macao em termos de células no espaco de parametro de impacto, segundo o qual as ampli-
tudes de espalhamento se referem a quantidades dentro de cada célula ¢:

Wai# :a/ dmf p?(kzk— p)? <2%2%<P> - %<’<’>>Y —a(pi(k)y (4.26)

e

— (@ (k1)@i(k2) )y + k0P (ky — ko)K7 <80i(k1)>y} + {1 < 2}.

A aproximacao em células é valida para mais altas ordens, sempre fornecendo equacoes locais
no parametro de impacto, ou seja, as equacoes sempre envolverao operadores atuando dentro
de uma célula. Abandonaremos a notacao em i para designar as células, pois nao existe
acoplamento entre estas, de forma que a equacao de Langevin que descreve a hierarquia
para uma célula é dada por [58|

8“578“) :a/ p__ K . (21,2—290(19) - w(k)) — ay®(k)

2m p*(k — p) (4.28)
+ay/2ka3p(k)v(k),
onde v(k,Y’) é um ruido branco gaussiano que satisfaz:
(v(k,Y)) =0
(4.29)

1
(b1, Y1), v(ks, Y2)) =—0(Y1 — Y3)6® (ki — ko)kf.
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Esta equacao deve ser entendida através de uma discretizagio em rapidez do tipo Ito [61,62],
uma vez que uma equagao de Langevin nao é diferenciavel. A primeira linha em (4.28) pode
ser reconhecida como a equagao BK no espa¢o de momentum [31,32], enquanto que o termo
de ruido na segunda linha é responsavel pelos desvios do comportamento de campo médio
— da equagao BK — ou, analogamente, aos efeitos de flutuagoes no nimero de particulas
no alvo. Para ficar mais clara a correspondéncia entre (4.28) e a equacdo BK no espago de
momentum, salientamos que a integral no lado direito da expressao anterior pode ser escrita
em termos de um operador diferencial identificado como o ntcleo da equacao BFKL. Com
isto, podemos escrever (4.28) como

Oyp(k) = ax(=0L)p(k) — ap®(k) + av/2raze(k)v (k). (4.30)
onde L = log(k?/k2), sendo ko uma escala de referéncia e x(—3d;) é o nticleo da equagao
BFKL, como em (3.10).

4.3.1 Conexao com a fisica estatistica

No capitulo anterior, usamos a fisica estatistica para a obtencao de importantes infor-
macoes a respeito das solucoes da equacao de evolugao de Balitsky e Kovchegov. Novamente,
uma conexao com a conhecida equacao FKPP, agora em sua forma estocastica, € muito ttil
para uma analise macroscopica do sistema, ja que a analise microscopica da hierarquia de
equacoes para lagos de pomerons é um tanto complicada. Além disso, a analise macroscopica
se mostrou muito satisfatoria na descricao dos dados através da modelagem feita no capitulo
anterior.

Para mostrar a equivaléncia entre a equacdo de Langevin (4.30) e a equagdo FKPP es-
tocéstica, temos de usar a aproximacao difusiva para o nucleo da equacao BFKL, analoga-
mente ao que fizemos para a equacao FKPP deterministica no capitulo anterior. Assim,
expandindo y(—0dz) até segunda ordem como em (3.32) e substituindo em (4.30) resulta que
(r=aY, p=L =log(k*/k?)):

Orpr(p) = (=23, + D(=0, —7.)%) - (p) — apZ(p) + v/ 26020, (p)v+(p), (4.31)

onde A = av. = ax(Ve)/ve, D = X"(7.)/2. O ruido branco gaussiano agora obedece as
relacoes

Vo) =0, o) vps,m) = ~0(n —m)3(p1 — ). (4.32)

A equacgao (4.31) é semelhante aquela que obtivemos no capitulo anterior para a equagao
BK na aproximagao difusiva, agora com a adicao de um termo de ruido, responsavel pelas
flutuagoes. Naquele momento mostramos que a equacao BK estd na mesma classe de equiv-
aléncia que a equacao FKPP deterministica, de onde verificamos a natureza escalada das
solucoes de tal equacao. Perante as mesmas trocas de variaveis e mais uma para o termo
de ruido, i.e., perante as transformacoes

T — p, t — ar, N — 1/a?, u(z,t) — - (p), (4.33)

a equacao de Langevin (4.31) se torna equivalente & equacao FKPP estocéstica

Ou(x,t) = Pu(x,t) +u(z, t)(1 — u(x,t)) + \/%u(a:, (1 = u(x, t))v(z,t), (4.34)
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onde
<I/(ZL‘,t)> == 0, <l/(l‘1, tl), V(I‘Q, t2)> == 5(t1 — tg)é(l‘l — l‘g). (435)

Em um problema de reagao-difusao, u(z, t) representa a concentragao de particulas no sitio x
e ao tempo ¢, enquanto que N representa o nimero de ocupagao maximo por sitio (niimero de
particulas por sitio na regido saturada). Na analogia com o problema da QCD, a amplitude
©,(p) corresponde a densidade de particulas por sitio u(x,t), ao passo que 1/a? faz o papel
de N, o que é esperado, pois n ~ 1/a? é reconhecida como a densidade de dipolos na regiao
de saturacao. A aproximacao de campo médio, descrita pela equacdo FKPP deterministica
e portanto pela equacao BK, é obtida no limite onde os niimeros de ocupacgao sao grandes,
i.e., N — oo no modelo de particulas e a? — 0 no problema de QCD.

A equagiao sFKPP (4.34), embora mais simples que a equagao de Langevin (4.28), é
ainda complicada pelo fato de conter simultaneamente um termo nao linear devido a recom-
binacoes e um termo de ruido multiplicativo. Entretanto, esta equacao foi muito estudada
em problemas de fisica estatistica (boas revisdes podem ser encontradas em [64,65]), com
resultados que podem ser adaptados aos problemas de QCD de nosso interesse. Vamos agora
revisar tais resultados e suas implicagoes ao nosso problema. Para isso nos basearemos nos
resultados obtidos, por simulacao numérica e também por meio de argumentos analiticos,
por Brunet e Derrida em [50,66, 67|, considerando a evolucao temporal de um sistema de
particulas com numero de ocupacao discreto. Uma propriedade interessante obtida nestes
trabalhos é que a velocidade assintotica da frente de onda vy converge para o valor de
campo médio v, apenas logaritmicamente com relagao ao nimero de ocupagao N.

Para argumentar como isto ocorre, Brunet e Derrida consideraram que a dinamica destas
frentes de onda, na presenca de discreteza e para N > 1, pode ser descrita por uma versao
modificada da equagao FKPP, para a qual o termo linear — responsavel pelo crescimento na
densidade de particulas — é desprezado quando a concentracao u(z,t) se torna menor que o
seu valor minimo (no caso onde o niimero de particulas ¢ considerado discreto) u(x,t) < 1/N.
Assim, a dinamica pode ser descrita por

Oz, t) = Pu(z,t) +u(x,t) (1 —u(x,t)O© (1 — K/N). (4.36)

Analizando a versao linearizada de (4.36) os autores obtiveram [50,66,67]:

7‘2’720%’}%) 3
— —— 4+ 0(1/In° N), 4.37
21n® N ( / ) ( )

UN = Ue —

onde v(vy) é dada pela relagdo de dispersao (3.27) para a versao linearizada da equagao
FKPP e 7. é a declividade critica correspondente a velocidade minima v., que é também
a velocidade fisica das frentes de onda propagantes na aproximac¢ao de campo médio, para
condicgoes iniciais suficientemente abruptas.

Esta equacgio pode ser traduzida para a QCD fazendo 1/N — a2, com a notagao v(7y) —
A(y) para discernirmos entre os modelos de particulas e o problema de QCD. Como resultado
temos que a velocidade das frentes na presenca de flutuagoes no ntimero de particulas
é [68,69]:

c oy e ()

- ) ara S << ]-, 438
21n*(1/a2) par “ (4.38)
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onde designamos A* como a velocidade de propagacao — no problema de QCD — para
as frentes de ondas estocésticas, caracteristicas dos modelos com numero de particulas
discretos. O primeiro termo em (4.38) corresponde ao valor para a velocidade das frentes na
descricao de campo médio, ou seja, as predi¢oes da equacao BK. Por outro lado, o termo de
corregao a direita desta equacio é muito grande, nao s6 pelo fato de a? — 0, mas também
porque o coeficiente C = m27.X"(7.)/2 =~ 150 é alto, de forma que este termo de correcio s6
pode ser conhecido para valores extremamente pequenos de ayg, o que é fisicamente irreal.

O comprimento das frentes individuais pode ser estimado a partir da descricao de campo
meédio, que pode ser aplicada em todos os pontos exceto na vizinhanca da cauda da frente,
onde ¢ ~ a?. Nesta regiao o termo de ruido ¢ importante e a descrigdo de campo médio
nao é suficiente. Assim, o comprimento das frentes é a quantidade Ap = p — ps para a qual
a amplitude diminui de um valor ¢(p,) ~ 1 até o valor ¢(p,) ~ . Com a forma conhecida
para as frentes obtidas no capitulo anterior, estima-se Ap ~ (1/7.)In(1/a?) [68,69].

Por outro lado, devido as flutuagoes presentes no termo de ruido para a evolucao, difer-
entes realizagoes da mesma evolucao levarao a um ensemble de frentes, todas com a mesma
forma e deslocadas umas das outras no plano-p. Ou seja, a posicao p, da frente é uma
variavel aleatoria caracterizada por um valor esperado (ps(7)), com

(ps(T)) = T, para 7> In%(1/a?), (4.39)

mas também por uma dispersio o = (p?) — (p,)°. Fisicamente, essa dispersio origina o
que se chama na literatura de flutuacoes raras: em uma realizacao particular da evolucao
um pequeno dipolo pode ser criado, o qual apds em sua evolugao devera puxar todas as
frentes atrés dele para longe dos valores tipicos da evolucao, resultando em uma escala de
saturagao ps(7), para esta realizagdo, que é maior que o valor médio {p,(7)) [60].

Para entender a evolucao do ensemble de frentes em QCD vamos, novamente, usar a
correspondéncia com estudos da fisica estatistica. Estes estudos mostram que a posicao
ps da frente executa uma caminhada aleatoria em relacao ao seu valor médio, tal que sua
dispersao cresce linearmente com 7: 0 ~ D7, onde D é o coeficiente de difusao das frentes.
Simulacoes numéricas da equacao sFKPP confirmam este comportamento, além de prever
que o coeficiente de difusdo D é escalado de acordo com 1/ In® N, para N > 1. Para as
variaveis da QCD isto implica [69]

D

Dr~—— ara o, < 1, 4.40
W) e (4.40)

onde D é um coeficiente desconhecido. Esta expressao implica em D — 0 quando oy — 0.

Outra propriedade muito importante advinda das flutuacoes diz respeito a amplitude
fisica, que deve ser tomada como a média das amplitudes individuais sobre a escala de
saturacao estocastica ps:

oo

{p(p)), = /dpsP(ps,T)w(p,ps), (4.41)

—00

onde P(p,,T) é a distribui¢do de probabilidade para a escala de saturagao ps, a qual, como
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demonstrada no apéndice B, é uma Gaussiana:

Plpy,7) = —— %_—W] , (4.42)

Vro(r) F [‘ o2(7)

e o(p, ps) € a forma das frentes individuais. Usando uma forma simples para as amplitudes
destas frentes, que interpolam os comportamentos ¢ = 1 para p < ps e ¢ ~ e~ 7e(P=Ps) para
p > ps, € possivel mostrar que, para energias suficientemente altas (o > 1), a amplitude
média obedece a seguinte lei de escalamento [69]:

N p—{ps), = (ps),
(e(p)), ~¢ e ~ (7\/5 ) : (4.43)

também chamado escalamento difusivo. Assim, vemos que neste regime de energia o escala-
mento geométrico é substituido pelo escalamento difusivo (4.43), ou seja, com o aumento
da energia, a forma da amplitude média se torna cada vez mais suave em relacao a p;.

4.4 Flutuacoes no modelo AGBS

Agora que o arcabouco teorico envolvendo a presenca de flutuacoes na evolucao das am-
plitudes — de dipolos — foi apresentado, podemos partir para a investigacao dos seus efeitos
sobre o modelo para a amplitude de espalhamento dipolo—proéton, apresentado no capitulo
3. Tal modelo, que chamamos modelo AGBS, foi construido com base na correspondéncia
entre a equacao BK e a equacao FKPP e portanto descreve o que chamamos anteriormente
de aproximacao de campo médio para a hierarquia infinita de equacoes para a evolucao.
Como visto nas secoes anteriores, esta descricdo nao incorpora os efeitos de flutuagoes no
numero de particulas e sao justamente tais efeitos que devemos incluir no modelo a partir
de agora.

Antes vamos relembrar a forma predita para a amplitude no modelo AGBS. Este modelo
faz uma interpolagao analitica entre as solugoes assintoticas da equacao BK no espacgo de
momentum, para o regime diluto e a transformada de Fourier de uma funcao © para o
regime saturado, pois nesta regiao é esperado que a amplitude seja de ordem 1. Usando a
notagao p = In(k?/k2), ps = In(k3/Q*(Y)), temos que o modelo é dado por

TABS(p,Y) = Lp (1 — e o), (4.44)
onde 2 >(9)
— log”(2
Ti - — e —Ps) T 5= 7 v | 4.4
L=1In[l+e] com Q*(Y)=k2e, (4.46)
e

Lr=1+n [e%@*%) + e’%(”’ps)] . (4.47)
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Fig. 4.5: Predigoes para os dados de H1 [51] e ZEUS [52,53] para a fun¢ao de estrutura do
proton em funcao de x para pequenos valores de Q?, dados em GeV?. O ajuste
foi realizado para massas m, qs = 140 MeV [70].

Esta amplitude deve ser usada como amplitude de frentes individuais na expressao para
a amplitude média, a qual é dada por (veja 4.41)

“+o00
_ / dps Pps, YT, o). (4.48)

—00

<TAGBS (p) >

Y

Devido a forma complicada da amplitude AGBS se torna dificil a obtencao de uma solugao
analitica para a amplitude média (4.48), de forma que tal amplitude foi resolvida numeri-
camente no decorrer do trabalho. Esta expressao deve ser substituida na expressao para a
fungao de estrutura do proton [42]

2R2N dk’
Fy(x, Q) QW / / dz |U (K, 2 QA>T (k,Y), (4.49)

a fim de reproduzir os as medidas de DIS no acelerador HERA para a funcao de estrutura
I3, com os efeitos de flutuagoes incluidos.

4.4.1 Ajuste aos dados e resultados

Na analise que realizamos [70], todos os ultimos dados do colisor HERA para a fungao
de estrutura do proton Fy, advindos das colaborag¢oes H1 e ZEUS [51-53|, foram usados
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para o procedimento de ajuste, dentro do seguinte regime cinemético:
x < 0.01, (4.50)
0.045 < Q? < 150 GeV?, (4.51)

o qual corresponde a um total de 279 pontos de dados. Ambos regimes permitem valores da
variavel de Bjorken x pequenos o suficiente para garantirmos um anéalise no limite de altas
energias, e valores de virtualidade Q? tais que ndo sao necessarias inclusdes de correcoes a
equacao DGLAP no modelo. Por outro lado, consideramos apenas a contribuicao de quarks
leves para o ajuste, com duas possibilidades de massas: m, 4, = 50 e 140 MeV. Além disso,
como é usual na literatura, os dados de H1 foram reescalados por um fator que varia de 1
até 1.05, o que esta dentro da incerteza de normalizacao de 5% dos dados desta colaboracao.

Em relacao aos parametros temos de tomar alguns cuidados. Como mencionado na se¢ao
anterior, as quantidades \* e D, que descrevem respectivamente a velocidade assintotica de
propagacao das frentes individuais e o coeficiente de difusao das mesmas, sao conhecidas
apenas no limite ndo fisico a? — 0, de forma que devem ser deixados livres no procedimento
de ajuste aos dados. De fato é esperado um valor menor do que o obtido via aproximacao
de campo médio, devido a presenca de flutuages, como previsto pela equagao (4.38). Além
dos ja citados, os parametros k2, x”(7.) descrevendo a escala macia (do regime diluto) e
a derivada segunda do niicleo BFKL, respectivamente, foram deixados livres, juntamente
com o raio do proton R, que fixa a normalizagao da funcao de estrutura do proton. Foram
mantidos fixos os parametros @ = 0.2, que entra na amplitude — e principalmente na escala
de saturagao — através da expressao para A, e 7. = 0.6275, valor obtido do ntcleo da
equacao BFKL em ordem dominante.

H x?/n.0.p ‘ k2 (x1073) ‘ A ‘ R(GeV™1) ‘ X" (7e) ‘ D (x1072) ‘
THEBS 0.949 3.79+0.30 | 0.2134£0.003 | 3.576 £0.059 | 4.69 +0.23 0
<T¢GBS> 0.949 3.794+0.30 | 0.2134£0.003 | 3.576 £0.059 | 4.69+£0.23 | 0.0+1.1

Tab. 4.1: Parametros obtidos do ajuste aos dados de H1 e ZEUS [51-53] para Fy no caso
onde My qs = 50 MeV.

H x%/n.0.p ‘ k3 (x1073) ‘ A ‘ R(GeV™1) ‘ X" (ve) ‘ D (x1073) ‘
THEBS 0.942 1.69+0.16 | 0.176+0.004 | 4.83+0.12 | 6.43+0.29 0
<T¢GBS> 0.942 1.69+0.16 | 0.176+0.004 | 4.83+0.12 | 6.43+0.29 | 0.0£9.6

Tab. 4.2: Parametros obtidos do ajuste aos dados de H1 e ZEUS [51-53] para Fy no caso
onde my qs = 140 MeV.

As figuras 4.5 e 4.6 mostram a funcao de estrutura do préton Fy, para valores pequenos e
moderados de virtualidade Q?, respectivamente. As tabelas 4.1 e 4.2 mostram os parametros
obtidos do ajuste para diferentes massas dos quarks e nos casos com e sem flutuacoes
incluidas, para fins de comparacao. O caso sem flutuacoes corresponde a linha superior de
cada tabela, quando D = 0. O ajuste obtido é considerado muito bom, como podemos
notar pelo valor de x?/n.o.p nas tabelas 4.1 e 4.2 e também pelas figuras 4.5 e 4.6.
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Fig. 4.6: Predigoes para os dados de H1 [51] e ZEUS [52,53] para a fun¢ao de estrutura do
proton em funcao de x para valores moderados de Q?, dados em GeV?. O ajuste
foi realizado para massas m, 4, = 140 MeV [70].

Comparando os ajustes, nos casos com e sem flutuacoes incluidas no modelo, vemos que
nem os valores de x?/n.0.p tampouco os valores dos parametros mudam. Especialmente no
caso do coeficiente de difusao D, que é o indicio da presenca de flutuacoes, encontramos
um valor D = 0 no modelo com flutuacoes, quando este foi deixado livre para variar.
Desta forma, podemos concluir que nao existem evidéncias da presenca de flutuagoes nos
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experimentos de DIS para as energias de HERA, no referencial do modelo AGBS.

H x%/n.o0.p ‘ kg (x1073) ‘ A ‘ R(GeV™1) ‘ X" (7e) ‘ D ‘
TPoBs 0.788 4.26 £0.43 | 0.214+0.005 | 3.4974+0.068 | 4.344+0.28 0 |
<T{>GBS> 0.782 4.0240.56 | 0.1904+0.030 | 3.64+£0.21 | 3.84+0.21 | 0.94+1.2 ‘

Tab. 4.3: Parametros extraidos do ajuste aos dados de ZEUS [52,53] para Fy no caso onde
My.qs = 00 MeV.

| x*/nop | k3 (x107%) | A | RGeVTYH) | X'() | D |
TAGBS 0.778 | 1.97+£0.22 | 0.177£0.006 | 4.68+0.14 | 505=0.04 0
<T;}GBS> 0.768 | 1.38+£0.12 | 0.120+0.010 | 5.459 4+ 0.043 | 5.46+0.55 | 1.78 +0.38

Tab. 4.4: Parametros extraidos do ajuste aos dados de ZEUS [52,53] para Fy no caso onde
My.qs = 140 MeV.

E interessante comparar nossos resultados com um trabalho realizado por Kozlov, Shoshi
e Xiang [71], no qual os conhecidos modelos GBW e IIM foram usados para parametrizar
a amplitude de espalhamento dipolo-proton, nas descri¢oes evento-por-evento e na aproxi-
macao de campo médio desta amplitude. O valor do coeficiente de difusao encontrado foi de
ordem O(1), concordando com os valores preditos por outros modelos na literatura [72,73],
o que poderia indicar a presenca de flutuagoes nas energias atingidas em HERA. Entre-
tanto, devemos notar que tal ajuste foi realizado somente com os dados da colaboracgao
ZEUS [52,53], sem incluir os dados de H1 [51], como é usual neste tipo de ajuste. Além
disto, a anélise foi restrita a um regime cineméatico menor, com valores de virtualidades (?
que atingem no méximo 50 GeV?2.

Por outro lado, quando realizamos a mesma anélise de [71], i.e., somente dados de
ZEUS [52,53] e no regime cinematico tal que Q.. = 50 GeV?, usando o modelo AGBS,
obtemos resultados muito similares aos de [71], e com um valor de x?/n.o.p melhor. Estes
resultados estao ilustrados nas tabelas 4.3 e 4.4, onde percebe-se o valor de ordem O(1)
obtido para o coeficiente de difusao D.

Por fim, mencionamos que a anéalise feita com o conjunto completo de dados de HERA —
H1 e ZEUS [51-53] — concorda com o resultado de simulagoes numéricas para a equagio de
Langevin (4.28) [72]. Podemos ver isso observando a Fig.4.7, a qual foi tomada de [72] e que
mostra o resultado obtido para a dispersao o2 das frentes de onda como func¢io da rapidez
Y. Os valores de & &< k mostrados indicam quao intenso o termo de flutuagoes foi tomado
na realizacao das simulacoes. Além de confirmar o comportamento 0% < Y para grande Y,
esta figura mostra que nos primeiros estigios da evolucao — valores de rapidez Y < 10, os
efeitos difusivos sao despreziveis, de forma que o coeficiente de difusao D deve tender & zero
nesta regiao. Como as energias atingidas em HERA fornecem uma rapidez maxima Y < 9,
vemos que o comportamento difusivo da evolucao, que leva & substituicao do escalamento
geométrico pelo escalamento difusivo, nao é esperado para ocorrer nos processos de DIS em
HERA, mas sim em colisoes com energias bem maiores.
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Fig. 4.7: Dispersao das frentes de onda como fun¢ao da rapidez para conjuntos de 10000
eventos e diferentes valores de k. Os pontos representam a dispersao dos eventos
como funcao da rapidez, enquanto que as linhas sao ajustes lineares destes pontos

[72].

4.5 Conclusoes

Neste capitulo vimos como o formalismo de dipolos fornece naturalmente um referencial
ideal para a descri¢ao de flutuagoes no nimero de particulas (glion ou dipolos) quando da
evolucao em energia do mesmo. O surgimento de termos de flutuagoes — que nada mais sao
que termos de desdobramento de gliions — adicionado aos termos de saturacao conhecidos
da evolucao de Balitsky e Kovchegov e que correspondem & fusao de glions resulta no
desenvolvimento das equacoes de evolucao de lacos de pomerons, como sao chamadas na
literatura. Este desenvolvimento foi mostrado, além da sua interpretacao em termos de
uma equacao de Langevin estocastica para a evolugao, onde o termo de ruido estocéstico
introduz os efeitos de flutuagdes na evolucao. A equacao de Langevin obtida apds algumas
aproximacoes pode ser vista como a equacao BK adicionada de um termo de ruido com
funcao ja especificada. Neste sentido mostra-se que a evolugao é equivalente ao processo
de reacao—difusao descrito pela versao estocastica da equacao FKPP vista anteriormente,
ou seja, a equacao de Langevin obtida é equivalente a equacao sFKPP, que nada mais é
do que a equacao FKPP deterministica adicionada de um termo de ruido. Dai j4 notamos
as semelhancas com o formalismo desenvolvido no capitulo 3 para a evolucao BK. Toda
a interpretacao estocastica da dinamica das amplitudes em altas energias foi apresentada,
bem como as consequéncias para a QCD de altas energias. Por fim usou-se este formalismo
para introduzir ao modelo AGBS os efeitos de flutuagoes supra—citados e entao investigar
com este novo formalismo como tais efeitos se manifestam nas energias de HERA para os
dados da funcao de estrutura do proton. Os resultados obtidos foram apresentados e estes
levam a conclusao de que, sob o ponto de vista do modelo AGBS, os efeitos de flutuacoes
nao sao observados nas energias atingidas em HERA. Sendo assim, uma descri¢ao de campo
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médio — sem a inclusao de flutuacoes, é suficiente para a descricao dos dados nas energias
de HERA.



Conclusoes

A evolucao da QCD perturbativa em altas energias é um tema de grande destaque na
literatura. Os efeitos de saturacao presentes nesta evolucao foram confirmados com a obser-
vacao do escalamento geométrico das secoes de choque para o espalhamento profundamente
inelastico (DIS) no colisor HERA, visto que este escalamento mostrou-se relacionado a pre-
senca de saturacao na evolucao. Neste trabalho investigamos as conseqiiéncias geradas sobre
a evolucao da QCD em altas energias, quando incluidos, além da saturacao, efeitos de flu-
tuagoes no nimero de particulas. Como vimos, estes efeitos mudam consideravelmente o
panorama da evolucao em altas energias, a qual é vista agora como um processo estocés-
tico em relacao as amplitudes de espalhamento, sendo que a principal conseqiiéncia para a
evolucao é a substituicao do escalamento geométrico pelo chamado escalamento difusivo, a
ser alcancado em energias muito altas. Ao final de cada capitulo apresentamos conclusoes
parciais, que aqui vamos resumir, além de apresentar e comentar os resultados obtidos e
tracar perspectivas futuras.

No capitulo 1 vimos aspectos basicos da QCD perturbativa. Além disto, apresentamos o
DIS, bem como sua interpretacao em termos do modelo de partons e em relacao ao referencial
de dipolos de cor. Esse foi o processo utilizado para a investigacao das flutuacoes. Por
ultimo apresentamos as dinamicas lineares para a evolucao, DGLAP e BFKL, bem como
sua incapacidade de descrever os dados na regiao de altas densidades partonicas.

No capitulo 2, vimos como os efeitos de saturacao sao necesséarios para suavizar o forte
crescimento das secoes de choque no limite de altas energias, quando as equacoes de evolucao
lineares DGLAP e BFKL deixam de ser validas. A inclusao desses efeitos na evolucao é
descrita pelas equagoes de evolucao nao lineares, dentre as quais destacamos, para o presente
trabalho, equagoes de evolucao construidas no referencial de dipolos de cor: a equacao de
Balitsky e Kovchegov (BK), que pode ser vista como uma aproximagao de campo médio
na densidade de glions para a chamada hierarquia de Balitsky. Estas equacoes incluem
termos de emissao de particulas — do tipo BFKL, e termos de recombinacao de particulas,
de forma que unitarizam a evolucao BFKL para a densidade de dipolos.

No capitulo 3 apresentamos um modelo para a secao de choque de dipolos — modelo
AGBS, o qual foi construido com base nas solucoes assintoticas da equacao de evolugao
BK no espago de momentum, e que descreve muito bem os dados de DIS em HERA, us-
ando acoplamento «, fixo. A construcao do modelo se baseia no desenvolvimento atual de
uma conexao entre a evolucao da QCD em altas energias com processos de reagao—difusao
conhecidos da fisica estatistica. Para tanto, mostrou-se que a equacao BK estd em classe
de equivaléncia com a equacao FKPP para processos de reacao—difusao, de forma que as
amplitudes de espalhamento apresentam o escalamento geométrico esperado pelas solucao
numéricas da equacao BK. O modelo AGBS, como foi chamado, se mostra muito bom em
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comparacao com outros modelos para a secao de choque de dipolos como os modelos GBW e
IIM, que também apresentam o escalamento geométrico, mas que possuem alguns problemas
quando transformados para o espago de momentum.

A introducgao dos chamados efeitos de flutuagoes faz-se necessaria ao modelo AGBS,
pois a hierarquia de Balitsky, e portanto a equacao BK, nao leva em conta os multip-
los espalhamentos no projétil responsaveis pelos efeitos de flutuacées na evolucao do alvo.
No capitulo 4 vimos como a evolugao de dipolos de cor fornece um referencial satisfatorio
para a descricao de flutuacoes, visto que em poucos passos de evolucao estes efeitos ja se
manifestam. Adicionando efeitos de saturacao a essa evolugao, construimos as chamadas
equagoes de lacos de pomerons, as quais formam uma hierarquia infinita de equacoes para
a amplitude de dipolos levando em conta tanto efeitos de saturacao como de flutuacoes.
Mostramos ainda que esta hierarquia pode ser reescrita como uma equacao de Langevin es-
tocéstica, onde o termo de ruido estocastico é o responsavel pelo surgimento das flutuacoes
no decorrer da evolucao. Neste tipo de evolucao, as amplitudes de espalhamento se tornam
amplitudes evento—por-evento, sendo que para um dado momento da evolucao — um dado
valor de rapidez, terao origem diversas amplitudes distribuidas de forma aproximadamente
gaussiana em relacao ao momento transverso. Uma das principais conseqiiéncias para a
evolucao em altas energias é que a amplitude fisica, tomada como a média sobre a dis-
tribuicao das amplitudes individuais, nao preserva o escalamento geométrico, embora as
amplitudes individuais o preservem, como visto no capitulo 3. O novo escalamento, que
depende do coeficiente de difusao associado as flutuacoes, é chamado escalamento difusivo,
significando que em energias muito altas a forma das amplitudes deve ser dispersa com o
passar da evolucao.

Nesta anélise estocastica da evolucao, a conexao com processos de reacao—difusao é
valida novamente, pois a equagao de Langevin mencionada pode ser escrita como uma
forma estocastica da equacao FKPP — a chamada equagao sFKPP. Esta equacao é igual a
equacao FKPP adicionada de um termo de ruido responséavel pelas flutuacoes. Neste sentido,
a inclusao de flutuagoes no modelo AGBS ¢é feita considerando a amplitude AGBS como
sendo uma amplitude evento—por—evento, sendo que a amplitude fisica que inclui ao modelo
as flutuagoes ¢ obtida como a média em relagao a variavel estocastica p, = In(k3/Q%*(Y)),
onde Qs(Y) é a escala de saturacdo dependente da rapidez Y, que define as amplitudes
individuais.

Partimos entao para a descricao dos dados de DIS em HERA. Como mencionado, a
amplitude AGBS é tratada como individual e estocastica em ps e deve ser integrada nesta
variavel, que apresenta um distribuicao de probabilidades gaussiana. Esta integracao foi
feita e o resultado usado para parametrizar a funcao de estrutura do proéton F, que en-
tao é ajustada globalmente aos dados mais recentes das colaboracoes H1 e ZEUS do colisor
HERA. Como resultado obtivemos que o coeficiente de difusao D, que caracteriza a presenca
de flutuacoes e foi tratado como parametro livre, tendeu a valores muito préximos de zero,
confirmando — sob o ponto de vista do modelo AGBS — que os efeitos de flutuagoes sao
irrelevantes na descricao de processos nas energias atingidas em HERA. Este resultado esta
de acordo com simulacoes da equacao de Langevin, as quais prevéem que as flutuacoes sao
importantes para energias maiores do que as atingidas em HERA. Entretanto, realizamos o
mesmo ajuste levando em conta somente os dados de H1, inspirados por alguns desenvolvi-
mentos na literatura, e encontramos um valor de D que confirma a presenca de flutuacoes
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mesmo em HERA, sendo este valor semelhante ao que advém de modelos unidimensionais
para a QCD.

Para o futuro, cabe buscar observaveis onde sejam possiveis verificar o escalamento
difusivo em energias muito altas, como as alcangadas no Large Hadron Collider (LHC). Uma
andalise do modelo AGBS com acoplamento dinamico seria interessante para verificarmos se
os efeitos de flutuacoes realmente sao suprimidos da evolugao quando o acoplamento é
dinamico, como sugerem as simulacoes com o modelo unidimensional para a QCD.



Apéndice A

A funcao de estrutura do préton no
espaco de momentum

Vamos mostrar aqui que a funcao de estrutura do proton é dada, no espaco de momen-

tum, por
2R2N dk
Fy(x, Q%) Q47T2 / / dz |V (k% 2, QY [>T (k,Y), (A.1)

onde a funcao de onda do foéton é agora expressa no espago de momentum

i 102\’
R, = QY =Y (—k fj@) ;

4(k% 4+ Q2 k2 — 20>
(k" + qu arcsinh ( k_: ) + _ 2Qq
k2 (k? + 4Q2) 2Q), 20Q;

x Q [22 4 (1= 2)*]

A2 (1 —2)2+m2 | K2+ QF  4Q; +2Q2k* + k*

q

) k
Q?, Q?, — QZ e 4C}gg)aurcsmh <TC_QC,) ,

com Q2 = z(1 — 2)Q* +mZ.
A funcao de estrutura do proton pode ser escrita, em termos das secoes de choque
longitudinal e transversal, como

|

4200,

Fy(r.Q) = o7 (2. Q%) + 07 P (2.Q%)| (A.3)

onde os indices 7', L indicam as componentes transversais e longitudinais, respectivamente,

da secao de choque féton—proton. Trabalhando no formalismo de dipolos estas secoes de
choque assumem formas fatorizadas

/d2 / dz| Wy, (r, 2 Q) Pogu? (1, V), (A.4)

onde r é a separacao transversa do par g, z é a fracao de momento do fé6ton portada pelo
quark e WU 1 (r, z; Q) sdo as componentes tranversais e longitudinais, rspectivamente, da
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funcao de onda do foton. A quantidade agllf (r,Y) é asegao de choque dipolo—préton, a qual

pode ser escrita em funcao da amplitude de espalhamento dipolo—proton através de
crdlp P(r,Y) =2rRT(r,Y), (A.5)

com R, designando o raio do proton, assumido como homogéneo.
As fungoes de onda do foton Wr 1 (r, z; Q?), que descrevem a configuragao do par g, sao
dadas por [14]

Up(r, 2, Q) = ;j;mz {[Z"+(1-2) }Q;K%(qu)—i—mzf(g(@qr)} (A.6)
U1, Q) = ;j;mz {42201 - 22 K3(Qr)} (A7)

onde m, ¢ a massa dos quarks e Ky, sao as func¢oes de McDonald de ordem zero e um,
respectivamente. Com tudo isto escrevemos:

Fy(z, Q%) = 27T0z /d2 / dz |\IIT r, 2 QP+ [VL(r, 2 Q%) } T(r,Y). (A.8)
Definindo
¢(T7 2) = ng(Tv 2) + ¢L(T7 Z) com ng,L(Ta Z) = |\DT7L(T7 Z)|2 (Ag)

para facilitar a notacao, temos

232
Fy(x, Q%) 2672roz /d2 / dzp(r,2)T(r,Y), (A.10)

onde nao explicitamos a dependéncia em 2 nas funcoes de onda do foton, embora ela esteja
presente.
Seja agora a seguinte Transformada de Fourier

d?k o0 .
T(r,Y)=r? ¢ XTI (kYY) = r2/ dk kJo(kr)T(k,Y), (A.11)
T 0
a qual tem por inversa
- d? d
T(kY) = / ; LR (YY) = / & Jolkr)T(r,Y). (A.12)
r
Da mesma forma, para ¢(r, z) definimos a Transformada de Fourier
1 27, —ikr OO 7
o(r,z) = ﬁ/d ke ™ ¢(k, z) = 27?7’2/0 dk kJo(kr)o(k, z), (A.13)

para a qual vale

gzg(k;,z) :/gT;eZk'rr%(r, z) = /OOO ;l—rr?’Jo(k'r)(b( z). (A.14)
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Com estas transformadas, I3 se torna

QQ 2
Fy(z,Q%) d*r dz— Ple ™ TGk, 2) r
T 2l
TCem
2R2 ,
—Q /dz/dQ/de:gbkz T,Y )/d%kk)
aem

= Q2R2 /dz/d2 /d%' d(k,z) T(K,Y)(21)*6®) (k — k')

aem

_ aemp/o dz/d%gz;(k,z)f(k,y).

Mas de (A.14) resulta que

Q2R]2; 1 0o 21 1 00 _
Fy(z, Q%) :E/o dz/o dkk/o d(g%/o drr3Jo(kr) ¢(r, 2) T(k,Y) )
Q?R? (! 00 ~ o0 ’
- 2fd dk kT (k)Y drr3Jy(k .
/0 z/o (k, )/o rredo(kr) o(r, 2)

aem

XTI (K.Y

(A.15)

substituindo (A.6) e (A.7) nesta relagdo, temos uma expressao para Fy no espaco de mo-
mentum. Assim,

Fylz,Q?) = QQRQNQ:;’”Z /dz/ dk:k;Tk;Y/ dr 3 Jy(kr)

X {[Z + (1 - 2) ] Q KQ(Qq )+m2K2(Qq )+4Q222(1 - Z)QKS(QQT)}

QZ}ZN Z / dz/ dkkT(k,Y) {[z +(1-2)?%Q; /Ooodrr?’Jo(kr)Kf(qu)

+ [Q2z2(1 — 2%+ m(ﬂ /0 dr r?’Jo(k'r)Kg(qu)} .
(A.17)

As integrais em r acima sao tabeladas e temos como resultado
QQRQN 5 k32
2
Fy(z,Q°) = E /dz/ dkkT(k,Y) Es +(1_2”3Q22F1 232, 4@2

1 5) k2 2k 7 k?

+ [Q222(1 — 2%+ m2] [—_ o F <2,2; — ——= ) — ——=l (3, 3; 55 ———>] } )
W | 308 2’ 4Q2 | 15Q8 2 4Q?

(A.18)

onde 5 F sao as funcoes hypergeométricas. Estas funcoes podem ser simplificadas se expres-
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sas em termos de fungoes elementares, fornecendo as relacoes

5 3 1-—2z .
o} (2, 2 X z) = m [1 — m arcsin (\/E)] (A.19)

5 3 1—4z .
2F1 (2, 37 57 Z) = m 1 + 2z — \/ﬁ arcsin (\/E)] (A20)
Zz = 15 3-8z +82° arcsin (v/z) — — 2z
szmjy) mwyﬁyl¢mi§ (V2) =3(1-29)| . (A-2)

No caso, z = —k2/4Q2. Vamos resolver termo a termo as expressoes acima, quando sera
util a relagao arcsinxz = 2 arcsinhz.

142 L 1‘4‘&)
(4@3) \/( ) (14 2)

L2
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D k2 3
Fl233-— =
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_3Qq 2 oF
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4k2 (k% 4 4Q2) k2(k? + 4Q2 2Q, 202
Isto implica em
2 16Q* 4(k?* + Q? k2 — 20?2
i*2117’1 73;§§—L = Qq = ( Qq) arcsinh< ]i ) + _ Qq ,
303 2" 4Q? 2k2(K* +4Q0)° | | [k2(k2 + 402 2Q, 22
q

(A.22)

k2
oIy (2, 2; 5 _sz> = 1— 1% arcsin _4Q
4 ( 2) <1 + 2) k2 k2
I 4Q 4Q —1q2 1+ 02 1

—3Q; L+ 33
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12Q3 2(k* +2Q2) _ k
= 575 = ——arcsinh 20. —1
K2 (K2 +4Q7) | Jkz (k2 + 4Q2) 2
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Logo,

A, ()

]_ kQ 4_4
51zl 2’2;2;_42 = 042 k;2Qq 102)2
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Entao

2k? 2 8()? 12Q* + 8Q2k? + 2k*
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@
Subtraindo (A.23) e (A.24) obtemos como resultado
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16Q2 2k +2Q2  8Q; +4Q2k* + 2k ( k )
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Qak?( Q3) I Q; Q2. /k2(k? + 4Q2) Qq

Substituindo este resultado, juntamente com (A.22) na expressao (A.18) para a fungao de
estrutura do proton, esta se torna

2R2N, 16Q*
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(A.26)
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Comparando esta tltima com (A.1), vemos que sdo idénticas e visualizamos a funcdo de
onda do fé6ton no espaco de momentum como

_ 102\’
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a qual é igual a expressao (A.2), o que completa a prova.

(A.27)
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A distribuicao de probabilidade para a
escala de saturacao estocastica

Seja P(p,) a distribuigao de probabilidade para a variavel p, = log (Q*(Y)/k2). Vamos
calcular P(ps) através dos cumulantes desta distribui¢do. Sabemos, da fisica estatistica, que
o primeiro e o segundo cumulante sao iguais a média e a variancia da variavel considerada,
respectivamente. No caso de uma distribuicao gaussiana, os cumulantes de mais alta ordem
sao nulos, mas este nao é o caso de P(ps). Recentemente, Brunet, Derrida, Mueller e
Munier [74] mostraram que os cumulantes de ordens mais altas sdo proporcionais ao segundo
cumulante. Assim, temos

_ 392nl(n)

S o2 (B.1)

K1 = (ps) = avy, ke = 0% = aDY, Ko

onde v e D sao coeficientes caracterizando a velocidade e a dispersao das frentes de onda
propagantes, ((n) é a fun¢ao zeta de Riemann
Partimos da fungao geratriz para os momentos de P(ps)

+o0
() = / dp, P(py). (B.2)
A fungao geratriz para os cumulantes de P(p,) é dada por

0 n 2
log <e’\ps> = Z H:l)'\ = K1\ + o2
n=1 ’

2
373 o2 i C(n)A"

2
™ Ve

T
(B.3)

:<P5>)\‘|‘

9

n=2

onde usamos (B.1). Usando a seguinte representagio integral paa a funcdo zeta de Riemann

C(n) = m /OOO dujj, (B.4)
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temos que
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(B.6)

A integral a direita da expressao acima pode ser calculada com ajuda da expressao 6.3.22

do Abramowitz & Stegun [75],

-t —zt

B(2) + e = /0 e Ty

1 —et

onde vg é a constante de Euler-Mascheroni. Com z =1 — s, esta se torna
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Logo, com s = \/7,, a expressdo para A se torna

12 feos(o-2))
Ye Ve

Com isso, temos que a fungio geratriz para os cumulantes de P(p;) é

2
log <e’\ps> = (ps) A — 3?:;7 A {VE + (1 — i)} ;

Ve

ou,

() = exp {{ps) A — 377:;2)\ {’VE +1 (1 - 3)] 1.
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(B.7)

(B.9)

(B.10)

(B.11)
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Tomando a inversa da transformada de Laplace (B.2) e usando a expressao (B.11) para
(e*+), resulta que:

c+100

dA 3 . 2 A
Pip)= [ 2 ew{-(— -2 [ rv (1-2)]]
_ @exp{—zA—bA [’yE—kw(l_i)}}’
T Ve

onde

37.0°
z=ps— (ps), e b= o (B.13)
Vamos resolver (B.12) na aproximagao de ponto de sela. Assim, seja
fA) = =2A = bA[ye +¥(e)], (B.14)
onde € =1 — A\/7.. A derivada desta tltima em relagdo a A é:
df(\) (1), 02
A

=—z—bly+e) - (1-)ypP(e)].

A condigao de ponto de sela implica nesta derivada ser nula para A = 5\, onde \ é o valor
que extremiza a funcdo f(A). (No caso, que minimiza.) Desta forma,

df(\)

d\ =—2—b[yp+v(E) -1 -8wM(E)] =0, (B.16)

A=)

ou seja,
240 [y + (@) — (1 - 8w ()] =0, (B.17)

onde £ =1— 5\/%. No ponto de sela, A, a funcao f(A) é dada por
JO) = —2X = b [yp + ¥(9)] = —bA(1 - 2w (@), (B.18)

onde usamos a condi¢io (B.17) na tltima igualdade. Sendo b = 3v.02/72 e X = ~.(1 — &),
temos que

_3%22‘72@ — &2pW(2). (B.19)

) =

™
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A derivada segunda de f(\) no ponto de sela é obtida como

S| morlma (5 () e -a-ain ()]
R [%w“)(é) et <é>}
- [w“)(é) BE_E <é)]
=2 e - 15w

(B.20)

Para proceder com a aproximagcao, expandimos f(\) em série de Taylor em torno do
minimno A\, ou seja,

- . -1 - -
FO)=FN) + TP =) + 5P =)+ 0l = V). (B.21)
A condi¢ao de extremo da funcdo f(A) implica f(j\) = 0. Assim, até segunda ordem
aproximamos esta funcao por
I | -
F) & F) + 5P (= A (B.22)
Substituindo esta na expressao (B.12), resulta
- Ct+100
ef()‘) & V)
P(ps) = — A=2)7, B.2
(ps) = 5 — | dAe’= (B.23)

Na integral acima, a constante ¢ = Re()\) é escolhida de tal forma que mantenha a esquerda
da regiao de integragao os possiveis polos do integrando, tornando o caminho de integracao
paralelo ao eixo imaginario. No caso, os polos apareceriam nas funcoes poligamas 1™ (8),
com & = 1 — A/7.. Assim, escolhemos esta constante tal que ¢ < ~,.. Para realizar a
integracao fazemos uma mudanca de variaveis que translade o caminho de integracao para
a origem do plano complexo, deixando este sobre o eixo imaginario, seguida de uma rotagao
deste caminho para que corra sobre o eixo real de —oo a +o00. Ou seja, com A = ¢ +
temos que:

) 7 2 -
P(ps) =* / et (et

2
O T D S ]
_ /due : (B.24)
2
oI r

— eA(cS\)Q/dueAuQerA(cS\)u.
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— 00
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Na tltima igualdade, fizemos A = f® /2. A integral restante é justamente uma integral
gaussiana, de forma que

e/ e T [20A(c — N)]?
P — Ae—X) o | SRS I
(ps) 27T € A eXp 4A
0 e [ 2 30)
2T 4
(B.25)
€f(5‘) A 3\2 v 3)\2
_ (=2 [ —A(e=N)
=——c¢ —e
21 A

ef )
B VAT A

Usando as expressoes (B.19) e (B.20) para f(\) e A, respectivamente, resulta que:

P = {22 [ - 1S5} e {2 o)) oo

Nesta expressao, nao sabemos o valor exato de &, pois a expressao (B.17) nao possui solugao
exata. Podemos, no entanto, analizar alguns limites interessantes:

() z/b— 0, ou seja, |z| < y.02.

O que domina a expressio (B.17) sdo as fungdes poligamas W™ (). Assim, como
(1) = —yg e ¥W(1) = 72/6, temos que o limite acima vale para & — 1. Assim,

—7 =) - 20 - ()
2 (B.27)
=ve — e —2(1 - é)g
ou
3z

c=1— —.
c m2b

(B.28)
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Nesta analise, (B.26) se torna
1207 [ 3z A 302 , (32’
Plo) ={ 2 [o) - ]| b e {202 () v
1202 [7* 3z 7 (—2¢(3)) _1/26 30?2 , 927 7
= S X [E— -
T |6 272 3y.0° P e
120% [72 72 (6((3)z ~1/2 o? ,92%2 7t
= — 4+ — exp ——v,—
T |6 6 \ m2y.0? P 9 Je 9v204
6C(3)z1) 22
_ 2
= {27?0 [1 + WQ%UQ] } exp 552
1 [, 6¢(3)2]7"? 2
= 1+ (3)2 exp .
Vore2 | w02 207
(1+x)_17gzl—x/2
1 [, 3¢(3)z] 22
= 1-— exp| —=—= |-
Voro? | w2y.0? | 202
(B.29)

No limite em questdo, vale que z < .02 = 7.aDY. Assim, para altas energias, a
distribuicao é aproximadamente uma gaussiana dada por

P(ps) =

(1) z/b — oo, ou seja, z > .02

2

1 z
—— . B.
s exp ( 202) (B.30)

Agora, de acordo com (B.17), para atingir o limite acima temos que tomar o limite
Y(€) — o0, o que vale para £ — 0. Tomamos entao a expansao em séries das fungoes

poligamas até segunda ordem

_ 1
W)~ ~3 — 5,
1 2
Mgy — 4+ B.31
P (€) = +5 (B.31)
- 2
V@) m —2 - 2(3)
Substituindo estas expressoes em (B.17), obtemos
z 1 1 7
e (1= =+
p 5)<52+6)
1 (1-9) N
=—z— " m - (1—28)— (B.32)
~1,6—0
1 7 oz m  6z—7%b
&2 6 2 b 6 6b
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Logo

62z
B.33
I N OO ANy (Y PO o
°= z 62 V2 122 )

Com b = 3,02 /7%, resulta

oy
I

2 2
37c0 (1 il ) . (B.34)

w2z 4z

Antes de mais nada, notemos que estamos no caso em que z > .02, de forma que o
termo mais & direita da relacao acima tende a zero. Assim, substituindo tal valor de
¢ nas fungoes poligamas e na distribuicao de probabilidade (B.26), esta tltima toma
a forma

1202 | w2z Y02 B CH | 3v.0? Ye0?
P(p,) ~ S T 1= 1
(s) { u [3%02 ( * 4z ) * 6 2 T2z < * 4z )
_ ~1/2
72y \ 32 ~Veo? 3/2
-2 1 - 3
x< >(<3%02) (1+27) "+ (B35
2
302 , 3,02 Ye0? 2z Ve0? 22
2% 2 - 1 1 T
exp o2 e ( T2z ( N 4z 3.0 N 4z * 6

2

Desprezando os termos onde z > ~.0° e notando que neste limite as constantes nao

contribuem, resulta
~1/2
2z /3702 2z \¥?
+(1-
37,02 T2z 37,02

1202

P(ps) %{

~1/2
2z \ Y2 2z w2z [3v.02
37,02 3,02 3v.02 VN w2z (B.36)
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Para A, temos que

- ~1/2
A 1202 [ 72z 2z \ / 347202 [ 2 \Y?
- 2 2 - 3/2 2
T\ 3o 3.0 3 YO

- ~1/2

3/2 3/4
= |37Y2 . 47262 = / = iﬂl & /
Vo072 2o \ .02 '

—-1/2

(B.37)

Com isto temos que:

34 o, P 3702
Pps) ~ — —Y, 1—-2 . B.38
() ~ o (%02) exp .z e (B.38)

(1) z/b — —o0, ou seja, 2z K .0

Agora, queremos £ — 00, 0 que nos leva a tomar as expansoes assintoticas das fungoes
poligamas, as quais, até segunda ordem sao dadas por

1
S~ In(6) — —
VE) ~ ()~ 52,
1 1
P0E) ~ L L (B.39)
E £

2 1

@2) (2} ~ -

O

Substituindo estas até primeira ordem em (B.17), resulta
z 1 1
—— =g +lnE)—(1-&)==vg+In(éE)—=+1
b € €
() — 2\ = - 1
= exp n(&?)—g —exp{—g—ny— } (B.40)
- 1
ge Ve =¢ (1 — g) = exp{—g — Vg — 1},
~1-1/€
logo,

ézexp{—%—%;—l}+1. (B.41)

Desta forma, mantendo termos até ordem O(£7?) nas expansoes das funcoes poliga-
mas, a distribui¢ao (B.26) toma a forma

120271 1 1 1) VR 352 (1 1
P(ps):{ i [g+2—52+§(1—6)§” eXp{—?’Vf(l—g)Q(gﬂLQ—éQ)}

12’1 1 2 30° 5(1, . 1
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Desprezando os termos de ordem O(£72), resulta:

6021) /2 302 1
P(ps) =3 —= — (-1 —=
) ={ZH e -2 (-0 -3)]
7T1{ ( 2 1)+1}1/2 302 ( z 1) 1
=\/=—1exp|—7 — Vg — exps ———=- lexp(———v—1) — =
w1 m z 1/2
=4/== - —vg—1 1
o {ow (G r) )
» 30% , ™ 2z 1 1
exps ———=: |exp | —— —VE — ——1 .
P2 P\~ T 5
Como, neste caso, vale que z < —~.02, temos que o termo na raiz quadrada na

expressao acima ¢ dominado pela exponencial. Assim, obtemos como resultado uma
distribuicao de Gumbel, a qual vai a zero rapidamente no limite z < —7.02, ou seja,

w1 Tz 1+ 30272 2z 1
P(ps) = ——exp{— =B 20 e (- —vvE-1)—5].

(B.43)

60 6,02 2 2 3.0 2
(B.44)
Analisando a distribui¢do como uma fungao de z, partindo de z = —o0, a transicao entre
o regime (B.44) e o regime (B.30) ocorre para z = —7.02 ao passo que a transi¢ao entre os

regimes (B.30) e (B.38) ocoore para z = 7.02. Para estes pontos temos que p, = (p,) & ~.0°
com probabilidade da ordem de exp (—v?0?)/0, a qual é muito pequena. Com isso, vemos
que a distribuicao de probabilidade nao gaussiana apenas como pequenas flutuagoes, sendo
que a expressao (B.30) para descrever a maioria dos eventos.
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