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RESUMO

Fundamentalmente, o presente trabalho faz uma ana-
lise eldstica linear de pontes ou vigas curvas assimétricas de segao
transversal aberta e de parede fina, com propriedades fisi-
cas, geometricas e raio de curvatura constantes ao longo do
eixo baricentrico. Para tanto, utilizaram-se as equagoes di-
ferenciais de VLASOV considerando o acoplamento entre as de-
formagoes nas diregoes vertical, transversal, axial de torcao
nal. Na solugao do sistema de quatro equagoes com derivadas
parciais foi utilizado um apropriado método numérico de in-

tegracao (Diferengas Finitas Centrais).

A analise divide-se, basicamente, em dois tipos:
analise DINAMICA e ESTATICA. Ambas sao utilizadas também na
determinagao do coeficiente de impacto (C.M.D.). A primeira
refere-se tanto na determinagao das caracteristicas dinamicas
basicas (freqlencias naturais e respectivos modos de vibracao),
como também na determinagao da resposta dinamica da viga, em

tensoes e deformagoes, para cargas moveis arbitrarias.

Vigas com qualquer combinagao das condigoes de con-
torno, incluindo bordos rotulados e engastados nas tres dire-

goes de flexao e na torgao, sao consideradas.

Os resultados da analise teorica, obtidos pela apli-
cacac de programas computacionais implementados em microcom-
putador (analise estatica) e no computador B-6700 (andlise di-
namica), sao comparados tanto com os da bibliografia técnica

como também com resultados experimentais, apresentando boa cor
relagao.
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ABSTRACT

This work deals with linear analysis of nonsymmetric
curved thin-walled bridges or beams with open cross section,
with physical properties, geometry and radius of curvature
constant along the centroidal axis. VLASOV differential
equations where used, considering the coupling between
deformations along the vertical, transversal, axial and torsional

directions.

The central finite difference method was used to solve

the system of four partial differential equations.

Basically two analyses were performed: DINAMIC and
STATTIC. Both were also used to obtain the impact coeficcient
(C.M.D.). The first analysis refers to the determination of
the basic dynamic characteristics (natural frequency and
vibration modes), and the determination of the dynamic response
of the beam, in stresses and deformations, for arbitrary mobile
loads. Beams with any combination of the boundary conditions,
including pinned or fixed ends on the three directions of

torsion and bending were considered.

A comparison between the results of the theoretical
analysis, produced by computer programs implemented in a
microcomputer (for the static analysis) and computer B-6700
(for the dynamic analysis), and the ones given in the

references and also obtained experimentally showed a good

correlation.



1. INTRODUGAO

Ao longo das ultimas décadas os engenheiros proje-
tistas confrontaram-se com problemas para encontrar os ali-
nhamentos das rodovias e ferrovias para cumprir as necessi-
dades de trafego. Esses alinhamentos eram curvos e as vezes
necessitavam de estruturas em pontes curvas. Uma solugao pa-
ra esse problema, devido as dificuldades de analise, era uti-
lizar pequenos segmentos retos de forma que o conjunto de pe-
quenas cordas forme o elemento curvo desejado. Essa solugao,
no entanto, nao seria a mais economica e nem a mais adequada
para o problema. A outra alternativa e fabricar e executar
elementos curvos oferecendo, entao, uma estrutura mais atra-
tiva, em todos os aspectos. Utilizando este como elemento
estrutural, por conseqllencia, o Engenheiro deve conhecer o
comportamento estrutural (estatico e dinamico) do elemento
curvo, assim como, a sua interagao com o sistema. Isso, en-
tretanto, exige uma investigagao de novos conceitos e uma re-

visao dos conhecimentos ja adquiridos.

Alem disso, com 0 crescimento populacional verifi-
cado nestes ultimos anos, especialmente nos grandes centros
(cidades e capitais), as dificuldades associadas com o trafe-
go de veiculos tornaram-se cada vez mais criticas, necessi-
tando de outras solugaes, diferentes das de superficie, para
suprir a demanda do transporte de pessoas, em geral. Basica-
mente, existem duas formas para resolver o problema: (a) por
vias subterraneas; (b) por vias elevadas. Essa ultima se
mostra mais vizvelg principalmente pelo baixo custo de implan-
tagao e da facilidade e rapidez na execugao. Com base nisso,
os sistemas elevados de transito rodoviario tém sido propos-

tos como um meio de transporte de massa em areas urbanas. A

simples via elevada &, geralmente, composta por uma serie de

elementos prefabricados dispostos, cada qual, sobre colunas



ou pilaresls, constituindo um conjunto estrutural esbelto e

flexivel. Em se tratando de vaos curvos, essa flexibilidade
pode se tornar critica, acentuando ainda mais a necessidade
do estudo do comportamento dinamico da via, quando esta esti-

ver sujeita a cargas moveis.

No estudo das vibragoes acopladas’ em vigas de pa-
rede fina e aberta, os fatores que determinam e influenciam
no tipo de acoplamento estao diretamente relacionados com:
(a) as caracteristicas da segEo transversal (posigao do cen-
tro de corte), e (b) do seu eixo baricentrico (reto ou curvo).
Se uma viga de segao transversal assimetrica esta induzida a
vibrar livremente, a vibragao resultante e composta de ambos
os efeitos de flexao e de torgao. Em vigas de eixo reto esse
acoplamento das vibragdes de flexdo e de torgdo ocorre sem-
pre que o centro de corte ndo coincide com o centro de gra-
vidade da segdo transversal.

Considerando a situagao mais geral da viga de eixo
reto, as vibragoes de flexao nas duas direcoes perpendicula-
res (y e z) sao acopladas com as vibragaes torcionais. Esse
caso € chamado de "triplo acoplamento” e & ilustrado pela se-

¢ao aberta mostrada na FIGURA 1.1.1(a).

T

(a) (b)

FIGURA 1.1.1 - Segao transversal da viga com os tres ca-

sos tipicos de acoplamento nas vibragoes.

" 1
O ponto "0" representa o centro de corte e o ponto "(C"

tro de gravidade.

0o cen-



Quando a segao transversal da viga tem um eixo de
simetria, uma das vibragoes de flexao € independente das ou-
tras. Esse resultado e o "duplo acoplamento'" entre as outras
vibragoes de flexao e as vibragoes torcionais, ilustrada pela
secao aberta mostrada na FIGURA 1.1.1(b). As vibragoes de

flexao na diregao "y" sao acopladas com as vibragoes torcio-

nais, ao passo que na diregao "z" acontecem independentemente.

Finalmente, o caso mais simples originado quando o
centro de corte e o centro de gravidade sao coincidentes, tal
como para uma viga I com dois eixos de simetria, FIGURA 1.1.1
(c). As duas vibragoes de flexao e as vibragoes torcionais

ocorrem independentes uma das outras.

Por outro lado, considerando a viga de eixo curvo,
o acoplamento das vibracoes entre a flexao e a torgao aconte-
ce independentemente da posicao do centro de corte, ou seja,
qualquer que seja a forma da segao transversal da viga, a cur
vatura da mesma resulta em vibragoes acopladas entre a £18
xao vertical (diregao y), horizontal (diregao z), axial ou
longitudinal (diregao x) e torcional (diregao do giro 8). Es-
se "quadruplo" acoplamento das vibragaes em vigas de eixo cur
vo adicionado aos efeitos dinamicos a que a via & submetida,
devido as cargas moveis, resultam em quatro equagoes acopla-
das entre a flexao e a torgao, que determinam o movimento to-
tal da estrutura. Elas foram inicialmente estudadas e defi-
nidas por VLASOV?® e, posteriormente, utilizadas e aplicadas
por varios autores da bibliografia técnica. Entretanto, um
numero reduzido de trabalhos consideraram o caso geral de
acoplamento, seja pela desconsideragao da assimetria da segao
transversal, seja pela desconsideragao da curvatura da viga,
ou pela falta de recursos matematicos e ou computacionais pa-

ra a analise.

YOO ¢ FEHREMBACH?® analisaram o caso mais geral de
acoplatiento, considerando a viga de eixo curvo e assimétrica.
Entretanto, o estudo concentrou-se apenas na determinagao
das freqllencias naturais e respectivos modos de vibragao, sen

do que, o sistema de equagoes diferenciais foi resolvido uti-
lizando-se do método dos Elementos Finitos.
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JA CHRISTIANO e CULVER® além de estudarem o proble-
ma dinamico de vibragoes livres (freqllencias e modos de vi-
bragao) também analisaram a resposta dinamica da viga devida
a agEo de cargas externas moveis. Apesar de considerarem a
viga com eixo curvo, foi desprezado o efeito das vibragoes
axiais ou longitudinais. Ambos os casos foram resolvidos pe-
lo método de Separagao de Variaveis utilizando para tal uma

aproximagao com series de Fourier.

RUTEMBERG'® concentrou o seu trabalho na obtengao
das freqllencias naturais e modos de vibragao, admitindo na
analise uma viga assiméetrica com eixo curvo, mas, consideran-
do apenas o acoplamento entre a flexao vertical e a torgao.

TAN e SHOREZ2*2°

obtiveram a resposta dinamica de
pontes curvas sujeitas a agao de cargas moveis com amplitude
constante e considerando a segao transversal com dupla sime-
tria. Admitindo apenas o acoplamento entre a flexao vertical
e a torgao, e utilizando o método de Diferencas Finitas Cen-
trais na integragao das equagoes diferenciais, esses autores
também estudaram os efeitos dos seguintes parametros: (a) da
relagao entre a rigidez flexural e a torcionmal; (b) do raio
de curvatura; (c) da velocidade da carga movel; (d) da rela-

gao entre os pesos do veiculo e da ponte; (e) da relacao en-

tre as freqlencias de flexao e a de torgao.

SHORE e CHAUDHURI?! limitaram-se a estudar o caso
das vibragoes livres acopladas entre flexao vertical e torcao,
direcionando a analise para os efeitos da deformagao por cor-
te e a inércia rotatoria flexural nas freqléncias naturais de
vibragao da viga curva com dupla simetria da secao transver-
sal.

Por outro lado, HEINS e OLEINIK®*!? chegaram na so-
lugao estatica e dinamica para uma ponte curva em viga caixao.
Para essa anﬁliSe; foi considerado que a segao possui dois

eixos de simettria e que experimenta apenas duas deformagoes:

desiocamento vertical e o giro por torgao.

Considerando que ha na bibliografia tecnica uma di-

versidade de trabalhos relacionados com a analise estatica e



dinamica de vigas curvas horizontais, e ainda, pela inviabi-
lidade de enumera-los no presente trabalho, mesmo assim, quan
do necessario, encontra-se na ref. |13] mais de 200 trabalhos
referenciados sobre o assunto.

Um outro problema que recentemente tem recebido es-

2 - ;
11512 yeiculo-via. Nes-

pecial atengao é a interacao dinamica
se caso, e considerado que as amplitudes das cargas atuantes
na interface veiculo-via sao variaveis, resultando em flutua-
coes ocasionadas pelas deformagoes elasticas da via e do vei-
culo, e tambem, pelas possiveis imperfeigoes ou irregularida-
des da superficie de rolamento. Inicialmente, no presente
trabalho e analisago o comportamento dinamico de uma viga re-
ta de segao transversal com dupla simetria submetida a cargas
moveis, e, em seguida, um estudo considerando a influencia da
flexibilidade da via nas vibragoes do veiculo. Em ambos os
casos & admitido apenas o deslocamento vertical da via, sendo
que, o segundo analisa sistemas com ate dois graus de liber-

dade para o veiculo (vibragao vertical e guinada).

Como o objetivo fundamental do presente trabalho e o
de analisar o comportamento de vigas ou pontes curvas assime-
tricas com segao transversal de parede fina e aberta e curva-
tura constante, utilizou-se para tal as equagoes apropriadas
de VLASOV?® acopladas entre o deslocamento vertical, horizon-
tal ou radial, axial ou longitudinal e o torcional. Conside-
rando que na bibliografia técnica varios autores utilizaram-
se dessas equagoes para a solugao dos mais diferentes casos,
exaurindo praticamente o questionamento da contribuigao de
cada parcela que as compoem, e considerando a complexidade das
mesmas, admitiu-se a principio como validas, limitando-se ape-
nas em verificar e comparar os resultados como forma de ava-

liar a eficiencia das respectivas equagoes.

Dada a complexidade das equagoes diferenciais envol-
vidas na analise, principalmente pelo acoplamento entre as
variaveis mencionadas acima, @ praticamente impossivel obter
uma solugao fechada que satisfaga tanto as condicoes de equi-

librio como também as condigoes de contorno. Com base nisso,



no presente trabalho & descrito um método numérico de integra-
cao, relativamente simples e de boa precisao, que resolve si-
multaneamente as quatro equacgoes diferenciais parciais, exi-
gindo, para isso, métodos e programas computacionais eficien-
tes que possam ser implementados em computadores velozes, pre-
cisos e com relativa capacidade de memoria. Com base no que
foi dito acima, na integracao das equagoes diferenciais utili-
zou-se o método de Diferengas Finitas Centrais. Por ser um
método condicionalmente estavel, & apresentado ao longo do
trabalho um estudo do limite critico de estabilidade (Dccr),
chegando a uma solugao direta para o caso da flexao em vigas

retas e com dupla simetria da segao transversal.

Admitindo as hipoteses de vigas com curvatura cons-—
tante, assimétrica, de parede fina e aberta, a mesma solucao
numérica é utilizada para o desenvolvimento de um medoto efi-
ciente de determinagao dos seguintes casos: (a) da resposta
estatica, (b) das caracteristicas dinamicas basicas (freqllen-
cias naturais e os respectivos modos de vibracao), (c) da
resposta dinamica no caso de cargas moveis arbitrarias. Os
casos acima sao utilizados tanto na comparagao com os resulta-
dos tedricos de outros autores como também com os experimen-—
tais. Além disso, o primeiro e terceiro casos prestam-se pa-
ra a obtengao do Coeficiente de Majoragao Dinamico (i.e., a

-~ " -~ . - . - . - .
relagao entre a resposta dinamica maxima e a estatica maxima),

0 sistema de quatro equagoes diferenciais parciais
que definem os deslocamentos nas diregoes vertical, horizon-
tal, axial e a rotagao, € substituido por um sistema equiva-
lente em Diferengas Finitas Centrais em termos da posicao no

eéspago e no tempo.

Desconsiderando as parcelas que contem derivadas tem
porais e considerando as cargas externas como estaticas nodais
equivalentes, chega-se na solugao do problema estatico - caso
(2):

Por outro lado, admitindo-se amortecimento nulo, a
hipotese de vibragoes livres (solugao homogénea do sistema dis
cretizado) conduz a um sistema linear de autovalores,

0 qual

permite determinar os modos e as freqléncias naturais para
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qualquer combinagao de bordos (engastados e ou rotulados).

Finalmente, resolvendo o sistema completo de quatro
equacoes diferenciais parciais, com amortecimento do tipo
viscoso ou de NEWTON e as quatro componentes das cargas exter-—
nas correspondentes a cada eixo do veiculo, a solugao numérica
€ obtida mediante um esquema de integracao explicito e simul-

taneo sobre a variavel espacial s e o tempo C.

Os programas de computagao, referentes aos casos (a),
(b) e (c), geram automaticamente as equagoes em diferenciais
finitas devendo o usuario especificar unicamente o nimero de
elementos que serao empregados na discretizagao, além, & cla-
ro, do conhecimento das caracteristicas fisicas e geométricas
da viga e do veiculo, com o que se consegue uma solu;Eo e
ciente e de baixo custo computacional. Os resultados obtidos
sao comparados com dados experimentais e tedricos existentes
na bibliografia técnica, verificando-se a influencia da curva-
tura e da rigidez na amplificagao dinamica para cargas em

movimento.

Ao longo do trabalho sao apresentados graficos de
utilidade para o engenheiro que necessita estimar, como para-
metro inicial de projeto, os seguintes casos: (a) as freqlien-
ciais naturais de vigas retas e curvas, para angulos de aber-
tura que variam de 0 até 80 graus, como fungao unicamente do
comprimento L do vao; (b) os Coeficientes de Majoragao Dina-
mico referentes a varias Normas Internacionais, incluindo-se

entre elas a Brasileira, neste caso tambem como fungao do vao
L.



2. VIGAS RETAS SUBMETIDAS A CARGAS EM MOVIMENTO

2.1. Consideracoes Preliminares

Sao apresentadas neste capitulc solugoes de diversos
problemas de vigas retas submetidas a cargas movelis, baseadas
em hipoteses de comportamento linear e seg¢ao uniforme das
vigas. O objetivo principal & a obtengao de expressoes fecha-
das para a resposta, que possam ser empregadas posteriormente
em estudos referentes as vibragoes de veiculos em movimento.
No caso mais complexo, de barras com segao variavel ou outras
condicoes de sustentagao, os resultados apresentados podem
ser utilizados como ponto de partida para a obtengao de solu-
coes aproximadas, segundo se sugere na secao 2.5. O conteudo
apresentado neste capitulo foi extraido, fundamentalmente,
da ref. [18].

2.2. Viga Reta Submetida a Cargas Concretadas em Movimento

Sera inicialmente considerado o problema de uma viga
reta plana de comprimento L, sybmetida 2 acao de um conjunto de car-
gas concentradas Pj(t) que se deslocam com velocidade cons-

tante ao longo da mesma, conforme FIGURA 2.2.1:

i a2 |
1 St

P

— =

P2
‘ __T
>

R

FIGURA 2.2.1 - Viga reta submetida a acao de cargas

em movimento.



A salugEo geral do problema pode ser expressada na

forma:

y(x, t) = L y_(x) nr(t) (2:2.1)
r=1 r

na qual Yr(x) denota o modo natural normalizado r de vibragao da vi-

ga, cuja freqliéncia natural (em radianos/s) designar-se-a w -

As fungoes nr(t) vem dadas pela expressao:

t
n_(t) = —L-f N _ (1) sen [w (t “T)] T , (2.2 .2)
T w 0 E r
r
sendo:
" i . . 2412 «3)
Nr(t) jzl yr(xj) PJ(t) (

onde x, e o ponto de aplicagao da carga Pj(t), neste caso
J

tambem fungao do tempo, devendo ser satisfeita a condigao:
0 < x. <L (2:2.4)

As equagoes precedentes sao validas para: a) siste-
mas com amortecimento nulo e b) viga inicialmente em repou-
so. Se a razao de amortecimento critico para o modo r fosse

Cr’ em sistemas amortecidos, a equagao (2.2.2) deve ser subs-

tituida por:

l t _Crwr(t-T)
N, ==— _" Nr(‘() e sen [pr(t ‘-T)] dt , (2 .255)

P, 0

na qual P, = w, V1 _CZ representa a freqléencia amortecida do
modo r.

2.3. Viga Birrotulada sob Acao de Cargas de Amplitude Constante

Neste caso os modos e freqllencias naturais nao-amor-
teeidas de barras esbeltas sao:

r T X%

ypl) = & sén (S (2.3.1)

[38]

onde A =

—

pPAL [1 = 55 sen (Zﬂr)]
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e w = r2 wz /——EE—— . (248, 2)
r 4

p AL

Admitindo que a primeira carga entra na barra no 1ns

tante t=0, ter-se-a:
xl = Vt,
x2 = M = al,
= o e ¥w 3
X, vVt a,, ( )
Xy = ve - aN
A equagao (2.2.3) fica:
rm (Ve —a. )
Nr(t) = P0 {sen (E—E—EE) + sen [ x ] + o F
* b (2.3.4)

Na equagao (2.3.4) nao devem ser incluidos termos tais que
(Vt —aj) < 0.

A soluggo para uma unica carga na viga (N=1) resulta:

P t T w_(t-T)
n ity = 2 Arf 3 =& sen (
£ 0

p'f

T Ve

) sen [pr(t—T)] dT.
(2:3.5)

L

A avaliagao da integral na equagao (2.3.5) & uma ta-
refa que nao oferece complicagoes, mas exige consideravel tra-

balho. A solugao, obtida seguindo um caminho diferente, devi-
do a FRY¥BA ° &:

N 1
y(xs; t) =y L
© r=1 [rz(rz-az)2 + 4o

5 {rz(rz-uz) sen (E—E—!E)
4 L

r o [r2(r2-a?) -2ci] gLt

2

e sen (pt £y =
vV © —Cr
=7 A ) I
v
SRTH Sy [eos’ (L8~ cos (p_ )]} sen (1%,
L A

(2+3.6)
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na qual y denota o deslocamento no centro do vao devido a uma
ol

carga concentrada Po aplicada nesse ponto:

3
y = o % o (2% 3:7)

& =XE/9__; (2.3.8)

a solugao indicada na equagao (2.3.6) é valida para 0<t<T,

sendo T = L/V. Observa-se que o parﬁmetro 0 representa a re-
lagao entre a velocidade V de deslocamento da forga e a velo-
cidade critica Vcr’ para a qual a resposta da viga apresen-
ta um valor maximo. Em aplicagaes a estruturas de pontes, ve-
rifica-se usualmente que @ <<1, 1isto &, a velocidade de mo-
vimento da carga & muito inferior a velocidade critica. Neste

caso, verifica-se também que:

rmV

€< P (2.3.9)
L T

Uma aproximagao satisfatoria para o deslocamento da
viga resulta da retengao de unicamente o primeiro termo na

equacao (2.3.6):

sen(m Vt)

i

y(x, t) sen (1% (2.3.10)

L L

0 ponto de aplicagao da carga (x=Vt) experimenta

um des locamento vertical:

y(Ve, t) =y sen” ( ) (2.3.11)
As solugoes aproximadas (2.3.10-11) podem ser gene-

ralizadas ao caso de varias cargas, da seguinte maneira:

e deslocamento devido a Plz

YI yo sen (

) sen (IX) (2.3.12)
L L



s

e deslocamento devido a P.:

]
m(Vt-a.)" o
y. = y_ sen [f————~l—J sen (—) U(t-a.,/V),
. g L L :

(25 5:13)

onde a fungao salto unitario U(t -aj/V) foi introduzida para
conseguir que yj(x, t) seja nula para t < aj/V.

Conseqllentemente:

Nt~ =

y(x, t) = y, sen (EE)

T(Vt — a.)
sen [———————J—] U(t —a./V) , (2.3.14)
L j=0 J

L

na qual a =0. O ponto de aplicacao da primeira carga expe-
rimenta a deflexao:
m{Vt-a.)

) +sen (1T Vt) sen |.————l—] U(t—all\f')-!-...}.
L L L

y(ve, ©) =y {gaa® (VL

(2:3.15)

2.4. Viga Birrotulada sob Acao de uma Carga Harmonica

Sera agora considerado o caso em que a forga P(t)

apresenta uma variacao da forma:
P(t) = Po sen (Q¢t) . (2.4.1)

Devera entao ser avaliada a integral:

Po - _crmr(thT) m Vt
nr(t) = — f e sen(QT) sen (E—————) sen [pr(t—e)] dTt ,
1 0 L
! (2+4.2)
cuja solugEO esta também dada por FRYBA ®. Quando a velocida-

de V e baixa em relagao a velocidade critica V _, & admis-
- e S - t
sivel a retengao so do primeiro termo da série (2.2.1), obten-

do-se:



y 52
y(x, t) = 0 R
2 B w Y 2 .2
(1-C°)° + 4(—~—= -5, &)
Y
{[(1—&:2)2 + 4zt 52]112 on CREAD) wan (Bat) ¥
L
"C w.t
7} U4 [cos(Qt) cos (1T Vt) - o cos (Pl t)]
LQ L

na qual, admitindo-se pequeno amortecimento,

Py wl
C:-—lz-—-——’
Q Is
zcl(mllﬂ)
tg ¥ = - 35—
pIIQ =

13

} sen (E—i)

L
(2.4.3)

(2.4.4)

(2.4.5)

Sera obtida agora uma expressao aproximada para o deslocamen-

to do ponto A de aplicacao da carga, na situagao

L 2>1 e

r <<1, 1isto &, longe da ressonancia e para baixo amortecimen-
to:
2
y & 2,1 Vt
y(Ve, t) = 2 — {(-1+E2) sen(Qt) sen”( )
2.2 4 Vv L
(1-87)" + —5—
= 9
T N T Vt
o 20X [cos(ﬂt) sen(1T Vt) cos ( t) ~cos(m1) sen( )]}
L& L L L
(21067
2.5. Solucoes Aproximadas para Vigas com Momento de Inércia
Variavel
As equagoes (2.3.6) e (2.4.3) expressam os desloca-
merntos resultantes para uma carga movel de amplitudes constan-
fes e com variagao harmonica, respectivamente. Ambas estao

baseadas na hipotese de que os modos de vibragEo e as freqlen-

cias naturais da barra estao dados pelas equacoes (2.3.1-2).

Num caso geral,

de uma viga birrotulada com momento de

iner-



cia variavel, pode-se admitir que as

(2.4.3) constituem aproximagoes sati
exatas, substituindo nas mesmas sen(
Sen(z—l—i) por yr(x), e levando e

L
nota a freqllencia natural associada

equagoes (2.3.6) e

sfatorias das solugoes
rm VE
L

m conta que W de-
r

ao modo r de vibragao.

) por Yr(vt),

14



3. VIBRAGOES INDUZIDAS EM VEICULOS PELA FLEXIBILIDADE DA VIA

3.1. Conceitos Basicos

Os deslocamentos da viga ou elemento de sustentagao
de um veiculo, podem induzir no mesmo vibragaes verticais, de
rolamento, etc., as quais atingem valores maximos para veloci-
dades designadas, genericamente, como velocidades criticas.
Sao apresentadas, a seguir, solugaes aproximadas, vali-
das para baixas velocidades, isto &, nao muito proximas as ve-
locidades criticas. Admite-se também que os deslocamentos nos
pontos de sustentagao do modelo do veiculo sao iguais aos des-
locamentos da viga de apoio. Essa hipdtese €, em geral, satis
feita no caso dos deslocamentos verticais, mas deve ser modi-
ficada no caso dos deslocamentos laterais. Com efeito, os ul-
timos estao limitados pelas forgas de atrito conduzindo a for-
mulagoes nao lineares e, no caso de veiculos ferroviarios, es-
tao condicionados ainda pelos fenOmenos de interagao roda-tri-
lho, os quais nao serao considerados neste capitulo. Como no

Capitulo 2, esse capitulo também foi extraido da ref.[lBJ

3.2, Sistema de um Grau de Liberdade Vertical que Atravessa

uma Viga Birrotulada: Pequenas Oscilacoes

Sera inicialmente considerado o problema de um siste
ma dinamico de massa m e freqliéncia w_ ~ com um s0 grau de li-
berdade vertical, deslocando-se com velocidade V ao longo de
uma barra birrotulada., Sobre a viga atua o peso do sistema mg,
mais as flutuagoes ptoduzidas ao redor do mesmo pelas vibra-
¢oes indugidas no velculo. Nesta segao serao desprezadas es-
sas Ultimas, admitindo-se em conseqliéncia que o movimento ver-
tical do ponto de aplicagao da carga é produzido unicamente pe

lo peso do veiculo. Este deslocamento pode ser calculado, para

valores baixos de o, pela equagao (2.3.10):

15
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y(t) =y sen2 (“Vt) (3.2, 1)
L
m\\ ! i
? == wgs =k/m
k
‘ " ‘J'\c h-u
[}
, .
= 2 R
| 7
vt

|
| L

L
!
,

|

FIGURA 3.2.1 - Sistema de 1 grau de liberdade deslocando-

se através de uma viga birrotulada.

A equagao de movimento do sistema resulta:

m.Li*'lJU"'k(U"Y)

= ) 2
¥ 2 W u + wWw_ u
N t"‘ca 0 o

Se o deslocamento e velocidade

a solugao pode ser obtida pela

t -z w (t-1)
u(t) =L [ e ©°0° 5
P 0
(o]

na qual p0 = /1-22 e L

critico do veiculo.

0l
o
-

(3.2.2)

(3:2:3)

iniciais u(0) e u(0) sao nulos,

integral de convolugao:

m vVt
L

enz( ) sen [PO (t"T)J dT 5

(3.2.4)

denota a razao de amortecimento
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3.3. Sistema de um Grau de Liberdade Vertical que Atravessa

uma Serie de Vigas Birrotuladas

Resulta agora de interesse a solugao do problema de

* el - 3 -« . . .
oscilagoes verticais de um veiculo, idealizado por melio de um

sistema de um grau de liberdade vertical, que se move com ve-

locidade V ao longo de uma linha, formada por vigas birrotula-

das, de acordo com o esquema da FIGURA 3.3.1.

T o

k | J

S = |

\c

L <> —
| } [a] [o] —=
o A | s
A S VA S——

FIGURA 3.3.1 - Veiculo de um grau de liberdade

sobre viga multipla.

No caso em consideragao, a excitagao também pode
ser representada pela equagao (3.2.1), mas deve ser levada em

consideragao a periodicidade da mesma. No estado estacionario

equagao de movimento sera também dada pela equagao (3.2.3),
porem agora y(t)

a

e uma fungao com periodo T=L/V.
Expressando a equagao (3.2.1) da forma:

y
y(t) = =2 [1 - cos (QJLXE)] . (3.3.1)
2 L
Conclui-se que a excitagao do veiculo & harmonica,
com freqlencia (2nV)/L e amplitude ¥ 2.
Q

0 deslocamento
(amplitude) absoluto do veiculo sera entao:

o] = Yo [ 1+ 4 g2 g2 ]1/2
u = —
2 La-g9% + 4 2 ¢

(3.3.2)
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na qual £ = EEQEE. A amplitude da carga flutuante, por ou-
0

tro lado, e igual a:

vy, k 2
gz | = = S (3.3.3)
2 [(1-8%)" +ar &

A qual pode tambem ser escrita como segue:

2 2
2 (m/M) (wo/wl) E

|AP| = P ) 2177 (3.3.4)
° [(1-g5" 4zl €]
onde:
M = p AL & a massa total da viga.
w, = freqllencia fundamental da viga.

|

3.4. Sistema com um Grau de Liberdade Vertical Deslocando-se

ao Longo da Viga Multipla Imperfeita

Sera considerado agora o caso em que o perfil verti-
cal da viga apresente, com respeito a uma linha reta, uma di-
ferenga z(x). A equagao de movimento do sistema (3.2.3) to-

ma a forma:

- . 2 2
+ 2 + = w + adpa T
u Qo w, u w,ou 0(y z) (3 )

Na equagao (3.4.1) esta implicita a hipotese de que
as deflexoes da viga produzidas pelas vibragoes do veiculo sao
despreziveis. Considerando-se a linearidade do sistema, pode-
se obter a solugao da equagao:

e 2 2
u + 2 Ly W, U + W, u o= z(ct) , (3.4.2)
independentemente da solugao da equagEo (3.2.3), para adicio-

nar posteriormente as respostas.

0 motodo da analise dependera das caracteristicas e
da definigao de 2z(x). Com efeito, as imperfeigoes podem ser:
a) oscilagoes aleatdrias, originadas na construgao, b) per-

turbagoes regulares, por exemplo,-  descontinuidades nos tri-
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lhos, ¢) ondulagaes regulares, com um comprimento de onda de-

finido, produzidos por efeitos térmicos nos trilhos.

3.5. Veiculo com Dois Graus de Liberdade

Considere-se agora um veiculo com dois eixos, que se
desloca com velocidade V sobre uma viga birrotulada, de acordo

com o esquema de cargas indicado na FIGURA 3.5.1.

—

Vi(t-tg) 2

tg=asv

% >
x

o §>fﬁ___

|.p
i R
vt 4

ty_ |

FIGURA 3.5.1 - Diagrama de cargas.

Designando com A e B os pontos de aplicag'éo das
cargas correspondentes aos eixos, verifica-se que 0s corres-

pondentes deslocamentos vem dados por:

iy {[U(t)—U(t-to)] senz(tuct) + [U(t—-ta)—u(t-co)] sen(w_t) sen [mc(t—ta)]}

(353
Yg =Y, {[U(t-ta) -U( t—ta—to)] sen2 [wc( t-ta)] + [U( t—-ta) - U(t-—to)]

sen (mct) sen [wc(t-ta)]} €3:5:2)

nds quais U(t“ta) denota a fungao passo unitario, definida
omo U t- =
c (t ta) 0 se t <ta, U(t-—ta) =1 se t_>ta, e

w =71V/L, -
o STV/L Por outro lado, t,=a/v e tO=L/V, sendo L > a.
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As caracteristicas basicas e dimensoes do modelo do

veiculo estao representadas na FIGURA 3.5.2.

— 1
4m/2 ] De ¢m/2
Vu

—k/2

k/2 —_

BL 4 F

FIGURA 3.5.2 - Dimensoes do veiculo.

Se for admitido que o deslocamento horizontal das
massas esta restringido, ter-se-iam dois modos nao-acoplados

de vibragao:

e vibragao vertical: freqlencia: w = Vk/m
e guinada: freqWencia: w, = w_ =
1 o b

Sob as hipoteses simplificativas introduzidas, a
resposta pode ser determinada independentemente para cada mo-
do. A equagao que define as oscilagoes verticais & idéntica
a equacao (3.2.3), com y igual a média de y, © Yg» Segundo

as equagoes (3.5.1-2):
1
y = —-yo{[u(t)-u(t—to)] senz(wct) +[U(t—ta)-+U(t—ta—t0)] Senzﬁnc(t-ta)]

2

+ 2 [U(t—ta)'-U(t—to)] sen(mct) sen[mc(t—ta)J} (3.5.3)

Por outro lado, a equagao de movimento do segundo modo e:

N 2
O +w; 8 =4 w) (3.5.4)
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sendo no caso em consideragao:

2 4 b § .
A _ B 0 {[u(e) - U(t'to)] senz(wc t)y - [U(t—ta) =
a a

U(t-ta—to)] senz[wc(t—ta)]} (3.3 .5)

Quando o veiculo desloca-se sobre vaos multiplos, €
necessario efetuar a expansao das equagEeS (3:-5+3) & (3:5:5)
em séries de Fourier. Os detalhes do procedimento subsequen-
te de solugao sao bem conhecidos, e nao serao discutidos aqui.
Convém lembrar, porém, que as equagoes (3.5.3) e (3.5.5) sao fun
goes pericdicas de t, com periodo T =L/V. Deve-se verificar

tambem que:
k(u - y) << mg . (3.5.6)

Finalmente, as expressoes (3.5.3) e (3.5.5) devem ser modifi-
cadas, pois o deslocamento vertical do ponto B antes de entrar
no vao em consideragao nao e zero, como indica a equagao
(3.5.2), ja que a roda B esta entao no vao precedente. Com
efeito, as equagoes (3.5.2), (3.5.3) e (3.5.5) devem ser subs

tituidas por:

¥ =W Luun” [wc(t-ta)] +U(t-t ) sen(w_ t) sen[mc(t—ca)]?
( 3:567)
y = i > £ {senz(wc t) + senz[wc(t—ta)] +
2 u(t-t ) sen(w_ t) sen[wc(t-ta)]} (3.5.8)
b SPV Y
A B _ "o A 2 ‘
———— = — {sen (mc t) - sen [wc(t—ta)]} (3.5.9)

a a



3.6. Exemplos de Aplicacao: Sistema com dois Graus de

Liberdade

Sera considerada agora a solugao numerica do modelo
de dois graus de liberdade discutido na segao 3.5. Admite-se
que o veiculo se desloca com velocidade uniforme ao longo de
uma serie infinita de vaos multiplos. Nesse caso os desloca-
mentos verticais dos pontos A e B sao dados pelas equagaes
(3.5.1) e (3.5.7), respectivamente, validas no intervalo
(0, T), com T=L/V. O deslocamento relativo u e o giro 8
do veiculo nao estao acoplados, definindo nas equagaes (3.3.8)
e (3.3.9) as excitagoes das respectivas equagoes diferenciais.

Os parametros adotados no exemplo sao os seguintes:

e Comprimento do vao: L = 25 mj

e Deslocamento estatico devido a P no centro do vao:

y = 2 mmj;
0o
e Distancia entre rodas: a = 6 m;
e Massa total do veiculo: m = 4500 kg;

e Rigidez das molas: k = 1,4 x 106 N/m;
7

e Rigidez torsional: kQ = 1,26 x 10" N;
e Inércia rotacional: Iy = 54240 kgm;
e Amortecimento (nos dois modos): Co = 0,10,

Observe-se que w = vVk/m = 17,63 rad/s e que
0 —
w, = #kQ/IB = 15,24 rad/s. As fungoes indicadas pelas equa-
goes (3.5.8-9) foram expandidas em series de Fourier, sendo

retidos 15 termos nas respectivas expressoes.

A FIGURA 3.6.1, por outro lado, representa a varia-
gao dos deslocamentos relativos (parte flutuante) maximos em
Ae B; para velocidades de até 350 km/h. Existe uma regiao
critica elaramente visivel, na faixa entre 200 e 280 km/h.
Os deslocamentos obtidos na presente solucao nao sao vilidas
na proximidade dessa faixa, ja que o efeito das

flutuagoes de

ca i 0 i ao é
rga do veiculo nas deformagoes da viga nao e levado em con-
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FIGURA 3.6.1 - Resposta dinamica da viga reta

submetida a cargas moveis.
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ta. Essa simplificagcao nao impede, porém, a identificacao da
regiao critica. Verifica-se, também, que para V <100 km/h,

os deslocamentos relativos sao inferiores a 0,25.



4. METODO NUMERICO UTILIZADO NA SOLUGAO DAS EQUAGOES DE
MOVIMENTO DA VIGA

4.1. Consideracoes Fundamentais

Nos casos onde as equagoes diferenciais nao podem
ser integradas em forma fechada, o recurso usado para solu-
ciona-las sao oS metodos numéricos. Este caso acontece, por
exemplo, quando um sistema massa-mola e excitado por uma for-
¢a que nao pode Ser expressa por fungoes analiticas simples,

ou quando a forga ¢ dada grafica ou numericamente apenas.

A integracao numérica & um processo pelo qual a
equagao diferencial de movimento € resolvida progressivamente
em incrementos de tempo, partindo de um tempo inicial no qual
sao conhecidos a velocidade e o deslocamento. A solugao @&
aproximada, mas; 3 medida que o intervalo de tempo (Dt) é re-

duzido, o resultado se aproxima da solugao exata.

Na literatura, existem numerosos métodos numericos
possiveis para se resolver as equagoes diferenciais que gover-

nam o movimento da estrutura. Dentre eles pode-se citar:

e 26 p ¢
Elementos Finitos | Diferengas Finitas®®?,

. 54 +27% = _ - . =
Indeterminados” " ’“°, Series de Fourier?! e Separagao de

Coeficientes

G .. 3,5
Variaveis * ", entre outros.

Visando a distinguir alguns métodos, toma—~se como
comparagao os de Diferengas Finitas e Coeficientes Indetermi-
nados, sendo estes o0s mais utilizados pela bibliografia tec-
nica. Pard o método de Diferengas Finitas & necessario esta-
belecer a suposigao que as cargas atuam somente em uma rede
de pontos; enquanto que, no metodo dos Coeficientes Indeter-

minados, deve=se ter algum conhecimento mais avancado do com-

portamento do sistema de cargas. Nos dois metodos & necessa-

rio resolver um sistema de equagdes algeébricas simultaneas.

25
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Os meritos dos varios metodos estao relacionados aos

erros e a convergencia de cada processo.

Neste trabalho, aplicou-se uma solugao numerica das
equagoes diferenciais de movimento por Diferencas Finitas Cen-

trais.

4.2. Aproximacao dos Operadores Diferenciais por Diferencgas

Finitas Centrais

Neste metodo, as equagoes diferenciais e suas condi-
goes de contorno sao substituidas pelas equagoes de D.F.C.
correspondentes. Isso reduz, entao, o problema a um grupo de
equagoes algébricas simultaneas, que podem ser resolvidas pe-

lo computador digital a cada intervalo de tempo Dt.

Para a aplicagao do método, a viga curva ou reta &

discretizada em uma malha com N nos, conforme FIGURA 4.2.1.

| 5 Ds
5 ! I
1 2 3 4 N-3 N-2 N-1 N
s Sy f s
CONTORNO CONTORNO
ESQUERDOD DIREITO

FIGURA 4.2.1 - Discretizagao espacial da viga em Di-
ferengas Finitas Centrais,

]J . -
Onde Ds = -1 sendo L o comprimento da viga curva ou re-

ta.

A base da solugao numérica & essencialmente a de se
obter os valores numéricos da integral, a ser determinada nos
pontos discretizados ao longo da coordenada espacial 5 e no
eixo do tempo, similtaneamente. Nesse sentido, os operadores
diferenciais sao aproximados de um certo numero de termos na

expansao de TAYLOR, na qual X

e Xi*l’ em termos dos pon-
toes plvoeriais, sao:

i+1
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» X th X. Dt3
i i
X = X. + X. Dt + b +
i+1 1 1 2 6 Para
; > 9 '
. }3’.1 th X, Dt3 ol (4.2.1)
X = X, = X. Dt + - = + .
i—-1 i 1 9 6
Da mesma forma, para a coordenada espacial s fica:
3
Xl-l D52 XT'IT DS
X - x. + x! p_ + -2 + PRI
the d Jo® 2 6 Para
X" ps? X" ps> 122 (4.2.2)
X, , = X, = X; Ds + - ...
J J J 2 &

Subtraindo as equagoes (4.2.1), e desconsiderando os

termos de ordem superior, obtém-se:

: 1
X. = — (X, - Re ot 3 (4.2.3)
1 2Dt 1+1 1i-1

e somando as equagaes (4.2.1) membro a membro, chega-se a:

Ri=_l_2
Dt

(X - 2X. + X.
L

1+1)'

P~
=~
a3

4
iy )

Da mesma forma, subtraindo e somando as equagoes (4.2.2), ob-

tém-se, respectivamente:

1
X' = (X S d )
+ =
] sps  I*1 i-1
(4.2 .5)

X" = 1 (X - 2% + X )

: - : >

| ps? I°71 J ]

sabendo-se que X corresponde a derivada parcial da varia-

vel generica X em relagao ao tempo, € X' a derivada parcial

em relagao a coordenada espacial s. O iIndice i define a va-
riagao da funcao no eixo do tempo, e j na coordenada espa-
cial s, conforme FIGURA 4.2.2.
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Ds

T i 11,2 1,3 1,j s
Dt
. )
\

2,1 (2,2 [&3 2,]
h

>—

> P {r
3,1 Tsz Ts; 3.)
) J. -
P qu 'ILS ivJ
Vt
FIGURA 4.2.2 - Reticula no plano s-t adotado na solugao por

meio de Diferengas Finitas Centrais.

As derivadas de ordem superior sao deduzidas em fun-
c¢ao das derivadas de primeira e segunda ordem, que sao as equa

goes (4.2.3), (4.2.4) e (4.2.5); entao:

3
8> X, 3(X")
L J _ 1 (x" x" ) = 1 [ 1 ( =
—= = = : = X = — — (X - 2X ¥ X
e s 2ps  I*1 -1 2ps lps? =~ 1%2 il
. (X. - 2X + X Y| = i £x - 2X + 2X it )
Dsz "3 =1 j=2 2D53 j+2 j+1 = =2
(4.2.6)
Da mesma forma,
5% %,
L | (X - 2X + 2X - X (4.2.7
o e e T 41 ) i-2) 12e7)
Por outroe lado:
3% x. az(x;) .
e _ = = (X'-' - 2X" 4 X"
oy ;2 .2 Kin 4 g9
i |
= X- - E -
b ( 542 4XJ+1 + 6Xj 4% g xj—z)' (4.2.8)
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Similarmente,

') “a
ch X, 37 (X)) 1
L = = (X. ., -4X., , +6X, —4X, _+X. )
th atz Dt4 1+2 1+1 1 ki 1-2

(4.2.9)

Para derivadas cruzadas, as aproximacgoes em Diferen-

cas Finitas ficam:

3 . Xlil)
B2 L L X (Bre1,§ = B-1,5° ° 1 (R, 50
8s° B¢t dt opt T2 »J 2 Dt vl
- 2% + X y/ps? - (X - 2% s g ) /
i+1,] i+1,3-1 i-1,3+1 i-1,] i-1,j-1
Be ' = — e [ - X + 2% - 2% 4
5 DSZ i+1,3+1 i-1,3+1 1=1: i+1,]
Xi41,3-1 = %i-1,5-1) (4.2.10)
Similarmente,
33 - = B(Xi) = ¢ (X - X 2X
Vs 8t2 Ne 2 Ds th i-1,3+1 i=1573-1 1, 3+1
+ 2Xi,j—1 + Xi+l,j+1 = xi+l,j—l)' (4.2.11)
Por outro lado,
2 i
3% x g 80 L g - .
= = Y. = 2% L+ XD L) =
as2 atZ at2 Dt2 Il g 143 1+1,J)
= . (x 2% X
e ’ ; = . & + X. . { d -
D52 Dt2 L=k, JRL o I i+1,j+1 2hi~1,j - qu,j
= 2X; : + X, . P s
i+1,] i-1,3-1 7 2 5ot R, g0 (4.2.12)

Nas FIGURAS 4.2.3 a 4.2.6, estao indicadas as moléeculas cor-
respondentes aos operadores diferenciais das equagaes (4.2.5)

a (4.2.12), em Diferencas Finitas Centrais.
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9sii,]

20t — =
ot 11,3

ot |i,]

FIGURA 4.2.3 - Operadores de primeira ordem em Dife-

rengas Finitas Centrais.



31

och
2Ds &3 =
9s |1,]
I-2lj
i_lnj
3
3
20:3 —3 =
ot~ |1
4
DS& DQ _
g8 a9

FIGURA 4.2.4 = Operadores de primeira ordem em Dife-

rengas Finitas Centrais.
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Dt:‘f‘L ——l; = /s
gt 1,3
r '1 ‘
::f—l,j+1
L3 :> 5
2DtDs2 g = 4 s
88~ dt iy g hh]¥

i+1,j+1

FIGURA 4.2,5 = Operadores de primeira ordem em Dife-

rengas Finitas Centrais.
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2 37
2DsDt” —s =
ot~ os|i,]
\Vt
4
Ds Dt —-——a—-——i = s
ds 9t" 1,3
FIGURA 4.2.6 - Operadores de primeira ordem em Di-

ferengcas Finitas Centrais.
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4.3. Aplicacao do Mctodo de Diferengas Finitas Centrais na

Solucao das Equacoes Diferenciais da Viga Reta de BER-

NOULLI, VLASOV e TIMOSHENKO

Na bibliografia técnica, sao empregadas duas equa-
coes diferenciais classicas para determinar a resposta a flexao de vi-
gas retas: as equagoes de BERNOULLI e TIMOSHENKO. A equagao
de TIMOSHENKO & a mais geral, pois leva em consideragao a
deformacao por corte e a inercia rotacional. No presente
contexto, interessa comparar previsoes das duas primeiras com
as equagoes de VLASOV para vigas de secao aberta, particulari-
zadas para o caso de dupla simetria, nas quais & desprezada a
deformacao por corte. Por final, a equagao diferencial de
BERNOULLI & a mais simples, pois além de desprezar a inércia

rotacional, tambéem despreza a deformagao por corte.

Para uma viga reta, e com dupla simetria da segao
transversal, as equagoes diferenciais de flexao de BERNOULLI,
VLASOV e TIMOSHENKO podem ser escritas, respectivamente, da

& 3
seguinte forma' '

BERNOULLI ;
4 2
3 D
'i + PA ‘zf =p (s, t) (4.3.1)
s EI_ Ot y
z
VLASOV :
4 2 b
)Y 3 4
4+*°A_‘2‘-£ 2Y2=P(s,t) (4.3.2)
Js EIz dr E 9s“ Bt y
TIMOSHENKO :
4 w2 4
3hy A 2 A4
— g, =fd 0 g = P (1 + nE ; X 2 + 0P oY (s, t) £4..3.3)
ds ET, at E ¢ 9s“ 9t EG 3t4

onde s denota a coordenada espacial; Y, o deslocamento verti-

cal da viga, conforme FIGURA 4.3.1; P, o carregamento verti-
¥y

ca - - - - -
1 externo distribuido por unidade de comprimento; p, a mas-

sa es 1fi ial: a a
pecifica do material; A, a irea da secao transversal; E



o modulo de elasticidade longitudinal (module de YOUNG); Lz’

o momento de ineércia em relagao ao eixo transversal z; N, o0

. . ) L ~ -
coeficiente de forma' da secao transversal; e G, o modulo de

elasticidade transversal (G

—E 5,

2(1+v)
P
y
1 N 5,
s 5
~ —~
CONTORNO CONTORNO
ESQUERCO DIREITO

FIGURA 4.3.1 - Desenho esquematico da viga.

mogeneas, isto e, fazendo

Tornando as equagoes (4.3.1), (4.3.2) e (4.3.3) ho-
P
y

= 0, e substituindo os opera-

dores dessas equagoes diferenciais homogéneas pelas aproxima-

goes em Diferengas Finitas Centrais, indicadas nas FIGURAS

4.2.3 a 4.2.6, chega-se nas seguintes equagSes:

BERNOULLI :

Yi.+l,j

+ Y
VLASOV:
Yi+1,j-*1

- = ¥ = 4N |
PR e : L:y 9L L ¥l
(4.3.4)
i+l,j+1 BZ(YL,J—z - 4Y1,3—1 N
i,j+2) Az(&i 1,3 2Y1,3) -
i=1,] i=-1,j+1 2Yi,j‘l + !'Y}.., -
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TIMOSHENKO ¢

Youe,d = Celli gen ~ Vg ged * BBy T T g Ve gee? T

= (T s T2y s g, P g5 T e, T

L T R e R N R L

$ X0 ) (g g =AY o BT Y ) (4.3.6)

onde, as seguintes constantes denotam coeficientes adimensionais:

= 2
8. .De L EDt 2 GDtZA
g, ®F—=m=a & = 7 » By = 7 * G5 ° ?
O ADs ADs oDs oIzn
) 2 e
Cb = (1 + ﬂk) _EE%_ " Cc = EE%E—Z (4.:3+7)
G pDs ™ n no“Ds

Ds e Dt sao, respectivamente, o intervalo de espago e o in-

tervalo de tempo, ja indicados na reticula da FIGURA 4.2.2.

As equagoes (4.3.4), (4.3.5) e (4.3.6) so0 poderao
ser aplicadas na solugao da viga depois de uma discretizagao
da mesma em N nos eqllidistantes, conforme FIGURA 4.3.2, onde N

deve ser maior ou igual a 3.

1 2 3 j-2 Q-1 § 0 j+1 je2 N-2 N-1 N
| L — I L - — =
b . - oy Jro— - - - 1 T — = s
o~ ~
CONTORNO CONTORNO
ESQUERDO DIREITO

FIGURA 4.3.2 - Discretizagao da viga em Diferencgas

Finitas Centrais.

Aléem disso, tambem € necessario estabelecer as condigoes de

contornod em ambos extremos. Para fim de comparagao da conver-

géncida dd solugdo, serdo resolvidas as equagoes (4.3.1),

(4.3.2) e (4.3.3), para discretizagoes da viga em 3

Y z‘ e 5
nos.

Com as condigoes de contorno birrotuladas

‘ o & a dig-
tretizagao da viga com 3 nos, conforme FIGURA Gz 4
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-
//’ T
| N / ]
yan‘z \\ ,, yi.J+2
[ \ 2 3/ i
b < oo
1
CONTORN CONTORNO
DIREITO
ROTULABO ROTULADO

FIGURA 4.3.3 =

Malha da viga com 3 nos

em D.F.C. (N=3).

as equacoes (4.3.4), (4.3.5) e (4.3.6), de BERNOULLI, VLASOV
e TIMOSHENKO, respectivamente,

tomam a seguinte forma:

Yopf i@ TLEET B 5 = Yo g (4.3.8)
Y. a2 (A =2B +2) ¥, . =Y. (4.3.9)
1+1,2 z z f.2 Lo 42
2+A
Z
Yi1,2 = 206 #20,-20=3) ¥, + (4=Cm20) (Y, 4 » +
_ o
* Ly 3t ™ Yisg p (4.3.10)

Ja para 4 nos discretizados (N=4), mostrado na FIGU-
RA 4.3.4, a componente do deslocamento no no 2 e igual a do no
3,

r -1
| 7,
]
M1 2 3 4,/
— s — b — S e e
if 1

CONTORNO 1 ] CONTORNG

ESQUERDO ¢ DIREITO

ROTULADO ROTULADO

4

FIGURA 4.3

+4 - Malha da viga com 4 nos em D.F.C. (N=4).
Substituifdo as condigoes de contorno, conforme FIGURA 4.344,
has equagnes (4:3.4) a4 (4,3.6), chega-se nas seguintes equa-
Wb g

i-1,2 (4.3.11)
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- L 5 = 4.3.12
Yivr,2 = (24,-B,+2) Y; 5 = Y; 4 5, (4 )
? 1+A
Z
- o - - - . +
Yivg 2 = (2€,+2C, -C -6) Y; , + (4=C, Cp) (Y5 1.2
= . 4.3.13)
*¥i41,2) " Yie2,2 (

E, por fim, serao obtidas as equagoes referentes a
uma discretizagao da viga em 5 nos, mostrada na FIGURA 4.3.5.
As condicoes de contorno e as condigoes iniciais estao rela-
cionadas com as vibragoes livres do primeiro modo; logo, as
correspondentes componentes do deslocamento dos ndés 2 e 4 sao

identicas (Yi+1,2 = Yi+1,4)'

2
<
I
|

SUR—— , T 1
——

CONTORNO CONTORNO
ESQUERDO DIREITO
ROTULADO ROTULADO

FIGURA 4.3.5 - Malha da viga com 5 nos em D.F.C. (N=5).

Para a discretizagao indicada na FIGURA 4.3.5, as
equagoes resultantes, devido a substituigao das condigoes de
contorno nas equagoes (4.3.4) a (4.3.6), resultam respecti-

vame te nos seguintes sistemas acoplados:

Y 1,2 -1 (2-6C_) 0 4c, Y12
= Y.
y 1,2
Yl 5 0 8c, -1 (2-6C) G, >
¥=1.3
Y.
L 1,3 (4.3.14)
o 1 @A/ | -1 (2-4B [ i
i+1,2 i 4 z z) Yi—l,2
. ST 2 (A_+2) 1
41,3 (ajvaa42) [ (A,+2) (6B -24 -4) <Yi,2
v
-1,
(Az/2+1) (EBZ+AZ—2)
%i,3
-1 (2-432)
(4.3.15)
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s i ' ~

- L - ' '

Yeio9 -1 (4-20,-C,) (2C_-6C +4C,-6) | i-2,2]

) 4-2C, ~C.) Yin1,2

Y, L0 %% GGG 26 71 89GG, v, |
Y2

(4-2G,-C)) 0 Cy (4C-2G) Cpf | ]

P i+1,25
(4C,+2C-6C -6) (4-2C,-C)) Ny

V41,3
rd

.

(4.3.16)

Pode-se observar que as equagoes (4.3.8), (4.3.9),
(4.3.11), (4.3.12), (4.3.14) e (4.3.15), de BERNOULLI e VLASOV,
possuem, de modo geral, as mesmas caracteristicas; isto e, pa-
ra se obter a componente do deslocamento do no i no tempo
t+Dit, deve ser conhecido o deslocamento nos tempos t e t-Dt.
Ja, para se obter o deslocamento no tempo t+2Dt nas equagaes
(4.3.10), (4.3.13) e (4.3.16), de TIMOSHENKO, deve-se conhecer
as componentes do deslocamento nos tempos t-2Dt, t-Dt, t e
t+Dt. Conseqllentemente, no caso de vigas esbeltas, onde a de-
formacao por corte nao tem influencia significativa, se compa-
rarmos com as outras deformagaes, a utilizacao da equag¢ao di-
ferercial de TIMOSHENKO apenas aumentaria o numero de opera-
coes, e, por conseqlléencia, aumentaria o tempo de processamen-
to. Dessa forma, pode-se admitir que a equacao diferencial de
VLASOV®?, para vigas esbeltas, reune boas condigoes para re-
solver, de forma simples e precisa, o comportamento dinamico

das mesmas.

As curvas mostradas nas FIGURAS 4.3.6 a 4.3.8, que
determinam as vibragoes livres da viga nao amortecida, foram
obtidas mediante a utilizagao de programas em microcomputa-
dor, Como condigao inicial das equagoes (4.3.8) a (4.3.16),
admitindo vibragoes harmonicas, foi utilizada uma fungao se-
noidal do tipo Y = A sen [(ﬁ s)/L], que estabelece as coor-

denadas iniciais de cada no discretizado, para vibracoes li-
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vres no primeiro modo, sendo A a amplitude da onda, ou seja,

o deslocamento maximo no meio do vao.

Para o exemplo, foi prescrito um valor para A de
0,05 m. As caracteristicas da viga, adotadas para o exemplo,
= 4 )
sao as seguintes: L=25m; A=1,085 m2; Iz=0,312 m ; 0p=2500

. . 10 =2
kg/m3; E=2,88x1010 N/m2; v=0,2; n=1; G=1,2x10 N/m™.

Das FIGURAS 4.3.6 a 4.3.8, & possivel obter-se gra-
ficamente a freqllencia fundamental de vibragao. Para isso,
basta extrair dessas curvas o periodo da onda (le, e, poste-
riormente, calcular a respectiva freqliencia w=(2ﬁ)/T1 (rad/

seg).

Admitindo que as vibragoces sao harmonicas, pode-se

obter a resposta din3amica da viga com uma solugao do tipo:

Y(s,t) = K sen (E—%—i) cos (wn t) (4.3.17)
Substituindo a equagao (4.3.17) nas equacgoes (4.3.1) a (4.3.3),
chega-se nas seguintes solugoes teoricas para as freqllencias na
turais’"' das vigas de BERNOULLI, VLASOV e TIMOSHENKO, respec-

tivamente:

2 2
W = 4 X e T
n L2
2 2 2 .2 9
n
w, = g cr (1 - “——32—’:—) (4.3.18)
L 2L
n2 .2 2 .
woo= 5— ¢ T [1 - 2 5 I (1 + UL ]
L 2L G

onde ¢ = VE/p (velocidade de propagagao de uma onde compres-
sienal do elemento), r = VszA e n=1,2,3,... (modos de vi-

bfe;io).

Na TABELA 4,3.1, estao mostradas as freqllencias fun-
damentais, oriundas dos perfodos de vibragao, extraidos das

curvas indicadas nas FIGURAS 4«36 a 4.3.8

e sac compara-
d

as com as freqlencias fundamentais teoricas, conforme
goes (4.3,18).

equa-
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TABELA 4.3.1 - Freqlléncias fundamentais (rad/seg), conforme

o i1 se retinadis Solugdo
gishrencisal 3 4 5 legs. (4.3.18)
BERNOULLI 23,4 | 26,4 | 27,3 28, 74
VLASOV 23,4 | 26,4 | 27,3 28,72
TIMOSHENKO | 23,3 | 26,2 | 27,0 28,56
* Obs.: Dt critico sera definido na segao &4.4.

Observa-se que a diferenga entre as freqllencias fundamentais,
de BERNOULLI, VLASOV e TIMOSHENKO, para um mesmo numero de nos
discretizados, e pequena., Verifica-se, também, a convergen-
cia dessas freqllencias, obtidas pela discretizagao em D.F.C.
com 3, 4 e 5 nos, para as freqllencias fundamentais teoricas,

obtidas das eQuagaes (4.3.18).

0 método de D.F.C. permite chegar a uma melhor apro-
ximagao da solugao exata para freqlléncias naturais usando a

= & 20 I .
formula de Extrapolacao de RICHARDSON que e a segulnte:

w m w0 m
my ™2 m Py
Wmy my = R— (4.3.19)
e i |

onde Wp, n, € a aproximagao da solugao exata, e m. o numero de

intervalos (mi = L/Ds).

A equagao (4.3.19) pode ser aplicada no exemplo da

TABELA 4.,3.1, para as freqUéncias fundamentais obtidas de BER-

NOULLI com 3 e 4 nos (N=3 e N=4) . Neste caso, temos:

m, = 4-1 = 3 e W = 23,4

m, = =l = 2 e W = 2058

Entao,
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2 2
- 26,4.3 - 23,4.2 28,8 rad/seg. (4.3.20)
1-82 32 _ 92

W

Para este exemplo, a aproximagao da solugao exata de (4.3.20)
se aproxima muito da solugao dada por (4.3.18), onde a fre-

qllencia e de 28,74 rad/seg.

4.4. Estudo da Estabilidade do Metodo de D.F.C. (Diferengas

Finitas Centrais) aplicado na Equagao de BERNOULLI

Um dos inconvenientes do método de D.F.C. & a sua
estabilidade condicional. Para que este método de integragao
seja estavel, € necessario que o intervalo de tempo, Dt, seja
menor que um valor critico (Dtcr). Devido a essa condigao,

o método de D.F.C. é chamado de CONDICIONALMENTE ESTAVEL.

Sao duas as razoes fundamentais que justificam a ne-
cessidade de se obter o valor de Dtcr: a primeira, a mais im-
portante, diz respeito a condigao basica de estabilidade men-
cionada acima, pois sem ela os resultados obtidos da solugao
nac terao significado; a segunda, se relaciona com o tempo de
pProcessamento gasto para a resolugao de um determinado proble-
ma; isto €, quanto menor for o intervalo de tempo (Dt) esco-
lhido, maior sera o numero de operagaes. Isso acontece por-
que, no método de D.F.C., o problema é resolvido progressiva-
mente a cada incremento de tempo(ti+1=ti+nt), ate o tempo fi-

nal (t.) desejado.

Portanto, o intervalo de tempo a ser adotado para a
solugao do problema nao deve ser tao grande que possa tornar
o metodo instavel, nem tao pequeno que torne o metodo invia-

vel computacionalmente, quanto ao tempo de processamento.

Com base nas observagoes citadas acima, torna-se ne-
cessario o conhecimento do intervalo critico do metodo de Di ~
ferengas Finitas Centrais. £ com este proposito que, neste
capfrulo, sera avaliado o valor do intervalo d

(Dtcr), Para o caso da equagao diferencial de BERNOULLI.

- -
e tempo critico

Em geral, existem duas formas para se determinar o

limite critico de estabilidade do metodo: uma forma por sim-



ples tentativas, 1isto e, arbitra-se o valor para Dt e obser-
va-se o comportamento numérico da solugao para condigoes ini-
ciais arbitrarias; na segunda, pt @ obtido diretamente de
uma solug3o fechada, cujo valor & fungao das caracteristicas

da viga e do numero de nos discretizados.

E justamente com o objetivo de determinar, de forma
fechada, o intervalo de tempo na qual o me todo de integragao
seja estavel, que a seguir analisar-se-a a equagao diferencial
de BERNOULLI (4.3.1).

Serao examinados, agora, os dois casos onde a viga
possui, devido a simetria dos nos, apenas um grau de liberda-
de, correspondente a uma discretizagao com 3 e 4 nos, indica-
dos nas FIGURAS 4.3.3 e 4.3.4. Nesses casos, a equagao resul-
tante, para condigoes iniciais arbitrarias, toma a seguinte

forma:

=0 ¥ . =X

i+1,j i 3 ik, § (441

onde C = 2(1—2Cz) para 3 nos (N=3), conforme equacao (4.3.8);
e C = (2-C,) para 4 nos (N=4), conforme equagao (4.3.11).

A estabilidade da equagao (4.4.1) deve obedecer a se-
guinte condigao:

0 < ¢ < 2 (4.4.2)

Aplicando a condigao de estabilidade (4.4.2) nas equagoes
(4.3.8) e (4.3.11) chega-se, finalmente, no seguinte limite

para o 1ntervalo de tempo (Dt), que torma estavel o metodo de

D8 Qs
Paw e ! = 1 A D 4
ara 3 nos (N=3) Bk ¢ = BSLD8_ (4.4.3)
2 E I
z
PATA 4 = , 2 A D 4
Pil4 4 u6s (N=4) Dt « = J 2208 (4.4.4%)
- -

VZ E I
z

Observando-se

h os limites de estabilidade d > =
goes (4.4.3) e (4.4.4), 4 2B Ear

conclui-se que o intervalo de tempo



critico (Dtcr) ¢ fungao de uma constante B, premultiplicando
uma relagao entre os parlmetros que definem as caracteristicas
da viga. Com isso, no caso geral onde a viga e discretizada

em uma malha com N nos, pode-se admitir que o limite de esta-

bilidade possa ser expressado da seguinte f[orma:

4
pt < B J(2ADS, (4.4.5)

E 1
z

onde f assume um determinado valor para cada tipo de discreti-
zagao. E com o objetivo de obter os valores de £, em fungao
do numero de nos discretizados, que a seguir sera investigado
um outro critério de estabilidade, diferente de (4.4.2), para
sistemas com mais de um grau de liberdade; isto &, para N >4

nos.

Para a malha de N nos em D.F.C., mostrada na FIGURA
4.3.2, a solugao da equagao (4.3.4), de BERNOULLI, para con-
digoes iniciais arbitrarias, e:

> n

=
Yesnpe = & Y, (4.4.6)

onde, para n=1l,

N\ N
( Yis1,2 ( Yi,2
|
Tie1,3 1,3 !
- - |
Yivl,N%/2 Yiones2 |
Y,
P41 ,N%/241 Yi N% /241
+ = .l......... + * & 8 & a . s » \
YE'-:-Dt: - 2 > i Yt =< ' (’
b
i,2 Yi-1,2
Y;
i,3 Yi-1,3
Y- >
i,N%/2 Yio1,n%/2
Y.
L i,N*%/241 J Yio1,n%/2+41
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o a matriz A pode ser dividida em 4 submatrizes:

A1 1 %2
A= ltt.o:io-o.
Ryg & H5p

A dimensao das submatrizes A e Ayys

.12 AIZ' A21 2
de N*/2 x N*/2; sendo que N* = (N-2)/2 para N par, e
N* = (N-1)/2 para N Impar. As submatrizes de A sao definidas
da seguinte forma: A12=-—I e

Unitaria ou Identidade; Ay, & a Matriz Zero, isto é, todos os

hyy = I, onde I & a Matriz

seus elementos sao iguais a zero. Ja a submatriz All e defi-

nida da seguinte forma:

==
(2—3Cz) ACZ -Cz
4C (2-6C_) 4C -G
z z z
0
€. ﬁCz (2—682) 4¢C -C, =2
-c, 4C (2-6C,)
._CZ
81 7 ‘
(2-6C) 4C. ~C
z z z
~cz acz (2-6Cz) Acz -Cz
= 9 - X
9 Cz 4Cz (2 6Cz) &CZ Rl
—Cz ACZ K2 K3
B K, Ko Ke |
onde C, foi definido em (4.3.7). Quando N for par: Kl =-C_,
=('5‘—." = = - = - -
Ky =(2-6C.), Ky=3C,, K, =-C,, Kg=3C, e K, =(2-2C). E,
ra N Tmpar: == = (2~ = = -
para impar Kl Cz’ K, (2 7Cz), KB —ACZ, K4 = ZCz’
RS JBC. = Kﬂ =(2=6Cn}.

No caso em que a viga € biengastada, o primeiro ele-
mento da matriz A - =
11 (all) assume (2 7Cz).

Para a investigagao da estabilidade do método de in-

L 1 .
tegragao ', pode-se usar convenientemente a

relagao em (4.4.6).
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Na analise, e usada a seguinte decomposigﬁo espectral de A:

At oy gt oyt (4.4.7)

onde V & a matriz dos autovalores de A, ¢ J ¢ a forma Jor-
dan de A com os autovalores li de A na diagonal. A matriz

A tanto pode ser simétrica como assimetrica.

Seja p(A) o raio espectral de A definido como
p(A) = max |li|; i=1,2 ... (4.4.8)
entao J% & limitado para n>» se e somente Se,

p(A) < ou =1, (4.4.9)

Esse & o nosso criterio de estabilidade da equagao (4.4.6). E
mais ainda, J¥ > 0 se p(A) < 1; e quanto menor for p(A),

mais rapida sera a convergencia do metodo de D.F.C.

Visto que a estabilidade do método de integracao de-
pende somente dos autovalores [p(A)], torna-se conveniente
aplicar um método de solugao que obtenha o maior autovalor de
A

No nosso caso, a matriz A, referente a (4.4.6), &
assimétrica e pode possuir autovalores complexos do tipo

A = utwi.
m,n

Um dos métodos que calcula o maior autovalor de ma-
trizes nao simetricas, e que admite autovalores complexos, &
o métec lo de Iteragao Matricial''. Para comegar a iteracao,
partiu-se de um vetor inicial 30 com um elemento unitario e

os demais elementos iguais a zero e escrevemos:

I

$l S zu

$2”$$IHA2 nd":)

(4.4.10)
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No procedimento descrito, age-se da seguinte maneira, calcu-

lando-se as quantidades:

2
2 2 Es+1 Es+3 Es+2

u + w - 7

Es Es+2 - Es-t-l
{‘{4-4-11)
Es Es+3 - Es+1 Es+2
2u = 3
E E -E
5 s+2 s+1

Quando o inteiro s assume valores expressivos, as

. ; 2 B
quantidades uz + W e 2u tendem a valores constantes; des

ta forma, obtém-se os dois autovalores complexos conjugados,

(4.4.12)

0s elementos Es, E ... sao os elementos dos veto

s+1

B - - o =
... correspondendo a posigao do elemento nao

res ¢, 0

8 s+]? .
nulo do vetor inicial ¢,.

As equacgoes (4.4.11) fornecem a magnitude e a parte
real dos autovalores complexos conjugados Al e Az, indicados
na equagao (4.4,12),

S6 agotra, depois de definidos o critério de estabi-
lidade do metodo de D.F.C. e o método para a obtengao dos au-
tovalores complexos, & que pode-se determinar os valores de B

referente a equagao (4.4.5).

Foi elaborado um programa em microcomputador, que
decermina os autovalores de A, e possibilita a verificagao do
critério de estabilidade, descrito em (4.4.9), do sistema
(4.4.6).

Com isso, foram estabelecidos os valores de [ da
efdlidgan (A.4.5), om [ungﬁo do numero N de nos discretizados,

conlorme malha indicada na FIGURA 4.3.2. Qs valores de £
o o - | X
para condigoes de contorno biengastada ¢ birrolulada, estao

indicados nas TABELAS 4.4.1 e 4.4.2, e na FIGURA 4.4.1.
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TABELA &4.4.1 - Valores de R*1000 para N impar.

Numero de 3 5 7 9 11 | 13 | 15 17 | 19 21
nos (N)

Birrotulada | 707 | 592 | 539 | 522 | 511 | 510 | 508 [ 507 | 506 [ 504

Biengastada| 500 | 540 | 531 | 518 | 511 | 510 [ 508 | 507 506 | 504

TABELA 4.4.2 - Valores de RB*1000 para N par.

Numero de | , | ¢ | g | 10| 12|14 | 16|18 |20 | 22| 24| 26 | 28
nos (N)

Birrotulada|l414| 764 | 618 565 [542 |530 (524 [517 |515 | 512|511 | 510 | 509

Biengast. | 816 | 691 | 594]556 |540 |530 |524 |517 |515 | 512|511 | 510 | 509

Os valores de B, indicados nas TABELAS 4.4.1 e 4.4.2
e na FIGURA 4.4.1, dependem exclusivamente do nimero de nos
discretizados (N), podendo ser aplicados na obtengao do limite
de estabilidade do método de D.F.C., em vigas retas e secgao

transversal com dupla simetria.

Observa-se das TABELAS 4.4.1 e 4.4.2 e da FIGURA
4.4.1 que, quando o numero de nos (N) cresce, o valor de B ten
dE 30,5.

Pode-se concluir, neste estudo da estabilidade do
métode de D.F.C,, aplicado na equagao diferencial de BERNOULLI,
que & possivel obter-se uma solugao fechada para o intervalo
critico de integragao. Esse mesmo estudo poderia se estender
ainda mais; por exemplo, poderia ser aplicado também nas equa-
goes diferenciais de VLASOV e TIMOSHENKO, mas, certamente, as
di ficuldades associadas as mesmas serao maiores que as difi-
culdades envontraday no caso da cquagao diferencial de BERNOUL-

LI.

Cabe ressaltar tambem que em vigas curvas, e se a

seca 2 ; 1 i i
G40 transversal nao possui dupla simetria, ou seja, no caso
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onde as equagoes diferenciais sao acopladas entre flexao e
torgcao, o estudo da estabilidade do método de D.F.C. & difi-

cultado ainda mais, podendo ser praticamente inexeqlivel.

Deve-se sublinhar, finalmente, que o intervalo cri-
tico para a viga de BERNOULLI, na presente formulagao, ¢ maior
que no método de DFC quando a viga é previamente discretizada no
espago mediante Elementos Finitos, em cujo caso, se em cada no
existem duas coordenadas (deslocamento normal a linha média e

giro), tem-se que:

3
g < & LADS (4.4.13)

6 E I
z

e, se as equagoes sao condensadas estaticamente, ficando so o

deslocamento normal como incognita em cada no:

4
1 /p AD
pr < — /£ 228 (4.4.14)

N3 E 1
z



5. VIGAS CURVAS DE SEQK.O TRANSVERSAL ABERTA E PAREDE FINA
SUBMETIDAS A CARGAS EM MOVIMENTO

5.1. Consideracoes Fundamentais

Embora a maioria dos estudos anteriores tenham sido
concentrados nas interacoes veiculo-vido reto vaos curvos tem
também recebido atengao com analises dinamicas direcionadas
para configuragoes horizontais, simplesmente apoiadas ou en-
gastadas, sujeitas a cargas de transito horizontal e verti-
cal.

Com o uso crescente de vigas curvas em estruturas de
pontes rodoviarias e ferroviarias, consideraveis esforgos tem
sido direcionados para o desenvolvimento de metodos seguros e

convenientes para a analise das mesmas.

No entanto, nao foram encontrados na bibliografia técnica
trabalhos relacionados com a andlise dindmica de vigas curvas de
segdo transversal aberta e parede fina que considerem acoplamento
entre as vibragoes forgadas longitudinais, horizontais ou

transversais, verticais e torcionais.

As equagoes diferenciais parciais de segunda e quar-
ta ordem, acopladas em flexao vertical, horizontal e torgao,
representam um diffcil problema de valores de contorno.
Essas resultam ainda mais complexas com a adigao das equa-

goes acopladas de movimento do velculo .

Neste capitulo, tambem scrao analisadas as parcelas
ddas equagoes diferenciais de movimento, relativas ao amorteci-

ménto da estrutura.

Como solugao do problema dinamico, proposto neste

capitulo, foi elaborado um programa no computador B-6700, na

linguagem ALGOL, chamado de VIGADIN. O programa determina
¥
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no instante de tempo desejado, os deslocamentos axiais, ver-—
ticais, horizontais e giros, e os respectivos esforgos inter-
nos: cortantes, momentos fletores, normais, torgao de empena-

mento, torcao de St. Venant e bimomento.

5.2. Consideracao do Amortecimento da Estrutura

Sera admitido que o amortecimento € do tipo Viscoso
ou de Newton, quer dizer, proporcional a velocidade e que po-
de ser introduzido como cargas externas nao acopladas nas di-
regoes das coordenadas x, y, z e 6. O coeficiente de propor-
cionalidade sera designado por o, multiplicando em todos os

casos a massa especifica p.

No caso da coordenada y, a parcela do amortecimento

™y

pAu-a‘l;' (5 .9.1)

ot

e para a coordenada z:

g
pAa._z; (5.2.2)

3t

quanto ao giro 6, a parcela do amortecimento fica:
pA " o — (5.2.3)

e, por final, resta a parcela relativa a coordenada X, que @:

d X
P Ao =, {5 2. 5)
ot
As parcelas do amortecimento, indicadas nas equacoes
(5.2.1) a (5.2.4), serao introduzidas nas equagoes diferen-

ciails da viga curva analisada na segao 5.4.
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5.3. Especificacao do Carregamento Externo

A distribuigao das cargas aplicadas na viga curva
horizontal, para o veiculo em movimento com velocidade cons-
tante, & determinada pela combinagao das forgas horizontais,

verticais, axialis e momentos torgores.

As forgas axiais, ou ditas longitudinais, sao apli-
cadas na viga pelo atrito de rolamento, isto ¢, pelo efeito
da aderencia roda-trilho devido a fremagao ou a aceleragao do

veiculo. Cada eixo possui a seguinte componente dessa forga:
Pxi(s' £) = 6(s -Vt) m. 8 W, 1=]52, %5 5o 8EE (5.:341)

onde &8(s-Vt) & a fungao de Dirac; ou seja, quando s=Vt,
;?HS—VEHH=|, o quando s#Vt, O6(s-Vt) =0; g a aceleragao da
éravidade; I o coeficiente de adereéncia ou atrito de rolamen-
to; S a posicao do eixo i no instante de tempo t; V a velo-
cidade do velIculo; m, 2 massa correspondente ao eixo ij; e

NEC o Numero de Eixos Carregados do veiculo.

. Ja as forgas horizontais radiais Pzi(s,tl sdo aplicadas na
viga pela contribuigao de duas parcelas. A primeira corres-
ponde a uma forga harmonica ocasionada pelas vibragoes radiais
do veiculo; a segunda ¢ devida a forga centrifuga requerida
para manter a trajetoria curvada do veiculo, descrita pelo
raio constante R. Neste caso, as componentes das cargas de
cada ecixo sao dadas por

m, V
Pzi(s, t) = &(s = Vt) [mi g8 C) cos (wz t +¢Zi) __1 ]
R

{5 ..3.2)

f‘. - : -
onte C, e a constante que determina a amplitude das flutua-

= i . -~ [l -~ 3 -~

¢oks da carga harmonica; w_ a freqlUencia de oscilagao de ca-
da eixo carregado} $5; o angulo de fase das vibragoes do ei-
¥0 i3 © R o raio de curvatura horizontal da viga.

As cargas verticais Py.(s, t)
1

possuem tambeém a
contribuigao de duas parcelas:

a primeira corresponde a car-



ga do eixo i nao oscilatdoria, quer dizer, com amplitude cons-—
tante ao longo do tempo; a Segunda, a uma forga harmonica
oriunda das oscilagoes verticais da massa do veiculo, relati-
va ao eixo i. Assim, as cargas tomam a seguinte configura-

gao:

Pyi(s’ t) = 6(s = Vt) [mi g+m. g C1 cos(wy t-+¢Yiq
{5+:3:3)

sabendo-se que C., e a constante que determina a amplitude das

1
flutuagoes da carga harmonica; wy a freqllencia de oscilagao
de cada eixo carregado na diregEO v ¢Yi o angulo de fase de

vibragao do eixo i na diregao y.

E, por final, os momentos torgores M. (s, t) sao
determinados pela atuacgao das cargas verticais e horizontais
nao centrados com respeito do centro de corte da segao trans-
versal da viga, e também por momentos torcores harmonicos
ocasionados pelo movimento rotacional do veiculo. A expres-—
sao final desses momentos torgores, relativos a cada eixo i

do veiculo, fica descrita da seguinte forma:

Mti(s, t) §(s - Vt) [PZi(ay-Hl) + PYi(Hz-az) +

+

m. g C3(ay_H1) ccs(ue t + ¢@i)] {5:.3.:4)

onde ay e az 550, respectivamente, as coordenadas do centro

de corte em relagao aos eixos y e z; Hl a distancia da apli-
cagao das cargas Pp; 4ao centro de corte; H, a distancia da
aplicagao das cargas Py, ao centro de flexao; wg a freqlencia
de oscilagao angular ou rotacional do veiculo; e ¢@i o angulo

de fase dessas oscilagoes, referentes ao eixo i.

As equagoes (5.3.1) a (5.3.4), relativas ao carrega-
mento externo, serao consideradas na definigao das equagoes

difereficiais da viga, na segdo que seguec.
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5.4. Equacoes Diferenciais de Movimento

0 modelo matematico adotado neste trabalho corres-
ponde a uma viga curva circular de parede fina e aberta com
as propriedades constantes ao longo de seu comprimento, pos-—
suindo raio de curvatura R constante no plano normal ao eixo
vertical y. A espessura das paredes & pequena em relagéo as
outras dimensoes da segao transversal; por outro lado, as di-
mensoes da segao transversal sao pequenas em relacao ao com-

primento.

Para o caso de vigas retas, basta considerar o raio

de curvatura muito grande, tendendo a infinito.

Essas caracteristicas geométricas da viga curva de
segao aberta e parede fina estao mostradas na FIGURA 5.4.1,
onde a coordenada s define o comprimento de arco medido a par-

tir do extremo da viga.

A teoria de viga com segao aberta de VLASOV®® es-

ta baseada nas seguintes hipoteses:

-

- a segao transversal nao & deformavel, isto &, e

rigida no seu plano, mas pode empenar livremente;

- as deformagoes devido as tensoes de cisalhamento
no plano médio da viga sao despreziveis (ou seja, o sistema
de coordenadas retangulares da superficie media continua re-
tangular mesmo depois da deformagao), a partir das quais podem
ser obtidas as seguintes equagoes diferenciais de movimento

em vigas de segao uniforme, aberta e eixo curvo:

I '4 GK 2 " h ;
E(r o+ %y 8y _ Tt 3y . EI, g4g  (EI, + GK) 524
i R o8 R 3s R D8
oy 2.0 %y 1 %8 )
*PA(—F - a, =) - pl (mmptim = = S) 4 A L =
2 ? 98" Dt R 3t 5%

i}
=)
<
_~
(41
-
¥
~—

(5xbaX)



FIGURA 5.4.1 - Caracteristicas geométricas

e
notagdo da viga curva de se-

¢d0 aberta e parede f[ina.
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z 278
BT (3 z 139 z) EA & # Bx) +0 A( 5 + a ——E) =
4 2 3 Y 3t
ds R 3s R R ds t
4 2
1 0 dz _ Y
= D‘Arz( J 'z + = ;) +pA0 — = Pzi(s’ t) (5 :4.2)
Y 9s%at R™ 9t ot
2 2 EI
59 W B4y (B2, * B 3 Y _ oK - T 2 B
B T & i 7 € 5.2 T g2
ds R 09s R ds s
2 2 2 a“e 1 34
2 376 0"z 7Yy _ o1 i 3 P =
r + a - a .._._.,.._) P ( v 2
e S e S W W 52 9¢2 R 38 @t
sonrl a2 ay (s, 0) (5.4.3)
at
EI 3 2 2 3
...___)’_(3 Z +L§__z_) - EA(B_;{_.:!:.B_Z_.) +pA3—§- 0 A _)‘{_:P}(i(s't)
R 3s R? 3s 3s R 3s At 3t
(5 4. 4)
onde,
x(s,t), vy(s,t), =z(s,t) - deslocamentos nas direcoes axial,
vertical e lateral, respectivamente;
8(s,t) - giro da segEO transversal ao redor do centro de cor-

te Ao;
Py; (5,8), Py, (8yt), Py (sst) - projegoes das cargas externas
nas diregoes x, y e z, respectivamente, por unidade

de comprimento, indicadas na secao 5.3;

Mg, (s,t) - momento torgor devido as cargas externas, em torno
do centro de corte AO, por unidade de comprimen-
to, indicado na segao 5.3;
E - mcdulo de Young do material;
1 E = - 5 3
G = — = modulo de elasticidade transversal do material;
2 (1+vw)
o - coeficiente de proporcionalidade ou constante de amorte-

cimento;

v - rosficiernte de Poisson do material da viga;
A = Ated da se¢de transversal;

i -~ massa ecspecifica do material da viga;

R - raio de curvatura;

GK, - rigidez torcional da secao;

Ky ~ constante de torgao de St. Venant;
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Iy, Iz - momentos de inércia com relacao aos eixos y e z, res-
pectivamente;

Iw = IA 02 dA - constante de empenamento (momento setorial de
inercia) ;

® - coordenada setorial normalizada;

ags @, - coordenadas do centro de flexao A, tomadas ao longo
dos eixos principais Y e Z (FIGURA 5.4.1), respec-—
tivamente ;

r; = nyA, ri =1, /A - raio de giracao com relagao aos eixos
principais y e z;

ri = Iw/A,

r2 - ai + a2 + T~ o+ r2.

As equagoes (5.4.2) e (5.4.4) sao acopladas em ter
mos de x e z, e governam o comportamento da viga na deformagéo
axial e flexao com respeito ao eixo Y, usualmente o eixo se-
cundario. Portanto, o comportamento flexural do eixo secunda-
rio @ afetado pela extensabilidade do membro. Similarmente,
as equagoes (5.4.1) e (5.4.3) sao acopladas em termos de y e
6, e descrevem o problema da flexao com relagao ao eixo z e
tor¢ao. Conseqllentemente, pelo acoplamento das equacgoes

(5.4.1) a (5:4.4), a solugao das mesmas se da simultaneamente.

Analisando individualmente os termos que compoem as
equagoes (5.4.1) a (5.4.4), constata-se que elas se mostram
inconsistentes, isto &, possuem coeficientes de rigidez e de mas-
sa nao simétricos. Uma analise mais detalhada deste problema
é apresentada na segao 6.2 Entretanto, para que essas equa-

goes resultem consistentes, foram consideradas as seguintes

alteragoes:

B p I a2
= ha equacao (5:4:1), 5 ——% =0 ;
R Bt
e - P Iw BQ
= B4 gqudgde (5:4.3), el e o g s .
2 2 3 (5-4-3)
R 39s” dt
% EI 3
T na equagao (5.4.4), —Z (a 2 ¢ i EE) =0
2 2 - E
R as R~ 3s
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A solugao simultanea das equagoes (5.4.1) a (5.4.4),
considerando as alteragEes indicadas em (5.4.5), sera discuti-

da na proxima segao.

5.5. Solucao Numérica das Equagoes Diferenciais de Movimento

pela Aplicacao de Diferencas Finitas Centrais

Sera empregado, a seguir, um procedimento de solugao
baseado na integracao numérica simultanea na coordenada espa-
cial s e no tempo t. Para esse objetivo, os operadores dife-
renciais nas equagoes (5.4.1) a (5.4.4) serao substituidos
por aproximagoes em Diferencas Finitas Centrais, de acordo com

o esquema indicado na FIGURA 5.5.1.

Introduzindo os operadores das FIGURAS 4.2.3 a 4.2.6

na equagEo (5.4.1), no ponto (i,j) da reticula, tem-se:

E1X CK
(¥: -4y #6065, i T4NL + Yo - —— o -
DS& y1,1-1 yl,J y1,J+l yl,J+2) R2052 (yl,J—l
ET,

-~ 2¥. = ¥ . + . i =485 ; + e = : 0

yl,j y1,3+1) RDS& (81,3—2 1;3=1 681,3 461,J+1

EI_+GK
z t A

0. (8, . ,-26, .+60 ) + £ . -

1,j+2 RDs 2 1sd=d 1,] i,j+l D2 <y1-1,3

oA

= Y = 8. . = -

Yi,5 *Yi+1,5) 5k B (Bgug 5 "% 9 ¥ Bhug 5)

pPAT
= == (y - 2y +y -2 +4 -

5e2 pe2 Td=isf=l i=1,3  Ti=1,3+1  “Yi,3~1 " %i,;
= 2y, 541 T Viar g=1 T Wpaq . 3 Yy ) o+ BAL .

; »J 141,57 7i+l,j+1 2Dt 1+1, ]
T Fyeg ) =R
,J Yi’j (SQSO]-)
otlde ko= 2
Ié Iu + Iw!R .

Da mesma forma, a equacgao (5.4.2) resulta:
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EI E'.Iy
- £ . ~ 4z +68: « S HZe +z. . .) + —— (z. . .~
Dsa (zl,j—z AZI,J—I i,] i 1y 3#2 RZDSZ T g
EA EA
= o) e ;s s W +
zzi,j *zi,j+1 2RDs (xl,J+1 1,J-1) RZ Lol
9 UAay
pA 2 B ) (o L
— = R 2 o T e BT ) s
et (L=x /R (2545 4 Cdwly ] i B St B
pA.ri
= - —_— . . -2z, il A ; =
Zai,j +ei+l,j) Dsz th (zl“l,j“l Bi=143 i=1,j+1
- _ . =Gy # g )
2zi,j-l-'-azi,j 22:i.,j+1+z:i.+1,:]—1 221+1,_'| z1+1,J+1)
. DAC ( - y =P ) (5.5.2)

F i : ;
2Dt zl+lsJ ¥=14] zlsJ
Por outro lado, para a equagao (5.4.3) corresponden-

te ao giro O, obtém-se:

ET E1
I 48 +60, . -40 +8 y % —e -
Ds‘l i,j_z 1’j“1 1,_] 1’J+1 ]"J+2 RDSA L!J—z
EIZ+GKt
- - o e =Y. . ¥
byg guq ¥6Y5 5 TAYS guq TTE 5e0) . Ve, 5-1 %Y,
GK EIz
. -20 0
NRETE P S S TS Bl TR TS e R O
2 pAa
pPAT y
+ (6. g = (28, 0. ) (z. y =22, +
th [ Giazp R 1,3 i+l,] th A 143
p Aaz DAT
% i) = (v. =2 ; ; ; ;
E+1 .3 th yl-l ] y1,3 y1+1,3) DSZ D 2 ( i-1,3-1
- 28, ; 4 - 5 5 ‘i 5 I p ;
L1239 1=1,3+1 281,_]—1 +461,J 281,J+1 " i+l,3=-1
2
Ao
- 28, .. . +0, . :..) +ZL2% (g, -5 ) =M. |,
i+1;] i+1,3+1 — i+1,j i~1,] Li,j
(5.5. 3)

Finalmente, para o caso da equagao (5.4.4), obtém-
se:



64

EA EA
- (2. . s, o ) e Es oog % .5 SN Ll 3% .+1)
— i,j+1 i, §=1 s 2 LyJ=1 i,] 1,]
pA pPAQ = =
+ ; , - 2%, . * X. ) o+ — (x. ; ¥z ;) = P
th (Xl_ls.] xlaJ i+l,] 2Dt 1+1,] 1-1,] o W
(5.5.4)

Observa-se na equagao (5.5.4) que a unica incognita
no tempo t+Dt ¢ xi+l,j’ sendo que as demais parcelas
correspondem as componentes do deslocamento nos tempos t e
t-Dt, podendo, dessa forma, ser resolvida independente das de-
mais equagoes.

Ja as equagoes (5.5.1), (5.5.2) e (5.5.3) possuem
acoplamento das incognitas y, z e 8§ no tempo t+Dt para os
nos j-1, j e j+1, conforme reticula indicada na FIGURA
5.8.1.

s-2Ds §-Ds s s+Ds s+2Ds g
t —d

t-Dt © @ )(©)

o

;:@

®
R©
o

, ﬁ @
I,]-2 I,]=1 i,j+1 ‘iJ+2
t+Dt —— —O— J’-
J+1l.'-1 ""1,.‘ ""1 nj+l
Vi
PLGURA 5.5.1 - Reticula no plano s-t

para solugao do

Sistema em Diferengas Finitas Centrais



Alem disso, verifica-se nessa figura, que

das incognitas y, z e 8,

referentes aos nos

j-]-’ J
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para a obtengao

e j+1,

devem ser conhecidas as incognitas em outros 8 (oito) pontos

da reticula, correspondentes aos tempos

L e

t-Dto

Com o objetivo de operar com matrizes cujos elemen-

tos sejam adimensionais, as equagoes

(5.5 . 3)

membro, por:

bt .

Ap
também, toda a equacgao (5.5.3) é dividida por
parcelas das equagoes (5.5.1), (5.5.2) e (5.5.3)

o giro 8, sao divididas também

Organizando em forma
(5.5.2) e (5.5.3), chega-se no

solugao dos deslocamentos y, z e giro 6

BV = - C P o+ a
onde ,
/
°yi, j
> 2
Q = Pz]_ _(s’ t) _D_t_+
!J Ap
Me: .
tl,J
\

<

- £ -
J3 os Yetores P e

£ Fhid:

por Ds.

(s, t)

Eth

2pDsR

t)

e o )

sao multiplicadas, tanto o primeiro como o segundo

Ds

(5.5.2)

e

e todas as

que

possuem

matricial as equagoes (5.5.1),

seguinte sistema local para

no tempo E+DES
(5::54.5)
\
th
Ap
Ry 5=1 7 ®_jaad -
th
ApDs

/

sao definidos da sepuinte
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\
yl—l,J-l
=133—3%
i=1,3-1
yi-l,g
zi—l,J
t=1; ]
y1—1,3+1
1=l 3%1
1i-1,j+1

Yi,j+2

‘1,542

%1, 542

Para definir as matrizes locais

/
¥l §=1
i*1;3=1
[)58“_1’]_1
¥iel,j
ﬁ zi.+1,3
D581+1’J
Yiv1,j+1
i+l,3+1
Ds 1+31, 3%
\
B e €,
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correspon-

dentes ao né genérico j, torna-se necessario definir algumas

relagoes entre as constantes da viga, quais sejam:

Q
i

rz/Ds; ay = ry/Ds; a.
;] 3
5 K Im A . r4 o
’ w W <
. 2
. v 4L | Dt
K; f = = (——7) 3 a
e Ds

= 1/R; € =

2
rwas, X

KDs;

Kt/A;



St

*

67

A matriz B possui dimensao de 3x9, sendo que os

seus elementos adimensionalis estao assim caracterizados:

B(1l,1) = ‘az' B(l,4) = 1 + 2&2 + 1 o Dt B(1,6) = -a_/Ds;
z? z 2 z
2 2 2
B(1,7) = B(1,1); B(2,2) = -a%; B(2,5) =1 + 2a° - a_ e +
y y Uy
4
¥ 2o Dt:  BL2.6) = a /Dsi  B(2,8) = B(2,2); B(3,3) = -a;
2
2w P
B(3,4) = —az/Ds; B(3,5) = ay/Ds; B(3,6) = ol + a,*

¥ = ai Dt B(3,7) = B(3,1); B(3,9) = B(3,3).

Os demais elementos da matriz B sao nulos.

A dimensao da matriz local € & de 3x24, e seus ele-

mentos adimensionais sao os seguintes:

c(1,1) = —ai; C(1l,4) =1 + 2a§ oy a Dt CC1,7) = C(1,E);s
2
2
c(1,10) = g2 ui; C(1,13) = -4Bar + zo? = —L _ g% ¥
2(1+v)
2 2 2 p2y?
C(1,16) = 6B%a; = 2 = 4a) + h c(1,19) = c(1,13);
2
14V
2
C(Y1,22) =B ai;‘ c(l,6) = -—a?/Ds; g1, 12y = Bz a: £
2 2

9 B e a
C(1,15) = -4 aae-Bz aze———t; C(l,18)=682€&4+

. “ 2(1+v) o

Z
i 2 B € ug

* 287 R0 + === & (2a )/Ds; C€1,21) = €(1,15);

A z )

14y
C(L,24) = €(L,12); c(2.,2) = -qi; C(2.5) =1 + “2 (2—32) =

y

G223 ©c2,11) = Gzai: C(2,14) = -

=
"
2
(3]
—_
e
o
~—
]

- 4pld B oo 8.3 3
BTy F fap BT 2% 0l e(2,17) - aszai - 282242 , g2 .2
i Yy

2
yi  C(2,20) = €(2,14);  c¢(2,23) = c(2,11);
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2a
c(2,6) = a_/Ds; C€(2,18) = - — X5 C(3,4) = -a_/Ds;
' y Ds
¢(3,10) = 8%eat;  ©(3,13) = €(1,15);  ©€(3,16) = C(1,18);
c(3,19) = €(3,13); ©(3,22) = C(3,10); c(3,5) = ay/Ds:
4 _ g b
c(3,17) = —2ay/D5; C(3,3) = -o; €(3,6) = o * 20,
1 2 = g% o’ 3,15) =
- — Dt o, 03 €(3,9) = €(3;3)3 c(3,12) =B e, C(3,
. 2 2
22
B a 4 B ay
= —482a4 + 204 - ————E—; c(3,18) = 6Bzaw + +
W ©o2(14v) 14v
+ B2 62 az - 2&2 - 4&4 ] c(3,21) = €(3,15);
Z Tr w

C(3,24) = €(3,12).

Da mesma forma que a matriz local B, os demais ele-

mentos da matriz local € sao também nulos.

Para uma discretizagao da viga em N nos, conforme
FIGURA 4.3.2, o sistema local (5.5.5) assume a seguinte con-

figuracao global, quando o nd genérico j varia de 2 ate N-1:

ook > % >
B V = =W +Q (5.5.6)
» 3 - - . - .
onde V € um vetor que contéem as incognitas (deslocamentos y,

z e giro 8) dos N-2 nos, no tempo t+Dt.
% - -
Cada elemento do vetor W e obtido pelo produto da

- i i - P
matriz local C e o vetor P para cada no discretizado, fungao

das componentes dos deslocamentos e giros dos N-2 nos, nos

tempos t e t+Dt.

- > % - 2
Ja o vetor Q contem as componentes nodais do car-
regamento externo distribuido por unidade de comprimento, cor-

respondentes d¢ cargas verticais, horizontais e momentos tor-

Gores, no 1instante de tempo t. No caso de eixos carregados em

movimento, essas componentes nodais do carregamento externo

sao obtidos da seguinte forma:



A

- toma-se como base uma componente generica Pi’ que

tanto pode representar uma carga vertical ou horizontal como

tambem um momento torgor, que Se move sobre a viga curva com
velocidade constante V,

conforme FIGURA 5.5.2 abaixo:
__.____.).V
P

=t

1 2 -2 Jj-1 J J+1 N-1 N

~ | ~
conithu | e

1 V.t o DIR

FIGURA 5.5.2 - Carga externa P. em movimento sobre a

viga com velocidade constante V

sendo que P, ¢ substituido, no instante de tempo t, por duas
componentes equivalentes atuando nos nos j-1 e j, conforme

FIGURA 5.5.3;

P
P,
B l
1 2 N-1
CONTORNO =2 I-1 J J*l CON;:;NO
ESQUERDO coNTon

FIGURA 5.5.3 - Cargas externas nodais equivalentes.

onde ,

l1

Piiy ® -4 [€i=1) Ds -
=1 Ds Vt]
Fs
Pi; = — [(ve - (j-2) bs] .

Ds
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Finalmente, para que essas componentes nodais equi-
valentes sejam distribuidas por unidades de comprimento, bas-
ta que ambas as cargas sejam divididas pelo intervalo de com-
primento Ds (distancia entre dois nos discretizados), confor-

me FIGURA 5.5.4:

B
B
*
lj_l
1 v N
o— {0 ‘s —r Owesy =0
~ -2 J=1 J J+1 i
CONTORNO CONTORNO
ESQUERDO DIREITO
FIGURA 5.5.4 - Cargas externas nodais equivalentes por
unidade de comprimento.
onde ,
* Pi [
Pj. . = (j=1) bs - Vt],
3-1 Ds2
P (DD o 1)
i .
e, P;. = —= [Vt - (j-2) Ds] ;
J Ds

- % ~ ;
sendo que as componentes do vetor Q sao provenientes de ex-

pressoes simildres as de (5.5.7), onde o indice i varia de

i=1,2, 3, ... , NEC (ndmero de eixos carregados).

F4

Fazendo o no generico j variar de 2 até N-1, para
uma discretizagao em Diferengas Finitas Centrais

matriz gleobal ®B*

com N nos, a

possui a seguinte montagem:
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. -
e
——

(=]

Considerando deslocamentos e giros nulos nos extremos
da viga, a dimensao da matriz global B* e de 3(N-2) x

x 3(N-2), possuindo simetria de seus elementos.

Somando os dois vetores do segundo membro da equagao

(5.5.6), e definindo o vetor
= Q - W, (5.5.8)

chega-se no seguinte sistema global:

>k >k -5 K
’ = K. . . (5.5.9)
i+l r e e |
Apos uma triangularizagao da matriz B*, o sistema
(5.5.9) @ resolvido a cada incremento de tempo Dt, sabendo-se
ok . R 2
que o vetor Vi+1 Possul as incognitas em deslocamentos e gi-
ros no tempo t¥DE e o vetor K, .
Yyi—=1
mentos € giros nos tempos t e t-Dt, e das cargas nodais ex-

e fungao dos desloca-

terflas aplicadas na viga definidas em (5.5.7).

s, por final, resta a consideragao das condicoes de

tontorno ¢m ambos extremos da viga curva. As condigoes de

] . 4 "
bordo sao consideradas no vetor P, definidas em (5.5.5), a
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cada incremento de tempo Dt na solugao de (5.5.9). Um estudo
mais detalhado dos tipos de condigoes de contorno a serem con-
siderados sera apresentado na segao que segue, 1sto e, a Segao

5.6,

5.6. Consideracao das Condigoes de Contorno da Viga para o

Método de Diferencas Finitas Centrais

A consideracao das condigoes de contorno constituem
um problema adicional na solugao das equagoes diferenciais de
movimento da viga, principalmente quando esta for curva pos-

suindo segao transversal aberta e parede fina.

A dificuldade fundamental diz respeito a viabilidade
das condigoes indicadas na pratica, quando comparadas com as
consideradas na analise teorica do modelo., E dificil repre-
sentar no modelo tedrico as condigoes de bordo da estrutura
real. Tenta-se, na medida do possivel, uma melhor aproximagﬁo

. = - -
das condigoes de bordo dentro de uma margem de erro admissivel.

Considerando o presente trabalho, onde a linha média
da viga é discretizada em N nés, em cada né devem ser especificadas todas as
caracteristicas da segao transversal, inclusive as condigoes
de contorno para os pontos localizados nas extremidades da mes-
ma. Dessa forma, & impossivel a consideragao de uma condigao
de contorno apenas parcial da segao transversal. Como exemplo
ilustrativo, pode-se citar o caso da viga elevada pertencente
a um sistema de transporte urbano, mostrada na FIGURA 5.6.1 na
pagina a seguir, onde a borda pode ser considerada rotulada a
flexao vertical e lateral. Ja na torg¢ao, a borda possul engas-

tamento parcial da segao transversal, conforme FIGURA 5.6.2.

Para resolver este problema da forma mais precisa
possivel, deve-se abrir mao da hipotese de VLASOV, indicada
na secao 5.4. Segundo ela, a segao transversal & indeformavel

ng seun plano, iste €, nao ha distorgao da segao
desta forma,

transversal;
pode-se admitir que o engastamento

parcial, mos-
trado na FIGURA 5.6.2;

seja substituido por um engastamento
total da segac transversal.
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=STHSSSESEE. |,

-VIGA

Rl T
=]

4
ST TS < APOIO DE
NEOPRENE

" PILAR

A

FIGURA 5.6.1 - Detalhe do apoio da viga elevada pertencente

a um sistema de transporte urbano.

. APOIO PE
NEOPRENE

FLCURA 5,6.2 = Engastamento parcial da segao trans-

versal da viga reta.
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Apesar das aproximagoes entre o modelo teorico e ©
modelo real, verificou-se que a resposta teorica das freqlien-
cias naturais de vibragao da viga, obtidas pela aplicagao, do
programa DINAUT e indicadas na TABELA 6.4.2, se mostraram
proximas as freqliéncias naturais de vibragao calculadas pelo
método de Elementos Finitos e da freqllencia medida. A maior
diferenca esta situada no terceiro modo, relativa a flexo-
torcao lateral, em torno de 20%. Acredita-se que esta dife-
renca significativa possa ser explicada pelas limitagoes na

consideragao das condigoes de contorno acima mencionadas.

Cabe salientar que as condigoes de contorno sao con-
sideradas independentemente para o caso da flexao vertical,
horizontal e torgao, admitindo, portanto, que elas possam

acontecer na forma combinada entre rotula e engaste.

Serao considerados nulos os deslocamentos axiais,

verticais e horizontais, como também os giros em ambos extre-

mos, esquerdo e direito, da viga.

Para o caso de contorno rotulado a flexao vertical,
iste e, considerando nulo o momento fletor (Mz =0), a expres

sao final em Diferengas Finitas Centrais fica:

a%]
=]

I
M_ = EI L S——_— (y - 2¥. . * ¥

z y 2 <2 1531 i;3 i,j+1) =

Como o deslocamento horizontal y no extremo j e con

siderado nulo, a condigﬁo de bordo rotulado fica:

¥z 15 S = P . 5
¥ii el yl’J+1 (5.6.1)
A condigao (5.6.1) € ilustrada na FIGURA 5.6.3, na pagina que

HOPe .

3 = 0 N T
Por outro lado, a expressao em D.F.C., para o caso

de contorno engastado a flexao vertical, ¢ a seguinte:

EX

. e
Y o = s & =
Y 3s 2Ds 1,3+1 ylsJ‘l) B s

e b
]
I

ET
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r“\\
|
-1 \\j j+1 j+2 [
L S ¢ -
1
CONTORNO Yhu+1 Yﬂj+g
ESQUERDO | |
|
FIGURA 5.6.3 - Condigao de contorno rotulada a flexao ver-

tical em Diferencas Finitas Centrais.

resultando na seguinte condigao:

= y. . (5 i6i2)
Fi.g=1 T it
sendo esta ilustrada abaixo (FIGURA 5.6.4).

J-1 J J+1 1+2 |

e S T !

Y | |

Yiys CONTORNO ¥i Y

W=t % Esaueroo 4 leiv ¥

Lot

FIGURA 5.6.4 - Condigao de contorno engastada a flexao

vertical em D.F.C.

Quante a consideragao das condigoes de bordo a fle-
xao horizontal e torgao, se procede identicamente a da flexao
vertical, descritas em (5.6.1) e (5.6.2) e mnas FIGURAS 5.6.3

¢ 5.6.4, chegando nas seguintes expressoes para a flexao ho-

rizontal:

BofHa tottiadad & = -z, .
G e | i,i+1

(5.6.3)

Borda engastada: Ziw = z
1,11 1gj+1

» DO caso da torgao, chega-se nas seguintes expressoes:
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]

Borda rotulada: ei,j—l 8i,j+1'
(5.6.4)
Borda engastada: ei,j—l = ei,j+1
Finalmente, o sistema global (5.5.6) pode ser envol-
vido com a consideraggo das condigaes de contorno, indicadas
b -
em (5.6.1), (5.6.2), (5.6.3) e (5.6.4), no vetor P da equagao
5. 5.8).

Como os deslocamentos e giros sao nulos nos extremos
da viga, o sistema global de (5.5.9) € resolvido fazendo o no

genérico j variar de 2 ate N-1,

Quando j assumir o valor 2 (isto &, o primeiro no
. ; 5 prs
discretizado depois do contorno esquerdo), o vetor P recebe a

primeira condigao de bordo, sendo assim representada:

Yi,2 (engaste)

ou

b !
=
E
—
|
[av]
[}
v
-
Q

-yi,Z (rotula)
zi’2 (engaste)
2: i

i,j=2 (5.6.5)

“2y 9 (rotula)

ei,z (engaste)

B 6. =
l,_]_.? 1,0 ou

—91’2 (rotul a)

onde as incognitas
7 z . :

‘ Yl,o, i, 0 © ei,O correspondem aos des-—

locamentos do né situado

na extremidade esquerda e fora da vi-



ga, conforme FIGURA 5.6.5:

0 1 2 3 B
o————— -0 —C— o et
4
CONTORNO
ESQUERDO
FIGURA 5.6.5 - Discretizagao da extremidade esquerda
da viga em D.F.C.

Quando j assume

N-1

(isto é, o penultimo no dis-

r * =
cretizado da viga), o vetor P recebe a segunda condigao de

bordo, relativa ao contorno direito, com a seguinte represen-
tagao:
¥i,N-1 (engaste)
Yi,j#2 = Yi,N+1 © s
“Yi,N-1 (rotula)
zi,N—l (engaste)
zi,j+2 = zi,N+1 = ou (5.6.6)
_Zi,N—I (rotula)
Di,N—l (engaste)
O 542 = % ner T o
uei,N-l (rotula)

onde as incognitas

correspondem

; Z 6
‘ YI:N+1’ i,N+1 © i,N+1
aos deslocamentos ficticios do no situado na extremidade di-

reita e fora da viga,

conforme FIGURA 5.6.6:
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N-2 N-1 N N+l
e —Cr— ———— -0
~
CONTORNO
DIREITO

FIGURA 5.6.6 - Discretizagao da extremidade direita

da viga em D.F.C.

5.7. Esforcos Internos: Normais, Cortantes, Momentos Fletores

e Momentos Torcores da Viga Curva

A partir dos deslocamentos e giros calculados, tor-
na-se possivel a obtengEo das forgas internas atuantes na viga

curva horizontal, cujas expressoes sao assim definidas:

Bk (25 = &,

N =
9s R
322 Z
M =EI ("""_2"'_5))
y s R
3%y _®
M, =E1I (-—-—g———)s
Z 3s R
ek, 20413y,
ds R 3s
3 3
0”8 1 9
T, ==E I (—% + = )
0 s (55 7 - 1)
. @ 353 R 853
A WL
2 2
2 0 1 87y
B, = -E I ( . )
b’ ]
1 = 352 R 332
4 )
Q\;=_E Iz (.a.._%_._l(_}_e_) I.,
e s R ds R
3
Q, = =& I (a g + J? 9z ,
Y 3s R™ 3s
oide N _ denota a forga axialj My e M, os momentos fletores
titefiios com respeito aos eixos y e z3 T. o momento torgor de

b ]

St. Venant: :
3 18 0 momento de empenamento; T o0 momento tor-
¢or total; B . o bimomento:
5 . p
M § Qy e Qz 0S cortantes 1nternos

com respeito 40s ¢ixos y g z respectivament
5 e,
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Como os deslocamentos e giros sao calculados pelo
método de Diferengas Finitas Centrais, conseqllentemente oS
esforgos internos tambem o serao, onde as expressaes indica-
das acima, para o instante de tempo 4 relativo ao no genérico

j, ficam representadas da seguinte forma:

il

EA - (x - X J = L z . .l,
Xi,] . i,j+1 i ;9= R o3

1 L l
= E — (z ; - 22. « * B: . * =5 2. |
Myisj Lly [Dﬁz (Aisj_l zlsJ zl’J+L) " %

w

1 1
Mzi,j EIz [Dsz (y1,3~1 yL,3 y1,3+1 R 13
. . = CK [————1 (8. . . =0, . ) % —— (Y, 1.1 -V ._1)],
51,] t 2 Ds 143+l 1 43— L 2Ds R i,j+1 1,1
1
- 6. =28, . +20. . =B, . n)
rel:j EIM [2DS3 ( 1,3+2 i,j+l 1i,3-1 193_2
+ — (v. . =2v. . +2¥, =« & = ¥, ._7)],
2RDS3 L,342 iy 3%] 14]=1 1,]7<
Ti,j = Tsi,j 91,3 (5.7.2)
B a L. |eie 08, - 20, .+ 68, ...)
Mi,j w Dsz i,j=1 i,] 1,]+1
1
+ - (¥: ., = 2%, « ¥i 1. )J:
HDHZ Ly J=X Ly ] 1,j+1
Qu. . = ~BI_ == (¥, :in = 2¥. . Iy, . . 3 =
T1,] Z 'ZDSS i,)+2 i,)+1 i,j-1 1,)-2
1 1
= (B - = fe 4 o) =T .],
srps  L:3tl 1,3-1 R 1o
., . = =B PR = i S = « ®
Qzl,j 1y {2D53 (21,3+2 2z1,J+1 * 2ZI,J“1 21,3—2) "
1
T
apsp? - DIt Thaml

Para a obtengao dos esforgos relativos aos nos loca-
lizados nas extremidades da viga (nos 1
nas FIGURAS 5.

, 2, N-1 e N, mostrados

6.5 e 5.6.6), devem ser consideradas as condicoes
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de contorno da mesma, cujas opgoes foram relatadas na segao
5 b

Como solugao do problema dinamico indicado em (5.5.9),
incluindo a consideragao das condigoes de contorno e esforgos
internos descritos nesta segao e na segao 5.6, foi desenvolvi-
do o programa chamado VIGADIN no computador B6700 na lingua-
gem ALGOL. As aplicagoes desse programa na analise de exemplos

comparativos estao mostradas no Capitulo 7.



6. DETERMINAGCAO DE AUTOVALORES (FREQUENCIAS NATURAIS) E MODOS
DE VIBRAGAO EM VIGAS CURVAS, SECAO ABERTA E PAREDE FINA

6.1. Consideragoes Fundamentais

Quando um sistema linear é submetido a agao de uma
excitagao harmonica, o sistema responde na mesma freqlencia da
excitagao. Em sistemas fracamente amortecidos, se a freqlien-
cia da excitacao encontra-se proxima da freqléncia natural do
sistema, apresenta-se o fenomeno de ressonancia, dai podendo
resultar oscilacoes de grande amplitude. A ressonancia pode
ser a causa de colapso de estruturas, sendo de importancia o

calculo das freqllencias naturais no estudo de vibragoes.

Em pontes rodoviarias e ferroviarias, a interacgao
dinamica entre a estrutura e o veiculo pode se tornar impor-
tante. De fato, como critério de projeto para muitos siste-
mas, &€ exigida que a freqllencia fundamental f da viga seja
maior que 3,5 Hz. Dessa forma, para obedecer esse critério, o
Engenheiro & obrigado a avaliar as freqllencias naturais de

vibragao da viga.

Com a aplicacao de computadores e o desenvolvimento
de métodos numéricos, as dificuldades associadas com elementos

de viga curva tem sido largamente vencidas.

A determinacgao de freqlléencias de vibracao para vigas
de segao transversal assimétrica, aberta e parede fina, sera
discutida neste capitulo. Vigas curvas com varias condicoes
de contorno, incluindo apoio simples (rotulado) e contorno en-
gastados, tanto na flexao vertical e lateral como na flexao
torcional, também serao estudados. Resultados obtidos deste
trabalho sao posteriormente comparados com os de outros auto-
res e também com valores experimentais. Foi desenvolvido um
programa no computador B-6700 da UFRGS que possibilita a ob-

tencao das n primeiras freqllencias naturais e os respectivos

81
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modos de vibragao da estrutura.

Devido a segao transversal ser assimétrica, isto é,
o centro de corte nao coincidir com o baricentro, e ao
eixo curvo, resultam vibracoes acopladas entre os deslocamen=
tos axial, de flexao vertical, de flexao horizontal e torcio-
nal. Esse acoplamento se verifica nos modos de vibragoes

(autovetores) obtidos na solugao do problema de autovalores.

Todos os sistemas estruturais (ou mecanicos) estao
sujeitos a um certo grau de amortecimento, c¢m face da dissi-
pacao de energia pelo atrito e outras resistéencias. Se o
amortecimento & fraco, a sua influéncia torna-se pequena e nao
€ geralmente considerada no calculo das freqléencias naturais.
0 amortecimento, entretanto, é de grande importancia ao limi-

tar a amplitude das oscilagoes na ressonancia.

Quando o sistema nao apresenta amortecimento, entao
~ §o ~ -~ - 5
sao aplicaveis as equagoes homogeneas de movimento de vLASOv?
(eqs. 5.4.1-4). Usando-se o método de separagdo de varidveis,

verifica-se que essas equagoes admitem solugdo do tipo:

y(s, t) = yn(s) sen(wn t)
z(s, t) = zn(s) sen(wn t)
(6. 1l.1)
(s, t) = 06 _(s) sen(w t)
n n
x{5, t) = xn(s) sen(mn t)

Introduzindo as equagoes (6.1.1) nas equagoes
(5.4.1) a (5.4.4), desprezando o amortecimento e as parcelas
relativas as cargas externas, obtem-se um sistema acoplado de

equagoes em Yas %40 Bn, e X contendo o parametro desconhe-

cido w .
n

Representando os operadores diferenciais com respei=-

to a i
a coordenada espacial s pelas correspondentes aproximacgoes

em Diferengas Finitas, conforme item 4.2, chega-se ao seguin-
te sistema de equagoes homogéneas:
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GK
1 t . W
w _ - (y Y.
_w A % b, =by. . ¥ ¥i 5) -1
Ds R @
EI + G
EI z t _
i = +60, -40, +8. )~ %, 4
+ Yj-l-l) -i-RDS& (e]_z Zla 1 j J+1 J+2 RDs ]
< p A r2 w2
. = - Aw -_— = a J . F3i-1
263. #8, 4) - pde, Y P % j Ds J
(6..12)
- = 16
Qyj + yj+l)
EI EIV )
= + — (z - 2%, ¥ B +
._% (zJ_z-— Mj_1+6z. 4z.+l+ZJ+2) vy s 1 i %541
Ds
EA r2
(%41 % D+ES 2 —paug (1-—P 2y - phray u 8y
2RDs J R R
O.Ar2 uz
y no _ = (6.1.3)
+ 5 (z 1 22j zj+1)
Ds
ET E‘lm
- , - 48 s (y:_p—b4y._ 3
Ds (8, 54854 + 89 j¥1 - %2 T gL :
EI + GK GK
z t L =
" - , =2y, 4+ ) = (0, .~28, #
l&yJ+1+y3+2) -—-———T"RDB (YJ_l }'J Yureq Dsﬁ j-1
EIZ 2
- 8. -~ w + P A w +
¥ 6j+1) + R2 %) pPAT W pAay i z P a, yJ
pAr; wﬁ pAri‘)wﬁ
+ —— (Oj_1-29.+8 1) & ey a5 = A *¥i,.q) 0
Ds RDs
(6.1.4)
Il DN |
s e (2. o2 + 2z # =y = y __EA (z =
2RDs> 472 i 3+l g*d 2DsR> 2psR At}
EA
- ’_]'*1) = ? (‘{J_l - 2x, + Xj+1) e pAmn x. =0 (16,155
As equagoes diferenciais homogéneas (6.1.2) a (6.1.5)
wefe vondigoen apropriadas de contorno, determinam as fruq“@n—

cias ¢ modos naturais de vibragao (y (s),
“n

zn(s), 0”(5) e
xn(S)) da viga.
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6.2. Montagem Global do Sistema para Solucao do Problema de

Autovalores

A aplicagao das equagoes (6.1.2) a (6.1.5) num no
genérico da malha adotada na discretizacao da viga, conforme
FIGURA 6.2.1, resultam em quatro equagoes contendo as varia-
veis yj, zj, Dj e xj acopladas com as correspondentes varia-
veis nos nos j-2, j-1, j+1 e j+2. Se a representacao discre-
ta da viga contém N nos, resultara, entao, num problema linear
de autovalores de dimensao 4N. A tarefa seguinte consiste
na montagem das matrizes do sistema global, a partir das equa-
goes (6.1.2) a (6.1.5) para um ndo genérico j, visando a ob-
tengao das freqliencias naturais e os respectivos modos de vi-

bracao.

Reagrupando as equacoes (6.1.2) a (6.1.5) em forma

matricial, chega-se d seguinte equacao:
2 -
X - W M) Y =0 (6. 2. 1)

onde w denota as freqllencias naturais do sistema, e

------

(6.2.2)

<+
I
A
oy e e s
|
e o =
S




M
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o o C© o
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0 Aq 0 (—éAl—Az) 0 (-4A3—A4) o . (6A1+2A2) 0
B, 0 0 : 0 (—-431+32) 0 -By . 0 (631—232+B_,+)
0 Cl 0 . (-402—C3) 0 (—401-04) 0 . (602+263) 0
-p; O 0 0 (2131+02) 0 Dy 0 0
(6.@34-2%) 0 . (-QAl-Az) 0 (-AAB—A4) 0 . Al 0 A3 0
0 0 : 0 (—4B1+B2) 0 B3 . 0 Bl 0 0
(bcl«-zc&ws) 0 :(—4C2-C3) 0 (—401—64) 0 c, 0 (:l 0
0 20, ! 0 (-2p,-D,) O -Dy : 0 D, O 0O
(6.2.3)
0O 0 0 . 0 -B 0 0 . 0 (BS+ZB?) B6 0 .
0O 0 0 : “ClO --C9 0 . (2C10—C8) C? (06+209} 0 .
0 0 0 0 0o 0o 0 0 0 D, :
-A, 0 0 0 T 0000
0 -B, 0 0 : 0000
-6100—09030000
0 0 0 0 . 0000
(6.2.4)
. 1 GK EI
= B t w
Ay = =5 {1, +— A, = A, =
1 4 : : ;
Ds I 2 pg?g? 3 gps?
2
A, = —2_ (EI +GK ) A. =pA A A (]ry )
B = H =0 — - a s
4 &ps SO 6 Q 2z’
(6.2.5)
2
i 2 Arz E Iy E 1y
£ = i B o= s B =
7 7 3 —
Ps Ds 2 R2D52
2
_ _EA EA Y
B, = $ B et ) s Yy
) ZRDS 4 RZ ’ B5 OA (l—_-_zh) > B6=DA3 ]
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0 A r2 EILu EI
y _ _ Gl
By Byt By Ee=p g I 7
Ds Ds RDs
EI + GK GK ET
— t _ t . 2 >
63 = ; Ca 7 3 C5 7 s Cb g A T 3§
RDs Ds R
4
pArj\ DA B
C. =pAa_3 C, =phAa_ ;3 C, = = 3 =
7 8 2 9 Ds 2 10 R Ds >
(6.2.6)
EI £ 1 EA
Dl=——3‘1~3; D, = (——%-—A); Dy = =53 Dy =P A
2RDs 2RDs R Ds

As caracteristicas geométricas indicadas nas equacgoes (6.2.5)

e (6.2.6) ja foram definidas no item 5.4.

Para uma discretizacgao em D.F.C. (Diferengas Finitas
Centrais) com N nos, isto €, para todo no genérico j variando
de 1 até N, conforme a FIGURA 6.2.1, ilustrada na pagina a

seguir, a matriz global K* possui a seguinte montagem:

K* = :

FIGURA 6.2.2 - Matriz global K
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Ds
1 2 ] 4 N-3 N-2 N-1 N
= J 2 e =
) !
co:m RNO CONTORNO
ESQUERDO DIREITO

FIGURA 6.2.1 - Discretizagao espacial.

No caso de deslocamentos nulos nos extremos, a di-
mensao da matriz X% & 4(N-2) x 4(N-2). Quanto a matriz
global M*, se procede identicamente a matriz K, e, por conse-
qllencia, tera mesma dimens3o. As matrizes globais de K* e M*
equivalem as matrizes deirigidez e de massa da estrutura.
Finalmente, para uma viga discretizada com N nos, conforme
FIGURA 6.2.1, o problema parcial (6.2.1) gera o seguinte

problema global de autovalores:
2 -
(K* - wniﬁ*) Y =0 (6.-2.7)

Para que o problema de autovalores e autovetores
(6.2.7) seja completo, & necessario introduzir as condigoes de
contorno, podendo na presente formulacao ser rotulada ou en-
gastada, em ambas extremidades da viga. Essa consideragao de-
vera ser aplicada na matriz global K*, nos semiblocos trace-
jados (j=1 » j+1) da FIGURA 6.2.2.

As FICURAS 6.2.3 e 6.2.4 mostram com maior clareza
as condigoes de contorno da viga, podendo ser consideradas

tanto no apoio esquerdo como no direito:

F1GURA 6.2.3 - Contorno esquerdo rotulado.
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j-1 j j+1 j+2
>

'
b i) W CONTORNO
=1 7 Esqueroo
"

FIGURA 6.2.4 - Contorno esquerdo engastado.

onde Y & a variavel genérica, que tanto pode representar des-

locamento vertical e horizontal como giro devido a torgao.

Depois de montadas globalmente as matrizes K¥* e M*,
constatou-se que ambas se mostraram nzo—simétricas, contra-
riando o principio dos trabalhos virtuais (TEOREMA DA RECIPRO-
CIDADE), que garante a simetria das matrizes de rigidez e de

massa em problemas estruturais.

O TEOREMA DA RECIPROCIDADE estabelece que, em um

sistema LINEAR, a matriz de flexibilidade A deve ser sime-

trica, isto e, . Para a prova desse teorema, consi-

8 5 8.
1] ji
deramos o trabalho efetuado pelas forgas fi e fj’ no qual a
ordem de carga € i seguido por j e depois pelo seu inverso.
Sendo o sistema linear, o trabalho efetuado € independente da

ordem da carga.

Aplicando fi’ o trabalho efetuado e 0,5 £. f. a,..

Aplicando fj’ o trabalho efetuado por fj e 0,5 fj ;J ;jjfl
Entretanto, i € submetido a outro deslocamento aij fj e o
trabalho adicional efetuado por fi torna-se aij £. f;. Assim,
o trabalho total efetuado &

W =10,5 fi fi aii + 0,5 fj fj ajj + aij fj Ii.

Invertendo agora a ordem de carga, o trabalho total
efetuado resulta:

W =20,3 ' vy ¥ : £, a.
3 By £y ayy 0,5 £, £, a;; ¢+ ag; £ [j

Os trabalhos efetuados nos dois casos devem ser
lguais, concluindo-se finalmente que,
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Portanto, as equagoes propostas por VLASOV para a vi-
ga curva de segao aberta nao sao auto-adjuntas, devendo se
acrescentar ou se eliminar alguns termos, com o objetivo de man

ter a consistencia da formulacao.

Um exame mais profundo das equagoes de movimento foge
dos objetivos do presente trabalho. Dessa forma, optou-se sim-
plesmente pela eliminagao das parcelas que as tornam assiméetri-
cas. Os termos eliminados das equagoes (6.1.2) a (6.1.5), a
fim de tornar simétricas as matrizes globais de K e M, cor-
respondem as seguintes alteragoes nas equagoes (6.2.5) e
(6.2.6):

A6 = -O'Aay; C10 =0; D, =0; D =-;i§; (6.2.8)

Foram analisados e comparados diversos exemplos dos
mais diferentes casos, conforme item 6.4, com o objetivo de
avaliar a influencia das alteragaes propostas na resposta do
problema, em termos das freqlléncias naturais. Ja que os resul-
tados obtidos foram satisfatorios, admitimos como validas as
modificagoes propostas em (6.,2,8)., Mesmo assim, fica da nossa
parte uma alerta do problema, ja que na bibliografia varios
autores utilizaram como base as equacoes diferenciais isentas

das alteracoes indicadas em (6.2.8).

6.3. Método de Solugao para o Problema de Autovalores

Existem na bibliografia técnica numerosos métodos pa-
ra se obter os autovalores e autovetores da equagao (6.2.7).

Entre eles poden ser citados os metodos de JACOBI, Iteragao por

Subspacos; STODOLA , RAYLEIGH RITZ , Iteragao Inversa, Ite-
ratio Difeta, Técnica Combinada entre Seqllencia de Sturm e Ite
Fidbiao foversda, Detorminante e Técnica do lteracao Polinomial.

Na escolha do método de solugao para um

problema
especifico,

deve-se levar em conta que nao existe um algoritmo

simples que seja sempre, para todos os casos, o mais efetivo.
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Um algoritmo que é eficiente na solugao de um problema pode
ser totalmente inadequado na solucao de um outro, e vice-ver-
sa. A efetividade do método de solucao escolhido depende fun-
damentalmente de dois fatores: primeiro, a possibilidade de

um uso seguro do procedimento e, segundo, o CUSTO da solugao.

0 método mais apropriado depende das caracteristicas
das matrizes K e M, principalmente da ordem e largura de
banda, do numero de autovalores e autovetores requeridos e de
suas posicoes no espectro. Quando s0 os menores autovalores e
correspondentes autovetores sao desejados, e as matrizes pos-
suem ordem elevada, uma excelente opcao & o metodo de Iteragao

por Subspacgos.

Como, em nosso sistema, as matrizes podem atingir
dimensoes consideraveis e sabendo-se que serda necessario ob-
ter so uma fragEo dos autovalores e autovetores, optou—se pe-
lo Método de ITERAGAO POR SUBSPACOS. Se fosse necessario cal-
cular todos os autovalores, o método mais aconselhavel, pela

sua simplicidade e eficiéncia, seria o de Jacobi.

Apresenta-se, a seguir uma sintese da SOIUgEO do

problema de autovalores pelo método de Iteragao por Subspacgos.

Partindo do seguinte problema de autovalores:

> 2 >
X ¢ = W M ¢ + n dimensional

para p autovalores desejados de um sistema caracterizado

por:

E Fo,o+H 2,
e = ‘4: e -> = o ok = =+
cnde X, (kl X, Xy o vee Xq) e um subspaco de dimensao ¢
que contem os vetores de partida, onde q = min (2p, p+8).
. _ - ) - =T -
b1 = Ry = s =
3 3 a Xl’ onde a X1 M Xl
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Chegando a

e
= (‘i er. PO X)

k+1 T T2 P

-> -> == - -> > = k itera—
onde Kl’ XZ’ (e = XP tendem a ¢1, ¢2, o 8 ¢p apos k

goes.

Calcula-se, a seguir, as projegoes das matrizes K

e M sobre o espago de vetores X

k+1°
e - T, 1 l{(nxn) ik+1
L pxp) K+ (pxn) (n+p)
i = %yay M) Feel
k+l(PxP) (pxn) (nxp)
A partir de K e M s chega-se a
K, Qk+l =M Q1 lk+1 + Dimensao p

onde este sistema &, por sua vez, resolvido pelo metodo de Ja-

cobi.

Calculando uma melhor aproximacao dos autovalores

X

i

k+1 xk+1 Qk+1

e, finalmente,

X > b
k+1
A % A
k+1
onde ® & uma matriz que contém os autovetores; e, A & uma

matriz cuvja diagonal contém os autovalores.

Levando em counta essas counsideracoes, o método de

lterdgde por Subspagos foi implementado no programa DINAUT,
no computador B-6700 da UFRGS.
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6.4. Estudos Comparativos

Por duas razoes fundamentais, faz-se necessario com-
parar os resultados obtidos neste estudo com outros trabalhos
publicados na bibliografia técnica internacional. A primeira
refere-se a verificagao do método numérico de solugao median-
te Diferengas Finitas Centrais, aqui empregado, com o0s demais
métodos adotados na bibliografia técmnica. Ja a segunda razao
esta relacionada com as alteragoes das equagoes diferenciais
de VLASOV®® propostas no item 6.2. S& & possivel se fazer
uma avaliacao da validade dessas modificagoes depois de uma

adequada comparacao com varios exemplos calculados e medidos.

Apresenta-se, a seguir, uma seqllencia de exemplos de
vigas retas e curvas, com ou sem simetria da segao transversal

e varias condigoes de contorno.

Observa-se que o numero de trabalhos encontrados na
bibliografia tecnica € muito reduzido, e limita-se a vigas de

um so vao.

CULVER?® determinou as freqllencias naturais da vi-
ga curva horizontal, para vigas prismaticas e com dupla sime-

tria, considerando apenas vibragoes normais ao plano de cur-

vatura.

SHORF e CHAUDHURI 2! estudaram a vibragao livre de

vigas curvas horizontais, considerando somente o deslocamento

vertical e rotagao.

YOO e FEHRENBACH’® incluiram a contribuicao do em-
penamento, efeitos da in€rcia rotatdria com respeito a flexao
e a torgaoc, e os efeitos da antissimetria da segao transver-
sal. FEsses autores resolveram o problema de autovalores apos

umia discretizagao em Elementos Finitos.

O presente trabalho tem como base, essencialmente,

as meshas equagoes diferenciais acopladas de YOO e FEHREN-
: wis 0B a5 ~ e
BACH por€m, como solugao numérica, adotou-se uma discreti-

zagao por Diferencas Finitas Centrais.
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* Exemplo A:

0 exemplo a ser considerado agora € uma viga curva
de comprimento 512,27 cm. A curvatura da viga varia, assim

Propriedades

s

como o angulo do vao, de 10 graus ate 90 graus.

da segao transversal sao: E = 200,1 GN/mZ, G = 77,3 GN/mz,

o = 7800 kg/u>, A4 = 92,9 em?, I, = 11362 ¢, 3871 cn”,
ILU = 555878 cms, Kt = 1470,85 cm , rp 12,81 cm. A condi-
cao de contorno nos dois extremos da viga é birrotulada. Na

TABELA 6.4.1, as freqlléncias naturais determinadas mediante

o programa DINAUT
e CHAUDHURIZ?', YOO ¢ FEHRENBACHZ®.

VER®, SHORE

sao comparadas com as calculadas por CUL-

E observada

uma excelente correlagao, sendo que as diferengas percentuais

meédias ficam ao redor de 17%.

EXEMPLO A

TABELA 6.4.1 - FREQUENCIAS NATURAIS (rad/seg) da Viga Birro-

tulada, Curva, na Flexo-Torgao.
%i§° 5“3“1% DINAUT | CULVER | SHORE Y00
graus

(N=19 nés)| (2 GDL) (2 GDL) (4 GDL)

29,35 10 202,7 202,5 203, 3 204,7
14,68 20 184,4 184,3 186, 3 190,2
9,78 30 162,2 162,2 164,7 165,8
7,34 40 140,5 140,0 142,8 141,7
5,87 50 120,9 120,9 122,8 121,3
4,89 60 103,8 103,8 105,2 103,9
4,19 70 88,9 88,9 90,0 89,6
3,67 80 75,9 76,0 76,2 76,8
3,26 90 64,6 64,6 65,2 64,0
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0 proximo exemplo corresponde a uma viga reta ele-

vada pertencente a um sistema de transporte urbano com 25 me-

tros de comprimento, cujas condigoes de contorno sao:

birro-

tulada na flexao vertical, birrotulada na flexao horizontal e

biengastada na

versal sao as seguintes:

p =
&
w

2500 kg/mS;
6

= 0,1975 m ;

torgao.

2

1,085 m”;
= 0,0105 u"

.
|

14,792

I =
Zz

a =
Z

disto, nestes mesmos estudos, foi medida a freqllencia

As caracteristicas da secao trans-—
E = 35,5 GN/mz; G =
- 0, 4722w
1,273 m3

2
GN/m"™;
0,312 mé;
0. Alem

natural

da viga na flexao vertical pura no primeiro modo, e ©0s resul-

tados estao indicados ma TABELA 6.4.2,

EXEMPLO B

TABELA 6.4.2 - FreqlUéncias naturais (Hz) da viga reta elevada

de um sistema

de

transporte urbano.

Elementos DINAUT .
Mo dos Finitos Dif. (%)
(270 nés) (N=19 nés)
1- Flexo-Torgao
LAEER 4,85 4,84 0,68
2- Flexao
*
Vertical 4,92 9,05 25 53
3- Flexo-Torgao
Laferal 11,91 14,77 19,40
4— Flexo—Torggo
Lateral 14,35 15,22 5,68
5—- Flexao
Vertical 18,40 19,93 7,68
# Resultado experimental.
Patn b princiro & segundo modos, verificou-se uma Gtima corre-
lagde ¢om a solucao da referencia {17J, inclusive com a fre-
qUéncia medida. A difurunqa mais acentuada nos modos superio-

res

¢ atribuida

a inadequada

rep l't-h'ultl.ug;tu das condi Caes de
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contorno na torgEo, visto que, na realidade, os apolios cons-

tituem apenas engastamento parcial da segao transversal.

* Exemplo C:

No exemplo que segue, sera estudado o caso de uma

viga curva horizontal e vao simples de comprimento 40,64 m.

- N - 2
As propriedades da segao transversal da viga sao: A=94,8 cm,

6
1, = 16440 cm, 1, = 23474 em®, I, = 504855,2 cm’, K_=74,5
4

cm”, ay =0 e a, = 0.

Valores usados para o modulo de elasticidade longi-
tudinal e transversal sao: E =200,1(}N/m2 e 7?,3(N/m2. A vi-
ga possui os dois bordos engastados. O raio de curvatura €
38,811 m, e o vao da viga possui um angulo de 60 graus. Os
resultados obtidos da analise foram comparados com YOO26 e

sao mostrados na TABELA 6.4.3.

EXEMPLO C

TABELA 6.4.3 ~ Freqllencia natural (rad/seg), viga

curva biengastada.

DINAUT YOO e FEHERENBACH28 .
120 nag (4 CDl.] Dif. (Z)
4,150 4,1879 0,90

A seguir, na FIGURA 6.4.1, esta apresentada a convergéncia do

método de D.F.C. para a freqlencia fundamental da viga, em

;3?8 do humero de nos discretizados.

fun



o

96

wof T[] | |

4,14 -

Al

i
T

-

o

™
o
Diferenca Porcentual (%)

4,10+

+
N
(o]

406

4,02 ~

.
+

a

©

3,981

Frequéncia Fundamental(rad /s )

4 5.0
3.944 ,
| | i l
| | | | | it
3.90 ! } . ; : : : ;
20 30 40 50 60 70 80 90 100
Nimero de Nés Discretizados (N)
FIGURA 6.4.1 - Convergéncia na solugao da viga

curva, biengastada.

0s exemplos que seguem foram analisados com o obje-
tivo de determinar o efeito da localizagao do centro de corte
na freqlléncia natural da viga curva, e tambem comparar 0s Te-

sultados com estudos de outros autores.

* Exemplo D:

0 primeiro exemplo trata-se de uma viga onde a se-

cao transversal possui apenas um eixo de simetria, mostrado

na FIGURA 6.4.2. A viga curva possui comprimento de 6,096 m

e tem as condigoes de contorno totalmente engastadas. O raio

de curvatura € 6,9855 m e o vao da viga possui um angulo de

50 graus. As propriedades da segao transversal sao: A = 99,4
3

n, 1, = 2637 em®, 1, = 19998 en®, 1, = 217517 cm®

]
Kt = 80,3 cmﬁ.

c

k]
Os modulos de elasticidade longitudinal e

tfihgvhrsdl sdo, respectivamente: E = 200,1 GN/m2 e G=77,3
2

Gi'm”: Na TABELA 6.4.4 da proxima pagina, encontra-se a com-
BeFigds dos resultados e @ influ@ncia na posicao do centro

de CO ™ - b -~ - -
uTtL (ay, az), com respeito a freqllencia natural de vi-
bragao da viga curva.



a5 *0
ay = 9,86
33,8
BRACO DO MOMENTO
FLETOR DAS FORCAS A
DE INERCIA \
| |
1
se¢do transversal forma deformada

FIGURA 6.4.2 - Secao transversal da viga curva com

um eixo de simetria (unidades: cm).

EXEMPLO D

TABELA 6.4.4 - FreqUéncia natural (rad/seg), viga

curva biengastada.

_ DINAUT YOO ¢ FEHRENBACH?ZS® .
Condigao |[(n=19 nés) (4 GDL) Dif. (%)
az=ay=0 268,39 262,97 2,01
a3y =9,86cm | 554 g8 261,41 2,84
a, = 0

Pode ser visto na forma deformada da viga, mostrada na FIGURA
6.4.2, que a coordenada z do centro de corte contribui mais
significativamente para as forgas de inércia na vibragao da
viga. Conforme TABELA 6.4.4, para a seggo com simples sime-
tria em relagao ao eixo vertical y, o efeito da localizagao
do centro de corte na resposta dinamica da viga € relativamen-
te pequena. Conseqllentemente, em vigas de secao transversal
set simetria em relagao ao eixo vertical, o efeito do centro

d¢ cdrbte terd influéncia significativa.
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* Exemplo E:

Agora veremos um exemplo onde sera verificada a in-
fluéencia da posicao do centro de corte para uma viga com se-
cao transversal sem nenhum eixo de simetria, e, tambem, a po-
sigao da secgao transversal com respeito a curvatura da viga.
A 5@{50 transversal, bem como a sua posigﬁo em cada caso, sao

mos tradas na FIGURA 6.4.3.

a=15,24 - t=2,54 (const.)
b=35,56 \\

PARA O CENTRO
c:25,4 . SR 2

cC
/
y y ¥
a,7712,64; a,= 4,15 0,=12,64; cy=4.15
FIGURA 6.4.3 - Viga curva, se¢ao transversal sem eixo de

simetria (unidades: c¢m).

Momentos de inércia e as coordenadas do centro de corte sao to-
mados com respeito aos eixos principais da secao. Com base pa-
ra comparagao, o efeito do centro de corte & eliminado, igua-
lando as coordenadas ay e az a zero. O0s resultados da ana-
lise computacional estao mostrados na TABELA 6.4.5. As pro-
priedades da segEo transversal sao: A = 180,6 cmz, Iz =

= 34305 cma, Iy = 7493,7 cm&, Iw = 983286 cm6, Kt = 388,3
em®, r, = 13,78 em, E = 200,1 GN/m® e G = 77,3 GN/m2. A
viga tem um comprimento de 6,096 m e o angulo do vao & de 50
graus, As condig%es de eontorno sao todas engastadas, nos

dois extremos.
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EXEMPLO E

TABELA 6.4.5 - Efeito do centro de corte na resposta dinamica

de viga curva de secao transversal assimétrica.

Al = 5 2 b
Condigao DINAUT 309_ Dif. (%) Lfeito
(N=19 nés) (4 GDL)
a =a =0 308,78 297,0 3,80 -
z Uy
&, =104 385,67 396 ,5 2,80 33,5% mais rigi.
ay =4,150
A = k2,04 232,63 237,3 2,00 [20,17 mais flex.
ay =4,15

n "

Obs.: As freqllencias em "rad/seg"; a e a em "cm".

Z b
A unica conclusao possivel, com base nos resultados
' 26 i o
da TABELA 6.4.5 e comparados com YO0O e que os efeitos do
centro de corte na respota dinamica de vigas curvas sao signi-

ficativos e devem ser levados em consideragao.

* Exemplo F:

0O exemplo que segue, analisado por CHRISTIANO® cor-
responde a um modelo experimental de uma ponte curva com vao
simples, cuja segao transversal esta indicada na FIGURA

6.4.4, ilustrada na pagina que segue,
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FIGURA 6.4.4 - Secao transversal do modelo da ponte.

0 modelo possui comprimento de 2,3876 m e um raio de curvatu-
ra com 2,4384 m, onde o vao possui um angulo de 56 graus. As
propriedades da segao transversal sao: A = 19,758 cmz,

I = 7?,33586cm4, 1 - 913,6282cm", K, = 1,9646 Em", I =
= 4524,83 em , E = 277219 N/em~, G = 103026 N/cm™, p =

= 0,001218 kg/cmj, ay = =2,7127 cm. Segundo CHRISTIANO, as
condigoes de contorno sao todas rotuladas em ambos extremos.

A freqllencia fundamental medida no modelo foi de 4,7 Hz, en-
quanto a computada por CHRISTIANO foi de 2,95 Hz. Portanto,
verificou-se uma diferenga significativa entre a freqliéncia
fundamental medida e a calculada. Utilizando o programa
DINAUT, a freqilencia fundamental para bordos birrotulados tan-
to na flexao como na torgao foi de 2,928 Hz, com uma diferenga
de 0,77% em relagao a calculada na Ref. [3]- Analisando o
modelo, chega-se a conclusao que as condigaes de contorno na
torcao poderiam ser biengastadas. Considerando essa condi-
¢ao de contorno, a freqllencia fundamental calculada pelo pro-
grama DINAUT foi de 4,43 Hz, aproximando-se muito da medida

no modelo (4,7 Hz). Nesse exemplo, fica clara a importancia
das condigoes de contorno tedricas com relagao as condigoes

de contornoe reais do modelo,
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6.5. Sobre a Freqllencia Fundamental de Pontes de Concreto de

Eixo Reto e Curvo

Um trabalho de muita utilidade para o Engenheiro
projetista, que necessita estimar de forma rapida o valor da
freqllencia fundamental em pontes de concreto armado, foi rea-
lizada por CANTIENE o Nesse trabalho, foram medidas as fre-
qUéncias fundamentais de 224 pontes, sendo que as seguintes

limitagoes foram introduzidas:

- eliminagao dos valores de estruturas em balango;

- limitagao do raio de curvatura da ponte: R >900 m
(aproximadamente reta);

- limitagao do angulo de inclinagao: Y <15 graus;

- limitagao da constante de amortecimento K:
70 KN/mm < K < 270 KN/mm,

- eliminagao dos resultados que nao foram obtidos

das medigoes do vao maximo.

0 resultado de uma tentativa para estabelecer uma relagao
f =g(L) entre a freqllencia fundamental f da ponte e o seu vao

maximo L, € apresentado na FIGURA 6.5.1 na pagina a seguir.
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FIGURA 6.5.1 - Freqllencia fundamental £ como fungao do vao

maximo L; para 224 valores medidos; 0. =des

I
vio-padrao.

A partir dos resultados obtidos nos exemplos de vi-
gas curvas e retas da segao 6.4, e nos valores medidos em pon-
tes publicadas na bibliografia, sao apresentadas as curvas
correspondentes da freqllencia fundamental de pontes retas e
curvas em fungao do seu vao maximo, para angulos de curvatura

que variam de 0 ate 80 graus (FIGURA 6.5.2 da proxima pagina).



103

10
N
I gi
©
e
£ o
< r
]
c
S
@
4--
=2
L& ]
c
:'g 21—
o
@
L™
L
0 60
V3o Mdximo L (m)
FIGURA 6.5.2 - Freqliéencia fundamental de pontes retas

e curvas em funcao do vao maximo L.

As curvas sao aproximadas, mas, considerando que o
interesse seja basicamente para uma estimativa inicial de pro-

jeto, elas tornam-se de fundamental importancia.
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7. AVALIAGAO DOS RESULTADOS OBTIDOS NA ANALISE DINAMICA DA
VIGA CURVA

7.1. Consideracoes Iniciais

Com o duplo objetivo de verificar as equagoes dife-
renciais utilizadas na analise dinamica da viga curva e a pre-
cisao do método numérico empregado na solugao dessas equagoes,
serao comparados, neste capitulo, exemplos provenientes de tra
balhos publicados, assim como de valores obtidos por medigoes

experimentais.

Pelo numero inexpressivo de trabalhos publicados, re
lacionados com a resposta dinamica de vigas curvas sujeitas a
cargas em movimento, e considerando que a maioria dos mesmos
nao fornecem dados completos dos exemplos analisados, resulta,

- . 5 »
conseqlientemente, um numero reduzido de exemplos passivels de

comparagoes.

As equagoes diferenciais empregadas na analise dina-
mica da viga curva estao apresentadas no Capitulo 5, e o meto-
do numérico utilizado como solugao dessas equagoes e relatado
no Capitulo 4., Como fechamento do estudo teorico, foi imple-
mentado o programa VIGADIN, ja mencionado no Capitulo 5, cujas

aplicagoes na analise dinamica serao descritas a seguir.

7.2. Exemplos Comparativos

% Exemplto A

O primeiro exemplo a ser analisado & apresentado por

. 43
CHRIBTIANO®. A viga curva, mostrada na FIGURA 7.2.1, possui

as seguintes propriedades: A = 19,758 cm2° I = 77,3358 cm4
z k]

H -

. 4 . ;
Iy = 913,628 cm Kt = 1,9646 cmq; L = 48524,83 cms- a =03
. o, H555 ) - W 3 » z H
y 3 em; VvV = 0,3445; p = 0,00121798 kg/cm™;

?

104
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E = 277217 N/cmz. O comprimento da viga & de 238,76 cm, raio
de curvatura constante ao longo da mesma, e mede 243,84 cm,

correspondendo a um angulo interno de 56 graus. Ambas as ex-
tremidades, direita e esquerda, possuem condigaes de contorno
rotuladas, tanto na flexao horizontal e vertical, como também

na torgao.

- . . 3 -
0 modelo teorico utilizado por CHRISTIANO na anali
se dinamica, consiste numa carga vertical de 60 N, que se des-

loca sobre a viga com velocidade constante de 4 m/s.

v
%=SON
5“‘1
5
e _ R
//
.//
1 _,/{’ "
; ~56,1° >
e - —
4 z
y
m /s
\&
FIGURA 7.2.1 - Viga (Ponte) curva horizontal sujeita a car-

ga em movimento com velocidade constante V.

Usando o programa VIGADIN, obteve-se a resposta di-
namica da estrutura de referencia, sendo a variagao do deslo-

camento vertical com o tempo t apresentada na FIGURA 7.2.2.

3 g

CHRISTIANO expressa a resposta dinamica do modelo
em termos do Coeficiente de Majoragao Dinamico (C.M.D.), defi-
nindb etomd a rdzao entre a resposta dinamica e o deslocamento

vertical estatico no centtro do vao.

Portanto, a comparagao entre os resultados obtidos

3
por CHRISTIANO e os do presente trabalho, s0 & possivel de-

Pols de conhecida a resposta estatica da viga. Especificamen-
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te, no Apendice I, @ apresentada a analise estatica de vigas
curvas, sendo que, no Exemplo D desse Apendice, foi obtido o

deslocamento estatico no centro do vao da viga da FIGURA 7.2.1.

Finalmente, a comparagio dos resultados pode ser rea
lizada, cujas curvas respectivas de cada trabalho sao mostra-
das na FIGURA 7.2.3. Entre os dois trabalhos e observada uma

excelente correlagao.
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Resposta dindmica da viga curva: Deslocamentos

verticais devido a carga em movimento.
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* Exemplo B

Sera analisado, neste exemplo, o comportamento dina-
- . «
mico de uma viga reta elevada, utilizada para suportar velcu-

los em movimento, pertencente a um sistema de transporte urba-

no.

A viga reta com 25 m de comprimento, ilustrada na

’ . . 2
FIGURA 7.2.4, possul as seguintes propriedades: A = 1,085 m ;

I =0,312 n; I, = 0,4722 n'; K, =0,0105 n"; I, =0,1976
m’; a, =0; a =1,273m; E = 3,55 x 1010 N/m?s v = 0,23
p = 2500 kg/m3. 0s contornos sao considerados birrotulados,
tanto na flexao vertical como na flexao horizontal, e biengas-

tados na torgao.

~———PILAR

*—VIGA

h ~~ NEOPRENE

—A

v ———PILAR

Vy

FIGURA 7.2.4 - Viga reta elevada pertencente a um Sis-

tema de transporte urbano.

A poslgao dos passageiros no interior do veiculo e

0 trem de cargas equivalentes sao mostrados nas FIGURAS

7:2.5(A) e 7.2.5(B), respectivamente.
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osm ,  95m
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Y | v
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%

Py =76.000 N
Py =70.000 N
M: = 30000 Nm

(8)

FIGURA 7.2.5 - Carregamento externo do velculo em

movimento sobre a viga reta.

0 carregamento aplicado na viga pelos eixos do vel-
culo, ilustrado na FIGURA 7.2.5(B), corresponde ao peso pro-
prio do mesmo adicionado do peso dos passageiros, posicio-
nados em uma das extremidades do veiculo, conforme FIGURA

7+2:5(A) s

Para uma velocidade V do veiculo de 20 m/s (72 km/h),
0s resultados computacionais obtidos pela aplicagao do progra-
ma VIGADIN estao mostrados na FIGURA 7.2.6 na pagina a seguir,
onde os deslocamentos e giros calculados correspondem ao cen-

tro do vao da viga.
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pDeslocamento”y"

e — GIFO "G"
i
|
0.6
Tempo (s)

viga Reta
0,3

(po4 ,O1x) opdJoL op .8, 0410
| & 1 i

ppe— T ] ]
o < 9 . o
N o " -
(ui O1x) K, 1001448 0jusWDo0|880
FIGURA 7.2.6 - Resposta dindmica da viga reta: Desloca-

men.os verticais e giros.
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0s resultados apresentados nessa figura demonstram
que a resposta dindmica maxima da viga € aproximadamente igual
3 estatica, com um Coeficiente de Majoragao Dinamico e M)
proximo de 1; ou seja, a partir da resposta estatica do des-

locamento vertical obtido no Exemplo B do Apendice 1,

¥ = = 0,003703 m,
max. est.

- -~ - - - - -
e com o deslocamento dinamico vertical maximo extraido da FI-

GURA 7.2.6,

0,0038045 m,

max. din.

chegamos no valor do C.M.D. maximo:
C:M:D. = =1,03.

Por outro lado, aumentando a velocidade do velculo
V, chega-se a valores do C.M.D. mais elevados, conforme mostra
a FIGURA 7.2.7. Verifica-se nessa figura que o C.M.D. aumenta
com a velocidade do veiculo (até 250 m/s), diminuindo para ve-
locidades superiores. A velocidade, na qual o C.M.D. & maxi-
mo, € designada de Velocidade Critica, sendo que FRYBRA® a

define da seguinte maneira:
v = 2 f_ L (=213

onde f1 € a freqliencia (Hz) de vibragao vertical referente ao
primeiro modo, e L o comprimento da viga. Utilizando a fre-
qllencia calculada no Exemplo B da segao 6.4, entao, para o

presente exemplo, a velocidade critica assume o seguinte va-

lor:

Ve, = 2 % 5,05 % 25 = 253 m/s

Constata-se que a velocidade critica calculada por (7.2.1)

aproxima-se
024

multo da obtida numericamente, ilustrada na FILCURA
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* Exemplo C

A viga analisada neste exemplo possul as mesmas ca-
racteristicas da viga estudada no Exemplo B desta segEo, com
a diferenga de ser curva, com raio de curvatura constante ao
longo da mesma igual a 72 m (equivale a um angulo interno de

abertura da viga na ordem de 20 graus).

0 veiculo se movimenta sobre a viga com velocidade
de 20 m/s (72 km/h), possuindo o mesmo trem de cargas do Exem-

plo B mostrado na FIGURA 7.2.5(B).

A resposta dinamica da viga curva, em termos do des-
locamento vertical e giro, esta mostrada na FIGURA 7.2.8. Nes
te exemplo, fica saliente a influencia do raio de curvatura no
valor do C.M.D., Sse compararmos com a resposta da viga reta
mostrada na FIGURA 7.2.6. O C.M.D. maximo da viga curva, para
o deslocamento vertical, € em torno de 1,14; no caso da torgﬁo,

o valer do C.M.D. & de 1,34.
* Exemplo D

Ja neste exemplo, a viga curva possui a mesma carac-
teristica da viga curva do Exemplo C, inclusive com o mesmo

raio de curvatura.

A velocidade do veiculo tambem e de 20 m/s (72 km/h),
com a unica alteragao na posigao dos passageiros, ficando ago-
ra dispostos no lado esquerdo, conforme mostra a FIGURA 7.2.

9(A) na pagina seguinte.
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9,5 m e _9.5 m_J_.
‘ | | v
—
T~ pESSO0AS My Mt M¢
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*
Py = 76000 N
Py = T70.000N
Mt = 30.000Nm
(A) (B)
FIGURA 7.2.9 - Carregamento externo do veliculo em mo-

vimento sobre a viga curva.

Na FIGURA 7.2.9(B), estao representados o carregamento verti-
cal e o momento torgor equivalente por eixo do veiculo, onde

a distancia entre os eixos é de 9,5 m.

As curvas que representam a resposta dinamica da
viga, em termos do deslocamento vertical e giro no centro do
vao, para o velculo carregado, conforme FIGURAS 7.2.9(A) e

7.2.9(B), estao mostradas na FIGURA 7.2.10.

Nesse caso, o C.M.D. maximo referente ao desloca-

mento vertical, € de 1,12; quanto ao giro, @ em torno de 1,15.
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% Exemplo E

Finalmente, neste exemplo, serao comparadas as res-
postas dinamicas dos deslocamentos verticais obtidos no presen
te trabalho com os resultados obtidos por medigoes experimen=—

tais.

A viga a ser estudada e reta, com as mesmas caracte-
risticas e propriedades da viga analisada no Exemplo B desta
secao, mostrada na FIGURA 7.2.4.

No que se refere as cargas, o veiculo foi carregado

internamente no Seu lado direito com sacos de areia.

Pela dificuldade de se estimar com precisao o trem
de cargas utilizado na analise teorica da viga, associada com
a influencia da umidade da areia, do peso proprio do veiculo,
e do peso total das pessoas que circulavam no interior do mes-
mo, foram simulados dois limites de carregamento: um inferior
e um superior. Os limites inferior e superior dos trens de
carga estao mostrados nas FIGURAS 7.2.11(A) e 7.2.11(B), res-

pectivamente,

. 6m , &m 6m . 6m 6m 6m
1 T f v 1 1 f T v
— =
—>> >> >> >> > >> > —=>>
My, My ‘
v v v v v o2 v ¢
% %
P, = 38.000 N ? P =42.000N
1
Mt1= 7600 N-m Mt= 9. 000 N-m
2
(Al (8)

FIGURA 7:2.11 - Trens de

carga

utilizados

como simulagao do

carregamento externo na viga reta.

O veiculo se movimenta sobre a viga com uma
de constante de 10 m/s (36 km/h) .

velocida
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As curvas que representam os deslocamentos verticais
teoricos e experimentais, no centro do vao da viga, referentes
aos limites de carregamento teorico (FIGURAS 7.2.11(A) e
7.2.11(B)) e o carregamento real, respectivamente, estac mos-

tradas na FIGURA 7.2.12, na pagina que segue.

E observada uma excelente correlagao entre o resul-
tado teorico e o experimental, sendo que a diferenga percen-
tual entre a resposta teorica do deslocamento vertical para o
limite inferior do carregamento e a resposta experimental do
deslocamento vertical e na ordem de 4%; entre a resposta para
o limite superior e a experimental, a diferenga é na ordem de
2%



“LOVENOI.

it

op 043
Blsodsay - 771

"ORA

S1TED1313A SOJUBWEDIO]SA(Q
EP BOIWBUTIP

2314
Deslocamento Vertical "y" (x10%m)

Ou

—-uao
:Blod4

3,75

3.0

2,25

1,504

0,75-

] Viga
o

l

—e RESPOSTA EXPERIMENTAL
RESPOSTA TEORICA PARA O

LIMITE SUPERIOR DE CARREGAMENTO

RESPOSTA TEORICA PARA O

—— — ——

Tempo (s)

3,6

LIMITE INFERIOR DE CARREGAMENTO __|

[



e ]

o2

121

7.3. Sobre o Coeficiente de Impacto (C.M.D.) de Pontes de Con-

creto, para Diferentes Normas (Suiga, U.S.A., U.R.S.S.,

Suecia, R.D.A., Franca e Brasil)

Para levar-se em conta os efeitos dinamicos, e mais
particularmente os efeitos das cargas rolantes, tradicional-
mente multiplica-se a resposta estatica da estrutura por um
coeficiente de majoragao. Esse coeficiente e geralmente de-
finido como sendo a relagao entre a resposta dinamica maxima e
a resposta estatica da segao transversal no meio do vao. Uma
vez obtida, ela é aplicada uniformemente sobre todo o compri-

mento do vao.

Os abacos dados para diferentes Normas Nacionais nem
sempre sao fundamentadas em consideragoes mecanicas precisas
ou em ensaios sistematicos. A dispersao dos valores dos Coe-

ficientes de Majoragao Dinamico dados por esses abacos estao

- - . - . 1
i1lustrados na FIGURA 7.3.1, extraldos da literatura tecnica a4

4\\{ |

a
: 1,4 | | I -
= 2\
Q
- §\§Q |
1.2 N N [
' AN
1 _
—
5 [ —
) 2 5 10 20 50 100

Comprimento L (m)

FIGURA 7.3.1 - Coeficientes de Majoragﬁo Dinamico dados pe las

diferentes Normas para pontes rodoviarias.
1,2 Suiga; 3 U.S.A.; 4 U.R.S.S.; 5 Succia;

6,7 R.D.A.; 8 Franga; 9 Brasil (NB-2).
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riabilidade dos valores do C.M.D. para

Nessa figura,

viga no valor do C.M.D.
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Estudos teoricos fundamentais foram consagrados, no
decorrer dos ultimos anos, ao comportamento dinamico de pon-—
tes sob cargas rolantes suspensas. Entretanto, elas apenas
definem um coeficiente de majoragao uniforme (ou seja, para
ser aplicado em todo o vao), sem dar particular atengao a in-
fluéncia que as imperfeigoes do perfil exercem sobre o sistema

veiculo-ponte.

16 .
Com base nisso, PALAMAS apresenta um estudo mails

detalhado sobre a influencia dessas imperfeigoes, alertando

para a importancia das mesmas nos valores dos Coeficientes de

Impacto.

Aproveitando os resultados obtidos nos exemplos da
secao 7.2 sao apresentados, na FIGURA 7.3.2, alguns pontos
relativos ao C.M.D. como fungao do comprimento do vao de vigas

curvas e retas, para o deslocamento vertical e giro na torgao.

T I T T
A DESLOCAMENTO VERTICAL
VIGA CURVA

1,8- = *__
@ GIRC NA TORGAO
% VIGA CURVA .
E
O DESLOCAMENTO VERTICAL

VieA RETA

|

(o] 2 5 IB 20 5IO I('JO
Comprimento L (m)

FIGURA 7.3.2 - Coeficientes de Impacto (C.M.D.).

A area achuriada da FIGURA 7.3.2, corresponde a va-

as diferentes normas.
deve-se ressaltar a influ@ncia da curvatura da

para o caso do giro na torcao, extra-



123

polando a zona de abrangeéncia das Normas (indicados na FIGURA

7030 L)

7.4. Consideragoes Finais

A partir dos exemplos da segao 7.2, podem ser oxtrai
das conclusoes de significativa importancia no que se refere a
analise dinamica de vigas curvas e retas, sabendo-se que o pre
sente trabalho utilizou o método de Diferengas Finitas Centrais
(D.F.C.) na solugao das equagoes acopladas de movimento da vi-
ga.

Especificamente no Exemplo A, também analisada por
CHRISTIANOa, ¢ verificada uma excelente correlagao dos resul-
tados, apesar do autor, em Seu trabalho, ter utilizado como
solugao das equagoes diferenciais uma aproximagao com séries
de Fourier. Os resultados do presente trabalho sao mostrados
na FIGURA 7.2.2, e a comparagao entre os dois trabalhos & apre

sentada na FIGURA 7.2.3.

Dos exemplos B e C, ressalta-se a significativa di-
ferengca entre a resposta da viga curva e a da viga reta. A
influencia da curvatura é observada claramente nos valores do
Coeficiente de Majoragao Dinamico (C.M.D.). Além disso, tam-
bém no Exemplo B, deve ser observada a influencia da velocida-
de de passagem do veiculo sobre a viga nos valores do C.M.D.,

expressada na FIGURA 7.2.7.

Entre os Exemplos C e D, constata-se que, para uma
viga de mesma curvatura, a posigao dos passageiros no interior
do velculo exerce uma influencia significativa nos valores do

C.M.D. para o caso do giro na torgao.

Finalmente, no Exemplo E, sao comparados o0s resulta-
dos teoricos com os valores obtidos por medigoes experimentais.
¥ .5 : =3 - -

Positivamente, essa e a forma mais aconselhavel para analisar

cBit relativd seguranga a viabilidade ou nao da solugao de um
determinado problema tedrico.
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No nosso caso, @ observada uma proximidade aceita-
vel entre os resultados obtidos no presente trabalho e os me-
didos, apresentados na FIGURA 7.2.12, reforcando ainda mais a
confiabilidade das equagoes diferenciais adotadas e do método

numérico utilizado na solugao das mesmas.



CONCLUSOES

Com base nos estudos tedricos e nos exemplos calcu-
lados e comparados ao longo deste trabalho, envolvendo a ana-
lise estatica e dinamica de vigas curvas, chegou-se a varias
conclusoes. Dentre elas, destacou-se duas de fundamental im-
portancia. A primeira referente a validade das equagoes dife
renciais de VLASOV?® adotadas neste trabalho, e a segunda,
relacionada com a eficiencia do método numérico empregado

na solucao das mesmas.

A partir dos resultados obtidos, verificou-se que
para as vigas ou pontes em geral, relativamente esbeltas, as
hipoteses de VLASOV’® se mostraram plenamente aplicidveis, con-
cluindo-se que, a contribuigao da deformagao por corte e
insignificante e pode realmente ser desprezada na solugao
desse tipo de problema. Cabe ainda salientar que nos casos
onde hd a necessidade de se levar em conta a deformagao por
corte, certamente, se chagaria em equacoes de maior complexi-

dade, dificultando ainda mais a resolugao do sistema.

Por outro lado, o emprego do metodo de Diferengas
Finitas Centrais como solugao das equagoes diferenciais envol-
vidas, levou a resultados aceitaveis e condizentes com a apro-
ximagao numérica considerada, ressaltando-se a dificuldade em
estabelecer o limite de estabilidade do método (Dtcr) para os
problemas dindamicos que envolvem equagSES acopladas entre as

deformacoes.
Na solugas numérica das equagoes diferenciais, a
% e PR A s y ; X L s s =
convergliicid dos resultados é verificada para um numero rela-
tivamernté pequeno de ndos discretizados, resultando numa solu-
¢av computacional rapida, principalmente na obtengao das fre-

qllencias naturais, modos de vibragao e na resposta estatica.
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No entanto, quando a viga & submetida a cargas mo-
veis, a solucao computacional requer um tempo de processamen-
to maior. 1Isso ocorre basicamente por dois motivos: primeiro
por ser um problema incremental e necessitar de um intervalo
de tempo de integragao pequeno para manter a estabilidade do
método numérico; e segundo, quando a velocidade de passagem

do veiculo for baixa.

Especial atencao foi dada também a determinagao do
Fator de Impacto (Coeficiente de Majoragao Dinamico). Foram
detectados dois fatores, além do comprimento do vao, que in-
fluenciavam nos valores desse coeficiente: (1) a curvatura
da viga (FIGURA 7.3.2), principalmente no caso da torgao, on-
de o coeficiente extrapola inclusive a faixa de abrangencia
de varias normas internacionais; (2) a velocidade de passa-

gem do veiculo sobre a viga curva (FIGURAS 3.6.1 e 7.2.7).

Quanto a forma da secao transversal, constatou-se
que em secoes assimétricas, onde o centro de corte nao coin-
cide com o centro de gravidade, as vibragoes resultantes sao
acopladas (TABELA 6.4.2), acontecendo o mesmo quando a viga
€ curva. Dependendo da posigao do centro de corte em relagao
a curvatura da viga, obten-se uma estrutura mais rigida ou
mais flexivel (TABELA 6.4.5), além disso, quanto menor o
raio de curvatura maior é a deformagao e menor a freqlléencia

natural de vibragao, ou seja, maior & a flexibilidade da via.

Embora as condigoes de contorno consideradas na
analise teorica diferenciassem das condigoes reais, os resul-
tados obtidos foram satisfatorios e aceitaveis, permanecendo

dentro da margem de erro admissivel.

A partir dos diferentes estudos abordados no trans-

correr deste trabalho, sugere-se os seguintes como posteriores
trabalhos de pesquisa:

a) Consideragao de vigas com as caracteristicas da

$ecac transversal e curvatura variaveis ao longo do eixo ba-
ricentrico;
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b) verificacao do problema da instabilidade da via;

¢) analise da estrutura prevendo a possibilidade de

ocorrerem abalos sismicos;

d) estudo da influencia do amortecimento da estru-
tura na resposta dinamica da viga, principalmente quando a

mesma experimenta grandes oscilacgoes;

e) consideracao das imperfeicoes ou irregularidades

na superficie de contato entre o veiculo e a via;

f) a influencia da curvatura da viga do fator de

impacto e nas freqllencias naturais;

g) estudo da estabilidade do meétodo de Diferencgas
Finitas Centrais quando esse for aplicado na solugao das equa-

goes diferenciais acopladas de VLASOV®®;

h) simular com maior precisao o carregamento trans-
mitido a viga pelo veiculo, por exemplo, considerando as os-
cilagoes laterais, verticais e torcionais de cada eixo atra-

vés de valores obtidos experimentalmente;

i) projeto de alteracao da NB-2 no item referente
aos valores do fator de impacto de pontes e elevadas em geral,
propondo valores diferentes desse coeficiente para diferentes

curvaturas da estrutura de referencia.



APENDICE I - ANALISE ESTATICA DE VIGAS CURVAS COM SEGAO TRANS-
VERSAL ABERTA E PAREDE FINA PARA CONTORNOS ROTU-
LADOS E ENGASTADOS

I.1. Consideracgoes Iniciais

Verificou-se, na bibliografia tecnica, trabalhos re-
lacionados com a analise estatica de vigas retas ou curvas,
com dupla simetria da segao transversal. No entanto, nao foram

encontradas solugoes diretas para segao transversal arbitraria.

Tanto a curvatura da viga como a posicao do centro de
corte produzem acoplamento entre os esforcos de flexao e tor-
¢ao, sendo entao necessaria a determinagao do centro de corte,
resolvendo as forgas internas apropriadas de flexao e torgao,

e, finalmente, determina as tensoes resultantes e deformacoes.

A analise estatica também se faz necessaria, quandb
se deseja obter o Coeficiente de Majoragao Dinamica (C.M.D.),
igualmente chamado Fator de Impacto, que € a relagao entre a
resposta dinamica e a resposta estatica relativa ao centro do

vao da viga curva.

Resposta Dinamica

(X:1:Y)
Resposta Estatica

Neste trabalho, a resposta dinamica de vigas curvas
= 4 ; =
e apresentada no Capitulo 5, e os exemplos respectivos estao

mostrados no Capitulo 7.

As equagoes da viga envolvidas neste estudo sao as
mesmas utilizadas no Capitule 5, desconsiderando as parcelas
que contem derivadas no tempo. As cargas externas sao consi-

deradas estaticas com amplitude constante no tempo.

Como solugao dessas equagoes diferenciais, foi utili-

zado o metodo de Diferengas Finitas Centrais, admitindo-se con-
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tornos tanto rotulados como engastados na flexao vertical e

horizontal e na torgao.

Foi implementado um programa em microcomputador na
linguagem BASIC, designado de VICAEST, que faz a analise esta-
tica da estrutura e obtém as respostas em tensoes e deforma-

goes.

I.2. Equagoes Diferenciais da Viga Estatica Curva

= 25 =~

Admitindo as mesmas hipoteses de VLASOV da secgao

5.4, desprezando os termos com derivadas temporais, as equa-
goes (5.4.1), (5.4.2), (5.4.3) e (5.4.4) tomam a seguinte

formulagao:

(1 +Iw) 34y _ GKt Bzy A ERﬂ 846__(E1z-FGKt) 828 =P (s)
;. 4 2 2 g 3 2 y
R ds R 9s R 3s R ds (1.2.1)
4 2
B, (S2 . L 22  BA (2, 3% L p (4) (1.2.2)
Y 3s R 0Os R R ds
EI az'G»LEI ch (BT, * 0K azy—ck 2% + “l 6 = M_(s)
W 4 4 2 t 2 2 t
3s R 38s R 9s 9s R (1.2.3)
2
-Ea (5 -125 -y () (1.2.4)
3s R 9s

As incognitas e as constantes da viga que compoem as equacoes
(1.2.1), (1.2.2), (1.2.3) e (I,2.4) ja foram devidamente defi-

nidas na segao 5.4.

I.3. Solugao Numérica das Equacoes Diferenciais da Viga

Estatica

Pelo acoplamento das Equagoes Diferenciais (I.2.1) a
(I.2.4), a integracao das mesmas por metodos analiticos dire-
tos &, em geral, impraticavel. Com isso, optou-se novamente
pela aplicagao do método de Diferengas Finitas Centrais. Nes-

se caso, a mesma e feita somente na coordenada espacial S,

conforme reticula da FIGCURA I.3.1.



130

s-2Ds s-Ds s s+Ds s+2D0s
I
l S U D S
=2 j-1 ] J+1 j+2

FIGURA I.3.1 - Reticula para solugao do sistema em Di-

ferengas Finitas Centrais.

Substituindo os operadores diferenciais das FIGURAS
4.2.3 a 4.2.6 nas equagoes (I.2.1) a (I.2.4), para o ponto
genérico j da reticula, chega-se nas seguintes equacoes em Di-

ferengas Finitas Centrais, respectivamente:

E Ly GE..
o T ) Ty e Y ) Ty (g
EIw
- 2y. + y.. .} + (6. - 49, +60, - 40, #0, .1 -
1T rpst 172 1~1 3 j+l o T j+2
FIZ-+GKt
- ———— (9, - 26, +6, .) = P_. A e
RDSZ q = j j+1 ¥ )
EI EI
—L (z, , -4z +6z. - bz, - .
Ds J=2 N 74 Z_] ZJ+1 ZJ+2) RZDS & =1, ZZJ +zJ+1) ’
EA D
$ —— (X% 1 X )+E~éz.=Pz (1.3.2)
2RDs I =% R2 3 i
EI, ET,
— ({] — f\¢ +68‘ _L.I'E]' +8, o } _ / _
De i~2 N 1 ] ' i+l J+?) RDSJ} (y_]“Z e f _1+6y
EI + GK GK
= 4y.+, Yo 5 L] (y -2y, +v, )--u-—% (0. - 20, +
SR RDs T LA A J
ETI
+ 6. ) 29, =M
j+1 22 £y (I.3,.3)
LA p EA
- e Xy . = 2K, * X, ) 4 (z. -z, ) =P, (1.3.4)
Ds i-1 i i+l 2rps  J*1 i-1 3

Reagrupando os termos das equagoes (I.3.1) a (I.3.4), na forma

matricial o eri j ic
» para o no generico j da reticula, chega-se no se-

guinte sistema local:
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KU = P, (1.3.5)

> - - - - - B
onde o vetor U contéem as incognitas nodais em deslocamentos e

giros, cujos elementos possuem a seguinte disposigao:

(I.3.6)

(ol
1
o
NS

ij+2

7/

A matriz K corresponde a matriz de rigidez local,

cujas componentes estao definidas da seguinte forma:

AL 0 A, O ; (=4A1-8) O (~4A,-A,) O § (6A,+24,) 0

0 B, 0 0 0 (_431+B2) 0 B, 0 (631‘232‘*34)
®=le, 0 ¢, 0 : (-4,-C) 0 (-4C;-C,) O I (6C,+2C) O
o -0, 0 o : 0 (20,+D,) 0 -o, L0 0

(6A3+2A£‘) 0 (-AAI-AZ) 0 (-4A3—A4) 0 Al 0 A3 0-

0 0 : 0 (-4B+B,) O B, I 0 B, 0 0

(bc1+zca+c5) 0 (-402—03) 0 (—401—01,4) 0 c, 0 c, ©

0 2, 0 (-20-D)) 0 =D, I 0 D, 0 0
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As constantes Al’ AZ’ A3, A&, Bl’ Bz, B3, Ba, Cl’ CZ, C3, C&’

C D D, e D foram definidas em (6.2.5) e (6.2.6) da se-

5 1?
§50 b.2.

2 3

e ~
E, por final, resta o vetor P, que contem as compo-
nentes nodais das cargas externas e momentos torgores externos
distribuidos por unidade de comprimento da viga, relativos ao

no genérico j, possuindo a seguinte definigao:

A\

Pyj
P = Mt.) (1-3-8)
J
Psis
=1

Quando a viga & discretizada em Diferengas Finitas
Centrais com um total de N nos, isto €, fazendo o n0o geneéerico

j variar de 1 até N, conforme FIGURA I.3.2,

Ds
TR
1 e 3 4 N-3 N-2 N-1 N
° RS o e ——o- o o o
CONTORNO CONTORNO
ESQUERDO DIREITO
FIGURA 1.3.2 - Discretizagao espacial da viga em Dife-

rengas Finitas Centrais.

entao o sistema de solugao estatico ([.3.5) assume a sepuinte

1:u:l[i;u1rnqzlo rlobal:

K U = p (E=3:9)

onde K* equivale a matriz de rigidez global da viga curva,

ctija montagem obedece ao seguinte procedimento:
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[ . K : ]
FIGURA I.3.3 - Matriz global.

onde a dimensao da matriz X* & de 4(N-2)x4(N-=2).

= % > % .
Ja os vetores U e P , considerando nulos os des-—

locamentos e giros nos extremos da viga, possuem a seguinte

montagem global:

’ hY
yzl Pya
%5 P2y
%, | Mg s
2 | Pxs

l
=K oy, BY = ¢ ¥

YN-1 PyN-1

“N-1 Pzn-l

On-1 Men-1

RN PxN-1
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> % ~ ,
onde os elementos do vetor U sao as componentes nodais dos

deslocamentos e giros da viga com N nos discretizados; e o0s
% - 2
elementos P sao as componentes nodais das cargas e momentos
torgores distribuidos por unidade de comprimento da viga. Tan-
5 % >% R — | 2)
to o vetor U como o vetor P possuem dimensao de (N-

elementos.

No caso de cargas concentradas aplicadas na viga,
> %
para obter as componentes das cargas nodais do vetor P , se
procede identicamente conforme as FIGURAS 5.5.2, 5.5.3 e

5.5.4, considerando nula a velocidade das cargas (V = 0).

Finalmente, para que o sistema global (I.3.9) seja
resolvido, resta a consideracao das condigoes de contorno.
Nesse caso, adota-se as mesmas indicadas nas FIGURAS 5.6.3 e

5.6.4, isto e:

Contorno rotulado: Uj =0 e U. = —Uj

(I.3.10)

Il
o
(1]
=

1}
=

Contorno engastado: Uj

onde U é um deslocamento genérico que representa as incogni-

tas vy, z e 0,

As condigoes de contorno indicadas em (I.3.10) sao
consideradas na matriz de rigidez global da FIGURA I.3.3, nos

semiblocos tracejados.

Devido a matriz de rigidez global ser simétrica, o
sistema matricial (I.3.9) foi resolvido pelo método de CHOLES-
KY, fazendo inicialmente a triangularizacao e, apos, a re-

trosubstituigao para diferentes estados de carregamento.

Depois de calculados os deslocamentos e giros, tor-
na-se possivel a obtengao dos esforgos internos (Normais, Cor-
tantes, Momentos fletores, Momentos torgores e Bimomento), cu-

jas expressoes estao definidas em (5.7.1).

Com isso, a solugao estatica da viga curvada se com-

pleta, e a partir dela foi implementado um programa em micro-

computador designado de VIGAEST, cujos exemplos resolvidos esg-—

tao mostrados na secao que segue (I.4).
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I.4. Exemplos Comparativos

Nesta secao, além da comparagao dos resultados ob-
tidos mediante a aplicacao do programa VIGAEST com as solu-
¢oes tedricas, também sera verificada a convergéncia do méto-
do numérico aplicado (D.F.C.), em fungao do numero de nos dis

cretizados.
* Lxemplo A

A viga analisada possui as seguintes caracteristi-

cas: A =1 mz, Iz = 0,4 ma; IY = 0,3 ma; Kt = 0,01 mA;
IuJ = 0,19 mﬁ; ay =&, =0; E = 3 xlDlO N/mz; v = 0,2;
p = 2500 kg/mS. E uma viga reta com 25 m de comprimento,

cujas condigoes de contorno sao birrotuladas na flexao verti-
cal e horizontal, e birrotulada na torcao. A solucao pelo
método de D.F.C. utilizou uma discretizagao com 15 nds. O
carregamento externo pelo qual a viga &€ sujeita, esta mostra-
do na FIGURA I.4.1.

FIGURA 1.4.1 - Viga birrotulada com carregamen-

to estatico.
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Os resultados obtidos em termos de deslocamentos e
esforgos internos, pela aplicacao do programa VIGAEST, estao

relatados na Listagem A.

Para a viga da FIGURA 1.4.1, a solugao teorica do
deslocamento lateral, momento fletor no centro vao e cortan-

te maximo, € a seguinte:

3 )
P L 3
f - = —2 = 100000xc§3) = 0,003617 m,
BRR %8 EI, 48 x3x107°x0,3 |
P L
= = Z = M = 625000 Nm . |
Ymax |
4 4 .
P, 100000
Q .. = — = =222 = 50000 N .
max 2 2

Ja a solugao aproximada obtida da Listagem A, apre-

senta os seguintes resultados:

£ = 0,003654 m ,
aprox

My, = 625000 Nm ,
aprox

Q = 50000 N.
aprox

A diferenga entre a flecha teorica calculada no cen-
tro do vao e a aproximada (D.F.C.) € em torno de 1%. Quanto
ao momento fletor maximo e o cortante, a solucao tedrica @

identica a solugao numérica.



5

SININNNYY LISTAGEM A (LKL

% e 3 e e W P 6 D6 IEIE 2P Do K I W W W W

3 96 2 PRDPIIEDQDES DA SECAD TRANSVERSAL %X ¥

mmmEImIDITIDIDIEIS DI Pt b

Area da secao transversal:! |

Momento de inercia em rFelacao ao eixvo L .4
Momento de inercia em relacao ao a@ixo N2 o
Momento de inercia polar em torno do eixo X1 .04
Constante de empenamento: .19

Coordenada do centro de corte &m relacan ao @130
Coordenada do centro de corte em relacao ao &M

- rmImTIT NI DD IS IS E R IS SR IEERIE SR R IRInE EE

WX NN QRUPRIFDADES DO MATERIAL *%x%x*

Modulo de elasticidade longitudinal: 300¢QRQQ000
Modulo de elasticidade tﬂansversali 12500000000

Coeficiente de Poisson: .2
Massa especifica: 2000

#x%%% ALGUNS

mmmmmizmm T

DADOS

QQIQIONAIS e W B K

= it oAl S T g sy 2tie e st

Fiscrer ixacan sspaciall 1.78871426B8604387
Numero de trechos:

Compriments da viga curvalreta. 25

Raio de curvatura: 3D+30

%chdm vertical (apoio esquerdo)! rotulado
lexao vertical (apoio direito): rotulado
1ecan }ateral (apnio ssquerdo) ! rotulado
lexao Jateral (apoio direito): rotulado
Qrfxuuam. axial Capoio ssquerdo) ! restringido
Reslocan. axial (apoio direitol)! restringido
Tuludu (apoio ssquerdo): rotulade ) '
Torcao (aponio direito): rotulado

=
i
F
i

wAnk% %% Carregamento externo *EExxxn

No P Py Pz

A @ @ 7 ;
& 4 2 ? o
3 & o & &
A 2 @ @ @
+J @ @ @ s
) ] (] 7 @
{ e [0 & é
g 2 9 59999.99 0
19 0 b {; g;
- R ? & ¢
ia 9 Q % s
33 @ @ b q
T 2 2 4
18 & & o (*.

Mt

Fial

336 K e 3 I I 36 26 3 I I K D3N MM R KK

%%%%% UNIDADES: Newtons, Kg,Metros e Segundos *XRRX
»*n***%****1***x***********nnx***r*&*****kxn*x**x**

Fa

S

1.3:%



-
o

e e G TN O LR LI T e
TGS

s

b

=
G

Wni

L]

WS

Ll el ad St b S S R Ty

=
Q

e S e

=
e} A

P R e b e s g S

GERSTATES

138

kx%%%%% Deslocamentos nodais XEENNXX

X Y z *
2 ) . @
& o RO @
o ? 001518 0
@ & 002195 o
? ? iy gaict 2
& o 203242 @
& @ 003543 &
& ? Q03653 @
® ? 003543 ?
@ o LO03R42 @
? o LR02783 @
? 7 . 202598 @
2 o UGS o
2 2 LOPRTTE o
) 0 0 @

EARAAEA® Esforcos nodais internos %¥%xxx%%

NX MY MZ QY
@ Q @ ?
] ~89285.8 @ 2
o w1 /BE7 4.5 ? @
@ ~267857 .2 9 ?
@ ~357142.9 @ @
? ~446428, 6 ? 9
& ~939714.3 & @
D 629000 ? @
Q ~939714.3 @ %
] ~446428 .4 0 @
@ “BE7142.9 0 @
0 ~267857 .2 @ ?
9 2785715 @ o
a ~892285.8 B 2
@ ] L @
QZ TS KT BM
199292.9 ) ) ?
4909 O o o
44e9e. 2 0] o} i'»)
APPPD P @ & @
i Nty By TR ) @ 0
PR, G L @ &
g e o] %) @
& @ Ll @
=HO000 0 ] 0
=GQ0GY . ). 9 @ @
-30006, 1 o] ] o]
~50000 ., 1 ¢ @ Q
~J0000, 4 2 9 i
QARG . | @ @ %)
50900, 1 { 3] o



139

* Exemplo B

Neste exemplo, as propriedades da segao transversal
coincidem com as da viga elevada de um sistema de transporte
!

4
urbano: I_= 0,312 mo Iy = 0,4722 ma; K, = 0,0105 m ;

‘6 : ; 10 ., 2

Iw = 0,1975 m ; a, =0; ay =1,273 m; E = 3,55x10 N/m™;

v = 0,2; p = 2500 kg/mB. Seu comprimento € de 25 m, possuin-
do contornos birrotulados na flexao vertical e horizontal, e
biengastados na torcao. As forgas externas estao mostradas na

FIGURA I1.4.2, sendo que a viga foi discretizada com 19 nos
(DR B )l

70.000 N
Py= 76.000 N
Mt=30.000 N-m

FIGURA T.4.2 - Viga reta elevada de um sistema de trans-

porte urbano sob carregamento estatico.

Os dados e os resultados obtidos da viga, mediante
o uso do programa VIGAEST, ilustrada na FIGURA I.4.2, estao
apresentados na Listagem B, cujo deslocamento vertical, momen-

to fletor e vortante aproximados maximos, estao assim repre-
sentados:

fanrox = 05003703 m ,
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M, = 685000 Nam ,
aprox

Q = 108000 N ,
aprox

e os obtidos por solugao tedrica, assumem os seguintes valo-

res.:

P = 0,003686 m ,

max
M, - = 685000 Nm ,
max
Q - = 108000 Nm
max

Verifica-se uma diferenga na flecha ao redor de
0,5%; novamente neste exemplo, como no anterior, nao ha dife-
renca entre os momentos fletores e cortantes obtidos por so-

lucao numérica aproximada (D.F.C.) com relagao a solugao teo-

rica.
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* Exemplo C

Serao comparados, neste exemplo, os resultados de duas
vigas que possuem as mesmas propriedades da viga do Exemplo A,
sendo que a unica diferenga esta no raio de curvatura. Uma e
reta (raio infinito), e a outra possui um raio de 40 m, cor-
respondendo a um angulo interno de 35,81 graus. O comprimen-
to do arco da viga curva horizontal € igual ao da viga reta,

de 25 m.

Py'-' 100000 N
F;=IO0.000N . 125m _..T_

(A) Vy (B)

FIGURA I.4.3 = Viga reta (A) e curva (B) com carrega-

mento estatico.

Ambas as vigas 1ilustradas na FIGURA I.4.3 foram discretizadas
com 15 nés em D.F.C. Nas Listagens C e E-4 estao indicadas

as caracteristicas das vigas, assim como os resultados obti-
dos do preograma VIGAEST.

Observa-se que o deslocamente vertical no centro
do vao da viga curva é 2467 maior que o da viga reta; o momen-

to fletor ¢

3,4% maior; e o cortante maximo e 67 maior. Fica

tvidente, neste exemplo, que o raio de curvatura contribui de
forma significativa na resposta da viga com relacao a defor-

magao vertical mAxima.
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* Exemplo D

Este exemplo corresponde a uma ponte curva, analisa-
da por CHRISTIANO ® e utilizada como modelo experimental para
testes estaticos e dinamicos. A ponte curva esta ilustrada
na FIGURA 1.4.4, e suas propriedades sao as seguintes:

4
A = 19,758 cm’; I_ = 77,3358 euits I, = 913,628 cn s

119.38¢

—_———

FIGURA 1.4.4 - Viga (ponte) curva horizontal sob car-

regamento estatico-centro do vao.

K, = 1,9646 em®s T & 454,83 on’; L = 238,76 cuj

R = 243,84 cm; a =03 a =-2,7127 em; E = 277219 N/cmz;

. & y -
G = 103026 N/umz; e 0,00121798 kg/cm3. As condigoes de

contorno, consideradas na analise, foram rotuladas na f[lexao
vertical, horizontal e na torgao, em ambas as extremidades

da viga.

A analise estatica da viga da FIGURA 1.4.4 se fez
necessaria, neste caso, para se obter o valor do Coeficiente
de Majoragao Dinamica (C.M.D.), também chamado Coeficiente de
Impacto. Com a resposta dinamica do deslocamento vertical
maximo, obtido no exemplo do Capitulo 7, e com a resposta es-
tatica do deslocamento vertical maximo, obtido da Listagem D,

entao o coeficiente de Tmpacto & assim determinado:
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) . . — = 0,057944
a partir de: R m
maximo
e
. = 230 5
Ydinamico BaRRLE3Y &
maximo
chega-se ao
y a 0,0812
C.M.D. . = _est. max. _ D, 81230 _ 1,402 .
max

v o . ~ 0,057944
“din. max

Segundo CHRISTIANO o valor do C.M.D. miaximo calculado foi
em torno de 1,42, conforme FIGURA 1.4.5. Observa-se tambeém,
nesta figura, uma excelente correlagao entre os valores do
C.M.D. ao longo da viga, para os valores obtidos por CHRISTIA-

NO, e os do presente trabalho.

3.0

| R
‘ 1 | ) l : l
————~ Christiano(1969)

‘ : : ' ———— Programa VIGADIN
Viga Curva : :

|
o ) st (S 1‘ | A = | 1 s l = Sp———

2,5

Fator de Impacto -Desiocamentos y @ @

o] 0.1 0,2 0,3 OI.4 01.5 0:6 d.? C,8 0,9 1.0
Posi¢do da Carga, s/L

FIGURA I.4.5 - Valores do Fator de Impacto (C.M.D.).
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% Exemplo E

Neste exemplo, sera verificada a convergencia do mé-
todo de D.F.C., em fungao do nimero de nos discretizados (N),
efetuando a integracao numérica somente na coordenada espa-
cial s, utilizando para este objetivo o programa VIGAEST. A
viga a ser estudada € a mesma do Exemplo C, FIGURA 1.4.3 (A),
sendo que os resultados desta analise sao apresentados nas
Listagens E-1, E-2, E-3, E-4, E-5 e E-6, para discretizacgoes

em 9, 11, 13, 15, 17 e 19 nos, respectivamente.

No grafico da FIGURA 1.4.6, € apresentada a conver-
g@ncia do deslocamento vertical no centro do on, das varias

discretizacoes, para a solugao tedrica obtida por:

3 ;
e . oy 100000 (25)°

MR 48 EI, 48x3x10 V%0, &

0,00271267 m.

A convergencia & dada em funcao da diferenca percentual em re-

lagao a solugao de f
max

4
] |
&’ |
- i
2
o |
o .
QD » |
w“ ' | 4
]
(4 3
&
b |
<! =
Qa “Mhmmmmhhhhh“hlﬁ_-—
| |
: | |
o i |
9 11 13 15 17 1'9
Numero de Nds (N)
FIGURA

[.4.6 - Convergéncia do método de D.F.C. em funcao

do numero de naos discretizados.
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* Exemplo T

E, para finalizar, sera analisada a convergencia da
solugao numérica (D.F.C.) em uma viga reta com menores dimen-
soes em relagao a viga do Exemplo E. A viga mostrada na FIGU-

RA 1.4.7, possui as seguintes caracteristicas e propriedades:

4
A= 0,24 n° (0,3 x 0,8 m>); I, =0,0128 m'; 1= 0,0018 n';
10 2
Ly = 0; K, = 0,0072 m4; L =10 m; E = 2x10 N/m“; v=0,2;
p = 2500 kg/mj. Os contornos sao ambos rotulados na flexao

vertical e horizontal.

FIGURA 1.4.7 - Viga reta sob carregamento estatico.

A solugao teorica do deslocamento vertical no centro
do vao da viga (FIGURA I.4.7) & a seguinte:

3
e oy M s0000x(10)°

48 B1_ 48 x2x10'0 x0,0128

= 0,004069 m.

E os valores obtidos dos deslocamentos, utilizando o programa
VIGAEST, para discretizagoes em 9, 11, 13, 15, 17 e 19, sao
apresentados na TABELA T.4.1:
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TABELA I.4.1 - Convergéncia do método de D.F.C.

Numero de Deslocamento y| Diferenga em relacao a

nos aproximado foax

) (m) s

9 0,004196 3,0

il 0,004150 2,0

13 0,004125 154

15 0,004110 1,0

1% 0,004100 0,8

19 0,004094 0,6

00 0,004069 0,0

Comparando os resultados desta tabela com os resul-
tados do exemplo (FIGURA I.4.6), verifica-se que a convergen-
cia apresenta as mesmas caracteristicas 1isto &, a diferenga
percentual em relagao a solugao teodorica, para um mesmo nimero

de nos discretizados, € praticamente a mesma nos dois casos.
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[.5. Consideracoes Finais

Importantes conclusoes podem ser extraidas dos exem-
plos calculados e comparados nesta segao, pelo uso do meétodo
de Diferencgas Finitas Centrais (D.F.C.), na analise estatica

de vigas curvas horizontais.

A primeira diz respeito aos Exemplos A e B da segao
I.4. Em ambos, correspondentes respectivamente as Listagens
A e B, verificou-se que, independente do nimero de nds em que
a viga € discretizada, nao ha diferenga entre os momentos e
cortantes calculados pelo programa VIGAEST e os teoricos. A

diferenca é verificada somente nos deslocamentos.

No Exemplo C, constatou-se uma significativa influén
cia do raio de curvatura na resposta da viga em termos de des-

locamentos verticais.

Aproveitando a resposta dinamica da viga do Exemplo
A do Capitulo 4, e a resposta estatica do Exemplo D da segao
1.4, foi possivel comparar, através da FIGURA 1.4.5, a exce-
lente correlagao entre os fatores de impacto (C.M.D.) calcu-

lados por este trabalho e os calculados por CHRISTIANOa-

Ja nos Exemplos E e F, foi analisada a convergéncia
do método de D.F.C. para diferentes discretizacoes da viga.
Observando as diferengas percentuais entre os deslocamentos
caleulados pelo programa VIGAEST ¢ os teoricos, nos Exemplos
A (L5 nos * 17), B (19 nos + 0,5%), E ¢ F, pode-se concluir
que a convergéncia do deslocamento aproximado para o teorico,
mostrada na FIGURA I.4.6, se da somente em funcao do nimero
de nos discretizados (N), independente das caracteristicas

fisicas e geométricas da viga a ser analisada.
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