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Fundamentalmente, o p r e s e n t e  t raba lho  f a z  uma anã- 

l i s e  el8stica l inear  de  pontes ou v i g a s  curvas assimétricas de  s e ç ã o  

t r a n s v e r s a l  a b e r t a  e de parede f i n a ,  com p r o p r i e d a d e s  f i s i -  

cas, geométricas e ra io  de curvatura constantes ao l o n g o  d o  

e i x o  b a r i c ê n t r i c o .  Para tanto, utilizaram-se as equações d i -  

f e r e n c i a i s  de  VLASOV c o n s i d e r a n d o  o acoplamento e n t r e  as  de-  

formações n a s  direções vertical, t r a n s v e r s a l ,  a x i a l  d e  t o r c ã o  

nal. N a  s o l u ç ã o  do sistema de q u a t r o  equações com derivadas 

p a r c i a i s  f o i  u t i l í z a d o  um apropr iado  método numérico d e  in- 

tegração ( D i f e r e n ç a s  F i n i t a s  Centrais). 

A a n á l i s e  d i v i d e - s e ,  basicamente, em d o i s  t i p o s :  

análise DINÂMICA e ESTATICA. Arnbas s ã o  u t i l i z a d a s  também na 

determinação do coeficiente de i m p a c t o  (C.M.D.). A primeira 

refere - se  t a n t o  na determinação d a s  c a r a c t e r í s t i c a s  dinâmicas 

b á s i c a s  (f requências n a t u r a i s  e r e s p e c t i v o s  modos de vibração) .  

como também na determinação da r e s p o s t a  dinâmica da v i g a ,  em 

tensões e deformações, para cargas móveis a r b i t r á r i a s .  

V i g a s  com qualquer  combinasão das cond ições  d e  con- 

t o r n o ,  i n c l u i n d o  bordos  r o t u l a d o s  e engastados nas  três d i r e -  

$ Õ e s  d e  £ l e x ã o  e na t o r ç ã o ,  s ã o  c o n s i d e r a d a s .  

0s r e s u l t a d o s  da anslise t e ó r i c a ,  o b t i d o s  p e l a  a p l i -  - 
caçao  de programas computacionais implementados em microcom- 

p u t a d o r  (análise e s t á t i c a )  e no computador B-6700 (análise d i -  

n â m i c a ) ,  s i o  comparados tanto com o s  d a  bibliografia t é c n i c a  

como também com r e s u l t a d o s  experimentais, apresentando boa cor - 
r e l a ç a o .  
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ABSTRACT 

T h i s  work deals with l i n e a r  analysis o £  nonsyrmetric 

curved thin-walled bridges ar  beams w i t h  open c r o s s  section, 

with physical properties, geometry a n d  r a d i u s  o f  curvature 

c o n s t a n t  a l o n g  the c e n t r o i d a l  axis. VLASOV differential 

e q u a t i o n s  where u s e d ,  c o n s  i d e r i n g  the c o u p l i n g  b e t w e e n  

d e f  ormations along the  vertical, t r a n s v e r s a l ,  a x i a l  and tors ional 

d i r e c t i o n s .  

The central f i n i t e  difference m e t h o d  w a s  u s e d  to solve 
8 ,  

t h e  s y s t e m  o£ four p a r t i a 1  d i f f e r e p t i a l  equations. 

Basically two analyses w'ere p e r f o r m e d :  DINAMIC and 

STATIC. B o t h  were a l s o  u s e d  t o  o b t a i n  t h e  i m g a c t  coeficcient 

C D  The first analysis r e f e r s  t o  t h e  determination o £  

t h e  b a s i c  d y n a m i c  characteristics (natural frequency and 

v i b r a r i o n  modes )  , and the  determination o £  the  dynamic r e s g o n s e  

of t h e  beani, in s t r e a s e s  aad deformations, f o r  a r b i t r a r y  mobile 

l o a d s .  B e a m s  with any eombination o £  t h e  boundary conditions, 

i n c l u d i n g  pinned o? fixed ends on t h e  rhree  d i r e c t i o n s  o £  

torsion and b e n d i n g  w o r e  coniidered. 

A eamparison between the r e s u l t s  o £  t h e  theoretical 

a n a l y s i s ,  p r o d u e e d  by cornputer programs implemented in a 

microcomguter ( f o r  t h e  s t a t i c  a n a l y s i s )  and computer  E-6700 

(for t h e  dgnamic a n a l y s i s ) ,  and t h e  ones given in t h e  

referentes and a l s o  o b t a i n e d  experimentally s t i o w e d  a good 

c a r r e l a t i o n .  



Ao l ongo  das Gltimas décadas o s  engenhe i ros  p r o j e -  

t i s t a s  confrontaram-se com problemas para e n c o n t r a r  o s  a l i -  

n h a m e n t o s  das r o d o v i a s  e f e r r o v i a s  para cumprir as  n e c e s s i -  

dades de tráfego.  Esses  alinhamentos eram curvos e as vezes  

necessitavam de estruturas  em p o n t e s  curvas .  U m a  s o l u ç ã o  pa- 

ra  esse problema,  d e v i d o  as d i f i c u l d a d e s  de a n á l i s e ,  era  uti- 

l i z a r  pequenos segmentos  r e t o s  de forma que o conjunto  de  pe- 

quenas cordas forme o elemento curvo d e s e j a d o .  Essa s o l u f ã o ,  
- 

no e n t a n t o ,  nao  s e r i a  a mais econômica e nem a mais adequada 

p a r a  o p r o b l e m a *  A outra a l t e r n a t i v a  é f a b r i c a r  e executar 
... 

e l ementos  curvos  oferecendo,  entao, uma estrutura mais a t r a -  

t i v a ,  em t o d o s  o s  a s p e c t o s .  U t i l i z a n d o  e s t e  como e l e m e n t o  

e s t r u t u r a l ,  por conseqUência,  o E n g e n h e i r o  deve  conhecer  o 

comportamento e s t r u t u r a l  ( e s t ~ t i c o  e dinâmico) do e l e m e n t o  

curvo, assim cdma, a sua interação com o s i s t ema.  Isso, en- 

t r e t a n t o ,  e x i g e  Uaa inves t igação  de novos  c o n c e i t o s  e uma re-  

v i são  dos c o n h e c i m e n t o ~  jz  a d q u i r i d o s .  

A l é m  d i s s o ,  com o cresc imento  p o p u l a c i o n a l  v e r i  f i- 

cado  nes t e s  Ú l t i m o s  anos ,  e s p e c i a l m e n t e  n o s  g r a n d e s  centros  

( c i d a d e s  e c a p i t a i s ) ,  as d i f i c u l d a d e s  a s s o c i a d a s  com o t r á f e -  

go de v e í c u l o s  tornaram-se cada vez mais c r í t i c a s ,  necessi- 

tando de o u f t a a  doluções, d i f e r e n t e s  das de s u p e r f í c i e ,  para 

s u p r i r  a $&tdanda do ftansporte de pessoas, em geral. B a s i c a -  

mente ,  e x i 8 t e t i i  abas formas para r e s o l v e r  o p r o b l e m a :  ( a )  por 

vias SuGt~fH?iiedlí j (b] por v i a s  e l e v a d a s .  Essa Última s e  
.-; z m d g  tr& m i i s  via4+cli  g r i n t i p a l m e n t e  p e l o  b a i x o  c u s t o  de implan-  

tapa0 tia f k e i i i d a d e i  e rrpides  na execução. Com b a s e  n i s s o ,  

d siiffiiaãs @ ~ @ V P ~ U B  da tr%arito  r o d o v i i r i o  têm s i d o  propos- 

tos como um m e i o  de t ranspor te  de massa e m  áreas A 
v i a  e l evada  é, geralmente ,  composta p o r  uma sér ie  de 

e l ementos  p r e f  abr i cados  d i s p o .  tos, cada q u a l ,  s o b r e  l u n a s  



o u  p i l a r e s 1 s ,  c o n s t i t u i n d o  um c o n j u n t o  e s t r u t u r a l  e s b e l t o  e 

E1ex;vel.  E m  se t r a t a n d o  de vãos curvos, e s s a  flexibilidade 

p o d e  s e  tornar  c r í t i c a ,  acentuando ainda mais a n e c e s s i d a d e  

do e s t u d o  do comportamento d i n â m i c o  da v i a ,  quando e s t a  esti- 

ver  s u j e i t a  a cargas móveis. 

No e s c u d o  d a s  vibrações  a c o p l a d a s 7  em v i g a s  de pa-  

rede f i n a  e a b e r t a ,  os f a t o r e s  que de terminam e i n f l u e n c i a m  

no t i p o  de  acoplamento e s t ã o  diretamente r e l a c i o n a d o s  com: 

( a )  as c a r a c t e r í s t i c a s  d a  s e ç ã o  t r a n s v e r s a l  ( p o s i ç ã o  do cen- 

t r o  de  c o r t e ) ,  e ( b )  do s e u  eixo b a r i c ê n t r i c o  (reto o u  curvo). 

Se uma v i g a  de  seçao transversal assimétrica e s t á  i n d u z i d a  a 

v i b r a r  livremente, a v ibração  r e s u l t a n t e  & composta de ambos 

o s  e f e i t o s  de flexão e de torção. Em v i g a s  d e  eixo r e t o  e s s e  

a c o p l a m e n t o  d a s  v i b r a ç õ e s  d e  flexão e d e  t o r ç ã o  ocorre s e m -  

p r e  que o c e n t r o  d e  c o r t e  não  c o i n c i d e  c o m  O r e n t r o  d e  g r a -  

v i d a d e  d a  s e ç ã o  t r a n s v e r s a l .  

Cons iderando  a situação mais g e r a l  da v i g a  de e i x o  

reto, as v i b r a ç õ e s  de f lexáo nas  duas direções  p e r p e n d i c u l a -  

res  ly e 2) s ã o  acopladas  com as v i b r a ç õ e s  torcionais. Esse 

c a s o  é chamado d e  " t r i p l o  acoplamento" e é i l u s t r a d o  p e l a  s e -  

ç ã o  aberta mostrada na FIGURA l.l.l(a). 

r , . ,  ' . 
F ~ G U R A  i i i . 1  ; s r ~ ã r i  t r a i i a v e r s e i  da v i g a  com o s  três ca- 

h d l  k g p i c a a  de eeoplamento n a s  v i b r a ç õ e s .  

O p o n t o  "Oi '  r e p r e s e n t a  o c e n t r o  de  cor te  e o p o n t o  "C" o cen- 

tro d e  g r a v i d a d e .  



Quando a s e ç ã o  transversal d a  v i g a  t e m  u m  e i x o  d e  

s i m e t r i a ,  uma d a s  v i b r a ç õ e s  de flexão é i n d e p e n d e n t e  das ou- 

t r a s .  Esse r e s u l t a d o  ; o " d u p l o  acop lamento"  e n t r e  a s  o u t r a s  

v i b r a ç õ e s  de flexão e as vibrações  t o r c i o n a i s  , i l u s  trada  p e l a  

s e ç a o  a b e r t a  mostrada n a  FIGURA l . l . l ( b )  As v i b r a s o e s  de 

f l e x ã o  n a  d i r e ç ã o  "y" s ã o  a c a p l a d a s  com as v i b r a ç õ e s  t o r c i a -  

n a i s ,  a o  p a s s o  que na d i r e ç ã o  "z" a c o n t e c e m  i n d e p e n d e n t e m e n t e .  

F i n a l m e n t e ,  o c a s o  mais s i m p l e s  o r i g i n a d o  quando o 

c e n t r o  de corte e o centro  de gravidade  s ã o  c o i n c i d e n t e s ,  tal 

como para uma v i g a  I com d o i s  e i x o s  de s i m e t r i a ,  F I G U R A  1.1.1 

( c ) .  As duas v ibrações  de flexão e as v i b r a s õ e s  t o r c i o n a i s  

o c o r r e m  i n d e p e n d e n t e s  uma das outras. 

Por outro  lado, cons iderando  a viga de e i x o  curvo, 

o acoplamento das vibraFÕes e n t r e  a f l e x ã o  e a torção  aconte- 

ce i n d e p e n d e n t e m e n t e  d a  p o s i ç ã o  do c e n t r o  d e  c o r t e ,  ou s e j a ,  

q u a l q u e r  que  s e j a  a forma da s e ç ã o  t r a n s v e r s a l  d a  v i g a ,  a cur - 
vatura da m e s m a  resulta em v i b r a ç õ e s  a c o g l a d a s  e n t r e  a f l e  - 

xão v e r t i c a l  (direção y ) ,  horizontal ( d i r e ç ã o  z ) ,  a x i a l  ou 

l o n g i t u d i n a l  ( d i r e ç ã o  x) e t o r c i o n a l  ( d i r e ç ã o  do giro 8 ) .  Es- 

s e  "quádruplo" acoplamento d a s  v ibrações  e m  v i g a s  de e i x o  cur  - 
vo a d i c i o n a d o  aos e f e i t o s  d i n â m i c o s  a que a v i a  é s u b m e t i d a ,  

- 
d e v i d o  as cargas móveis, resultam e m  q u a t r o  e q u a ç o e s  a c o p l a -  

d a s  e n t r e  a flexão e a t o r ç ã o ,  que  d e t e r m i n a m  o movimento to- 

t a l  d a  e s t r u t u r a .  Elas foram inicialmente estudadas e d e f i -  

n i d a s  p o r  V L A S O V ~ ~  e, p o s t e r i o r m e n t e ,  u t i l i z a d a s  e a p l i c a d a s  

p o r  v á r i o s  a u t o r e s  d a  b i b l i o g r a f i a  t é c n i c a .  E n t r e t a n t o ,  um 

n ú m e r o  r e d u z i d o  de t raba lhos  c o n s i d e r a r a m  o c a s o  g e r a l  d e  

a c o p l a m e n t o ,  s e j a  pela des c o n s i d e r a ç ã o  d a  assime tria da s e ç ã o  

t r a n s v e r s a l ,  seja p e l a  d e ~ c o n s i d e r a ~ ã o  d a  c u r v a t u r a  d a  v i g a ,  

ou p e l a  f d i t d  d e  r eaursos  matemáticos e o u  computacionais pa- 

ra d a i i 2 i i s e .  

Y D Q  Is P I Ç B R E M B A C H ~ ~  ana l i saram o c a s o  mais g e r a l  d e  

d o a p l a ~ f i k o ,  a e n g l d o r i a d o  r v i g a  de e i x o  curvo e a s s i m G t r i c a .  

E n t r e  tanto, o estudo concen t rou - se  apenas  n a  d e  t e r m i n a ç ã o  

das f r e q u ê n c i a s  n a t u r a i s  e r e s p e c t i v o s  modos  de  v i b r a ç & ,  ç e n  - 
d o  q u e ,  o sistema d e  e q u a ç õ e s  d i f e r e n c i a i s  f o i  r e s o l v i d o  uti- 

l i z a n d o - s e  do m é t o d o  d o s  ~ l e m e n t o s  F i n i t o s .  
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ma d i n â m i c o  de v ibrações  l i v r e s  ( f reqUênc ias  e modos d e  vi- 

bração) também ana l i saram a r e s p o s t a  dinâmica da v i g a  d e v i d a  

a ação de  cargas externas móveis. Apesar de cons iderarem a 

v i g a  com eixo c u r v o ,  foi d e s p r e z a d o  o e f e i t o  das v ibrações  

a x i a i s  ou longitudinais. Ambos o s  Fasos  foram r e s o l v i d o s  p e -  

lo método de separação de variáveis utilizando para tal uma - 
aproximaçao com s é r i e s  de Four ier .  

RUTEMBERG'~ conceotrou o s e u  t r a b a l h o  na ob t e n ~ ã o  

das frequências  naturais e iodos d e  vibração, a d m i t i n d o  na  
I 

a n á l i s e  uma v i g a  assimétrica c o m  e i x o  curvo, m a s ,  cons ideran-  

d o  apenas o acoplarnento e n t t e  a flexão v e r t i c a l  e a torção. 
I 
I 

TAN e SHORE 
2 2 , 2 3  

obtiveram a resposta d i n â m i c a  de  

p o n t e s  curvas sujeitas a ação de cargas móveis com amplitude 

c o n s t a n t e  e c o n s i d e r a n d o  a seção  t r a n s v e r s a l  com d u p l a  s i m e -  

t r i a .  A d m i t i n d o  apenas  o acoplamento e n t r e  a flexão v e r t i c a l  

e a t o r ç ã o ,  e u t i l i z a n d o  o método de Di ferenças  F i n i t a s  Cen- 

t r a i s  na integração das equações d i f e r e n c i a i s  , e s s e s  a u t o r e s  

também estudaram o s  efeitos dos s e g u i n t e s  parâmetros: ( a )  d a  

r e l a ç ã o  e n t r e  a r i g i d e z  f l e x u r a l  e a t o r c i o n a l ;  (b) do raio 

de curvatura;  ( c )  da  v e l o c i d a d e  da c a r g a  móve l ;  ( d )  d a  r e l a -  

Ç ~ O  e n t r e  o s  p e s o s  da v e i c u l o  e da p o n t e ;  ( e )  d a  relação en- 

t r e  as  f r e q ~ e n c i a s  de  f l e x ã o  e a de  torção .  

SITORE e C B A U D H U R I ~ ~  l imi taram-se  a e s t u d a r  o c a s o  - 
das vibraç:es l i v r e d  acopladaa e n t r e  f l e x ã o  v e r t i c a l  e t o r ç a o ,  

d i r e c i a n a n d o  a a n ã l i a s  para  os e f e i t o s  d a  deformação p o r  cor- 

te e a i n é r c i a  r o t a t ó r i a  f l e x u r a l  nas freqUências  naturais de 

vibração  da v i g a  curva com d u p l a  s i m e t r i a  da s e ç ã o  t r a n s v e r -  

s a l .  

Por outpo l a d o ,  H E I N S  e OLEINfK 9 ~ 1 0  chegaram na s o -  

l u F í h i k & $ e a  O dinzmiea para uma ponte curva e m  v i g a  caixão. 

$aia esba  a i iq i i s e i  fd;  cons iderado que a s e s ã o  p o s s u i  dois 
ê i f b ~  de s i m e t r i a  e pua experimenta apenas duas deformações:  

d e s l e e a m a n t s  v e ~ t i c a l  e a g i r o  p o r  t o r ç ã o ,  

Considerando que há na b i b l i o g r a f i a  t é c n i c a  uma d i -  

v e r s i d a d e  de t raba lhos  r e l a c i o n a d o s  com a a n á l i s e  e s t á t i c a  e 



dinâmica de v i g a s  curvas h o r i z o n t a i s ,  e a i n d a ,  p e l a  i n v i a b i -  

l i d a d e  d e  enumerá-los no p r e s e n t e  t r a b a l h o ,  mesmo assim, quan - 
do necessário, e n c o n t r a - s e  n a  r e f .  r131  mais de 200 t r a b a l h o s  

r e f e r e n c i a d o s  sobre  o a s s u n t o .  

Um o u t r o  p r o b l e m a  que recentemente  t e m  r e c e b i d o  e s -  
1 1 , 1 2  

p e c i a l  a t e n ç ã o  é a i n t e r a ç ã o  d i n â m i c a  v e í c u l o - v i a .  Mes- 

s e  c , a s o ,  é considerado que as amplitudes  das cargas atuantes 

na i n t e r f a c e  v e í c u l o - v i a  s ã o  v a r i á v e i s ,  r e s u l t a n d o  e m  flutua- 

çÓes ocas ionadas  p e l a s  deforma$Ões  e l á s t i c a s  d a  v i a  e do veí- 

c u l o ,  e também, p e l a s  possíveis imperfe ições  ou i r r e g u l a r i d a -  

des d a  superfície de  rolamento. I n i c i a l m e n t e ,  no p r e s e n t e  

t r a b a l h o  é a n a l i s a d o  o compor tamen to  d i n â m i c o  d e  uma v i g a  re- 
f .  

ta de s e ç ã o  t r a n s v e r s a l  com d u p l a  s i m e t r i a  s u b m e t i d a  a c a r g a s  

mÕveis, e, em s e g u i d a ,  um e s t u d o  c o n s i d e r a n d o  a i n £ l u ê n c i a  da 

f l e x i b i l i d a d e  da v i a  nas  v ibrações  do v e í c u l o .  E m  ambos os 

c a s o s  é a d m i t i d o  apenas o deslocamento vertical da v i a ,  s e n d o  

q u e ,  o s e g u n d o  a n a l i s a  sistemas c o m  até d o i s  graus de l i b e r -  

d a d e  p a r a  o veículo ( v i b r a ç ã o  vertical e guinada). 

Como o o b j e t i v o  fundamental  do p r e s e n t e  t r a b a l h o  é o 

de a n a l i s a r  o c o m p o r t a m e n t o  de v i g a s  ou p o n t e s  curvas, assirné- 

t r i c a s  com s e ç ã o  t r a n s v e r s a l  de p a r e d e  f i n a  e aberta e curva- 

tura constante, utilizou-se para tal as equações  a p r o p r i a d a s  

de V L A S O V ~ ~  a c o p l a d a s  e n t r e  o deslocamento v e r t i c a l ,  h o r i z o n -  

t a l  o u  r a d i a l ,  a x i a l  o u  l o n g i t u d i n a l  e o t o r c i o n a l .  C o n s i d e -  

rando que n a  b i b l i o g r a f i a  técnica vários autores utilizaram- 

s e  d e s s a s  equações para  a solução dos mais d i f e r e n t e s  c a s o s ,  

e x a u r i n d o  p r a t i  camente o ques tionamento da contribuição de 

cada p a r c e l a  que as compõem, e c o n s i d e r a n d o  a c o m p l e x i d a d e  das 

mesmas, admitiu-se a p r i n c i p i o  como v á l i d a s ,  l i m i  tando-se  a p e -  

n a s  Pd v e r i f i c a r  e comparar o8 r e s u l t a d o s  como f o r m a  de ava- 

l i a r  a ~ f i c i ê n c i a  das r e s p e c t i v a s  equações .  

Dada Iti complexidade das e q u a ç õ e s  d i  £e renciais e n v o l -  

v idas  r i a  ariibbrie, p r i n c i p a l m e n t e  p e l o  acoplamento  e n t r e  as 
variáveis mencionadas acima, é p r a t i c a m e n t e  impossível o b t e r  

uma s o l u ç ã o  f e c h a d a  que s a t i s f a ç a  t a n t o  a s  c o n d i ç o e s  d e  e q u i -  

l í b r i o  como também as  cond içoes  d e  c o n t a r n o .  C o m  b a s e  n i s s o ,  



no p r e s e n t e  t raba lho  é d e s c r i t o  um método numerico de i n t e g r a -  

Fão ,  relativamente simples e de boa precisão, que r e s o l v e  si- 

multaneamente as  quatro equações d i f e r e n c i a i s  p a r c i a i s ,  e x i -  

g i n d o ,  para i s s o ,  métodos e programas computacionais e f i c i e n -  

tes que possam ser  i m p l e m e n t a d o s  em computadores velozes, pre-  

c i s o s  e com r e l a t i v a  c a p a c i d a d e  d e  memória .  C o m  b a s e  no que 

f o i  d i t o  ac ima,  na integração das equações d i f e r e n c i a i s  u t i l i -  

zou-se o método de Diferenças  F i n i t a s  Centra i s .  Por s e r  um 

método cond ic iona lmente  e s r á v e  1, é apresen tado  ao l o n g o  do 

t raba lho  um estudo d o  l i m i t e  c r í t i c o  de e s t a b i l i d a d e  (Dt,,) , 
chegando a uma s o l u F ã o  d i r e t a  para o c a s o  d a  f l e x ã o  em v i g a s  

retas e com d u p l a  simetria d a  seção t r a n s v e r s a l .  

Admitindo as h i p ó t e s e s  d e  v i g a s  com curva tura  cons-  

t a n t e ,  assimétrica, de parede  fina e a b e r t a ,  a mesma solução 

numérica e u t i l i z a d a  para o desenvolvimento de um médoto e f i -  

c i e n t e  d e  determinação dos s e g u i n t e s  c a s o s :  ( a )  da r e s p o s t a  

e s t á t i c a ,  (b) d a s  c a r a c t e r í s t i c a s  dinâmicas básicas ( f  requên- 

cias naturais e os r e s p e c t i v o s  modos de v i b r a ç ã o ) ,  ( c )  d a  

r e s p o s t a  dinâmica no c a s o  d e  cargas móveis a r b i t r á r i a s .  Os 

c a s o s  acima são  u t i l i z a d o s  tanto na comparação com os r e s u l t a -  

dos t e g r i c o s  d e  outros  autores como tambzm com o s  experimen-  

tais. ~ l é m  d i s s o ,  o primeiro e t e r c e i r o  c a s o s  prestam-se pa- 

ra a obtenção  do c o e f i c i e n t e  de ~ a j o r ã ~ ã o  ~ i n â r n i c o  (i.e., a 

r e l a ç ã o  entre  a resposta  dinâmica máxima e a e s t á t i c a  máxima) .  

O sistema d e  quatro equações d i f e r e n c i a i s  p a r c i a i s  

que  d e f i n e m  os  deslocamentos nas  direções v e r t i c a l ,  horizon- 

t a l ,  a x i a l  e a r o t a ç ã o ,  6 substitucdo por  um sistema e q u i v a -  

l ente  em Diferenças  F i n i t a s  Centrais em termos d a  p o s i ç ã o  no 

espaço  e i30 tempo. 

desconsid&rando as p a r c e l a s  que contêm d e r i v a d a s  te; 

p d r a i s  e cons iderando a s  c a r a a i  externas como e s t á t i c a s  nodais 

esui+alent@s, e h e g a - ~ e  na @ o ~ u $ k  do prob lema  estático - c a s o  

r a 3 ;  
P o r  outro  lado, admitindo-se amortecimento nulo, a 

h i p ó t e s e  d e  v i b r a ç õ e s  l i v r e s  ( s o l u ç ã o  homogênea do sistema d i s  
- 

c r e t i z a d o )  conduz a um sistema l i n e a r  d e  a u t o v a l o r e s ,  o q u a l  

permite determinar os modos e as f r e q ( l ê n c i a s  n a t u r a i s  
para 



qualquer combinação de bordos (engastados e ou rotulados). 

Finalmente, resolvendo o sistema c o m p l e t o  d e  quatro 
,., 

equaçoes  diferenciais p a r c i a i s ,  com amortecimento d o  t i p o  

v i s c o s o  ou de NEWTON e as quatro  componentes das cargas  e x t e r -  

n a s  correspondentes a cada  e i x o  d o  v e í c u l o ,  a solução numérica 

é o b t i d a  mediante um esquema d e  i n t e g r a ç ã o  e x p l í c i t o  e simul- 

tâneo sobre  a v a r i á v e l  e s p a c i a l  s e o t empo  - t. 

O s  programas de c o m p u t a ç ã o ,  r e f e r e n t e s  a o s  c a s o s  ( a ) ,  

(b) e ( c ) ,  geram automaticamente as equaçoes em diferenciais 

finitas d e v e n d o  o u s u á r i o  e s p e c i f i c a r  unicamente o n ú m e r o  de 

e l e m e n t o s  que  serão empregados na d i s c r e t i ~ a ~ ã o ,  além, é cla- 

r o ,  d o  conhecimento das características f í s i c a s  e geométricas 

d a  v i g a  e do veículo, com o que s e  c o n s e g u e  uma solução e f i -  

c i e n t e  e d e  b a i x o  custo computacional. 0s resultados obtidos 

s ã o  comparados c o m  dados experimentais e te8ricos existentes 

na b i b l i o g r a f i a  t é c n i c a ,  verificando-se a i n f l u ê n c i a  d a  curva- 

tura e d a  r i g i d e z  n a  amplificação dinâmica p a r a  cargas em 

m o v i m e n t o .  

Ao longo do t raba lho  s ã o  apresentados g r á f i c o s  d e  
A 

utilidade para  o engenheiro que n e c e s s i t a  estimar, como para-  

rnetro i n i c i a l  d e  p r o j e t o ,  os  s e g u i n t e s  casos: ( a )  as  f r e q u ê n -  

c i a i s  naturais de v i g a s  retas e c u r v a s ,  p a r a  â n g u l o s  de aber- 

c u r a  que var iam de O até 80 g r a u s ,  como função unicamente do 

comprimento - L d o  vão ;  (b) os  Coeficientes d e  ~ a j o r a ~ ã o  ~ i n â -  

mito r e - f e r e n t e s  a v á r i a s  Normas ~ n t e r n a c i o n a i s ,  incluindo-se 

e n t r e  elas a B r a s i l e i r a ,  neste c a ç o  também como função do vão 

L. - 



2 .  V I G A S  RETAS SUBMETIDAS A CARGAS E M  M O V I M E N T O  

2.1. ~ o n s i d e r a c õ e s  Pre l iminares  

s ã o  apresentadas  n e s t e  c a p í t u l c  s o luçÕes  de  d i v e r s o s  

problemas d e  v i g a s  re tas  s u b m e t i d a s  a cargas móveis, baseadas  

e m  h i p ó t e s e s  de comportamento l i n e a r  e s e ç ã o  uni forme d a s  

v i g a s .  O o b j e t i v o  p r i n c i p a l  é a obtenção  de expressoes f e c h a -  

das para a r e s p o s t a ,  que possam s e r  empregadas  poster iormente  

em e s t u d o s  referentes  às v ibrações  de  v e í c u l o s  em movimento. 

No caso mais c o m p l e x o ,  de barras  com s e ç ã o  v a r i á v e l  ou outras 

c o n d i ç õ e s  de sustentação, os  r e s u l t a d o s  a p r e s e n t a d o s  podem 

ser u t i l i z a d o s  como ponto  de p a r t i d a  para  a obtenção d e  solu- 

ções  a p r o x i m a d a s ,  segundo se sugere  na  s e S ã o  2.5.  O c o n t e ú d o  

a p r e s e n t a d o  n e s  t e  c a p í  tu10 foi e x t r a í d o ,  fundamentalmente ,  

d a  r e f .  [18]. 

2.2, V i g a  Reta .Sub,met ida  a Cargas Concretadas  e m  Movimento 

s e r ã  in ic ia lmente  c o n s i d e r a d o  o p r o b l e m a  de uma v i g a  

r@ t a  plana de comprimento L, submetida 2 ação de u m  c o n j u n t o  d e  car- 

gas concentradas  P. (t) que s e  d e s l o c a m  com v e l o c i d a d e  cons- 
J 

t a n t e  a o  l o n g o  da mesma, conforme F I G U R A  2 . 2 . 1 :  

F I G U R A  2 . 2 . 1  - Viga reta s u b m e t i d a  2 ação de  cargas  

e m  movimento. - 



A so lução gera l  do p r o b l e m a  p o d e  ser e x p r e s s a d a  na 

forma: 

na q u a l  y r ( x )  denota o modo natural normalizado - r de vibragão da v i -  
* 

ga, cuja f reqUência natural (em radianos/s) designar-s e-a w r . 
As funções  q,(t) vem dadas p e l a  expressão:  

s e n d o :  

onde x é o p o n t o  de  a p l i c a ç ã o  da c a r g a  P j ( t )  , n e s t e  caso  
j 

também funsão do tempo, devendo ser  s a t i s f e i t a  a c o n d i ç ã o :  

As equações precedentes são v á l i d a s  para:  a) s i s t e -  

mas com amor t ec imen to  n u l o  e b )  v i g a  i n i c i a l m e n t e  e m  repou-  

$ 0 .  Se a razão de  amortecimento c r i t i c o  p a r a  o modo - r fosse 

c,, em sistemas amortecidos,  a equação ( 2 . 2 . 2 )  deve s e r  s u b s -  

tituída por:  

na qual  5 w J1Zt) representa  s f requênc ia  amortecida do 
modo r .  

p ,  r 
- 

- - - 
2: 3 .  . ~ i g . ~ . . d i t . r o t ~ l k i d e  sob , A c i o  de Cargas de ~ m p l i t u d e  Constante  

Negte  caro oa modos e freqbências n a t u r a i s  não-amor- 
f e a i d a r  da barra8 e s b e l t a s  são: 

onde 

r T X  y r ( x )  = Ar sen (- 
L 1 

2 
*r 

= 2 

1 
P A L  - - sen ( 2 n r l ]  ' 2rr 



A d m i t i n d o  que a p r i m e i r a  c a r g a  e n t r a  na  barra  no ins - 
t a n t e  t = O ,  ter-se-á: 

A e q u a ç ã o  ( 2 , 2 . 3 )  f i c a :  

N a  e q u a ç ã o  ( 2 *  3 . 4 )  n ã o  d e v e m  s e r  i n c l u i d o s  t e r m o s  t a i s  que 

( V t  - aj) < O. 

A s o l u ç ã o  p a r a  uma Única c a r g a  na v i g a  (N=l) r e s u l t a :  

Po t ' ~ ~ ~ ~ ( t - 9  r m V V ~  n r ( t )  = - A ~ J ~  e s e n  ( 

r L 
( 2 . 3 . 5 )  

A a v a l i a ç ã o  da i n t e g r a l  na equação ( 2 . 3 . 5 )  é uma ra- 

refa que n ã o  oferece complicações, mas e x i g e  c o n s i d e r á v e l  t r a -  

b a l h o .  A s o l u ç ã o ,  o b t i d a  s e g u i n d o  um c a m i n h o  d i f e r e n t e ,  d e v i -  

do a FRPBA é: 

00 

C ., 
1 

{ r 2 ( r 2  - a 2 )  sen ( r v ~t ~ ( f 5  t t  = Y b  
2 2 1 

r = l  [r2 (= ' -a2 )  + 4a <,I L 



na qual  y o  denota o deslocamento no c e n t r o  d o  vão d e v i d o  a uma 

carga concentrada P a p l i c a d a  nesse ponto:  
O 

a s o l u ç ã o  i n d i c a d a  na equasão ( 2 . 3 . 6 )  é válida para O 5 t 2 T, 
sendo  T = L/V. Observa-se que o parâmetro a r e p r e s e n t a  a r e -  

l a ç ã o  e n t r e  a v e l o c i d a d e  V de deslocamento da força e a v e l o -  

c i d a d e  c r í t i c a  V para a q u a l  a respos ta  da  v i g a  apresen-  
cr' 

ta um va lor  máximo. Em aplicações a estruturas de p o n t e s ,  ve-  

r i f i c a - s e  usualmente  que a << 1, i s t o  é, a v e l o c i d a d e  de mo- 

v imento  d a  carga ; muito i n f e r i o r  2 v e l o c i d a d e  c r í t i c a .  Neste 

c a s o ,  v e r i f i c a - s e  também que: 

U m a  aproximação s a t i s f a t ó r i a  para  o deslocamento d a  

v i g a  r e s u l t a  da retenção de  unicamente o p r i m e i r o  termo na 

equação ( 2 . 3 . 6 )  : 

O p o f i t d  de a p l i c a ç ã o  da  carga ( x = V t )  e x p e r i m e n t a  

um des locamento  v e r t i c a l :  

- 
y < v t ,  t) = y o  2 .rr Vt sen (- 1 

L 

As s o t u ç Ó e s  aproximadas (2.3.10-11) p o d e m  s e r  gene-  

r a i i a a d a a  ao caso de v á r i a s  cargas ,  da s e g u i n t e  maneira: 

deslocamento d e v i d o  a P - 
1 ' 



deslocamento d e v i d o  a P j ' 

onde  a função  s a l t o  u n i t ã r i o  U ( t - a , / V )  f o i  i n t r o d u z i d a  p a r a  
J 

c o n s e g u i r  que y .  (x, t) seja n u l a  para t < a .  /V. 
J 3 

Consequen temente  : 

nx 
N 

y ( x ,  t) = y o  sen (-1 sen [i(Yr; ] C ( t  - a j / Y )  , ( I .  3 - 1 4 )  
L j =O 

na q u a l  a = O .  O ponto de a p l i c a ç ã o  da primeira carga expe -  
o 

r imenra  a deflexão: 

* Vt) + çen E) s e n  y ( V t ,  t) = y Isen {- r"'"':'' 1 ~ ( r - a l  /V)+. . . I .  
L L 

2 . 4 .  V i g a  B i r r o t u l a d a  sob A ~ ~ O  de uma Carga ~ a r m Ô n i c a  

será  a g o r a  c o n s i d e r a d o  o c a s o  em que a f o r ç a  PIt) 

apresenta uma var iação  da forma: 

P(t) - Po sen (Qt) . 

~ e v e r á  e n t ã o  s e r  avaliada a i n t e g r a l :  

P t -r ,  w ( t -T)  
O e r r 

i ir<t) = - i sen(R?) s e n  (T ' vt) s e n  

r o L 
(2.4.2) 

cuj  a s o l u ç ã o  e s t á  também d a d a  por FRPBA , Quando a ve  l o c i d a -  

d e  V é B d i x a  em i e l a g ã a  e v e l o c i d a d e  c r í t i c a  Ver, é admis- 

szvei d re tenção  d b  do pr ime iro  termo d a  s é r i e  ( 2 . 2 . 1 1 ,  o b t e n -  

do-s e : 



-r; plt I 71 X 
Ti Vt) - e 2 [ c o s ( ~ r )  cos (- .os p e )  1 s e n  - 1  i 

Lc? L L 

na q u a l ,  a d m i t i n d o - s e  pequeno amartecimento, 

serã o b t i d a  agora uma expressão aproximada para  o deslocarnen- - 
to d o  p o n t o  A de a p l i c a ç ã o  d a  carga, na situaçao C >> 1 e 

C 1, i s t o  é,  l o n g e  da  r e s s o n ã n c i a  e para  b a i x o  amortecimen- 

to: 

2.5. S o l u S ~ e ç  Aproximadas para Vigas  com Momento de ~ r i é r c i a  

v a r i á v e l  

kk equagges ( 2 . 3 . 6 )  e ( 2 . 4 . 3 )  e x p r e s s a m o s  d e s l o c a -  

dentb8 r e g u l t a n t e s  para uma c a r g a  móvel de a m p l i t u d e s  c o n s t a n -  

E@4 e reat v e ã i a $ i a  hermgniea, respec t ivamente .  Ambas e s t ã o  

b a s e a d a s  na h i p ó t e s e  de que o s  modos d e  v ibração  e as freqllên- 

cias naturais da b a r r a  e s t ã o  dados p e l a s  equações  ( 2 . 3 . 1 - 2 ) .  

N u m  c a s o  g e r a l ,  de uma viga b i r r o t u l a d a  com rnomen to d e  i né r -  



c i a  var iáve l ,  p o d e - s e  a d m i t i r  que as  equações (2.3.6) e 

( 2 . 4 . 3 )  c o n s t i t u e m  aproximações satisf a t Ó r i a s  das s o l u ç õ e s  

e x a t a s ,  s u b s t i t u i n d o  nas  mesmas sen( r IT V t  
L 1 por y r ( V f ) .  

f 7 1 X  
Sen( L ) por y r ( x ) ,  e levando e m  c o n t a  q u e  wr 

d e -  

n o t a  a f r e q o ê n c i a  n a t u r a l  a s s o c i a d a  ao  modo - r de vibração.  



3 .  V I B R A Ç Õ E S  I N D U Z I D A S  EM VEICULOS P E L A  F L E X I B I L I D A D E  DA V I A  

3.1. Concei tos  ~ á s i c o s  

Os des locamentos  da v i g a  o u  e l e m e n t o  de sus tentação  

de um veículo, podem induzir no mesmo v ibrações  verticais, de 

rolamento, e tc , ,  as q u a i s  a t ingem valores máximos para veloci- 

dades designadas, genericamente, como v e l o c i d a d e s  c r í t i c a s .  

são  a p r e s e n t a d a s ,  a s e g u i r ,  soluSÓes aproximadas,  v á l i -  

das para b a i x a s  v e l o c i d a d e s ,  i s t o  é,  não m u i t o  prÓximas as ve- 

l o c i d a d e s  c r í t i c a s .  Admite-se t a m b é m  que os  denlocarnen t o s  n o s  

p o n t o s  de sustentação do m o d e l o  do v e í c u l o  s ã o  iguais aos des- 

locamentos da v i g a  de apo io .  Essa h i p ó t e s e  é, em g e r a l ,  s a t i s  - 

f e i t a  no caso dos deslocamentos v e r t i c a i s ,  m a s  deve s e r  rnodi-  

f i c a d a  no caso dos deslocamentos l a t e r a i s .  Com e f e i t o ,  os 61- 
t i m o s  e s t ã o  l i m i t a d o s  p e l a s  forças  d e  atrito conduzindo a f o r -  

mulações não l i n e a r e s  e ,  no c a s o  d e  v e í c u l o s  f e r r o v i á r i o s ,  e s -  

t ã o  c o n d i c i o n a d o s  a i n d a  p e l o s  fenômenos d e  i n t e r a ç ã o  r o d a - t r i -  

l h o ,  o s  quais n ã o  serão cons iderados  n e s t e  c a p í t u l o .  Como na 

c a p i t u l o  2,  e s s e  c a p í t u l o  também foi e x t r a í d o  da  r e f .  [l8] 

3 . 2 .  Sistema de um Grau de  L i b e r d a d e  V e r t i c a l  que Atravessa  

uma V i g a  B i r r o t u l a d a :  Pequenas Os ci l a sões  

Será i n i c i a l m e n t e  c o n s i d e r a d o  o p r o b l e m a  de um s i s t e  - 
ma d i n â m i c o  de massa e freqUência w com um s 8  grau de  l i -  

O 

berdade v e r t i c a l ,  d e s i d d a t i d o m a e  com v e l o c i d a d e  V ao l ongo  de  

uina Garra b i r r o k t i l a d a ,  Sobre a v i g a  atua  o peso do sistema mg, - 
ha i s  as f i u t ù a s d e $  p f b d u a i d e b  ao redor do mesmo p e l a s  v i b r a -  

F u d b  ~ W B U B ~ ~ P O  no V I ~ C U I O ~  Nosti seção  serão d e s p r e z a d a s  es- 
s a s  i l t i m a s ,  a d m i t i n d o - s e  e m  conseql lênc ia  que o movimento ver -  

t i c a l  do p o n t o  de  a p l i c a ç ã o  da carga é p r o d u z i d o  unicamente  pe - 
10 peso do veiculo .  Este deslocamento pode s e r  c a l c u l a d o ,  para 

v a l o r e s  b a i x o s  de a, p e l a  equação (2.3.10): 



FIGURA 3.2.1 - Sistema de 1 grau de l i b e r d a d e  des locando-  

s e  através de uma v i g a  b i r r o t u l a d a .  

A equação de movimento do s i s t e m a  resulta: 

m + p u + k ( u - p )  = 0 

Se o des locamento  e v e l o c i d a d e  i n i c i a i s  u ( 0 )  e u(0) são  n u l o s ,  

a s o l u ç ã o  pode s e r  o b t i d a  p e l a  i n t e g r a l  d e  convolução:  

'L t - S O ~ O ( t - - r )  
u ( t )  = - - (  e s e n  (- sen 

Po O L ( 3 . 2 . 4 )  

na q u a l  Po  * d e n o t a  a razão de amortecimento 
O 

c r í t i k d  dd v e í c u l o :  



- - -  . . . -- - L . . .  . 
- - - - - -  

3 . 3 .  S i s t e m a  de um Grau de L i b e r d a d e  V e r t i c a l  que A t r a v e s s a  

uma s é r i e  de Vigas B i r r o t u l a d a s  

Resu l ta  agora de in t ere s se  a s o l u ç ã o  d o  problema de 

o s c i l a ç õ e s  v e r t i c a i s  de um v e í c u l o ,  idealizado por  meio de um 

sistema de um grau de l i b e r d a d e  v e r t i c a l ,  que s e  move com ve- 

l o c i d a d e  V ao  l o n g o  de uma l i n h a ,  formada p o r  v i g a s  b i r r o t u l a -  

d a s ,  de acordo com o esquema da F I G U R A  3 . 3 . 1 .  

FIGURA 3 . 3 . 1  - v e í c u l o  de  um grau de l i b e r d a d e  

sobre viga múltipla. 

N o  c a s o  em c o n s i d e r a ç ã o ,  a e x c i t a ç ã o  também pode 

s e r  representada p e l a  equação ( 3 . 2 . 1 1 ,  mas deve s e r  l eva da  e m  

cons ideração  a p e r i o d i c i d a d e  da mesma. No e s t a d o  estacionário 

a equação d e  movimento s e r á  também dada  p e l a  equação ( 3 . 2 . 3 1 ,  

porém agora y(t) é uma função com p e r í o d o  T = L / V .  

Expressando a equação ( 3 , 2 . 1 )  da forma: 

Conclui-se  que a e x c i t a ç ã o  do veículo é harmônica, 

cdih f reqüênc ia  ( 2 n ~ ) / L  e amplitude y o / 2 .  O deslocamento 

( m P I i k ~ d e )  a b e a l u t o  do v r ~ c u l o  será então: 



V . A a m p l i t u d e  da carga f l u t u a n t e ,  por ou- na q u a l  E, = L 
O 

t r o  l a d o ,  & i g u a l  a: 

A qual  pode também s e r  e s c r i t a  como segue: 

2 ( m / M )  ( ~ _ / w , ) ~  c2 

onde : 

M = P AL é a massa t o t a l  da v i g a .  

w 1 = frequência fundamental  d a  v i g a .  

3 . 4 .  S i s t e m a  com um Grau d e  Liberdade V e r t i c a l  Deslocando-se  

ao Longo d a  Viga ~ Ú l t i ~ l a  I m p e r f e i t a  

s e r ã  c o n s i d e r a d o  agora o c a s o  e m  que o p e r f i l  v e r t i -  

c a l  da v i g a  a p r e s e n t e ,  com r e s p e i t o  a uma linha reta, uma d i -  

f e r e n ç a  z(~). A equação de movimento do sistema ( 3 . 2 . 3 )  to- 

ma a forma: 

N a  e q u a ç ã o  ( 3 . 4 . 1 )  e s t á  i m p l í c i t a  a h i p ó t e s e  de que 

as de£ l e x õ e s  da v i g a  p r o d u z i d a s  p e l a s  v ibrações  do v e í c u l o  são 

d e s p r e z E v e i s .  Considerando-se  a l i n e a r i d a d e  do sistema, p o d e -  

s e  o b t e r  a solução d a  equação: 

indepèndentemente  da s o l u ç ã o  da equação ( 3 . 2 . 3 )  , para adicio- 

nar  posteriormente as r e s p o s t a s ,  

O & t o d o  da a n ã l i a e  d e p e n d e r á  das c a r a c t e r í s t i c a s  e 

d a  d e f i n i ç ã o  de  z(x). C o m  efeito, as i m p e r f e i s Õ e s  p o d e m  s e r :  

a) osci laçÓes a l e a t ó r i a s ,  o r i g i n a d a s  na cons c r u ç ã o ,  b )  p e r -  

turbações  r e g u l a r e s ,  por exemplo; d e s c o n ~ i n u i d a d e s  nos  tri- 



l h o s ,  c )  ondulações  regulares, com um comprimento de onda de- 

f i n i d o ,  p r o d u z i d o s  p o r  e f e i t o s  t é r m i c o s  nos t r i l h o s .  

3.5. v e í c u l o  com Dois Graus de Liberdade  

Cons idere-se  agora um v e í c u l o  com d o i s  eixos, que se 

d e s l o c a  com v e l o c i d a d e  V sobre uma v i g a  b i r r o t u l a d a ,  de acordo 

com o esquema de cargas i n d i c a d o  na FIGURA 3.5.1. 

FIGURA 3.5.1 - Diagrama de  cargas .  

Deeignsnde com A e B os pontos de a p l i c a ç ã o  das 

cargas c o r i e s p m d e n t e s  aos e i x o s ,  v e r i f i c a - s e  que os corres- 

pondeílteo dealocaaentos vem dados por: 

fiar i j t i i i i h  u ( k a k , )  danata e f u n ç i o  passo u n i t á r i o ,  d e f i n i d a  
como U(c-ta) = O  s e  t < t a ,  ~ ( t - t , ) = l  s e  t l t a ,  e 

w = nV/L. Por o u t r o  l a d o ,  ta = a/V e t = L/V, s e n d o  L > a 
C 

o 

kt - ~ ! : i & ,  ..$> ir. a r i , ;  ,, ).:i * ... .. . 



A s  c a r a c t e r í s t i c a s  bás icas  e dimensões  do modelo do 

v e z c u l o  e s t ã o  representadas  na F I G U R A  3 . 5 . 2 .  

FIGURA 3.5.2 - ~irnensões do v e í c u l o .  

Se f o r  admitido que o des locamento  h o r i z o n t a l  das 

massas e s t á  r e s t r i n g i d o ,  ter-se-iam d o i s  modos não-acoplados 

de vibração:  

a v i b r a ç ã o  v e r t i c a l :  f requênc ia :  

a guinada:  freq8etncia: 

S o b  as  h i p o t e s e s  simplificativas i n t r o d u z i d a s ,  a 

r e s p o s t a  pode ser  determinada independentemente  para cada mo- 

do. A equasão que d e f i n e  as o s c i l a ç õ e s  v e r t i c a i s  é idêntica 

2 equação  ( 3 . 2 * 3 ) ,  com y i g u a l  2 médi,a de Y A  e Y g r  s e g u n d o  

a s  equaçÕed ( 3 . 5 . 1 - 2 ) :  

1 2 2 Y = - Y+,{ [ ~ ( t )  u(t-tg)] Ben ( w C t )  + [u(c-ta) + ~ ( t - t  -t ) ]  sen Ec(t-t,)] 
2 a o 

Por outro l a d o ,  a equação de movimento do segundo  modo é: 



s e n d o  no caso  em cons ideração :  

Quando o v e í c u l o  des loca- se  sobre vãos mÚltiplos, e 

n e c e s s á r i o  e f e t u a r  a expansão das equações (3.5.3) e (3.5.5) 

em séries de Fourier .  Os d e t a l h e s  do procedimento subsequen-  

te de so lução  são bem conhecidos ,  e não serão discutidos a q u i .  

~ o n v é m  Lembrar, porém, que as equações (3.5.3) e (3.5.5) s ã o  fun - 
ç õ e s  per iód icas  de - t, com período T = L / V .  Deve-se v e r i f i c a r  

também que: 

F i n a l m e n t e ,  as expressões  ( 3 . 5 . 3 )  e (3 .5.5)  devem s e r  m o d i f i -  

cadas ,  pois o deslocamento v e r t i c a l  do ponto  B a n t e s  de e n t r a r  

no vão em considerasão n ã o  é zero, como i n d i c a  a equação 

( 3 . 5 . 2 1 ,  já que a roda B está então no vão precedente .  Com 

e f e i t o ,  as equações ( 3 . 5 , 2 ) ,  ( 3 . 5 . 3 )  e (3.5.5) devem s e r  s u b s  - 

ti t u í d a s  por:  

ry = - 2 2 {sen ( w c  r )  + s e n  [uc(t-C,)] + 

2 Yo 



3 . 6 .  Exemplos de  ~ ~ l i c a ~ ã o :  Sistema com dois Graus de  

L i b e r d a d e  

Será considerada agora a so lução  numérica do m o d e l o  

de  d o i s  graus de l i b e r d a d e  d i s c u t i d o  na s e ç ã o  3 . 5 .  A d m i t e - s e  

que o v e í c u l o  s e  d e s l o c a  com v e l o c i d a d e  uniforme ao longo de 

uma s é r i e  i n f i n i t a  de  vãos múltiplos. Nesse c a s o  os d e s l o c a -  

mentos v e r t i c a i s  d o s  p o n t o s  A e B s ã o  dados  p e l a s  equações 

(3.5.1) e ( 3 . 5 . 7 1 ,  respectivamente, v á l i d a s  no i n t e r v a l o  

(O, T), com T=L/V. O deslocamento r e l a t i v o  e o giro - 0 

do veiculo não e s t ã o  a c o p l a d o s ,  d e f i n i n d o  nas  equações  ( 3 . 3 . 8 )  

e ( 3 . 3 . 9 )  as exc i tações  das r e s p e c t i v a s  equações d i f e r e n c i a i s .  

Os parâmetros adotados no exemplo s ã o  os s e g u i n t e s :  

Comprimento  do vão: L = 25 m; 

a Deslocamento e s t á t i c o  devido a P n o  c e n t r o  do vão: 

Yo 
= 2 mm; 

i ~ i s  tância entre rodas:  

Massa total do v e í c u l o :  m = 4 5 0 0  kg; 

6 
R i g i d e z  das molas: k = 1,4 x 10 N / m ;  

7 r R i g i d e z  t o r s i o n a l :  kn = 1,26 x 10 N ;  

a I n é r c i a  r o t a c i o n a l :  I a  = 54240 k g m ;  

Amortecimento (nos .  dois modos): C. = 0 , l O .  

Observe-se que w = fi = 1 7 , 6 3  radjs e que 
O 

w = JLn/IB = 15,24 r a d / a .  As funçÓes i n d i c a d a s  p e l a s  equa- 1 
çÕes ( 3 . 5 . 8 - 9 )  foram e x p a n d i d a s  em sér ie s  de P o u r i e r ,  s e n d o  

r e t i d o s  15 termos nas  r e s p e c t i v a s  e x p r e s s õ e s .  

A H I G O I ~ A  3'6.1, p o r  outro  lado, r e p r e s e n t a  a v a r i a -  

d o s  desldcamentoa t e l a t i v o s  ( p a r t e  flutuante) máximos e m  

A e B ;  p a r a  v e l d c i d s d e 8  de a t é  350  km/h .  Ex i s t e  uma região 
c r ~ k i c a  claramanta v f a ~ v i a l ,  a r  f a i x a  e n t r e  2 0 0  e 280 km/h.  

OS deslocamentos o b t i d o s  n a  p r e s e n t e  s o l u ç ã o  não s ã o  v á l i d a s  

na p r o x i m i d a d e  dessa  f a i x a ,  jã que o e f e i t o  das £ l u t u a ç õ e s  de 

carga do v e í c u l o  nas  deformaçÓes d a  v i g a  n ã o  é l evado  e m  con-  



F I G U R A  3 . 6 . 1  - Resposta  dinâmica d a  v i g a  r e t a  

s u b m e t i d a  a cargas  mÕveis. 



ta. Essa s i m p l i f i c a ç ã o  não i m p e d e ,  porém, a i d e n t i f i c a ç ã o  da  

região c r í t i c a .  V e r i f i c a - s e ,  também, que para V < 100 k m / h ,  

o s  deslocamentos r e l a t i v o s  são i n f e r i o r e s  a 0,25. 



4 .  ~ ~ ~ T O D O  NUMERICO UTILIZADO N A  Ç O L U Ç Ã O  DAS EQUAÇÕES DE 

M O V I M E N T O  DA V I G A  

4 . 1 .  cons iderações  Fundamentais 

Nos casos onde as equações d i f e r e n c i a i s  não podem 

ser  i n t e g r a d a s  em forma f e c h a d a ,  o recurso  usado  para solu- 

c i o n á - l a s  s ã o  o s  métodos numêricos. Este  c a s o  a c o n t e c e ,  p o r  

exemplo,  quando um s i s t ema massa-mola é e x c i t a d o  p o r  uma f o r -  

ça  que não pode ser expressa p o r  funções ana1;t icas  s i m p l e s ,  

ou quando a força é dada  grá f i ca  ou numericamente a p e n a s .  

A in tegraçáo  numérica é um p r o c e s s o  p e l o  q u a l  a 

equação d i f e r e n c i a l  de movimento é resolvida progressivamente 

e m  incrementos de t e m p o ,  p a r t i n d o  de um tempo i n i c i a l  no q u a l  
C 

s ã o  c o n h e c i d o s  à v e l o c i d a d e  e o des locamento .  A s o l u ç ã o  e 

aproximada, mas* 5 medida que o i n t e r v a l o  d e  t e m p o  (Dt) é re- 

d u z i d o -  o r e s u l t a d o  s e  aproxima da solução e x a t a .  

Na l i t a r a f u r a ,  e x i i r e m  numerosos mgtodos  numéricos 

possIveis para se re so lver  as equações d i f e r e n c i a i s  que gover-  

nam o moviidento d a  e s t r u t u r a .  Dentre eles p o d e - s e  c i t a r :  
2 6 E l e m e n t o s  F i a i t a s  , Diferenças ~ i n i t a s '  " , C o e f i c i e n t e s  

Inde terminados  2 1 ' 2 2 ,  Séries de ~ o u r i e r ~ '  e separação d e  

~ a r i á v e i s ~ ' ~ ,  e n t r e  outros .  

Visendo a d i s t i n g u i r  a l g u n s  métodos,  toma-se como 

comparasia os d e  ~ i f e r e n ç a s  F i n i t a s  e c o e f i c i e n t e s  ~ n d e t e r m i -  

nados ,  seiido e s t a s  os mais u t i l i z a d o s  p e l a  b i b l i o g r a f i a  t é c -  

niE$;  ~ d k d  6 i g ~ a d à  de Diferenses F i n i t a s  é n e c e s s á r i o  e s t a -  

b e l g c k r  4 h ù # b s i g &  pd@ hs cargas atuam somente em uma rede 

dè P @ d i a §  h enqi iantd qur, no método doa C o e f i c i e n t e s  I n d e t e r -  

m i o P 8 8 i i i ,  d8vaur@ k i r  ilgum conhecimento mais avançado do com- 
portamento do s i s t e m a  de cargas. Nos dois métodos  é necessã -  

r i o  r e s o l v e r  um s i s t e m a  de equações a l g é b r i c a s  simultâneas. 



0 s  méri tos  dos vários m é t o d o s  estão r e l a c i o n a d o s  aos  

erros e a convergênc ia  de cada processo .  

Neste t r a b a l h o ,  a p l i c o u - s e  uma s o l u G ã o  numérica das 

equações d i f e r e n c i a i s  de movimento por  Diferenças  Fini tas Cen- 

t r a i s .  

4 . 2 .  ~ p r o x i r n a ~ ã o  dos Operadores D i f e r e n c i a i s  por Diferenças  

Fini tas Centrais 

N e s t e  método, as equações d i f e r e n c i a i s  e s u a s  c o n d i -  
* 

ç Õ e s  de contorno s ã o  s u b s t i t u E d a s  pelas equaçoes de D . F . C .  

correspondentes. Isso r e d u z ,  e n t ã o ,  o p r o b l e m a  a um grupo de 
- 

e q u a ç o e s  a l g é b r i c a s  simultâneas, que podem ser  r e s o l v i d a s  pe- 

lo computador d i g i t a l  a cada i n t e r v a l o  de tempo Dt. 

Para a a p l i c a ç ã o  do m é t o d o ,  a v i g a  curva o u  reta é 
d i s c r e t i z a d a  em uma malha com N nós, conforme F I G U R A  4 . 2 . 2 .  

1 2 3 4 - - 
CONTORNO 
ESQUERDO 

-- 
CONTORNO 
DIREITO 

F I G U R A  4 . 2 . 1  - ~ i s c r e t i z a ~ ã o  e s p a c i a l  d a  v i g a  em Di- 

ferenças F i n i t a s  C e n t r a i s .  

Onde Ds = L 
sendo L o comprimento d a  viga curva ou re- 

ta. 

A base da s o l u ç ã o  numérica é essencialmente a de s e  

o b t e r  os  v a l o r e s  numéricos da i n t e g r a l ,  a s e r  d e t e r m i n a d a  nos 

pontos  d i s e ~ e t i a a d o s  ao longo d a  coordenada e s p a c i a l  3 e no 

e i i d  dd tempo, simult&fieamence. Nesse s e n t i d o ,  o s  operadores  

d i f e r k r i c i a i s  s ã o  apfoximadoa de um c e r t o  número de termas na 

dkpansao ae T A Y L O R ,  na qual 
Xi+l e Xi_l, em termos dos pon- 

e o s  pivotiais, s ã o :  
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F I G U R A  4 . 2 . 2  - ~ e t z c u l a  no p l a n o  s - t  adotado na s o l u ç ã o  p o r  

meio de Diferenças  F i n i t a s  C e n t r a i s .  

A s  d e r i v a d a s  de ordem s u p e r i o r  s ã o  d e d u z i d a s  e m  f u n -  

Ç ~ O  d a s  d e r i v a d a s  de p r i m e i r a  e segunda o r d e m ,  q u e  s a o  a s  epua - 
ções ( 4 . 2 . 3 ) ,  ( 4 . 2 . 4 )  e ( 4 . 2 . 5 ) ;  então: 

Da mesma forma,  

Por ò i i f r e  l a d o :  
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i - i .  j h 

F I G U R A  4 . 2 . 3  - Operadores de p r i m e i r a  ordem e m  ~ i f e -  
renças  ~ i n i  t a s  ~ e n  t r a i s .  



F I ~ U A A  4 . ~ ~ 4  Oporadorei de  primeira o r d e m  em D i f e -  

renças  F f n i t a s  C e n t r a i s ,  



~ $ b u f A  & * i , $  - Operadores de p r i m e i r a  o r d e m  e m  ~ i f e -  

r e n ç a s  P i n i t a s  Centrais. 



F I G U R A  4 . 2 i 6  - O p e r a d o r e s  d e  p r i m e i r a  ordem e m  Di- 

ferengae  Fi ni t a s  Centrais. 



4 . 3 .  ~ ~ l i c a ç ã o  do ~ é t o d o  de Diferenças  F i n i t a s  C e n t r a i s  na 

s o l u ç ã o  d a s  ~ q u a ç õ e s  ~ i f e r e n c i a i s  da Viga Reta de B E R -  

N O U L L I  , VLASOV e T I M O S H E N K O  

N a  b i b l i o g r a f i a  t é c n i c a ,  s ã o  empregadas duas equa-  
- 

çoe s diferenciais clássicas para determinar a resposta a f lexão de vi- 

gas retas: as equações de B E R N O U L L I  e T I M O S H E N K O .  A equação 

d e  TIMOSHENKO é a mais g e r a l ,  p o i s  l e v a  em cons ideração  a 

deformação por corte  e a inércia r o t a c i o n a l .  No p r e s e n t e  

c o n t e x t o ,  i n t e r e s s a  comparar previsões das duas p r i m e i r a s  com 

a s  equações d e  V L A S O V  para v i g a s  de  s e ç ã o  a b e r t a ,  p a r t i c u l a r i -  

zadas para o caso de d u p l a  s i m e t r i a ,  nas  quais é desprezada a 

d e f o r r n d ~ ã o  por corte. Por  f i n a l ,  a equação d i f e r e n c i a l  de  

B E R N O U L L I  é a mais s i m p l e s ,  p o i s  além de desprezar  a i n é r c i a  

r o t a c i o n a l ,  também d e s p r e z a  a def  armação por corte. 

Para uma v i g a  r e t a ,  e com d u p l a  simetria da s e ç ã o  

t r a n s v e r s a l ,  as  equações d i f e r e n c i a i s  de f l e x ã o  de B E R N O U L L I ,  

V L A S O V  e TIMOSHENKO podem s e r  e s c r i  tas, respectivamente, d a  

s e g u i n t e  f o r m a 7 4 ;  

B E R N O U L L I  : 

VLASOV : 

onde  s d e n o t a  a coordenada e s p a c i a l ;  Y, o deslocamento v e r t i -  - 
c a l  da v i g a ,  conforme FIGURA 4 . 3 . 1 ;  P , o carregamento v e r t i -  

Y c a l  e x t e r n o  d i s t r i b u í d o  p o r  unidade de  comprimento;  
p ,  a mas- 

sa e s p e c í f i c a  do material; A, a Hrea da s e ç ã o  t r a n s v e r s a l ;  E, 



o módulo  d e  e l a s t i c i d a d e  longitudinal (mzdulo deY0mG); L Z ,  

o momento de i n é r c i a  em r e l a ç ã o  a o  e i x o  t r a n s v e r s a l  z; n ,  o 

c o e f i c i e n t e  de forma4 da s e ç á o  t r a n s v e r s a l ;  e G ,  o módulo de 
E 

elas t i c i d a d e  t r a n s v e r s a l  (G = 1 .  
2 (1+v) 

CONTORNO 
ESQUERDO 

I 
CONTORNO 
DIREI TO 

F I G U R A  4.3.1 - Desenho esquemático da v i g a .  

T o r n a n d o  a s  equações ( 4 . 3 . 1 )  , ( 4 . 3 . 2 )  e ( 4 . 3 . 3 )  h o -  - 
m o g e n e a s ,  i s t o  é ,  f a z e n d o  P = O ,  e s u b s t i t u i n d o  o s  o p e r a -  

Y 
d o r e s  d e s s a s  e q u a ç õ e s  d i f e r e n c i a i s  homogêneas pelas aproxima- 

ç ã e  s em D i f e r e n ç a s  Fini tas C e n t r a i s ,  i n d i  c a d a s  n a s  F I G U R A S  

4 . 2 . 3  a 4 . 2 . 6 ,  chega-se  nas s e g u i n t e s  e q u a ç o e s :  

B E R N O U L L I  : 

V L A S O V :  



TXMOSHENKO : 

+ Y - + 4 Y .  - 2Yi - 
2Yi+i,  j 

+ 
i -1 ,  j + l  2Yi, j - i  1 , j  , j + l  ' ' i+l, j -1 

onde, as s e g u i n t e s  constantes  denotam coeficientes adimensionais: 

EI Z ~ t  I Z 2 
- , A =.- - G D t  A 
- 2 '  B z = -  

- -  
2 

P A D s  ADs P I  zri 

Ds e Dt são,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  o i n t e r v a l o  d e  e s p a ç o  e o in- 

t e r v a l o  de tempo, j á  indicados n a  r e t i c u l a  da F I G U R A  4 . 2 . 2 .  

A s  equações ( 4 . 3 . 4 1 ,  ( 4 . 3 . 5 )  e ( 4 . 3 . 6 )  s ó  p o d e r a o  

s e r  a p l i c a d a s  n a  solução da viga d e p o i s  d e  uma d i s c r e t i z a ç ã o  

d a  mesma e m  N nós  e q u i d i s t a n t e s ,  c o n f o r m e  FIGURA 4 . 3 . 2 ,  o n d e  N 

deve s e r  maior ou i g u a l  a 3 .  

CONTORNO 
E S Q U E R ~ ~  

j-2 j - i  j j + l  j+a *- - - - - - 
rV 

CONTORNO 
DIREITO 

F I G U R A  4 , 3 , 2  - ~ i s c r e t i z a ç ã o  d a  v i g a  e m  ~ i f e r e n ç a s  

Fini t a s  C e n t r a i s .  

Além d i s h b ;  t a m b é 1  6 i - ieoelsário e s t a b e l e c e r  a s  c o n d i G Õ e s  d e  

e e i i c d í h b  ein amboli ext t -emos.  Para f i m  de c o m p a r a ç ã o  da c o n v e r -  

g g h ~ i a  a d  s a i t i ~ à a ,  s i r l o  t e r o l v i d a s  a5 e q u a ç õ e s  ( 4 . 3 . 1 ) ,  
( 4 . 3 . 9 )  e ( 4 . 3 . 3 1 ,  para d i s c r e t i z a $ Ô e s  d a  v i g a  e m  3 ,  4 e 5 

d 

nos. 

C o m  as c o n d i ç õ e s  d e  c o n t o r n o  a s ,  t i  n d i s -  

c r e i i z a s à o  da v i g a  com 3 n o s ,  c o n f o r m e  P I Ç U I I A  4 . 3 . 3 ,  



F I G U R A  4 . 3 . 3  - Malha da v i g a  com 3 nós  em D . F . C .  ( N = 3 ) .  

... 
a s  e q u a ç o e s  ( 4 . 3 . 4 1 ,  ( 4 . 3 . 5 )  e ( 4 . 3 . 6 )  , de B E R N O U L L I ,  V L A S O V  

e L I M O S H E N K O ,  respectivamente, tomam a s e g u i n t e  forma: 

JZ para 4 nós d i s c r e t i z a d o s  ( N = 4 ) ,  m o s t r a d o  na F I G U -  

RA 4 . 3 . 4 ,  a componente do deslocamento n o  n ó  2 é i g u a l  a do nó 

3. 

ESOULRDO O IREI TO 
ROTULADO ROTULADO 

F I G U R A  4 i 3 . 4  - Malha da v i g a  com 4 n 8 s  e m  D . F . C .  ( N = 4 ) ,  

Skb; g k i  kbifido as ed i id i  $ ó e s  de c o n t o r n o ,  c o ~ i  Ini- i i i<~ F I G U R A  4 . 3 . 4 ,  

hBI é 4 a a $ & e 9  ( 4 ; 3 i 4 )  (4.3.6), c h a g a - s e  n a s  s e g u i n t e s  equa-  

Y a * #  I 



E, p o r  f i m ,  s e r ão  o b t i d a s  as equações r e f e r e n t e s  a 

uma discretização da  v i g a  e m  5 nós, m o s t r a d a  na F I G U R A  4 . 3 . 5 .  

As cond iGÕes  d e  c o n t o r n o  e a s  c o n d i ç õ e s  i n i c i a i s  estão r e l a -  

cionadas com as v ibrações  l i v r e s  do p r i m e i r o  modo; logo, a s  

correspondentes componentes d o  deslocamento dos nós 2 e 4 s ã o  

idênticas ( Y ~ + ~ , ~  'i+i , 4 ) .  

ESQUERDO DIREITO 
ROTULADO ROTULADO 

F I G U R A  4 . 3 . 5  - Malha d a  v i g a  com 5 n8s  em D . F . C .  ( ~ = 5 ) .  

P a r a  a d i s c r e t i ~ a ~ ã o  i n d i c a d a  na F I G U R A  4 . 3 . 5 ,  as 

equações r e s u l t a n t e s ,  d e v i d o  2 s u b s t i t u i ç ã o  d a s  c o n d i ç õ e s  de 

c o n t o r n o  nas equações ( 4 . 3 . 4 )  a ( 4 . 3 . 6 1 ,  resul tam r e s p e c t c -  

vame? t e  nos seguintes B F S  temas a c o p l a d o s  : 



- 
Pode- se  o b s e r v a r  que  a s  e q u a ç o e s  ( 4 . 3 . 8 ) ,  ( 4 . 3 . 9 1 ,  

( 4 . 3 . 1 1 1 ,  ( 4 . 3 . 1 2 ) ,  ( 4 . 3 . 1 4 )  e ( 4 . 3 . 1 5 ) ,  de B E R N O U L L I  e VLASOV, 

possuem,  de  modo g e r a l ,  as mesmas c a r a c t e r í s t i c a s ;  i s t o  é,  p a -  

ra s e  a b t e r  a componen te  do d e s l o c a m e n t o  do nó - j n o  t e m p o  

t + D t ,  deve se r  c o n h e c i d o  o des locamen to  nos tempos  t e t - D t .  - 
J Z ,  para  s e  o b t e r  o deslocamento no t e m p o  t + 2 D t  n a s  e q u a ç a e s  

( 4 . 3 . 1 0 1 ,  (4,3,13) e (4,3.16), de T I M O S H E N K O ,  deve-se  c o n h e c e r  

as componentes do deslocamento nos tempos  t - 2 D t ,  t - D t ,  t e 

t + D t .  ~oaaeqf l en temente ,  no c a s o  de  v i g a s  e s b e l t a s ,  onde a de- 

formação p o r  corte não t e m  i n f l u ê n c i a  s i g n i f i c a t i v a ,  s e  compa- 

rarmos com a s  outras deformações, a u t i l i z a ç ã o  d a  equação  d i -  

f e r e r c i a l  de  TIMOSHEMKO apenas aumentaria o n;mero d e  o p e r a -  - 
ç o e s ,  e ,  por consequênc ia ,  aumentaria o t e m p o  de processamen-  

to. Desáa forma, pode-se admitir que a e q u a ç ã o  d i f e r e n c i a l  de 

VLASOV~', para v i g a s  e s b e l t a s ,  r eúne  boas  condiGÕes  para r e -  

s o I . v e f ,  d e  forma s i m p l e s  e p r e c i s a ,  o comportamento d i n â m i c o  

d a s  mesmas, 

As curvas moétradas nas  F I G U R A S  4 . 3 . 6  a 4 . 3 . 8 ,  que 

H è 6 k r m i n a ~  as v i b ~ a g õ e s  l i v r e g  da v i g a  não amortecida, f o r a m  

oh; f i d a s  aiediantra utiliaaçãa de programas e m  mi c r o c o m p u t a -  

dgY.  Geeta a o n d i ç i o  i n i c i a l  d a s  e q u a ç o e s  ( 4 . 3 . 8 )  a ( 4 . 3 . 1 6 ) ,  

a d m i t i n d o  v i b r a ç ó e s  harrn^onicas,  foi utilizada uma f u n g á o  s e -  

n o i d a 1  do tipo Y = A  s e n  [(n s ) / L ] ,  que e s t a b e l e c e  as c o o r -  
denadas  i n i c i a i s  d e  cada nó discretizado, para v i b r a ç õ e s  l i -  



F I G U R A  4 . 3 . 6  - v i b r a ç õ e s  l i v r e s  d a  v i g a  com 3 nós  

(N = 3 ) .  Dt << Dt 
crit. ' 



I .h' 

F I G U R A  4 . 3 . 7  - V i b r a g õ e s  l i v r e s  d a  v i g .  c o m  4 nós ( N  = 4 )  

D t  << Dt c r i t .  ' 



F I < ~ U ~ A  4 . 3 . 8  - V i b r u ~ l l e a  l i v r e .  da  viga com 5 116s ( N . =  5 )  

Dt << Dt 
c r i t .  ' 



v r e s  no p r i m e i r o  modo, sendo A a a m p l i t u d e  da o n d a ,  o u  seja, 

o deslocamento máximo no meio do vão. 

Para o exemplo,  f o i  p r e s c r i t o  um v a l o r  para A d e  

0 , 0 5  m. As c a r a c t e r í s t i c a s  d a  v i g a ,  adotadas para o exemplo,  
2 4 

s ã o  as  s e g u i n t e s  : L - 2 5 m ;  A-1,085 rn ; IZ=0,312 m ; p=2500  
3 2 2 k g l m  ; E = 2 , 8 8 ~ 1 0 ~ ~  N / m  ; y = 0 , 2 ;  n = 1 ;  G = 1 , 2 ~ 1 , 0 ~ ~  ~ / i i i  . 

Das F I G U R A S  4 . 3 . 6  a 4 . 3 . 8 ,  6 possível obter - se  gra- 

f i camente  a f req i i ênc ia  fundamental  de v i b r a ç ã o .  Para isso, 

b a s t a  e x t r a i r  dessas curvas o período d a  onda ( ~ ~ 1 ,  e ,  p o s t e -  

riormente, ca lcu lar  a r e s p e c t i v a  f requênc ia  w=(2ír)  /TI ( r a d l  

seg)  9 

A d m i t i n d o  que as vibrações s ã o  harmônicas ,  p o d e - s e  

o b t e r  a r e s p o s t a  d inãmica  da v i g a  c o m  uma s o l u ç ã o  do t i p o :  

n l r s  Y ( s ,  t) = K sen (- 
L 1 tos (wn c1 

S u b s t i t u i n d o  a equação (4.3.17) nas  equações (4.3.1) a ( 4 . 3 . 3 ) ,  

chega-se  nas s e g u i n t e s  s o l u ç õ e s  t e ó r i c a s  p a r a  as f r e q U ê n c i a s  na - 
2 4 t u r a i s  das v i g a s  de B E R N O U L L I ,  VLASOV e TIMOSHENKO, respec-  

tivamente: 

onde c = ( v e l o c i d a d e  de propagaçáo de uma ande compres -  

s i n n a l  da e l e m e n t o ) ,  r = - e n = 1,2,3,. . . (modos  de  v i -  

b ~ i j i ~ a a )  . 
Ba T A B E L A  4 . 3 . 1 ,  ee t ã o  mostradas f un- 

ddmenkeia, oriunda. do$ per íodos  d e  v ibração,  e x t r a í d o s  das 

- curvas  i n d i c a d a s  nas F I G U R A S  4 . 3 . 6  a 4 . 3 . 8 ,  e ç a o  cornoara- 

das com as freqUências fundamentais  t e ó r i c a s ,  conforme e q u a -  

~ Õ e s  ( 4 . 3 . 1 8 ) .  



T A B E L A  4 . 3 . 1  - FreqUências fundamentais  ( r a d l s e g )  , conforme 

FIGURAS 4 . 3 . 6 ,  4 . 3 . 7  e 4.3.8 (Dt << Dt cr; t l*  

* O b s . :  Dt crÍtico ser; d e f i n i d o  na s e ç ã o  4 . 4 .  

Observa-se que a d i f e r e n ç a  entre  as  freqUências  f u n d a m e n t a i s ,  

de  B E R N O U L L I ,  VLASOV e T I M O S H E N K O ,  para  um mesmo numero de  nós 

d i s c r e t i z a d o s ,  e pequena.  V e r i f i c a - s e ,  também, a convergên- 

c i a  d e s s a s  f requênc ias ,  o b t i d a s  p e l a  discretização e m  D.F.C. 

com 3 ,  4 e 5 n ó s ,  para as freqiiências fundamentais t e ó r i c a s ,  

o b t i d a s  das equações  ( 4 . 3 . 1 8 ) .  

so_lu$ão 
teor1  c a  

eqs. ( 4 . 3 . 1 8 )  

28 ,74  

28,72 

28,56 

~ q u a ç ã o  
d i f e r e n c i a l  

BE RNOUL LI 

V L A S O V  

T I M O S H E N K O  

O método de D.F.C. permite c h e g a r  a uma melhor apro- 

ximaçzo d a  s o l u ç ã o  e x a t a  para  freqflências  n a t u r a i s  usando a 
2 0 

fórmula de ~ x t r a p o l a ~ ã o  de R I C H A R D S O N  que  é a s e g u i n t e :  

onde w 
ml 

é a aproximação da so lução  e x a t a .  e m. o número de 
1 

i n t e r v a l a s  (mi = L / D s ) .  

A equagzo ( 4 . 3 . 1 9 )  pode s e r  a p l i c a d a  no exemplo d a  

T A B E L A  4 , 3 . 1 ,  para as freqi lgncios  fundamentais  o b t i d a s  de B E R -  

N ~ ~ L L I  com 3 e 4 nós (1-3 e 8 -41  . Neste c a s o ,  temos : 

Numero de nos 
disc re tizados 

3 

23,4  

2 3 , 4  

23,3 

4 

26,4 

2 6 , 4  

26,2 

5 

27,3  

27,3 

27 ,O 



* 

Para e s t e  exemplo,  a aproximaçao da s o l u ç ã o  e x a t a  de ( 4 . 3 . 2 0 )  

se aproxima muito da solução dada p o r  ( 4 . 3 . 1 8 ) ,  onde a f r e -  

qUência é d e  28,74 r a d l s e g .  

4 . 4 .  E s t u d o  da E s t a b i l i d a d e  do ~ é t o d o  de D.F.C. ( D i f e r e n ç a s  

Fini t a s  C e n t r a i s )  aplicado na ~ q u a ~ ã o  d e  B E R N O U L L L  

Um dos i n c o n v e n i e n t e s  do método de D.F,C. 6 a sua 

es tabi l idade  condicional. Para que e s t e  método de integração 

s e j a  estável, é necessário que o in terva lo  de  tempo, D t ,  s e j a  

menor que um valor c r É t i c o  (Dt . ~ e v i  do a e s s a  c o n d i ç ã o ,  cr 
o método de  D.F.C. é chamado de C O N D I C I O N A L M E N T E  E S T Ã V E L .  

são duas as razões fundamentais que j u s t i f i c a m  a ne- 

c e s s i d a d e  de  se  o b t e r  o valor de  D t c r :  a p r i m e i r a ,  a mais im- 

portante, diz respeito 2 condição b á s i c a  de e s t a b i l i d a d e  men- 

c i o n a d a  a c i m a ,  pois s e m  e l a  os  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  da solução 

não t e rão  s i g n i f i c a d o ;  a segunda, s e  relaciona com o tempo de 

processamento gas to para a resolução de um de terminado p r o b l e -  

ma; i s t o  é, quanto  menor f o r  o i n t e r v a l o  de tempo (Dt) e s c o -  

l h i d o ,  maior s e r á  o número de operaçGes. I s s o  acontece  p o r -  

que ,  no m g t o d o  de D . F . C . ,  o p r o b l e m a  é r e s o l v i d o  progressiva- 

mente a cada incremento de tempo ( L i + l  = L ~ + D C ) ,  a t é  o t e m p o  fi- 

n a l  I r f )  d e s e j a d o .  

Portanto, a intervalo de  t e m p o  a s e r  a d o t a d o  para a 

so lução  do problema não deve s e r  t ã o  grande que possa tornar 

o método i n s t á v e l ,  nem t ã o  pequeno que torne o método i n v i á -  

v e l  computacionalmente,  quanto ao tempo de processamento. 

Com b h l e  nas observaFÕes c i t a d a s  acima, rorna-se  ne- 

r<essária o conhecimento do i n t e r v a l o  c r í c i  co do m é t o d o  de Di- 

f ' e ~ e n ~ a s  F i n i t e i  c en tra i s .  E c o m e s t e  proposito q u e ,  n e s t e  

c a p f t u l o ,  8.r; a v a l i a d o  o va lor  do i n t e r v a l o  de t e m p o  c r ; t i c o  

(Dtcr), Para o caso da equação d i f e r e n c i a l  d e  B E K N O U L L I .  

E m  g e r a l ,  ex i s tem duas formas para s e  d e t e r m i n a r  o 

l i m i t e  c r í t i c o  de  e s t a b i l i d a d e  d o - m é t o d o :  uma f o r m a  p o r  s i m -  



ples t e n t a t i v a s ,  i s t o  é, a r b i t r a - s e  o v a l o r  para Dt e o b s e r -  

va-se  o comportamento numérico da  s o l u ç ã o  para condições  i n i -  

ciais a r b i t r á r i a s ;  na s e g u n d a ,  Dtc, é o b t i d o  d i r e t a m e n t e  de 

uma s o l u ç ã o  f e c h a d a ,  c u j o  v a l o r  é função das c a r a c t e r í s t i c a s  

d a  v i g a  e do número de nós  d i s c r e t i z a d o s .  

É justamente com o o b j e t i v o  de d e t e r m i n a r ,  d e  forma 

f e c h a d a ,  o i n t e r v a l o  d e  tempo na q u a l  o método d e  i n t e g r a ç ã o  

s e j a  estável, que a seguir a n a l i s a r - s e - á  a equação d i f e r e n c i a l  

de BERNOULLI  ( 4 ,  3 . 1 )  . 
s e r ã o  examinados, a g o r a ,  o s  d o i s  c a s o s  onde a v i g a  

p o s s u i ,  d e v i d o  2 simetria dos nós,  apenas um grau de l i b e r d a -  

d e ,  correspondente  a uma d i s c r e t i z a ç ã o  com 3 e 4 n ó s ,  i n d i c a -  

dos nas F I G U R A S  4 . 3 . 3  e 4 . 3 . 4 .  Nesses c a s o s ,  a equação r e s u l -  

t a n t e ,  para cond ições  i n i c i a i s  a r b i t r á r i a s ,  toma a s e g u i n t e  

forma: 

onde C = 2(1-2Cz) p a r a  3 nós  ( N = 3 ) ,  conforme e q u a ç ã o  ( 4 .  3 . 8 )  ; 

e C = (2'C,) para 4 nós ( N = 4 ) ,  conforme equação (4.3.11). 

A e s t a b i l i d a d e  d a  equação ( 4 , 4 . 1 )  d e v e  o b e d e c e r  à se- 

g u i n t e  condição:  

,.. 
Aplicando a c o n d i p ã o  d e  e s t a b i l i d a d e  ( 4 . 4 . 2 )  nas e q u a ç o e s  

( 4 . 3 . 8 )  e 4 . 1  chega-se ,  f i n a l m e n t e ,  no s e g u i n t e  l i m i t e  

para  o i n t e r v a l o  de tempo (Dt) , que torna estável o m é t o d o  d e  
D.F.C.: 

Observando-se o s  l i m i t e s  de e s t a b i l i d a d e  d a s  equa-  

~ Õ e s  ( 4 . 4 . 3 )  e ( 4 . 4 . 4 ) ,  c o n c l u i - s e  que  o i n t e r v a l o  de tempo 



c r í t i c o  ( D t c r )  é funçáo de uma cons tante  6, premultiplicando 

uma r e l a ç ã o  e n t r e  o s  par8rnetros q u e  d e f i n e m  as c a r a c t e r í s t i c a s  

da v i g a .  Com isso, no caso geral onde a v i g a  é d i s c r e t i z a d a  

e m  uma malha com N 1189, pode-se  a d m i t i r  que o l i m i t e  de e s t a -  

b i l i d a d e  p o s s a  s e r  e x p r e s s a d o  d a  s e g u i n t e  forma: 

onde 6 assume um determinado v a l o r  para  cada t i p o  de d i s c r e t i -  
* 

zaçao .  E com o o b j e t i v o  de o b t e r  o s  v a l o r e s  de  8 ,  em função 

d o  número de  nós  d i s c r e t i z a d o s ,  que  a s e g u i r  será i n v e s t i g a d o  

um o u t r o  c r i t é r i o  de e s t a b i l i d a d e ,  d i f e r e n t e  de ( 4 . 4 . 2 ) ,  para  

s i s t emas  com m a i ' s  de um grau de l i b e r d a d e ;  isto é,  para N > 4 

nós, 

Para a malha de N nós em D.F.C., mostrada na FIGURA 

4 . 3 . 2 ,  a so lução  da equação ( 4 . 3 . 4 ) ,  de BERPIOULLI, para  con- 

d i ç õ e s  i n i c i a i s  a r b i t r á r i a s ,  e :  

o n d e ,  para  n = l ,  



a m a t r i z  A p o d e  s e r  d i v i d i d a  em 4 s u b m a t r i z e s :  

a 

A dimensão das s u b m a t r i z e s  A1l' A 1 2 s  A 2 1  e A 2 2 s  
e 

d e  N * / 2  x N * / 2 ;  s e n d o  que N* = ( N - 2 )  12 p a r a  N p a r ,  e 

N* = ( N - 1 )  1 2  para # Empar. As submatrizes de A s ã o  d e f i n i d a s  

d a  s e g u i n t e  forma: AI2= -I e A Z 1  = I, onde I é a Matriz  

u n i t á r i a  o u  I d e n t i d a d e ;  A Z 2  é a Matriz Zero ,  isto é, t o d o s  os  

seus  elementos s ã o  iguais a zero. JS a s u b m a t r i z  AI1 é d e f i -  

n i d a  da seguinte forma: 

onae C z  foi d e f i n i d o  em (4.3.7). Quando N for par:  K 1  =-Cz, 

k i d ' ( d ; 5 ~ . l ,  K 3 - 3 C Z ,  K 4 = - C Z ,  K 5 = 3 C Z  
Z e K 6  a ( 2 - 2 C z ) .  E, 

p a r i  N ftdpafi li = -CZ, K2 - ( 2 - 7 c Z ) ,  K g  = 4 C Z ,  K 4  = - 2 C z ,  

h -  - s e  e li6 = (2-6cl) * 5 .3 

No caso e m  que a v i g a  é b i e n g a s t a d a ,  o p r i m e i r o  ele- 

m e n t o  d a  m a t r i z  All ( a l l )  assume ( 2 - 7 C Z )  . 
Para a i n v e s t i g a ç ã o  d a  e s t a b i l i d a d e  do método de  in- 

t e  g r a ~ é 0  ', pude-se usar  convenientemente  a r e l a $ ã o  em ( 4 . 4 . 6 )  . 



N a  a n á l i s e ,  é usada  a s e g u i n t e  decomposifão e s p e c t r a l  d e  A,: 

hn = V J-' V 
- 1 

onde V é a m a t r i z  dos autovalores d e  A ,  e J é a f o r m a  Jor- 

dan  d e  A com o s  a u t o v a l o r e s  1 .  1 de A na d i a g o n a l .  A m a t r i z  

A t a n t o  p o d e  s e r  s i m é t r i c a  como a s s i m é t r i c a .  

S e j a  p ( A )  o raio e s p e c t r a l  d e  A d e f i n i d o  como 

@ ( A )  = máx I h i I ;  

- 
entao J~ P l i m i t a d o  para n+" s e  e s o m e n t e  s e ,  

Esse  é o nosso c r i t é r i o  de e s t a b i l i d a d e  d a  e q u a ç ã o  ( 4 * 4 . 6 ) .  E 

m a i s  a i n d a ,  J~ + O s e  P I A )  < I ;  e quanto menor f o r  p ( A ) ,  

mais r á p i d a  s e r ã  a c o n v e r g ê n c i a  do método de D . F . C .  

Vis t o  que a e s t a b i l i d a d e  d o  método de in tegração  d e -  

p e n d e  somente dos autova iores  [ p ( ~ ) ]  , t orna - se  conven ien te  

a p l i c a r  um m e t a d a  de  so luçao  que obtenha  o maior a u t o v a l o r  d e  

A .  
1 ' 

d 

Mo nosso c a s o ,  a m a t r i z  A ,  r e f e r e n t e  à ( 4 . 4 . 6 ) ,  e 

a s s i m é t r i c a  e p o d e  p o s s u i r  a u t o v a l o r e s  c o m p l e x o s  d o  t i p o  

X = u I w i ,  
m ¶ n  

Úm dtis métodos que c a l c u l a  o m a i o r  a u t o v a l o r  de  ma- 
# 

trizes não ~ i m e t f i ~ d s ,  e que admite a u t o v a l o r e s  c o m p l e x o s ,  e 
1 4  

o m é t c l o  de f t e r a $ ã o  M a t r i c i a l  . Para começar a i t e r a ç ã o ,  

p a r t i u - s e  dP unt v e t a r  inicial com um elrmcnta u n i t g r i u  r 

Q s  d e m a i s  elementos i g u a i s  a zero e escrevemos:  



N o  p r o c e d i m e n t o  d e s c r i t o ,  age-se  d a  s e g u i n t e  maneira, c a l c u -  

lando-se  a s  q u a n t i d a d e s :  

Quando o i n t e i r o  - s assume v a l o r e s  e x p r e s s i v o s ,  a s  

q u a n t i d a d e s  u 
2 + w e 2u t e n d e m  a v a l o r e s  c o n s t a n t e s ;  d e ç -  

ta f o r m a ,  o b  tem-se os  dois a u t o v a l o r e s  complexos  c o n j u g a d o s ,  

Os e l ementos  E 
ç 9  Es*l 

.. . são o s  e l e m e n t o s  dos v e t o  
-f + 

r e s  m S ,  + s + l ,  . . . correspondendo à p o s i ç á o  do e l e m e n t o  não 
3 

n u l a  do v e t a r  i n i c i a l  4,. 

A s  equagões ( 4 . 4 . 1 1 )  fornecem a m a g n i t u d e  e a p a r t e  

r e a l  d o s  a u t o v a l o r e s  complexos conjugados  hl  e h * ,  i n d i c a d o s  

n a  equação  ( 4 . 4 . 1 2 ) .  

~8 a g o r a ,  d e p o i s  de d e f i n i d o s  o c r i r é r i o  de  e s  t a b i -  

l i d a d e  d o  mGtodo de D . F . C .  e o método para  a o b t e n ç ã o  d o s  au- 

t o v a l o r e s  dornplexos,  é que p o d e - s e  determinar  o s  valores de @ 

r e f e r e n t e  e q u a l á o  ( 4 . 4 . 5 ) .  

~ o f  e laborado  um programa e m  m i c r o c o m p u t a d o r ,  q u e  
- 

deiermiria a s  a u t o v a l ~ r e s  de A,  e p o s s i b i l i t a  a v e r i f i c a ç a o  do 

c r i t é r i o  de k s  t a b i X f  d a d e ,  d e s c r i t o  em ( 4 . 4 . 9 ) ,  d o  s i s t e m a  

1 4 . 4 ; b j ;  

Catn i S s r i $  foram f i e i tabe lec idos  o s  v a l o r e s  d e  6 d a  

i!t iUdszb { 4 : 4 . 9 ) ,  em Eun$no do nÚmcro N d c  n ó s  discretizados, 

c u i ~ f o r n i c  i i i a l l i i i  i n d i c a d a  n a  F I G U R A  4.3.2. Os v a l o r e s  d e  8 ,  

para c o n d i f Õ e s  d e  c o n t o r n o  biengastada r b i  r r n t i i l i ~ d a ,  e s t ã o  

i n d i c a d o s  n a s  T A B E L A S  4 . 4 . 1  e 4 . 4 . 2 ,  e na F I G U R A  4 . 4  .l. 



F I G U R A  4 . 4 . 1  - E s t a b i l i d a d e  do método de  ~ i f e r e n ç a s  F i n i t a s  Centrais p a r a  D E R N O U L L I *  



TABELA 4 . 4 . 1  - Valores de B*1000 para ; m p a r .  

T A B E L A  4 . 4 . 2  - Valores de f3*1000 para  M p a r .  

4 6 8 10 12 14 I6 18 20 22 24 26 28 no's (N) 
i ---------- -- 

Eirrotulada 1414 764 618 530 524 517 515 512 511 510 509 --- ----v--- 

21 

504 

504 

0 s  v a l o r e s  de  B ,  i n d i c a d o s  n a s  TABELAS 4 . 4 . 1  e 4 . 4 . 2  

e na F I G U R A  4.4.1, dependem exclusivamente do número de n ó s  

d i s c r e t i z a d o s  ( 8 )  , podando s er  a p l i c a d o s  na o b t e n ç ã o  do l i m i t e  
- 

de e i  t a b i l i d a d a  do rngtodo de D. F. C. , e m  v i g a s  retas e s e s a o  

t r a n s v e r s a l  com d u p l a  s i m e t r i a .  

19 

506 

506 

Observa-se d a s  TABELAS 4 . 4 . 1  e 4 . 4 . 2  e d a  F I G U R A  

4 . 4 . 1  q u e ,  quanda a nfrnero de nós  (N) c r e s c e ,  o v a l o r  de f3 ten  
* 

de a 0,s. 

17 

507 

507 

P ~ d e ' s e  cot i 'c luir ,  n e s t e  e s t u d o  d a  e s  t a b i  l i d a d e  d o  

15 

508 

508 

mstodo d e  D ~ F , C ! , ,  a p l i c a d o  n a  equação  d i f e r e n c i a l  de B E R N O U L L I ,  

que é y o s s f v e l  obter-se uma solução fechada para o i n t e r v a l o  

11 

511 

9 

522 

c r í t i c o  de i n t e g t a ç a o h  Esse mesmo e s t u d o  p o d e r i a  s e  e s t e n d e r  

a inda  i i i ~ i s  j pcif i t d m p t b  p o d e r i a  s e r  a p l i c a d o  também n a s  equa- 

~ Õ e s  d i f r r e n a i a i s  de t l t A s O V  e TIMOSBENKO, m a s ,  certamente, as 

13 

510 

7 

539 

U i  b i c i i i d ~ d e b  o s s d c i a d a ~  Gs mesmas s c r e o  maiores que  a s  d i f i -  

510 

5 

592 

NGmero de 
n8s (N) 

Birrotulada 

~ i i l d d d t i b  u n i l u t ~ t r i d e a  no caso da eyuaÇ;o d i f e r e n c i a l  de U I R N O U L -  

LI. 

518 1 511 
1 

3 

707 

Cabe ressa l tar  também que em v i g a s  curvas ,  e s e  a 
seção t r a n s v e r s a l  não p o s s u i  dupl -a  s i m e t r i a ,  o u  s e j a ,  no caso 

531 540 Biengastada 500 



onde as equações d i f e r e n c i a i s  s ã o  a c o p l a d a s  e n t r e  f l e x ã o  e 

t o r ç ã o ,  o e s t u d o  da e s t a b i l i d a d e  do m é t o d o  de  D . F . C .  é d i f i -  

cultado ainda mais, podendo s e r  prat icamente  inexequível. 

Deve-se s u b l i n h a r ,  f i n a l m e n t e ,  que o i n t e r v a l o  crc- 

t i c o  para  a viga de B E R N O U L L I ,  na p r e s e n t e  formulação, é maior 
que no m6todo d e  DFC quando a v i g a  6 previamente d i s c r e t  i z a d a  no 

e s p a ç o  mediante  Elementos Finitos, em c u j o  c a s o ,  s e  em cada nÕ 

e x i s t e m  duas  coordenadas  ( d e s l o c a m e n t o  normal  a l i n h a  m é d i a  e 

giro) , t e $ - s e  que: 
! 

e ,  s e  as equações s ã o  condensadas  estaticamente, f i c a n d o  s ó  o 

d e s l o c a m e n t o  normal  como i n c ó g n i t a  e m  cada nó: 



5 .  V I G A S  C U R V A S  DE S E Ç Ã O  T R A N S V E R S A L  A B E R T A  E P A R E D E  F I N A  

S U B M E T I D A S  A CARGAS E M  MOVIMENTO 

5.1, C o n s i d e r a ç õ e s  Fundamentais 

Embora a maioria dos e s t u d o s  a n t e r i o r e s  t e n h a m  s ido - 
c o n c e n t r a d o s  nas  interaçÕes  v e i c u  1 0 - v ã o  r e t o  vaos c u r v o s  têm 
também r e c e b i d o  atenção com a n á l i s e s  d i n â m i c a s  direcionadas 

para c o n f i g u r a ç õ e s  h o r i z o n t a i s ,  simplesmente a p o i a d a s  o u  e n -  

g a s t a d a s ,  s u j e i t a s  a ca rgas  de  trânsito h o r i z o n t a l  e v e r t i -  

c a l .  

Com o u s o  c r e s c e n t e  de v i g a s  c u r v a s  em e s t r u t u r a s  de 

p o n t e s  r o d o v i á r i a s  e f e r r o v i á r i a s ,  consideráveis e s f o r ç o s  t ê m  

s i d o  d i r e c i o n a d o s  para o desenvolv imento  d e  métodos s e g u r o s  e 

c o n v e n i e n t e s  p a r a  a a n á l i s e  das mesmas. 

No e n t a n t o ,  não foram encon t rados  na bibliografia t é c n i c a  

t r a b a l h o s  r e l a c i o n a d o s  c o m  a a n á l i s e  dinarn ica  d e  v i g a s  c u r v a s  d e  

s e ç ã o  transversal aberta e parede f i n a  q u e  considerem a c  o p  1 amen t o  

e n t r e  as v ibrações  f o r ç a d a s  l o n g i t u d i n a i s ,  h o r i z o n t a i s  ou 

t r a n s v e r s a i s ,  v e r t i c a i s  e torcionais . 
As equações d i f e r e n c i a i s  p a r c i a i s  de segunda  e quar- 

ta o r d e m ,  a c o p l a d a g  em flexão v e r t i c a l ,  h o r i z o n t a l  e t o r ç ã o ,  

representam um d i f í c i l  p r o b l e m a  de  v a l o r e s  d e  c o n t o r n o ,  

E s s a s  resultam a i n d a  mais complexas com a a d i l ã o  das e q u a -  

S õ e s  a c b p l a d a s  de movimento d o  v e * c u l o  . 

Neste  c a p i t u l o ,  tambGrn serão  a n a l i s a d a s  a s  p a r c e l a s  

d d s  equaqdgs df f e r e n c i a i s  de movimento, r e l a t i v a s  a o  amorteci- 

W h t o  d a  e s t f u t u r r ,  

Como so lução  do problema d i n â r n i  co, p r o p o s t o  n e s  t e  

c a p í t u l o ,  f o i  e l a b o r a d o  um programa no computador B - 6 7 0 0 ,  na 

l i n g u a g e m  A L G O L ,  chamado d e  V I G A D I N .  O p r o g r a m a  d e  t e r m i n a ,  



n o  i n s t a n t e  d e  t empo d e s e j a d o ,  os deslocamentos axiais, v e r -  

t i c a i s ,  horizontais e g i r o s ,  e os r e s p e c t i v o s  e s f o r ç o s  i n t e r -  

n o s  : c o r t a n t e s  , momentos  f l e t o r e s ,  normai s ,  t o r ç ã o  d e  empena-  

m e n t o ,  t o r ç ã o  de St. Venant e b i m o m e n t o .  

5 . 2 .  ~ o n s i d e r a ~ ã o  do Amortecimento da E s t r u t u r a  

serã admitido que o amortecimento é do t i p o  Viscoso  

ou d e  Newton ,  quer d i z e r ,  p r o p o r c i o n a l  2 v e l o c i d a d e  e que po-  

de s e r  i n t r o d u z i d o  camo cargas  e x t e r n a s  não a c o p l a d a s  n a s  d i -  
- 

r e ç o e s  das c o o r d e n a d a s  x ,  y ,  z e 9 .  O c o e f i c i e n t e  de propor- 

c i o n a l i d a d e  s e r á  d e s i g n a d o  p o r  a, multiplicando em t o d o s  os 

c a s o s  a massa e s p e c í f i c a  p. 

No c a s o  d a  coordenada y ,  a p a r c e l a  do amortecimento 

e p a r a  a coordenada  z .  

quanto ao gira 8 ,  a p a r c e l a  do amortec imento  f i c a :  

e ,  p o r  f i a a l ,  r e s t a  a parcela r e l a t i v a  2 coordenada x ,  que é:  

As p a i c e l a s  do amor t ec imen to ,  i n d i  c a d a s  n a s  equações  

(5;2.1j a (5.2.41, serão  i h t r o d u z i d a s  n a s  e q u a s õ e s  d i f e r e n -  

c i a i s  d a  v i g a  curva a a a l i s a d a  aa e e g ã o  5 . 4 .  



5.3. E s p e c i f i c a ç ã o  do Carregamento E x t e r n o  

A d i s t r i b u i ç ã o  das cargas a p l i c a d a s  na v i g a  curva  

h o r i z o n t a l ,  para o v e í c u l o  em movímento com v e l o c i d a d e  cons-  

t a n t e ,  é determinada p e l a  combinação das f o r g a s  h o r i z o n t a i s ,  

v e r t i c a i s ,  axiais e momentos torçores  . 
As f o r ~ a s  a x i a i s ,  ou d i t a s  longitudinais, s ã o  a p l i -  

cadas na v i g a  p e l o  a t r i t o  de r o l a m e n t o ,  isto é, p e l o  efeito 

da a d e r ê n c i a  r o d a - t r i l h o  d e v i d o  à frenação ou à ace leração  do 

ve i 'cu lo-  Cada e i x o  p o s s u i  a s e g u i n t e  componente dessa  força:  

P X i ( s ,  t) = 6 ( s  - V t )  mi g p, i = l , Z  ,..., N E C  ( 5 . 3 . 1 )  

onde 6 ( s - v t )  é a função de Dirac;  ou s e j a ,  quando s = V t ,  

1 ~ 8 ( s - ~ t ) d s = l ,  r q u a n d o  ç#Vt, 6(s-Vt) = 0 ;  g a aceleração da 
U 

g r a v i d a d e ;  p o c o e f i c i e n t e  de a d e r ê n c i a  o u  a t r i t o  de rolamen- 

to; s a posição do e i x o  i no i n s t a n t e  de tempo c ;  V a v e l o -  

c i d a d e  do v e í c u l o ;  m a  a massa c o r r e s p o n d e n t e  ao e i x o  i ;  e 
1 

N E C  o ~ C m e r o  d e  Eixos Carregados  do v e í c u l o .  

J á  as  forças horizontais radiais P . ,  são aplicadas ria 
1 

v i g a  p e l a  c o n t r i b u i ç ã o  de duas p a r c e l a s .  A pr ime ira  c o r r e s -  

ponde a usa força  haruionisi  ocas ionada  p e l a s  v i b r a ç õ e s  r a d i a i s  

do v e í c u l o ;  ai segunda é dev ida  2 força c e n t r i f u g a  requ er ida  

para m a n t e r  a t r a j e t ó r i a  curvada do v e i c u l a ,  d e s c r i t a  p e l o  

r a i o  c o r r a t a n t e  R. Neste  c a s a ,  a s  c o m p o n e n t e s  d a s  cargas  de 

cada e i x o  &o dadas por 

( S .  3 - 2 )  

.- 
dhde d2 e n c o n g t a n t e  que determina a amplitude d a s  f l u t u a -  

F 8 ê s  d d  è o r g a  harmonica;  w a f r e q u ê n c i a  de o s c i l a ç ã o  de ca- 
2 

dâ e i x d  carregado; bZi  O í n g u l o  de fase das v ibrações  do ei- 

kO i 4 e R o r a i o  de curva tura  h o r i z o n t a l  d a  v i g a .  

As c a r g a s  v e r t i c a i s  Pyi(s, t )  possuem t a m b é m  a 

c o n t r i b u i ~ g o  de duas p a r c e l a s :  a p r i m e i r a  corresponde 2 car-  



ga d o  e i x o  i não a s c i l a t ó r i a ,  q u e r  d i z e r ,  com amplitude cons-  

t a n t e  ao l ongo  do t e m p o ;  a s e g u n d a ,  a uma força  ha rmôn ica  

o r i u n d a  das o s c i l a ~ Õ e ç  v e r t i c a i s  d a  massa  do v e í c u l o ,  r e l a t i -  

v a  ao e i x o  i. A s s i m ,  as cargas  tomam a s e g u i n t e  c o n f i g u r a -  
- 

ç a o :  

s a b e n d o - s e  que C é a cons tante  que  determina  a amplitude das 
1 

f lutuações da carga  harrnõnica; w a f requência de o s c i l a ç ã o  
Y 

de cada e i x o  carregado na diregão y ;  m y i  o ângulo d e  fase de 

v ibração  do e i x o  i na d i r e G ã o  y. 

E ,  p o r  f i n a l ,  os momentos t o r ç o r e s  M t i ( s ,  L )  s a o  

d e t e r m i n a d o s  p e l a  atuasão d a s  cargas  v e r t i c a i s  e h o r i z o n t a i s  - 
não c e n t r a d o s  com r e s p e i t o  do centro d e  c o r t e  d a  çeçao trans- 

v e r s a l  da v i g a ,  e também p o r  momentos r o r ~ o r e s  harmônicos  

o c a s i o n a d o s  pe  10 movimento r o t a c i o n a l  do ve<culo. A e x p r e s -  

s ã o  f i n a l  d e s s e s  momentos  torçores, r e l a t i v o s  a cada e i x o  i 

do v e í c u l o ,  f i c a  d e s c r i t a  d a  s e g u i n t e  fo rma:  

- 
onde  a e a s a o ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  as coo rdenadas  da c e n t r o  

Y z 
d e  c o r t e  e m  r e l a ç ã o  a o s  e i x o s  y e z ;  H, a d i s t â n c i a  da a p l i -  

I 

cação das cargas P g i  s a  c e n t r o  d e  c o r t e ;  H2 a d i s t â n c i a  d a  

a p l i c a ç ã o  dae cargas  Pyi a o  centro  de flexão; w g  a f reqUênc ia  

d e  o s c i l a ç i a  a n g u l a r  ou r o t a c i o n a l  do veículo; e m o .  o â n g u l o  
i 

d e  f a s e  d e s k a s  ~ s c i i a ~ B e s ,  r e f e r e n t e s  ao e i x o  i .  

hi equa<Óes ( 5 . 3 ; l )  a (5.3.41, r e l a t i v a s  ao carrega-  

scnkd ~ x k & r n d 4  i i k r a b  c o t i s i d e r o d n ç  n a  d e f i n i ç &  das equações  

i i i k e t e i l ~ i d i s  d d  v i g a 3  n a  seE& que segue .  



5 . 4 *  ~ q u a ~ Õ e s  D , i f e r e n c i a i s  d e  Movimen to  

O modelo matemático a d o t a d o  neste trabalho c o r r e s -  

ponde  a uma v i g a  curva c i r c u l a r  de parede f i n a  e a b e r t a  com 

a s  p r o p r i e d a d e s  c o n s t a n t e s  a o  l o n g o  de  s e u  comprimento,  p o s -  

s u i n d o  r a i o  de  c u r v a t u r a  R c o n s t a n t e  no p l a n o  normal ao e i x o  
- - 

v e r t i c a l  y .  A e s p e s s u r a  d a s  paredes  é p e q u e n a  e m  r e l a ç a o  as  

o u t r a s  d i m e n s õ e s  d a  s e ç ã o  t r a n s v e r s a l ;  p o r  o u t r o  l a d o ,  as d i -  

mensões d a  s e ç ã o  t r a n s v e r s a l  s ã o  p e q u e n a s  em r e l a ç ã o  ao com- 

p r i m e n t o .  

Para o c a s o  d e  v i g a s  retas, b a s t a  cons iderar  o raio 

de c u r v a t u r a  m u i t o  grande ,  t e n d e n d o  a infinito. 

E s s a s  c a r a c t e r í s t i c a s  g e o m é t r i c a s  d a  v i g a  c u r v a  de  

s e ç ã o  a b e r t a  e parede f i n a  e s t ã o  m o s t r a d a s  na F I G U R A  5 . 4 . 1 ,  

onde a c o o r d e n a d a  - s d e f i n e  o comprimento d e  a r c o  m e d i d o  a par-  

t i r  do extremo d a  v i g a .  

A teoria de v i g a  com s e ç ã o  a b e r t a  d e  V L A S O V ~ ~  e s -  

tá b a s e a d a  nas s e g u i n t e s  hipóteses: 

- .- - a s e ç a o  t r a n s v e r s a l  n ã o  é de formáve l ,  i s t o  é, e 

r í g i d a  no s e u  p l a n o ,  mas p o d e  empenar  l i v r e m e n t e ;  

- as deformações d e v i d o  à s  t ensões  d e  cisalhamento 

no  plano m é d i o  d a  v i g a  s ã o  desprezíveis (ou s e j a ,  o s i s t ema 

de c o o r d e n a d a s  r e t a n g u l a r e s  d a  s u p e r f í c i e  m é d i a  c o n t i n u a  r e -  

tangular m e s m o  d e p o i s  d a  d e f o r m a ç ã o ) ,  a p a r t i r  das q u a i s  podem 

s e r  o b t i d a s  as s e g u i n t e s  e q u a ç õ e s  d i f e r e n c i a i s  de  movimen to  

em v i g a s  de s e ç ã o  u n i f o r m e ,  a b e r t a  e e i x o  curvo:  



FIGURA 5 . 4 . 1  - Caracteristicas g e o m é t r i c a s  e 

n o t a ç a o  d a  v i g a  c u r v a  d e  s e -  

ção a b e r t a  e p a r e d e  f i n a .  



onde, 

X ( S ,  t) , y(s, t) , z ( s ,  t) - deslocamentos nas  direções a x i a l ,  

v e r t i c a l  e l a t e r a l ,  r e s p e c t i v a m e n t e ;  

f l ( s , t )  - giro d a  seção  transversal  ao redor 80 c e n t r o  de c o r -  

t e  A o ;  

PXi(s,t), Pyi(b# r ) ,  F E L ( @ ,  t )  - d a s  cargas e x t e r n a s  

heB direg;õaa x ,  y e e ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  por u n i d a d e  

de comprimento, i n d i c a d a s  na s e ç ã o  5.3; 

Mti(s.t) - mobento t o r ç o r  d e v i d o  à s  c a r g a s  e x t e r n a s ,  em t o r n o  

du céntro d e  c o r t e  *o ' por  u n i d a d e  de  comprimen- 

tu, ihd irado  na s e ç ã o  5 . 3 ;  

E - m Ó d u l o  dZ Ybdtlg do m a t e r i a l ;  

G = - - -  E - médula de elas t i c i d a d e  t r a n s v e r s a l  do m a t e r i a l ;  
2 ( 1 + ~ 3  

a - c a e f i c i e n t &  de f i k o p o r c i o n a l i d a d e  o u  c o n s t a n t e  de amorte- 

f i d t e n t 6 ;  

v E i j i o f i i i i k i i t e  Be P ~ i s s o d  de m a t e r i a l  da v i g a ;  

A = &@a da a e g l ~  t r r n s v e r s a l ;  
13 - massa c s p e c É f i c a  do mater ia l  d a  v i g a ;  

H - r n i u  dc c u r v a t u r a ;  

G K t  - r i g i d e z  t o r c i o n a l  da s e ç ã o ;  

K t  - c o n s t a n t e  d e  t o r ç ã o  d e  S c .  V e n a n r ;  



Iy, Iz - momentos de i n é r c i a  com r e l a ç ã o  aos e i x o s  y e z, res- 

pe ctivamen t e  ; 
2 

= I A  @ dA - c o n s t a n t e  de  empenamento ( m o m e n t o  s e t o r i a l  de 
O 

i n é r c i a )  ; 

0 - coordenada s e t o r i a l  normalizada; 

a , a" - coordenadas  do c e n t r o  d e  f l e x á o  A tomadas ao l o n g o  
Y o 

dos e i x o s  p r i n c i p a i s  Y e Z ( F I G U R A  5 . 4 . 1 1 ,  respec -  

t ivamen te ; 

2 2 r = I Z / A  - raio de g i r a ç ã o  com r e l a ç ã o  a o s  e i x o s  r Y = Iy/A, 

p r i n c i p a i s  y e z; 

A s  equações (5.4.2) e ( 5 . 4 . 4 )  s ã o  a c o p l a d a s  e m  t e r  - 
mos d e  x e z ,  e governam o comportamento d a  v i g a  na deformação 

a x i a l  e flexão com r e s p e i t o  ao e i x o  Y, usualmente  o e i x o  s e -  

c u n d á r i o .  P o r t a n t o ,  Q comportamento f l e x u r a l  do e i x o  s e c u n d a -  

r i o  é a f e  t a d ó  p e l a  e x t e n s a b i l i d a d e  do membro. S i m i l a r m e n t e ,  

as equaçoes ( 5 , 4 , 1 )  a { 5 , 4 * 3 )  s z o  a c o p l a d a s  em termos d e  y e 

8 ,  e descrevem u problema d a  £lesão com r e l a s ã o  a o  e i x o  z e 

t o r ç ã o 4  canseq#edtenfen t e ,  p e l e  acopldmento das equasÕes 

( 5 . 4 . 1 J  a (5,4.4), a eo lução  d a s  mesmas s e  dá simultaneamente. 

Analisando i n d i v i d u a f m e n t e  o s  termos que compõem as 

equações  ( f . 4 , 1 )  a ( 5 . 4 . 4 1 ,  c o n s t a t a - s e  que elas s e  m o s t r a m  

i n c o n s i s  t e r t t e ~  , f e to é, possuem coef ic ie i - i tes  de r i g i d e z  e d e  mas- 

s a  não s i m é t r i c o s .  Uma a n á l i s e  m a i s  d e t a l h a d a  d e s t e  p r o b  lema 

é a p r e s e n t a d a  na s e ~ ã o  6 . 2 .  E n t r e t a n t o ,  para que e s s a s  equa-  

ç õ e s  r e s u l t e m  c o i i d s  t e n t e s ,  foram c o n s i d e r a d a s  as  s e g u i n t e s  

a1 t e r a ç õ e s  : 

.., - na equaçao ( 5 . 4 . 4 1 ,  



A so lução  simultânea das equações ( 5 . 4 . 1 )  a ( 5  . 4 . 4 ) ,  

c o n s i d e r a n d o  as al terafÕes  i n d i c a d a s  e m  ( 5 . 4 . 5 1 ,  s e r á  d i s c u t i -  

da  na próxima sesão .  

5 . S .  s o l u ç ã o  ~ u m é r i c a  das ~ ~ u a ~ õ e s  ~ i f e r e n c i a i s  d e  Movimento 

p e l a   l li cação  de Diferenças  Fini tas Centra i s  

s e r á  empregado, a seguir, um p r o c e d i m e n t o  de  solução 

baseado na inte gração numérica s irnultânea na coordenada e s p a -  

cial 5 e no tempo L. Para e s s e  o b j e t i v o ,  o s  operadores  d i f e -  

r e n c i a i s  nas equações ( 5 . 4 . 1 )  a ( 5 . 4 . 4 )  s e r ã o  s u b s t i t u í d o s  

por aproximaçoes e m  Diferenças  F i n i t a s  C e n t r a i s ,  de  acordo com 

o esquema i n d i c a d o  na F I G U R A  5 . 5 . 1 .  

I n t r o d u z i n d o  o s  operadores  d a s  FIGURAS 4.2.3 a 4 . 2 . 6  

n a  equação ( 5 . 4 . 1 1 ,  n o  ponto ( i ,  j )  d a  r e t í c u l a ,  tem-se: 

EI* 
z - GK t 
4 " i , j - 2  - 4 y i  , j - 1  + 6 y i , j  - 4 y i  j + l  i ' i , j + 2  

R DS 
- 2 ( Y ~  , j - 1  - 

Ds 

Da mesma forma, a equação ( 5  . 4 . 2 )  
r e s u l t a :  



EA E A  
- 2 2 .  + 2. 1 + - (xi,i+l - x *  + - Z i 

1 ,j l , j + l  2 RDS 1 $ J  R 2 i , j  

+ -  . - z  
"isl,j i - 1 , ~  .) = P,; v j 

2Dt 

P o r  o u t r o  lado, para a equação ( 5 . 4 . 3 )  c o r r e s p o n d e n -  

te ao g i r o  8 ,  o b t é m - s e :  

==w - - 4 0 ;  + d e i  , - 4 e i  
E = w  

+ -  
- 

4 "i , j - 2  , j -1 , j + l  +'i , j + 2  4 " i , j - 2  
Ds RDs 

E I Z + G K t  
- 4 ~ ~ , ~ - i  + 6 y i 9 j  - 4 y i  > - - 2 ~ ~ , ~  + 

2 , j+ l  *'i, j + 2  RDs 
"i, j-I  

s e :  

F i n a l m e n t e ,  para o c a s o  d a  equação ( 5 . 4 . 4 ) ,  o b t é m -  



E A  - -  - z 
E A  

( 2 ;  I - -  2 ( x i , j - ~  - 2x i , j  1, j + l  + X .  + 
, j + l  i , j - 1  

2 R D s  Ds 

Observa-se na equação ( 5 . 5 . 4 )  que a Ú n i c a  i n c ó g n i t a  

no t empo  t + D t  é x s e n d o  que a s  d e m a i s  p a r c e l a s  
i+l, j' 

correspondem a s  componen tes  do des locamen to  nos tempos  t e 

t - D t  , podendo ,  d e s s a  forma,  s e  r r e s o l v i d a  i n d e p e n d e n t e  das  de- - 
mais e q u a ç o e s  . 

J; as equações  (5.5*1), (5.5.2) e ( 5 . 5 . 3 )  p o s s u e m  

acoplamento d a s  i n c ó g n i t a s  y ,  z e 8 no tempo t + D t  para  os  

n ó s  j-1, j e j * l ,  conforme r e t i c u l a  i n d i c a d a  na F I G U R A  

5 . 5 . 1 .  

W a U R A  3 . 5 . 1  - ~ e t i c u l a  no p l a n o  s - t  p a r a  s o l u ç ã o  d o  

s i s t e m a  e m  D i f e r e n ç a s  F i n i  tas C e n t r a i s .  



~ l é m  d i s s o ,  verifica-se nessa  figura, que para a obtenção  

das i n c ó g n i t a s  y ,  z e 0 ,  r e f e r e n t e s  a o s  n ó s  j-1, j e j + l ,  

devem s e r  conhec idas  a s  i n c ó g n i t a s  e m  o u t r o s  8 ( o i t o )  p o n t o s  

d a  r e t z c u l a ,  correspondentes  aos  tempos  t e t-Dt. 

C o m  o o b j e t i v o  de operar  com m a t r i z e s  c u j o s  e l e m e n -  - 
tos s e j a m  a d i r n e n s i o n a i s ,  as e q u a ç o e s  (5.5.1), (5.5.2) e 

(5.5.3) s ã o  multiplicadas, t a n t o  o p r i m e i r o  como o segundo 

m e m b r o ,  por:  

também, t o d a  a equaçao ( 5 . 5 . 3 )  é d i v i d i d a  por Ds e todas as  

p a r c e l a s  das equações  ( 5 . 5 . 1 1 ,  ( 5 . 5 . 2 )  e ( 5 .5 .3 )  que p o s s u e m  

o g i r o  8 ,  s ã o  d i v i d i d a s  também p o r  Ds. 

Organizando em forma m a t r i c i a l  as equações (5.5.1), 

(5.5.2) e (5.5.3), chega-se  no s e g u i n t e  sistema l o c a l  para 

s o l u ç ã o  d o s  deslocamentos y, z e g i r o  8 no  t e m p o  t+Dt: 

onde ,  

* + ji o g t d t & 8  P e V são d e f i n i d o s  d a  s e g u i n t e  



Pata d e f i n i r  as matrizes l o c a i s  B e C ,  correspon-  

dentes ao nó g e n í t i c o  j, torna-se  necessário d e f i n i r  algumas 

r e l a g g e s  e n t r e  as constantes d a  v i g a ,  quais s e j a m :  

a,  r /Ds;  K = I / R ;  E = KDs; 



A matriz B p o s s u i  dimensão d e  3 x 9 ,  sendo  q u e  o s  

s e u s  elementos adimensionais estão assim caracterizados: 

1 + - a Dt; 
2 

O S  demais elementos da matriz . B $50 n u l o s .  

A dimensão da matríz l o c a l  C é de 3 x 2 4 ,  e s e u s  ele- 

mentos adirnensionais s ã o  o s  s e g u i n t e s  : 



2 4 
C(3,lO) = 6 E a,; 

D a  mesma forma que a matriz ' local B, o s  demais e l e -  

mentos da matriz l o c a l  6 s ã o  também nulos. 

Para uma d i s c r e t i ~ a ~ ã o  da v i g a  em N n ó s ,  conforme 

FIGURA 4 . 3 , 2 ,  o sistema l o c a l  ( 5 . 5 . 5 )  assume a s e g u i n t e  con- 

f i g u r a ç ã o  g l o b a l ,  quando o nó genérico j v a r i a  de 2 até N - 1 :  

+* 
onde V é um v e t o r  que  contém as incógnitas (deslocamentos y ,  

z e g i r o  0 )  d o s  N - 2  n ó s ,  no tempo t + D t .  

+* 
Cada e lemento  d o  v e t o r  W é obtido pelo produto d a  

+ 
matriz l o c a l  C e o vetor P para cada nó discretizado, função 

das componentes dos deslocamentos e giros dos M-2 n ó s ,  n o s  

tempos t e t + D t .  

+ A  
JS O v e t o =  Q contém as componentes nodais do car- 

regamento e x t e r n o  d i ~ t r i b u i d a  por u n i d a d e  d e  comprimento, cor- 

~ & ~ p o h d ~ h f e a  a u  e a r g a i  vert ica i ta ,  horizontais e momentos t a r -  

çores, no instante d e  t e m p o  t. N o  caso de e i x o s  c a r r e g a d o s  em 

movimento, essas componentes n o d a i s  do carregamento e x t e r n o  

s ã o  o b t i d o s  da s e g u i n t e  forma: 



- toma-se  como base  uma componente g e n é r i c a  P i' que 

t a n t o  p o d e  r e p r e s e n t a r  uma carga v e r t i c a l  ou h o r i z o n t a l  como 

também um momento torçor, que s e  move sobre  a v i g a  curva com 

v e l o c i d a d e  c o n s t a n t e  V, conforme F I G U R A  5.5.2 a b a i x o :  

1 2 j-z - 1  v j j +I - " 1 - " 

CONTO RiVO 
ESOUERW 

1 v .  t 
I 

4 
mNTORN0 
DIREITO 

F I G U R A  5 . 5 . 2  - Carga externa P. e m  movimento  sobre  a 
1 

v i g a  com v e l o c i d a d e  cons tante  V. 

s e n d o  que P. e s u b s t i t u í d o ,  no i n s t a n t e  de t e m p o  t, p o r  duas 
1 

componentes equivalentes atuando n o s  n ó s  j -1 e j , conforme 
F I G U R A  5 . 5 . 3 :  

CONTORNO 
ESQUERDO CONTORNO 

DIREITO 

FIGURA 5 - 3  : 3 - Cargas e x t e i n a s  n o d a i s  e q u i v a l e n t e s .  

o11 d h  : 



F i n a l m e n t e ,  para que essas componentes nodais equi- 

valentes s e j  arn d i s t r i b u r d a s  p o r  u n i d a d e s  d e  comprimento ,  b a s -  

ta que ambas as cargas sejam d i v i d i d a s  p e l o  i n t e r v a l o  de com- 

p r i m e n t o  Ds ( d i s t â n c i a  e n t r e  dois nós discretizados) , confor-  

me F I G U R A  5.5.4: 

0 4  
C C -. 

N j -1 j j t i  
w 

hl 

CONTORNO CONTO R NO 
ESOUEAOO OIREIrO 

F I G U R A  5.5.4 - Cargas externas nodais e q u i v a l e n t e s  p o r  

un i  dade de comprimento . 

onde , 

* A .  
1 

p i  j-l = -  
2 [ ( j - i )  DS - ~ t ]  , 

Ds 

sendo  que  as componentes do v e t o r  a* s ã o  p r o v e n i e n t e s  de  ex- - 
p r e s s a e s  s i m i l a r e s  2s de ( 5 . 5 . 7 1 ,  onde o í n d i c e  i v a r i a  de - 

i 1 ,  ... , N E C  (nGmero de e i x o s  carregados) ,  

Pazendo  o nó g e n é r i c o  j v a r i a r  de 2 até N-1, para - 
uma d i s c r e t i z a ~ H o  em Diferengas  F i n i t a s  C e n t r a i s  com N n ó s ,  a 
m a i r i i  g l o b a l  I)* possui a s e g u i n t e  montagem: 



Considerando deslocameatos e giros n u l o s  nos extremos 

d a  v i g a ,  a dimensão da matriz g l o b a l  B* é de 3 { N - 2 )  x 

x 3 ( N - 2 ) ,  possuindo s imetr ia  de s e u s  e l ementos .  

Somando os d o i s  v e t o r e s  do segundo  membro d a  equação 

(5.5.6), e d e f i n i n d o  o v e t o r  

chega-se  no s e g u i n t e  sis tema g l o b a l :  

~ p b s  uma t r i a n g u l a r i ~ a ~ ã o  da matriz * o sistema 

(5.5 - 9 )  é r e s b l v i d o  a cada incremento d e  tempo Dt, s a b e n d o - s e  
+* 

que o d e t d r  p o s s u i  a s  incÓgnitas  e m  des locamentos  e gi- 
+ 

r o s  no tkiiH$b t e 0 v e t a r  K i , i - ~  é função dos d e s  l oca -  

meaEbS @ g i r d 3  tròg tempoe t e t - D t ,  e d a s  cargas  n o d a i s  ex- 

t r f f ia9  b p i i ~ a d d u  nn v i g a  d e f i n i d a s  e m  ( 5 . 5 . 7 ) .  

E, p o r  f i n a l ,  r e s t a  a cons ideração  d a s  c o n d i ç õ e s  de  

c o n t o r n o  crn ambos extremos da v i g a  curva. As c o n d i ç õ e s  d e  - 
b o r d ~  c a n  e o n s i d o r a d a s  no v e t o r  , d e f i n i d a s  e m  ( 5 . 5 . 5 1 ,  a 



cada incremento de tempo D t  na so lução  de  ( 5 . 5 . 9 ) .  Um e s t u d o  

mais d e t a l h a d o  dos t i p o s  de c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  a serem con-  - 
s i d e r a d o s  será apresentado  na s e ç ã o  que segue,  isto é, a seçao 

5.6. 

5.6. Cons ideração  d a s  C o n d i ç õ e s  de C o n t o r n o  da Viga  p a r a  o 

~ é t o d o  de Diferenças  F i n i t a s  Centra i s  

A cons ideração  das c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  c o n s t i t u e m  

um problema adicional na s o l u ç ã o  das equações  diferenciais de 

movimento da v i g a ,  p r i n c i p a l m e n t e  quando e s t a  for curva pos-  

su indo  seção transversal  a b e r t a  e parede f i n a .  

A d i f i c u l d a d e  fundamental  diz r e s p e i t a  2 v i a b i l i d a d e  

das c o n d i ç õ e s  i n d i c a d a s  na p r á t i c a ,  quando comparadas com a s  

cons ideradas  na a n á l i s e  t e ó r i c a  do m o d e l o ,  E d i f í c i l  repre-  

sentar no modelo t e ó r i c o  as cond ições  de bordo da e s t r u t u r a  

r e a l .  Tenta-se, na m e d i d a  do p o s s í v e l ,  uma melhor aproximação 

d a s  c o n d i ç õ e s  de  b o r d o  dentro de uma margem de  e r r o  a d r n i s ~ í v e l ~  

Considerando o presente  t r a b a l h o ,  onde a l i n h a  méd ia  

da v iga  6 diçcretizada em N 1169, em cada n6 devem Ser especificadas todas  a s  

c a r a c t e r i s  t i c a s  da  eeção  t r a n s v e r s a l ,  i n c l u s i v e  as  c o n d i ç õ e s  

de contornb para Q ~ L  potltol  l o c a l i z a d o s  nas  e x t r e m i d a d e s  da m e s -  

ma- Dessa forma, irnposs$vel a cons ideração  de uma condição 

de c o n t o f n o  aperias p a r c i a l  d a  s e ç ã o  t r a n s v e r s a l .  Como exemplo 

i l u s r r b t i ~ a ,  p o d e - s e  c i t a r  o caso  da v i g a  e l e v a d a  p e r t e n c e n t e  

a l im s i s t e m a  d e  t r a n s p o r t e  urbano,  m o s t r a d a  na F I G U R A  5 . 6 . 1  na 

a s e g u i r ,  onde a b o r d a  pode s e r  c o n s i d e r a d a  ro tu lada  2 

flexão v e r t i c a l  a lateral. Já na t o r ç á o ,  a b o r d e  p o s s u i  e n g a s -  

tamento p d r c i a l  da s e ç ã o  t r a n s v e r s a l ,  conforme  F I G U R A  5.5.2.  

Para r e s o l v e r  e s t e  problema da forma m a i s  p r e c i s a  

p o k k í v i  1 ,  deve-se  abrir  mzo d a  h i p á t e s e  de V L A S O V ,  i n d i c a d a  
na  begão 5.4; Segundo  e l a ,  1 i e ç ã o  t r a n s v e r s a l  é i n d e f o r m á v e l  
iiti 3 k i i  filahrr, i i t o  t ,  n i o  h i  d i s t o r g i o  d a  s e ç ã o  t r a n s v e r s a l ;  
d o i t a  forma, p o d e - s e  a d m i t i r  que o engas tamento  p a r c i a l ,  mos- 

t r a d o  n a  F I G U R A  5.6.2, s e j a  s u b s t i t u í d o  por  u m  engastarnento 
t o t a l  da s e ç ã o  t r a n s v e r s a l .  



F I G U R A  5 . 6 . 1  - D e t a l h e  do a p o i o  d a  v i g a  e l e v a d a  p e r t e n c e n t e  

a um sistema de t r a n s p o r t e  urbano. 

F s ~ U R A  5 . 6 . 2  - Engas Lamento p a r c i a l  d a  s e ç ã o  t r a n s -  

v e r s a l  d a  v i g a  reta. 



Apesar das a p r o x i m a ç o e s  e n t r e  o m o d e l o  t e ó r i c o  e o 

m o d e l o  r e a l ,  v e r i f i c o u - s e  que a r e s p o s t a  t e ó r i c a  d a s  f r e q u ê n -  

c i a s  n a t u r a i s  de  v i b r a ç ã o  d a  v i g a ,  o b t i d a s  p e l a  a p l i c a ç ã o ,  do 

p r o g r a m a  D I N A U T  e i n d i c a d a s  n a  T A B E L A  6 . 4 . 2 ,  s e  mostraram 

próximas ãs f reql lências  n a t u r a i s  d e  vibração c a l c u l a d a s  p e l o  

& t o d o  d e  Elementos  F i n i t o s  e da f r e q U ê n c i a  m e d i d a .  A maior 

d i £ e r e n ç a  e s t á  situada no t e r c e i r o  modo, r e l a t i v a  ã f l e x o -  

torção l a t e r a l ,  em torno de 2 0 % .  A c r e d i t a - s e  que e s t a  d i f e -  

rença significativa possa s e r  e x p l i c a d a  p e l a s  limitações n a  

c o n s i d e r a ç ã o  das condições  de contorno a c i m a  mencionadas . 
,.. 

Cabe s a l i e n t a r  que as c o n d i ç õ e s  d e  contorno sao con-  

s i d e r a d a s  i n d e p e n d e n t e m e n t e  para o caso d a  flexão v e r t i c a l ,  

h o r i z o n t a l  e torção, a d m i t i n d o ,  p o r t a n t o ,  que  elas possam 

a c o n t e c e r  na forma combinada e n t r e  r ó t u l a  e e n g a s t e .  

serão c o n s i d e r a d o s  n u l o s  o s  deslocamentos axiais, 

v e r t i c a i s  e h o r i z o n t a i s ,  como também os g i r o s  em ambos e x t r e -  

mos, e s q u e r d o  e d i r e i t o ,  d a  v i g a .  

P a r a  o c a s o  d e  contorno r o t u l a d o  5 f l e x ã o  v e r t i c a l ,  

i s t o  é, cons iderando  n u l o  o momento  f l e t o r  (MZ =O), a expres - 
s ã o  f i n a l  e m  Di fexenças  F i n i t a s  centrais f i c a :  

d 

C o m o  o d e s l o c a m e n t o  h o r i z o n t a l  y no extremo j e COE 

s i d e r a d o  n u l o ,  a condição  de bordo r o t u l a d o  f i c a :  

A condiqáo  ( 5 . 6 . 1 )  é i l u s t r a d a  na F I G U R A  5 . 6 . 3 ,  na p á g i n a  que 

: ; t ' { ' , I l tL  . 
P u r  outro l a d o ,  a e x p r e s s ã o  em D . F . C . ,  p a r a  G ,aço 

d e  c o n t o r n o  e n g a s t a d o  2 flexão v e r t i c a l ,  é a s e g u i n t e :  



FIGURA 5 . 6 . 3  - c o n d i ç ã o  d e  c o n t o r n o  r o t u l a d a  ã f l e x ã o  ver-  

t i c a l  e m  Diferenças F i n i ~ a s  C e n t r a i s .  

r e s u l t a n d o  na s e g u i n t e  c o n d i ç ã o :  

s e n d o  e s t a  ilustrada a b a i x o  ( F I G U R A  5 . 6 - 4 ) .  

F I G U R A  5 . 6 . 4  - ~ o r i d i ç ã o  de  c o n t o r n o  e n g a s t a d a  5 f l e x ã o  

v e r t i c a l  em D.F.C. 

QuantG ~ o n s f d e r a ç ã o  das c o n d i ç õ e s  d e  bordo ã f le- - 
x ã o  h o r i z o n t a l  e t o ~ . ~ á o ,  s e  procede i d e n t i c a m e n t e  a d a  flexão 

v e r t i c a l ,  d e b c r i t d b  em (4.6.1) e (5.6.2) e n a s  F I G U R A S  5 . 6 . 3  

e 5 . 6 . 4 ,  c h e g ~ n d u  n a s  s e g u i n t e s  e x p r e s s õ e s  p a r a  a f l e x ã o  ho- 

r i  z u i i t a l :  

~ o r d a  e n g a s  tada: z - - 2. 
i,j-1 i , j + l  ' 

E ,  no  c a s a  d a  torção, chega-se  n a s  s e g u i n t e s  expressoes: 



Borda r o t u l a d a :  

B o r d a  e n g a s  t a d a :  

F i n a l m e n t e ,  o s i s t e m a  g l o b a l  ( 5 . 5 . 6 )  p o d e  s e r  envol- 

v i d o  com a cons iderasão  das  c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o ,  i n d i c a d a s  
-b 

e m  (5.6.1), (5.6.21, (5.6.3) e (5.4.4), no vetor P d a  equação 

( 5 . 5 . 5 ) .  

Como os  deslocamentos e g i r o s  s ã o  n u l o s  nos extremos 

da v i g a ,  o s i s t e m a  g l o b a l  de ( 5 . 5 . 9 )  é r e s o l v i d o  fazendo  o n6 

genérico j v a r i a r  de 2 a t é  N-1. - 
Quando j assumir o valor 2 ( i s t o  é, o primeiro  nó - + 

d i s c r e t i z a d o  d e p o i s  do contorno e s q u e r d o ) ,  o v e t o r  P recebe a 

p r i m e i r a  c o n d i ç ã o  de  b o r d o ,  sendo a s s i m  represen tada:  

l-Yi,2 ( r ó t u l a )  

o n d e  a s  i n c ó g n i t a s  z ' i , ~ '  i , 0  e 8 correspondem a o s  des -  i ,O 
lacasentos do nó s i t u a d o  na extremidade e s q u e r d a  e f o r a  d a  v i -  

8 - E 0 .  = i ,  j - 2  1 ,o 

6 
i,2 í engas  te) 

-'i, 2 (rótui a)  



ga,  conforme FIGURA 5.6.5: 

CONTORNO 
ESQUERDO 

FIGURA 5 . 6 . 5  - D i s c r e t i z a ç ã o  d a  e x t r e m i d a d e  e s q u e r d a  

da viga em D.F.C. 

Quando j assume N-1 ( i s t o  é, o penGltimo nó d i s -  - -+ 
c r e t i z a d o  da viga), o v e t o r  P recebe a s e g u n d a  c o n d i ç ã o  de 

b o r d o ,  r e l a t i v a  ao c o n t o r n o  d i r e i t o ,  com a seguinte rep resen -  

I-'i,N-l (rótula) 

Z i, N-1 ( e n g a s t e )  

'i ,N-I (engas te) 

- e  
i , N - 1  (rótula) 

onde as i n c ó g n i t a s  '~,N+I* 
i ,N+1 e 8  i,N+1 correspondem 

a o s  deslocamentos f i c t i c i o s  do nó situado na e x t r e m i d a d e  d i -  

r e i t a  e f o r a  d a  v i g a ,  c o n f o r m e  FIGURA 5.6 .6 :  



F I G U R A  5 . 6 . 6  - Discretização da e x t r e m i d a d e  d i r e i t a  

d a  viga em D . F . C .  

5 - 7 .  E s f o r q o s  Internas: N o r m a i s ,  C o r t a n t e s ,  Momentos  F l e t o r e s  

e Momentos  Torçores d a  Viga Curva  

A p a r t i r  das  deslocamentos e g i r o s  c a l c u l a d o s ,  t o r -  

na-se  p o s s I v e 1  a o b t e n ç ã o  das forças i n t e r n a s  atuantes na v i g a  - 
curva  h o r i z o n t a l ,  c u j  as e x p r e s s o e s  s ã o  a s s i m  d e f i n i d a s :  

bHUk N x  d e n o t a  a farsa a x i a l ;  M e MZ os m o m e n t o s  f l e t o r e s  
Y 

i i i i k f - n a s  cam r e e p e i  t o  aos  e i x o s  y e E ;  Ts o momento t o r ç o r  d e  
se .  V e n a n t ;  T e  o momento d e  e m p e n a m e n t o ;  T o momento t o r -  

çor total; B M  o b i m o m e n t o ;  Qy e Q z  o s  c o r t a n t e s  i n t e r n o s  

corn r e s p e i t o  a o s  e i x o s  y e z ,  respectivamente. 





de  c o n t o r n o  d a  m e s m a ,  c u j a s  opçoes  foram r e l a t a d a s  na s e ç ã o  

5 . 6 .  

Como s o l u ç ã o  do p r o b l e m a  dinâmico i n d i c a d o  e m  ( 5 . 5 . 9 1 ,  

i n c l u i n d o  a cons ideração  das condições de c o n t o r n o  e e s f o r ç o s  

i n t e r n o s  d e s c r i t o s  nesta s e ç ã o  e na s e f i o  5.6, foi desenvolvi- 

do o programa  chamado V I G A D I N  no c o m p u t a d o r  B6700 na l i n g u a -  

gem A L G O L .  As a p l i c a ç õ e s  desse programa na a n á l i s e  de exemplos  

comparat ivos  e s t ã o  mostradas no ~ a p í t u l o  7. 



6 .  DETERMINAÇÃO DE AUTOVALORE S ( F R E Q U E N C I A S  N A T U R A I S )  E MODOS 

DE VIBRAÇÃO E# V I G A S  C U R V A S ,  SEÇÃO ABERTA E P A R E D E  FINA 

considerações Fundamentais 

Quando um sistema l i n e a r  6 submetido s ação de  uma 

e x c i t a ç ã o  harmônica, o sistema responde na mesma £requência da  

e x c i t a ç ã o .  Em sistemas fracamente amortecidos, s e  a frequgn- 

c i a  da e x c i t a ç ã o  encontra-se próxima d a  f reqUênc ia  natural d o  

sistema, apresenta-se  o fenômeno de ressonãncia, dai podendo  

r e s u l t a r  oscilações de  grande a m p l i t u d e .  A ressonância pode  

ser a c a u s a  de c o l a p s o  de e s t r u t u r a s ,  sendo de importância o 

c ~ l c u l o  das frequências naturais no e s t u d o  de vibra$Ões .  

E m  pontes rodoviárias e f e r r o v i á r i a s ,  a i n t e r a ç ã o  

dinâmica entre  a e s t r u t u r a  e o veículo pode s e  tornar  impor- 

tante. De £ato, como c r i t é r i o  de p r o j e t o  para muitos siste- 

mas, é e x i g i d a  que a fxeqUência f u n d a m e n t a l  - f d a  viga s e j a  

maior que 3,s  Hz. Dessa forma, para obedecer e s s e  c r i t é r i o ,  o 

Engenheiro é o b r i g a d o  a a v a l i a r  as freqflências  naturais de 

v ibração  d a  v i g a .  

Com a a p l i c a ç ã o  de computadores e o desenvolvimento 

d e  m e t a d o s  n u m é r i c o s ,  as dificuldades a s s o c i a d a s  c o m  e l e m e n t o s  

de  v i g a  c u r v a  tem sido largamente v e n c i d a s .  

A determinação de freql lências  d e  v ibração  p a r a  v i g a s  
- d e  s e ç ã o  t r a n s v e r s a l  a s s i m é t r i c a ,  aber ta  e parede f i n a ,  sera 

discutida n e s t e  c a p i t u l o .  Vigas curvas com várias c o n d i ç õ e s  

de c o n t o r n o ,  incluindo apo io  simples (rotulado) e contorno  en- 

g a s t a d o s ,  tanto na f l e x ã o  v e r t i c a l  e lateral como na flexão 

t a r c i o n a l ,  taínbgrn eerzo estudados.  R e s u l t a d o s  obtidos d e s t e  

t r a b a l h o  s a o  poateriormente comparados com os  d e  o u t r o s  a u t o -  

r e s  e tambêrn com v a l o r e s  experimentais. Foi desenvolvido um 
programa no computador  B-6700 d a  UFRGS que p o s s i b i l i t a  a ob- 

tenção d a s  n   rime iras frequênci-as n a t u r a i s  e o s  respectivos - 



modos de v ibração  d a  estrutura. 

Devido a s e s ã o  t r a n s v e r s a l  s e r  assimétrica, i s t o  é, 

o centro de c o r t e  não c o i n c i d i r  com o b a r i c e n t r o ,  e a o  

e i x o  curvo ,  resultam v ibrações  a c o p l a d a s  e n t r e  o s  d e s  locamen- 

t o s  a x i a l ,  d e  f l e x ã o  v e r t i c a l ,  de  flexão horizontal e torcio- 

nal. Esse  acoplamento s e  v e r i f i c a  n o s  modos d e  v i b r a ç o ~ s  

( a u t o v e  cores) obtidos na solução do p r o b l e m a  d e  a u t  o v a l o r e s .  

T o d o s  os sistemas estruturais (ou mecânicos) e s t ã o  

s u j e i t o s  a u m  certo grau d e  amortecimento, c m  face d a  dissi- 

pação d e  e n e r g i a  p e l o  a t r i t o  e outras  resistências. Se o 
& 

amortecimento é f r a c o ,  a sua influência torna-se  pequena e nao 

é geralmente cons iderada no calculo d a s  f r e q u ê n c i a s  n a t u r a i s .  

O amortecimento, e n t r e t a n t o ,  é de grande impor tânc ia  a o  limi- 

t a r  a amplitude das o s c i l a ç õ e s  na r e s s o n k c i a .  

Quando o sistema não apresenta  amortecimento, e n t ã o  
2 5 

s ã o  a p l i c á v e i s  as equações homogêneas de movímento d e  VLASOV 

( e q s .  5 . 4 . 1 - 4 ) .  U s a n d o - s e  o m é t o d o  d e  s e p a r a ç ã o  d e  v a r i A v e i s ,  

v e r i f i c a - s e  q u e  e s s a s  e q u a ç õ e s  a d m i t e m  s o l u ç ã o  d o  t i p o :  

I n t  reduzindo as equações ( 6 . 1 . 1 )  n a s  equações  

( 5 . 4 . 1 )  a (5.4.41, d e s p r e z a n d o  o amortecimento e a s  p a r c e l a s  

r e l a t i v a s  às car-gas e x t e r n a s ,  obtém-se um sistema acoplado de 

e 4 u a ç Õ e s  em Yns Z n >  en, e xn, contendo o ~ a r ã r n e t r o  desconhe-  

c i d o  w n .  

Reprerrnfando os operadores diferenciais com r e s p e i -  
e t o  2 coordenada e s p a c i a l  s p e l a s  correspondentes aproxirnaçoes 

em D i f e r e n ç a s  F i n i t a s ,  conforme item 4 . 2 ,  c h e g a - s e  a o  s e g u i n -  

te sistema de equações homogêneas: 



E = w  - 4 0 j - 1  + 6 0  - 4 0 j , l  + 0 j + 2  + Y ~ + ~ )  ( ' j -Z  1 
RDs 

j 
1 

2 
EA 

- x > + %  zj - p A w 2  (1-2) z - @ * a y  u: 0 + 
'Xj+i  j-i n R j j 

2 R D s  R 

4 2 
un p A r i  w 2  n 
7 ( e j e l  - 2 0 .  + Bjil) + ( Y ~ - ~  - 2 y j  + Y ~ + ~ )  = 0 

Ds 3 BDs ( 6 . 1 . 4 )  

As e q u a f 6 e ~  diferenciais homogêneas ( 6 .1 .2 )  a (6.1.5) 

nilir < ? . n d i Q $ * *  a t i r a p r i e d a a  d e  c o n t o r n o ,  d e  t errninam a s  f requên- 

c i a s  e modos n a t u r a i s  d e  v ibração  ( y , ( s ) ,  z , ( s )  R ( s )  e 
n 

x ( S I >  d a  viga. 
R 



6 . 2 .  Montagem Global  d o  Sistema para S o l u ç ã o  do Problema - de 

Autovalores 

A aplicação das equações (6.1.2) a ( 6 . 1 . 5 )  num n8 

g e n é r i c o  d a  malha adotada na d i s c r e t i z a ç ã o  d a  v i g a ,  conforme 

FIGURA 6 . 2 . 1 ,  resultam e m  q u a t r o  equações  contendo a s  variá- 

v e i s  y . ,  z O e x a c o p l a d a s  com as  correspondentes v a r i a -  
J j' j j 

v e i s  nos  n o s  - 2 ,  - 1  1 e 2 Se a representação  d i s c r e -  

t a  d a  v i g a  c o n t é m  N n ó s ,  r e s u l t a r á ,  e n t ã o ,  num p r o b l e m a  linear 

d e  autovalores de dimensão 4N. A tarefa s e g u i n t e  c o n s i s t e  

na montagem das m a t r i z e s  d o  sistema g l o b a l ,  a p a r t i r  das equa- 

ç õ e s  (6.1.2) a (6.1.5) para um nó genérico i, v i s a n d o  2 ob- 
t e n ç ã o  d a s  freqüências n a t u r a i s  e o s  respectivos modos d e  vi- 

b r a ç ã o .  

Reagrupando as equações (6.1.2) a (6.1.5) em forma 

mat r i c i a l ,  chega-se  B s e g u i n t e  equação: 

onde id denota  as frequências n a t u r a i s  do sistema, e 
n 



o n d e ,  

- E A I  - - - GKt A 2 - -  2 2 ;  A 3 - - .  - E I w  
Ds Ds R RDs 4 ' 



- ==Lu C2 - - 4 
RDs 

E1 .t GKt 
= z GKt - ; c 4 = 7 ;  c 5  - - .  

C 3  R 2 ' RDs Ds 

i As características g e o m é ~ r i c a s  i n d i c a d a s  nas equações ( 6 . 2 . 5 )  

e ( 6 . 2 . 6 )  j á  foram definidas no item 5 . 4 .  

Para uma discrdtizaçãa em D . F .  C .  ( ~ i f e r e n ~ a ~  ~ i n i t a s  

C e n t r a i s )  c o m  N nós, isto é, para  t o d o  nó - j v a r i a n d o  

d e  1 até H, conforme a F I G U R A  6.2.1,  ilustrada na p á g i n a  a 

s e g u i r ,  a m a t r i z  g l o b a l  K *  p o s s u i  a s e g u i n t e  montagem: 

FIGURA 4 . 2 . 2  - Matriz g l o b a l  X 



N - 3  N-2 N - l  N - 
N 

CONTORNO 
DIREITO 

FIGURA 6 . 2 . 1  - ~ i s c r e t i z a ~ á o  e s p a c i a l .  

I 
No c a s o  de deellocamentos n u l o s  nos extremos ,  a d i -  

mensão da matriz X* é ! 4 ( ~ - 2 )  x 4(N-2). Quanto z matriz 

g l a b a l m * ,  se procede matriz K ,  e ,  p o r  conse -  

quência, t e r á  mesma globais de 'E;* e M* 

equivalem 2s da e s t r u t u r a .  

F i n a l m e n t e ,  para uma v igd  discretizada com N n ó s ,  c o n f o r m e  

I 

i 
I 

Para que o protlerna d e  a u t o v a l o r e s  e autovetores 

16 .2 .7 )  s e j a  completo, é necessário introduzir a s  condições de 

c o n t o r n o ,  podendo na presente formulação ser r o t u l a d a  ou en- 

g a s t a d a ,  em ambas extremf d a d e s  da v i g a .  Essa consideração de-  

verá  s e r  aplicada na m a t r i z  g l o b a l  K * ,  nos semiblocos t race -  

j a d o s  ( j -1  + j+l) da FIGURA 6 . 2 . 2 .  

F I G U R A  6 . 2 . 1 ,  o problema 

A s  FIGURAS 6 . 2 . 3  e 6 . 2 . 4  mostram c o m  maior c l a r e z a  

p a r c i a l  16.2 .1 )  g e r a  o s e g u i n t e  

as condiGÓes d e  c o n t o r n o  d a  viga, p o d e n d o  s e r  c o n s i d e r a d a s  

problema g l o b a l  de a u t o v a l o r e s :  

1 

t a n t o  no a p o i o  e s q u e r d o  como no d i r e i  t o :  

FIGURA 6 . 2 . 3  - C o n t o r n o  esquerdo r o t u l a d o  



j-I 4 L i!z 
v---> 
I 

N/ CONTORNO Y i , j+~  Yi,j*z , CSWERDO I 
LI/ I 

F I G U R A  6 . 2 . 4  - C o n t o r n o  esquerdo  e n g a s t a d o .  

onde Y é a v a r i á v e l  genérica, que t a n t o  p o d e  r e p r e s e n t a r  des- 

locamento v e r t i c a l  e h o r i z o n t a l  como g i r o  d e v i d o  à torção .  

Depois de montadas globalmente as matrizes K *  e M*, 

constatou-se que ambas s e  mostraram não-simétricas, contra-  

r i a n d o  o p r i n c í p i o  dos t r a b a l h o s  v i r t u a i s  (TEOREMA DA R E C I P R O -  

C I D A D E ) ,  que garante a simetria das matrizes d e  r i g i d e z  e de 

m a s s a  em problemas estruturais. 

O TEOREMA DA R E C I P R O C I D A D E  e s t a b e l e c e  que, em um 

sistema L I N E A R ,  a m a t r i z  de flexibilidade A deve s e r  sim<- 

t r i c a ,  isto é, a 
= a j i *  

Para a prova d e s s e  teorema, consi- 
i j 

deramos o t r a b a l h o  efetuado p e l a s  forças f i e f . ,  no qual a 
J 

ordem de carga - i seguido p a r  i e depois p e l o  s e u  i n v e r s o .  

Sendo o sistema l i n e a r ,  o trabalho e f e t u a d o  é i n d e p e n d e n t e  da 

ordem d a  c a t g a ,  

Apl icando f o trabalho e f e t u a d o  é 0 , 5  P i  f i  a i i .  i ' 
Aplicando f o t r a b a l h a e f e t u a d o p o r  f é 0,5 f f a 

j '  j j j jj* 
Entretanto, i & submetido a o u t r o  deslocamento a f e o - ij j 
t r a b a l h o  adicional efetuado por f t orna - se  a f ,  f i a  Assim, 

i i j  J 
o t r a b a l h o  t o t a l  e f e t u a d o  é 

Xnvertehdo agora a àrdem de carga, o t r a b a l h o  total 

e i k t u i d d  r è s u l k d  i 

Os t r a b a l h o s  e f e t u a d o s  n o s  d o i s  c a s o s  d e v e m  s e r  

i g u a i s .  c o n c l u i n d o - s e  f ina lmeute  que ,  



P o r t a n t o ,  a s  equagoes p r o p o s t a s  p o r  V L A S O V  p a r a  a vi- 

ga curva d e  s e s ã o  aber ta  não s ã o  a u t a - a d j u n t a s ,  devendo s e  

acrescentar ou s e  e l i m i n a r  alguns termos, com o o b j e t i v o  de man - 

t e r  a consistência d a  formulaSão. 

Um exame mais  p r o f u n d o  das equações de m o v i m e n t o  foge  

d o s  objetivos do p r e s e n t e  t r a b a l h o .  Dessa  forma, o p t o u - s e  sim- 

plesmente p e l a  eliminação das p a r c e l a s  que  a s  tornam assimétri- 

cas.  Os termos eliminados d a s  equações ( 6 . 1 . 2 )  a (6.1.51, a 

fim d e  t o r n a r  simétricas as m a t r i z e s  g l o b a i s  de K e Xi, cor- - 
respondem 2 s  s e g u i n t e s  alterações nas equaçoes  ( 6 . 2 . 5 )  e 

( 6 . 2 . 6 ) :  

E A  
A6 - - p A a y ;  CIO = O ;  D1 = 0; D2 = - -  

2 R D s  

F o r a m  a n a l i s a d o s  e comparados diversos exemplos d o s  

mais d i f e r e n t e s  c a s o s ,  conforme item 6 . 4 ,  c o m  o o b j e t i v o  d e  

a v a l i a r  a influência das a l t e r a ç õ e s  propostas n a  r e s p o s t a  d o  

p r o b l e m a ,  em termos das fxequências  n a t u r a i s .  .Yá que os  resu l -  

t a d o s  o b t i d o s  foram s a t i s f a t 8 f i o t 1 ,  admitimos como v á l i d a s  as 

modificaçÕes pte$aetas em ( 6 . 2 . 0 ) .  Mesmo assim, f i c a  da n o s s a  

p a r t e  u m a  a l e r t a  do problema, js que na b i b l i o g r a f i a  v á r i o s  

a u t a r e s  i i t i l i x a r a m  como b a s e  as equações diferenciais i s e n t a s  

d a s  alteraçies i n d i c a d a s  em ( 6 . 2 . 8 ) .  

6 . 3 .  ~ G t o ~ d o  de ewiução para 9 Problema d e  A u t o v a l o r e s  

d x i s t s m  na bibliografia t é c n i c a  numerosos m é t o d o s  pa-  

r a  s e  o b t e f  o s  ãatovafores e autovetores d a  equação  (6 .2 .7 ) .  

Entre eles podeffl  ser citados o s  métodos de J A C O B I ,  l t e r a ç ã o  p o r  

S U ~ $ $ ~ ~ U S ~  ~ T Q D o L ~ P ,  WAYLEIGB R I T Z  , í t e r a ç ã o  I n v e r s a ,  Ite- 

rdbgS6 D i f e t a ,  TErnica Combinada entre s e q U ê n c i a  de Sturm e I t e  

I i : ,  Uukorininantc e T ó c n i ç a  d e  leeranão i ~ o i i n o m i a i .  

Na e s c o l h a  do método de solução p a r a  um p r o b l e m a  

e s p e c í f i c o ,  deve-se  l e v a r  em c o n t a  que n ã o  e x i s t e  u m  algaritmo 

s i m p l e s  que s e j a  sempre,  para r o d o s  os  c a s o s ,  o mais efetivo. 



Um algaritmo que é e f i c i e n t e  na solução d e  u m  problema p o d e  

s e r  totalmente i n a d e q u a d o  na s o l u ç ã o  d e  um o u t r o ,  e v i c e - v e r -  

s a .  A e f e t i v i d a d e  do método de  s o l u ç ã o  escolhido d e p e n d e  fun- 

damentalmente d e  d o i s  fatores: primeiro, a possibilidade de 

um u s o  seguro do procedimento e ,  s e g u n d o ,  o CUSTO da solu$ão. 

O método  mais a p r o p r i a d o  depende das características 

das matrizes K e Ei, p r i n c i p a l m e n t e  d a  ordem e l a r g u r a  d e  

banda, d o  n;rnero de autovalores e autovetores requer idos  e d e  

suas posições no espectro. Quando s ó  o s  menores autovalores e 

correspondenres  autovetores s ã o  d e s e j a d o s ,  e as matrizes p o s -  

suem o r d e m  elevada, uma excelente opção é o método d e  l t e r a ç ã o  

p o r  S u b s p a ç o s .  

Como, em n o s s o  sistema, as matrizes pode m  atingir 

dimensões consideráveis e sabendo-se  que s e r á  necessário ob- 

t e r  só uma f r a ç ã o  dos autovalores e autovetores, o p t o u - s e  p e -  

lo ~ é t o d o  de  LTERAÇÃO P O R  S U B S P A Ç O S .  Se fosse n e c e s s á r i o  cal- 

c u l a r  todos o s  autovalores, o método mais a c o n s e l h á v e l ,  p e l a  

sua simplicidade e eficiência, s e r i a  o d e  J a c o b i .  

Apresenta-se ,  a s e g u i r  uma s í n t e s e  d a  solução do 

problema d e  autavalares p e l o  método d e  1 teraÇão  por S u b s p a q o s .  

Partindo d a  s e g u i n t e  problema de autovalores: 

p a r a  p a i i t o v a 1 0 t e s  d e s e j a d o s  d e  um s i s t e m a  c a r a c t e r i z a d o  - 
p o r :  

3 d 
c n  d e  6 um s u b s p a ç o  d e  dimensão q 

que contéG os 7eEekes  de  p a r t i d a .  onde 
q = mín ( Z p ,  p + 8 ) .  

ande 



Chegando 2 

+ -+ 3 -k -f -t 

ande  X1, X 2 ,  .,. X t e n d e m a  Q 2 ,  . .. , 4 P após k i t e r a -  - 
P - 

ç o e s .  

Calcula-se, a s e g u i r ,  - as p r o j e ç Ó e s  d a s  matrizes ã 

e M s o b r e  o espaço d e  v e t o r e s  X k + l .  

A p a r t i r  de K k + l  e E l k + l y  chega-se à 

onde este sistema é, p o r  sua v e z ,  r e s o l v i d o  p e l o  método d e  Ja- 

c o b i .  

Calculando uma melhor aprox imasão  d o s  autovalores 

e ,  finalmente, 

atidé iP é t lms  mátriz que contem o s  autovetores; e ,  X é u m a  

rtiak t l z  c u j  d d i a f i o n a 1  contém os  autovalores , 

Levandu em conta  esrae considerações, o método  de 

i t e f e l ~ i i e  p ~ f  d a r b s p ~ $ o 8  f o i  implçmantado no programa DINAUT, 
no computador B-6700 d a  UFRGS.  



6 . 4 .  - E s t u d a s  Comparativos 

Por duas  razões  fundamentais, f a z - s e  n e c e s s á r i o  com- 

parar  o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  n e s t e  estudo com outros  trabalhos 

p u b l i c a d o s  na b i b l i o g r a f i a  t é c n i c a  i n t e r n a c i o n a l .  A p r i m e i r a  

r e f e r e - s e  à verificação do método numérico de s o l u ç ã o  median- 

t e  Diferenças Finitas Centrais, aqui empregado ,  c o m  o s  demais 

m é t o d o s  a d o t a d o s  na b i b l i o g r a f i a  t é c n i c a .  J; a s e g u n d a  r a z ã o  

e s t á  relacionada com as a l t e r a S õ e s  das equafoes d i £ e r e n c i a i s  

de  V L A S O V ~ ~  p r o p o s t a s  no item 6 . 2 .  S Ó  é possfvel s e  fazer 

uma avaliação da v a l i d a d e  dessas modificações d e p o i s  de uma 

adequada comparação com v á r i o s  exemplos c a l c u l a d o s  e m e d i d o s .  

Apresenta-se ,  a s e g u i r ,  uma sequência  d e  exemplos  de 

v i g a s  retas e c u r v a s ,  c o m  ou sem simetria da s e ç ã o  t r a n s v e r s a l  

e v á r i a s  c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o .  

Observa-se que o número d e  t r a b a l h o s  encontrados na 

b i b l i o g r a f i a  t é c n i c a  é muito r e d u z i d o ,  e limita-se a vigas de 
A - 

um s o  v a o .  

C U Z V E R '  determinou as f reqf iênc ias  n a t u r a i s  d a  v i -  

ga c u r v a  h o r i z o n t a l ,  para  v i g a s  prismaticas e com d u p l a  sime- 

tria, c o n s i d e r a n d o  apenae vibrações normais a o  plano de cur- 

v a t u r a .  

S H O R E  e C H A U D H U R I  estudaram a v i b r a p ã o  livre d e  

v i g a s  curvas  horizontais, c o n s i d e r a n d o  somente o deslocamento 

v e r t i c a l  e ro tação ,  

Y O O  e FEHRENBACH'~ i n c l u í r a m  a contribuisão do em- 

penamento, e f e i t o s  d a  i n é r c i a  rotatória c o m  r e s p e i t o  ; f l e x ã o  

e à torgáci, e o s  e f e i t o s  d a  antissimetria da s e ç ã o  transver- 

sal. E 9 S e s  autores  resolveram o problema de autovalores após 

d i s ~ r e k l z a ~ ã o  em Elementae  Finitos. 

O p r e s e n t e  t r a b a l h o  tem como b a s e ,  essencialmente, 
absfdea eguaçàes  diferenciais s c o p l a d a s  de  

YOO e F E H R E N -  
HACH" porgm, como s o l u ç ~ a  numérica, adotou-se uma d i s c r e t i -  

"ação p o r  Diferenças  F i n i t a s  C e n t r a i s .  



* Exemplo h'  

O exemplo a ser considerado agora é uma v i g a  curva 

de comprimento 512,27 cm. A curvatura  d a  v i g a  varia, assim 

como o â n g u l o  do vão, de 10 graus a t é  9 0  g r a u s .  P r o p r i e d a d e s  
-.. 2 2 

da s e s ã o  t r a n s v e r s a l  sao: E = 200,l G N / ~  , G = 7 7 , 3  GN/I I I  , 
3 2 4 4 

p = 7 8 0 0 k g / m  A = 9 2 , 9 c m ,  I = 1 1 3 6 2 c m ,  I = 3 8 7 1 c m ,  
5 f Y 

1 = 555878 c m  , Kt = 1470,85 crn , r = 1 2 , 8 1  cm. A c o n d i -  
W P 

de c o n t o r n o  n o s  d o i s  extremos da v i g a  é b i r r o t u l a d a .  Na 

TABELA 6.4.1, as f requências naturais determinadas mediante  

o programa D I N A U T  s ã o  comparadas com as c a l c u l a d a s  por CUL- 

V E R ' ,  SHORE e CHAUDHURI".  Y Q O  e F E H R E N B A C H ~ ~ .  E observada 
uma e x c e l e n t e  corre lação ,  sendo que a s  d i f  crenças percentuais 

médias f i cam ao redor d e  1%. 

EXEMPLO A 

T A B E L A  6 . 4 . 1  - FREQUENCIAS N A T U R A I S  ( r a d / s e g )  d a  V i g a  B i r r o -  

t u l a d a ,  Curva, na ~ l e x o - ~ o r ~ ã o .  

Y O O  

( 4  GDL) 

204,7 

190,Z 

165,s 

141,7 

1 2 1 , 3  

103,9 

3 , 6 7  80  7 5 , 9  76,O 76,2 76,s 

3 , 2 6  90 6 4 , 6  6 4 , 6  65,2 6 4 ,  O 

SHORE 

( 2  GDL) 

2 0 3 , 3  

1 8 6 , 3  

164,7 

142,8 

122,s 

105,2 

CULVER 

( 2  GDL) 

202,5 

1 8 4 , 3  

162,2 

140, O 

120,9 

103,8 

Raio 
(4 

29,35 

1 4 , 6 8  

9 , 7 8  

7,34 

5,87 

4,8g 

Ângulo 
(graus )  

10 

20 

30 

Df NAUT 

( N = 1 9  nós) 

2 0 2 , 7  

184,4 

162,2 

4 0  

50 

6 0  

.140,5 

120,9 

103,8 



* Exemplo  B: 

O p r ó x i m o  e x e m p l o  corresponde  a uma v i g a  reta ele- 

vada pertencente a um sistema d e  t r a n s p o r t e  urbano com 25  me- 

t r o s  d e  comprimento, c u j  as  condiçÓes  d e  c o n t o r n o  são :  b i r r o -  

t u l a d a  na f l exão  v e r t i c a l ,  b i r r o t u l a d a  na flexão h o r i z o n t a l  e 

b i s n g a s  t a d a  na rorsão .  A s  características da s e ç ã o  t r a n s -  
2 

v e r s a l  s ã o  a s  s e g u i n t e s :  E = 35,5 G N / ~  ; G = 1 4 , 7 9 2  G N / ~ ~ ;  
3 2 4 

p = 2 5 0 0  kg /m ; A = 1,085 rn ; I = 0 , 4 7 2 2  m ; IZ 
4 

= 0,312 tu ; 
6 

Iw = 0,1975 m ; 
4 y 

K t  0,0105 rn ; a Y = 1,273 rn; a z = O .  ~ l é m  
d i s t o ,  nestes mesmos estudos, f o i  m e d i d a  a freqUência n a t u r a l  

d a  v i g a  na flexão v e r t i c a l  p u r a  no primeiro modo, e os  r e s u l -  

t a d o s  e s t ã o  i n d i c a d o s  na TABELA 6 . 4 . 2 .  

EXEMPLO B 

T A B E L A  6 . 4 . 2  - ~ r e ~ f l ê n c i a s  n a t u r a i s  (Hz) da v i g a  reta e l e v a d a  

d e  um sistema d e  t r a n s p o r t e  u r b a n o .  

P d f a  H Dkialciirtr t- h~cguiitlt, mot i t ia ,  v e r i f i c o u - s e  urna ó t i m a  corre- 

i a u &  cuni a s o l u ç â o  d a  r e f e r ê n c i a  [ 1 7 ] ,  i n c l u s i v e  com u f r e -  
q u ê n c i a  m e d i d a .  A d i f e r e n ç a  s a i s  o c e i i t i i n d a  n o s  m o d o s  s i i p e r i o -  . res  6 a t  r i b u í i l a  n i n a d e q u a d a  reprrs t l i i  t a  ç u o  d;is i: uiiil isoias 

de 

Dif. ( 2 )  

0,68 

2 , 6 5  

1 9 , 4 0  

5,68 

7,68 

D I N A H T  

( N =  1 9  n ó s )  

4 , 8 4  

5,05 

1 4 , 7 7  

15,22 

1 9 , 9 3  

Modos 

1- ~ l e x o - ~ o r ~ ã o  
L a t e r a l  

2- ~ l e x ã a  
V e r t i c a l  

3- ~ l e x o - ~ o r ~ ã o  
L a t e r a l  

4- ~ l e x o - ~ o r ~ ã o  
L a t e r a l  

- 

5-  ~ l e x ã o  

E l e m ~ n t o s  
F i n i t o s  
( 2 7 0  n ó s )  

4 , 8 5  

4,92* 

11,91 

1 4 , 3 5  

18,SO 



contorno  na t o r F ã o ,  v i s t o  que, na r e a l i d a d e ,  o s  a p o i o s  cons-  

tituem apenas  engastamento p a r c i a l  d a  s e ç ã o  t r a n s v e r s a l .  

* Exemplo C :  

No exemplo que s e g u e ,  será  estudado o c a s o  de  uma 

v i g a  curva h o r i z o n t a l  e vão simples de comprimento 4 0 , 6 4  m. 
2 

As p r o p r i e d a d e s  d a  s e ç ã o  transversal da v i g a  s ã o :  A = 9 4 , 8  crn , 
4 4 

IZ = 1 6 4 4 0  c m  , 1 = 2 3 4 7 , 4  c m  , Iw 
6 

= 5 0 4 8 5 5 , Z  c m ,  K = 7 4 , 5  
Y t 

4 c m ,  a = O  e a Z  O .  
Y 

Valores u s a d o s  para o m ó d u l o  d e  elasticidade l o n g i -  
2 

t u d i n a l  e t r a n s v e r s a l  s ã o :  E = 200, l  Q U / ~  e 7 7 , 3  ~ / m  . A vi- 

ga possui o s  dois bordos engas tados .  O raio de  curvatura é 

38,811 m, e o vão d a  v i g a  p o s s u i  um ângulo  de 60 graus .  Os 
2 6 

r e s u l t a d o s  obtidos d a  análise foram comparados com YOO e 

s ã o  mostrados na TABELA 6 . 4 . 3 .  

EXEMPLO C 

TABELA 6 . 4 . 3  - ~ r e ~ u ê n c i a  natural ( r a d / s e g ) ,  v i g a  

curva b i e n g a a t a d a .  

A seguir, na F I G U R A  6 . 4 . 1 ,  está apresentada a convergênc ia  do 

método de D.F.C. para a freqdência fundamental d a  viga, em fun 
- 

Ç ~ H  8 b  hGmero de hós  diecretizados. 

DINAUT 
120 nós 

YOO e F E H E R E N B A C H ~ ~  
( 4  G D L )  

Dif. (4) 

4 , 1 5 0  I 4 , 1 8 7 9  O ,  90 



F I G U R A  6 . 4 . 1  - ~onvergência na solução d a  v i g a  

curva ,  biengastada. 

O s  exemplos  que s e g u e m  foram analisados c o m  o obje- 

t i v o  de determinar  o efeito d a  l o c a l i z a ç ã o  do c e n t r o  de c o r t e  

na frequência ndtural da viga curva, e t a m b é m  comparar o s  re- 

s u l t a d o s  com e s t u d o s  de o u t r o s  autores. 

* E x e m p l o  II: 

O pr ime ira  exemplo t r a t a - s e  d e  uma v i g a  onde a se- 

ção t r a n s v e r s a l  p a s s u i  a p e n a s  um eixo de  simetria, mostrado 

na FIGURA 6.4.2. A v i g a  c u r v a  p o s s u i  comprimento de 6 , 0 9 6  m 

e t e m  as c a n d i F e e s  de contorno  totalmente e n g a s f a d a s .  O raio 

de curvatura  é 6 , 9 8 5 5  m e o vão d a  v i g a  p o s s u i  um â n g u l o  de 

50 graus .  As p t o p r i e d a d e s  d a  s e ç ã o  t r a n s v e r s a l  s ã o :  A = 9 9 - 4  
2 4 

c m  , 3 = 2 6 3 7  &m , 4 4 
= E  = 1 9 9 9 8  cm  = 217517 crn , 

Y 
K, = 8 0 , 3  e* , Os mádulos de elasticidade longitudinal e 

2 EFQHst i e t id i  $ $ o 3  rebpéctivimeote: E 200,l G N / ~  e G = 7 7 , 3  

~WIB'; ild fAêetA e A 4  da próxima p á g i n a ,  encontra-se  a com- 

~ 2 f 3 ~ á ~  das %@suieado& a r influência na posição do c e n t r o  
de c o r t e  (ay, a Z ) ,  com r e s p e i t o  2 f r e q U ê n c i a  natural d e  vi- 

bração d a  v i g a  curva. 



BRAÇO DO MOMENTO 
FLETOR DAS FORCAS 
DE IM~RCIA 

formo deformodo 

FIGURA 6.4.2 - seção  transversal d a  v i g a  curva com 
um eixo d e  s i m e t r i a  ( u n i d a d e s :  cm). 

EXEMPLO D 

TABE1,A 6 . 4 . 4  - ~ r e ~ u ê n c i a  natural ( r a d l s e g )  , v i g a  

curva  b i engas  t a d a .  

Pode s e r  visto na farma deformada da v i g a ,  mostrada na F I G U R A  

6.4.2, que a coordenada z d o  centro de corte  c o n t r i b u i  mais - 
significdtivamente para as forças d e  inércia na v ibrasao  d a  

v i g a .  Cofiforme T A B E L A  6 . 4 . 4 ,  para a s e ç ã o  com simples sime- 

tria em relação a o  e i x o  vertical y ,  o efeito d a  localização 

d o  cei i tro de corte ?ia r e s p o s t a  dinâmica da v i g a  é relativamen- 

pequena. ~ & i $ e ~ l e n t e m e n t e ,  em v i g a s  de s e s ã o  t r a n s v e r s a l  

S e M  s i m e t r i a  em re lação  ao e i x o  v e r t i c a l ,  o e f e i t o  d o  c e n t r o  

de t ~ f t e  t e i é  intluEneir uianificativa. 



* Exemplo E :  

Agora  veremos um exemplo onde s e r á  v e r i f i c a d a  a in- 

f l u ê n c i a  d a  p o s i S ã o  do c e n t r o  de corte para uma v i g a  com s e -  

ção t r a n s v e r s a l  s e m  nenhum e i x o  de s i m e t r i a ,  e ,  também, a p a -  

s i ç ã o  d a  s e ç ã o  t r a n s v e r s a l  com r e s p e i t o  a curvatura  d a  v i g a .  - 
A s e ç ã o  transversal, bem como a s u a  p o s i s ã o  em cada c a s o ,  sao 

mas t r a d a s  na  F I G U R A  6 . 4 .  3.  

PARA O CENTRO 

DE CURVATURA +) 

PARA O CENTRO 

DE CURVATURA 

F I G U R A  6 . 4 . 3  - V i g a  curva ,  s e ç a o  t r a n s v e r s a l  s e m  e i x o  d e  

s i m e t r i a  ( u n i d a d e s :  cm) . 

Momentos de i n é r c i a  e as  coordenadas d o  c e n t r o  d e  c o r t e  s ã o  to-  

mados com r e s p e i t o  aos e i x o s  p r i n c i p a i s  da s e s ã o .  C o m  b a s e  pa- 
- 

r a  c o m p a r a ç a o ,  o efeito do c e n t r o  d e  c o r t e  é eliminado, igua-  

l a n d o  as c o o r d e n a d a s  a e a a z e r o .  Os r e s u l t a d o s  d a  anz- 
Y z 

lise computaciona1 e d t ã ó  m o s t r a d o s  n a  T A B E L A  6 . 4 . 5 .  A s  pro- - 
L p r i e d a d e s  da s e ç i o  t r a n s v e r s i l s á o :  A = 180,6 cm , Iz = 

4 4 6 = 3 4 3 0 5  cm , X = 7 4 9 3 , 7  cm , X w  = 9 8 3 2 8 6  cm , K t  = 3 8 8 , 3  
4 Y 2 2 

c m  , r - 1 ' 1 , 7 8  cm, E = 200,l G N / m  e G = 7 7 , 3  G N / m  . A 
P 

v i g a  teh um ~ornpr imento  d e  6 , 0 9 6  m e o ângulo do v ã o  é d e  5 0  

graus .  hns c o n d i ç a e s  de Mntorno s ã o  t o d a s  e n g a s t a d a s ,  nos 

d o i s  e x t  f e l b s  . 



EXEMPLO E 

TABELA 6 . 4 . 5  - E f e i t o  do centro  de c o r t e  n a  r e s p o s t a  dinâmica 

d e  viga curva de seção t r a n s v e r s a l  a s s i m é t r i c a .  

O b s . :  As frequências em " r a d / s e g M ;  a e a em "cm". 
z Y 

~ o n  d i  ção DINAUT Y O O Z 6  
( H =  19 nós )  ( 4  GDL) 

a = a  = O  3 0 8 , 7 8  297,O = Y 

a = - 1 2 , 6 4  z 
a = 4 , 1 5 0  385,67 3 9 6 , s  

" Y 
a = 1 2 , 6 4  z 
a =4,15 2 3 2 , 6 3  2 3 7 , 3  
Y 

. 

A Única conclusão  p o s s í v e l ,  -com base  nos r e s u l t a d o s  
d da T A B E L A  6 . 4 . 5  e comparados com ~ 0 0 ~ ~  e que o s  e f e i t o s  d o  

- 
c e n t r o  de corte na respota  dinâmica de v i g a s  curvas s a o  s i g n i -  

f i c a t i v o s  e devem ser  l evados  em c o n s i d e r a ç ã o  

* Exemplo  F: 

D i f  .(2) 

3,80 

2,80 

2 ,O0 

3 O exeinplo que segue,  analisado por CHRISTIANO cor -  

r e s p o d d e  a um modela experimental de  uma p o n t e  c u r v a  com vão 

s i m p l e s ,  c u j a  seção t r a n e v e r s a l  e s t á  i n d i c a d a  na FIGURA 

6 . 4 . 4 ,  i l u s t r a d a  na p á g i n a  que segue .  

Efeito 

- 
-- 

3 3 , 5 %  mais r i @ .  

2 0 , l X  mais f l ex .  



F I G U R A  6 . 4 . 4  - seção t r a n s v e r s a l  do m o d e l o  d a  p o n t e .  

O modelo possui comprimento de 2,3876 m e um raio de curvatu-  

ra  com 2 , 4 3 8 4  m, onde o vão p o s s u i  um â n g u l o  de 5 6  graus .  A s  
2 

p r o p r i e d a d e s  d a  s e ç ã o  t r a n s v e r s a l  s ã o :  A = 19,758 c m  , 
4 4 4 

I = 77,3358 c m ,  I =913,628 c m ,  K t  = 1 , 9 6 4 6  c m ,  *w 
= 

z 
6 Y 2 2 

= 4524,83 cm , E = 2 7 7 2 1 9  ~ / c m  , G = 103026 N / c m  , p = 
3 

= 0 ,001218 k g l c m  , a = - 2 , 7 1 2 7  cm. S e g u n d o  C H R I S T I A N O ,  a s  
Y 

condições  de contorno s ã o  todas r o t u l a d a s  em ambos extremos.  

A freqi fência  fundamental  m e d i d a  no modelo f o i  de  4,7 H z ,  en- 

quanto a computada por C H R T S T f A N O  foi d e  2,95 Hz. Portanto ,  

v e r i f i c o u - s e  uma d i f e r e n ç a  s i g n i f i c a t i v a  e n t r e  a f r e q ~ ê n c i a  

fundamental  m e d i d a  e a c a l c u l a d a .  U t i l i z a n d o  o programa 

D I N A U T ,  a f reqff&ncia fundamenta l  para b o r d o s  b i r r o t u l a d o ç  tan-  

to na f l e x á o  como na torção foi de 2 , 9 2 8  H . ,  com uma d i f e r e n ç a  

de 0 , 7 7 X  e m  r e l a ~ ã o  c a l c u l a d a  na R e f .  [ 3 1 a  A n a l i s a n d o  o 

m o d e l o ,  chega-se  2 conclusão  que as  cond ições  de  contorno  na 

torção  p o d e r i a m  s e r  b i e n g a s r a d a s .  Considerando e s s a  c o n d i -  

$ 2 0  d e  con torna ,  a freqUência  fundamenta l  calculada pela pro-  

grama D I N A U T  f u i  de 4 , 4 3  Hz, aproximando-se  m u i t o  da m e d i d a  

no modelo ( 4 , 7  HZ). lesse exemplo ,  f i c a  c l a r a  a impor tânc ia  
d e s  d b n d i ç Õ e s  de  contorno teáricaa com r e l a g ã o  2 s  e o a d i S Õ e s  

de  cahtorno  r e a í a  do modelo .  



6.5. S o b r e  a ~ r e q U ê n c i a  Fundamental de P o n t e s  d e  Concreto de 

E i x o  R e t o  e Curvo 

Um t raba lho  de muita u t i l i d a d e  para o ~ n g e n h e i r o  

p r o j e t i s t a ,  que n e c e s s i t a  e s t imar  d e  forma r á p i d a  o v a l o r  da 

frequência  f u n d a m e n t a l  em pontes  d e  concre to  armado,  foi rea- 
2 

lizada p o r  CANTIEWE Nesse t r a b a l h o ,  foram m e d i d a s  as f re- 

qi iênc ias  fundamentais de 2 2 4  p o n t e s ,  sendo que as s e g u i n t e s  

l i m i t a ç õ e s  foram i n t r o d u z i d a s  : 

- e l i m i n a ç ã o  dos valores de  e s t r u t u r a s  e m  b a l a n ç o ;  

- limitação do r a i o  de c u r v a t u r a  da poti t t?:  R - > 900  m 

(aproximadamente  reta) ; 

- l i m i t a ç ã o  do â n g u l o  de i n c l i n a ç ã o :  Y < - 15  g r a u s ;  

- l i m i t a ç ã o  da cons tante  de  amortecimento K: 

- e l iminação dos r e s u l t a d o s  que não foram o b t i d o s  

d a s  medições  do vão máximo.  

O r e s u l t a d o  d e  uma t e n t a t i v a  para e s t a b e l e c e r  uma relação 

f =g(L) e n t r e  a f requênc ia  fundamental f da p o n t e  e o s e u  vão - 
máximo L, é a p r e s e n t a d o  na F I G U R A  6 . 5 . 1  na página a s e g u i r .  



FIGURA 6.5.1 - ~ r e ~ f l e n c i a  fundamental  f como f u n ç ã o  do vão - 
m á x i m o  L; para 2 2 4  v a l o r e s  m e d i d o s ;  o f  = des - 
v io -padrão .  

A p a r t i r  dos r e s u l t a d o s  o b t i d o s  n o s  e x e m p l o s  de vi- 

gas curvas  e retas da seção  6 - 4 ,  e n o s '  v a l o r e s  m e d i d o s  em pon- 

tes p u b l i c a d a s  na b i b l i o g r a f i a ,  s ã o  apresentadas as  curvas 

c o r r e s p o n d e n t e s  d a  f requência  fundamental  d e  p o n t e s  r e t a s  e 

curvas em função do seu vão máximo, para â n g u l o s  de c u r v a t u r a  

que var iam d e  O a t é  80 g r a u s  (FIGURA 6.5 .2  da p á g i n a ) .  



F I G U R A  6 . 5 . 2  - ~ r e q U & n c i a  fundamental de ponres  retas - 
e curvas e m  funçao do vão máximo L. 

A s  curvas  s ã o  aproximadas ,  m a s ,  c o n s i d e r a n d o  que o 

i n t e r e s s e  s e j a  b a s i c a m e n t e  para uma e s t i m a t i v a  i n i c i a l  de  pro- 

j e t o ,  e l a s  tornam-se de fundamental import*ancia. 



7 .  A V A L I A Ç A O  D O S  R E S U L T A D O S  O B T I D O S  N A  ANALISE D I N Â M I C A  DA 

V I G A  CURVA 

7.1. C o n s i d e r a ç õ e s  I n i c i a i s  

- 
Com o d u p l o  o b j e t i v o  d e  verificar as equaçoes d i f e -  

r e n c i a i s  utilizadas na a n á l i s e  dinâmica d a  v i g a  curva e a pre-  - 
cisão do m z t o d o  numérico empregado na solução d e s s a s  e q u a ç o e s  , 
serão comparados,  n e s t e  c a p i t u l o ,  e x e m p l o s  p r o v e n i e n t e s  de t r a  - 

b a l h o s  p u b l i c a d o s ,  a s s i m  como de v a l o r e s  o b t i d o s  por  m e d i ç o e s  

e x p e r i m e n t a i s ,  

P e l o  número inexpressivo de t r a b a l h o s  p u b l i c a d o s ,  r: 

l a c i o n a d o s  com a r e s p o s t a  dinâmica de v i g a s  curvas s u j e i t a s  a 

cargas e m  movimento, e c o n s i d e r a n d o  que a m a i o r i a  dos mesmos 

não fornecem d a d o s  completos  d o s  e x e m p l o s  a n a l i s a d o s ,  r e s u l t a ,  

conseqiiefltemente , um número r e d u z i d o  d e  exernp 10s passíveis de 
h 

comparações .  

A s  equaçães d i f e r e n c i a i s  empregadas na a n á l i s e  d i n â -  

mica d a  v i g a  curva e s t ã o  a p r e s e n t a d a s  no ~ a ~ í t u l o  5 ,  e o &to- 

do n u m é r i c o  u t i l i z a d o  como so lu lão  d e s s a s  e q u a ç õ e s  é r e l a t a d o  

n o  ~ a p i t u l a  4 .  Como fechamento  do e s t u d o  t e ó r i c o ,  f o i  i m p l e -  

m e n t a d o  o pfograma V f G A D X N ,  j á  m e n c i o n a d o  n o  C a p í t u l o  5 ,  c u j a s  

a p l i c a ç õ e s  i ia  a n z l i s e  dinzrnica serão  d e s c r i t a s  a s e g u i r .  

8 p k i i t i e i f #  enetnplo Q $ e f  a n a l i s a d o  é a p r e s e n t a d o  p o r  

T A .  A v i g a  curva, mostrada  n a  F I G U R A  7 . 2 . 1 ,  p o s s u i  
2 as s e g u i n t e s  p r o p r i e d a d e s :  A = 1 9 , 7 5 8  cm ; I = 7 7 , 3 3 5 8  c m 4 ;  

4 4 z 
Y 

6 I = 9 1 3 , 6 2 8  cm ; K t  = 1 , 9 6 4 6  cm ; I!,) = 4 5 2 4 , 8 3  c m  ; a - = O ;  



2 
E = 2 7 7 2 1 7  N / c m  . O c o m p r i m e n t o  da viga é d e  2 3 8 , 7 6  cm, raio 

de  curvatura  c o n s t a n t e  a o  l o n g o  d a  mesma, e mede 2 4 3 , 8 4  cm, 
C 

correspondendo a um angulo in terno  de  5 6  g r a u s .  A m b a s  a s  ex- 

t r e m i d a d e s ,  d i r e i t a  e e s q u e r d a ,  p o s s u e m  condições  de c o n t o r n o  

r o t u l a d a s ,  t a n t o  na f l e x á o  h o r i z o n t a l  e v e r t i c a l ,  como também - 
na t o r ç a o .  

O modelo  t e ó r i c o  u t i l i z a d o  p o r  C H R I S T I A N O  na a n á l g  

s e  dinâmica,  c o n s i s t e  numa c a r g a  v e r t i c a l  d e  6 0  N, que s e  des- 

loca sobre  a v i g a  com v e l o c i d a d e  c o n s t a n t e  d e  4 m / s .  

- 
F I G U R A  7 . S a 1  - V i g a  ( P o n t e )  curva h o r i z o n t a l  s u j e i t a  a car- 

ga em movimento com v e l o c i d a d e  c o n s t a n t e  V, 

Usando o programa V I G A D I N ,  obteve-se a r e s p o s t a  d i -  

n â m i c a  d a  e s t t u t u r a  de r e f e r ê n c i a ,  s e n d o  a var iação  do d e s l o -  

camento ~ 1 2 f t i c à l  d o m  o tempo - t a p r e s e n t a d a  na F I G U R A  7 . 2 . 2 .  

~ H R I S ~ I A B C ~  expregsa  a r e s p o s t a  dinâmica do mode lo  

t e r m b s  da Ed&iíc i@i- i te  de Majoração ~ i n â m i c o  ( C . M . D . ) ,  d e f i -  

ni;& eoau 2 fdz& efitte  a r a s p o g t a  d inã rn ica  e o d e s l o c a m e n t o  

vèfkikal e h i z t i c d  no centro do v i o .  

P o r t a n t o ,  a comparação e n t r e  os r e s u l t a d o s  o b t i d o s  
3 p o r  C H R I S T I A N O  e o s  do p r e s e n t e  t r a b a l h o ,  s o  - e - possível d e -  

p o i s  d e  c o n h e c i d a  a r e s p o s t a  e s t á t i c a  d a  v i g a .  Especificamen- 



t e ,  n o  ~ p ê n d i c c  I é a p r e s e n t a d a  a a n á l i s e  e s t á t i c a  d e  vigas 

c u r v a s ,  s e n d o  que ,  no E x e m p l o  D d e s s e  ~ p ê n d i c e ,  foi o b t i d o  o 

deslocamento e s t á t i c o  n o  c e n t r o  do vão da v i g a  da F I G U R A  7.2.1. 

F i n a l m e n t e ,  a comparação d o s  r e s u l t a d o s  pode  s e r  rea - 
l i z a d a ,  c u j a s  curvas r e s p e c t i v a s  de cada t r a b a l h o  s ã o  m o s t r a -  

das na F I G U R A  7 .2 .3 .  Entre os d o i s  t r a b a l h o s  é o b s e r v a d a  uma 

e x c e l e n t e  corre lação .  



F I G U R A  t .  - R e s p o s t a  d i n â m i c a  d a  v i g a  c u r v a :  Deslocamentos 

v e r t i c a i s  d e v i d o  A c a r g a  e m  m o v i , m e n t o .  



F I G U ~ A  7 . 2 . 3  - V a i o r e s  d o  f a t o r  d e  i m p a c t o  (C.M.D}. 



* E x e m p l o  B 

Será a n a l i s a d o ,  oeste e x e m p l o ,  o comportameoro d i n â -  

m i c o  de uma v i g a  reta e l e v a d a ,  u t i l i z a d a  p a r a  s u p o r t a r  v e í c u -  

1 0 s  em movimento ,  per tencente  a um s i s t e m a  de t ranspor te  urba- 

no. 

A v i g a  r e t a  com 25 m de comprimento, i l u s t r a d a  na 
'I 

F I G U R A  7 . 2 . 4 ,  p o s s u i  as s e g u i n t e s  p r o p r i e d a d e s :  A = 1,085 m L ;  
4 4 4 .  

I = 0,312 m ; 1 = 0 , 4 7 2 2  m ; K t  - 0,0105 m , Iw = 0,1976 
8 Y 

m ; a z = O; a = 1,273 rn; E = 3,55 x 10" N / I I I ~ ;  v = 0 ,2 ;  
3 p = 2 5 0 0  kglm . Os c o n t o r n o s  são considerados birrotulados, 
-., 

t a n t o  na f l e x a o  v e r t i c a l  como na flexão h o r i z o n t a l ,  e b i e n g a s -  

t a d o s  na torção.  

PILAR 

- NEOPRENE 

F I G U R A  7 . 2 . 4  - V i g a  r e t a  e l e v a d a  p e r t e n c e n t e  a um s i s -  

tema de t r a n s p o r t e  u r b a n o .  

k posição dos p a s s a g e i r o s  no i n t e r i o r  do v e í c u l o  e 

o 6fkk de cargas equivalentes s ã 0  mostrados n a s  F l G U R A S  

? : $ : ~ [ A J  7 & 2 , $ ( r ) ) ,  r e~ lpec t ivamente .  



OU SACOS 
DE AREIA 

F I G U R A  7.2.5 - Carregamento  e x t e r n o  do v e í c u l o  em 

movimento sobre a v i g a  reta. 

O carregamento aplicado n a  v i g a  p e l o s  e i x o s  do v e z -  
4 

c u l o ,  ilustrado n a  F I G U R A  7 . 2 . 5 ( B ) ,  corresponde  a o  peso p r o -  

p r i o  do mesmo a d i c i o n a d o  do p e s o  dos passageiros, p o s i c i o -  

n a d o s  e m  uma d a s  extremidades  d o  v e í c u l o ,  c o n f o r m e  F I G U R A  

7.2.5(A), 

P a r a  uma v e l o c i d a d e  V d o  v e í c u l o  d e  2 0  m / s  ( 7 2  kmlh) ,  

o s  r e s u l t a d o s  c o m p u t a c i o n a i s  o b t i d o s  p e l a  a p l i c a ç ã o  do p r o g r a -  

m a  V I G A D I A  e s t ã o  mostrados na F I G U R A  7 . 2 . 6  n a  p á g i n a  a s e g u i r ,  

o n d e  os des locamentos  e g i r o s  c a l c u l a d o s  c o r r e s p o n d e m  ao  cen- 

t ro do vão d a  v i g a .  



F T G U K A  3 . 2 . 6  - R e s p o s t a  d i n â m i c a  d a  v i g a  r e t a :  Desloca- 

r n e n ~ o s  v e r t i c a i s  e g i r o s .  



Os r e s u l t a d o s  a p r e s e n t a d o s  nessa f i g u r a  demonstram 

que a r e s p o s t a  d i n â m i c a  máxima d a  v i g a  é aproximadamente igual - 
a e s t á t i c a ,  com um C o e f i c i e n t e  de ~ a j o r a ~ ã o  ~ i n â r n i c o  ( C . M . D . )  

p r á x i m o  d e  1; o u  seja, a p a r t i r  d a  resposta estática d o  d e s -  

locamento v e r t i c a l  o b t i d o  no Exemplo B do Apêndice  1, 

Y 
max. 

e com o deslocamento d i n â m i c o  v e r t i c a l  máximo e x t r a i d o  d a  FI- 

GURA 7 . 2 . 6 ,  

Y c 

max. d i n .  = 0 , 0 0 3 8 0 4 5  m , 

chegamos n o  valor do C . M .  D. máximo: 

C . M . D .  - = 1 , 0 3  . 
max. 

P o r  outro l a d o ,  aumentando a v e l o c i d a d e  do v e i c u l o  

V ,  chega-se  a v a l o r e s  do C.M.D. m a i s  e l e v a d o s ,  c o n f o r m e  m o s t r a  - 
a F I G U R A  7 . 2 . 7 .  Veri f i ca - se  n e s s a  f i g u r a  que o C . M . D .  aumenta 

com a v e l o c i d a d e  do v e í c u l o  ( a t é  2 5 0  m / s ) ,  d i m i n u i n d o  para ve- 

l o c i d a d e s  s u p e r i o r e s .  A v e l o c i d a d e ,  na qual o C . M . D .  é máxi- 
6 

mo, é d e s i g n a d a  d e  Velocidade crítica, s e n d o  que F R ~ B R A  a 

d e f i n e  da s e g u i n t e  maneira: 

onde f é a f r e q u e n c i a  ( H z )  de v i b r a ç ã o  v e r t i c a l  r e f e r e n t e  a o  
1 

p r i m e i r o  modo ,  e L o comprimento d a  v i g a .  U t i l i z a n d o  a f r e -  

qUência calculada no E x e m p l o  B d a  s é s ã o  6 . 4 ,  e n t ã o ,  para o 

p r e s e n t e  e x e m p l 9 ,  a v e l o c i d a d e  crítica assume o s e g u i n t e  v a -  

lor: 

Constata-se que a v e l o c i d a d e  c r í t i c a  c a l c u l a d a  p o r  ( 7 . 2 . 1 )  
aproxima-se  m u i t o  d a  obtida n u m e r i c a m e n t e ,  i l u s t r a d a  n a  F I G U R A  

7 . 2 .  7. 



F I G U R A  7 . 2 . 7  - V a l o r e s  d o  f a t o r  d e  i m p a c t o  ( c . M . D . ) ,  

f u n ç ã o  d a  velocidade d e  passagem do 

veiculo. 



* E x e m p l o  C 

A v i g a  a n a l i s a d a  n e s t e  e x e m p l o  p o s s u i  a s  mesmas ca-  - 
r a c t e r í s t i c a s  da v i g a  e s t u d a d a  no E x e m p l o  B d e s t a  s e ç a o ,  com 

a di f erer i fa  de s e r  curva, com r a i o  de c u r v a t u r a  c o n s t a n t e  ao 

longo d a  m e s m a  i g u a l  a 72 m ( e q u i v a l e  a um â n g u l o  i n t e r n o  d e  

a b e r t u r a  d a  v i g a  na ordem de 20 g r a u s ) .  

O veículo s e  movimenta sobre a v i g a  com v e l o c i d a d e  

d e  20 m / s  ( 7 2  k m / h ) ,  p o s s u i n d o  o mesmo t r e m  d e  cargas  do Exem- 

p l o  B m o s t r a d o  na FIGURA 7 . 2 . 5 ( 3 ) .  

A r e s p o s t a  d i n â m i c a  d a  v i g a  curva, e m  termos d o  des- 

l o c a m e n t o  v e r t i c a l  e giro, e s t á  mostrada  na  F I G U R A  7 . 2 . 8 .  Nes - 
te e x e m p l o ,  f i c a  s a l i e n t e  a i n f l u ê n c i a  d o  raio d e  c u r v a t u r a  no 

valor d o  C . M . D . ,  s e  compararmos com a r e s p o s t a  d a  v i g a  r e t a  

mostrada na F I G U R A  7 . 2 . 6 ,  O C.M.D. máximo da v i g a  curva ,  para  

o deslocamento v e r t i c a l ,  em t o r n o  de 1,14; no c a s o  d a  t o r ç ã o ,  

o valor do C . M . D .  é de  1 , 3 4 .  

* E x e m p l o  D 

.Jii n e s t e  exemplo ,  a v i g a  curva p o s s u i  a mesma carac- 

t e r í s t i c a  da v i g a  curva do E x e m p l o  C ,  i n c l u s i v e  com o mesmo 

raio de c u r v a t u r a .  

A v e l o c i d a d e  do v e í c u l o  t a m b é m  é d e  20  m / s  ( 7 2  k m l h ) ,  

c o m  a Única a l t e r a ç ã o  na posição d o s  p a s s a g e i r o s ,  f i c a n d o  ago- 

ra d i s p o s t o s  no lado e s q u e r d o ,  conforme  mostra a F I G U R A  7 . 2 .  

9 ( A )  n a  p á g i n a  s e g u i n t e .  



F I G U R A  7 . 2 . 8  - R e s p o s t a  d i n s m i c a  d a  v i g a  c u r v a :  

Drs locamc>nto  v c r t  i c n  l r p,i r n  nti 

c e n t r o  d o  v ã o .  



OU SACOS 
DE AREIA 

F I G U R A  7 . 2 . 9  - Carregamento e x t e r n o  do v e c c u l o  e m  mo- 

vimento sobre a v i g a  curva .  

N a  F I G U R A  7 . 2 . 9 ( B ) ,  e s t ã o  representados o carregamento v e r t i -  

cal e o momento t o r ç o r  equ iva lente  por e i x o  do v e í c u l o ,  onde 

a d i s t â n c i a  e n t r e  o s  e i x o s  é d e  9,5 rn. 

A s  cdrvas  que representam a r e s p o s t a  d i n â m i c a  da 

v i g a ,  em termos do deslocamento v e r t i c a l  e giro n o  c e n t r o  do 
- 

vao, p a r a  v e f f u i o  carregado,  conforme FIGURAS 7 . 2 . 9 ( A )  e 

7.2.91B), e a t z 6  t~esltradas na F I G U R A  7.2.10. 

Hesse casa ,  o C . M . D .  máximo r e f e r e n t e  ao d e s l a c a -  

mento v e r t i c a l ,  6 de 1,12; q u a n t o  a o  g i r o ,  é e m  torno d e  1,15. 



F I C U H A  7 . 2 . 1 0  - R e s p o s t a  d i n a m i r a  d a  v i g a  c u r v a :  

D e s l o c a m e n t o s  v e r t i c a i s  r g i r o s  

n o  c e n t r o -  d o  v ã o .  



* E x e m p l o  E 

F i n a l m e n t e ,  neste e x e m p l o ,  serão  comparadas as r e s -  

p o s t a s  d i n â m i c a s  dos des locamentos v e r t i c a i s  ob ti dos no p r e  s e n  - 
t e  t r a b a l h o  com o s  resultados o b t i d o s  p o r  m e d i F õ e ç  experimen- 

t a i s .  

A v i g a  a s e r  e s t u d a d a  é r e t a ,  com a s  mesmas c a r a c t e -  

r í s t i c a s  e p r o p r i e d a d e s  d a  v i g a  a n a l i s a d a  no E x e m p l o  B d e s t a  

s e ç ã o ,  mostrada na F I G U R A  7 . 2 . 4 .  

N o  que se refere 2s c a r g a s ,  o v e í c u l o  foi carregado 

i n t e r n a m e n t e  no seu lado d i r e i t o  com s a c o s  d e  a r e i a .  

P e l a  d i f i c u l d a d e  de s e  e s t i m a r  com p r e c i s ã o  o trem 

d e  cargas utilizado n a  análise t e ó r i c a  da v i g a ,  a s s o c i a d a  com 

a influência d a  umidade da areia, do p e s o  p r ó p r i o  do v e í c u l o ,  

e do p e s o  total d a s  p e s s o a s  que circulavam no i n t e r i o r  do mes- 

mo, foram simulados dois l imi t e s  d e  carregamento: um i n f e r i o r  

e um s u p e r i o r .  Os l i m i t e s  i n f e r i o r  e s u p e r i o r  d o s  t r e n s  d e  

c a r g a  estão mostrados  n a s  F I G U R A S  7 . 2 . 1 E ( A )  e 7 . 2 . 1 1 ( B ) ,  r e s -  

p e c t i v a m e n t e .  

~ i b r i R n  7 ; 2 ;  i 1  - T r e n s  d e  c a r g a  u t i l i z a d o s  como s i m u l a ç d o  do 

carregamento e x t e r n o  n a  v i g a  r e t a -  

O v e í c u l o  s e  movimenta  s o b r e  a viga com uma v e l o c i d a  
- d e  cons t a n  te d e  10 m / s  C 36 k m / h )  . 



As curvas que representam os d e s  locamentos  v e r t i c a i s  

t e ó r i c o s  e e x p e r i m e n t a i s ,  no c e n t r o  do vão da v i g a ,  r e f e r e n t e s  

aos  l i m i t e s  d e  carregamento t e ó r i c o  ( F I G U R A S  7 .2 .11 (A)  e 

7 . 2 . 1 1 ( B ) )  e o carregamento real, respectivamente, e s t ã o  rnos- 

tradas  na F I G U R A  7.2.12, na p a g i n a  que  segue.  

É observada uma e x c e l e n t e  corre lação e n t r e  o r e s u l -  

t a d o  t e ó r i c o  e o e x p e r i m e n t a l ,  s e n d o  que a d i f e r e n ç a  percen-  

t u a 1  e n t r e  a r e s p o s t a  t e ó r i c a  do d e s l o c a m e n t o  v e r t i c a l  p a r a  o 

l i m i t e  i n f e r i o r  do carregamento e a r e s p o s t a  exper imenta l  do 

d e s l o c a m e n t o  v e r t i c a l  é na ordem de  4 2 ;  entre a r e s p o s t a  para 

o l i m i t e  s u p e r i o r  e a e x p e r i m e n t a l ,  a d i f e r e n ç a  é na ordem d e  

2 2 .  





1 . 3 .  S o b r e  o C o e f i c i e n t e  de  I m p a c t o  ( C . M . D . )  de Pontes de  Con- 

creto, p a r a  D i f e r e n t e s  Normas ( S u i ç a ,  U . S . A . ,  U . R . S . S . ,  

S u é c i a ,  R . D . A . ,  França e B r a s i l )  

Para levar-se em c o n t a  o s  efeitos dinzmicos, e mais 

p a r t i c u l a r m e n t e  os  efeitos d a s  cargas r o l a n t e s ,  tradicional- 

mente m u l t i p l i c a - s e  a r e s p o s t a  e s t á t i c a  d a  e s t r u t u r a  por um 

c o e f i c i e n t e  d e  majsração. Esse c o e f i c i e n t e  é gera lmente  d e -  

f i n i d o  como sendo  a r e l a ç ã o  entre a r e s p o s t a  d i n â m i c a  máxima e 

a r e s p o s t a  e s t á t i c a  da seção  t ransversa l  no meio do vão.  Uma 

v e z  o b t i d a ,  e l a  é a p l i c a d a  uniformemente sobre todo  o compr i -  

mento do vão. . . 

O s  ábacos dados para d i f e r e n t e s  Normas Nac iona i s  nem 

sempre s a o  fundamentadas  em c o n s i d e r a ç õ e s  me cãni c a s  p r e c i s a s  

ou e m  ensaios sistemáticos. A d i s p e r s ã o  dos v a l o r e s  d o s  Coe- 

f i c i e n t e s  d e  ~ a j o r a ~ ã o  ~ i n â m i c o  dados p o r  e s s e s  ã b a c o s  e s t ã o  
1 6  

i l u s t r a d o s  na F I G U R A  7.3.1, e x t r a í d o s  da literatura t é c n i c a  . 

F I G U R A  7 . 3 . 1  - C o e f i c i e n t e s  de  ajor ração ~ i n â m i c o  dados  p e l a s  

d i f e r e n t e s  Normas p a r a  p o n t e s  r o d o v i á r i a s .  

1 , 2  S u i ç a ;  3 U . S . A . ;  4 U . R . S . S . ;  5 S u é c i a ;  

6 , 7  R . D . A . ;  8 França; 9 B r a s i l  ( N B - 2 ) .  



E s t u d o s  t e ó r i c o s  fundamentais foram consagrados ,  no 

d e c o r r e r  dos  Ú l t i m o s  a n o s ,  ao comportamento d i n â m i c o  de  p o n -  

t e s  sob cargas r o l a n t e s  suspensas  . Entre t a n t o ,  e l a s  zpenas  

d e f i n e m  um c o e f i c i e n t e  de majoração u n i f o r m e  (ou s e j a ,  para  - 
s e r  a p l i c a d o  e m  todo o v ã o ) ,  sem d a r  p a r t i c u l a r  a t ençao  a in- 

f l u ê n c i a  que as imperfeições do p e r f i l  exercem sobre  o sistema 

v e I ~ u l o - ~ o n t e .  

C o m  b a s e  nisso, PALAMAS'"  a p r e s e n t a  um e s t u d o  mais 

d e t a l h a d o  sobre  a i n f l u ê n c i a  dessas  i m p e r f e i ç õ e s ,  a l e r t a n d o  

para a impor tãnc ia  das mesmas n o s  va lores  dos C o e f i c i e n t e s  de  

Impacto .  

Aproveitando os r e s u l t a d o s  o b t i d o s  nos  e x e m p l o s  d a  
- 

s e ç a o  7 . 2  s ã o  a p r e s e n t a d o s ,  na F I G U R A  7.3.2, a l g u n s  p o n t o s  

r e l a t i v o s  ao C . M . D .  como função do comprimento do vão de  v i g a s  

curvas e r e t a s ,  para o des locamento  v e r t i c a l  e g i r o  na t o r ç ã o .  

F I G U R A  7; 3 . 2  - c o e f i c i e n t e s  de Impacto  ( C . M . D . ) .  

A area achur iada  d a  F I G U R A  7 . 3 . 2 ,  corresponde  a va- 

r i a b i l i d a d e  dos v a l o r e s  do C.M.D. p a r a  
as d i f e r e n t e s  normas .  

Nessa f i g u r a ,  deve-se  r e s s a l t a r  a i n f l u ê n c i a  da c u r v a t u r a  d a  

v i g a  no v a l o r  do C . M . D .  para o c a s o  do g i r o  n a  t o r ç á o ,  e x t r a -  



p o l a n d o  a zona  d e  a b r a n g ê n c i a  das Normas  ( i n d i c a d o s  na F I G U R A  

7 . 3 . 1 ) .  

7 + 4 .  ~ o n s i d e r a ~ õ e s  F i n a i s  

A p a r t i r  d o s  e x e m p l o s  da s e ç ã o  7 . 2 ,  p o d e m  s e r  e x t r a i  

d a s  c o n c l u s Õ e s  de s i g n i f i c a t i v a  i m p o r t â n c i a  n o  que  s e  r e f e r e  2 

a n á l i s e  d i n â m i c a  d e  v i g a s  curvas e r e t a s ,  s a b e n d o - s e  q u e  o pre - 
s e n t e  t r a b a l h o  u t i l i z o u  o método  d e  Diferenças F i n i t a s  Centrais 

(D.F.c.) na s o l u ç ã o  das equações a c o p l a d a s  d e  movimen to  da vi- 

g a *  
E q p e c i f i  camente no Exemplo  A ,  também a n a l i s a d a  p o r  

3 
C H R I S T I A N O  , v e r i  f i c a d a  uma e x c e l e n t e .  c o r r e  lação d o s  r e s u l -  

t a d o s ,  a p e s a r  d o  autor, e m  s e u  t r a b a l h o ,  t e r  utilizado como 

s o l u ç ã o  das equações d i f e r e n c i a i s  uma aproximação com s é r i e s  

de Fourier. O s  r e s u l t a d o s  do p r e s e n t e  t r a b a l h o  s ã o  m o s t r a d o s  

n a  F I G U R A  7 . 2 . 2 ,  e a comparaçao entre o s  d o i s  t r a b a l h o s  é apre - 
s e n t a d a  na F I G U R A  7.2.3. 

Dos exemplos 3 e C, r e s s a l t a - s e  a s i g n i f i c a t i v a  d i -  

f e r e n ç a  e n t r e  a r e s p o s t a  d a  v i g a  curva e a d a  v i g a  reta. A 

i n f l u ê n c i a  da curvatura  é o b s e r v a d a  c laramente n o s  v a l o r e s  do 

C o e f i c i e n t e  de  ajor ração ~ i n â m i c o  ( C . M . D . ) .  ~ l é m  d i s s o ,  t a m -  

bém no Exemplo E, deve s e r  observada a influência da velocida- 

d e  de passagem d o  veículo sobre a v i g a  n o s  v a l o r e s  do C . M . D . ,  

e x p r e s s a d a  n a  F I G U R A  7 . 2 .  7. 

E n t r e  o s  Exemplos  C e D, constata-se q u e ,  p a r a  uma 

v i g a  de mesma curvatura ,  a p o s i ç ã o  dos p a s s a g e i r o s  no i n t e r i o r  

do v e í c u l o  e x e r c e  uma i n f l u ê n c i a  s i g n i f i c a t i v a  n o s  valores d o  
C . M . D .  para o c a s o  do giro na t o r ç ã o .  

P i n a i m e n t e ,  no Exemplo E, s ã o  comparados  os r e s u l t a -  

d d s  k e õ r i ~ o s  ctiL d s  valares o b t i d o s  p o r  rnediGÕes e x p e r i m e n t a i s .  

p o s i t i v a m e x i t e ,  e s s a  é a forma mais a c o n s e l h á v e l  p u r a  analisar 

E8M i r i a E i u d  sepur&n$a i v i a b i l i d a d e  o u  n ã o  da s o l u q ã o  d e  um 

d e  t e r m i n a d o  p r o b l e m a  t e ó r i c o .  



N o  n o s s o  c a s o ,  é observada  uma p r o x i m i d a d e  a c e i t á -  

v e l  e n t r e  os r e s u l t a d o s  o b t i d o s  no p r e s e n t e  t r a b a l h o  e o s  me- 

didos, a p r e s e n t a d o s  n a  F I G U R A  7 . 2 . 1 2 ,  r e f o r ç a n d o  a i n d a  mais a 

c o n f i a b i l i d a d e  das equações d i f e r e n c i a i s  a d o t a d a s  e do método 

n u m é r i c o  u t i l i z a d o  na so lução  das mesmas. 



C o m  b a s e  n o s  e s t u d o s  t e ó r i c o s  e n o s  exemplos c a l c u -  

l a d o s  e comparados  a o  l o n g o  d e s t e  t r a b a l h o ,  envolvendo a aná- 

lise e s t á t i c a  e d i n â m i c a  de  v i g a s  c u r v a s ,  c h e g o u - s e  a v á r i a s  

conc lusões .  Dent r e  e l a s ,  des tacou-se  duas d e  fundamental im- - 
p o r t â n c i a .  A pr ime ira  referente a v a l i d a d e  das equaçoes d i f e  - 
renciais d e  VLASOV~' adotadas  neste  t r a b a l h o ,  e a s e g u n d a ,  

relacionada com a e f i c i ê n c i a  do método numérico empregado  

na s o l u ç i o  das  mesmas. 

A p a r t i r  dos r e s u l t a d o s  o b t i d o s ,  verificou-se q u e  

p a r a  a s  v i g a s  ou p o n t e s  em g e r a l ,  r e la t ivamente  e s b e l t a s ,  as 

h i p ó t e s e s  de V L A S O V ~  s e  mostraram plenamente  aplicáveis, con- 

c l u i n d o - s e  que, a c ~ n t r i b u i ~ á o  d a  deformação p o r  corte e 

i n s i g n i f i c a n t e  e pode realmente ser d e s p r e z a d a  na s o l u ç ã o  

d e s s e  t i p o  d e  prob lema.  Czbe a i n d a  salientar que nos casos 

onde  há a necessidade d e  s e  l e v a r  em c o n t a  a deformasão p o r  

c o r t e ,  certamente, s e  chagaria em equações d e  maior complexi- 

dade, dificultando a i n d a  mais a r e s o l u F ã o  d o  sistema. 

P o r  o u t r o  lado, o emprego do método d e  D i f e r e n ç a s  
- 

Finitas Ceatrdis  como s o l u ç ã o  d a 8  e q u a ç o e s  diferenciais e n v o l -  

v i d a s ,  levou a r e s u l t a d o s  aceitgveis e c o n d i z e n t e s  com a apro-  

ximação ribméfica e a n s i d e r a d s ,  r e s e a l t a n d a - s e  a dificuldade em 

e s t a b e l e c e r  o limite de  e s t a b i l i d a d e  do m é t o d o  ( ~ t = = )  p a r a  o s  

problemas dinzmicos  que e n v o l v e m  equações a c o p l a d a s  e n t r e  as 

d d  hdibgsd i3bmZrica d a s  equaçÕes d i f e r e n c i a i s ,  a 

c o n v E f @ j i f i à  d d s  t e s u l t d d a s  é v e r i f i c a d a  p a r a  u m  número r e l a -  

t i + i i i & f i k @  #edUefi0 d @  h6s  diacretizãdos, r e s u l t a n d o  numa solu- 

f ~ i $ r t e o i  ~ b i i  r i p i d a ,  principalmente na obtenção das  f re- 

q U ê n c i a s  naturais, modos d e  vibração e na r e s p o s t a  estática. 



a 

N o  e n t a n t o ,  quando a v i g a  é submetida a cargas  mo- 

veis, a s o l u s ã o  computacional requer um tempo de pracessamen- 

to m a i o r .  I s s o  ocorre basicamente p o r  d o i s  motivos: primeiro 

p o r  s e r  um prob lema  i n c r e r n e n t a l  e n e c e s s i t a r  d e  um i n t e r v a l o  

de t e m p o  d e  i n t e g r a ç ã o  pequeno  para manter a e s t a b i l i d a d e  do 

método numérico; e s e g u n d o ,  q u a n d o  a v e l o c i d a d e  de p a s s a g e m  

d o  veículo f o r  b a i x a .  

Especial a tenção  foi d a d a  também 2 determinação da 

F a t o r  d e  Impacto ( C o e f i c i e n t e  d e  ~ a j o r a ~ ã o  ~ i n & n i c o ) .  Foram 

d e t e c t a d o s  dois f a t o r e s ,  além d o  comprimento d o  vão, que in- 

f luenciavam nos v a l o r e s  d e s s e  c o e £  iciente: ( 1 )  a curvatura  

d a  viga ( F I G U R A  7 . 3 . 2 1 ,  p r i n c i p a l m e n t e  no c a s o  d a  torção, on- 

d e  o c o e f i c i e n t e  extrapola i n c l u s i v e  a f a i x a  d e  abrangznc ia  

d e  várias normas i n t e r n a c i o n a i s ;  ( 2 )  a v e l o c i d a d e  de p a s s a -  

g e m  do v e í c u l o  s o b r e  a v i g a  curva (FIGURAS 3.6.1 e 7 . 2 . 7 ) .  

Quanto a forma d a  s e ç ã o  t r a n s v e r s a l ,  c o n s t a t o u - s e  

que e m  s e ç õ e s  açsimétricas, onde o centro d e  corte não coin- 

c i d e  com o centro d e  g r a v i d a d e ,  as v i b r a ç õ e s  resultantes s ã o  

a c o p l a d a s  ( T A B E L A  6 . 4 . 2 ) ,  acon tecendo  o m e s m o  q u a n d o  a v i g a  

é c u r v a .  Dependendo da poçi$ão do c e n t r o  d e  c o r t e  em r e l a ç ã o  

a c u r v a t u r a  d a  v i g a ,  o b t e n - s e  uma e s t r u t u r a  mais r í g i d a  ou 

m a i s  f l e x í v e l  (TABELA 6 , 4 , 5 ) ,  além d i s s o ,  q u a n t o  menor o 

raio d e  c u r v a t u r a  maior é a deformação e m e n o r  a f r e q u ê n c i a  

n a t u r a l  de v i b r a ç ã o ,  o u  s e j a ,  maior  e a flexibilidade da v i a .  

Embora  a s  c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  consideradas na 

a n á l i s e  t e ó r i c a  d i f e r e n c i a s s e m  das condições r e a i s ,  o s  r e s u l -  

t a d o s  sb t i d o s  foram s a t i s f  atõrios e a c e i t á v e i s ,  permanecendo 

dentro d a  margem de e r r o  admissivel. 

A p a r t i r  dos d i f e r e n t e s  e s t u d o s  a b o r d a d o s  no t rans -  

c o r r e r  d e s t e  t r a b a l h o ,  sugere-se  o s  s e g u i n t e s  como p o s t e r i o r e s  

trabalhos d e  p e s q u i s a :  

a )  ~ o n s i d e r a ~ ã a  d e  v i g a s  com as  características da 

s e ç z o  t r a n s v e r s a l  e c u r v a t u r a  v a r i ã v e i s  a o  longo do e i x o  ba- 

ricêntrico; 



b} ~ e r i f i c a ~ ã o  d o  p r o b l e m a  d a  instabilidade d a  via; 

c )  a n á l i s e  d a  e s t r u t u r a  p r e v e n d o  a p o s s i b i l i d a d e  de 

o c o r r e r e m  aba  1 0 s  s í s m i c o s  ; 

d )  estudo d a  i n f l u ê n c i a  do amoxtecimento d a  e s t r u -  

tura na r e s p o s t a  dinâmica da v i g a ,  p r i n c i p a l m e n t e  quando a 

mesma exper imenta  g r a n d e s  oscilações; 

e )  consideraCão das imperfeições ou irregularidades 

na s u p e r f í c i e  de c o n t a t o  e n t r e  o v e i c u l o  e a v i a ;  
, 

f )  a influzncia d a  curvatura d a  v i g a  d o  f a t o r  de 

impacto  e nas f requênc ias  n a t u r a i s ;  

g) estudo d a  estabilidade do m é t o d o  d e  Diferenças 

F i n i t a s  C e n t r a i s  quando e s s e  for a p l i c a d o  na soluçaÕ das equa- 

ç õ e s  diferenciais acop ladas  d e  VLASOV'~; 

h) simular com m a i o r  precisão o carregamento trans-  

mitido a viga p e l o  v e í c u l o ,  p o r  exemplo,  c o n s i d e r a n d o  as os-  

c i l a ç õ e s  l a t e r a i s ,  v e r t i c a i s  e torcionais d e  cada eixo atra- 

vés d e  v a l o r e s  obtidos experimentalmente; 

i) p r o j e t o  d e  a l t e r a ç ã o  d a  N B - 2  no i t e m  r e f e r e n t e  

a o s  valores d o  £ator d e  impacto d e  p o n t e s  e e l e v a d a s  em g e r a l ,  

propondo  v a l o r e s  d i f e r e n t e s  desse c o e f i c i e n t e  para  diferentes 

curvaturas  d a  estrutura de r e f e r ê n c i a .  



A P E N D I C E  I - ANALISE E S T h T I c A  DE V I G A S  C U R V A S  COM SEÇÃO TRANS-  

VERSAL ABERTA E P A R E D E  FINA P A R A  C O N T O R N O S  ROTU-  

L A D O S  E E N G A S T A D O S  

I. 1. C o n ~ i d e r a ~ Õ e s  I n i c i a i s  

V e r i f i c o u - s e ,  na b i b l i o g r a f i a  tecnica, t r a b a l h o s  re- 

l a c i o n a d o s  c o m  a a n g l i s e  e s t g t i c a  de v i g a s  retas ou c u r v a s ,  

c o m  dupla s i m e t r i a  d a  s e ç ã o  transversa l .  N o  e n t a n t o ,  não foram 

e n c o n t r a d a s  soluçÕes d i r e t a s  para  s e ç ã o  t r a n s v e r s a l  a r b i t r á r i a .  

Tanto a curvatura  d a  v i g a  como a p o s i q . ã o  d o  c e n t r o  d e  

c o r t e  p r o d u z e m  acoplarnento e n t r e  os  esforços d e  flexão e tor- 

ç ã o ,  sendo e n t ã o  n e c e s s á r i a  a d e t e r m i n a F ã a  do c e n t r o  d e  c o r t e ,  

reso lvendo  as f o r ç a s  i n t e r n a s  a p r o p r i a d a s  d e  flexão e torção, 

e ,  f i n a l m e n t e ,  determina as tensões resultantes e d e f o r m a ç õ e s .  

A análise e s t á t i c a  também se f a z  necessária, quando 

s e  d e s e j a  o b t e r  o C o e f i c i e n t e  d e  ~ a j o r a ~ á o  ~ i n â r n i c a  ( C . M . D . ) ,  

i g u a l m e n t e  chamado Fator de Impacto, .que é a r e l a ç ã o  e n t r e  a 

resposta dinâmica e a r e s p o s t a  e s t á t i c a  r e l a t i v a  a o  c e n t r o  do 

vão  da v i g a  curva. 

C.M.D. = Resposta ~ i n â m i c a  

R e s p o s t a  E s t á t i c a  

N e s t e  t r a b a l h o ,  a r e s p o s t a  dinâmica d e  v i g a s  c u r v a s  

é a p r e s e n t a d a  n o  c a p í t u l o  5 ,  e os  e x e m p l o s  respectivos e s t ã o  

r n o s t r d d o s  n o  c a p í t u l o  7.  

As equaçoes da v i g a  e n v o l v i d a s  neste estudo s ã o  a s  

mesmas u t  i l i z a d a u  no C a p í t u l o  5 ,  d e s c o n s i d e r a a d o  a s  p a r c e l a s  
- q u e  contêm d e r i v a d a s  no t empo .  As cargas e x t e r n a s  s a o  c o n s i -  

d e r a d a s  e s t á t i c a s  c o m  amplitude c o n s t a n t e  no t e m p o .  

Como s o l u ç ã o  d e s s a s  equações  d i f e r e n c i a i s ,  f o i  u t i l i -  
zado o m é t o d o  de D i f e r e n ç a s  F i n i t a s  C e n t r a i s ,  admitindo-se con- 



t o r n o s  t a n t o  r o t u l a d o s  como engastados na f l e x ã o  v e r t i c a l  

h o r i z o n t a l  e na torção .  

Foi implernent ado um programa e m  microcornput ador na 

l i n g u a g e m  BASIC, designado d e  V I G A E S T ,  que f a z  a análise e s t á -  

t i c a  d a  e s t r u t u r a  e obtém a s  respos tas  em tensões e deforma- 
- 

ç o e s .  

1.2. ~ ~ u a $ Õ e s  Diferenciais da V i g a  ~ s t á t i c a  Curva  

2 5 
A d m i t i n d o  as mesmas h i p ó t e s e s  de  VLASOV da s e ç ã o  

5 . 4 ,  d e s p r e z a n d o  os  termos com d e r i v a d a s  temporais, a s  equa- 

G Õ e s  ( 5 . 4 . 1 1 ,  ( 5 . 4 . 2 1 ,  (5.4.3) e ( 5 . 4 . 4 )  tomam a s e g u i n t e  

- - 
As i n c ó g n i t a s  e a s  c o n s t a n t e s  d a  v i g a  que compoem a s  e q u a ç o e s  

(1.2,1), (1.2.2), ( 1 . 2 . 3 )  e ( I , 2 . 4 )  j á  foram d e v i d a m e n t e  d e f i -  

n i d a s  na s e ç ã o  5 . 4 .  

I. 3 .  s o l u ç ã o  ~ u m é r i c a  d a s  ~ ~ u a ~ Õ e ç  D i f e r e n c i a i s  d a  Viga 

P e l o  acoplarnento d a s  ~ ~ u a ~ õ e s  D i f e r e n c i a i s  ( 3 .  2 . 1 )  a 

( I . 2 . 4 ) ,  a i n t e g r a ç ã o  d a s  mesmas p o r  metodas analíticos dire- 

tas é, e m  g e r a l ,  impraticável. C o m  isso, o p t o u - s e  novamente  

p e l a  a p l i c a ç ã o  d o  método de D i f e r e n ç a s  ~ i n i t a s  c e n t r a i s .  Nes- 

se c a s o ,  a mesma é f e i t a  somente na c o o r d e n a d a  e s p a c i a l  s ,  - 
conforme r e t í c u l a  d a  F I G U R A  1 , 3 . 1 .  
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onde o v e t a r  U contém as i n c ó g n i t a s  nodais em deslocamentos e 

g i r o s ,  c u j o s  elementos possuem a s e g u i n t e  d i s p o s i ç ~ o :  

A matriz K corresponde 2 matriz d e  rigidez l o c a l ,  

c u j a s  componentes e s t ã o  d e f i n i d a s  d a  s e g u i n t e  forma: 

r,, 0 A, 0 (-4A1-~2) O (-4A3-A4) O ; (óAlt2A2) O 



AS constantes A I ,  A 2 ,  Ag, A 4 ,  B1, B2, B 3 ,  B4, C 1 g  C 2 ,  C3, C 4 ,  

C 5 ,  D1, D2 e D3 foram d e f i n i d a s  e m  ( 6 . 2 . 5 )  e ( 6 . 2 . 6 )  da se- 

ç ã o  6 . 2 .  
+ 

E, p o r  final, r e s t a  a v e t o r  P, que contém as compo- 

nentes nodais d a s  cargas e x t e r n a s  e mornent o s  t o r ç o r e s  e x t e r n o s  

distribuídos p o r  u n i d a d e  d e  c o m p r i m e n t o  d a  v i g a ,  r e l a t i v o s  ao 

nó g e n é r i c o  - j, possuindo a s e g u i n t e  d e f i n i ç ã o :  

(I. 3 . 8 )  

Quando  a v i g a  é d i s c r e t i z a d a  em ~ i f e r e n ç a s  F i n i t a s  

C e n t r a i s  com um t o t a l  d e  N n ó s ,  i s t o  é, fazendo o nó genérico 

j v a r i a r  d e  1 até N, conforme FIGURA 1 . 3 . 2 ,  - 

N 

CONTORNO 
DIREITO 

F I G U R A  1 . 3 . 2  - ~ i s c r e t i z a ~ ã o  e s p a c i a l  d a  v i g a  e m  Dife- 

renças ~ i n i t a s  C e n t r a i s .  

e n t n o  o sistema d e  s o l u ç ã o  estático (1.3.5) assume a s e g u i n t e  

c o r i f i g u r s ç ã o  g l o b a l :  

anBk K* equivale matriz de r i g i d e z  g l o b a l  d a  v i g a  curva, 

ctija m o n t a g e m  obedece a o  s e g u i n t e  p r o c e d i m e n t o :  



FIGURA 1 . 3 . 3  - Matriz g l o b a l  . 

onde a d i m e n s ã o  da m a t r i z  K* é de 

+* +* 
JZ os  v e t o r e s  U e P , c o n s i d e r a n d o  nu los  o s  des- 

locamentos e g i r o s  n o s  ex tremos  da viga, possuem a s e g u i n t e  

montagem g l o b a l :  



+* 
onde o s  e l ementos  do v e t o r  U s ã o  as c o m p o n e n t e s  n o d a i s  dos 

deslocamentos e giros d a  v i g a  com N nós d i s c r e t i z a d o s ;  e o s  
+* 

elementos P são as componentes n o d a i s  das c a r g a s  e momentos 

torqotes d i s t r i b u í d o s  p o r  unidade  de comprimento da v i g a .  Tan- 
+* +* 

t o  o v e t o r  U como o v e t o r  P p o s s u e m d i m e n s ã o  de 4 ( ~ - 2 )  

elementos. 

No c a s o  d e  cargas c o n c e n t r a d a s  a p l i c a d a s  na v i g a ,  +* 
p a r a  o b t e r  as componentes d a s  cargas nodais do v e t o r  P , s e  

p r o c e d e  identicamente conforme as F I G U R A S  5 . 5 . 2 ,  5.5.3 e 

5.5.4, c o n s i d e r a n d o  n u l a  a velocidade d a s  cargas (V = 0). 

F i n a l m e n t e ,  para que o sistema g l o b a l  (1.3.9) s e j a  

r e s o l v i d o ,  r e s t a  a cons ideração  das c o n d i ç õ e s  de  c o n t o r n o .  

Nesse c a s o ,  a d o t a - s e  as mesmas i n d i c a d a s  nas  FIGURAS 5.6.3 e 

5 . 6 , 4 ,  i s t o  é :  

C o n t o r n o  r o t u l a d o :  ' = O  e 
= -tj 

j j - 1  
(I. 3 . 1 0 )  

C o n t o r n o  e n g a s t a d o :  U = O e Uj+l - 
j - U j - i  

onde U é um deslocamento g e n é r i c o  que r e p r e s e n t a  as i n c ó g n i -  

t a s  y ,  z e 8. 

As c o n d i ç õ e s  de contorno i n d i c a d a s  em (1.3.10) s ã o  

c o n s i d e r a d a s  na matriz de r i g i d e z  g l o b a l  d a  FIGURA I. 3 . 3 ,  nos  

s e m i b l o c o s  t r a c e  j a d o s .  

D e v i d o  a m a t r i z  de r i g i d e z  g l o b a l  s e r  simêtrica, o 

sistema matricial (I. 3 . 9 )  foi r e s o l v i d o  p e l o  m é t o d o  de CHOLES- 

KY, f a z e n d o  inicialmente a t r i a n g u l a r i ~ a ~ ã o  e ,  a p ó s ,  a re- 

t r o s u b ~ t i t u i ~ ã o  para d i f e r e n t e s  e s t a d o s  d e  carregamento. 

D e p a i s  d e  c a l c u l a d o s  os d e s l o c a m e n t o s  e g i r o s ,  tor- 

nd-se possível a obtenção  due e s f o r ç o s  i n t e r n o s  ( ~ o r m a i s ,  Cor- 

t a n t e s ,  Momentos f l e t o f e s ,  Momentos torgores  e Bimomento ) ,  cu- 

j d h  ekpressÕes ~ s t g o  deEin%$ar em ( 5 . 7 . 1 ) .  

Com isso, a s o l u ç ã o  e s t á t i c a  da v i g a  curvada s e  com- 

p l e t a ,  e a p a r t i r  dela foi i m p l e m e n t a d o  um programa em micro- 

computador d e s i g n a d o  de V I G A E S T ,  c u j  os e x e m p l o s  r e s o l v i d o s  es-  

t ã o  m o s t r a d o s  na s e ç á o  que segue -(1.4). 



I. 4 .  Exemplos  Comparativos 

Nesta s e ç ã o ,  além d a  comparação dos resultados ob- 

t i d o s  mediante a a p l i c a ç ã o  do programa V I G A E S T  com as s o l u -  

ç õ e s  t e ó r i c a s ,  também será v e r i f i c a d a  a convergência d o  &to- 

d o  numérico a p l i c a d o  (D.F.C.), e m  f u n s ã o  d o  número de  n ó s  d i s  - 

c r e t i z a d o s .  

* Exemplo A 

A v i g a  analisada p o s s u i  as s e g u i n t e s  característi- 
- 

2 
c a s :  A = l m ,  IZ 4 4 

= 0 , 4 m ;  I = 0 , 3 m ;  K ,  = 0,01 m 4 .  , 
6 Y 2 

=w = 0,19 m ; a = a Z  = O ;  E = 3 x 10" N / t n  ; V = 0 , 2 ;  
Y 

3 - 
p = 2500 k g / m  . I? uma v i g a  reta com 2 5  m d e  comprimento, 

c u j a s  c o n d i ç õ e s  d e  c o n t o r n o  s ã o  b i r r o t u l a d a s  na flexão v e r t i -  

c a l  e h o r i z o n t a l ,  e b i r r o t u l a d a  na t o r ç ã o .  A so lução  p e l o  

m é t o d o  d e  D.F.C. u t i l i z o u  uma d i s c r e t i z a ç ã o  com 15 n ó s .  O 

c a r r e g a m e n t o  ex terno  p e l o  qual a v i g a  é s u j e i t a ,  está rnostra- 

do na FIGURA 1.4.1. 

F I G U R A  1.4.1 - Viga  b i r r o t u l a d a  com carregarnen- 

t o  estático. 



O s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  em termos de deslocamenros e 

e s f o r ç o s  i n t e r n o s ,  p e l a  a p l i c a ç ã o  da programa V L G A E S T ,  e s t ã o  

r e l a t a d o s  na Listagem A .  

Para a v i g a  d a  FIGURA 1.4.1, a s o l u ç ã o  t e ó r i c a  d o  

deslocamento l a t e r a l ,  momento f l e t o r  no centro vão e c o r t a n -  

te mãximo,  é a s e g u i n t e :  

J %  a s o l u ç ã o  aproximada o b t i d a  d a  Listagem A -  a p r e -  

senta os s e g u i n t e s  r e s u l t a d o s  : 

A d i f e r e n ç a  e n t r e  a f l e c h a  t e õ r i c a  c a l c u l a d a  n o  cen- 

tro do v ã o  e a aproximada (D.F.C.) 6 e m  t o r n o  d e  1%. Q u a n t c  

a o  momento f l e t o r  máximo e o c o r t a n t e ,  a s o l u ç ã o  t e ó r i c a  é 
i d ê n t i c a  2 solução numérica.  
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I r Ie?ao 1iit:ei~al (a130 i u  d  li'^ i t a )  : rutuladci  
I>eslix:aiii. a:cial (al iaia eujqiic.irtIa): r - e ; i t r P i n g i  
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1' :< IS r Pz 



+X****** Esforces nodais internos *****a* 



* E x e m p l o  B 

Neste e x e m p l o ,  as p r o p r i e d a d e s  d a  s e ç ã o  t r a n s v e r s a l  

coincidem com a s  da vias elevada de um sistema de t r a n s p o r t e  - 
4 4 4 

urbano: I,= 0 , 3 1 2  m ; I = 0 , 4 7 2 2  m ; Kt = 0,0105 m ; 
6 Y 2 .  

= w  
= 0 ,1975  rn ; a = O ;  a = 1 , 2 7 3  m; E = 3 , 5 5  ~ 1 0 ' ~  ~ / r n  , 

2 3 
v = 0,2;  p = 2500  kg/m . Seu c o m p r i m e n t o  é de 2 5  m, p o s s u i n -  

do c o n t o r n o s  b i r r o t u l a d o s  na flexão v e r t i c a l  e h o r i z o n t a l ,  e 

b i e n g a s t a d o s  na torção. As forças ex ternas  estão mostradas na 

FIGURA 1 . 4 . 2 ,  sendo que a v i g a  f o i  d i s c r e t i z a d a  com 19 nós  

(D.F.C.). 

FIGURA 1 . 4 . 2  - V i g a  r e t a  e l e v a d a  d e  um sistema d e  t r a n s -  

p o r t e  urbano s o b  carregamento e s t á t i c o .  

Os dados e oe  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  d a  v i g a ,  mediante 

o u s o  do programa V T G A E P T ,  ilustrada na F I G U R A  1 . 4 . 2 ,  e s t ã o  

apresen tados  na Listagem B, cujo d e s l o c a m e n t o  v e r t i c a l ,  momen- 
.., 

ti+ f l e t o r  e coftante aproximados máximos, estao assim r e p r e -  
sentados: 



M z = 685000 N m  , aprox 

e o s  o b t i d o s  p o r  s o l u ç ã o  t e ó r i c a ,  assumem o s  s e g u i n t e s  valo- 

res  : 

V e r i f i c a - s e  uma d i £ e r e n ç a  na f l e c h a  ao r e d o r  d e  

O,5%; novamente neste exemplo, como no anterior, não Rã d i f e -  

rença e n t r e  o s  momentos f l e t o r e s  e cortantes o b t i d o s  p o r  so-  

lusão numérica aprox imada  ( D . F . C , )  com relação 2 s o l u ç ã o  teÓ- 

rica. 
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* E x e m p l o  C 

s e g o  comparados, neste exemplo,  os r e s u l t a d o s  de duas 

v i g a s  que p o s s u e m  a s  mesmas p r o p r i e d a d e s  da v i g a  do E x e m p l o  A ,  

sendo que a Gnica d i f e r e n ç a  está no r a i o  d e  c u r v a t u r a .  Uma é 

r e t a  (raio i n f i n i t o ) ,  e a outra p o s s u i  um r a i o  de 40 m, cor- 

respondendo  a um ângulo i n t e r n o  d e  35,81 g r a u s .  O cornprimen- 

t u  d o  arco d a  v i g a  c u r v a  h o r i z o n t a l  6 i g u a l  ao d a  v i g a  reta, 

d e  2 5  m. 

F I G U R A  1 . 4 . 3  - Viga reta ( A )  e curva (B) c o m  c a r r e g a -  

mento e s t á t i c o .  

Ambas as v i g a s  i l u s t r a d a s  na FIGURA 1 . 4 . 3  foram d i s c r e t i z a d a s  

com 1 5  n ó s  e m  D . F . C .  Nas Listagens C e E - 4  e s t ã o  i n d i c a d a s  

a s  características das v i g a s ,  assim como o s  resultados o b t i -  

d o s  d o  p r o g r a m a  V I G A E S T .  

Observa-se que o deslocamento v e r t i c a l  no centro 

d o  v ã o  d a  v i g a  c u r v a  é 2 4 6 %  m a i o r  q u e  a da v i g a  r e t a ;  o momen- 

to f l e t u r  3 , 4 %  maior; e o c o r t a n t e  máximo E 6 %  maior. F i c a  

k v i d e n t e ,  neste exemplo ,  que o r a i o  d e  c u r v a t u r a  c o n t r i b u i  d e  

forma s i g n i f i c a t i v a  n a  r e s p o s t a  d a  viga c o m  r e l a ç ã o  2 d e f o r -  

n i a ~ ã o  v e r t i c a l  miix ima.  
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* E x e m p l o  D 

E s t e  e x e m p l o  corresponde a uma p o n t e  curva ,  analisa- 
3 

da p o r  C H R I S T I A N O  e utilizada como m o d e l o  experimental p a r a  

t e s t e s  e s t á t i c o s  e din&rticos. A p o n t e  curva e s t á  i l u s t r a d a  

na F I G U R A  1 . 4 . 4 ,  e s u a s  p r o p r i e d a d e s  s ã o  a s  s e g u i n t e s :  
2 4 4 

A = 19,758 c m  ; Iz = 7 7 , 3 3 5 8  c m  ; I Y = 9 1 3 , 6 2 8  c m  ; 

F I G U R A  1 . 4 . 4  - Viga ( p o n t e )  curva h o r i z o n t a l  sob  car-  

regamento estático-centro d o  vão .  

R = 2 4 3 , 8 4  cm; a = O ;  a = - 2 , 7 1 2 7  cm; E = 2 7 7 2 1 9  Pi/crnL; 
2 

Z Y 
3 G = 103026  ~ / c m  ; p = 0,00121798 kg/cm . As c o n d i ç õ e s  de 

contorno, consideradas na análise, foram r o t u l a d a s  na f l e x a o  

v e r t i c a l ,  horizontal e na torção, em ambas a s  e x t r e m i d a d e s  

da viga, 

A análise estática da v i g a  da FIGURA 1 . 4 . 4  s e  f e z  

n e c e s s á r i a ,  neste c a s o ,  para s e  o b t e r  o valor do ~ o e f i c i e n t e  

d e  ~ a j o r e ~ ã o  ~ i n â m i c a  (C.M.D.), também chamado c o e f i c i e n t e  d e  

Impacto.  C o m  a r e s p o s t a  dinâmica do deslocamento v e r t i c a l  

máximo,  obtido n o  exemplo do ~ a ~ í f u l o  7,  e com a r e s p o s t a  es-  

t á t i c a  do d e s l o c a m e n t o  v e r t i c a l  máximo,  o b t i d o  d a  Listagem D. 

e n t ã o  o c o e f i c i e n t e  de Impacto é - a s s i m  determinado: 



a p a r t i r  d e :  = 0 , 0 5 7 9 4 4  m 
Y e ç t á t  i c o  
máximo 

Ydin*amico 
máximo 

chega-se a o  

4 

' e s t e  max.  
C . M . D .  - = = 0 , 0 8 1 2 3 0  = 1 , 4 0 2  , 

max 
a 0,05 7 9  4 4  

' d i n .  max 

3 
Segundo  CHRISTIANO o v a l o r  do C.M,D. máximo c a l c u l a d o  foi 

em t o r n o  de 1 , 4 2 ,  conforme FIGURA 1 . 4 . 5 .  O b s e r v a - s e  também, 

nesta figura, uma e x c e l e n t e  c o r r e l a ç ã o  e n t r e  o s  v a l o r e s  do 

C . M . D .  ao l o n g o  d a  v i g a ,  para os v a l o r e s  o b t i d o s  p o r  C H R I S T I A -  

NO-  e o s  do presente  t r a b a l h o .  

FIGURA 1 . 4 . 5  - Valores do F a t o r  d e  Impacto  ( C . M . D . )  . 



*+***ãã*+~**+~***-%*i*i).)ti I*i)s**a*****j)Jcit*a3cs3t***~**~~*~~* 
*+***# UNIDADES: Newtons, Kg,Hetros e Segundos ***** 
***-*************#******************-#*.~****X*********** 

***** PROPRIEDADES DA SECA0 TRANSVERSAL *w** 
U5~==1:=~:=:=%-1:==:~-5:~=a:I-,tIPmm~~m~~EIIz~Rt=3:=I.-:E~E~~:=~ 

itlirea c l i ~  !!ic!c:ao transversal  : .8(31?75E3 
Moiiieirto de iireipcia em ipelai:ao ao e i x a  Z: 7',7'3'JKj8E:..@7 
Mamcntu dc J n c r c  i a em r c l a c a o  ao e i x o  Y :  T .  ikk?8~-*81 
Mom~nta  d e  (nercia polar em t o r n a  d~ eixtn X :  .844888881Yh46 
Constante d e  ~mpenamento: .0080#088452483 
Caorrfei~ada d o  t:t?nti*a d e  rncsi-te ern irclxrzxa ar] e i x o  Z: 8 
t:oor'dei.iada do cr;ntiro de coiFtrr E:I\\ relacao au e i X I J  Y :.-.,2.7Si'7 

Modula de elasticidade longitudinal: 2772198088 
Modu!o d e  elasticidade t r a n s v e r s a l :  1030247510.034i91 
Cúafrc ie i~ tca  d e  P ~ i i j ~ ~ n :  .:3454 
Massa eappr i f i c a :  2500 

+*.H*** ALGUNS DADOS AOfCIONAJS *a*** 
.--'-'-~-,-C.-'-."'".""-'-".r,, .---. 1 - .-.-.-.-1 -.h.---.- .--- rE=.1.-..1=.-:=r====I= 

Discret izacau espac ia l :  .f785428516994312 
Nu~i~erq de t r e c h o ? :  i 4  
C f s i i i ~ ~ i ' i i n i l i i t ~ i  (ia v i g a  C I . L I ~ V ~ ~ ~ * P ~ C ( :  2.3876 
Ra io  dc! c u r v a t u r a :  2,4384 

**#*a CQNfIfCOES DE CONTORNO H**** 
~ : ~ ~ ~ ~ ~ = ~ ~ ~ ~ : = ~ 3 ~ ~ : E ~ ~ ~ ~ ! ~ ~ ~ m ~ ~ ~ ~ l ~ E = =  

Flexaõ vevt ical  (apoio crrqi~erda) : ro tu lado  
iilexaci vertical (apoio  d i r e i t o ) :  rci tulaclo 
I., 1e:iao l a t  s ~ 8 ' 1  (apa i a c?sq1uriipdo) : ipot1~W adt3  
' i  l a t ~ v a l  ( apo io  d i i P e i t c i )  : ru t i~ l l zdu  
D e r ( i 1 r ~ c a a ~  ;x:cial (ã1m10 esqi3~'rtio): re5t.r ~ ~ ~ g i t l ~  
t3e:,lncatn, axial twpoio d i r e i t c i )  : r e % t r  lng ido  
rc~vr:~io tapoia e l f p ~ l e ~ d a ) :  r a tu lada  
'Inr,tnino ( n p i : )  i Q d i rve I t 01 : r a t  i l l i ~ d ~  

***#*** Carregamento ex te rno  **%#nw# 

i3 A P Y  Pz 



* * .~+x*w*  Dcslocament os nada i s ******* 
X Y r 

i 8 
2 8 
3 Q 
4 8 

b 0 
8 

7 8 
8 0 
9 0 
fG3 GJ 
li. 9 
12 8 
13 0 
14 0 
i 5  @ 

%****** Esfercos nodais in te rnos  na**#** 



* Exemplo E 

N e s t e  e x e m p l o ,  será v e r i f i c a d a  a convergência do mE- 

t o d o  d e  D . F . C . ,  em função d o  número  d e  nós discretizados ( 8 1 ,  

e f e t u a n d o  a i n t e g r a ç ã o  numgrica somente na coordenada e s p a -  

cial - s ,  utilizando para  e s t e  o b j e t i v o  o programa VIGAEST. A 

v i g a  a s e r  e s t u d a d a  é a mesma d o  Exemplo C, F I G U R A  1 . 4 . 3  ( A ) ,  

sendo q u e  o s  r e s u l t a d o s  d e s t a  análise s ã o  a p r e s e n t a d o s  n a s  

L i s t a g e n s  E-1, E-2, E - 3 ,  E - 4 ,  E - 5  e E - 6 ,  para discretizações 

e m  9 ,  11, 1 3 ,  15, 17 e 19 nós, respectivamente. 

No g r á f i c o  d a  F I G U R A  1 . 4 . 6 ,  é apresentada a c o n v e r -  

gência do deslocamento v e r t i c a l  no c e n t r o  do vão ,  d a s  v á r i a s  

discretizações, para  a s o l u ç ã o  t e ó r i c a  o b t i d a  p o r :  

A convergência é dada em função d a  d i f e r e n ç a  p e r c e n t u a l  em re -  

lação 2 solução de £ - . 
max 

F I G U R A  1 . 4 . 6  - Convergência do método d e  D . F . C .  e m  f u n ç ã o  

do número de nós  d i s c r e t i z a d o s .  



) ) ) ) > ) ) ) )  LISTAGEM E - i  < { { { < { { { <  

***** PROPRIEDADES DA SECA0 TRANSVERSAL ***** 
: = $ = ~ : = 1 = = 2 : = 1 . 1 = ~ ' 1 . . " : ~ : = 1 1 = g " . = E = ~ = I ~ ~ ~ ~ . " . ~ = ~ ' " S ~ ~ = = . = 1 = : = ' 3 = =  

Area da secao transversal: i 
riaiaentsl d e  inevt: ! a  ein I-elwcao ao eixo Z:  . 4  
Monirnto de i n e r c ! a  em velacao aa t!:ixo Y :  .3 
Maiiisnto d e  ii'ieiPcia polar em torno  do ai:tis X :  -81 
Catjstante de empenan~ento: . f P  
i:i)t~vdei~ada do r:efiti-o de cai-te eir re ' lacão ao e j x i ~  f : G! 
Cooi-detlada clo c e n t r c i  de cuip te  eiii velacaci  ao e i x o  Y :  8 

***%* PROPRIEDADES 00 MATERIAL #**** - . , , S : X : 3 ~ l l l i P I L e E ~ I X I X Z : I r ; : ~ n I I L I D ~ C f I L I B : X ~ 3 = . = X E ~ 3 ~ ~ ~ t * E  .-. 

Modulo de elasticidade I a n g i t u d i n a Z :  3008W88800 
M a c l t ~ l  o d e  ~laciit i c i d a d a  t I ~ A J - ~ S V ~ J ~ ! ~ ~ ~  : fi;P56j0088008 
C o e f i c i e n t e  de Poiijsoir: " 2  
Marsa espec i f i ea : 2900 

***** ALGUNS DADOS ADICIONAIS ***** -------- --i ---- -a=.~.~:==EEC===tZ1E=.".".~=I~=.fZ~I=1~ 

I> i c;ciFet i i?aci'*t> tl._ri~ac i al : 3.125 
Nualern d e  trechos: 0 
C a i i t ~ r  iiitei~tca t i a  v i g a  curva/rc;ta: 25 
tia i r~ CIE~ c i ~ r v a t  i.ii*a : 3Di.JI) 

**+x** CONDICOE8 DE CONTORNO *a*** 
~~~n=ll~ll%b&YlMttha~Etr::~~1.'=E=~E:=~= 

F2e2aa vprt leal ' (apoio eosquerdo): rotulado 
FZexcici v e r .  ira (apoio d i r e i t r ~ l  : r o t i d l a d e i  
i i e x a n  l a f e ~ i l !  tai,a!o E ( S ~ ~ ~ C I ~ ~ O ) :  ~ ~ o t t ~ i a d o  
Flexao l a t k ~ a l  IaPoto d i r e i t o ) :  r o t u l a d o  
Deslucaiii. &tia1 t a p o i a  esquerdo) : re3.stip ii.i!j i d o  
pstslocam. a x i a l  . (#pa la  d i r e i t a ) :  r e s t r i n g i d o  
roi-cao Cdp~It! 9 4 9 t i ~ r d s ) :  ! - t~t i .h ladri  
'Torcao f a p o l õ  d i r e i t o )  : rotulada 

****k#* GaWag#m~n t o e ~ t  erna ****-R%* 

Px P Y  Pz 



w N n # . N - H  Deslocamentos noda i s %*A#**** 

X Y Z 



***a* PROPRIEDADES DA ÇECAO TRANSVERSAL *.H*** 
~=:=:=~:=C~=~=~=:==~.'='=~~~~.-..II==::==x~:=.=I:==t~.".":=~:=~:=:==: 

AI-ea da I;ec:au t r-ansvcir sal  : I 
Moi\\(.?i.it:tli i i ler-cia em i~eXacao ão ei:tr> 2 .  . a  
Muiiientci cle inei..c:jã eiii ~ r ~ l a c n o  ao e i : . : ~ )  y :  .3 
M~ioiiir?17ta ifc I I I I = ~ I ~ C I ~  130Xa1' 6111 torno dr i  c t x n  X :  .@i 
t h n a t  ant  e rle eiiti~~nwiiiento: . i9. 
Casipdei.iada tlu ~ : ~ ; ' l l t l ~ t 3  (Je c o r t e  ein ve1atliit.1 ao ef :e i3  Z: 43 
Cc)olpdeniacla da cientipa de c o r t e  eill r'elacwo rt(3 e i :<C) Y :  @ 

***** PROPRIEDADES 00 MATERIAL ***#* .--.-.- .-.-.- - - . - . - . - . - - ~ ~ ~ m m n a ~ ~ m ~ ~ ~ m m m ~ m a : = a w m z ~ ~ = = ~  

***** ALGUNS DADOS ADICIONAIS ***** - - -  - -**3-~- '"- -3- ' - . - -~- - . - . - - -  ii-i-i*i.,iiiii,i,,.--a--...EEE.E.E ,,.,.,,, 

.R**** CON13f COt-1s UE CONTORNO *.it.ir-N* 

.--."...,.*....--e-. h .e .L._. 
I . - - . l . l . l t l l l l . - . r .  .- .I.L.xmlP:zmr~l"."*.I:=:E=i::~:Li~:~r= 

I"le:i;xi', vf?r-t: i6:al. ( i ~ p O i ( ~  c?:ql.it?~-tit>) i " t ~ t ~ ~ ' 1 3 d n  
I-'1r.:.:.:aci v(? i . . t I~ :a f  C P P E ) ~ ~  ( : f I i * f i t t ~ ) .  i ' ' ( 3 t i l l i ' i ~ I ~  
! laef.?lpãi (ai10 i 0 ~ ! i q ~ ~ e t ' d n )  : l * r ~ t l ~ l a i j i i  
l"1rixact 1ix+t-nr.$l I ~ p n l o  d i i - l r i t c l ) :  r o t u l a d a  
I:)r?co-li~:aiii. il:~:IaI Caijc-iin e ! ; q i ~ e i - d t ~ ) :  i p c s : ; t i -  i i . i ~ j i i l i 3  
' l i  1 ( B P O ~ O  i : I~ i * 'cni to) :  r . c . ; ~ F i p i i ~ c ~ i c l ~  
'T'oi-ãiaa (apo l r3 PsiYuei-do) : i . i i t ~ P c i t J ~ i  
'I'~$*r:aa Lapaia c1 l l r @ i t a l  : I-oti1'1adn 

-x***%.N* Caruesaaen t a externo ******* 
P :< P Y  Pz 



**##a-*-x Esforcas noda i % i n t e r n o s  s*,Ms#-ws 

NX PIY HZ QY 



x * ~ B W * * * * ~ ~ - ~ * * * * * * * ~ * * * f * * * ~ * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ~ . * * * *  ****# UNIDADES : N e w t  ons, Kg , Met r o s  e Segundos **-x** 
**.K*"*****.N.R.********.H******#**#*******.x**#.~*~R.~#**%# 

Ai-ea d a  !;ec:+o t riyi!iivtrrsal : t 
M~:~ritei~tr> dt: I riei-r: I a eiii ire!acan ai> e j xu Z . " 4  
Mni i i~nto  d e  i i i t?rc !a  etn aelacao ao e i : to  Y :  - 3  
Mary~etlto tje itier-ciij. pulaiF erii toi7rlr> tio er:.;o X :  .@i 
Ccinst an te  i i ~  eri~pei~aiiient o : . 19 
I:aurrde,.ncrda ria t:c?ntipa rle c t ~ i - t e  rzin i-liY.ãças ao ei:.;o 2 :  8 
CwoiPdenada da c:etltiPa de c : w I ~ ~ ~  em I . - ~ ~ A ( I B O  ao c i >:w Y :  8 

****s PRDPI?IEDRDES DO MATERIAL ***#* 
:~~P~~PC~Ellll*lTIWIAl~IDI~tllZmiIil~~fpE*~E~Cr: 

Findi.iXn d e  elar j t  i c i d a d e  lcsricjitudlnai: :38@8698863808 
Modu'lo,de e l a s t i c i d a d e  t r a n s v e r s a l :  12588080880 
C o r . r . F i c i e i ~ t e  d e  I%otsc?cin: "2 
Massa espec i f i c a :  2508 

*-x*-N* ALGUNS IlA005 ADICIONAIS ***** 
p-~:.:~~-.~ --.. -.-.-.-.- --- . ~ - ~ . , ~ ~ ~ ~ . ~ . , . ~ ~ ~ ~ I E F E ~ . " . ~ ~ E ~ ~ ~ I I J ~ ~ ~ ~  

I'J i s x i -  e t i zac ãei esp ar: i a1 : 2.8033:3:32:338A8.674 
Nl.lrl\eirQ CIF ~ P ' ~ c I I C ) ~ :  12 
I:ni~~pi~ i inei-i t n da V i ga c i~ i~va / i ' i : * t  a : 25 
Ra i o d r  cr.irvat 1lip a : 311+3Q 

. i t . i r . s t *~  CONIIICQES DE CONTORNO ***** 
:I , = ;P :~ -~ . " . " . - .  .d.,-. ..-. x .-.--.-. ..-.-.-.-.-. -. ~ : ~ ~ ~ : x m m ~ I r ~ ! = m ~ J * > ~ : ~ : ~ ~  

I"'t.r.::tao viri4t: ir:al (apoio  e:$qi;iai-d8) : i p i > t t l l ~ ! \ i i t ?  
i."le:.:at3 v e r t  ic:n:l (apdla d J r k i t c i ) :  r ~ r : i t ~ . i I a c ~ c i  
1 l a t ~ ~ ~ a l  biifpnia ~?:~1q11el~de)): iPrit:i .rlaeic:,  i: '1 ,,8 , . + .. li1teiral t a p ~ i c i  d ir '@ i t 9 ) )  : r~) t i11a~j ( : )  
l ' ) ~ ? ? s i i i t a i i i .  a:-:~al (aPb!b rpsquei-iiu): i*c?r.stirirtgidc~ 
Des '1 oc arii . a:.. , 1 3 1  (atSG)iQ d i r e i t a ) :  ~*eri tvinqiclci  
'T'ra!.i:al:> (ai30 i i s  r:!;qi&@~d~.g) I ' O ~ C L X ~ ~ I ~  
' J ' i . > 1 ~ ~ i 3 t 3  ( ~ I I ~ c ) ~ u  c ! ~ Y I I ~ Q ~ ;  V ' W ~ + A ~ W I ~ O  



******* Esforcas nodais internos a*n+R*s# 

NX MY MZ Q Y  

S. '8 
I:? 
r\ 

8 
C> 8 
4 
4:' 

8 
r.! 8 
6 8 
'7 8 
i3 'i' G3 

0 
4.8 8 



**H*** PRQPRXEQRDES DA BECAO TRANSVERSAL *a**# 
: : : a ~ : s ~ ~ ~ ~ a ~ : x ~ ~ a ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ . w m ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ : a ; z s m ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ : ~ ~ ~ ~ =  

4rea cta .ic.ç-a t ransversa ! :  1. 
Iuioinento dtz r i . ic~-+cia e in  relacao no e l : t ~  X :  . 4  
M a i ~ \ ~ n t u  de i n e r c j a  em r e l a c a n  ao e i x o  Y :  .3  
Froii iei~tú d e  i i ~ e i - r i a .  polaiP ali, t o r n o  d a  e i x n  X :  ,8f. 
Constante d r  e~~hpenamentn: .i? 
Cciartiei1at3a dr-, c l in  t r a  d e  (:!>r t e e in  ipe'l acau aù 15 i :<a z : 0 
C o o r d ~ n a d a  do c e n t r o  de  c o r t e  eln r e l a r a n  aa e i x o  Y :  @ 

***** PROPRIElJADES 00 MATERIAL **#**R 
rS=51JImíC4:=~~~EY::~:".r~""*Iff21S"L~E:r=.-I=~:".~:z5C~ 

Mrsdi~Zo de eZai;t ! c i d a d e  l o n g i t u d i i ~ a l :  3@808Q)G?8888 
Mridul o d e  e'1 a5t  i c i dade  t rancjversal : !.21rBO0861@0@ 
[:#e? i r: i m C e ,  d~ Pu i ;;zùn : "2 
Massa cspec  i f r c a :  , A ~ 0 8  

**-E** ALGUNS DADOS ADICIONhIS a**** .-.-.-e - - .-a .- .- rn c I= L?: ." I := 1z E E r--- ---= .-.-- x --.--.-'-I- ---.-h-.--- 

1:) i i,ci-ct i za r  aa ec5pac i a1 : 9.7857f. 4&%3bB4:387 
Ni.i i i ier-ci  cle t: rtrrhciej : i4 
I:aiiii~i-iinentra dia. v i g a  curva/ ipeta:  25 
R a i o  d e  c c i r v a t u r a :  3D.t.30 

***a-H CÕNUXCOES DE CONTORNO * * *as  - .- .-. - .- i i i - i i i - u i - . , ~ l 3 t S : = I . I = ~ . " . " . " . ~ ~ E ~ 1 I ~ I ~ . = Z X E ~ =  .- ~1 
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* Exemplo F 

E, para  f i n a l i z a r ,  s e r á  analisada a convergênc ia  da  

s o l u ç ã o  numérica (D.F.C.) em uma v i g a  reta com menores dimen- 

s õ e s  e m  r e l a ç ã o  2 v i g a  do Exemplo E .  A v i g a  mostrada na FXGU- 

RA 1.4.7, possui a s  s e g u i n t e s  características e p r o p r i e d a d e s :  
2 2 4 4 A = 0 , 2 4 r n  ( 0 , 3 x O , 8 m ) ;  Iz = 0,0128 m ; I = 0,0018 m ; 

Iu = o ;  10Y 2 
=0,0072m4; L = 1 0 m ;  E = 2x10 ~ / m ;  v = 0 , 2 ;  

K t  3 P = 2 5 0 0  kg/m . Os contornos  s ã o  ambos r o t u l a d o s  na f l e x ã o  

v e r t i c a l  e h o r i z o n t a l .  

FIGURA 1 . 4 . 7  - Viga r e t a  s o b  carregamento e s t á t i c o .  

A s o l u ç ã o  teórica do deslocamento v e r t i c a l  no c e n t r o  

do vão  d a  v i g a  (FIGURA 1 . 4 . 7 )  é a s e g u i n t e :  

P 
- Y f A  - - - 50000 x (10) 

max = 0 , 0 0 4 0 6 9  m. 
4 8  E1 

z 4 8  r 2 x 1 0 ~ ~  x 0 , 0 1 2 8  

E os valores o b t i d o s  dos deslocamentos, utilizando o programa 
- V I G A E S T ,  para discret izaçÕes  em 9, 11, 13 ,  1 5 -  1 7  e 19, s a o  

a p r e s e n t a d o s  na TABELA 1.4.1: 



TABELA 1.4.1 - Convergência d o  método d e  D.F.C. 

Comparando os  r e s u l t a d o s  d e s t a  t a b e l a  com o s  resul- 
.-. 

t a d o s  d o  exemplo  (FIGURA I . 4 . 6 ) ,  verifica-se que a c o n v e r g e n -  

c i a  apresenta  a s  mesmas c a r a c t e r í s t i c a s  isto é, a d i f e r e n ç a  

p e r c e n t u a l  e m  re lação  ã so lução  t e ó r i c a ,  para  um mesmo número 

d e  n ó s  discretizados, é praticamente a mesma nos d o i s  c a s o s .  

Diferença em relação a 
f e 
max 
(2) 

3 , o  

2 , O  

1 - 4  

1 , O  

0 , 8  

0 , b  

0,O 

~ Ú m e r o  de 
nõs 
(N) 

9 

I1 

13 

1 5  

1 7  

19 

00 

Deslocamento 2 
aproximado 

Cd 

0,004196 

O, 004150 

0,004125 

0,004110 

O ,  004100 

0 , 0 0 4 0 9 4  

O, 004069  



1.5. Considerações Finais 

Importantes conclusões podem s e r  e x t r a i d a s  dos exem- 

plos calculados e comparados n e s t a  s e ç ã o ,  p e l o  uso do método 

d e  D i f e r e n ç a s  Finitas Centrais ( D . F . C . ) ,  na a n á l i s e  estática 

de vigas c u r v a s  h o r i z o n t a i s ,  

A pr ime ira  d i z  r e s p e i t o  aos Exemplos  A e B da s e ç ã o  

1 . 4 .  E m  ambos, c o r r e s p o n d e n t e s  respect ivamente  2 s  Listagens 

A e B, v e r i f i c o u - s e  que, independente  do número de nós em que 

a v i g a  é discretizada, não há d i f e r e n ç a  e n t r e  o s  momentos e 

cortantes calculados pelo programa VIGAEST e os teóricos. A 

d i f e r e n ç a  é v e r i f  icada somente nos des locamentos .  

No E x e m p l o  C, c o n s t a t o u - s e  uma significativa i n f l u ê n  - 
tia d o  raio d e  c u r v a t u r a  na resposta d a  v i g a  em termos de des- 

locamentos v e r t i c a i s .  

Aproveitando a r e s p o s t a  dinâmica d a  v i g a  d o  E x e m p l o  

A do ~ a p z t u l o  4 ,  e a resposta  e s t á t i c a  d o  Exemplo D da s e ç ã o  

1 . 4 ,  foi possível comparar,  através d a  F I G U R A  1 . 4 . 5 ,  a e x c e -  

l e n t e  c o r r e l a ç ã o  e n t r e  o s  f a t o r e s  de impacto ( C . M . D . }  calcu- 
3 

l a d o s  p o r  e s t e  t r a b a l h o  e os calculados p o r  CHRISTIANO 

Já n o s  Exemplos E e F, foi analisada a convergência 

do método de D.F.C. para  d i f e r e n t e s  discretizaçÕes da v i g a .  

Observando a s  diferenças p e r c e n t u a i s  entre o s  deslocamentos 

in i t l i . i i l ; idurr  p i m l o  programa V T G A E S T  c o s  tcGricou, 110s E x e m l i l o s  

A ( 1 5  116s * lZ), B ( 1 9  nós -+ 0,5X), E e E, pode-se  c o n c l u i r  

que a convergência do deslocamento aproximado p a r a  o teórico, 

m o s t r a d a  na  F I G U R A  1 . 4 . 6 ,  s e  dá somente e m  f u n ç ã o  do número 

de nós d i s c r e t i z a d o s  (N) , i n d e p e n d e n t e  das c a r a c t e r í s t i c a s  

f í s i c a s  e geométricas d a  v i g a  a ser analisada. 



B I B L I O G R A F I A  

1. BATHE, K . - J .  6 WILSON,  E . L .  Numerical methods - in - f i n i t e  

e l e m e n t  analysis. Englewood C l i f f s ,  N . J . ,  P r e n t i c e - H a l l ,  - 
1976. 

2 .  CANTIEME, R .  ~ y n a m i c  l o a d  t e s t i n g  of h i g h w a y  b r i d g e s .  

f A B S E  Proceed ings ,  Zurich,  ( 7 5 )  : 5 7 - 7 2 ,  Aug. 1984. 

3 .  C H R I S T I A N O ,  P . P .  & CULVER, C . G .  H o r i z o n t a l l y  curved b r i d g e s  

s u b j e c t  t o  moving load. Journal -- o£ the  Structural 

D i v i s i o n ,  Meu York, ASCE, 95(8):1615-43, Aug. 1969. - - 

4 .  COWPER,  G.R. The shear c o e f f i c i e n t  in Timoshenko's b e a m  

theory .  Journal  of the S t r u c t u r a l  ~ i v i s i o n ,  N e w  York ,  

5 .  CULVER, C.G. N a t u r a l  frequencies of h o r i z o n t a l l y  c u r v e d  

b c a m s .  J o u r n a l  o £  t h e  S t r u c t u r a l  Division, N e w  Y o r k -  

ASCE,  - 9 3 ( 2 )  :189-203, A p r .  1967. 

6 .  F R P B R A ,  L. V i b r a c i o n  - o f  s o l i d s  - and s r r u c t u r e s  - under 

moving l o a d s ,  Groningen, N o o r d h o f f  I n t e r n a t i o n a l ,  1972.  
___I __CI 

7. GERE, J.M, & LIN, Y .K, Coupled v i b r a t i o n s  o£ thin-wallad 

beams of open cross  s e c t i o n .  J o u r n a l  o £  A p p l i e d  - 
M e c b a n i c s ,  N e w  York,  - 2 5 ( 3 ) : 3 7 3 - 8 ,  S e p t .  1958. 

8. IIEINS,  C.P. B e n d i n g  t o r s i o n a l  d e s i g n  in s t r u c t u r a l  - 
members . L e x i n g t o n ,  Hass., Lexington Books ,  1 9 7 5 .  

9 .  H E I N S ,  C.P. L O L E I N I K ,  J.C+ Curved box beam b r i d g e  a n a l y s i s .  

Computers  and S t r u c t u r e s ,  Oxford,  6 ( 2 )  :65-72, Apr.  1 9 7 6 .  - - 

10. BEINS, C.P. & SAHIN, M . A .  N a t u r a l  frequency of c u r v e d  box  

g i r d e r  b r i d g e s .  Journal o f  t h e  S t r u c t u r a l  Division, -- 
N e w  York, A S C E ,  1 0 5 ( 1 2 )  : 2 ~ 9 1 - 6 0 0 ,  Dec. 1 9 7 9 .  - 



11. H U T C H I N S O N ,  G. & A L - H U S S A I N I ,  A .  ínteraction o £  l o a d  

s p e e d  and mass on t h e  dynamic  r e s p o n s e  of damped b e a m s .  

I A B S E  P r o c e e d i n g s ,  Z u r i c h ,  ( 9 7 ) : 4 5 - 5 6 ,  May 1 9 8 6 .  

1 2 .  JOSEPH, T . P .  & WILSON, J.F. V i b r a t i o n s  o £  curved s p a n s  

f o r  mass transit. J o u r n a l  -- o £  - the  - E n g i n e e r i n g  M e c h a n i c s  

D i v i s i o n ,  N e w  York, ASCE, - 1 0 6 ( 2 ) : 2 5 5 - 7 2 ,  A p r .  1980.  

13. McManus, P.F.; NASIR, G . A . ;  CULVER, C . G .  H o r i z o n t a l l y  

c u r v e d  g i r d e r s  - s t a t e  o £  the  a r t .  J o u r n a l  o f  t h e  -- - - 
S t r u c t u r a l  D i v i s i o n ,  N e w  York ,  - -  ASCE,  95(5) :853-70, May 

1969. 

1 4 .  H E L R O V I T C H ,  L. A n a l y t i c a l  m e t h o d s  - in v i b r a t i o n s .  London, 

Macrni l lan ,  1971. 

15. M I N N E T Y A N ,  L.; N E L S O N ,  R . ' B . ;  M I P J G O R I ,  D.L. Dynamics a n d  

optirnal d e s i g n  of AGT s y s  t e m .  Journal  -- o£ t h e  S t r u c t u r a l  

D i v i s i o n ,  Mew Y o r k ,  A S C E ,  1 0 4 ( 4 )  :897-914, A p r .  1980. - - 

16 .  PALAMAS, J. Comportement d y n a m i q u e  d e s  ponts s o u s  l ' e f f e t  

de  c h a t g e s  r o u l a n t e s .  Construction ~ é t a l l i ~ u e ,  P u t e a u x ,  

2 1 . ( 3 )  :35-43, Sept. 1984. 
7 

1 7 .  P R O J E T O  ~ e r o m O v e 1 :  a n á l i s e  da  via. P o r t o  A l e g r e ,  E s c o l a  

de Engenharia  da U P R G S ,  1 9 8 4 .  

18. PROJETO ~ e r o m 8 v e l :  a n á l i s e  s i m u l a d a  d a  v i a  - e s t r u t u r a  e 

f u n d a ç õ e s .  P o r t o  A l e g r e ,  E s c o l a  de E n g e n h a r i a  d a  

U F R G S ,  1 9 8 5 .  

1 9 .  R U T E M B E R G ,  A .  V i b r a t i o n  p r o p e r t i e s  o £  curved thin-wal led 

b e a m s .  Journal  o£ the  S t r u c t u r a l  ~ i v i s i o n ,  N e w  Y o r k ,  -- 
A S C E ,  105 ( 7 )  : 1445-513 J u l y  19 79 a - 

2 d .  ~ ~ A L ~ A D o B ~ ,  k l G s  P 61ARON, M , L .  Numerical  m e t h o d s  in - 
a n g i s o e r i n a .  2 . o d .  Englewood C l i f f s ,  N . J . ,  P r e n t i c e -  

Hall, 1961. 



2 1 .  S H O R E ,  S .  i3 C H A U D H U R Z ,  S. Free v i b r a t i o n  o £  horizontally 

c u r v e d  b e a m s .  J o u r n a l  -- of t h e  S t r u c t u r a l  D i v i s i o n ,  N e w  

York, A S C E ,  9 8 ( 3 ) : 7 9 3 - 6 ,  Mar. 1972. 

2 2 .  TAN, C.P. & SHORE, S .  Dynamic r e s p o n s e  of a h o r i z o n t a l l y  

curved b r i d g e .  J o u r n a l  -- of t h e  S t r u c t u r a l  Division, 

N e w  Y o r k ,  A S C E ,  - 9 4 ( 3 ) : 7 4 1 - 8 1 ,  Mar. 1 9 6 8 .  

2 3 .  . Response o £  h o r i z o n t a l l y  c u r v e d  b r i d g e  to m o v i n g  

l o a d .  Journal  of the S t r u c t u r a l  Division, New York ,  

ASCE, - 94(9):2135-51, S e p t .  1 9 6 8 .  

2 4 .  T Z M O S H E N K O ,  S. & YOUNG, D . H .  V i b r a t i o n  p r o b l e m s  - in 

e n g i n e e r i n g .  3 . e d .  P r i n c e t o n ,  N. J., Van Nos t r a n d ,  

1968. 

25. V L A Ç O V ,  V . Z .  T h i n - w a l l e d  e l a s  t i c  b e a m s .  2 . e d .  J e r u s a l e m ,  

I s r a e l  Program f o r  Ç c i e n t i f i c  T r a n s l a t i o n s ,  196 1. 

2 4 .  Y O O ,  C . B .  e F E H R E N B A C H ,  J.P. N a t u r a l  f r e q u e n c i e s  of 

curve d g i r d e r s  . Journal  -- o f t h e  ~ n g i n e e  r i n g  ~ e c h a n i  c s  

D i v i s i o n ,  N e w  York, A S C E ,  - 107(2):339-54, Apr.  1981. 


