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Resumo

Este trabalho tem como objetivo calcular exemplos de Propagadores de Feynman na
Mecénica Quantica (MQ) nao-relativistica e relativistica. O papel do propagador é dar
a amplitude de transicao de uma particula de um ponto a outro do espago-tempo. No
caso nao relativistico, o propagador, também chamado de kernel, é a Funcao de Green
da Equacao de Schrodinger referente a particula. Na Teoria Quantica de Campos, ele
¢ a Funcao de Green da equacao do campo. No presente trabalho iremos apresentar o
calculo dos propagadores nao-relativisticos da particula livre e do oscilador harmonico de
duas maneiras diferentes. No contexto da MQ relativistica, iremos mostrar o calculo do
propagador do campo escalar livre, referente & Equagao de Klein-Gordon, e do campo do

elétron livre, que corresponde a Equacao de Dirac.

Palavras-chave: Mecanica Quantica, Propagadores, Teoria Quantica de Campos, Klein-

Gordon, Dirac.



Abstract

The main objective of this work is to calculate examples of Feynman propagators in non-
relativistic and relativistic Quantum Mechanics (QM). The propagator gives the amplitude
for a particle to travel from a point in space-time to another. In non-relativistic QM, the
propagator, also known as kernel, is the Green’s function of the particle’s Schrodinger
equation. In Quantum Field Theory, the kernel is the Green’s function of the field equation.
This work will present the calculation of the non-relativistic propagator for the cases of a
free particle and the harmonic oscilator. Regarding relativistic QM, we will calculate the

propagator of the free scalar field and the free electron field.

Keywords: Quantum Mechanics, Propagators, Quantum Field Theory, Klein-Gordon,

Dirac.
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1 Introducdo

Quando estamos trantando de Mecénica Quéntica (MQ) nao-relativistica, o propagador
nos dé a amplitude de transicao da particula de um ponto do espago a outro em um dado
intervalo de tempo. O propagador de uma particula é a Funcao de Green da Equagao de
Schrédinger, que é independente da fungao de onda inicial do sistema. Tendo conhecimento
do propagador e do estado inicial da particula, podemos descrever completamente a

evolugao temporal desta particula, a menos que o sistema sofra uma perturbagao [1].

As Fungoes de Green foram apresentadas por George Green em 1828, em seu
primeiro trabalho publicado [2]. Estas fungbes sdo muito utilizadas na resolucao de equagoes
diferenciais nao-homogéneas, e na fisica desempenham um grande papel na solugao de
problemas de eletrodinamica, por exemplo. Neste tipo de problema costumamos calcular o
efeito de uma carga pontual sobre o sistema, calculando-se a Fun¢ao de Green, e entao
podemos obter o efeito da corrente total. Semelhante & isto ocorre na M@ nao-relativistica,
quando utilizamos as fung¢oes de Green para resolver problemas de espalhamento através de
uma solugao iterativa da funcao de onda, onde podemos decompor o potencial espalhador

como sucessivas perturbacgoes.

No Capitulo 2, tratamos dos propagadores nao-relativisticos, onde primeiramente
apresentaremos os conceitos basicos de MQ e Funcoes de Green, e obteremos a forma
genérica do propagador da Equagao de Schrodinger. A seguir, calcularemos o propagador
para casos menos complexos como a particula livre e o oscilador harmoénico de uma forma
simples a partir das fungoes de onda. Hé diferentes métodos de se calcular propagadores,
trés deles sao aplicados ao oscilador harmonico em [3]: entre eles esta o método de Schwinger
[4], o método algébrico [5], e 0 método das integrais de caminho de Feynman [6]. Usaremos
este ultimo para calcular novamente os propagadores da particula livre e do oscilador
harmoénico. Este método é importante por estar mais proximo da Mecanica Classica e por

ser usado também na Teoria Quéantica de Campos (TQC).

Tratando de MQ Relativistica, os propagadores aparecem na Teoria Quéantica de
Campos. Eles sao usados nos célculos dos diagramas de Feynman, onde sao as amplitudes
de transicao de particulas virtuais, representadas por linhas internas nos diagramas. O
propagador de Feynman é importante pois ele representa tanto uma particula quanto
uma antiparticula, também existem outros tipos de propagadores, como o retardado
e o avancado. Uma particula propagando-se do passado para o futuro é descrita pelo
propagador retardado, ja& uma antiparticula propagando-se do futuro para o passado é
representada por um propagador avancgado, considerando que ambas possuam energia total

positiva.



Capitulo 1. Introdugdo 8

Neste trabalho, exploraremos duas equacoes de campo importantes historicamente:
a equacao de Klein-Gordon e a equagao de Dirac. Em 1926, Klein e Gordon, independen-
temente, desenvolveram a conhecida equacgao de Klein-Gordon, que tem como principal
caracteristica ser a primeira equacao da MQ invariante frente as transformacgoes de Lorentz.
Esta equagao também é famosa pelo suposto problema que surge na sua resolucao, a
solug@o com energia negativa, que na época foi vista como uma solugao nao-fisica, e conse-
quentemente um problema na teoria. Outro problema com a equacao de Klein-Gordon é a

densidade de probabilidade negativa [7].

Posteriormente, em 1928, Dirac buscou obter uma equacao relativistica para a
MQ que nao envolvesse segundas derivadas no tempo, ou seja, ele buscou uma forma de
"tirar a raiz"da equacgao de Klein-Gordon. A equacao obtida por Dirac nao tinha como
solucao uma funcao escalar, e sim um spinor de 4 componentes. Como consequéncia, a
propriedade spin das particulas surge naturalmente na solucao da equacao. No Capitulo
3, calcularemos os propagadores dos campos associados as equagoes de Klein-Gordon e
de Dirac, também usaremos o propagador no elétron no calculo da secao de choque do

espalhamento Compton.



2 Propagadores Nao-Relativisticos

2.1 Mecanica Quéantica e Funcdes de Green

Serao apresentados aqui alguns conceitos basicos de Mecanica Quéantica e de Fungoes de

Green, assim como sera definido o conceito de propagadores.

Na Mecéanica Quantica lidamos com problemas de autovalores, nos quais as gran-
dezas observaveis sao operadores hermitianos e as medidas obtidas sao seus respectivos
autovalores. Os autoestados do sistema sao dados pelos autovetores do operador em questao,
que formam um conjunto completo ortonormal genérico {¢}. O espectro de autovalores
de um operador pode ser discreto e/ou continuo. Quando associado & um espectro de
autovalores discreto, um estado pode ser caracterizado somente por seu niimero quantico n,
independente de representacoes, para isso utilizamos a notacao de bra e ket de Dirac. As
representacoes das autofungoes que utilizaremos neste texto sao no espaco de coordenadas

espaciais e no espaco de momento.

Como nosso principal objetivo na Mecanica Quéntica é resolver problemas en-
volvendo a Equacao de Schrodinger, vamos definir o operador de Schrodinger e seus
autoestados, entao definiremos o propagador especialmente para a equagao de Schrodinger

com espectro discreto de autoenergias [8].
.\ 0
(1) = i (1)

{m% — H] [ih(t)) =0 (2.1)

Aqui |¢(t)) é uma autofun¢ao do Hamiltoniano evoluida no tempo através do
operador unitario de evolucao temporal U. Este operador U leva um estado arbitrério |t")
a t), com t' <t 9]

£y =01t (2.2)

Este operador é também a solu¢ao da Equagao de Schrédinger, para quando é H indepen-

dente do tempo.

ou ..
- e—%j’f/ Hdi
U = e nlt=1)H (2.4)

Ainda para H inependente do tempo, podemos escrever qualquer estado [h(t))

que satisfaga a equagao (2.1) como uma combinacao linear das solugoes da Equagao de
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Schrédinger independente do tempo.
H|n) = E, |n) (2.5)

Onde o operador H no caso unidimensional é:
H=——— +V(z) (2.6)

(1)) = cu ln) BN, (2.7)

os coeficientes ¢, sao amplitudes de probabilidade com o vinculo Y |¢,|? = 1, visto
n

que o conjunto {n} dos autoestados de H satisfaz as condicoes de ortonormalidade e

completeza:
(njm) = dpum (2.8)
Y In)(nl =1, (2.9)

¢, €, portanto, um coeficiente complexo que necessita ser encontrado. Para tanto, multipli-

camos a expressao anterior por (m.
(ml()) = e (mn) e

= o by e (2.10)
n

=c,, e—zEmt/ﬁ

Portanto, podemos obter ¢,, pela seguinte expressao:

e = ' F (mf(t)) (2.11)

Substituindo (2.11) em (2.7) obtivemos a expressao completa para uma autofungao

do Hamiltoniano.

() =Y (nl(t)) e [n) (2.12)

n

Agora representaremos este estado nas autofuncoes do operador posicao z, o
qual possui um espectro continuo. Suas autofungoes também obedecem as condigoes de

ortonormalidade e completeza:
(x|z') =6(x — ') (2.13)
/d% ) (x| = 1 (2.14)
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Multiplicamos a equagao (2.12) pelo lado esquerdo por (x| e inserindo a identidade
(2.14):

(l(t)) = (nlp(t) (@]n) e
= /d%’Z (nla’y (@'[Y(t)) (z|n) e Enlt=t)/n (2.15)

— /d3x’ (Z (n|a’) e~ Ent=1)/ <€L‘!”>> (@'[o(t))

n

Nesta expressao podemos identificar o kernel (nacleo) K (x, t;2’,t') da funcao de

onda como a quantidade contida entre parénteses.

K(z, ;' t') =) (n|a) e 00 (g)n) (2.16)
= gula!) e NG () (2.17)

Em (2.17) mudamos a notagao, fazendo ¢, (x) = (x|n).

De uma forma mais geral, o kernel também pode ser escrito somente em funcao

dos autoestados de z, independente do tipo de espectro do Hamiltoniano.

K(z, 2 ) = (x| e HEO/M |51y (2.18)

O kernel é o propagador da particula, o que nada mais é do que a Fungao de Green

do operador Hamiltoniano.

Uma Func¢ao de Green é a solugao de uma equagao diferencial nao-homogénea
correspondente a um "impulso". A solu¢ao de um problema pode entao ser obtida se
tivermos conhecimento da Fungao de Green do operador [10]. Exemplificamos, a seguir, a
solucao de uma equacao definida pelo operador diferencial f}, que atua sobre variavel t,
com parte nao-homogénea f(t) e solucao z(t):

Lx(t) = f(t) (2.19)
LG(t,u) = 6(t — u), (2.20)
onde G(t,u) é a solugao da equagao para o impulso §(t — u), com u sendo uma variavel
auxiliar. Podemos construir a solugao z(¢) como uma integral da solugao de vérios impulsos,

fendo como peso a fungio f(u).
() = / du G(t,u) f(u) (2.21)

Podemos demonstrar que (2.21) é solugio de (2.19):
La(t)=1L / du G(t,u) f(u) (2.22)
_ / du (LG(t,0)) f(u), (2.23)
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agora substituimos (2.20) em (2.23):

Lz(t) = /du Ot —u) fu) (2.24)
Lx(t) = f(t). (2.25)

A funcao de Green de um problema é referente tanto ao operador linear quanto
as condicoes de contorno. No caso dos propagadores, a condi¢cao de contorno é a de que
K(z',z;t =t') = (' —x). Isto é devivo ao propagador ser a amplitude da particula estar
em certa posicao no tempo t = t’, a qual deve ser a posicao inicial #’ com probabilidade

igual a 1.

Também devemos impor que solugbes para t' > t nao sejam validas, pois isso
significaria que a particula esta voltando no tempo. Portanto, adicionamos a funcao degrau

de Heaviside em nosso propagador, a qual é definida abaixo.

, 1 t>¢
@(t—t):{o Ly (2.26)

Entéo nosso propagador retardado G (z, 2';t,t') fica:

Gt (z,2;t,t") =0t —t")K(z,t;2',1). (2.27)

2.2 Solucido Perturbativa para Espalhamento

Podemos resolver um problema de espalhamento considerando o potencial espalhador
como sucessivas pequenas perturbagoes. Vamos considerar a equacao de Schrédinger, com

a parte nao homogénea V' (r) sendo o potencial espalhador [11]:

(V2 4+ ) 0(06) = SV (x)o(n), (225)
onde k% = QZQE , sendo E a energia da particula livre. Temos que G*(r,r’) é a fungao de
Green retardada desta equagcao:

(V2+E) Gt (r,r)) =6(r — 1'). (2.29)
A solugao da equagao de Schrédinger pode ser escrita como:

Y(r) = pO(r) + 2%” d®r' GH (e, ) V(') (r), (2.30)

aqui, ¥ (r) é a solucdo da equacdo homogénea.

A equagdo (2.30) é a forma integral da Equacdo de Schrédinger, que pode ser
resolvida de maneira iterativa. Sua solugao é chamada solu¢ao de Lippman-Schwinger, e o
termo de primeira ordem da solugao fica:

2m

PO () = pO) + =8 [ @ G ) V) pO), (2.31)
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entao usa-se este termo como solucao para obter o termo de segunda ordem e assim

sucessivamente, por quantas ordens for desejado. A solugao completa é:

@ e v vo) (2:32)

() =y ) + =

2
L) [ e e e mnver e v o+

2.3 Propagador da Particula Livre
Para ilustrar a obtencao de propagadores vamos, primeiramente, calcula-los para problemas
simples da Mecéanica Quéntica nao-relativistica.

Combinando as equagoes (2.1) e (2.6), com V(x) = 0, temos a equagdo para a
particula livre:

L0 W

Podemos obter o propagador da particula livre diretamente da defini¢ao do propa-
gador [1]. Neste caso, o operador Hamiltoniano comuta com o operador momento p, ou

seja, eles possuem a mesma base de autovetores de estado:

plp)=plp)  Hlp) = (p—> ) (2.34)

2m

Inserimos agora a condi¢ao de completeza de {p} em (2.18):
K(aytial ) = [y (alf) (] 10 )
_ /dp, <m|p/> 6—z’p2(t—t’)/2mh <p’|x'> (235)

Para calcular K precisamos conhecer os termos (z[p’) e (p'|z’). Eles nada mais sao
que o coeficiente da Transformada de Fourier do espago de coordenadas para o espaco de

momento [1]:

— ;eixp/h
(z|p) = Tt (2.36)

Inserindo (2.36) em (2.35):

K(x,t;2',t) = T /dp’eifﬂp//ﬁ e~ (t=t")/2mh jiz'p' /h (2.37)
ip(x—a) Pt =)

=— [ dy — 2.38

orh ) eXp{ n ) (2.38)

Integrando esta equagao encontramos o propagador para a particula livre:

D m im(x — z')?
K(xz,2';t,t) = mexp{m} (2.39)
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2.4 Propagador do Oscilador Harménico

Outro exemplo de propagador é o problema do oscilador harmonico, cujo Hamiltoniano é:

2 2
- 1
- + —mw?i? (2.40)

1 mw\ 1/4 mwa? mw
¢%(x)_'vﬁﬁﬁi<7ﬁ?> exp(—— = )le(,/—ﬁ—x), n=0,1,2..  (241)

onde H, sao os polinomios de Hermite:

d” 2
H, = (—1)"e" . 2.42
(1)’ e (2.42)
e as autoenergias sao
1
E, = hw (n + 5) . (2.43)

Usando (2.41) em (2.17), o propagador para o problema do oscilador harmoénico

fica:

_ no1 1/2 mw
K(z,2';t,t) Ze w(ntg ) (=) ot <7Th> exp(—%(a: + ' )> X

< H, (@x) H, (@x) 2

Podemos identificar parte desta expressao como o Kernel de Mehler [1], que nos

possibilita "eliminar"os polinomios de Hermite do propagador.

2, 12 p" 1 —(k? + 12 — 2pkl)
exp[—(k* + I)] Zn: S (F)Ha (D) = \/1—_7/)2@(13[ 1— 2 ]

Para utilizar esta relacio fazemos k = x(mw/h)/?, 1 = 2'(mw/h)

(2.45)

1/2 —iw(t—t")

ep=e ;

entao reescrevemos o kernel como:

K(z,2';t,t) Ze"“’t ey P <mw>1/2 exp(—%(k‘2 +12))Hn(k3)Hn(Z). (2.46)

onn! \ Th

O propagador resultante é:

K(z,2';t,t") = \/2m’hsin[w(t m— exp H Shsinfw(i — )] } {(z® 4+ ) cos[w(t — )] — 22z} |.
(2.47)

Nas duas tltimas sessoes, obtivemos os propagadores para a particula livre e para o
oscilador harmonico a partir de suas fungoes de onda, de acordo com a definicao do kernel
(2.17). A seguir calcularemos os propagadores para ambos casos partindo de integrais de

caminho.
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2.5 Meétodo das Integrais de Caminho de Feynman

No formalismo de integrais de caminho temos como objetivo calcular as quantidades fisicas

de um sistema a partir da acao, esta sendo a integral da Lagrangiana no tempo:
tN
Slz(t)] = / L(t)dt (2.48)
t
OtN X
_ / [émﬁ(t) _ V(x(t))] dt. (2.49)
to

Nesta abordagem, a expressao para o propagador se di na forma de uma integral de

caminho em funcao da agao [12]:

K(xy,ty;zo,t0) = /xN exp{iS[z(t)]/h} [Dz], (2.50)

o

onde definimos z; = x(t;) e temos que [Dz] é chamado medida funcional [3]:

o B 12 N1 1/2
/[Dx] - (27rh€z> /g—1 (27rh€z> dz; (2.51)
x0 -
y N-1
()" Mo e
j=1

o qual indica a integracao sobre todos os caminhos possiveis, pois, para cada ponto do
caminho associado a um tempo infiinitesimal ¢;, integra-se sobre todo o espago, considerando

assim todas as possibilidades de valores para cada ponto.

A ac@o S[z(t)] ¢ um funcional do caminho z(t), e entao para calcular o propa-
gador levamos em conta todos os caminhos que levam de x(t) a z(ty), discretizando
ambas coordenadas. Nesta aproximacao o caminho passa a ser especificado pelos valores
x(to), x(t1), ..., x(tn), com t, = tg+ne,onde n=0,1,...,N ec = (ty —t9)/N [12]. A
seguir iremos obter os propagadores para os problemas da particula livre e do oscilador
harmonico utilizando o método das integrais de caminho, o primeiro pode ser encontrado

em [12] e o segundo em |[3].

2.5.1 Particula Livre

O primeiro passo para calcular o propagador ¢ discretizar a agao. No caso da particula
livre, a tinica contribuicao para a lagrangiana do sistema é a energia cinética, portanto, a

acao discretizada fica

2

N
2

2
m (Tjt1 — T

- — . 2.

5 ( . ) £ (2.53)

<.
I
o
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Para o propagador teremos:

m N/2 szl(xH ;)
K(xy,ty; o, to) = lim / /exp 3 2 gt N gy L dayg
€

N—)oo 27rh€z

Agora, faremos a seguinte mudanca de variaveis:

2% 1/2

m

de tal forma que (2.54) fica

moa2 10\ N2 = s N-1
K(ﬂfN,tN;iUo,to)ZA}i_{ﬂoo (2—718> (E) /"'/eXp iy (Y1 —y)? p dyr . dyn_1 .
e—0

(2.56)

Primeiramente resolveremos a integral para y; e em seguida para y,, a fim de

encontrar um padrao no resultado das integrais. A contribui¢ao de y; é:

o .\ 1/2
. ] oo \2
/ exp{l[(yl _ yO)Q + (y2 _ yl)Z]} dyl — (g) el(y2 yo) /2. (257)

—0o0

A contribuicao de ys, levando em conta o resultado da integral anterior, é:

(5)" [ (252 sim-s] e () o

—0o0

Comparando (2.58) com (2.57), podemos deduzir que o resultado da integral do propagador

sera

. N—-1)/2
(Zﬂ')( / ei(nyyO)Q/N

W 5 (2.59)

e o propagador completo:

172 £/ 1\N? (i7)(N-1)/2 )2
K(xn,tn;xo,to) = lim < n ) (2_) Lexp{iM} (2.60)

N—>oo 2he ™ N1/2 N
m 1/2 m
=i (Gomew) ool (zg) (on -} 261
leoo 2mihe N P’ 2he N (zn = o) (2.61)
Nos limites N — oo e ¢ — 0 temos que manter a relagdo eN = (ty — to), portanto:
1/2 . 9
m im(xy — xo)
K tn; tg)) = ——— _ 2.62
(2, tv; 2o, to) <2m'h(tN - to)) eXp{ 2h(ty — to) } (2.62)

que coincide com o resultado obtido em (2.39).
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2.5.2 Oscilador Harménico

Nesta subsecgao, iremos calcular mais uma vez o propagador do oscilador harmoénico
unidimensional, agora usando o método das integrais de caminho. Faremos algumas
modificagoes em relagao a abordagem usada para calcular o propagador da particula livre.

Definimos 7 = (tN - tO) = Neg, assim como o j-ésimo intervalo de tempo infinitesimal
N

T =Y 7. A acao discretizada fica:
j=1

||2

Z xj . %[V(l’j) + V(2] (2.63)

Agora iremos expressar o propagador total como um produto de propagadores, um para

cada intervalo infinitesimal 7;.

K(xy,z0;7) = lim /HK T, Ti_1;T;) dek (2.64)

N—o0

Cada propagador infinitesimal para o oscilador harmoénico tem a forma:

K(xN,xO;T):< = )1/2€Xp{%[i(a:j—xj_1)2—7jﬂiwz(x§+x?1)]}. (2.65)

2mihT; 27;

Escreveremos o propagador de tal forma que, em seguida, possamos identificar uma

formula de recorréncia.

mwy\Y2 1\ imw 1 T2w? 9 o
K(zn,xo;7) = <2m'h) (w_T]) exp{ o wr, Kl — J2 ) (x5 +25_,) — ijlel }
(2.66)

Nosso objetivo é fazer uma transformagao de coordenadas para colocar (2.66) na seguinte

forma [3]:

, mw \ 1/2 1 1/2 mw 1 9 9 ,
F(n,n';¢) = <2mh> (Siw) exp{ 2% s o [cos p(n* +1 )—27777]}, (2.67)

pois esta fungao possui a propriedade de que a integral da convolucao de varias F' resulta

em uma funcao do mesmo formato:

/ P m: ") F(n, s &) dn = F('ofs 8" + &), (2.68)

o que viabiliza o calculo do propagador total do oscilador harmonico.

Podemos fazer a transformacao:

sin ¢; = wry, (2.69)
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2.2
woTs
J

PP . . ~ ~ .
como 7; ¢ infinitesimal podemos usar as aproximacoes cos ¢; = 1 — e ¢; = wt;. Entao

o propagador total se torna:

K(ay,20;7) = lim /HF T, T 1; ;) dek, (2.70)

usando (2.68) obtemos a expressao final para K (zy, zo;7):

1/2 :
mw imw
K . _ 2 2\ 2
(@, 20;7) (27rz'h sin(wT)) exp{ 2h sin(wT) [cos(wr)(zy + o) = 2oyl }’
(2.71)

que também coincide com o valor obtido anteriormente em (2.47).

Nesta sessao calculamos o propagador de uma particula através de uma integral
funcional, somando todas as possibilidades de caminhos para uma particula viajar de um
ponto do espago a outro em um determinado tempo. O formalismo de integrais de caminho
de Feynman também desempenha um importante papel na teoria quantica de campos, onde
também é utilizado no calculo dos propagadores. No proximo capitulo iremos introduzir o

assunto da teoria quantica de campos e calcularemos dois exemplos de propagadores.
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3 Propagadores Relativisticos

A Teoria Quéntica de Campos surgiu como a solu¢ao para incorporar a Relatividade
Especial & Mecanica Quéantica. Ao tentar somente inserir os operadores da M(Q na relagao
de energia, momento e massa da Relatividade Restrita, encontramos estados de energia

negativa e a densidade de probabilidade nao é conservada.

As solugoes para as equacoes da M(Q em forma de fungao de onda para uma tnica
particula sao substituidas por campos, uma quantidade que possui um valor para cada
ponto do espaco. Para quantizar os campos realiza-se a "segunda quantizacao", processo no
qual os campos sao transformados em operadores de campo, onde sao impostas novamente

relagoes de comutagao (ou anti-comutagao).

Neste capitulo serao calculados alguns propagadores da TQC, como o propagador
do campo escalar livre e do elétron, referentes & equacao de Klein-Gordon e de Dirac,

respectivamente.

3.1 Propagador do Campo Escalar Livre

O exemplo mais simples de um campo com o qual podemos lidar é o campo escalar livre,
ou o campo de Klein-Gordon, que trata de particulas de spin-0 e é descrito pela Equacao
de Klein-Gordon.

(0* +m?) p(x) =0 (3.1)

Trataremos do campo escalar livre complexo, o qual pode ser expandido em seus

modos de oscilagao [7]:

A o A d3 . Ny

p(x) = ¢"(x) + ¢ (x) = / (27T)3/2(§Ep)1/2 (ape " + bL e’Pr); (3.2)
o o ~ d3 R . .

(bT(x) = (bH(x) +o” (z) = / (271_)3/2(§Ep)1/2 (bpe ™" + d;r) e’"). (3.3)

Onde z e p sao vetores no espago de Minkowski, com o produto xp definido como Zu x,p*,

e os operadores sao:

® G, e by: operadores de aniquilagao de uma particula e de uma antiparticula com

momento p, respectivamente;

° d; e bL: operadores de criagao de uma particula e de uma antiparticula com momento

p, respectivamente;
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Estes operadores agem sobre estados de muitas particulas no espaco de Fock !,
onde o estado de menor energia |0) simboliza o vacuo. Entao a agao dos operadores de

aniquilacdo sobre este estado fica ap [0) = 0 e by |0) = 0.

Os comutadores entre os operadores de criacao e aniquilagao serao importantes ao

longo da derivagao do propagador:
gy | = [bp. L] = o(p — p) (3.4)

O propagador de Feynman pode ser obtido a partir do valor esperado no vacuo do

produto ordenado dos operadores de campo [13],

Ap(z —y) = (0| To(z) 6 (y) 0) | (3.5)

lembrando que ele é também uma Funcao de Green da Equacgao de Klein-Gordon e é uma
quantidade invariante de Lorentz. E importante notar que o propagador pode ser definido
com um fator ¢ multiplicado pela sua esquerda em vérios textos, embora nao haja um

padrao de notacao.

Para dois vetores A e B dependentes do tempo, o simbolo do produto ordenado de
Wick ¢é definido como [10]:

TA(z)B(y) = ©(" — y")A(z) B(y) £ 0" — 2°) B(y) A(z) ; (3.6)

Onde o sinal “4” em (3.6) depende do carater bosonico (sinal positivo) ou fermionico (sinal
negativo) das particulas. Neste caso estamos tratando de bosons. Apds o ordenamento

temporal e o cancelamento de termos devido aos operadores de aniquilacao, o que resta é:
Ap(z —y) = 02" —y°) (0] () ¢' (y) |0) + O(y" — 2°) (0] ' () b(x) |0) - (3.7)

Para prosseguir o calculo, vamos definir as funcoes AT e A~, as quais serao

relacionadas com Ap em seguida [14].
:F
At(w—y) = |05 (@), 07 (y)] | (3.8)
onde ¢*(z) e ¢T+(x) sdo, respectivamente, proporcionais a a,, € l;p. Ja ¢~ (x) e ¢! (z) sdo
proporcionais a EL e &Tp.

Calculamos agora o comutador positivo, o qual é referente aos operadores a, onde

usaremos as relagoes de comutagao (3.4).

S0~ [0 0] = [ il o

N / (/ 2(27)3 (EpEp,)1/25<p p)e” y) e P d’p (3.10)

1 e~ ip(z—y) 5
= 2(2@3/ z d’p . (3.11)

P

I Espaco de Fock ¢ definido como a soma direta de todos espacos de Hilbert de n-particulas.
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O calculo para A~ (z — y) é analogo ao anterior.

A (z—y) = [qb (),0" (y) // %dspdg) V 37 [BL,ISP/]e—Z’meip/y (3.12)

-1 er(z—y) & 313
_2(2@/5,, b (3.13)
Por fim temos que:
+1 eFir(z—y)
AT = d’p. 3.14
(27)3 / °E, 1 (3:14)

Para manter a clareza, faremos a substituicao de gE(a:) — gEI Voltando para o
propagador de Feynman, vamos abrir as expressoes para (r — y) > 0 e depois para
(x —y) < 0. Para o primeiro caso, a expansao em operadores de frequéncia positiva e

negativa é:
(0] ¢ 01 10) = (0] (6 + &, ) x (61" + &) |0) (3.15)
= (0] (P30l + dF ol + o 0l + ¢, 017)]0) .
Analizando os termos um a um, teremos que os operadores QASH e q@* sempre

aniquilam o estado de vacuo & sua direita, e os operadores ¢~ e ¢!~ aniquilam o estado de

vacuo a sua esquerda. Os termos restantes serao:

(0 02 0} 10) = (0] 67} 10), (3.16)
onde podemos adicionar um termo nulo :
(01 6. 6} 10) = (0] 67 5™ [0) — (01 ]9 [0) (3.17)
= (0] [9F.6}"] 10) (3.18)
= A" (z —y). (3.19)

Obtivemos uma relacao entre o propagador de Feynman e a funcao A" que haviamos

definido. Podemos fazer o mesmo procedimento com o segundo termo de Ap(zx — y).

(016} 10y = = (0l [85+,6, | 0) (3.20)
=—-A"(z —vy). (3.21)
Agora possuimos uma relacao direta entre a propagacao do futuro para o passado

e as antiparticulas, estas sendo representadas por A~. Entao o propagador de Feynman

pode ser escrito como

Ap(z—y) =0z —y)AT(z—y) —O(y —z)A(z — y). (3.22)
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O propagador agora é formado por duas integrais no espago separadas por Fungoes
de Heaviside. Podemos expressa-lo como uma s6 integral em quatro dimensoes no espaco-

tempo, dependendo da escolha de contorno apropriado no plano complexo.

d*p 7 ,
A —y) = —_ _TpEy) 3.23
F(x y) /CF (271_)4272 . m2€ ( )

Independente do contorno escolhido, esta integral é uma Funcgao de Green da Equacao de
Klein-Gordon. Mostraremos a seguir como as equagoes (3.22) e (3.23) sdo equivalentes.
Podemos notar que durante a integracao encontraremos polos em p = +m, a escolha em
como deformar estes polos é que ird resultar no ordenamento temporal desejado. Podemos
reescrevé-los partindo da relagao de dispersao da Relatividade Restrita e a defini¢ao de

quadrimomento:
El=p’+m*  p’=pj-p° (3.24)

Entdo substituimos p? e m? no denominador de (3.23).

S ! (3.25)
p*P—m?  pi—EZ  (po+ Ep)(po — Ep) '

Agora, temos os pdlos localizados em py = £E,. Para obter o propagador de

Feynman escolhemos deslocar os polos da seguinte maneira:

po=—-LE, — po=—E,+ie (3.26)
po=+E, — po=Ep—ic (3.27)

Separamos a integral Ap(z — y) na parte espacial e temporal:

d*p i ,
Ap(z — 1) = / : (=) 3.28
P = | e o+ By — i) (0 — By 1) (3.28)
:/ d’p eip(X—Y)?{ % ie~tmlzo ) (3.29)
(2m)3 cp 27 (po + Ep — i€)(po — Ep + i)

Quando xg > 1o, para que a integral convirja, o contorno passando pela reta real
deve ser fechado por um semi-circulo no eixo negativo de Im{py} com raio R — oo, como
mostra a Figura 1. Este contorno (Cgr) somente engloba o polo py = +E,, entao de acordo
com o Teorema dos Residuos temos que a integral em py ¢ igual & —27i x Residuo(+£Ep),

o sinal negativo é devido ao sentido do contorno. Entao, para xy > yo, fazendo ¢ — +0:

% de Z'e—ipo(a:o—yo) e—iEp(xo—yo)e—e(zo—yO) ( )
o . N - 3.30
Chr 27 (pO + By, — ZG)(ZJU — Ly + ZE) Q(Ep — ze)
e~ Ep(zo—yo0)
Y (3.31)

P
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Im{po}

-E, . Re{po}

Figura 1 — Contorno para xy > yo, onde deslocamos o polo —FE, em +ie e o polo +E,
em —ie e fechamos o contorno na parte negativa do eixo imaginéario. Imagem
adaptada de [15].

Quando zy < yo, teremos que tomar o contorno da Figura 2 (C}y), englobando o

polo pg = —E},. Como no processo anterior, também tomando € — +0, a integral em py
tem como resultado:
d s o—ipo(20—Yo) iEp(zo—yo) pe(z0—Y0)

f dpo e’ ¢ ‘< (3.32)

ca 27 (po+ Ep —i€)(po — Ep + ie) 2(—Ep + ie)
etEp(T0—y0) 533

Im{po}
L] +Ep
—Ep . Re{po}

Figura 2 — Contorno para zy < yp, onde fechamos o contorno na parte positiva do eixo
imaginario. Imagem adaptada de [15].

Inserindo ambos resultados em (3.29), e denotando a dependéncia do ordenamento
temporal com as funcoes de Heaviside, temos:

d3p —1 To— ip(x— % To— ip(x—
Ap(x —y) = /m {O(z —y)e Ep(@o=y0)+ip(x=y) L Q(y — g)e'Pr(®o—v0)+ip( y)}

(3.34)
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A expressao (3.34) assemelha-se muito a (3.22), a diferenca entre elas esta no
expoente do segundo termo, que deveria ser i E,(xo — o) — ip(x — y), formando ip(z — y).
Isto pode ser resolvido se levarmos em conta que o propagador ¢ um invariante de Lorentz,
e entao ele possui a propriedade de invaridncia frente & uma transformacao x — —x. O

que resulta em:

Ap(r —y) = / (Z;;TZEP {O(z - y)e PEY) L Oy — z)ePev)l (3.35)
=0z —y)AT(z —y) — Oy — 2)A™ (v — y). (3.36)

Como era o objetivo, voltamos ao propagador de Feynman em funcio de A*(x — y).

3.2 Propagador de Dirac

O segundo campo para o qual iremos calcular o progador é o campo de Dirac, referente
a férmions, particulas de spin fracionario. O exemplo mais comum é o elétron e sua

antiparticula positron, ambos com spin 1/2.

A equagao de Dirac para um elétron livre em notagao covariante [8| é
(iv0, —m) Y =0, (3.37)
onde as matrizes de Dirac y* satisfazem
{7 =" A =2 (3.38)
sendo {7*,~"} o anticomutador das matrizes gamma, e n** a métrica de Minkowski com

assinatura (4, —, —, —) [13].

3.2.1 Calculo do Propagador

Ao derivar a equagao (3.37), o intuito de Dirac era obter uma equagao relativistica da MQ
que fosse linear no tempo, diferentemente da equacao de Klein-Gordon (3.1). Esta tltima

pode ser fatorada em dois termos
(190 + m) (70, — m) () = —(0 +m?) (), (3.39)

onde usamos a propriedade das matrizes gamma (3.38). O que fizemos foi multiplicar a

equacao de Dirac por seu operador conjugado.

Usaremos a partir de agora a notagao "slash", ¢ = y*a, onde a ¢ um operador, por

esta ser mais concisa. Nesta notagao a equagao (3.37) fica

(id —m) s =0, (3.40)
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A equagao (3.37) tem como solugdo um spinor 1 (z) com 4 componentes ¥,.(z),
onde r = 1,2 corresponde a solugoes de energia positiva e r = 3,4 a energia negativa. H&
duas solugoes para cada valor de energia devido ao spin das particulas, que pode tomar os
valores +1/2 ou —1/2. E importante notar que s6 é possivel quantizarmos o campo de
Dirac impondo relagoes de anticomutacao entre os operadores de campo, o que tem como

consequéncia as particulas do campo obedecerem a Estatistica de Fermi-Dirac:

{tha(x,1), D}

t )} =0up P (x —y) (3.41)
{a(x,1), 15(

X!
sy, D)} = {Phx, 1), Dby, 1)} = 0. (3.42)

y
y
E possivel definir um propagador de Feynman para o campo do elétron analogamente

a definicao para o campo de Klein-Gordon
Srap(® —y) = (0] Tda(x)p(y) 0), (3.43)

onde Sp(z —y) é uma matriz 4 X 4 e 1; = 9)T7% ¢ o campo adjunto de Dirac [13]. Porém
para obter este propagador iremos usar o fato de que o propagador de Feynman é a fungao
de Green da Equagao de Dirac (3.40):

(i, —m)Sp(x —y) = 6 (z —y). (3.44)

Como ja mostrado na equagao (3.39), se multiplicarmos (3.45) pelo conjugado da

equagao de Dirac obteremos a equagao de Klein-Gordon:
(i@ +m) (il — m) Sp(x — y) = (ifly +m)s (x —y). (3.45)

Voltando para o propagador de Feynman do campo escalar, sabemos que ele é uma
Fungao de Green da Equacao de Klein-Gordon:
(02 +m®) Ap(z —y) = 8 (z —y), (3.46)
entdo usamos (3.46) substituindo 6 (z — y) em (3.45) :
(idy +m)(id, —m) Sp(z — y) =(id, + m)(9; + m?) Ap(z — y) (3.47)
= — (idy + m)(id, — m)(id, + m) Ap(x —y)  (3.48)
Portanto, conseguimos identificar:

Sr(r —y) = = (i, +m) Ap(z —y). (3.49)

Aplicando o operador conjugado da equagao de Dirac na expressao para Ap(x — y)

obtida na sessao anterior, temos:

Sr(z —y) = (3.50)

/ d*p i(id, + m)e PE=Y)
(2m)*  p? —m? +ie

_/(d4p Z(p—i-m) e_ip(gj—y)7 (3.51)

2m)4 p?2 — m? + e
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aqui o fator ie representa o deslocamento dos poélos no plano complexo. No espaco de
momento o propagador tem uma forma muito mais singela:

B —i(p+m)
T p2—m2 i€’

Sr(p) (3.52)

a qual simplificando, temos:
—1

Sr(p) :m' (3.53)

Nesta segao obtivemos o propagador do elétron, um férmion de spin-1/2, o qual
¢é representado por linhas internas nos diagramas de Feynman. Estas linhas internas
simbolizam particulas virtuais, e seus propagadores sao levados em conta no calculo das
amplitudes de transicao em espalhamentos. A seguir usaremos este propagador no célculo

do espalhamento Compton.

3.2.2 Espalhamento Compton:

Um exemplo bem conhecido no qual podemos mostrar o uso do propagador ¢é a predicao
da Eletrodinamica Quéantica (QED, em inglés) para o espalhamento Compton, que ocorre
quando um elétron é espalhado por um foton (ye~ — e~ ). Usando cineméatica simples,

Compton conseguiu prever a mudanca na frequéncia do féton devido a colisao:

1
A= —(1- : 54
A m( cos @) (3.54)

No limite cléssico, J.J. Thomson derivou uma férmula para secao de choque do

espalhamento da radiagao por elétrons:

do Ta?
Toosd — W(l + cos?6), (3.55)

onde « ¢ a constante de acoplamento da interacao eletromagnética. Em (1 + cos? ), o
termo 1 é devido a radiacao polarizada no plano do espalhamento, e o termo cos?f a
radiacao polarizada fora do plano. Usando a Eletrodinamica Quéantica, deve ser possivel

reproduzir esta formula. O célculo mais detalhado pode ser encontrado em [16].

Na QED, calculamos as amplitudes de um espalhamento através de diagramas de
Feynman, eles representam graficamente a interagao entre particulas. Nestes diagramas, o
eixo horizontal é referente ao tempo e o vertical ao espago. As linhas externas correspondem
a particulas incidentes e particulas espalhadas, as linhas internas sao correspondentes a
particulas virtuais que intermediam a interagao, além disso, temos a diferenga da forma
das linhas, as retas sdo férmions e as onduladas bosons [10]. Cada linha no diagrama
simboliza um termo multiplicado para obter a amplitude M, usada no célculo da secao de
choque. E importante salientar que os propagadores sdo termos que representam somente

as particulas virtuais de um diagrama.
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Para este espalhamento, consideraremos dois diagramas de Feynman: um referente

a variavel de Mandelstam s, e outro a t. Estas variaveis sao definidas como:

s = (p1 + po)? (3.56)
t = (p2 — pa)?, (3.57)

aqui p; € referente ao féton incidente, ps ao elétron incidente, p3 ao elétron espalhado e py
ao foton espalhado. Os dois diferentes diagramas representam duas formas possiveis do
espalhamento ocorrer, pelo canal-s (space-channel), ou pelo canal-t (time-channel), onde
s e t representam o momento carregado pela particula intermediadora da interacao [16]. O

calculo dos dois diagramas é mostrado a seguir:

i +pp+m)

iMs = = (—’ie)%ﬁb”gﬁ"tﬂ(pz)’v (p1 + p2)? — m2’y”u(p2) (3.58)
, (g —pa+m
iM, = = (—ie)’ey'ey" u(ps)" i H42 Louip)  (359)

(P2 - P4) —m?

Nestas expressoes, as polarizagoes do féton incidente e o féton espalhado sao levadas

out

out e os elétrons externos sao representados pelos spinores

em consideragao no termo 52”5
u(ps) e u(pz). Representando o elétron virtual temos o propagador. Por exemplo, no
primeiro caso ele & i(gh + o + m)/((p1 + p2)* — m?).

A amplitude total é a soma dos dois diagramas:

V(o + ph + m)y* N V(g — pa +m)y”
(p1 + p2)? — m? (p2 — pa)? —m?

M = 626;”6‘;“'511(])3) u(p2) (3.60)

Para calcular a secao de choque, precisamos elevar M ao quadrado e somar sobre
todas polarizagoes. Para um elemento de matriz na fisica, podemos usar a soma sobre as

polarizagoes da luz como:

2
D elel = —nu. (3.61)
=1
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A soma sobre spins e polarizagoes completa de M, considerando ambos canais s e
t, fica |16]:

4 ols p1+p2)? —m? (p2 — pa)? —m?
V(ph +pe +m)y A — ph+m)y”
X (gl +m) [ (p1 + p2)? —m? - (P2 — pa)? —m? ] } (3.62)

Avaliando esta expressao, fazendo p;; = p; - p;, temos como resultado:
11 1 1)
—ZM2_24 Dot (P12 4 om (———)+m4(———> (3.63)
P12 P24 P12 P24 P12 P24

pols
Usaremos este resultado para calcular a secao de choque no limite de baixas energias,

no qual vamos trabalhar usando o referencial do laboratério. Entao temos os momentos

das 4 particulas:

p1= (w,0,0,w) po=(m,0,0,0) (3.64)
p3=(E"p) ps=(W,w'sinh, 0, cosb) (3.65)

Estas relagoes resultam na formula do deslocamento da frequéncia em funcao do

angula de espalhamento, que nada mais é do que a conservagao de momento:

~ L coso). (3.66)

1 1
wow m

Temos também as relagoes: p1o2 = wm e pay = w'm. Entéo, neste caso, podemos escrever

(3.63) de uma forma bem simples:

1 2 _o 4 ﬁl w _ _ 2
42./\/1 =2e [w+w/ 2(1 —cosf) + (1 —cosb) (3.67)

pols

/
—2¢? [5 + 2 i’ e] (3.68)
w w

A secao de choque diferencial para o espalhamento Compton é:

1

do = —|IM|?dlI 3.69
A AT A (3.69)
1 2
= — dIl 3.70
4wm|M| ( )
Precisamos saber a forma de f dIT:
dps 1 dpy 1
dIl = 2m) 6@ (ph + pb + pt + pht 3.71
/ / 27r32E’/ (27)3 2w’[( ) (P} + ph + 5 + ph)] ( )
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Usando as restri¢oes para o valor da energia do elétron, esta integral se torna [16]:

/dH: %/dcos&w. (3.72)

™ wm

Usamos este resultado e a equagao (3.63) para calcular a se¢ao de choque:

1 1 N2 /
do (W) g {3 + Y sin? 9} (3.73)

dcosf :4wm§ wm w o w

Entao, obtemos a formula de Klein-Nishina, que foi primeiramente calculada por
Klein e Nishina em 1929.

q 9 N\ 2 AV /
o T« (‘«i) (w ) 9¢4 {i + i/ — sin? 6:| . (3.74)
w

dcosf@ m? \w wm w

Em outras variéveis:

do Tl

— (1 + cos? 6 — 2Ew(l + cos? 0)(1 — cos ) + 0(1/m2)> (3.75)

dcosf  m?2

Para baixas energias, quando m — oo, podemos desconsiderar os termos de ordem
maior ou igual que O(1/m?):
do Ta?

——(1 +cos®6). (3.76)

dcos®  m2

Esta expressao, que é a mesma encontrada por J.J. Thomson para o espalhamento

de radiacao eletromagnética classica por um elétron livre, foi um dos primeiros resultados
obtidos a partir da QED.
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4 Consideracdes Finais

Neste trabalho tivemos como objetivo apresentar os calculos de varios exemplos de propa-

gadores, tanto na Mecanica Quéntica nao-relativistica quanto na relativistica.

No escopo da MQ nao-relativistica, foi mostrada a definicao do conceito de propa-
gador, e foi demonstrado como um propagador, ou kernel, é a funcao de Green da equacao
de Schrodinger para o problema em questao. Entao calculamos o propagador, a partir das
fungoes de onda, para os casos da particula livre e do oscilador harmoénico. Em seguida foi
apresentado o método das integrais de caminho de Feynman, e entao calculamos mais uma
vez o propagador para estes dois casos, desta vez utilizando um conceito bem mais préoximo

da Mecanica Classica, que também é muito utilizado na Teoria Quantica de Campos.

Tratando de Mecanica Quéantica Relativistica, primeiramente, o conceito de quanti-
zacao de campos foi apresentado. Em seguida, foi mostrada a obtencao do propagador
do campo escalar livre complexo, pois, justamente por ter solugoes escalares, ¢ um bom
exemplo para demonstrar com clareza o célculo do propagador em teorias de campos. O
proximo exemplo calculado é o propagador do campo do elétron livre, que é caracterizado
pela Equagao de Dirac. Neste caso obtivemos o propagador utilizando o fato de que eles sao
também as Funcgoes de Green da equagao de campo do problema. Também foi calculada a
secao de choque do espalhamento Compton, onde utilizamos o propagador do elétron no

calculo dos diagramas de Feynman.

Em geral, os propagadores dao a amplitude de transigcao de uma particula de um
ponto a outro do espago-tempo. Os propagadores relativisticos calculados contribuem
nos calculos dos diagramas de Feynman, pois eles representam as particulas virtuais nas

interagoes.
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