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Resumo

Neste trabalho desenvolvem-se técnicas analiticas para a simulagao com-
putacional de plasmas nao colisionais, visando o entendimento do seu com-
portamento coletivo, com o desenvolvimento do algoritmo ES1. Através da
aplicacao da transformada continua de Fourier nas equagoes de Maxwell é
possivel conectar a densidade de carga com a energia potencial no espago de
frequéncias através de uma simples relagao algébrica. Podemos definir que
o plasma esta contido em um dominio discretizado, onde todas as quantida-
des espaciais, exceto a posicao das particulas, sao calculadas apenas em um
numero finito de pontos da grade. Isso permite que se obtenha numerica-
mente nao sé a transformada discreta de Fourier (DFT, do inglés Discrete
Fourier Transform) destas quantidades, mas também uma relacao entre as
transformadas continua e discreta, possibilitando uma maneira de obter o
campo elétrico em cada ponto do espago através de técnicas de interpolacao
de primeira ordem desenvolvidas no trabalho. Desenvolve-se também, para
fins de eficiéncia computacional, a técnica conhecida como FFT (Fast Fou-
rier Transform) que permite redugoes significativas no tempo de simulagao.
Como alternativa ao método por transformadas, desenvolve-se uma maneira
de resolver numericamente as equacoes de Maxwell que governam o sistema,
através de um método matricial que envolve a solugao de um sistema linear,
providas as condic¢oes de contorno.



Abstract

In this work, analytical techniques for a computational simulation of a
non-collisional plasma are developed, aiming the understanding of its col-
lective behaviour, with the development of the ES1 algorithm. By applying
the continuous Fourier transform in the Maxwell equations, it is possible to
connect the charge density with the potential energy in the frequency do-
main through a simple algebraic relation. We can define that the plasma is
contained in a discrete domain, where all the spatial quantities, except the
position of the particles, are calculated only in a finite number of grid points.
This allows one to obtain numerically not only a Discrete Fourier Transform
(DFT) but also a relation between continuous and discrete transformations,
enabling a way to obtain the electric field at each point of space through first
order interpolation techniques developed in this work. A technique known
as Fast Fourier Transform (FFT) is also developed for computational effi-
ciency, which allows significant reductions on the simulation elapsing time.
As an alternative to the Fourier method, a numerical way of solving the
Maxwell’s equations that govern the system is developed through the use of
a matrix method, involving a solution of a linear system, given the boundary
conditions.



1 Introducao

A falta de textos introdutérios é um fator de risco para qualquer campo
de estudo na fisica hoje. Particularmente na fisica de plasmas, sente-se
a necessidade, advinda da falta de experiéncia dos estudantes neste tema,
de uma maior interlocucao da teoria com a pratica. Infelizmente, princi-
palmente devido a razdes de ordem financeira, sao poucos os centros de
educacao que dispoem de laboratdrios ou até mesmo grupos de pesquisa na
drea de fisica de plasmas, de forma que muitos estudantes tem pouco ou
nenhum contato com plasmas durante toda a sua vida académica. Embora
sendo a simulacdo computacional um trabalho tedrico, a possibilidade de
resolver a evolucao temporal de um sistema complexo por meio destas si-
mulagoes pode muitas vezes fornecer uma intuicdo ao estudante, estando
esta, muitas vezes, intimamente relacionada com a prdtica. A ideia por
tras deste trabalho é o desenvolvimento de um algoritmo amplamente di-
fundido chamado ES1!, usado na simulacdo computacional de plasmas ele-
trostaticos unidimensionais. A solugéao de problemas envolvendo fisica de
plasma através de recursos computacionais é uma realidade recente, nao
porque os computadores em si se desenvolveram h& pouco tempo, mas por-
que as técnicas matemadticas usadas na solucao destes problemas nao eram
computacionalmente eficientes, isto é, nem com o melhor computador dis-
ponivel seria possivel obter a solucdo do problema mais simples de fisica de
plasma em um tempo razoavel. Isso acontece por que todos os problemas da
fisica de plasma envolvem muitas particulas, aumentando muito o trabalho
computacional. O turning point ocorreu pela década de 60, quando uma
técnica chamada Transformada de Fourier Répida causou uma verdadeira
revolucao neste aspecto. Esta técnica, embora nao tnica, é a base para o
programa ES1, e serd desenvolvida em detalhes neste trabalho. Com ela, as
simulagoes hoje nao se restringem a computadores de alta capacidade: os
cédigos envolvidos podem ser rodados em um computador de mesa por um
estudante de graduacao ou no ambito de pequenos grupos de pesquisa nas
universidades sem acesso a caros recursos computacionais como clusters.

Apesar da natureza unidimensional dos problemas que o algoritmo ES1
se dispoe a resolver, é possivel extrair resultados tteis para a fisica de plas-
mas, sendo o seu correto entendimento um caminho natural para o desen-
volvimentos de algoritmos mais complexos, em duas e até mesmo trés di-
mensoes, onde a introducao de campos magnéticos induzidos e externos faz
sentido. A ideia por tras de toda a simulacao é a obtencao de uma visdo am-

IElectrostatic one dimensional 1D code.



pla sobre a dindmica do problema em questao. O programa em si armazena
todas as quantidades de utilidade fisica, como as posicoes, velocidades, den-
sidade de carga, potencial e campo elétrico em todos os pontos do plasma,
podendo o programador escolher quais destes parametros serao armazena-
dos para uma posterior andlise. Os primeiros resultados de utilidade pratica
em uma simulacao sao os qualitativos: a andlise qualitativa do resultado
da simulagao, através da andlise de graficos relevantes para o problema em
questao, da o insight necessario para a investigagdo aprofundada (quantita-
tiva) do fen6meno em questao, de forma que o programador pode selecionar
regioes de interesse, nas quais o mar de dados gerado pelo programa mos-
trard sua utilidade. E impossivel escrever um programa otimizado para a
anélise de todos os problemas fisicos, pois a quantidade de dados necessaria
seria infinita. Em vez disso, para cada problema especifico que o programa-
dor se dispoe a resolver, existird um conjunto de parametros e quantidades
lUteis a serem armazenadas pelo programa, de forma que sua andlise poste-
rior seja possivel. A simulagao computacional se apresenta nao s6 como uma
ferramenta poderosa na andlise dos problemas que a Fisica de Plasmas se
dispoe a resolver, que em sua maioria nao possuem solugoes analiticas, como
também é um instrumento pedagdgico util na compreensao fenomenolégica
desta grande area.

Na proxima secao estabelecemos os objetivos deste trabalho de maneira
mais precisa, apontando as vantagens e limitacoes de se trabalhar com o
algoritmo ES1. Na secao 3 abordamos os fundamentos fisicos e as técnicas
matematicas para o desenvolvimento do programa. O enfoque é no en-
tendimento dos conceitos necessarios para escrever o algoritmo e busca-se
caminhos alternativos para se obter os mesmos resultados através do uso de
técnicas que exigem mais ou menos poder computacional. Ao final desta
secao elucidamos algumas informagoes que podem ser tiradas diretamente
do programa, independente do tipo de plasma em estudo. O trabalho é
encerrado com a conclusao na sec¢ao 4.



2 Objetivos

O objetivo do programa ES1 é simular o comportamento coletivo de
plasmas nio colisionais (Np > 1 e L > A\p)? em comprimentos de onda A
maiores que o comprimento de onda de Debye Ap, ou seja, A > Ap, com
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vacuo, kg =~ 1,38.10*23% é a constante de Boltzmann, n é a densidade

numeérica de particulas do plasma, e ~ 1,6.10719C é a carga fundamental
do elétron e T é a temperatura do plasma. Usualmente encontram-se, na
bibliografia, plasmas de densidades n = 10°/cm? a n = 10?2/em3, com ener-
gias variando de 0.01eV a 10°¢V. Considerando que o ntimero de particulas
dentro do cubo de Debye é dada por

Nessa expressio, ¢ ~ 8,85.10712 é a constante de permissividade do

Np =n\}), (2.2)

podemos obter, por exemplo, para a ionosfera da terra, Np ~ 10%. Para ex-
perimentos de fusdo de plasmas confinados observa-se até mesmo Np ~ 109!
Isso significa que o nimero de particulas envolvidas na simulacao pode ser
tao grande a ponto de ser proibitivo. O algoritmo ES1, no entanto, se propoe
a reproduzir a esséncia do comportamento do plasma, sem maiores detalhes,
tornando a simulagao possivel. O plasma que iremos tratar é unidimensio-
nal, logo nao precisamos satisfazer o requerimento tridimensional, digamos
Np = 105, mas apenas o unidimensional Np ~ (106)% =102, reduzindo, em
muito, o esforco computacional.

O algoritmo ES1 é um conjunto de instrugoes logicas, que pode ser adap-
tado as necessidades ou limitagoes do computador em que serd rodada a
simulacao do plasma em questao, por isso a necessidade de se desenvolver
multiplos caminhos para se conseguir o mesmo resultado. Isso é feito ao
longo do trabalho, onde o usuéario do programa pode decidir qual método
serd usado no cdlculo da densidade de carga p(x,t), campo elétrico E(z,t) e
na integracao das equacoes de movimento. Para cada caso sao dadas duas al-
ternativas, ou possibilidades de solucdo. As técnicas serao desenvolvidas de
forma linear, sendo apresentadas a medida em que forem sendo necessarias
na solucao do problema.

O foco do trabalho é se tornar um instrumento 1til ao programador, na hora

2Neste trabalho, L é o comprimento do sistema unidimensional e Np é o nimero de
particulas dentro do cubo de Debye.



nao sé de escrever o programa, mas também de compreender todas as etapas
e ferramentas matemadticas que compoem o programa.



3 O Programa ES1

O algoritmo ES1 que vamos estudar é uma forma de resolver proble-
mas tipicos da fisica de plasmas para o caso unidimensional eletrostatico,
ou seja, despreza-se a presenca de campos magnéticos B(r, t) induzidos pe-
las particulas, e considera-se apenas a dimensao espacial x. Abaixo, vamos
elucidar em linhas gerais o fluxo de funcionamento do programa e, a seguir,
detalhamos cada uma das etapas de forma a construir o conhecimento ne-
cessario para escrever um algoritmo capaz de rodar o programa em si em
qualquer linguagem de programacao.

3.1 O Ciclo Computacional: Comentarios Gerais

O ponto de partida para a solugao do problema eletrostatico unidimen-
sional ¢é a discretizacao da regiao em consideragao. Divide-se a regiao unidi-
mensional (0, L), onde L é o comprimento do sistema, em intervalos de com-
primento Az. Desta forma, cria-se uma espécie de “grade matematica” com
N pontos, onde todas as quantidades relevantes do problema serao calcula-
das apenas nos pontos desta grade. Cada um dos N pontos da grade define
uma célula de comprimento Ax, com o ponto da grade no centro. A figura
1 elucida como seria a construgao de uma grade para o caso bidimensional.
No programa ES1 a grade é evidentemente unidimensional, com pontos da
forma Xg, X1, ..., Xny_1. As posicoes das particulas podem assumir qualquer
valor no intervalo (0, L), mas a densidade de carga p(x,t), campo elétrico
E(x,t) e forca F(x,t) serao conhecidos apenas nos pontos da grade. As
diferentes espécies de particulas carregadas do plasma estao distribuidas
inicialmente dentro da grade, com velocidades iniciais dadas. O programa
precisa saber exatamente o que o usudario gostaria de ter inicialmente no
sistema, por isso, um dos dados de entrada obrigatérios é a distribuicao
f(z,v,t = 0), para cada espécie, fornecida pelo programador. Geralmente,
no entanto, se conhece a densidade de carga, ou a densidade de particulas
do sistema; por isso desenvolve-se mais a frente um método genérico para
obter as posicoes e velocidades, a partir de uma perturbacao arbitraria na
distribuicao de carga inicial dada.

Com as posicoes das particulas definidas inicialmente é possivel, a priori,
calcular a densidade de carga local em cada um dos pontos da grade no
tempo t = 0:

p(X0,0) , p(X1,0) ... , p(Xn-1,0). (3.1)

Isso serd feito tanto com um método de ordem zero chamado NGP, quanto
com um método de primeira ordem chamado CIC, a ser explicado mais a
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Figura 1: A grade matemaética é definida na regiao do plasma para que a
densidade p(x,y,t) possa ser medida. Cada carga ¢ localizada no interior de
uma célula ird contribuir para a densidade de carga das respectivas células
vizinhas. Fonte: Ref. [1], p. 10.

frente. A escolha do método a ser usado vai depender do custo computaci-
onal que o programador estd disposto a pagar. De posse da densidade de
carga inicial, usa-se as equagoes de Maxwell conjuntamente com uma técnica
envolvendo a Transformada de Fourier Rapida, para obter o campo elétrico
em cada um dos pontos da grade também no tempo t = 0:

E(X0,0) , E(X1,0) ... , E(Xy_1,0). (3.2)

O programador também pode optar por usar um método matricial, que usa
as condigoes de contorno do problema para obter os mesmo resultados para
o campo elétrico®. Aqui, vemos o quao importante é a grade em si: as
quantidades até agora citadas sao conhecidas apenas nos pontos da grade,
nao estando definidas fora dela! Este é o regime de aproximagao do programa
ES1, que obviamente se torna melhor & medida em que os pontos da grade
se aproximam uns dos outros. No entanto, para usar o campo elétrico obtido
nas equagoes de movimento (segunda lei de Newton), é preciso conhecé-lo na

3Embora igualmente precisa, esta técnica mostra-se computacionalmente mais dispen-
diosa que o método das transformadas.



posicao x; da i—ésima particula, ou seja, é preciso conhecer as quantidades
E(x;,0) 1=20,...,Np, (3.3)

onde Np é o nimero de particulas. Para obter E(z;,0) a partir dos campos
E(X;,0) da grade, usa-se um método de interpolacao (mostrado mais a
frente) que leva em consideracao os campos em células vizinhas ao ponto x;
de interesse. De posse do campo elétrico na posicao da particula, obtém-se
a forga F'(z;,0) simplesmente multiplicando pela carga ¢, o que nos permite
usar as equacoes de movimento para prever as posicoes x; e velocidades v;
das particulas em um tempo futuro t + At. Aqui opta-se por um método
numérico de segunda ordem chamado Leapfrog, em contraste com o método
de Euler usual, que é de primeira ordem. Se desejado, o programador pode
incluir a aplicacao de um campo elétrico externo Fy na direcdo x, de forma
que a forga sobre a particula no passo anterior seria:

F(l’i, 0) = q[E(mz,O) + Eo]

Estes passos encerram o primeiro ciclo computacional. Com as novas
posicoes e velocidades das particulas é possivel recalcular a densidade de
carga com os métodos NGP ou CIC; depois os campos, a forga e finalmente
as novas posicoes, repetindo estes passos quantas vezes for desejado pelo
programador. A figura 2 apresenta um esquema que resume o ciclo até aqui
descrito.

3.2 Obtendo p(z,t) na Grade

Vamos apresentar duas maneiras de computar a densidade de carga
p(X,t) nos pontos da grade. A escolha de qual delas é a mais adequada
deve ser avaliada pelo programador, com base na disponibilidade de tempo
e capacidade computacional.

3.2.1 Método NGP

A sigla NGP significa Nearest Grid Point e é um método muito simples
para calcular a densidade de carga nos pontos da grade. Simplesmente con-
tamos o numero de particulas de cada espécie que se encontram dentro de
uma distancia de :l:% em torno do j—ésimo ponto da grade (um compri-
mento de célula) e designamos este nimero a varidvel N(j). Desta forma,
em uma dimensao e para apenas uma espécie de particulas com carga ¢, a
densidade de particulas neste ponto da grade é simplesmente
NG)

n(Xj’t) = Az’

(3.4)
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Figura 2: Um ciclo tipico num passo de tempo At. As particulas sao
representadas pelo indice i = 1,.., Np. Os pontos da grade pelo indice
j=0,1,...,N — 1. Fonte: Ref. [1], p. 11.

podendo esta ser transformada em uma densidade de carga p(Xj,t) multi-
plicando pela carga da particula:

gV (j)
Az

p(X;,1) = qn(X;,t) = (3.5)
Incluir mais espécies no plasma em estudo nao é problema algum, basta
contar a densidade de cada espécie separadamente e somar, com atencao
ao sinal da carga. Como mencionado anteriormente, o método NGP é um
método de ordem zero. Computacionalmente a contagem de particulas em
cada célula é rapida, pois é exigido apenas uma olhada na posicao de cada
particula para saber onde ela se encontra e qual é a sua carga, para assim
designar um N (j) em cada célula.

Dois efeitos podem ser notados com o uso desta técnica. Primeiro, vemos
que a figura 3 evidencia o fato de que este método da um formato retangular
a particula, como se ela tivesse um comprimento Az. Ou seja, as particulas
deixam de ser pontuais para ter um tamanho finito Az. Uma vez que colisoes
(ou encontros proximos) entre particulas sao raros?, este efeito quase nio
altera os efeitos basicos da fisica de plasma a serem estudados. Segundo,
nota-se que, quando uma particula x; entra ou sai das fronteiras X; & % da
célula j, a densidade de carga aumenta ou diminui bruscamente, causando

4Quase todas as colisdes ocorrem com grande pardmetro de impacto.
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Figura 3: Método NGP de ponderacdo. A densidade resultante pode ser
interpretada como um “formato efetivo”da particula. Fonte: Ref. [1], p. 20.

uma espécie de ruido, tanto no espago quanto no tempo, que podem ser uma
grande fonte de erro nesta aproximacao.

3.2.2 Meétodo CIC

A sigla CIC significa Cloud in Cell. Este método suaviza a densidade de
particulas em comparagao com o NGP, as custas de mais tempo computaci-
onal, sendo considerado um método de primeira ordem. Aqui, adota-se um
modelo no qual as particulas assumem o formato de “nuvens”, com tamanho
finito, que podem passar livremente umas através das outras. Isso implica
que estamos desprezando qualquer tipo efeito colisional, mas para uma pri-
meira aproximacao a hipdtese é véalida. Esse trabalho nao tem intencao de
incluir um termo colisional nas suas equagoes, ja que este é um tratamento
usualmente reservado para sistemas tridimensionais. Deseja-se estender a
contribuicao a densidade de carga devido a uma particula na célula j para
as particulas vizinhas. Isso pode ser feito se assumirmos que a particula
é uma nuvem de carga com densidade uniforme e comprimento Az, como
pode ser visto na figura 4. Isto é, se a contribuicao de carga a célula for
proporcional a fracao da nuvem que esta sobre a célula, entao é facil ver que
de toda a carga ¢ da nuvem, a fragdo ¢(j) de carga designada a célula j é
apenas

11



Ax—(m—Xj)} ZQ[M}, (3.6)

q(j) = q[ s A
onde no dltimo passo foi usada a relacao X1 = Az + X;. J4 a fracao
q(j + 1) de carga designada a célula j + 1 é o que resta de carga:

T; — X j

Ax }
Considere o que acontece quando uma particula atravessa a fronteira de
duas células vizinhas. O simples exame das equagoes 3.6 e 3.7 mostra que
se a particula estd sobre a célula j (z; = X;), entao tem-se:

aGi+1) = a—q() = q (3.7)

q(j) = ¢ q(j +1)=0.

Quando a particula estd entre duas células z; = X; + % (na fronteira das

duas), entao:

aG)=5 a1 =1

E finalmente, se ela passa para a posicao x; = X411 tem-se:

q(j) =0 qj+1)=gq.

Ou seja, este método suaviza a contribuigdo de carga a medida em que as
particulas entram ou abandonam as células, evitando o ruido presente no
método NGP. O maior custo computacional vem do fato de que é preciso
acessar mais de um ponto de grade para cada particula, duas vezes por passo:
a carga total de uma célula j serd a soma de todos os ¢(j) das particulas
vizinhas a esta célula, considerando as cargas com sinal de espécie presente.

3.3 Obtendo E(x,t) na Grade

Uma vez definida a densidade de carga em todos os pontos da grade
é possivel obter o campo elétrico usando apenas a primeira equacgao de
Maxwell, a saber:
V-E="  (Leide Gauss). (3.8)
€0
Da teoria eletromagnética, sabemos que o campo elétrico pode ser obtido

da relacao
0A
E=-V¢——,
¢ ot
onde ¢ = ¢(r,t) é o potencial elétrico e A = A(r,t) é o potencial vetor, va-
lendo a relagdo B = V x A. Estamos lidando com um problema eletrostatico

(3.9)

12
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Figura 4: Método CIC de ponderagao. A parte (a) da nuvem contribui para
a fragao ¢(j), enquanto a parte (b) da nuvel contribui para a fracao q(j +1).
O resultado é uma maior suavizagao da densidade de carga. Fonte: Ref. [1],
p- 21.

com campo elétrico irrotacional da forma E = E(x,t)z, implicando que sem-
pre existe ¢(z,t) tal que a equacao 3.9 pode ser escrita simplesmente como

E=-V¢, (3.10)

respeitadas as condicoes de regularidade usuais. De fato, o potencial escalar
vem de F = —%. Considerando que nao ha campo magnético, isto permite
escolher um potencial vetor A = 0. As equagoes 3.8 e 3.10, para o nosso
problema unidimensional, podem ser escritas como:

OF, P 0o
ox €0 ’ ( ) By Or (3 12)
Substituindo uma equacao na outra obtém-se a Equacao de Poisson unidi-
mensional: e
¢ P
—_— = ——. 3.13
8952 €0 ( )

A partir daqui vamos explorar dois métodos para resolver as equacoes acima.
Um deles usa dlgebra linear para resolver um sistema linear nas variaveis ¢;,
dado as condigoes de contorno, e o outro usa uma técnica recente chamada
Transformada Répida de Fourier, ou FFT?.

Do inglés Fast Fourier Transform.

13



3.3.1 Solucao Matricial

E possivel obter o campo elétrico F, através das equagoes 3.12 e 3.13,
providas as condicoes de contorno

$o = ¢(0) =Vo ¢n-1=o(L) = VL,
conforme vamos explicitar agora. Primeiro, notamos pela figura 5 que a
equacao 3.12 pode ser escrita como
¢

Gjr1 — Qi1
Boo 00 g [t
oz — Y 2Ax

onde E; = (E,.)j, ou seja, a componente = do campo elétrico no j—ésimo
ponto da grade. Aqui simplesmente aplicamos a definicdo de derivada
usando os pontos do dominio disponiveis. Note que optamos por uma de-
finicdo de derivada “centralizada”, diferentemente do que é feito no método
de Euler®. A equacdo de Poisson (3.13) envolve uma derivada segunda, e
pode ser calculada da seguinte forma:

¢;+% _ ¢ brtad; _ (¢j;¢271>

T

o2 e J €0 Az Az ’

(3.14)

<
|
Nl

que resulta em:
Gj-1 =20+ i1 __pj
(Az)? €

Para simplificar a notagao, defina:

(3.15)

(Az)?
—IC

€0
Escrevendo a equacgao 3.15 para j = 1,2,..., N — 2 obtém-se:

j=1 o =201+ g2 =p1
~~
Vo
Jj=2 1 — 292 + ¢p3 = p2
j=N-2 ON-3 —2¢N—2+ PN-1 =DN-2.
~——
|43
SNeste caso a definicéio seria: E;=— [%]
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As relagbes acima podem ser escritas na forma matricial:

—2 1 0 o0 --- 0 ¢1 P1 — V()

1 —2 1 0O 0 .- 0 gf)g D2

0 1 210 - 0 S : (3.16)
: S ON-3 DPN-3

0 0 1 -2 ON—2 pN—2— VL,

Sendo que os pj,s sao conhecidos, temos N —2 equagodes independentes e N —2
variaveis, o que implica que o sistema é, em principio, solivel. Repare que
®o € dn—1 ja s@o conhecidos (condigoes de contorno). Aqui é possivel usar
uma variedade de métodos para resolver o sistema, cabendo ao programador
decidir qual sera usado.

De posse do potencial elétrico em todos os pontos da grade, usa-se a
equagao 3.14 em cada ponto para calcular o campo elétrico E; em todos os
pontos da grade.

|
|
l
ol
|
|

Figura 5: Grade unidimensional com os pontos uniformemente espagados
localizados em X; = jAx. Fonte: Ref. [1], p. 16.

3.3.2 Solugao por Transformada Rapida de Fourier - FFT

Uma maneira muito mais pratica e rapida de achar o campo elétrico E,
é o0 uso do algoritmo que iremos descrever agora. A moderna FFT foi de-
senvolvida por volta dos anos 19607 e revolucionou a area de processamento
de sinais, solucao de equacoes diferenciais parciais e diversos outros ramos
da matematica aplicada. No programa ES1 ela é a parte principal, sendo,
na verdade, o fator que possibilita as simulagoes em fisica de plasmas em

"Descobriu-se posteriormente que o matematico Gauss, em 1805, ji havia inventado
este método quando ele precisava interpolar a érbita dos asteroides Pallas e Juno a partir
de dados observacionais.
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computadores de mesa, e por isso serd dada toda a atencao necessaria ao
desenvolvimento da teoria.

A abordagem para a obtencao do campo elétrico é diferente da que foi
feita na secao anterior: a ideia chave para a solucao do problema usando a
FFT é assumir que p(x), ¢(z) e Ey(z) = E(x) possuem transformada de
Fourier® da forma

p(k) = F{p(x)}
¢(k) = F{o(z)}
E(k) = F{E(2)},

onde optamos por usar o nicleo e~ da transformada de Fourier continua:

f(k) = F{f(x)} = / " fw)e e, (3.17)

Nessa equacao, k é o vetor de onda associado a este nicleo da transformada.
Ao assumir que as funcbes tem transformada de Fourier estamos também
assumindo que elas sao periddicas, mas isso nao causa problema, como vamos
mostrar. O primeiro a se fazer é aplicar a transformada de Fourier nos dois
lados da equacao de Poisson:

¢ p &¢ p
o= — ot =75}

O termo do lado direito da igualdade é imediatamente obtido:

J,—_-{ _ﬁ} _/ (_ p(‘r))efikxdx:_l p(‘r)efzkmdx:_p(k)

€0 —00 €0 €0 J-—00 €0

Ja o termo do lado esquerdo se obtém através de integracao por partes duas
vezes seguidas:

82¢ _ > 82¢ —ikx _ 8¢ —ikz|™ . > 8¢ —ikx
}—{8372}_/_00 (W>e dm—%e 7004‘2/6 —00%6 dx
=0
= ik[(;ﬁe_ikm ‘io +ik / ¢>e—“”dx} = —K*F{g(z)} = —k*¢(k).
—_———— o0

=0

8N&o é sempre necessirio assumir que E(x) possui transformada de Fourier, como
vamos explicar mais a frente.
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Os termos identicamente nulos assim o sdo pois assume-se que

¢(00) = p(+00) =0

0| _oo
83: =00 B 856 T=—00 -
Juntando os resultados, obtemos:
p(k)
k)= — . 1
o) =25 (3.18)

Esta equacao representa uma conexao direta entre a densidade de carga e
o potencial elétrico no k—espaco. A fim de explorar esta relacao extrema-
mente simples entre estas duas quantidades, temos que perceber o seguinte:
assumimos desde o comeco que existe um nimero N de pontos na grade nos
quais p(X;) para j = 0,1,...,N — 1 sao conhecidos, ou seja, temos uma
coleg@o discreta e finita de pontos, ao invés de uma distribuicao continua
com infinitos pontos. Isso nos permite aplicar uma Transformada de Fourier
Discreta (DFT?) com o mesmo niicleo da transformada continua sobre esta
colecao de pontos. Para exemplificar, considere a nossa densidade de carga
p(x) como sendo uma fungao periédica p(x) = p(x + L); isso nao represen-
tard nenhuma dificuldade como vamos ver a frente. Temos na verdade uma
colecao de pontos da forma p(X;). Por defini¢ao, a Transformada de Fourier
Discreta deste conjunto de pontos seria

N-1

p(k) = Az > p(X;)e 55, (3.19)
j=0

onde X; = jAxz. A sua transformada inversa é dada por (a soma é em
_ 2T

p(k)e*Xi, (3.20)

A condicao de periodicidade é fundamental pois é ela quem determina os
possiveis valores que o vetor de onda k pode assumir, veja:

p(x) =p(x+L) = p(X;)=p(X;+L).

Sendo a funcao periddica, tem que valer:

Do inglés Discrete Fourier Transform.
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N-1 ' N-1 '
A.’IZ‘ p(Xj)e*Zka — A.’E p()(‘7 +L) e*lk(Xjﬁ»L)

— — — —
=0 =0 X))
N-1 ‘ ' N—-1 ‘
Az p(Xj)efszj — e kLA, Z p(Xj)efszj
7=0 7=0

; 2
e =1 = cos(kL) —isin(kL) =1 & kL =2mn =k = n%

A condicao de periodicidade, essencial para o correto funcionamento do pro-
grama, serda implementada ao elucidarmos o funcionamento do algoritmo de
Leapfrog. A ideia central agora é conectar p(k) da equagao 3.18 com o p(k)
da equacgao 3.19, ou seja, conectar a transformada de Fourier continua com
a discreta, ja que o valor de k nas duas deve ser o mesmo.

A Transformada Répida de Fourier (FFT) entra no algoritmo neste mo-
mento. Note que para calcular a Transformada de Fourier Discreta (DFT)
dada pela equacao 3.19 para apenas um k, digamos ki, é necessario mul-

tiplicar N termos da forma p(X;) com eXp(—Z'%LXj);j =0,...,.N—1, e
2w X,
em seguida somar N termos da forma p(X;)e ™ T . ;=0,...,N —1 entre

eles, totalizando 2N operagoes matematicas. Desejamos obter nao apenas
p(k1), mas também p(kz), p(ks), ..., p(kn) etc! Logo, repete-se o processo
por mais N — 1 vezes, totalizando 2N x N operacoes. Ou seja, a quantidade
de operagoes matemdticas (envolvendo soma e multiplicagdo de numeros
complexos) é da ordem de

O(N?).

Vamos mostrar agora que através da FFT é possivel fatorar o somatério
presente na definicdo da DFT (Eq. 3.19), e através do uso de propriedades
especiais do ntcleo da transformada de Fourier, reduzir a ordem de grandeza
das operacoes matematicas necessarias para apenas:

O(N logy N).

O ganho em termos de eficiéncia computacional pode parecer, a primeira
vista, pequeno. Mas considere valores crescentes de NV, conforme a tabela 1.
De fato, para N = 1000 a FFT representa uma economia de apenas algumas
dezenas de milhares de operagoes. No entanto, conforme se vé pela tabela,
para N = 10% a DFT faz 5 x 10? vezes o nimero de operacdes do que a
técnica FFT! Para expressar esta diferenca em termos palpéveis, considere
que um computador realiza cada operacdo em lns. Entdo para N = 107,
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Tabela 1: Comparacao entre a quantidade de computacao necessaria para o
calculo da DFT com e sem a FFT.

N ‘1000‘ 106 ‘ 109

N2 109 10'2 108
Nlogs N | 10* | 20 x 106 | 30 x 10°

o tempo computacional envolvido para calcular a DFT seria de 31,2 anos!
Em contraste, se usarmos o algoritmo da FFT, podemos reduzir este tempo
de computacao para apenas 30 segundos. Motivados por esta constatagao,
vamos explicar o procedimento para a construcao do algoritmo e mostrar que
de fato precisa-se de aproximadamente N log, N operagoes para realizar a
DFT.

A FFT explora as propriedades da exponencial e~

. A partir daqui,
vamos assumir que N = 2™, onde m é um inteiro qualquer. A necessidade
desta restricao ficard evidente em seguida. Para descarregar a notacao,

defina

—ikX; _ —ikjAz _ [ —iAw ki kg

e =€ = | € = Az
N—— T
Was

Nesta notacgao, a DF'T como a definimos pode ser escrita como

N—-1
p(k) = Az Y p(X;)WhL.
=0

Separando a soma nos elementos impares e pares temos:
kj kj
p(k) = Aw[ ST oW+ Y p(Xj)Wij]
Jj PAR j IMPAR

Tomando j = 2r para os elementos pares e 7 = 2r + 1 para os impares fica:

vz

-1 J-1
k(2r k(2r+1
p(k) = Az D7 p(Xe) WA + 3 p(Xari)WAT].
r=0 r=0

Colocando o termo Wﬁz para fora da soma, e notando que Wi]jf = WQIC&E,

temos:
-1

plk) = Ax| 3 p(Xo) WK, + Why D p(Xors1)WiRs| -
r=0 r=0

—_

NP4
vz
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Perceba que, se definirmos

N1
2
pr(k) = 37 p(Xo)WEL, (3.21)
r=0
J-1
p[(k) = p(X27‘+1)W2k£xa (322)
r=0
entao p(k) pode ser escrito como:
p(k) = Az pp (k) + W pr(k)]. (3.23)

Ou seja, expressamos p(k) como uma soma de duas outras DFTs. Note que
pp(k) é uma DFT com % pontos associada aos elementos pares de p(X;),
enquanto pr(k) é uma DFT com % pontos associada aos elementos impares
de p(Xj). A exigéncia de que tenhamos apenas N = 2" vem da necessidade
da divisao % (aparece no somatério), que s6 pode ser feita resultando um
nimero inteiro para todo N se o mesmo for um nimero par. Considere
a figura 6, que esquematiza o processo para N = 23 = 8. A partir da

(ko) 4
p(ko) £ ko
(k) —| N/2DFT [ o) N ey
plks) pr(le) > s
’O(kﬁ) PAR pP( 3) o -Wg’%z

S

(k) (ko) ks
o(ks) NR2DFT | pilky) "~ PN SN N o
p(kg) PI(kQ) / \mfﬁﬁr
( ) ( ) Az

IMPAR o1 (ks W
- SV Ax

Figura 6: Representa o ciclo de célculo de p(k) para N = 8.
figura 6 é possivel visualizar e fazer a contagem do custo computacional
envolvido neste processo: cada DFT com % elementos consome, como visto,
2
aproximadamente (%) operagoes. Temos duas DFTs, logo o niimero de

2
operagoes € 2 X (%) . Como temos que somar o termo Wﬁx ao final do
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calculo de cada DFT, soma-se ainda N operagoes. Logo, tem-se um total
de aproximadamente
N2

— + N.
2+

Este resultado mostra que uma tnica aplicagao desta fatoracao ja corta o
numero de operacoes aproximadamente pela metade! Esta divisdo em duas
DFTs ja nos economizou algum tempo computacional, mas é possivel ir
mais além. Podemos aplicar a mesma fatoracao as DFTs pp(k) e pr(k), e
reduzir mais ainda o tempo computacional, continuando este processo até a
fatoracao maxima, ou seja:

N N N N

TSR 2—p:1.
Vemos, portanto, que p = log, N é o niimero méximo de vezes que podemos
dividir a nossa p(k) original. Se contarmos o custo computacional frente
as sucessivas divisdes, obtemos o nimero de operacoes necessarias para o
calculo, conforme mostrado na Tabela 2.

Tabela 2: Esquema explicitando o niimero de operagoes necessarias para o
calculo de uma DFT, com N pontos, em funcao da fatoracao da transofr-
mada.

Fatoragao | N° Ptos. na DFT N° de Operagoes Necessarias

N )2 N2

1 y 2(§) +N =+ N
2

N N N N2

2 N 22(§) + %)+ N=2 12N
2

N N N N _ N2
3 N 22(2(¥) +¥)+ 5]+ N =2 +aN
p N1 N ¢ Np=2 4 Nlogy, N =N + Nlogy N

Para a fatoragdo méaxima p, vé-se que a ordem de grandeza do nimero
de operacoes é
O(Nlog, N),
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conforme tinhamos afirmado. Repare que a exigéncia N = 2™ foi essencial
para chegarmos na fatoracdo maxima.

3.3.3 Interpolagao do Campo Elétrico

Uma vez obtido o campo elétrico E(X;) em todos os pontos da grade, te-
mos que usar esta informagao para calcular o campo elétrico E(z;) no ponto
em que a i—ésima particula se encontra. A maneira mais facil de fazer isso
seria considerar o campo elétrico da célula em que a particula se encontra
como sendo o campo elétrico na posicao da particula, o que funcionaria bem
no limite N — oco. Este método é considerado como de ordem zero, e conduz
aos mesmos tipos de complicagoes ja discutidas no método NGP. Conven-
cionalmente, adota-se um método de interpolacao inteiramente andlogo ao
que foi feito na obtencao da densidade de carga p(X;) pelo método CIC, ou
seja, se faz uma média ponderada dos campos elétricos experimentados pela
particula na posicao x; € (X, Xj41) pela relacao:

Xjt1—x;
Az

B(xi) = [ ]E(Xj) + [W}E(Xjﬂ). (3.24)
Esta técnica é também de primeira ordem e, como ja discutido, suaviza as
contribuicbes com diferentes valores nos pontos da grade.

3.4 Integracao das Equacoes de Movimento

Conhecendo as posigoes e velocidades iniciais de todas as particulas do
sistema (informadas pelo programador), podemos calcular a densidade de
carga p(x,t = 0) e o campo elétrico E(x,t = 0) através das técnicas descritas
anteriormente. Isso nos permite usar as equagoes de movimento

dv

—=F 3.25
m (3.25)

dx

= 2

ikl (3.26)

para prever as posicoes e velocidades de cada uma delas em um tempo
posterior t = 0+ At com boa aproximagao, desde que At seja pequeno. Isso
pode ser feito por diversos métodos de integragdo numérica, destacando-
se os Métodos de Euler (1* Ordem), Leapfrog (2% Odem) e Runge-Kutta
(4* Ordem). A diferenca entre eles esta no custo computacional envolvido:
queremos escolher um método simples e direto, que exija o minimo de esforco
computacional mas que capture as propriedades essenciais do sistema. O
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Método de Runge-Kutta é o preferido na grande maioria das simulagoes
numéricas envolvendo poucas particulas, mas no nosso caso estamos lidando
com um sistema de muitas particulas, e o uso deste método anularia o ganho
computacional ja obtido com a FFT. Por isso, vamos elucidar apenas os dois
primeiros métodos.

Sobre o intervalo At a ser usado no programa, o programador deve na-
turalmente ter cuidado na sua escolha pois este deve ser compativel com a
frequéncia de oscilacao w do plasma estudado. Por outro lado, um inter-
valo de tempo muito pequeno pode comprometer a eficiéncia da simulagao,
aumentando em muito o tempo necessario para rodar o cédigo.

3.4.1 Método de Euler

O método de Euler é a maneira mais simples de resolver as equagoes
de movimento. Simplesmente avangamos as quantidades conhecidas pelo
programa num tempo arbitrario ¢

z(t) =z v(t)=v F(t)=F;
para um tempo posterior ¢t + At
Tepar Verar Firae

através das duas equacoes de diferenca finita, vindas diretamente das equacoes
3.25 e 3.26:

Vt+At — U At
At — Ut

AL =F; =  UVggAr =0t t+ Ftﬁ (327)
W = Ut =  Ti4Ar =Xt + "UtAt. (328)

As duas equacgOes acima determinam as posigoes e velocidades de todas as
particulas no tempo posterior, ja que todas as quantidades no tempo ante-
rior sdo conhecidas a priori. Com os novos valores de posi¢ao e velocidade
é possivel recalcular a densidade de carga e o campo elétrico através dos
métodos estudados e usar as equagoes 3.27 e 3.28, novamente substituindo
as quantidades novas:

Tt At — Ty Vgpar — V¢ Fryoay — By

A cada iteracdo, incrementa-se o tempo por uma quantidade At e, repetindo
este processo, chegamos até o tempo de simulagao T§;,, desejado.
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3.4.2 Meétodo de Leapfrog

O método de integracao Leapfrog resolve as equagoes de movimento de
forma muito semelhante ao método de Euler. A diferenca é que as duas
equacoes de diferenca finita, provindas das equagoes 3.25 e 3.26, sdo escritas
na forma

Unovo — Uvelh
m no OAt velho ! lho (329)
Tnovo — Tvelh

%tveo = Unovo- (3'30)

As equacotes acima sdo diferentes das equacéoes de diferenca finita do método
de Euler, pois se evidencia que o tempo estd centralizado, ou seja, nao se
conhece a velocidade e as posicoes e forca no mesmo instante de tempo ¢,
como podemos ver esquematicamente na figura 7. O computador avanga x;

~———
VELOCIDADE

vvelhn

iy
POSICAO \/-\/

TEMPO
Xvelho Xnovo

1
Fvelho Fn‘ ovo

At oAt

t"" 2 f"’bT

Figura 7: Esquema do método de integracao Leapfrog mostrando a centra-

lizacao temporal da forga F' e posicao x durante o avango da velocidade v.
Fonte: Ref. [1], p. 13.

€ Uy para TyrAr € VppAg, MESmo que r e v nao sejam conhecidos ao mesmo
tempo. Sendo que as condicOes iniciais para as posicoes e velocidades das
particulas sao fornecidas ao programa no instante ¢ = 0, a fim de que o
método funcione corretamente, é preciso alterar estas condigoes iniciais para
poder encaixé-las no fluxo de cédlculo do programa. As posicOes iniciais das
particulas ja estao adequadas para o uso, pois £(0) = Zyemo; a forga sobre
as particulas também, pois F(0) = Fyemo- A velocidade v(0) da condigao
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inicial deve ser trazida de volta no tempo até v(0 — g) = Uyelho COM O USO

2
da equagao 3.29:

U(O) — Uyelho

FemoAt
m() — L'velho - Uvelho = 7}(0) + L-

_ At 2m

2
Usando vyelno na mesma equagao, podemos obter v(0 + %) = Unovo:

m'Unovo — Uyelho FyemoAt

At — IL'velho — Unovo = Uvelho

Repare que este passo é necessario apenas uma Unica vez, sé para deslo-
car temporalmente a velocidade a fim de encaixa-la no fluxo de calculo do
método. Feito isso, usamos as equagoes de diferenca finita para avangar
temporalmente a posicao e velocidade, procedendo de maneira iterativa,
mas respeitando a ordem de calculo abaixo:

Tnovo = Tyelho + AtUnovo

Obtém Fielho = F(Znovo) com a FFT ou com o Método Matricial

Unovo — Uvelho

F; velho At

Unovo = Uvelho

Tnovo —7 Lvelho-

Como no método de Euler, cada vez que as operacgoes acima descritas sao
executadas, o tempo é incrementado por At e o programador pode repetir
este processo até o tempo de simulagao Ty, desejado. Perceba também que
o uso do Método de Leapfrog exige cuidados especiais ao calcular as energias
a partir de v (cinética) e = (potencial), pois estas devem ser ajustadas para
que sejam calculadas no mesmo tempo; do contrario veriamos uma violacao
explicita da conservacao da energia. Outro ponto a ser observado é quando
a posicao da particula é colocada fora do sistema pelo método, ou seja, o
caso em que durante a execugao do programa se tem

Tnovo < 0 ou Tnovo > L.

Neste caso, o programa deve reposicionar a particula no intervalo 0 < z <
L. Isso é feito simplesmente movendo-a por um periodo inteiro L para a
esquerda ou direita, garantindo a periodicidade do sistema.
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3.5 Inicializando o Programa ES1

Para rodar o programa, o usudrio deve informar a posigao e velocidade
inicial de cada particula do plasma, por espécie. Com base nestes dados, ob-
teremos a dindmica resultante do sistema usando as técnicas descritas acima.
Uma maneira de fazer isso é estimar uma funcio densidade!? f(x,v,t = 0)
para cada espécie do sistema e, com base nela, colocar as particulas dis-
tribuidas uniformemente pelo comprimento L. No entanto, na maioria das
vezes, a teoria nos fornece a densidade de carga p(x,t = 0) ou densidade de
particulas n(x,t = 0) do sistema. Por isso, vamos desenvolver uma técnica
para derivar as posicoes das particulas em um plasma uniforme, a partir
das perturbagoes na densidade de carga, e determinar todas as quantidades
relevantes, para o caso de perturbagoes senoidais de pequena amplitude.

Sejam duas particulas vizinhas com posi¢des iniciais xg, € zgp. Neste
caso, a densidade (de ordem zero) ng de particulas em um plasma uniforme

e:
1

_ 3.31
Tob — L0a ( )

nog =
Agora perturbamos as posi¢oes de ordem zero para obter

Tq = Toq + 024 Tp = Top + 53767

de forma que para algum z tal que z, < x < zp, a nova densidade é da

Xa Xp

Figura 8: As posicoes nao perturbadas, xo, € xop, € perturbadas, x4 e xp, de
duas particulas vizinhas. Fonte: Ref. [1], p. 82.

OFsta funcédo densidade deve fornecer a probabilidade de haver uma particula nos in-
tervalos (z,z + Az) e (v,v + Av) no tempo ¢ = 0.
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forma:

(2) = no + i (2) = — !
nir)=mnmn ni\r) = =
0 ! Tp— Ta  Top + 0Xp — Tog — 0T

_ 1 < 1 ) _ ng g
 Zop — g, \1 4 d=0ra ) 0wy —0xg 1 4 P2
N— — Zob—T0a 1 4+ — dxo
no Zob — T0a
5z
Az
Ou seja:
) (3.32)
0x no + ni(x)

Assumindo que ng e ny(z) sdo conhecidos, podemos encontrar a perturbagao
dx = x — xo resolvendo a equacao acima. Se estamos interessados em

perturbagoes de pequena amplitude, tem-se |ni(x)| < ng, de forma que

a equacdo 3.32 virall:

dox _ mi(x)

T o (3.33)
A relagao acima é de aplicabilidade geral, de forma que o programador
precisa apenas definir a perturbacao desejada. Para exemplificar, suponha
uma perturbacao senoidal em um plasma de uma tnica espécie

ny(z) = Asin(kx),

onde A é a amplitude da perturbagao, sendo uma quantidade dada. Inte-
grando a equagao 3.33, temos:

B B Asin(kz) A
5([3—1’—1‘0—/(— T)dl’— @cos(k:m)

A
r=2x0+ ok cos(kx). (3.34)

Desta forma o problema de colocar as particulas nos seus lugares esta resol-
vido. As velocidades iniciais das particulas sao geralmente obtidas a partir
de uma distribuicao Maxwelliana onde nao existe correlacao com as posigoes
das particulas, mas o programador também pode optar por escrever a velo-
cidade diretamente da definicao

ox A

U= E - n()kAt

cos(kx), (3.35)

"Use z — xo.
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onde o At da equagdo acima nao é necessariamente o mesmo At usado
pelo programador quando roda o programa;: este intervalo temporal é usado
apenas uma vez apenas para definir as posigoes e velocidades iniciais das
particulas, podendo este passo ser executado por uma subrotina a parte
do programa. Repare que aqui o programador deve controlar a velocidade
méxima produzida pela perturbacao, controlando a amplitude A:

A

VUmax — m — A= knoAtvmax.

Repare que uma onda pode ser excitada no plasma em estudo, desde que
kmin < k < kpaz, ou seja, se k for um vetor de onda compativel com a
relacio!?

onde n € (—%, ey % —1). Na figura 9 é possivel identificar o efeito de uma

perturbacao senoidal em um sistema.

S x

™=

Figura 9: Posigoes xg; uniformemente espagadas com uma perturbacgao se-
noidal obtidas da relacao x; = xo; + dz(zp;). Fonte: Ref. [1], p. 83.

3.6 Informacoes Tiradas do Programa ES1

A ideia por tras de qualquer simulacdo computacional nesta drea é ga-
nhar insight sobre a fisica do plasma em questdao. O objetivo de uma si-

12Mostramos esta relacio na secdo Solucio por Transformada Répida de Fourier - FFT.
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mulac¢ao em particular pode ser o estudo de oscilacoes, instabilidades, trans-
porte, difusao, etc. Portanto, o tipo de informacao a ser tirada do programa
deve ser orientado para o fenomeno em estudo. Se o espago em disco nao for
um problema, deve-se, em principio, agrupar toda a informagcao gerada pelo
programa ES1 (x, v, p, ¢, F, etc.) em cada passo At para um diagndstico,
junto ou separadamente com o programa. Isso é feito, no entanto, apés uma
andlise do tipo mais comum de saida de dados do programa: os graficos.
Usualmente utiliza-se deste recurso de duas formas: snapshots (sao graficos
instantaneos feitos durante a simulacdo, em tempos especificos determina-
dos) e gréficos histdria (graficos que mostram a evolucao de uma quantidade
ao longo da simulagao). Através destes graficos, o usudrio do programa deve
ser capaz de aprender algo sobre o comportamento qualitativo do sistema
e, com isso, selecionar regioes de interesse para fazer uma andlise quantita-
tiva com o uso dos parametros (x, v, p, ¢, E, etc.) gerados. Quantidades
interessantes de serem plotadas na forma de snapshots seriam:

1. Espaco de fase, v(x).

2. Densidade de velocidades, f(v).

3. Densidade de cargas, p(X).

4. Potencial elétrico, ¢(X)

5. Campo elétrico, E(X)

6. A densidade de energia, 3p(X)¢(X).

Repare que p, ¢, E e a densidade de energia sao quantidades de grade, logo,
tem-se a informagao apenas nestes pontos. Ja as quantidades interessantes
de serem plotadas apenas ao final da simulacao, na forma de um grafico
historia seriam:

1. Energia eletrostatica, % Zf\;l p(Xi)d(X)'3.

2

2. Energia cinética por espécies, . %mivi )

3. Energia de Drift'*, 3=, 3m;(v;)2.

4. Energia termal por particula, Y, $m;((v?) — (v;)?).

)

"Da relagio [, 3p(r)é(r)d*r — [ Lp(a)p(e)de ~ &% TV 0! p(Xi)6(X).
1D
D4 uma ideia da mudanca gradual na energia cinética do sistema ao longo do tempo.
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5. Energia total do sistema.

Naturalmente, outras quantidades além das listadas podem ser de interesse
do usudrio do programa. Por exemplo, no estudo da difusao, deseja-se mo-
nitorar a média do desvio quadrado da velocidade e posicao das particulas,
de forma que [v; — v;(t = 0)]? e [z; — x;(t = 0)]? sejam armazenados a cada
passo e, entao, plotadas. No estudo de ondas no plasma, pode-se desejar
resolver as frequéncias de oscilagdo, de modo que uma analise de Fourier em
relacdo ao tempo seja feita numa quantidade como ¢(k, t), talvez precisando
do armazenamento desta quantidade ao longo do programa. Desta forma, o
usuario do programa, assim como um fisico experimental no laboratdrio, ird
acumular dados suficientes para verificar a corregao de sua previsao tedrica,
ou obter o insight desejado para trabalhar com este problema em particular.
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4 Conclusao

O desenvolvimento deste trabalho foi orientado para os fundamentos da
simulacao computacional em fisica de plasmas e, neste sentido, o presente
estudo conclui o seu objetivo de se tornar uma ferramenta de base para
estudos mais avancados nesta grande area. As dificuldades inerentes ao
problema de simulagao computacional de sistemas de muitas particulas foi
superada por meio do uso de técnicas analiticas relativamente modernas,
visando sempre a eficiéncia computacional, mas também levando em conta
as possiveis limitagoes fisicas indissociaveis deste processo por meio de cami-
nhos alternativos menos dispendiosos do ponto de vista computacional. Os
fundamentos do algoritmo ES1 foram elucidados sistematicamente, com en-
foque no entendimento dos aspectos tedricos e, em todos os pontos, fazendo
a conexao na forma de pseudolinguagem com o algoritmo em si. A vantagem
obtida ao se proceder desta maneira foi que o conteido se tornou acessivel
a qualquer programador, independentemente da linguagem de programacao
dominada, facilitando a difusdo do conhecimento. O enfoque no entendi-
mento da teoria em si foi de suma importancia para alcancar os objetivos
do trabalho, tendo em vista que as mesmas técnicas aqui desenvolvidas sao
usadas na simulacao de plasmas mais complexos em duas e trés dimensoes.
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