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"To see a World in a Grain of Sand
And a Heaven in a Wild Flower,
Hold Infinity in the palm of your hand

And Eternity in an hour."

William Blake



Resumo

O fendmeno das transi¢des de fase em sistemas fisicos com interacdes competitivas pode resul-
tar da presenca de defeitos topoldgicos. Neste estudo, focalizamos sistemas bidimensionais com
forte anisotropia, apresentando uma interacdo atrativa de curto alcance competindo com uma
repulsiva de longo alcance. Utilizamos resultados prévios da teoria cldssica da fusdo orientacio-
nal, que é parte da conhecida teoria de Kosterlitz-Thouless-Halperin-Nelson-Young (KTNHY),

para obter e analisar diagramas de fases em diferentes regimes de parametros do sistema.

Palavras-chave: transicdes de fase, diagrama de fases, interacdes competitivas, defeitos topo-

l16gicos.



Abstract

Phase transitions in physical systems with competing interactions can occur due to the existence
of topological defects. In this study we shall focus our work on strongly anisotropic systems
presenting a short range attractive interaction and a long range repulsive interaction, using pre-
vious results from Kosterlitz-Thouless-Halperin-Nelson-Young (KTNHY) theory in order to

obtain phase diagrams.

Keywords: phase. phase transition. phase diagram.
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CApPiTULO 1

INTRODUCAO

Diversos sistemas, sejam fisicos, quimicos ou bioldgicos, apresentam uma grande variedade
de estruturas ordenadas, formando fases que apresentam distintas e interessantes propriedades.
As fases se estabelecem no sistema como consequéncia de instabilidades frente a formagao
de padrdes ou texturas, instabilidades essas que promovem a quebra de simetrias € um maior
ordenamento do sistema. Parametros que medem o quanto um sistema se encontra ordenado
sdo denominados parametros de ordem [1]. Fases moduladas, formadas por algum parametro
de ordem, variam desde morfologias mais simples, como stripes (faixas) e bubbles (bolhas),
exemplificadas, respectivamente, em A e B na figura 1, até lamelas, cilindros, esferas, padroes
labirinticos (C na figura 1) e outras estruturas em trés dimensdes espaciais [2]. Exemplos vao
desde sistemas da matéria condensada mole, como mono-camadas de Langmuir [3], até siste-

mas de estado s6lido, como filmes magnéticos ultrafinos [4].

A competicdo entre uma interacdo atrativa de curto alcance e outra repulsiva de longo al-
cance € caracteristica comum nesses sistemas [2]. Por meio dessa informacdo e de adequado
suporte tedrico, podemos considerar modelos para estudar como se dao as transi¢des de fa-
ses em sistemas desse tipo e as propriedades dessas fases, como a existéncia ou ndo de ordem
posicional e/ou orientacional e suas regides de estabilidade. Essas informagdes sdo uteis e de
fundamental importancia para a ci€ncia, uma vez que o controle da formacao de padrdes em
sistemas de matéria condensada mole [5, 6, 7, 8] € uma area de muita atividade atualmente,
em face das potenciais aplicagdes, como a produ¢do de moldes nanoscOpicos para posterior
deposi¢do de nanocircuitos. Ja a presenca de estruturas em sistemas de estado sélido, como
filmes magnéticos ultrafinos [4, 9, 10], pode ter importancia para aplicacdes em memorias de

computador e futuras aplicacdes de spintronica.

A visualizacdo usual das regides de estabilidade de cada fase em sistemas com interagdes
competitivas é por meio de um diagrama de fases. As caracteristicas bésicas gerais do diagrama
de fases para sistemas nas condi¢des j4 citadas € bem conhecida em aproximacdes de campo
médio. Entretando, fendmenos a temperaturas mais baixas, como transicoes de uma fase mais

ordenada para uma menos ordenada ao se reduzir a temperatura (caracterizando uma quebra
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Figura 1: Dominios em fluidos e sélidos magnéticos. Fase de faixas (A) e bolhas (B) alternando magne-
tizagdo positiva (em branco) e negativa (em preto) em um filme magnético de granada (mag-
netic garnet film). (C e D) Ferrofluido confinado entre duas placas de vidro, sujeito a um
campo magnético perpendicular a camada de fluido exibindo fases labirinticas (C) e de bolhas

D). [2]

inversa de simetria oucomportamento reentrante) ainda carecem de melhor explicagao.

Outra discussdo de crucial importancia € a existéncia ou ndo de fases que apresentam ordem
posicional e/ou orientacional. A presenca de defeitos topoldgicos pode vir a mediar transicoes

de fase em que ha a quebra de simetria frente a rotagdes e/ou translagdes no sistema.

Tais transi¢oes sao observadas, por exemplo, em um sistema de faixas, um estado rico
em defeitos topolégicos com grande mobilidade. Neste cendrio, sdo restauradas as simetrias
translacional e orientacional devido a desordem promovida pelos defeitos, dando origem a uma
fase chamada de liquido de faixas, onde a ordem orientacional e posicional dos padrdes existe
sO localmente. Para temperaturas menores, as interacdes presentes no sistema podem dar lugar
a uma fase onde os defeitos permitem ordem orientacional de quase longo alcance, mas ordem

posicional somente de curto alcance. Dessa maneira, temos a chamada fase nematica.

O quadro andlogo de transi¢cOes em um sistema de bolhas, previsto pela teoria cldssica do
melting, ou teoria KTHNY, € ainda mais interessante. Na fase de baixa temperatura, o sistema
de bolhas —andlogo a um sistema bidimensional de particulas— possui uma fase sélida, também
chamada de fase esmética (Fig. 3a), na qual existe ordem posicional de quase longo alcance
e ordem orientacional de longo alcance. Aumentando a temperatura, defeitos topoldgicos co-
nhecidos como deslocagdes (Fig. 2a), enfraquecem a estrutura triangular de bolhas e levam o

sistema a uma fase intermedidria entre a fase sélida e a liquida, na qual existe ordem posici-
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Figura 2: Defeitos Topoldgicos em uma rede triangular. [11]
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Figura 3: Representacdo esquematica do processo de melting da fase cristalina para a fase liquida. O
melting em 3D € um processo de passo Unico, enquanto em 2D pode acontecer envolvendo
uma fase intermedidria chamada hexdtica, proposta pela teoria KTHNY. Na fase cristalina,
tanto a ordem posicional quanto a ordem orientacional sdo de longo alcance, como indicado
pelas setas amarelas, enquanto na fase liquida ambas as ordens sdo de curto alcance. Na fase
hexética, entretanto, a ordem posicional é de curto alcance, mas a ordem orientacional é de
longo alcance. [12]

onal de curto alcance e ordem orientacional de quase longo alcance. Essa fase intermedidria
€ conhecida como fase hexatica (Fig. 3a). Ela € para o sistema de bolhas a fase equivalente
a nemadtica para o sistema de faixas. Ja na fase hexatica uma nova classe de defeitos torna-se
relevante, as chamadas disclina¢des (Fig. 2b). Um aumento adicional da temperatura produz a
proliferacdo de pares de disclinacdes, o que termina por levar o sistema a uma fase de liquido

de bolhas (Fig. 3a), onde somente temos ordem orientacional e posicional de curto alcance.

Nesta monografia, apresentamos um estudo tedrico das fases em sistemas isotropicos com
interagdes competitivas, visando caracterizar os comportamentos de quantidades como a am-
plitude do pardmetro de ordem (a magnetizacdo, no nosso caso) em funcdo da temperatura.
Construindo o hamiltoniano e a entropia apropriados, é estudada a evolucao dos diagramas de

fases do sistema, na aproximacao de campo médio, variando o custo energético relativo da fase



1 Introducdo 12

homogénea em relagdo a fase modulada. Foi observado um aumento continuo do comporta-
mento reentrante a medida que o custo energético carateristico da fase homogénea aproxima-se

daquele correspondente a fase modulada.

No capitulo 3, € considerada a presenca de flutuacdes e defeitos topoldgicos [13, 14]. A
descricdo analitica dessas fases € complexa, pois os defeitos reprensentam singularidades nas
configuracdes do parametro de ordem, o que escapa a descricdes usuais de campo médio. Foi,
portanto, necessdria a utilizacdo de técnicas mais sofisticadas, como expansdes perturbativas
e grupo de renormaliza¢do. Como resultado do emprego dessas técnicas, obtemos diagramas
de fases mais ricos, apresentando as regides onde se observa a existéncia ou nio de simetria

posicional e/ou simetria orientacional de quase longo alcance.
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CAPITULO 2

FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 Modelo

Embora o formalismo empregado aqui seja bastante genérico, vamos considerar como sistema
de nosso estudo uma rede bidimensional de spins (representando momentos magnéticos), com
parametro de rede unitdrio (a fim de simplificar notagdo e conversdes). Vamos considerar,
ainda, que existe uma forte anisotropia favorecendo a orientacao dos spins perpendicularmente
ao plano da rede. Tais caracteristicas sao efetivamente observadas em certos filmes finos magné-
ticos. Nessa situacdo, apenas a componente perpendicular do momento magnético € relevante,

podendo ser representada por spins de Ising.

Se o sistema apresenta ordem magnética, seja espontanea, por efeito de interacdes, ou indu-
zida pela aplicacdo de um campo magnético, isso pode ser caracterizando pelo valor nao nulo
da magnetizacao, que é definida como o momento magnético médio por unidade de volume
(ou, neste caso, de area) do sistema. Supondo a possibilidade de ordem nao uniforme, a mag-
netizacdo pode ser dependente de posi¢do, e vamos denoté-la por m;, com valor de saturagdo
m, onde i denota um sitio da rede. Obviamente, m; é proporcional ao valor médio do momento
magnético local, (i;), com valor de saturagdo u. Podemos, entdo definir uma magnetizago

normalizada
O =——=—. 2.1

2.1.1 Interacoes de Troca e Dipolar

As interacdes entre spins sdo essencialmente de dois tipos: a interagdo de froca e a interagao
dipolar magnética. A interagdo de troca € consequéncia da repulsdo coulombiana entre elétrons,
aliada a antissimetria da funcio de onda (que leva ao Principio de Exclusdo de Pauli). Ela surge
sempre que houver sobreposicio das fungdes de onda entre elétrons de dtomos vizinhos. E uma
interacao de curto alcance pois essa superposicao decresce rapidamente com a distancia. Como

as diferencas de energia vao estar diretamente associadas as orientagdes relativas dos momentos
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magnéticos, a interacdo de troca € modelada por um hamiltoniano do tipo

Hy=—> Z T i, (2.2)
<l 7

que constitui 0 modelo de Heisenberg para spins vetoriais, e recai aqui no modelo de Ising,
pela restricdo a uma tnica componente do spin. A constante de troca J pode ser positiva ou
negativa, dependendo de detalhes microscopicos associados ao estados atdmicos envolvidos.
No caso em que J € positiva, a interagdo favorece o alinhamento paralelo de spins vizinhos,

levando ao ordenamento ferromagnético do sistema. Esta € a situacdo que abordaremos aqui.

A interacdo dipolar magnética é uma interacdo cldssica entre momentos de dipolo mag-
nético. Para o caso aqui considerado, em que os momentos tém dire¢des paralelas devido a
anisotropia, a interacao dipolar favorece o ordenamento em sentidos opostos, o que correspon-
deria a uma ordem antiferromagnética. Entretanto, como a sua intensidade € significativamente
menor que a da interagdo de troca, ela sé se torna efetiva a grandes distancias, levando a quebra
da ordem ferromagnética em dominios de orientacdes opostas. Esse efeito se deve ao longo

alcance da interacao dipolar, que pode ser descrita por um hamiltoniano da forma
Hy = 252 (T (2.3)

aqui parametrizada pela constante de troca e um fator de redu¢do &, que descreve a intensidade
relativa entre as duas interagdes. Como se pode ver pela expressao acima, a interacao dipolar é

de longo alcance, decaindo com a inverso do cubo da distancia entre os spins.

Somando as contribui¢des de troca e dipolar, pode escrever uma hamiltoniano de interagao

mt ZAI j.ut .LLJ ’ (24)
ij
onde
J 1
A J6|x,—x]| 1+ = S m (25)

2.1.2 Termo Zeeman

O termo Zeeman descerve o efeito de um campo magnético externo aplicado ao sistema, que
atua no sentido de alinhar os spins em uma dada dire¢cdo. No nosso caso, sé tem sentido um

campo transversal ao plano da rede, que pode ser associado a uma varidvel escalar £, sendo sua
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contribui¢do descrita pelo hamiltoniano

Hy = —hzu,-. (2.6)

2.1.3 Energia livre

De modo geral, a busca de estados de equilibrio termodinamico em um sistema fisico envolve
a determinacdo de minimos da energia livre. Por hipdtese, o sistema pode trocar enegia com
um reservatorio externo, de forma a manter uma temperatura absoluta definida. Neste caso, e

energia livre relevante é a de Helmholtz, definida por
F=E-TS, 2.7

onde T € a temperatura do sistema, E € a sua energia interna e S € sua entropia.

E, portanto, necessdrio obter expressdes para a energia interna e a entropia em funcio do

parametro de ordem e das constantes que descrevem as interacoes.

A energia interna é dada pelo valor médio do hamiltoniano, E = (H), que envolve os valores
médios da energias associadas as interacdes e a presenca de um campo magnético. Temos,
assim,

(H) = (Him) + (Hz) , 2.8)

com as contribui¢cdes ao hamiltoniano nos termos do lado direito dados pelas Egs. (2.4) e (2.6).

Em conexdo com a energia interna E que aparece na Eq. (2.7), a Eq. (2.8) correponde a

E=Eny+Ez. (2.9)

2.1.4 Aproximacio de Campo Médio

Poucos modelos de mecanica estatistica podem ser resolvidos exatamente. Na maioria dos ca-
sos, € necessdrio recorrer a métodos de aproximacgdo, que simplifiquem o problema e, ainda
assim, permitam-nos predizer importantes propriedades do sistema estudado. Dentre os méto-

dos de aproximagdo mais utilizados estd a aproximagao de campo médio.

A teoria de campo médio teve sua origem histérica no ano de 1873, pelo cientista holandés
van der Waals [15], com a aproximacao da equacdo de estado de um liquido cléssico. No inicio
do século XX, Pierre Weiss desenvolve técnica equivalente para estudar a transicao de fase em

materiais ferromagnéticos. Mais tarde, E. J. Williams e W. L. Bragg [16] desenvolveram uma



2.1 Modelo 16

aproximacdo de campo médio equivalente a de Weiss, mas que pode ser generalizada facilmente

para a diferentes sistemas.

A esséncia da técnica de aproximacao de campo médio para um sistema de spins consiste
na hipdtese de independéncia estatistica, de modo que cada um dos spins "sinta"o efeitos das
interacdes com os demais de igual forma (valor médio) e as flutuacdes dessas contribuicdes
seja desprezada. Por conseguinte, a aproximagdo a campo médio é adequada nos casos em
que a quantidade de vizinhos interagentes é muito grande ou, formalmente, no caso em que a

dimensao espacial do sistema seja muito grande.

Utilizaremos a aproximagdo de campo médio para obter uma expressao para a energia livre

de Helmholtz do nosso sistema em termos da magnetizacao normalizada.

O valor médio do hamiltoniano que descreve as interagdes pode ser desenvolvido como

segue.

1
(Hi) = EZAi,j<,ui.uj>
i,j

=LAk )+ ()R~ () + ()

L,j
1 1
= 5 2 A () () + 5 2 A (k= () (g = (7)) - (2.10)
,j i,j
Na aproximac¢do de campo médio, o ultimo termo na equagdo acima, que descreve as correla-

coes das flutuagdes dos momentos magnéticos, € desprezado. Portanto, nessa aproximagao,

1
Ein = 5 3 A j{ki) (1) (2.11)
i,j
O valor médio do termo de Zeeman € trivialmente escrito em termos dos valores médios dos

momentos magnéticos,

2.1.5 Formulacao continua

No estudo de transi¢cdes de fase, quando detalhes microscopicos perdem importancia, € usual
considerar os parametros de ordem como fun¢des continuas da posi¢do, o que pode ser inter-
pretado como um ‘“‘coarse graining” das quantidades microscépicas. Assim, a magnetizagao
normalizada ¢, definida na Eq. (2.1), passa a ser vista como uma fun¢do ¢(X), onde X é um
vetor bidimensional que denota uma posi¢ao no plano do sistema. Em consequéncia, as somas

sobre sitios da rede transformam-se em integrais sobre as posi¢des.
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Aplicando esse pocedimento a energia de interagdo, temos
LY = [ [ agz-)o 0o @) 2.12)
2 & VA VAVad 2 : :
Portanto, podemos escrever
Eint ://d%dzxm’(w—m)q)(z)(p (¥), (2.13)
onde A’(|¥ —¥|) = u?A(|x¥ — ¥|. Da mesma forma, pela Eq. (2.6) temos que

E;=—H / d’x ¢ (%), (2.14)

onde &' = uh.

2.1.6 Entropia do Sistema

Para completar a obten¢do da energia livre, precisamos construir a fun¢ao de entropia na apro-
ximacao de campo médio. Em um sistema quantico genérico, a entropia pode ser matematica-
mente expressa como

S=—kpgTr(pInp), (2.15)

onde kp € a constante de Boltzmann e p € a matriz densidade do sistema, que é um operador.

Na aproximacdo de campo médio, o operador hamiltoniano do sistema € dado pelo soma-
tério das contribui¢des do hamiltoniano de cada sitio, sendo que o hamiltoniano de um sitio é

constituido de um campo efetivo atuando sobre 0 momento magnético quantico,
H=Y Hi=-) hy (2.16)
i i

A matriz densidade do sistema €, neste caso, um produto de matrizes densidade por sitio, na

forma

e_ﬁHi
p=Ilr=11\—F—] 2.17)

i
onde B = 1/(kpT) e Z; = Tr(e PHi) ¢ a fungio de parti¢io local. Como os possiveis valores do

momento magnético sdo U; = £, temos que

I N 2.18
Pi= 2cosh(Bhip) \ o ¢ Bhin 2.18)
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Substituindo (2.18) em (2.17) e usando (2.15), obtemos

L ePhit | ePhik e Bhitt | e~ Bhitt 51
$=- B; 2cosh(Bh;u) ! 2cosh(Bh;u) +2cosh(ﬁh,~,u) ! 2cosh(Bh;p) (-19)

Para expressar a entropia em termos do parametro de ordem, devemos usar a relacdo de auto-

consisténcia (Bhig)
sinh(ph;u
(i) = Tr(pipi) = M cosh(Bhin) " (2.20)
Consequentemente,
otBhi _ cosh(Bh;u) £ sinh(Bh;u) _ lj:@ 221)

cosh(Bh;u) cosh(Bh;u) u

Substituindo (2.21) em (2.19), temos finalmente a expressdo da entropia como fung¢do da razao

entre 0 momento magnético local e o seu valor de saturacdo,

Sl /) = k% (M) In (_1 + () W)

s EORNECT .

Passando para a formulacdo continua, obtemos a entropia na forma

S[9() = ks [ Kl +§’®) In (1 +§’®) + (I_TW)) In (“TW))}  23)

Finalmente, pelas Egs. (2.7), (2.9), (2.13), (2.14) e (2.23), a energia livre pode ser expressa na

forma de um funcional do parametro de ordem,

Flo)= 5 [ [@@Ra (7= Do@o@) 1 [@ro@-Tslgw@]. @24

Esta expressdo permite determinar as possiveis fases do sistema, caracterizadas por diferentes
padrdes espaciais do pardmetro de ordem que minimizem o funcional F[¢]. Diferentes solu¢des
poderio ser estaveis, dependendo das regides de valores de campo magnético, da temperatura e

dos parametros que descrevem as interagdes entre spins.
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2.2 Espectro de Flutuacoes

Os calculos que precisamos realizar serdo facilitados se passarmos do espago de coordenadas
para o de vetores de onda. Para isso, definimos a representacdo de Fourier de uma fungao

genérica f(X), introduzindo a sua transformada de Fourier f (7€) através das relacoes

2k . -
@ = e F®), (2.25)
) = / P2e*T f(7). (2.26)

Aplicando essas relacdes ao termo do funcional da energia livre referente as interacdes de troca
e dipolar, obtém-se que
1 2024l (12 o - — 1 27 A1 (7. 7 7
5 [ [ @A (iR De@ew) = 5 [ERaBoo-b. @2
A funcdo A(7€) ¢ uma quantidade central no nosso estudo, pois determina o espectro de flu-
tuagoes do parametro de ordem. Os sistemas que sao objeto deste estudo apresentam interagdes
rotacionalmente invariantes (isotrépicas). Como consequéncia, A’ (75) = A’(k), dependente ape-
nas do médulo do vetor de onda. Pela presencga de interagdes competitivas, espera-se que sejam
observados padrdes modulados. Para isso, A’ (k) deve ter um minimo negativo em algum vetor
de onda nao nulo k,;;, 0 que garante a estabilidade dos modos préximos a circunferéncia de

raio kyi,. O valor de de k,,;, estabelece, portanto, uma espécie de comprimento caracteristico

para o sistema. Em vista disso, a partir de agora passamos a expressar os vetores de onda em

unidades de k;;;, (0 que implica em k;;;, = 1) e todos os comprimentos em unidades de kz—”
min
Além disso, convencionamos que A’(1) = —1 de modo a cumprir a condi¢@o de ter um minimo

negativo. Tendo em conta que A’ (k) deve variar quadraticamente no entorno do minimo, tem

sido usada [17, 18, 19] a forma modelo
A'(k) = —1+a(k—1)* (2.28)

para sistemas aqui considerados. Este modelo apresenta bons resultados na descri¢ao de filmes
finos ferromagnéticos com forte anisotropia perpendicular, nos quais a interacdo dipolar de
longo alcance compete com a interacao ferromagnética de troca [20]. O tnico parametro livre

no espectro de flutuacdes € o pardmetro de curvatura a.

A figura 4 mostra dois casos distintos de A(k). Os diagramas de fase variam bastante em

fun¢do do parametro de curvatura considerado para o espectro de flutuacdes.



2.3 Solugoes 20

? 1 r
\ a=02 F
\ amd
1 1 . i
\ !
y I
X .. .J
A" &
Y, r
LY &
—_-_-_-_-_-_-_-_ '\\.\.- e _._._-_._._._._.!
1 -
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

k

Figura 4: Espectro de flutuacdes A(k) como modelado pela Eq. (2.28) para dois valores do pardmetro
de curvatura: a =02 ea=4. [21]

2.2.1 Energia Livre no Espaco de Fourier

Podemos expressar a energia livre, Eq. (2.24), em termos de amplitudes de Fourier:

PO Lo+ %;)A’(ié,-)c% ~ SO~ Heo, (2.29)
onde Q € a drea do sistema, e ¢, = ¢(k = 0) é a amplitude do modo uniforme. A expressdo
(2.29) € escrita apenas em termos de varidveis adimensionais, tornando-se apropriada ao célculo
numérico-computacional. Note que ndo indicamos qualquer alteracao do funcional entropia. Na
pratica, como em geral se busca a determiagdo de linhas de separacdo de fases, a amplitude do
parametro de ordem € pequena, permitindo expandir o integrando da Eq. (2.23) em poténcias

desse parametro, que € entdo expresso em termos de suas componentes de Fourier.

2.3 Solucoes

Para o tipo de sistemas que estamos analisando, € bem sabido que as solu¢des que minimizam a
Eq. (2.24) a baixas temperaturas sdo func¢des periddicas no espaco, na forma de faixas (listras)
ou bolhas (bolhas) [22, 2]. A solugdo geral pode ser representada como uma expansao em série

de Fourier na forma
0(X) =co+ Y cicos(k; X). (2.30)
i=1

1=

Diferentes conjuntos de vetores de onda {75,} definem diferentes padrdes, sendo parte do

problema definir o conjunto adequado de vetores de onda de modo a construir os padrdes es-
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perados (faixas e bolhas). Podemos escrever k na Eq. (2.30) em termos de suas componentes
(ky,ky) na forma
ki =koi(1,0); i=123,... (2.31)

para o caso de faixas ao longo da direcdo y. Ja para a soluc¢do de bolhas devemos ter
ki=kyb;, (2.32)

com b; definido de modo a estabelecer uma rede triangular com espacamento de rede unitdrio.
Além disso, considerando que o padrdo regular tem todas as bolhas idénticas, as amplitudes
de Fourier do parametro de ordem devem ser iguais para vetores de onda b; relacionados por

operacdes de simetria do grupo de ponto da rede triangular.

Assim, escolhido o nimero médximo de modos n,,,, nas principais direcdes, fica estabele-
cido o nimero de amplitudes de Fourier que precisam ser consideradas. Em ambos os casos,
ko representa o vetor de onda de equilibrio, que define o comprimento de modulacio para cada

uma das estruturas.

A figura 5 mostra o caso n,,,, = 10. Neste cenario, a configuracdo inicial envolveria ampli-
tudes de Fourier relacionadas a 331 vetores b;. Considerando argumentos de simetria, apenas 35

amplitudes sdo independentes, mostrados nos pontos em destaque na figura. A figura ainda mos-

Figura 5: Rede de vetores de onda para um padrdo de bolhas considerando n,,,, = 10. Cada ponto
representa um vetor de onda diferente b; considerado para construir a solucao.



2.3 Solugoes 22

tra que as amplitudes de Fourier independentes em questdo podem ser discriminadas em grupos
de modos, a partir da degenerescéncia que cada grupo apresenta em relagdo as componentes. O
primeiro grupo, destacado em azul, consiste do modo zero, ndo degenerado. O segundo grupo é
referente aos modos com orientagdo 8 =0 e O = 7 /6, tendo uma degenerescéncia 6. O terceiro

grupo € composto por aqueles vetores com 6 € (0,7/6), com degenerescéncia 12.

Utilizamos a representacao de Fourier (2.30) separadamente para os casos de faixas (2.31) e
de bolhas (2.32), juntamente com (2.28) em (2.29), limitando as solu¢cdes a um maximo nimero
de modos n,,y, para efeitos de aplicagdo computacional. Assumindo, entdo, que os Uinicos es-
tados de equilibrio sdo os padrdes de listras, bolhas ou uniforme, podemos construir diagramas

de fases, determinando regides onde energia livre € minima para cada tipo de solucdo.

2.3.1 Calculo da Temperatura Critica

Fixando n,,,, = 1 para a solugdo (2.30), temos que
O (X) =co+ci cos(lgo - X) (2.33)

Podemos usar o caso de modo Unico para encontrarmos uma expressao para a temperatura
critica T, isto é, a temperatura para a qual, a campo externo zero, o sistema deixa de apresentar

fases moduladas. Explicitamos aqui o procedimento utilizando a solucdo de faixas.

Para essa solugdo, temos que a Eq. (2.33) assume a forma
ds(x) = co+ 1 cos(kox) . (2.34)

Conforme comentamos anteriormente, como a solu¢do ¢(x) assume valores muito pequenos
préximo a temperatura critica, podemos usar uma expansdo em poténcias de ¢(x) para a en-
tropia. Como a fun¢do da entropia é par, ndo temos coeficientes de poténcia impar. Mantendo
termos até a quarta ordem, substituindo (2.34) em (2.29) e resolvendo para o padriao de faixas,

chegamos a expressdo para energia livre,

1 1 2 2 4 2.2 4
£(95) = 5A'(0)cf + A (ko)e? +kaT (—ln2—i— S T W NI S

4 2 4 12 4 32>' (2.35)

A minimizag¢do se procede considerando como pardmetros livres ¢y c| € kg. Encontrada a ex-
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pressdo para o caso do padrdo de faixas, procuramos o minimo global, resolvendo as equagdes

o
aC() N O’

dfs

dc; 0,

of,

ok 0. (2.36)

A solucido é, por conseguinte, o par de coeficientes de Fourier

COZOa

o = 2/t (2.37)

Finalmente, temos que a temperatura critica € T, = 1.

2.4 Diagramas de Fases

Nas figuras 6a até 6h, mostramos diagramas de fases, variando o campo magnético externo h
e a temperatura 7" para oito diferentes curvaturas do espectro de excitacdes: a = 4.0, 3.5, 3.0,
2.5,2.0,1.5,1.0,0.5, e 0.2, fixando o nimero maximo de modos n = 10. Como pode ser visto,
os diagramas de fase tém caracteristicas que variam de um caso para outro. Em todos os casos,
trés fases podem ser observadas: uma fase de faixas (stripes), uma fase de bolhas (bubbles), e a

fase homogénea ou uniforme.

O valor da componente A(0) do espectro de flutuagdes em relagdo ao valor minimo do
espectro de flutuacdes determina o quanto o diagrama de fase apresenta de comportamento
reentrante. As figuras mostram que, fixada uma baixa temperatura, o modelo passa por duas
transi¢cdes (exceto o caso a=0.2, figura 6h) a medida que a intensidade do campo € ampliada.
Para pequenos valores de campo, a configuracdo de faixas € a fase de equilibrio do modelo. No
entanto, a medida que o campo aumenta e assume certa intensidade critica, o padrao de faixas
torna-se instdvel, dando lugar a uma solug¢@o de bolhas como configuracdo de equilibrio para
campos intermedidrios. Aumentando ainda mais o valor do campo, encontra-se um valor critico

no qual ocorre a transicdo para um estado paramagnético uniformemente magnetizado.

Curioso, no entanto, é o que acontece mantendo fixo o campo e diminuindo a temperatura,
quando se observa a existéncia de transicdes inversas, isto €, a invariancia espacial € restaurada
com a redu¢do da temperatura abaixo de uma regido de estabilidade de uma fase modulada.

Experimentos em filmes ferromagnéticos ultrafinos de Fe/Cu(001), com aplicacdo de campo
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Figura 6: Diagramas de Fases h vs. T /T, paraa = 3.5, 3.0, 2.5, 2.0, 1.5, 1.0, 0.5 e 0.2. Os casos estdo
dispostos de forma decrescente, da esquerda para a direita, de cima para baixo. As linhas
vermelhas e azuis indicam transi¢des de primeira ordem.
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25
magnético perpendicular, revelaram a existéncia dessas transi¢des de quebra inversa de sime-

tria, mostrando um comportamento reentrante nos diagramas de fase h—T (campo versus tempe-

ratura). Esse tipo de reentrancia tem sido objeto de intensa investigacdo, buscando uma melhor

comprensao das condi¢des em que esse fendmeno ocorre e suas demais caracteristicas.

Para melhor entendermos o comportamento reentrante, atentemos as fungdes termodinami-
cas, no caso, a entropia e a energia livre, em fun¢do da temperatura. No caso a = 0.2 em um
campo externo & = 0.05, para o qual se observa uma fase de bolhas, vemos que as transi¢des
de fase resultam do balango entre as contribui¢des energética e entropica para a energia livre
(F = E —TS). Para temperaturas 7 < 0.55, tanto a energia como a entropia da fase de bolhas
sao maiores que as quantidades correspondentes na fase uniforme. A temperaturas ainda mais
baixas, a influéncia da energia € mais forte e a fase uniforme € a mais estdvel. No ponto de que-
bra inversa de simetria (T = 0.3) o balanco se inverte e a fase de bolhas se torna a fase estivel.
Dessa forma, o comportamento da entropia se torna crucial para o aparecimento de transicoes
de quebra inversa de simetria.

Ja na transicdo direta da fase de bolhas para a fase homogénea (T = 0.9), os papéis de-
sempenhados pela energia livre e pela entropia sdo trocados. A fase uniforme tem entropia e
energia maiores que a de bolhas. No ponto de transi¢do, o decréscimo na energia interna da
fase uniforme contrabalan¢a a maior entropia das bolhas. Comportamento similar € observado

para valores mais altos, a = 4.0, em um regime de pouca reentrancia. Nesse caso, a entropia
da fase uniforme é maior que a de bolhas para todas as temperaturas, e a unica quantidade ter-
modindmica relevante € a energia. Na referéncia [23] € sugerido que o excesso de entropia das

paredes de dominio sdo responsdveis pelo comportamento reentrante observado no modelo de

09F e
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Figura 7: Parimetro de reentrancia r em fungéo da curvatura a.



2.4 Diagramas de Fases 26

Ising dipolar frustrado na fase de faixas. Aqui, confirmamos tal expectativa.

Podemos definir uma medida quantitativa da reentrancia, definindo um parametro de reen-
trAncia r em termos dos valores do campo magnético critico h(T):

e — he(0)

2.38
i (2.38)

r =

onde A" é o maior valor para o campo critico. Portanto, ndo existe reentrancia quando h'“* =
h.(0) e ela é maxima (r = 1) quando h.(0) = 0. Pelos diagramas de fase construidos, pode-se
verificar que a reentrancia esté relacionada com a curvatura do espectro de flutuacdes, de modo
que quanto menor for a curvatura maior serd a reentrancia apresentada pelo sistema no diagrama

de fases. Esse comportamento é representado na Fig. 7.
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CAPITULO 3

TRANSICOES MEDIADAS POR DEFEITOS

3.1 Transicoes Mediadas por Defeitos Topologicos

Pelos diagramas de fase mostrados na Fig. 6, vemos que, nos sistemas aqui estudados, a confi-
guracdo dominante na regido de campos fracos € um padrao espacial de faixas no parametro de
ordem. A presenca de flutuagdes térmicas provoca o surgimento de defeitos topoldgicos nesse
sistema de faixas. Tais defeitos sdo tipicamente configuragdes do parametro de ordem onde o
campo de deformacdo do sistema apresenta uma singularidade localizada. Os tipos de defeitos
que podem ocorrer em um sistema com um determinado padrdao de ordenamento dependem da

simetria espacial apresentada pelos padrdoes modulados.

Os defeitos considerados neste estudo serdo deslocagoes e disclinagcoes. Esses defeitos po-
dem se desenvolver de forma isolada ou em pares conjugados, dependendo do custo energético
de cada caso. Por exemplo, um dado tipo de defeito pode custar muita energia para existir isola-
damente no sistema, enquanto que o par conjugado pode apresentar uma menor energia devido
a que os campos de deformac¢do mutuos dos defeitos conjugados anulam-se “rapidamente” em

pontos distantes do par.

O aumento da temperatura provoca aumento no grau de desordem no sistema, favorecendo
a criacdo de novos defeitos e aumentando a sua mobilidade. Desta forma, o aumento da tempe-
ratura pode causar transi¢des de fases mediadas pela presenca de defeitos. Quando esse tipo de
transi¢ao acontece, o sistema perde a rigidez orientacional ou posicional, recuperando a simetria

de rotacdo ou translagdo.

3.1.1 Descricao da Fase Nematica no Sistema de Faixas.

Até agora, a fase de faixas, que é a mais estdvel a campo fraco, foi visualizada como um
ordenamento similar a uma estrutura cristalina, com ordem posicional e orientacional de longo
alcance. Esse cendrio € resultado do enfoque de campo médio empregado. A situacdo mais fiel

arealidade € diferente, principalmente em duas dimensdes, onde € sabido que as flutuacdes sdao
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fortes o suficiente para destruir a ordem posicional e orientacional de longo alcance da fase de

faixas perfeitamente ordenada.

Na situacdo realista, assim que a transicdo de fase acontece e as faixas aparecem, estas
se encontram em um estado bastante desordenado, com um grande nimero de defeitos em
movimento [17]. Nessas condi¢des nao hd realmente quebra das simetrias de rotagdo ou de
translacdo, caracterizando uma fase conhecida como “liquido de faixas”. A partir desse estado,
a reducdo da temperatura e, consequentemente, da densidade e mobilidade dos defeitos leva
a uma quebra da simetria de rotacdo no sistema. Essa quebra de simetria se reflete no fator
de estrutura do parametro de ordem. O que se observa € o surgimento de dois maximos no
fator de estrutura, que antes tinha um maximo degenerado sobre uma circunferéncia de raio ko
(comprimento médio das modulagdes). Essa fase sem ordem posicional, porém com a simetria

rotacional quebrada, € chamada fase nemadtica.

Na fase nematica, as faixas tém seus eixos de simetria em torno de uma dire¢do preferencial
indicada pelos vetores diretores, isto €, os vetores associados a orientacdo das paredes de domi-
nio (regides onde o parametro de ordem muda de um sinal para outro) que definem o gradiente
do parametro de ordem. A desordem posicional, no entanto, ¢ mantida. Considerando esse
cendrio, € interessante encontrar uma forma efetiva do hamiltoniano total quando os padrdes

sdo deformados em relacdo a estrutura de faixas perfeitas.

As flutuagdes podem ocorrer de muitas formas diferentes. Todavia, sabemos que as flutua-
coes de mais baixo custo energético sdo transversais. Sem perda de generalidade, assumiremos
um perfil senoidal na direcao x, como ja fizemos anteriormente na constru¢ao das solugdes, e
permitiremos flutua¢oes na fase da modulag@o via um campo de deformacéo u(X), de forma que

o parametro de ordem local seja dado por

O(X) =c,+ i ¢y cos(nkox + nkou(x)) . (3.1)

n=1

O campo de deformacdo u(X) mede o quanto a linha de nivel que passaria pelo ponto X estd
deslocada transversalmente. E evidente que no caso u(¥) = 0 terfamos um sistema de faixas

ndo deformadas (paralelas), conforme discutido no capitulo anterior.

Quando introduzimos flutuagdes na fase do parametro de ordem, é conveniente deduzir um
hamiltoniano efetivo para o campo de deformacédo u(X). Isso permitird entender os efeitos das

flutuacdes dominantes no sistema.

Para um funcional de energia livre da forma (2.29), os termos locais, ou seja, o termo de

entropia e o termo Zeeman, nao se alteram quando introduzimos o campo de deformagdo. O
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unico termo que se altera com as flutuacdes transversais € o termo referente as interacdes de

troca e dipolar.

Considerando u(X) como uma pequena deformagio, a transformada do pardmetro de ordem

(3.1) é expressa como

d(k) = /d2x o~ ik% (Co + i Cn cos(nkox-l—nkou()_c')))

n=1

= /d2x o kT (Co + Z cp cos(nkox) — Z cp sin(nkox) nkw(fc')) . (3.2)

Se definimos A (k) = ¢ (k) — do(k), onde @o(k) representa a configura¢io ndo deformada
e (ﬁ(%) € uma configuracdo geral, é possivel escrever a energia de interagdo da configuracdo

deformada como

Hy = 5 [PEAE6E 6(-F)

+ Go(—F)-AG(R)+A9 () - A6 (D)) (33)

A contribuic¢do dos termos <(ﬁo (k) -AQ(—
(u

k) <¢0( k)- A (k )) ¢ subdominante em relagdo ao
(k)

resto das contribugdes devido a que =0, de modo que temos

H,p = Ho+AH = Ho+ ~ /dzkA 1) AG(R) - AG(—F), (3.4)

onde Hj € o hamiltoniano de interacao ndo perturbado. A expressao explicita para AH é

kz ~y > g - - - - - - -
AH =2 / kA (k) Y [nmcncmm(k ko) — d(k -+ nko)) ((—K — mike) — a(—F + mko))]
nm=1
(3.5)
Todas as contribui¢des produtos u(k & nkg) u(—k £ mky) com m # m sdo subdominantes pois o

valor médio desses produtos € nulo. Assim, € possivel concluir que o hamiltoniano efetivo serd

-

Vo
MM =3 / CRBER)aR)a(—F) (3.6)

onde

) = 5 [0 Gy Ao
_ : nko) + A" (R +nieg)) | . 3.7)

Considerando a estrutura da fungdo B(k) e as condigdes que definem ko, € possivel concluir

que o modo de mais baixa energia das flutuacdes da fase é o modo de k = 0. Fazendo uma ex-
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pansdo em longos comprimentos de onda, e tendo em conta que os valores de ¢, € ko sdo aqueles
da configuracdo de faixas que minimiza a energia livre, é possivel verificar numericamente que
B(k) sempre assume a forma

B(k) = b(k2 + A%k}), (3.8)
onde b e bA? caracterizam o custo energético de uma flutuacio de compressdo e dobramento das
faixas, respectivamente. Como podemos observar pela forma de B(%), flutuagdes transversais
de longos comprimentos de onda custam uma energia muito menor que aquelas na direcdo
das faixas. A partir da forma obtida para B(z) € possivel mostrar que a flutuagdo quadratica
média do campo de deformacio, (u?), diverge no limite termodinamico. Isso significa que as

flutuacdes transversais destroem a ordem posicional de longo alcance no sistema.

Outra propriedade topoldgica relevante no nosso caso seria a ordem orientacional do sis-
tema. Ela pode ser caraterizada a partir do campo de orientagdo das faixas, 6(X), que mede
o angulo entre o vetor diretor das faixas e um eixo de referéncia, normalmente escolhido per-
pendicular a direcdo de orientacdo média das faixas. Se calcularmos a flutuagdo orientacional
média das faixas dentro da presente aproximac¢do de pequenas deformacdes, € possivel mostrar
que tal quantidade permanece finita no limite termodinamico. Isso significa que as flutuacdes

transversais nao sdo fortes o suficiente para destruir a ordem orientacional de longo alcance.

O cendrio obtido considerando unicamente pequenas flutuacdes transversais € incompleto,
como mostra a teoria classica da fusdo de fases topoldgicas [11, 24]. No caso em andlise, os
defeitos topoldgicos conhecidos como deslocagdes tém um papel central no enfraquecimento
da ordem orientacional. Uma vez considerado o efeito de deslocagdes no campo de orientagdao
das faixas 6(X), o hamiltoniano “microscépico” orientacional tem a forma [24]

2 2
AH = %/% <2Ed%k§+bxzk§> 0 (k)6 (—k), (3.9)
onde E,; representa a minima energia permitida para uma deslocacdo, d € o comprimento de
modulacdo das faixas e a representa o “cut-off” de distancias curtas para o sistema. No nosso
caso, é natural escolher a = d, pois ndo tem sentido considerar variacdes do campo de orientacao
das faixas em distancias menores que o proprio comprimento de uma faixa. Por simplicidade

da notacao, definimos

kl = b)»z,
k2 = 2Ed. (310)

A energia de uma deslocagdo pode ser calculada a partir da forma assumida pelo campo de

deformacdo na presenca desse defeito [25]. O resultado final desse cdlculo mostra que a energia
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de uma deslocagdo pode ser estimada como sendo

pA V232

Usando técnicas de Grupo de Renormalizagdo, mostra-se [24] que o presente modelo perde
0 seu cardter anisotropico para longas distincias, de forma que o valor assintético da rigidez
orientacional (k-) é dado por

kw:kl—;kz. (3.12)

Desta forma, o hamiltoniano efetivo que descreve as propriedades orientacionais do sistema de

faixas para longos comprimentos de onda passa a ser
1 -
AH = /dzx ke (V6)2. (3.13)

O hamiltoniano obtido é o do bem conhecido modelo XY, j4 muito estudado na literatura [26].
O modelo apresenta uma transicao entre uma fase critica, com ordem orientacional de quase
longo alcance, e uma fase desordenada, com ordem de orientacional de curto alcance. Tal
transicdo € mediada pela presenca de defeitos topoldgicos, conhecidos como voértices no caso
do modelo XY. Tais vortices sdo equivalentes as conhecidas disclina¢des no sistema de faixas.
Assim como os vértices no modelo XY, as disclinagdes no sistema de faixas custam muita
energia para existir isoladamente. No entanto, a sua existéncia em forma de pares conjugados é
possivel. Portanto, a ordem orientacional no sistema € destruida pela proliferacdo e aumento da

mobilidade de tais pares de defeitos com o aumento da temperatura.

As equagdes do grupo de renormalizacdo que caraterizam tal transi¢do sdo bem conheci-
das, e permitem calcular a rigidez efetiva do modelo e a fugacidade (efetiva) dos defeitos. As

equagdes do fluxo de renormalizag¢do para o modelo sdo [27].

d
o= AR
d
5 = C—axO)H0), (3.14)
sujeitas as condic¢des iniciais
koo
0) = —
y(0) = e FelbT, (3.15)

onde E. € a energia dos defeitos, que pode ser estimada calculando a energia minima associada
a existéncia de um par de disclinagdes. Como a energia desses defeitos € muito elevada para

eles existirem de forma isolada, e pela forma em que esse parametro € introduzido nos cdlculos
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do Grupo de Renormalizagdo, pode-se interpretar essa quantidade como a metade da energia
de um par de disclinagdes conjugadas na configuracdo em que a energia do par é a minima

possivel. Tal cédlculo permite chegar ao resultado
E. =kom[y—Ci(m) +In(m)], (3.16)

onde 7y é a constante de Euler e Ci(x) € a integral cosseno.

E possivel identificar quando estamos na presenca da fase nemdtica devido a que, nesse
caso, o valor efetivo da rigidez orientacional é positivo (k(+o0) > 0). Consequentemente, se
K(+0) = 0 estaremos em um ponto do espago de pardmetros onde as faixas encontram-se
orientacionalmente desordenadas. Desta forma € possivel fazer a caracterizagdo topoldgica
completa da “fase” de faixas, distinguindo-a entre fase nemdtica, na qual o sistema possui
rigidez orientacional ndo nula e, portanto, possui ordem orientacional de quase longo alcance, e
o liquido de faixas, fase na qual as faixas somente apresentam ordem posicional e orientacional

local.

3.1.2 Descricao da Fase Esmética do Sistema de Bolhas

Semelhante ao que acontece para faixas, nosso sistema também poderia apresentar transi¢oes
de fases topoldgicas mediadas por defeitos na regido de configuragcdes de bolhas. Tal conclu-
sdo baseia-se em resultados de trabalhos experimentais e simulacdes numéricas [28, 29]. Em
determinadas condi¢des de campo externo e temperatura, o sistema de bolhas poderia quebrar
as simetrias frente a traslacoes e rotagcdes, estruturando-se em uma fase andloga a uma fase s6-
lida. Essa fase é conhecida na literatura como fase esmética, e é caraterizada por possuir ordem

posicional de quase longo alcance e orientacional de longo alcance.

A evolucgdo das propriedades topoldgicas dessa estrutura de bolhas com o aumento da tem-
peratura € usualmente descrita teoricamente pela teoria K. T.H.N.Y., também conhecida como
teoria cldssica do “melting”. Como mostrado em uma série de trabalhos pioneiros [13, 30, 11,
24], a medida que a temperatura do sistema aumenta, defeitos topolégicos do tipo deslocacdes
(Fig. (2a)) comecam a proliferar no sistema, promovendo cada vez mais desordem. Eventual-
mente, a simetria frente a traslacdes € restaurada via uma transicdo de fase com caracteristicas
similares a uma transicio Kosterliz-Thouless (KT). E digno de nota que a ordem orientacional
ndo é perdida nessa transi¢do, passando o sistema de uma fase com ordem orientacional de

longo alcance a uma fase com ordem orientacional de quase longo alcance.

Nessas condi¢des o sistema encontra-se em outra fase, denominada fase hexdtica. Tal fase é
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caraterizada pela presenca de ordem posicional de curto alcance e orientacional de quase longo
alcance, como mencionado anteriormente. A partir desse estado, o aumento da temperatura
produz a proliferacdo de uma nova classe de defeitos topoldgicos: as disclinacdes (Fig. (2b)).
O aumento na densidade desses defeitos promove a perda da ordem orientacional, promovendo,
assim, uma transicdo KT a uma fase topologicamente desordenada, similar a um liquido, na

qual tanto a ordem posicional quanto a orientacional existem sé localmente.

Para que possamos descrever as possiveis transi¢des esmética e hexatica, precisamos con-
siderar flutuacdes de baixo custo energético no padrao de bolhas. Como sabemos, a solu¢do em

auséncia de flutuacdes neste caso serda

o(X) = c0+icicos(k05i~f). (3.17)
i=1

Para introduzir flutuacdes nessa solugdo € necessario permitir que cada componente de Fourier
da solugdo flutue na sua fase. Porém, € natural assumir que as flutua¢des de menor energia sao
aquelas que perturbam o padrdo sem destruir as proprias bolhas. Esse fato pode ser traduzido
matematicamente impondo a condi¢do de que na solugdo perturbada o centro das bolhas conti-

nue a ter o mesmo valor de saturacdo do parametro de ordem que tinha no caso nao deformado.

A partir desse vinculo, € possivel mostrar que a forma apropriada de introduzir flutuagdes

na solu¢do de bolhas é considerar

O(X) = co+ Y cicos(kob; - ¥+ kob; - il(¥)), (3.18)
i=1

onde ii(X) representa o campo de deformacdo das bolhas, agora bidimensional. Pode ser mos-
trado de forma simples que na presenga de deformacdes (ii(X) # 0) o deslocamento de uma

bolha em relagdo a sua posi¢do de equilibrio, Xy, deve ser —i(Xp).

Procedendo de forma andloga ao que foi feito no caso das faixas, obtemos que o hamiltoni-

ano elastico para o sistema de bolhas é dado pela expressao

d2k 2k2 b* 2 . o~ o o - -
AH — / 0( ) [A” (k + kobn) + A’ (k — koby )it (k) it (—K)
d2k 2k22bbe VT T A Tva (T
n / A (k+ koby) + A’ (k — kobn) e (K) it (—K)
dzk 2k2 by 2 . o~ o o - -

+ / C"O R F -+ ko) + AR — ko) (B)iy (—F). (3.19)

Considerando agora o limite de longos comprimentos de onda, kK — 0, e que os valores de ¢,

e ko sdo aqueles obtidos como resultado do processo de minimizagao, pode-se concluir, pelos



3.1 Transicoes Mediadas por Defeitos Topologicos 34

resultados da analise numérica, que o hamiltoniano efetivo no limite em questdo tem a forma

2 - o
a5 [ GaCn 0 + )i ()

—

2 -
3 [ G Cut R+ k)i i (D

1 [ d%k ~ s T
-5 / (2 O+ 22 keky s (i (B). (3.20)

Essa forma do hamiltoniano efetivo € interessante porque mostra a equivaléncia entre as pro-
priedades elasticas do sistema de bolhas no continuo e aquelas de um cristal bidimensional
triangular de particulas localizadas [31]. Os pardmetros A e u sdo conhecidos como coefici-
entes de Lamé, sendo justamente esses parametros 0s que caraterizam a resposta eldstica do

sistema.

Dada a forma do hamiltoniano efetivo, € natural descrever as propriedades topoldgicas do
sistema usando resultados conhecidos da literatura [24, 11] para a fusdo de sistemas de particu-
las em duas dimensdes. Como discutido nas referéncias citadas, a fusdo da fase esmética pode

ser detectada monitorando o valor efetivo da constante elastica,

4 A)ad
0= Rl G )a", (3.21)
2u+A
onde ag representa o parametro de rede do sistema triangular de bolhas. Tal quantidade pode ser
calculada em termos do vetor de onda bésico da rede de bolhas. E facil mostrar que ag = \;%’Z .
0

As equacdes do grupo de renormalizacdo que descrevem a fusdo da fase esmética [30] sdo

b (z_@)y<z>+zny2<z>e’fé’rﬂzo(K(l)>, (3.22)

d/ 8 8
onde
Ko
k(0) = —
_Eg
y(0) = e BT, (3.23)

Analogamente as equagdes que descrevem a transicdo nemadtica, E. representa a energia dos
defeitos topoldgicos relevantes para a transicdo. Neste caso, essa energia pode ser estimada

como metade da energia minima de um par de deslocagdes, levando em conta que deslocacdes
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isoladas sdo energeticamente proibitivas. Tal procedimento permite concluir que

Ey =200 _ci(z) +1n()]. (3.24)
¥4

Mais uma vez, podemos usar o valor efetivo da constante de rigidez k(+eo) para determinar

quando estamos na fronteira da fase esmética. Uma vez nessa fronteira, um aumento da tempe-

ratura normalmente produz a transi¢do a uma fase que possui ordem posicional de curto alcance

e ordem orientacional de quase longo alcance. Como explicado anteriormente, tal fase recebe

o nome de fase hexdtica. A préxima secdo € dedicada a revisdo das principais propriedades da

fase hexdtica, com o objetivo de possbilitar a identificacdo das regides do diagrama de fases

correspondente a tal fase.

3.1.3 Transicao Hexatica

Na fase hexatica, o sistema apresenta simetria translacional, porém apresenta ainda ordem orien-
tacional de quase longo alcance. Nessas condi¢des, como discutido anteriormente, um aumento
da temperatura produz eventualmente uma transicado a uma fase na qual finalmente a ordem
orientacional de quase longo alcance € perdida. Dessa forma, a nova fase “desordenada” apre-
senta ordem posicional e orientacional s6 localmente. Tal transicdo de fase, segundo a teoria
K. T.H.N.Y., é muito similar aquela que acontece no modelo XY em duas dimensdes, sendo o

hamiltoniano efetivo do sistema, nesse caso,
k —
AH = ?A /dzx(VG)z, (3.25)

onde k4 € conhecida na literatura como constante efetiva de Frank [11, 24, 30]. A variavel
0 (X) carateriza a orientagdo das ligacdes entre particulas vizinhas préximas em rela¢do a uma
direcdo preferencial. De forma geral, em regides com comprimento carateristico da ordem do
comprimento de correlagdo posicional (§,) o campo de orientagdo 6(X) ndo possui variagdes

significativas.

A constante de Frank [24] pode ser calculada como

2
ka = 2E, (@) : (3.26)

ag

onde E; é dada pela Eq. (3.24) e (§,/a), no contexto do Grupo de Renormalizagdo, pode ser cal-
culado como exp(/*) onde I* é o “tempo” para integrar as equagdes de fluxo de renormalizagio

(3.22) até atingir o estado estaciondrio.

Assim, € possivel determinar numericamente o valor da constante de Frank, o qual permitira
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determinar as fronteiras da fase hexdtica. Com esse objetivo, escrevemos agora as equagdes do

Grupo de Renormalizacdo para o nosso modelo:

de 3 2.2

aq 4 k=(1)y=(1),

d

3 = -y, (3.27)

onde x(/) = ka(l)/(kpT) representa a rigidez renormalizada em unidades de kgT. O sistema de

equacgdes anterior deve ser suplementado com o conjunto de condi¢des iniciais

K(O) - kB_T’
y(0) = e okl (3.28)

onde Ep representa a energia dos defeitos topoldgicos relevantes na transicao hexatica. Em-
bora o hamiltoniano efetivo e, portanto, as equagdes do fluxo de renormalizacdo neste caso
possuam a mesma forma que aqueles do modelo XY, o sistema em estudo possui um conjunto
de simetrias diferente daquele modelo. Isso tem como consequéncia que os defeitos topolo-
gicos admissiveis sejam diferentes. No presente caso, os defeitos topoldgicos relevantes sao
as chamadas disclina¢gdes, como mencionado anteriormente. De acordo com nossos cdlculos
anteriores, a energia de tais defeitos pode ser estimada como

_ka

En —
b= 36

n[y—Ci(m)+1In(m)] . (3.29)

A solugdo do conjunto de equagdes do Grupo de Renormaliza¢do anteriormente apresentada
permitiria determinar a rigidez orientacional efetiva (k(+)). Essa quantidade serve como

parametro para identificar quando a transi¢ao da fase hexdtica para a fase liquida acontece.

3.2 Diagramas com Fases Topologicas

Nas figuras 8a até 8h, fixando n,,,, = 10 mostramos diagramas de fase de campo magnético (/)
versus temperatura (T /T;) para oito casos representativos: a = 3.5, 3.0, 2.5, 2.0, 1.5, 1.0, 0.5,
e 0.2. Em todos os casos sdo observadas seis fases termodinamicas: a fase nematica de faixas,
a fase liquida de faixas, a fase esmética de bolhas, a fase hexatica de bolhas, a fase liquida de

bolhas e a fase homogénea.

Como pode ser visto, a estrutura dos diagramas de fases apresenta diferengas significati-
vas. Isso é denotado bem claramente pela diferenca na extensdo das regides de reentrancia e

no aspecto das curvas que demarcam as transi¢des de fases. O valor do pardmetro de curvatura
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do espectro de flutuacdes estd intimamente relacionado a reentrancia também nas fases topo-
l6gicas, mais especificamente, quanto maior € o valor da curvatura, menores sdo as regides de

reentrancia apresentadas pelo sistema.

O valor do espectro de flutuacdes em k = 0 em relacao ao seu valor em k;,;, determina a
extensdo da regido das reentrancias observadas nos diagramas (8a) a (8h). Os diagramas mos-
tram que, fixado um baixo valor de campo externo (situando-se na regido da solucdo de faixas),
partindo de baixas temperaturas para mais altas, como regra geral o modelo passa por uma
transicdo topoldgica em que o sistema recupera simetria rotacional, o liquido de faixas. Em
todos os diagramas, exceto o caso a = (.2 (Fig: 8h), o sistema pode sofrer transicao de fase de
primeira ordem da fase nemdtica diretamente para a configuragdo de bolhas, a campo fixo, sem
passar pela fase de liquido de faixas, seja para um liquido de bolhas, para a fase hexdtica, ou até
mesmo para a fase esmética de bolhas (salvo ainda o caso a = 0.5, (Fig: 8g). Para maioes valo-
res de campo, situando-se na regido na qual a configuracao mais estdvel € a de bolhas, partindo
de baixas temperaturas, nota-se que o sistema possui tanto ordem posicional de quase longo
alcance, quanto orientacional de longo alcance, encontrando-se portanto em sua fase esmética.
A medida que a temperatura aumenta e assume valores intermedidrios, pares de deslocagdes
comegam proliferar-se e a desvincular-se, promovendo ao sistema ganho de simetria transla-
cional. Como visto na se¢do 3, a separacdo dos pares dessa espécie de defeitos ndo consegue
quebrar completamente a ordem orientacional. O resultado no diagrama €, portanto, uma regiao
intermedidria, onde o sistema possui simetria posicional e ordem orientacional de quase longo
alcance. Essa fase topoldgica € a fase hexédtica, esbogcada nos diagramas abaixo (Figs 8a a 8h).
Finalmente, para temperaturas mais altas, proximas a 7¢, a proliferacdo, maior mobilidade e
desvinculagdo de pares de disclinagdes devido ao aumento da temperatura, € responsavel pela
perda da ordem orientacional de quasi longo alcance, resultando no liquido de bolhas. Assim
como ocorre para a configuracido de faixas, para certos regimes de temperatura, tanto a fase
esmética de bolhas quanto a hexéatica de bolhas, podem sofrer transi¢des de primeira ordem, a

campo fixo, para a fase ndo modulada.

A reentrancia aqui se comporta de modo ainda mais interessante. Com a diminui¢do de
A(0), as curvas que separam uma fase topoldgica de outra, sofrem flexdes cada vez maiores
até comportarem regides de reentrancia onde transi¢des inversas de fases topoldgicas também

passam a OCOrrer.

Assim, além de reentrancias de temperatura (isto é, reentrancias observadas no diagrama,
quando, fixando um valor para o campo externo, partindo de baixas temperaturas, permite-se

aumentar a temperatura do sistema e chegar a fases mais moduladas ou ordenadas), reentrincias
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de campo (fixando a temperatura e aumentando o campo) sdo também observadas. Um exemplo
disso € o caso da figura (8g) (a = 0.5). Na regido de temperatura por onde a curva que separa
a fase esmética de bolhas e a fase hexatica, o sistema passa por quatro transicdes de fase com
o aumento do campo, respectivamente: transicdo da fase nematica de faixas para fase esmética
de bolhas, transicdo da fase esmética de bolhas para a fase hexdtica, transicao da fase hexdtica
de bolhas para a fase esmética e, por fim, transicdo da fase esmética para a fase uniforme.
Além de duas dessas transi¢cdes serem de carater topoldgico, percebe-se que a segunda transi¢ao
tropoldgica apresentada pelo diagrama em questao (Hexética-Esmética) (a=0.5, 8g) é resultado
de uma reentrancia de campo, isso pois, aumentando-se o valor do campo o sistema recupera
ordem posicional. Esse fendmeno € contraituitivo justamente por nio se esperar a recuperacao

de ordem pelo sistema com um aumento da intensidade do campo externo.

A reentrancia em campo também pode ser vista para o caso de faixas, nos diagramas (8g) e
(8h), a =0.5 e a = 0.2, respectivamente. Nesses dois diagramas, fixando a temperatura préxima
a cuva que separa as fases nematica da liquida, aumentando a intensidade do campo, transi¢oes
inversas ocorrem em que o sistema torna a apresentar ordem orientacional, recuperando simetria

rotacional.

Simulagdes e estudos sugerem de um crossover na regido delimitada pela curva que de-
marca a transi¢do da fase de bolhas para a fase homogénea, de forma que, regides proximas
fora da regido delimitada pela linha em vermelho nos diagramas ainda sejam moduladas, porém
com o comprimento de correlagdo menor que o comprimento de modulacao. Considerando isso,
para pequenos valores de curvatura, o sistema apresenta transicdes ainda mais interessantes, nao
somente pelo fato de apresentar um comportamento reentrante entre essa fase do liquido modu-
lado e a fase esmética, mas por essa transi¢do ser de primeira ordem, fato esse, assim como a

reentrncia em si, que foge as consideragdes da teoria K. T.H.N.Y..
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Figura 8: Diagramas de fases h vs. T /T, para a = 3.5, 3.0, 2.5, 2.0, 1.5, 1.0, 0.5 e 0.2. Os casos estdo
dispostos de forma decrescente, da esquerda para a direita, de cima para baixo. As linhas
vermelhas e azuis correspondem a transi¢des de primeira ordem, enquanto as pretas indicam
transi¢des do tipo KT.
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CApPiTULO 4

CONCLUSOES

Apresentamos um modelo para a formacao de estruturas moduladas inspirado em sistemas mag-
néticos (como filmes magnéticos), considerando a competicao de uma interacao ferromagnética
de curto alcance com uma interacdo dipolar de longo alcance. Em uma aproximacio de campo
médio, a expressao para o funcional da energia livre do sistema foi explicitada e diagramas de

fase h—T puderam ser construidos.

Virios diagramas de fases foram entdo obtidos para diferentes valores de curvatura de um
espectro de flutuagdes de formato parabdlico (Figs. 6a a 6h). Determinando como solugdes
possiveis padrdes modulados de faixas e bolhas [2, 22], observou-se que a curvatura do espectro
de flutuagdes determina a existéncia ou ndo de transi¢des inversas. Notou-se que, para maiores
valores dessa curvatura menor € a extensao das regides de reentrancia, corroborando expectativa
levantada por Velasque et. al [23]. Este resultado é também consistente com resultados obtidos
por simulagdes de Monte Carlo [32, 33]. Os diagramas de fase mostram topologia semelhante

a observada experimentalmente em filmes magnéticos [28, 29].

Por meio do estudo do melting bidimensional, desenvolvido por Kosterlitz, Thouless, Hal-
perin, Nelson e Young [13, 30, 11, 24], e através de técnicas de DFT (Teoria do Funcional de
Densidade) e grupo de renormalizacao, consideramos os efeitos da proliferacio e desvinculagdo
de pares de defeitos topoldgicos (deslocacdes e disclinagdes) devido ao aumento da tempera-
tura do sistema. No caso de deslocagdes, isso leva a quebra da ordem posicional, promovendo a
transicao de fases entre a fase esmética e a fase hexdtica. Por sua vez, as disclinacdes dao conta
da quebra da ordem orientacional de quase longo alcance, ainda ndo completamente quebrada
pelas deslocagdes a temperaturas intermedidrias. Novos diagramas de fases foram construidos

incluindo transi¢des de fases mediadas por esses defeitos topoldgicos.

Nao s6 a existéncia de novas fases devido a topologia do sistema foi abordada (fase ne-
matica de faixas, liquido de faixas, fase esmética de bolhas, fase hexatica de bolhas e liquido
de bolhas), como também novas reentrancias foram observadas. O fendmeno da reentrancia
observada nos diagramas € interessante ndo sé por ser contraintuitivo, mas também por nao es-

tar previsto pela teoria K. T.H.N.Y., elaborada antes da observagdo experimental das transicoes
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inversas [28, 29]. E interessante ressaltar que nos sistemas em estudo essas transi¢Oes inversas

sdo de primeira ordem.

As reentrancias notadas nos diagramas com e sem fases topoldgicas apresentaram compor-
tamento semelhante quanto ao papel da curvatura do espectro de flutuagcdes. A reducdo dessa
curvatura favorece o aparecimento de transi¢cdes inversas. Isso ocorre também sob variagao de
campo magnético no caso de fases topoldgicas, em transi¢des do tipo KT (entre fases esmética

e hexatica de bolhas) ou estritamente KT (entre fases nemaética e liquida de faixas).

Este trabalho aponta para novas perspectivas de investigacdo, incluindo a busca de com-
provacdo experimental das tendéncias e informagdes apresentadas ao longo deste estudo em
relacdo a reentrancias e transi¢des inversas, através da construcao experimental de diagramas

de fases, possivelmente em filmes magnéticos ultrafinos.
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