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Resumo

E notével que atualmente existe uma demanda por técnicas estatisticas que sejam menos
restritivas, ou seja, que possuam uma menor exigéncia a respeito do comportamento dos
dados. Por esse motivo, os métodos nao-paramétricos sempre terao grande importancia no
contexto da Inferéncia Estatistica, por justamente nao necessitarem de algumas suposicoes
a respeito da distribuicao dos dados. Nesse cendrio, a teoria de U-Estatisticas vem enri-
quecer o universo da Inferéncia Estatistica, emprestando suas propriedades e facilitando
a obtencao de resultados tedricos. Aqui, sao apresentados conceitos importantes sobre
as U-Estatisticas, exemplificando situacoes inicialmente mais complexas. Também, sao
introduzidos alguns teoremas que descrevem o comportamento das U-Estatisticas tanto
num cendrio de amostras finitas quanto em situacoes assintéticas. Apresenta-se, tam-
bém, alguns procedimentos nao-paramétricos para testes de hipdteses juntamente com
sua versao U-Estatistica. Explora-se o método dos Minimos Quadrados Ordinédrios em
sua versao tradicional e na versao U-Estatistica. Estuda-se a construcao de Intervalos de
Confianca para os parametros do modelo de regressao em situagoes em que os dados nao
atendem as suposicoes do método de Minimos Quadrados Ordinarios. Com um procedi-
mento Bootstrap, é possivel corrigir o percentual de cobertura. O software R foi utilizando

no desenvolvimento desse trabalho.

Palavras-chave: U-Estatisticas, nao-paramétricos, Bootstrap e Minimos Quadrados

Ordinérios.



Abstract

It is notable nowadays that there is a demand for statistical techniques that are less
restrictive, that is, that they have a lower requirement about data behavior. For this
reason, non-parametric methods will always have great importance in the context of Sta-
tistical Inference, because they do not need some assumptions about the data distribution.
In this scenario, the U-Statistics theory enriches the universe of Statistical Inference, len-
ding its properties and facilitating the achievement of theoretical results. Here, important
concepts about U-Statistics are presented, exemplifying initially more complex situati-
ons. Also are introduced some theorems that describe the behavior of U-Statistics in
both cases, a finite-sample scenario and asymptotic scenarios. It also presented some
non-parametric procedures for testing hypotheses with its U-Statistics version. The Or-
dinary Least Squares method is explored in its traditional version and in the U-Statistics
version. We study the construction of confidence intervals for the parameters of the re-
gression model in situations where the data do not follow the assumptions of the method
of Ordinary Least Squares. With a Bootstrap procedure is possible to correct the coverage

percentage. The software R was used in the development of this work.

Keywords: U-Statistics, Non-Parametric, Bootstrap and Ordinary Least Squares.
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1 Introducao

Na Inferéncia Estatistica, as ferramentas utilizadas dependem, em geral, de muitas
suposicoes, tais como normalidade dos dados e independéncia das observacoes. Neste
caso, é sabido que a obtencao de um Estimador Nao-Viesado de Variancia Uniformemente
Minima (ENVVUM) se torna mais dificil quando alguns desses pressupostos nao sao
validos. Além do mais, propriedades como a distribuicao dos estimadores nao sao simples
de se obter e, muitas vezes, nem sao acessiveis. Uma das ferramentas uteis, que se pode
utilizar nesses casos, sao as U-Estatisticas. Contudo, sua aplicacao é muito mais ampla,
pois segundo (Lee, 1990): “A classe de U-Estatisticas é importante pelo menos por trés
razoes.

Primeiro, uma grande variedade de estatisticas de uso comum sao realmente mem-
bros dessa classe, de modo que a teoria fornece um modelo unificado para o estudo das
propriedades distributivas de muitos testes estatisticos bem conhecidos e estimadores,
particularmente no campo da Estatistica Nao-Paramétrica. Segundo, a estrutura simples
das U-Estatisticas torna-as ideal para estudar processo de estimacao em geral, tais como
Bootstrap e Jacknife, e para generalizar aquelas partes da teoria assintética preocupada
com comportamento da sequéncias de médias amostrais. Terceiro, a aplicacao da teoria
frequentemente gera novas estatisticas uteis na pratica para problemas de estimacao”.

O objetivo desse trabalho é apresentar o conceito de U-Estatisticas, demonstrando a
aplicacao de teoremas na obtencao de resultados importantes para a Inferéncia, desmitifi-
cando a teoria que nao é vista na graduacao e discutindo sua validade como ferramenta da
Estatistica/Matemaética. No Capitulo 2, traga-se um comparativo entre os testes paramé-
tricos e nao-paramétricos, abordando as vantagens e desvantagens de alguns desses testes
de forma genérica. No Capitulo 3, sao apresentados conceitos importantes de estimagao

onde discorre-se um pouco sobre a definicao de estimadores e suas propriedades. No Ca-



pitulo 4, mostra-se a relagao das U-Estatisticas com os testes nao-paramétricos e outros
conceitos, tais como Método dos Momentos e Estimadores de Covariancia. No Capitulo
5, é explorado o Método dos Minimos Quadrados Ordinérios e estuda-se a construcao de
Intervalos de Confianca para os parametros do modelo de regressao em situacoes em que
os dados nao atendem as suposicoes do método de Minimos Quadrados Ordinarios. Com
um procedimento Bootstrap é possivel corrigir o percentual de cobertura. O software R

foi utilizando no desenvolvimento desse trabalho.



2 Estatistica Paramétrica e Estatistica Nao-Paramétrica

Nesse capitulo, é feito um comparativo entre testes paramétricos e nao-paramétricos,
explorando as vantagens e desvantagens deles com alguns exemplos.

Embora, sejam amplamente utilizados os termos “Estatistica Nao-Paramétrica” e “Es-
tatistica Paramétrica”, os mesmos podem nao ser de simples defini¢ao. Segundo (Hoskin,
2014): “Uma definigao precisa e universalmente aceitavel do termo “nao-paramétrico” nao
estd atualmente disponivel”. Geralmente é mais facil listar exemplos de cada tipo de pro-
cedimento (paramétrico e nao-paramétrico) do que definir os termos em si. No entanto,
para fins mais praticos, pode-se definir procedimentos estatisticos nao-paramétricos como
uma classe de procedimentos estatisticos que nao se baseiam em suposicoes sobre a forma
ou configuracao da distribuicao de probabilidade, a partir da qual os dados foram cole-
tados. Esse campo da Estatistica existe porque geralmente é impossivel coletar dados
de todos os individuos de interesse (populagao). A tnica solugao é coletar dados de um
subconjunto (amostra) dos individuos de interesse, mas o verdadeiro desejo é conhecer a
“verdade” sobre a populacao.

Quantidades como médias, desvios-padrao e proporgoes sao todas valores importantes
e sao chamados de “parametros” quando fala-se de uma populacao. Uma vez que normal-
mente nao é possivel obter dados de toda a populacao, nao se pode conhecer os valores
dos parametros para essa populacgao. Pode-se, no entanto, calcular estimativas destas
quantidades para uma amostra. Quando sao calculadas a partir de dados da amostra,
estas sao chamadas “estatisticas”. Os procedimentos estatisticos paramétricos baseiam-
se em suposigoes sobre a forma da distribui¢do (assumir uma distribui¢do normal, por
Ex.) na populagdo subjacente e sobre o parametro (médias e desvios-padrao, por Ex.)
da distribuicao assumida. Os procedimentos estatisticos nao-paramétricos baseiam-se em

nenhuma ou em poucas hipdteses sobre os parametros da distribuicao da populacao, a



partir da qual a amostra foi selecionada.

2.1 Testes paramétricos e procedimentos nao-paramétricos ana-

logos

Conforme j& mencionado em (Hoskin, 2014), as vezes é mais ficil listar exemplos de
cada tipo de procedimento do que definir os termos. A Tabela 2.1 contém os nomes
de varios procedimentos estatisticos categorizados cada um como paramétrico ou nao-
paramétrico. Todos os paramétricos listados, na Tabela 2.1, baseiam-se em uma suposicao

de normalidade aproximada dos dados da amostra.

Tabela 2.1: Abordagens paramétrica e nao-paramétrica para um mesmo problema.

. Procedimento
. - Procedimento -
Tipo de anélise Exemplo o nao-
parametrico L
parametrico
Comparar as A pressao arterial sistdlica média
médias entre (no inicio do estudo) para os Teste t de Teste da
dois pacientes com placebo é diferente duas soma-
grupos distintos da média para os pacientes do amostras Wilcoxon
/ independentes grupo de tratamento?
Comparar duas Houve uma alteragao
medidas significativa na pressao arterial Teste t Teste de
tomadas do sistélica entre o inicio e os seis areado sinais-
mesmo meses seguintes na medi¢ao do P Wilcoxon
individuo grupo de tratamento?
Se o experimento tivesse tres
Comparar as grupos (por exemplo: placebo,
médias entre novo farmaco 1 e nova droga 2), Anélise de Teste de
trés ou mais pode-se querer saber se a pressao Variancia Kruskal-
grupos distintos | arterial sistélica medida no inicio (ANOVA) Wallis
/ independentes | do tratamento diferiu entre os
trés grupos.
Estimar o grau
da associacao . C e , Coeficiente Coeficiente
A pressao arterial sistolica esta N N
entre duas . . o de correlacao | de correlacao
. associada a dor do paciente?
variaveis de Pearson de Spearman
quantitativas

Fonte: (Hoskin, 2014)

Exemplo 2.1.1. Suponha que se tenha uma amostra de pacientes criticamente doentes.

A amostra contém 20 pacientes do sexo feminino e 19 do sexo masculino. A varidvel



de interesse é a Duracao da Estada Hospitalar (LOS) em dias e deseja-se comparar as
mulheres e os homens. Os histogramas da variavel LOS para homens e mulheres aparecem
na figura 2.1. Vé-se que a distribuicao para as mulheres tem uma forte inclinagao para
a direita. Observa-se que a média para as mulheres é de 60 dias, enquanto a mediana
é de 31,5 dias. Para os homens, a distribuicao é mais simétrica com média e mediana
de 30,9 dias e 30 dias, respectivamente. Comparando os dois grupos, suas medianas sao
bastante semelhantes, mas suas médias sao muito diferentes. Este é um caso em que a
suposicao de normalidade associada a um teste paramétrico provavelmente nao é razoavel.
Um procedimento nao-paramétrico seria mais apropriado.

Esta ¢é a situagao listada na primeira linha da Tabela 2.1 - comparar as médias entre
dois grupos distintos. Assim, o procedimento nao-paramétrico apropriado é o Teste soma-
Wilcoxon. Este teste dd um p-valor de 0.63, e como é maior que 0.05, é uma indicacao
de um resultado nao estatisticamente significativo. Assim, nao ha diferenca significativa
entre os sexos em relacao a duragao da estada com base no Teste da soma-Wilcoxon.
Embora, os testes nao-paramétricos tenham propriedades muito desejaveis, como a de
fazer menos suposigoes sobre a distribuigao de medidas na populagao da qual foi extraida

a amostra, eles tém dois principais inconvenientes.
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Figura 2.1: Histogramas da variavel LOS para homens e mulheres. Fonte: Departamento
Clinico de Ciéncias da Saiude de Mayo.

O primeiro é que eles geralmente sao procedimentos estatisticos com menor poder



que procedimentos paramétricos analogos quando os dados sao verdadeiramente normais.
“Menor poder” significa que hd uma menor probabilidade de que o procedimento nos diga
que duas variaveis estao associadas umas com as outras quando estao realmente associa-
das. Ao se planejar um estudo na area da satude, para tentar determinar quantos pacientes
incluir, um teste nao-paramétrico exigird um tamanho de amostra um pouco maior para
ter o mesmo poder que o teste paramétrico correspondente. A segunda desvantagem asso-
ciada a testes nao-paramétricos é que seus resultados sao frequentemente mais dificeis de
interpretar do que os resultados de testes paramétricos. Muitos testes nao-paramétricos
usam posigoes dos valores nos dados (estatistica de ordem) ao invés de usar os dados reais.
Saber, por exemplo, que a diferenga entre as posi¢oes médias entre os dois grupos é de
cinco nao ajuda realmente a compreensao intuitiva dos dados. Por outro lado, saber que a
pressao arterial sistélica média dos pacientes, que tomam o novo farmaco, era de 5 mmHg
menor do que a pressao arterial sistélica média dos pacientes no tratamento padrao, é
um tanto intuitivo e util. Em suma, os procedimentos nao-paramétricos sao tteis em
muitos casos e necessarios em alguns, mas eles nao sao uma solugao perfeita. Segundo

(Wikipédia, 2017a), entre os testes nao-paramétricos mais usados, pode-se citar:

Teste Anderson-Darling: testa se uma amostra é extraida de uma dada distribuigao.

e Método Bootstrap: estima a precisao/distribuigao de amostragem de uma estatis-

tica.

o Teste de Friedman: testa se k tratamentos em blocos casualizados tém efeitos idén-

ticos.

e Kaplan-Meier: estima a funcao de sobrevivéncia a partir dos dados de vida, mode-

lando a censura.

e O Tau de Kendall: mede a dependéncia estatistica entre duas varidveis.

e Teste de Kolmogorov-Smirnov: verifica se uma amostra é extraida de uma dada

distribuicao ou se duas amostras sao extraidas da mesma distribuicao.

e Teste de Kruskal-Wallis: verifica se mais que duas amostras independentes sao ex-

traidas da mesma distribuicao.



e Teste de Kuiper: verifica se uma amostra é extraida de uma dada distribuicao,

sensivel a variacoes ciclicas como o dia da semana.

e Teste de logrank: compara as distribui¢oes de sobrevivéncia de duas amostras cen-

suradas a direita.

e Teste de Mann-Whitney ou Wilcoxon: verifica se duas amostras sao extraidas da

mesma distribuicao, em comparacao com uma dada hipdtese alternativa.

e Teste de McNemar: verifica se, em tabelas de contingéncia 2 x 2 com um trago
dicotomico e pares de individuos emparelhados, as frequéncias marginais de linha e

coluna sao iguais.

e Teste da mediana: testa se duas amostras sao tiradas de distribui¢oes com medianas

iguais.

e Teste de sinal: testa se as amostras de pares correspondentes sao extraidas de dis-

tribuicoes com medianas iguais.

e O coeficiente de correlagao de Spearman: mede a dependéncia estatistica entre duas

variaveis usando uma funcao monotonica.

e Teste para homogeneidade de variancias: testa igualdade de variancia em duas ou

mais amostras.
Algumas consideragoes, a respeito dessas técnicas, sao feitas em (Hoskin, 2014):

e Paramétrico e nao-paramétrico sao duas grandes classificacoes de procedimentos

estatisticos.

e Os testes paramétricos sao baseados em suposicoes sobre a distribuicao da populagao

subjacente de onde a amostra foi colhida.

e Os testes nao-paramétricos nao se baseiam em suposicoes sobre a forma ou parame-

tros da distribuicao populacional subjacente.

e Se os dados se desviam fortemente dos pressupostos de um procedimento paramé-

trico, usando o procedimento paramétrico pode-se chegar a conclusoes incorretas.



e O pressuposto paramétrico da normalidade é particularmente preocupante para
amostras pequenas (n < 30). Testes nao-paramétricos sao muitas vezes uma boa

opgao para esses dados.

e Pode ser dificil decidir se deve-se usar um procedimento paramétrico ou nao-paramétrico

em alguns casos.

e Os procedimentos nao-paramétricos geralmente tém menos poder para a mesma

amostra que o procedimento paramétrico correspondente.

e A interpretacao de procedimentos nao-paramétricos também pode ser mais dificil

que os procedimentos paramétricos.

Ainda, segundo (Callegari-Jacques, 2009), outra pressuposicao nos testes cldssicos é a
homogeneidade de variancias entre as populagoes que estao sendo comparadas. No en-
tanto, muitas vezes as variancias sao heterogéneas e, mesmo transformando os dados, nao
se consegue homocedasticidade. Sendo assim, os testes nao-paramétricos apresentam as

seguintes vantagens em relagao as técnicas cléssicas:

e Sao os mais apropriados quando nao se conhece os dados da populagao. Sao também
uteis quando essa distribuicao é assimétrica e nao se deseja realizar uma transfor-
macao dos dados, quando existe heterogeneidade nas variancias, ou ainda quando,
na comparacgao entre tratamentos, a disposicao é gaussiana em alguns grupos e
assimétrica em outros. Sao, por isso, testes de aplicagao mais ampla do que os

parameétricos.

e Sao os indicados quando a variavel é medida em escala ordinal. Também existem

técnicas nao-paramétricas para variaveis cujas categorias nao sao ordenaveis.

e Quando as exigéncias das técnicas classicas nao podem ser satisfeitas, os métodos
nao-paramétricos sdo mais eficientes do que os testes paramétricos (nas situagoes

em que tais exigéncias sao satisfeitas, os paramétricos sdo mais eficientes).
As desvantagens dos testes nao-paramétricos sao:

e Quando utilizados em dados que satisfazem as exigéncias dos testes cldssicos, os

métodos nao-paramétricos apresentam uma eficiéncia menor. Isto equivale a dizer



que para se detectar uma diferenca real entre duas populacoes por um teste nao-
paramétrico, o tamanho amostral deve ser um pouco maior do que seria necessario
com um teste classico. Por exemplo, em amostras de tamanho moderado, o Teste de
Wilcoxon-Mann-Whitney (WMW) tem um poder de aproximadamente 95% quando
comparado com o Teste ¢t de Student. Assim, se o tamanho da amostra necessario
para identificar uma diferenca usando o Teste de WMW é de 100 individuos, usando-

se 0 Teste t sao necessarios 95 individuos.

Alguns autores afirmam que os testes nao-paramétricos extraem menos informacgao
do experimento porque sao técnicas empregadas em dados mensurados em escalas
nao quantitativas (ou dados quantitativos reduzidos para uma escala qualitativa
ordendvel). Realmente, em muitos testes nao-paramétricos o valor real medido é
substituido pelo posto ocupado na ordenacao dos valores obtidos; neste caso, ha
perda de informagao relativa a variabilidade da caracteristica (uma diferenga nume-

ricamente grande pode representar apenas uma mudanga para o posto seguinte).

Uma analise nao-paramétrica pode vir a ser uma operacao tediosa, embora simples,
se a quantidade de dados for grande. Tal problema nao existe, caso se disponha de

um computador que realize analises nao-paramétricas.
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3 Alguns aspectos da estimacao

No Capitulo anterior, discutiu-se a diferenca entre as abordagens paramétricas e nao-
paramétricas para inferéncia sobre parametros populacionais. Um aspecto primordial na
Inferéncia é a estimacao dos parametros. Nesse Capitulo, sao apresentados conceitos e
propriedades importantes dos estimadores e, em especial, a definicao de Estimador Nao-

Viesado de Variancia Uniformemente Minima (ENVVUM).

3.1 Propriedades dos estimadores

Nesta secao, apresentamos algumas defini¢oes e propriedades de estimadores, uma vez
que U-Estatisticas sao estimadores com propriedades desejaveis no contexto de estima-
gao. As definigoes e resultados apresentados na sequéncia sao baseados em (Bussab and
Morettin, 2010) e (Bolfarine and Sandoval, 2001).

Considere uma amostra (X, Xo, ..., X,,) de uma v.a. que descreve uma caracteristica
de interesse de uma populagao. Seja f um parametro que deseja-se estimar, como por

exemplo a média u = E(X) ou a variancia o = Var(X).

Definicao 3.1.1. Um estimador 7" do parametro 6 é qualquer funcao das observacoes da
amostra, ou seja, T' = g(X1,...,X,,). As principais qualidades de um estimador devem

Ser:

Auséncia de vicio (estimador nao-viciado)

Consisténcia (estimador consistente)

Eficiéncia (estimador de variancia minima)

Suficiéncia (estimador suficiente)
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Definicao 3.1.2. O estimador 7' é nao-viesado para 6 se

E(T) = 0, (3.1)

para todo 6.

Se (3.1) nao valer, T' diz-se viesado e a diferenga V(T') = E(T) — 6 é chamado o viés

de T.

Definicao 3.1.3. Estimativa é o valor assumido pelo estimador em uma particular amos-

tra.

Defini¢ao 3.1.4. Uma seqiiéncia {7},} de estimadores de um parametro # é consistente

se, para todo € > 0,

P{|T,, — 0| > ¢} — 0, quando n — 0.

Proposicao 3.1.1. Uma seqiiéncia {T,,} de estimadores de # é consistente se:

lim E(7,) =0

n—o0

lim Var(7,) = 0.

n—oo
Definigao 3.1.5. Se T e T" sado dois estimadores nao-viesados de um mesmo parametro
0, e ainda

Var(T) < Var(T"),
entao T diz-se mais eficiente do que T".

Definigao 3.1.6. Dizemos que a estatistica T = T(X3,...,X,) é suficiente para 6,
quando a distribuicao condicional de Xi,..., X, dado T for independente de 6. Ou
seja, a estatistica a ser considerada deve, dentro do possivel, conter toda a informacao
sobre 6 presente na amostra. Em outras palavras, se pudermos usar uma estatistica
T =T(Xy,...,X,) para extrairmos toda informagao que a amostra X, ..., X,, contem
sobre 6, entao dizemos que T' (que pode ser um vetor) é suficiente para 6. Desse modo,
o conhecimento apenas de T (e ndo necessariamente da amostra completa Xi,..., X)) é

suficiente para que sejam feitas inferéncias sobre 6.
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Defini¢ao 3.1.7. (Estimador Nao-Viesado de Variancia Uniformemente Minima (ENV-
VUM)). Sejam Xj, ..., X,, uma amostra aleatéria da distribuigdo da varidvel aleatéria X
com fun¢ao de densidade (ou de probabilidade) f(z|¢). Um estimador 7' = t(X7, ..., X,)
de g(0) é dito ser um Estimador Nao-Viesado de Variancia Uniformemente Minima de

g(0) se, somente se
1. E(T) = g(0), isto é um estimador nao-viesado para g(6), e
2. Var(T') < Var(U) para qualquer outro estimador U nao-viesado de ¢(0)

Definigao 3.1.8. Chama-se Erro Quadratico Médio (EQM) do estimador 7" ao valor

EQM(T;0) = E(e*) = E(T — 0)?, (3.2)

onde e =T — 0 é o erro amostral cometido ao estimar parametro 6 da distribuicao da v.a

X pelo estimador T' = ¢g(Xj, ..., X,) baseado na amostra (Xi,...,X,).

De (3.2) tem-se:

EQM(T;0) = E(T —E(T)+E(T) - 6)?
= E(T - E(T))* + 2E[(T — E(T))(E(T) — 0)] + E(E(T) — 6)°
= E(T —E(T))* +E(E(T) — 6)*
= Var(T) 4+ V(T)% (3.3)

onde E(T) — 6 é uma constante, E(T —E(T)) =0e V(T) =E(T) — 0 é o viés de T.

Definicao 3.1.9. Quantidade Pivotal.
Uma fungao @ da amostra (Xi, ..., X,) e do parametro 6, cuja distribui¢ao de probabili-
dade nao dependa do parametro # é denominada quantidade pivotal. Desta forma, dado

o nivel de confianca 1 — «, toma-se:

l—a=Plg <QXi,...,Xn0) < ) (3.4)

Se a quantidade pivotal é inversivel, pode-se resolver a inequacao acima em relacao a 6 e

obter um Intervalo de Confianga (IC).
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3.2 Definicao de U-Estatistica

Segundo (Wikipédia, 2017b), na teoria estatistica, uma U-Estatistica é uma classe de
estatisticas que é especialmente importante na teoria de estimagao. A letra “U” significa
“unbiased”, traduzindo-se por nao-viesado. Nas estatisticas elementares, as U-Estatisticas
surgem naturalmente na producao de Estimadores Nao-Viesados de Variancia Uniforme-
mente Minima (ENVVUM). A teoria da U-Estatistica permite que um Estimador Nao- Vi-
esado Uniformemente de Minima Variancia, seja derivado de cada estimador nao-viesado
de um parametro estimavel (alternativamente, funcional estatistico) para grandes classes
de distribuicoes de probabilidade. Um parametro estimavel é uma funcao mensuravel da
distribuicao de probabilidade acumulada da populagao: Por exemplo, para cada distri-
buicao de probabilidade, a mediana da populacao é um parametro estimavel. A teoria da
U-Estatistica aplica-se a classes gerais de distribuicoes de probabilidade. Muitas estatisti-
cas, derivadas originalmente para familias paramétricas particulares, foram reconhecidas

como U-Estatisticas para distribuicoes gerais.

Na Estatistica nao-paramétrica, a teoria da U-Estatistica é usada para estabelecer
procedimentos estatisticos (como estimadores e testes) e estimadores relacionados & nor-
malidade assintética e & variancia (em amostras finitas) de tais quantidades. A teoria
tem sido usada para estudar estatisticas mais gerais, bem como processos estocasticos,
graficos aleatérios e para inferéncias em classificagao e agrupamento (Valk and Pinheiro,

2012; Cybis et al., 2016).

Suponha que um problema envolva variaveis aleatérias independentes e distribuidas
de forma idéntica e que a estimativa de um determinado parametro seja necessaria. Supo-
nha que uma estimativa simples e nao- viesada possa ser construida com base em apenas
algumas observagoes: isto define o estimador béasico com base em um dado nimero de
observagoes. Por exemplo, uma tinica observacao é, ela prépria, uma estimativa imparcial
da média e um par de observagoes pode ser usado para derivar uma estimativa imparcial
da variancia. A U-Estatistica baseada neste estimador é definida como a média (através
de todas as sele¢oes combinadas de dado tamanho a partir do conjunto completo de ob-
servagoes) do estimador basico aplicado a subamostras. (Kotz and Johnson, 2012) fornece
uma revisao do artigo (Hoeffding, 1948), que introduziu a U-Estatistica e estabeleceu a
teoria relacionada a elas, e ao faze-lo, esboca a importancia que as U-Estatisticas tém na

teoria Estatistica.
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Segundo (Kotz and Johnson, 2012): “O impacto de (Hoeffding, 1948) é esmagador no mo-
mento atual e é muito provavel que continue nos proximos anos”. Note-se que a teoria da
U-Estatistica nao se limita ao caso de variaveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas ou a variaveis aleatorias escalares.

Suponha que exista uma funcao ¢ qualquer de uma a.a X, X», ..., X,, i.i.d e um parame-
tro qualquer tal que exista a seguinte relagao: 0 = E(¢(Xq,.., X)), onde k < n. Entao,

a U-Estatistica definida por:

U, = (Z) 1(§¢(Xil,--- LX) (3.5)

¢ um Estimador Nao-Viesado de Variancia Uniformemente Minima (ENVVUM) de 6 =

E(¢(Xy, .., Xk)), onde C,, ; representa todas combinagoes de k elementos em n (Lee, 1990).

Exemplo 3.2.1. ¢(X;) = X;, ntcleo (kernel) de ordem 1 (k = 1) e E(X;) = p (média).

Entao,

U, = (T) B Y w(X,) = %ZX =~ X. (3.6)

Exemplo 3.2.2. Se a funcao da amostra for
1 2
entao, teremos um nucleo (kernel) de ordem 2 (k = 2). Observe que:

E(0(X;, X,) = B (X~ X)) = o* (3.5)
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Entao,
o\ !
Up = (2) w<XZ7X>
Cn,2
n\ 1
- (X — X))
(2) 2( 7 ])
Cn,Z
n\ 1
— (2) Zﬁ(Xf—QXin%—XjQ)
i<j
-1
n 1 9
- (2) 5(2){, 2 XX+ )X, )
1<j 1<J 1<j
1
Tt (CRTDYESED 9) SRS ey
n(n —
i=1 j=1

: _l(nzxg_nw)
n —_—
_ Ly n72)
(n—1) \ =
1 = 2 2
= ZXi2—2nX —|—nX>
(n—1) \ =

_ (nil) ZX2 on X2zt Xi +ZX>

n

- & i 5 SX2-2X X+ X))
= - i . Z<Xl —X)* =5 (3.9)

i=1
Quando a distribuicao de U, é conhecida, é possivel fazer inferéncias. Assim, por exemplo,

se Y(X;) = X; e p=E(X;) =EW(X;)), é possivel mostrar que:

(3.10)

O qual é um resultado bem conhecido na Estatistica, o Teorema Central do Limite. Esse

particular resultado decorre de um resultado mais geral sobre U-Estatisticas genéricas.
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3.2.1 Momentos das U-Estatisticas

Teorema 3.2.1. Define-se parac = 1,2, ..., k, aesperanga condicional por ¢.(x1, ..., x.) =
E{(Xy,..., X¢e, Xeq1,-. -, Xp)/Xa = x1,...,X. = =z, e suas varidncias por
02 = Var{¢.(X1,...,X.)}. Entao:

Var(U,) = (Z) B i (i) (Z B lz) o? (3.11)

Pode-se comprovar o teorema com esses exemplos:

Como visto no exemplo 3.2.1: Média simples. Tem-se 1;(z) = x, e entdao 0? = 0> =
Var(X;). Logo, VarX = %2

Como visto no exemplo 3.2.2: Variancia simples. No caso da variancia simples, o grau do
nicleo é k =2, e ¢y (z) = E{5(z — X»)?} = 3(0* + (z — p)?). Entao, escrevendo y, para
E(X; — p)?, tem-se:

- Var{%(a2+(X1—u)2)}

= pVar{(Xi -}

_ %L{E(Xl — )t — [E{(X, — 0]
1

= =0, (3.12)

Além disso, (21, 22) = 3 (21 —12)?, entdo obtém-se que 0f = Var{3(X; — X5)?} = L (ua+

o) e, consequentemente, denota-se a variancia simples por s2 e obtém-se, substituindo

2 2

2.
o7 e 05 em termos de 4 € 0

Var(s?) = (Z) _ (2(n — 2)07 + 03)
_ s (n=3)0" (3.13)

n  nn-—1)
Esse exemplo é bastante til em (3.10) no caso de U, = S? e E(U,,) = 0® = 6.

Teorema 3.2.2. Se 0,2 > 0, entao /n(U, — ) é assintoticamente normal com média

zero e variancia k?c,2. Ou seja:

VU, — ) 2 N(0, k202). (3.14)



Teorema 3.2.3. A Decomposicao-H:

Para descrever a decomposicao, introduzi-se os nicleos RV, h) ..

que estao definidos recursivamente pelas equacgoes:

h(c)(xl, ces o) = Ve(T1, ., Te) — h(j)(a:il, e

para ¢ = 2,3, ..., k. Fazendo-se S;{i,...,ix} igual a soma Y A

17

") de graus 1,2, ...,k

(3.15)
z;,) — 0. (3.16)
Ny, ..., 2y,) de todos

os j-subconjuntos {vy,...,v;} de {i,...,i}. Entdo, usando a relacao:

ZS{zl,...,ik}:< )Zh” (Tuyy - s Ty, (3.17)

(n,k) (n,5)

(1) G- 0)0) -

e a relagao (3.16) para ¢ = k, pode-se escrever:

U, = (Z) g};zﬁx“,.. , Ty,
_ <Z) (3" i inh 40

(n,k) j=1

a identidade:

(3.18)

(3.19)

- . e )
9+(k) Z(k_j>(nzj)h (l’vl,...’gjvj)

J=1

k
_ 9_,_2(%)}1(])
=1

onde H,Y) ¢ a U-Estatistica de grau j baseado no ntcleo h)

Pode-se exemplificar recursivamente a equacao (3.16):

K (1) = by (21) —

(3.20)

]’L(2) (ZEl, 172) = ¢2($1,[E2) - h(l)((L’1> - ]’L(l) (ZEQ) — 0. (321)
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h(g)(ﬂf1,$2>$3) = ¢3($1,$2, 3?3) - h(z) (371,352) - h(2)(1’1>$3) - h(Q)(fl?%ﬂ?:s)

—hW(zy) — BV (z5) — B (23) — 6. (3.22)

h(4)(x17x27$37x4) - 1#4(.7)1,%'2,373,1}4) _h(3)(xlax27x3) —h(3)(x1,l'2,f1)4)
—h ) (2g, 3, 24) — WO (21, 25, 24) — KD (21, 25) — ..

—hW(z1) — Y (z5) — BV (x3) — KV (24) — 6. (3.23)

Na equagao (3.17), supondo k = 4, defini-se Sy, S, S3 e Sy da seguinte forma:

Sl{il, ce ,’i4} = h(l)(l’l) + h(l) (332) + h(l)(ﬂfg) + h(1)<x4) (324)
Sg{il, R ,i4} = h(2)($1, .CEQ) + -4 h(z) (333, £E4). (325)
Sy{ir, ... ia} = h¥ (21, 29, 25) + -+ + KO (22, w3, 24). (3.26)
Saulin, . ia} = h (@1, w0, 5, 24). (3.27)

Assim, por exemplo em (3.17), para k =4 e j = 1:
S Sifin iy = A (@) + RO () + RO (wg) + -+ hO ()

(n,4)
_ (Z: 1) S h (). (3.28)

(n,1)

Se em vez de k = 4, supormos k = 2 e n = 3, teremos:
> Sifininy = A (x1) + b (w2) + b (1) + b (25) + A (22) + AV (x3)
(3,2)
3—1
Supondo k =2 e n = 2, pode-se comprovar (3.19), pois sabe-se por (3.16) que:

A (25) = by (22) — 6. (3.31)



h(2) (Il, Q’Ig)

Entao:

Si{ir, o} + So{ir,in} +0 =

19

= o(w1,79) — R (21) — B (5) — 6. (3.32)

A (21) + AW (29) + AP (21, 25) + 0
WD (1) + B (22) + 6 + o (@1, 22) — hY (21) — B (25) — 6

’I,Dg(l’l, 1‘2) = ¢1($1,$2) = Zﬁ(ﬂi’l,xz). (333)
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4 Testes nao-paramétricos no contexto de U-Estatisticas

No capitulo anterior, abordou-se o tema estimacao e definiu-se algumas proprieda-
des dos estimadores para amostras finitas. Além disso, introduziu-se o conceito de U-
Estatisticas e mostrou-se que algumas das estatisticas usuais podem ser escritas como
U-Estatisticas. Ainda, explorou-se algumas propriedades das U-Estatisticas tanto para
amostras finitas como para amostras infinitas. Nesse contexto, a Decomposicao-H é es-

sencial para obter resultados assintoticos.

Nesse capitulo, apresenta-se alguns dos testes mais conhecidos na literatura reescritos
como U-Estatisticas. A vantagem disso é notada, por exemplo, quando se deseja calcular
a variancia de uma determinada estatistica ou uma poténcia dela, as vezes derivadas de

um calculo complexo pelo método usual.

4.1 Tau de Kendall

Dois pontos P, e P, no plano sao ditos ser concordantes, se a linha que os liga tem
inclinacao positiva e discordantes, se a inclinacao é negativa. Se ( é o conjunto de todas as
fungoes de distribuigao bivariadas absolutamente continuas dos vetores aleatérios (X,Y),

entao a medida da associacao entre X e Y ¢ a funcional 7 definido em ( por:
T = Pr(P; e P; sao concordantes ) — Pr(P; e P, sao discordantes),

onde P; e P, sdo dois pontos independentes distribuidos como (X,Y). A funcional 7 é
chamada coeficiente de concordancia de Kendall ou Tau de Kendall e satisfaz as propri-
edades usuais de correlagdo, assume valores entre [-1;1], sendo zero quando X e Y sao

independentes e igual a +1 sempre que Y = f(X) para alguma fun¢ao monétona f. Se
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definido um ntcleo k. por:

1, se P, e P, sao concordantes;
KT(P:L? P2> =

—1, se P, e P, sao discordantes;

Entao, k. (P, P2)= sgn(X; — Xo) (Y1 — Y2), 7=E(k, (P, P»)) e o estimador U-Estatistica

para estimar o parametro 7 é:
n\ !
7= (2> > k(P Py, (4.1)
(n,2)

que é a proporcao de pares de pontos concordantes na amostra (Pi,...,F,) menos a
proporgao de pares de pontos que sdo discordantes. O estimador (4.1) é obviamente nao-

viciado e a equagao 3.11 diz que a variancia de 7,, é dada por:

Var(7,) = (Z) _1{2(n —2)0? + o2}, (4.2)

onde 0? = Var(k;(X1,Y1)) e 03 = 1 — 72. A esperanga condicional ki (z1,y;) é dada por:

pi(z,y) = B{r((z,9), (X1, Y1)}
= Pr((z—=Xi)(y—Y1) > 0) = Pr((z = X1)(y —¥1) <0)
= Pr((X;>2AY;>y) V(X <z AY] <Y))
—Pr(X; >z A Yy <y) V(X1 <zAY;>7))
= 1-2F(z,00) — 2F (00, y) + 4F (z,y)

= (1-2R(2))(1 = 2F(y)) + 4(F(2,y) — Fi(2)F2(y))- (4.3)

onde F} e F, sao as funcoes de distribuicao marginais de X; e Y;. Sob a independéncia
de Xj eYy, F(x,y)=Fi(x)Fy(y) e entdo k1(x,y) = (1 —2F;(x))(1 —2F3(y)). As varidveis
aleatérias U e V dadas por U = 1 — 2Fj(X) e V. = 1 — 2F5(Y) sdo independentes e
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uniformemente distribuidas em [-1;1] de tal modo que:

Var(s1(X,Y)) = Var(UV) = E(U*)E(V?) — (E(V))*(E(V))*

-1 2
/ u2du>
-1

= (4.4)
Sob a independéncia:
Var(#,) n\ " 2(n—2)+1
ar(7,) = ——
2 9
2(2n +5)
_ 4.5
In(n+1) (4:5)
4.2 Método do Momentos
Sejam Y3,Ys, ..., Y, v.aii.d de uma populagao com média u e variancia o(1 < i < n).
Seja h(Y1,Ys) = Y1Ys. Deseja-se estimar o quadrado da média 1%, Entao,
E[h(Y1,Y2)] = E(Y1Y2) = E(V1)E(Y2) = 4. (4.6)

o parametro de interesse. A U-Estatistica baseada nesse kernel é:

Un:<g)_ 3 h(Y,Y)) (Z)_ Y vy, (4.7)

(4,5)€Cn 2 (4,J)€Cn 2

Novamente, U,, é um estimador nao-viesado de p?.

4.3 Estimadores da Covariancia

Sejam Z; = (X;,Y;), i =1,...,n, um par de varidveis aleatérias i.i.d. Considerando a

estimativa para a covariancia entre X; e Y;, 6 = Cov(X;,Y;). Seja

W2 25) = (X = X))V = ;). (45)
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Entao,

EIN(Z:2)] = 3[E(XY:) — E(X)E(Y)] + 3 [E(X,Y;) — E(X,)E(Y))

1 1
= §COV<XZ,}/Z) + §COV(Xj,}/j) =4. (49)

Portanto, a U-Estatistica abaixo:

Un:(g>1 S w2, 2). (4.10)

(imj)ecn,Q

é um estimador nao-viesado de 0 = Cov(X,Y). Também, pode ser expressa como uma
média amostral sobre sujeitos simples ou funcoes de médias amostrais. Por exemplo, a

U, em (4.10) pode ser representada numa forma familiar como:

U, = (Z) - X)- Ty

= (Xi = Xo)(Yi = Y. (4.11)

Essa igualdade pode ser verificada com o exemplo da programacao em R em Listing 4.1:

Listing 4.1: Célculo da Covariancia “via U-Estatistica” com R.

n=10
x=rt(n,5)
y=rnorm(n)
cvu=vector ()
r=0
for (i in 1:(n-1)){
for (j in ((i+1):n)){
r=r+1
cvulrl=(x[i]l-x[jD)*(y[i1-y[jD)
}
}
covU=1/(n*(n-1))*sum(cvu)
HERBHHBBHBAAAAAAAAAA A AR A#AE Forma padréo de estimar a covaridncia #####H#H#H###H#H#H
cvp=vector ()
for (i in 1:n){
cvplil=(x[il-mean(x))*(y[il-mean(y))
}
cp=1/((n-1))*sum(cvp)
HHHHHHHBHBRRBRRRBHA####HE Pode-se observar que os resultados s8o equivalentes #####H##
cp nos dois métodos
[1] -0.3530171
covU
[1] -0.3530171
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4.4 Teste de Wilcoxon

O Teste estatistico de Wilcoxon para uma tnica amostra, cuja estatistica do teste é

representada por W T, para testar a hip6tese nula de que a média é igual a zero, é definido

por:
W,F = IysoRi. (4.12)
i=1
Essa estatistica dista de 0 a @ Sob Hy : p = E(Y;) = po = 0, aproximadamente

metade de Y;s sao negativos e seus postos sao comparados com os daqueles Y;s positivos
. . L, 1. 1 oA 1
por causa da simetria. Segue que W, tem média %, metade da distancia @ Wit

também pode ser expresso por:

W= IyeoRi = Y ) Iyvgrvgso = D > Tyivso
=1

i=1 j=1 i=1 j=1
- Z Ltvisop + Z Ltvivvi>o}- (4.13)
=1 1<i<j<n

A segunda igualdade pode ser verificada com o seguinte exemplo:

Exemplo 4.4.1.

i || Yo Y5 | Y,

Assim:
Iyyvpy | Yo | Yo | Yo | Yo
Yo 01|11
Yo 11|11
Ys) 11| 1|1
Yo 11|11
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Entao:

F= Iy Ri =163+ 1524+ 154 =9%1=> > Iy, v 50 (4.14)
i=1

i=1 j=1

Segue de (4.13) que:

—1 -1 n -1
n n n
<2> Wi = <2> ZI{YPO}JF(Q) Z Iyi+v;>01

1<i<j<n
n\
- rnon+(3) X moiw
1<i<j<n
2
= n—1 n1 + Upa. (415)

Acima, U,; é a U-Estatistica para a média simples da amostra e U,s; é também uma
U-Estatistica definida pelo nicleo simétrico hy(Y1,Y2) = Iiy1v,>0}- (;L)_IVV;Lr e U,y tem
a mesma distribuicao assintotica e entao, a inferéncia para Hy pode ser executada equi-
valentemente somente pelo uso da distribuicao assintética de U,» para grandes amostras.

A U-Estatistica Uy,y é um estimador nao-viesado de § = E(h(Y;,Y;)) = Pr(Y; +Y; > 0).

iy Ly

Tomando a esperanca de ambos os lados na igualdade (4.15), abaixo sob Hy : o = 0,

(g)‘lmwﬁ - (Z)"("T“) =5 10

2

——E(Un) +E(U,,) = — 1Pr(Yi >0)+ Pr(Y; +Y; > 0)
1

= +46. (4.17)

n—1

tem-se:

Como n — o0, segue que:

1
0=—-— — —. 4.1
2 n-—1 2 (4.18)
Entao, pode-se expressar a hipotese nula Hy : g = 0 em termos de €, como:
1

Para ilustrar o Teste de Wilcoxon, tem-se o exemplo didatico do portal “www.portalaction.com.br™

Considere a seguinte amostra:
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Exemplo 4.4.2.

126 | 142 | 156 | 228 | 245 | 246 | 370 | 419 | 433 | 454 | 478 | 503

Supondo que os dados da amostra sao distribuidos simetricamente em torno da mediana

o = 220 e subtraindo o valor 220 de cada valor da amostra, tem-se um novo conjunto de

dados:

-94 | -78 | -64 | 8 |25 |26 | 150 | 199 | 213 | 234 | 258 | 283

Colocando em ordem crescente os valores absolutos, associamos a cada valor o posto

correspondente I; e a funcao indicadora Igy,~y:

Valor | 8|25 |26 | -64 | -78 | -94 | 150 | 199 | 213 | 234 | 258 | 283
Posto |12 |3 | 4|5 |6 | 7|8/ 9/|10]|11]12
Iysqp [Tl 1 1[0 lo o] 1|1 | 1]1]1]|1

’ . + ’ L . Z. + _ 12 _
Neste caso, a estatistica W, é a soma dos postos positivos, isto é&: W,F =57 Iy R =

14+2434+7+8+9+10+11+12 =63.

Hy : p = 220;
Hy :p # 220.

1. Hipodteses:

O cédigo em R, testando as hipdteses, pode ser visto em Listing 4.2:



Listing 4.2: Exemplo do Teste Wilcoxon com R.
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y=c(126,142,156,228,245,246 ,370,419,433,454,478,503) ##simulagcdo do exemplo do
## portal action ##
## passo a passo ###

n=length(y)

nr=y-220

ans=matrix (rep(0,n*5) ,ncol=n,nrow=>5)

absord=sort (abs(nr))

ord=1:n

for (i in 1:mn){

if (nr[il<=0){
pl=which(absord==-nr[i]) [1]
print (p1)
absord[pl]l=-absord([pl]
}

}

[1] 6

[1]1 &

[1] 4

a=(absord>0)*1

ans [1,]=y

ans [2,]=nr

ans [3,]=absord

ans [4,]=o0rd

ans [5,]=a

ans

[,11 [,21 [,3]1 [,4]1 [,8] [,6] [,7]
[1,] 126 142 156 228 245 246 370

[2,] -94 -78 -64 8 25 26 150
[3,] 8 25 26 -64 -78 -94 150
[4,] 1 2 3 4 5 6 7
[5,] 1 1 1 0 0 0 1

W= sum(ans[4,]*ans[5,])
somai=rep(0,n)
for (i in 1:(n-1)){
somaj=rep(0,n)
for ( j in (i+1):n){
somaj[jl=((nr[il+nr[j]1)>0)*1
}
somai[i]=sum(somaj)
}
WU=sum((nr>0)*1) + sum(somai)
WU
[1] 63

[,8]
419
199
199

8
1

[,9]
433
213
213

9
1

[,10]
454
234
234

10
1

[,11]
478
258
258

11
1

[,12]
503
283
283

12
1

##

HARHBERHHAARHBAAHBRAHHBRA R B RS H# R AR ####### Usando a rotina pré-programada do R###H#HH#A#HH#HH##S

wRl=wilcox.test (y,mu=220)
wR1

Wilcoxon signed rank test

data: y
V = 63, p-value = 0.06396

alternative hypothesis: true location is not equal to 220
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4.5 Teste de Independéncia para Duas Variaveis Binarias

Sejam duas variaveis categéricas ordinais U e V. Suponha que U tem K e V tem M
niveis indexados por k£ e m, respectivamente. Assume-se que U e V tem ambos valores
binarios. Por conveniéncia, codifica-se U e V' de modo que todos tenham valores 0 e 1. A

independéncia entre U e V' é equivalente a seguinte condicao:
puy = Pr(UV =1)=Pr(U =1)Pr(V =1) = pypy. (4.20)

Seja h(Z;, Z;) = 5(U; — U;)(V; — V). Define a seguinte U-Estatistica:

—1 —1

n n 1

n=(5) X wmz)=(3) T jw-uti-v. @
(i,j)ECng (i,j)eCn,z

A U-Estatistica é um estimador nao-viesado de ¢ = E(h(Z;,Z;)) = puv — pupv. A

condigao para independéncia em (4.20) é equivalente a nulidade Hy : 0 = 0. Entao,

pode-se usar a distribuicao de U,, para testar a independéncia entre U e V.
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5 Inferéncia em Minimos Quadrados Ordinarios via U-

Estatisticas

No capitulo anterior, mostrou-se que alguns dos métodos nao-paramétricos mais co-
nhecidos na literatura estatistica podem ser escritos como uma U-Estatistica. A vantagem
de se fazer essa correspondéncia é que ganha-se “de graca” as propriedades assintoticas
das U-Estatisticas. Nesse capitulo, explora-se os recursos da simulacao com a progra-
macao em R, expandido o conceito do Método do Minimo Quadrados Ordinarios com a

abordagem do conceito de U-Estatistica.

Sejam 71, ..., Z, variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas. Seja
0 € RP um vetor de parametros e suponha que a estimacao de 6 é baseada numa funcao

estimadora nao-viciada

-1
S(0) = (;) S WZi Zi ), (5.1)

1<i1 <o <ige<n
que tem a estrutura da U-Estatistica de grau K. Entao, E{h(Z1,..., Zk;0)} = 0 onde
0 é o vetor de zeros em RP e h é simétrica nos argumentos Z;,,...,Z;, ((Jiang and
Kalbfleisch, 2012)). Nota-se que, em geral, no contexto de U-Estatisticas, temos que
E{h(Z,...,ZKk;6)} = 0, mas nesse caso, a fun¢ao de estimagao S(f) surge quando o

objetivo é minimizar uma funcao objetiva,

U(&):(?{)l N H(Zy....Zy0), (5.2)

1<ii<ig - <ig <n

onde h = ——. O objetivo aqui é estudar o método para construcao de Intervalos de

00

Confianga para 6 (ou componentes de ) através de procedimentos Bootstrap para a fungao
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de estimacao, a qual denota-se por EF B (Estimating Function Bootstrap). Um exemplo
de uma funcao estimadora, com K = 2 na classe (5.1), surge da minimizagao da fungao
objetiva

) = (3) X M- Y- (- X (53)

1<i1<ia<n
com respeito a regressao para o parametro g € RP.

Nesse caso, 1 < aa < 2,Y;, =~v+ X T8 + e;, para a constante v, € et =1,...,n, sao
independentes e identicamente distribuidas (i.i.d) com erros de E(¢e;) = 0. Uma estimativa
para o parametro de regressao B , pode ser obtido resolvendo a equagao S() = 0, onde a

funcao de estimacao ¢ dada por:

-1
n . a—1
5090 = () son¥i—¥o— 0~ X0 BHX X Vi~ — (X, — X,)"5
1< <ig<n
(5.4)
Caso a = 1, a funcao de estimacao 5.4 remete ao método “Regressao de postos de
Wilcoxon”([Hettmans-perger, 1984]). Segundo ((Jiang and Kalbfleisch, 2012)), as de-

rivadas de S(f) nao sao comportadas para 1 < a < 2. Por exemplo, se p = 1 e

(5/2'1 _}/iz)
(Xil _Xig)

1 < a < 2, as derivadas de S(/3) ndo estao definidas se 8 assume valor para
1 < i1 < is < n. Consequentemente, é dificil aplicar a Inferéncia tradicional como
um estimador “sandwich” de variancias ou um Teste de Wald baseado em f3. ((Jiang
and Kalbfleisch, 2012)) argumenta que em geral S(#) ndo é uma quantidade pivotal e
propoe uma versao “estudantizada” de S(f), denotada por Si;(#). O procedimento de

“estudantizacao” da S(6) sera feito para k = 2. Neste caso,

5(9)—("2‘)_1 N h(Z, Zis0), (5.5)

1<y <igsn

que é um caso especial de (5.1) e é uma U-Estatistica de grau 2. Seguindo (Sen, 1960),

com k = 2, define-se em RP:

4(0) = L Zh(zi,zj;e), (5.6)

parai =1,...,n. Os ¢s sdo identicamente distribuidos e S(6) = 2 >°"  ¢;(6). Seja S, a

n

matriz de variancias e covariancias amostrais de ¢1,...,q,. O estimador para a variancia



31

de S é definido por:

V(o) = 87 = 5D {al0) - a0 (57)

1<z<]<n

em que a®? = a’'a para um vetor coluna a.

No caso em que p = 1, V() = m > icilai(0) — ¢;(0)}*. Em geral, define-se a U-

Estatistica de grau k, ¢;(0) = (Zj)_l S CixhW(Zi, Zyyy ... Zy,,_;0) onde C; = {(ly, ..., k1) :
<h <<y <nyely,.. iy # iy Como acima S(0) = 23" | ¢;(6), entao o

resultado da estimacao da variancia de S(6) é

V(0) = Z {a:(0) — 4;(9)}*, (5-8)

1<z<]<n

A versao “estudantizada” de S(6) é dada por:
Si(0) ={V(0)}25(0). (5.9)

((Jiang and Kalbfleisch, 2012)) mostra que S;(f) converge assintoticamente para uma
normal padrao. Aproximacoes assintéticas podem ser usadas para construir os Intervalos
de Confianca ou, pode-se usar métodos de reamostragem para obter a distribuicao de
Si. A Regressao de Minimos Quadrados Ordinérios pode ser simulada com o uso do
Bootstrap. No presente caso, o parametro de regressao 3 (Regressao Linear Simples) deve

ser estimado a partir da funcao estimadora:
1 n
S(8) =~ _(Yi— X" B)X;, (5.10)
i=1
que é a U-Estatistica de grau 1. Gerou-se os dados dos seguintes modelos:
e Caso 1 (Erros normais homogéneos): Dados sao gerados de Y; = BX; + e;,i =
l,...,n, n = 12, os €;s sao i.id da N(0,8), X; = —1.6,...,—1.1,1.1,...,16 e
g =1

e Caso 2 (Erros normais heterogéneos): Dados sdo gerados de Y; = X; + We;, i =

,n,onde W; = X2/4 /5" X;*/n, e outros valores sio o mesmo caso que 1.

e Caso 3 (Erros assimétricos): Os ¢is sao i.i.d de x7 — 4 onde 3 é definida pela
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distribuicao Qui-quadrado com 4 graus de liberdade.

e Caso 4 (Normais assimétricas): O tamanho da amostra é n = 16. As covaridveis
Xi,...,Xg é uma amostra obtida da N(0,1) e Xo,..., X6 é uma amostra obtida

da N(1,0.25).

Os resultados do Bootstrap, para diferentes valores de o e para as quatro situacoes con-
sideradas, estao sintetizados na Tabela 5.1 e o cédigo em R, para a = 2.5%, pode ser
visto entre Listing 5.1 e Listing 5.4. Assim, por exemplo, o percentual de cobertura de 2%
indica que somente 2% dos Intervalos de Confianca, obtidos via Bootstrap, tiveram seu
limite inferior maior que S = 1. Assim, para a = 2.5%, o erro do tipo I estaria controlado.
Nota-se que h4 uma correspondéncia entre o IC inferior a 95% e o IC superior a 5%.

Os resultados da Tabela 5.1 mostram que, embora os intervalos obtidos via Bootstrap
sejam generosos, eles atendem a propriedade de que o erro tipo I seja de no maximo
«, enquanto o IC obtido pela Inferéncia tradicional do Método de Minimos Quadrados
Ordinarios, padrao da saida da funcao “Im”do R, tem uma taxa de cobertura muito fora
do que seria esperado. Por exemplo, para a = 0.05, a taxa de cobertura, para os quatro
casos, fica em torno de 50%. Isso quer dizer que metade dos intervalos construidos nas
1000 replicacoes nao continham o verdadeiro parametro. Embora, o erro padrao do método
Bootstrap seja ligeiramente superior, os resultados apontam para melhores propriedades
desse método.

Tabela 5.1: Intervalos de Confianga inferior para 5 = 1 (Lim Inf) obtidos via Bootstrap
(boot) e via Minimos Quadrados Ordinarios (lm), taxa de cobertura (% de vezes em
que o Lim Inf foi maior que § = 1 em 1000 replicagoes) e Erro padrao dos estimadores,
considerando a = 0.025,0.05,0.95 e 0.975.

Casos Indicadores 2.5% 5% 95% 97.5%
boot | Im | boot | Im | boot | Im | boot | Im
% de cobertura | 0.02 | 0.49 | 0.03 | 0.47 | 0.96 | 0.25 | 0.97 | 0.23
Caso 1 Erro padrao 0.68 | 0.60 | 0.66 | 0.61 | 0.65 | 0.59 | 0.66 | 0.58
Lim Inf -0.43 | 1.00 | -0.20 | 0.97 | 2.18 | 0.59 | 2.35 | 0.56
% de cobertura | 0.02 | 0.49 | 0.03 | 0.48 | 0.96 | 0.26 | 0.97 | 0.25
Caso 2 Erro padrao 0.71 | 0.63 | 0.69 | 0.64 | 0.69 | 0.64 | 0.69 | 0.61
Lim Inf -0.40 | 1.00 | -0.18 | 0.98 | 2.17 | 0.60 | 2.34 | 0.56
% de cobertura | 0.01 | 0.46 | 0.04 | 0.50 | 0.97 | 0.27 | 0.98 | 0.25
Caso 3 Erro padrao 0.73 1 0.64 | 0.71 | 0.62 | 0.69 | 0.60 | 0.77 | 0.60
Lim Inf -0.41 | 0.95 | -0.15 | 1.00 | 2.16 | 0.64 | 2.41 | 0.63
% de cobertura | 0.03 | 0.52 | 0.05 | 0.47 | 0.94 | 0.27 | 0.96 | 0.27
Caso 4 Erro padrao 0.72 | 0.68 | 0.71 | 0.74 | 0.73 | 0.70 | 0.76 | 0.70
Lim Inf -0.27 | 1.01 | -0.12 | 0.94 | 2.10 | 0.58 | 2.32 | 0.58




Listing 5.1: Bootstrap com « igual a 2.5%
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HARHARB AR B AR A AR R AR B AR AR BB BB A BB R BB A R BB R BB R R RS RRH
# Caso 1
# Erros homogeneos normais

#n=12
x= c(-1.6,-1.5,-1.4,-1.3,-1.2,-1.1,1.1,1.2,1.3,1.4,1.5,1.6)
n=length (x)

Rep=1000

q_infil=vector (); q_supl=vector ()
q_inf2=vector (); q_sup2=vector ()
q-inf3=vector (); q_sup3=vector ()
q_inf4=vector (); q_sup4=vector ()

IClmi=vector (); IClm2=vector(); ICIm3=vector ();IClmé4=vector ()

ICSuplmi=vector (); ICSuplm2=vector (); ICSuplm3=vector (); ICSuplmé4=vector ()

alpha=0.025
for(r in 1:Rep){
beta=1 # verdadeiro parametro para todas as simulacoes

y=vector ()

e=rnorm(n,0,sd=sqrt(8)) #e rros com media zero e variancia 8

for (i in 1:n){
ylil=beta*x[il+e[i]
}
dados=data.frame(x,y)
HARHBABHBARBH B AR BB BAAHBARA B AR R B BARHBAR R B AR A B RARHBABHBRRHHH
mgol <- function(data, par) {
with(data, sum((y- par * x )~2)) # U(beta)
}

result <- optim(par = 1, mgol, method = "Brent",data = dados,

beta_chapeu=result$par
HARHARAHHBABHBAR BB AR AR BARHBRAH B AR AR BRRHBA AR BRR BB AR A HBRRHBRS
mod1=1m(y~x-1)
IClml[r]l=confint (modl,level = alpha/2)[1]
ICSuplml[r]=confint (modl,level = alpha/2)[2]

B=999 # numero de repeticoes do bootstrap
Ss=vector ()
for( b in 1:B){

z=vector ()

for (i in 1:n){

z[i]l = y[il-x[il*beta_chapeu

}

zs=sample(z,n,replace=TRUE) #z*

Ss[bl=mean(zs) # S* do Kalbfleish

q_inf1[r]= beta_chapeu+qnorm(alpha)*sd(Ss)

q_supl[r]l= beta_chapeu+qnorm(l-alpha)*sd(Ss)
#q_infi[r]l=as.numeric(quantile(Ss,0.025))
#q_supl[r]l=as.numeric(quantile(Ss,0.975))
HABHBARHBARH B AR R HBRBH B AR AR BRBHBRBH B AR H AR AR R AR HHARHH
# Caso 2

# Erros heterogeneos normais
y=vector ()
for (i in 1:n){
w=x[i]"2/(sqrt(mean(x"4)))
ylil=beta*xx[il+w*xe[i]
}
dados=data.frame(x,y)
mgol <- function(data, par) {
with(data, sum((y- par * x )~2)) # U(beta)
}

result <- optim(par = 1, mqol, method = "Brent",data = dados,

beta_chapeu=result$par

lower=-1000,upper=1000)

lower=-1000,upper=1000)
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Listing 5.2: (continuagao) Bootstrap com « igual a 2.5%

mod2=1m(y~x-1)
IClm2[r]=confint (mod2,level = alpha/2)[1]
ICSuplm2[rl=confint (mod2,level = alpha/2)[2]

B=999 # numero de repeticoes do bootstrap
Ss=vector ()
for( b in 1:B){

z=vector ()

for (i in 1:n){

z[i] = y[il-x[il*beta_chapeu

}

zs=sample(z,n,replace=TRUE) #zx*

Ss[b]l=mean(zs) # S* do Kalbfleish

q_inf2[r]= beta_chapeu+qnorm(alpha)*sd(Ss)
g_sup2[r]= beta_chapeu+qnorm(i-alpha)*sd(Ss)
# g_inf2[r]=as.numeric(quantile(Ss,0.025))
# q_sup2[r]l=as.numeric(quantile(Ss,0.975))
HAERRAAARARRAAAARRARRRRHR AR R HHH BB BB BB R AR BR B H AR ARRRRS
# Caso 3

# Erros assimetricos
e=rchisq(n,4) -4
y=vector ()
for (i in 1:n){
y[il=betaxx[il+e[i]
}
dados=data.frame(x,y)
HUHBBHHGHBAABRABHAH AR BB R BB H B R B H B R BB R BB BB R BB H R A B R RHHH
mqol <- function(data, par) {
with(data, sum((y- par * x )~2)) # U(beta)
}

result <- optim(par = 1, mqol, method = "Brent",data = dados, lower=-1000,upper=1000)
beta_chapeu=result$par

HARBARHBEABHBRARBARHBAARHBAAHBARBBARH B AR B HBRAHBARHBRARBEAH

mod3=1m(y~x-1)

IClm3[r]=confint (mod3,level = alpha/2)[1]

ICSuplm3[r]l=confint (mod3,level =alpha/2)[2]

B=999 # numero de repeticoes do bootstrap
Ss=vector ()
for( b in 1:B){
z=vector ()
for (i in 1:n){
z[i] = y[il-x[il*beta_chapeu
}
zs=sample (z,n,replace=TRUE) #z*
Ss[bl=mean(zs) # S* do Kalbfleish
}

q_inf3[r]= beta_chapeu+qnorm(alpha)*sd(Ss)

q_sup3[r]l= beta_chapeu+qnorm(l-alpha)*sd(Ss)
# q_inf3[r]l=as.numeric(quantile(Ss,0.025))
# gq_sup3[r]l=as.numeric(quantile(Ss,0.975))
HARAARRAHHHARARRRRRHHH AR B HHH B R B BB AR AR B AR RRRRR R HHH
# Caso 4 (Normais Assimetricas)

y=vector ()
n4=16
el=rnorm(n4/2,0,sd=1) #erros com media zero e variancial
e2=rnorm(n4/2,1,sd=sqrt (0.25)) #erros com media 1 e variancia 0.25
e=rnorm(n4,0,sd=sqrt(8)) #e rros com media zero e variancia 8
#e=rchisq(n4,4) -4
for (i in 1:n4/2){

y[il=betaxel[i]l+e[i]
}
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Listing 5.3: (continuagao) Bootstrap com « igual a 2.5%

for (i in 1:n4/2){
ylil=betaxel[il+e[i]
}
for (i in (n4/2+1):n4){
y[il=betaxe2[(i-nd4/2)]+e[il]
}
x4=c(el,e2)
dados=data.frame (x4,y)

HAHBAAHBRARHBRARBAAABRARHBABHBRARBRAABBARHBRARBRAHHRARF RS

mqgol <- function(data, par) {

with(data, sum((y- par * x4 )~2)) # U(beta)

}

result <- optim(par = 1, mqol, method

beta_chapeu=result$par

HARBARBHBRARHBRARBARBHBRARBBAAHBARBBARSHBRARHBARHBARHBRAHBERH

mod4=1m(y~x4-1)

= "Brent",data

IClm4 [r]l=confint (mod4,level = alpha/2)[1]
ICSuplm4 [rl=confint (mod4,level = alpha/2)[2]

B=999 # numero de repeticoes do bootstrap

Ss=vector ()
for( b in 1:B){

z=vector ()

for (i in 1:n4){

z[i] = y[i]l-x4[il*beta_chapeu

}

zs=sample (z,n4 ,replace=TRUE) #zx*

Ss[b]l=mean(zs) # S* do Kalbfleish
}

q_inf4[r]l= beta_chapeu+qnorm(alpha)*sd(Ss)
q_sup4[r]l= beta_chapeu+qnorm(l-alpha)*sd(Ss)
#q_infl[r]l=as.numeric(quantile(Ss,0.025))
#q_supl[r]l=as.numeric(quantile(Ss,0.975))

}

# CP (%) Percentual de cobertura
mean (q_inf1>1)

[11 o0.02

mean (q_inf2>1)

[1] 0.023

mean(q_inf3>1)

[1] 0.013

mean(q_inf4>1)

[1] 0.034

mean (IClm1>1)
[1] 0.493
mean (IC1lm2>1)
[1] 0.492
mean (IC1m3>1)
[1] 0.464
mean (IC1m4>1)
[1] 0.525

# Avg.CI media dos limites inferiores
mean(q_inf1) # IC inf a (1-alpha)*100%
[1] -0.4282888
mean(q_inf2) # IC inf a (1-alpha)*100%
[1] -0.4018546
mean(q_inf3) # IC inf a (1-alpha)=*100%
[1] -0.4147937
mean(q_inf4) # IC inf a (1-alpha)=*100%
[1]1 -0.2742044

dos intervalos
para o Caso 1

para o Caso 2
para o Caso 3

para o Caso 4

lower=-1000,upper=1000)

> mean(IClml) # IC a (1-alpha)*100% para o Caso 1 usando o MQO padrao (1m)

[1] 0.9962556
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Listing 5.4: (continuagao) Bootstrap com « igual a 2.5%

> mean (IC1lm2)
[1] 0.9989974
> mean(IClm3)
[1] 0.9556362
> mean(IClm4)
[1] 1.014451

# IC a (1-alpha)*100%
# IC a (1-alpha)=*100%

# IC a (1-alpha)*100%

# SE.CI Erro padrao

sd(q_inf1)
[1] 0.6799746
sd(q_inf2)
[1] 0.712792
sd(q_inf3)
[1] 0.7312936
sd(q_inf4)
[1] 0.7235925

sd(IClm1)
[1] 0.5960478
sd(IC1m2)
[1] 0.6268093
sd (IC1m3)
[1] 0.5930314
sd(IC1lm4)
[1] 0.6834764

para o Caso 2 usando o MQO padrao (1m)
para o Caso 3 usando o MQO padrao (1lm)

para o Caso 4 usando o MQO padrao (1lm)
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5.1 Reamostragem Para a Funcao de Estimacao

Para o processo de reamostragem, considerando a fungao de estimagao (5.5), o pro-
cedimento consiste em repassar 6 por # em (5.5) e estimar a distribui¢do de S ou versao
“estudantizada” de S}, substituindo seus termos por suas versoes estimadas. Pode-se des-

crever o método E'F; para S;, com k = 2, da seguinte forma:

1. Gera (V4,...,V,) de uma distribuigao multinomial (7, %, e %)
2. Seja S* = L% Vigr em que:
U | A
L:l#£4
De (5.8) segue que a variancia de S* é
V= n—l > Vivig - @) (5.12)
Z<_7
3. Finalmente, defina:
Sy =V 18", (5.13)

O procedimento acima é repetido B vezes (um numero grande de vezes). (Jiang and
Kalbfleisch, 2012) mostra que a distribuigdo empirica de S; tem a mesma distribuigao
assintotica de S}, ou seja:

S — N,(0,1), (5.14)

em que I é um vetor de tamanho p (considera-se p=1 nesse trabalho). A utilizagao
dos pesos multinomiais (Vi,...,V},), no procedimento de reamostragem, deve produzir
resultados idénticos ao procedimento de Bootstrap padrao, segundo (Jiang and Kalbfleisch,
2012), em que (Z;%,...,Z,") sdo sorteadas com reposigdo da amostra (Zy,...,%,). A
vantagem dessa abordagem é que ela possibilita a utilizagao de pesos de qualquer outra
distribuigao. Se # é um escalar, define-se um intervalo unilateral com 100(1 — )% de
confianca para 6 com o {6 : Sy(0) > Sta} em que Sta ¢ uma estimativa do quantil a de
S;. Pode-se também utilizar Sta = Z,, de acordo com a propriedade assintotica de S,
em que Z, é o a-ésimo quantil da normal padrao, ou pode-se tomar S*ta = 5%, , em que

S*;., € o a-ésimo quantil empirico obtido a partir das replicacoes do procedimento EF}.
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Se S;(6) é mondtona nao-crescente em ¢, uma aproximagao para o IC' 100(1 —«)% é dada

por (—oo, él,a] em que 0, ., 6a solugao de S;(0) = gta.
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6 Conclusao

Neste trabalho, procurou-se introduzir o conceito de U-Estatisticas com o objetivo de
desmistificar o assunto, o qual nao é abordado no universo da graduagao, e mostrar a
sua versatilidade principalmente no campo das Estatisticas Nao-Paramétricas. A teoria
¢ muito abrangente, pode-se perceber a matematica extensa envolvida nas definicoes e
resultados. Cabe ressaltar que a literatura é limitada, o que torna mais dificil o desafio
de apresentar o tema de forma compreensivel. Além do mais, as publicagoes existentes

sao um tanto quanto densas e requerem uma boa base matematica para o entendimento.

Um dos objetivos desse trabalho é justamente esse, “abrir” resultados ja prontos para
facilitar a compreensao geral da teoria desenvolvida. Assim, foi no exemplo da U-
Estatistica para um kernel de ordem k& = 2, no caso da variancia populacional, onde defini-
¢oes aparentemente simples, terminaram em célculos trabalhosos. Também, a Decomposi¢ao-
H nao é de compreensao elementar e demandou bastante empenho na analise. Em outros
momentos, aproveitou-se a programagcao em R para atestar alguns resultados, como por
exemplo no caso da U-Estatistica para a covariancia. Do mesmo modo, foi interessante
a simulacao do Teste de Wilcoxon com o enfoque da U-Estatistica para comprovar as
demonstracoes que envolviam muitas fungoes indicadoras.

Para exemplificar os diversos campos de aplicagoes das U-estatisticas, considerou-se
uma abordagem em que o objetivo era melhorar os Intervalos de Confianga para os parame-
tros de um modelo de regressao. Mostrou-se que a funcao objetiva do Método de Minimos
Quadrados pode ser escrito no contexto de U-Estatisticas. Também, comparou-se um mé-
todo baseado em Bootstrap e o Método de Minimos Quadrados quanto a performance na
construcao de limites inferiores para os Intervalos de Confianca. Observou-se que para os
casos considerados, a abordagem via U-Estatisticas foi muito mais eficiente. Esse estudo

apresentou uma programacao computacional extensa e optou-se em mostrar o codigo em
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R para o = 2.5%, citando os demais resultados para «. Os resultados obtidos em to-
das as simulagoes foram compativeis com a teoria subjacente, o que indica a validade da
U-Estatistica nesses casos.

Sem duvida, a U-Estatistica é um dos ramos mais promissores da Estatistica/Matema-
tica e oferece a Estatistica muitas ferramentas importantes. Aqueles que se interessarem
pelo tema vao encontrar aplicacoes em Processos Estocéasticos, Séries Temporais e Anélise
Multivariada, por exemplo. Ha muito contetido disponivel para analisar e desvendar na

teoria de U-Estatistica e esse trabalho espera assim ter contribuido.
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