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RESUMO

Uma pratica comum para resolver numericamente problemas de propagagao
de ondas num dominio ilimitado é baseada no truncamento do dominio infinito via
uma fronteira artificial, definindo assim um dominio computacional finito, usando
condicoes de contorno especiais na fronteira, ditas absorventes, com a finalidade de

minimizar as reflexoes causadas pela imposicao da fronteira artificial.

Neste trabalho, faremos uma revisao bibliografica acerca do desenvolvimento
dessas condigoes de contorno absorventes para o problema de propagacao de ondas,
com o intuito de elucidar a derivagao de novas condigcoes de contorno aborventes.
A maior parte do trabalho esta baseado nas condi¢ées de contorno de Engquist e
Majda [12], e de Higdon [32]. O modelo considerado aqui é a equagao da onda linear

classica.

Além de apresentarmos os procedimentos para a formulagao destas condigoes,
abordaremos a férmula de Diaz e Joly [9], que, gragas ao método de Cagniard-De
Hoop, conseguiram uma expressao explicita para a solucao fundamental do problema
associado a equagao da onda bidimensional no meio-plano y > 0, com as condicoes

de contorno de Higdon.
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ABSTRACT

A common method for numerically solving wave propagation problems in un-
bounded domains is based on truncating the infinite domain via an artificial bound-
ary, defining a finite computational domain, using a especial boundary conditions in
the boundary, named absorbing, with the purpose to minimize the reflections caused

by imposing the artificial boundary.

In this work, we will review the development these absorbing boundary condi-
tions for wave propagation, with the intention of elucidating the derivation of new
absorbing boundary conditions. Most of the work is based on the Engquist and
Majda [12] and Higdon [32] boundary conditions. The model considered here is the

classical linear wave equation.

Besides presenting the procedures for the formularization of these conditions,
we study the work of Diaz and Joly [9], which uses the Cagniard-De Hoop method, to
obtain an explicit expression for the fundamental solution of the problem associated

with the 2D wave equation in the half-space y > 0, with Higdon boundary conditions.



1 INTRODUCAO

Um problema recorrente em computagao cientifica é o calculo de solugoes
numéricas em problemas envolvendo propagacao de ondas, baseados no truncamento
de dominios espaciais ilimitados via uma fronteira artificial B, dividindo o dominio
original em um dominio computacional finito €2, e um dominio complementar in-
finito D. Nessa fronteira artificial sao impostas condi¢oes de contorno especiais com
a missao de atenuar ou eliminar as reflexdes indesejadas causadas pela imposicao
de tais. Por exemplo, se a solucao é gerada inteiramente dentro de €2, as ondas
que incidem sobre B deveriam ser absorvidas, de modo que as ondas refletidas nao
voltem para o interior de §2. Essas condi¢oes de contorno sao chamadas condicoes
de contorno absorventes. O objetivo entao é resolver o problema numericamente em
2, por meio de métodos numéricos, como elementos finitos ou diferencas finitas. A
fim de que o procedimento tenha sucesso, as condi¢oes impostas em B, devem ser
compativeis, pelo menos no sentido aproximado, com a solucao fisica que estamos
procurando. E importante observar que essas fronteiras artificiais sao somente uma

necessidade computacional e nao tem significado fisico.
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Figura 1.1: Uma waveguide semi-infinita, com uma fronteira artificial B = I'g sobre
a qual uma condicao de contorno absorvente pode ser aplicada

Essas condicoes de contorno artificiais tém aplicagoes em importantes areas,
como em metereologia, oceanografia, sismologia, em céalculos geofisicos envolvendo

ondas actsticas e elasticas, e numa variedade de outros problemas em dinamica dos



fluidos [3, 13, 15]. Um exemplo classico é um problema envolvendo uma waveguide
bidimensional semi-infinita [21, 28, 19], ilustrada na Figura 1.1. Podemos ver que
B =T'g, a fronteira artificial, é uma secao transversal da waveguide que corresponde

ao lado leste de 2.

Considere, como exemplo, o problema de valor inicial (PVI)

1 0?

——U—Au:O, em R? x RT,

c? Ot? 5 (1.1)
u

U(wa%o) = Uo(l’,y), a(l.ay)()) = 110(1',3/), €m R?.

onde o suporte de ug e vy estd contido em (9,00) x R, para algum § > 0. Como
o dominio espacial é ilimitado, é preciso trunca-lo para calcular solugoes numerica-
mente. Tal truncamento torna necessaria uma condicao de contorno artificial. Como

motivagao, considere o problema de valor inicial e de contorno (PVIC)

1 9%p

EW_ASOZ(L em R? x RY,

By =0, sobre T, (1.2)
0

QO(ZE,y,O) :Uo(ﬂf,y), a_f(x>y70) :UO(xay)a €m R?.

onde B é a condi¢ao de contorno artificial exata, isto é, de perfeita absorcao, sobre

_ _ : _ Com2
I' = {(z,y) /= = 0}, ou seja, p(x,y,t) = u(x,y,t) para x > 0. Aqui, R =
{(z,y) /x > 0}. Considerando que a solugao de (1.1) é dada apenas por ondas que
se movem para a esquerda, B deve aniquilar as ondas que se movem para a direita,

ou seja, absorver as ondas incidentes.

Dentre os métodos desenvolvidos para tratar condi¢oes de contorno artificias,
existem dois que se destacam. O primeiro é o perfectly matched layer (PML), ou
“camada esponja”, desenvolvido por Bérenger [2] em 1994, e desde entao tem sido
melhorado e usado por muitos autores [10, 8, 5, 51, 1]. O segundo, é o método das
condicoes de contorno absorventes. Desde 1970, pesquisadores tém desenvolvido e
analisado condicoes de contorno absorventes, e métodos numéricos para tais, para
problemas em que o dominio espacial infinito é truncado via uma fronteira artificial.

As condigoes de contorno exatas nao-locais, isto é, onde a dependéncia dos dados



iniciais é nao-local, nao sao de facil implementacao, visto que a condi¢ao de contorno
nao é o simbolo de uma equagao diferencial (A.4), mas de um operador pseudo-

diferencial (A.5), dado por

%—iw\/l—z%—o.
x

No final da década de 1970, Engquist e Majda [11, 12], observando que /1 — 22

22

é a solucao de f(z) =1 — T77 © usando aproximantes de Padé, fn(z), definidos
por fni1(z) =1— #2(,2) e fo(z) = 1, desenvolveram uma seqiiéncia de condigbes

de contorno locais de alta absorcao para a equacao da onda, dadas por

as quais sao uma aproximacao de condigoes de contorno exatas nao-locais. Usando
o critério de Kreiss [38], discutido no capitulo 3, Engquist e Majda mostraram que
as condigoes de contorno geradas sao bem-postas para a equacao da onda, e, além
disso, mostraram que o erro, isto é, a diferenga da solu¢ao do PVIC aproximado e

do PVI, decai com a ordem N da condicao de contorno.

Na década de 1980, Trefethen e Halpern [50, 30] generalizaram a idéia de
Engquist e Majda, propondo uma aproximagao racional para a raiz quadrada do

operador pseudo-diferencial, da forma

onde p e ¢ sdao polinomios com nenhum zero em comum. Na mesma década, Hig-
don [32] desenvolveu condic¢oes de contorno discretas, e, a partir delas, encontrou
condigoes de contorno analiticas de alta absor¢ao consistentes com as discretas,

N

H (:0504-2—02 u=0>0
T ot or)

Jj=1
as quais sao uma generalizacao das condigoes de Engquist e Majda. No entanto,

a formulacao de Higdon envolve derivadas de ordem N no espaco e no tempo, e



assim, essas condigoes tornam-se inconvenientes para a implementacao quando N é
grande. Além disso, elas nao tém um tratamento eficaz para os modos evanescentes,

que correspondem as ondas com decaimento exponencial na coordenada x.

Ja em 2003, Givoli e Neta [21] proporam uma reformulagao das condigoes de

Higdon, usando varidveis auxiliares especiais ¢;, definidas recursivamente por
j% C%:¢j+1’j:17...7]\[—1
ot ox

com ¢g = u e a condi¢ao de truncamento ¢n,; = 0 na fronteira x = 0, que per-
mitiram eliminar as derivadas de alta ordem na implementagao [20]. No entanto,
elas nao fazem um bom tratamento das condicoes de compatibilidades nos corners.
Essas condicoes sao essenciais quando o dominio é poligonal. Considere, por exem-
plo, um dominio 2 C R", no qual podemos supor que o suporte dos dados iniciais
estd contido em algum > C 2. Supomos que X esta limitado por uma fronteira
artificial retangular I'.  Assim, as condigbes de contorno artificiais aplicadas nos
pontos de corner entre as faces de I', isto é, onde elas interseccionam-se, devem
ser compativeis uma com a outra. Mais recentemente, Hégstrom e Warburton [29]
proporam uma modificacao da formulacao de Givoli e Neta, fazendo uso de funcgoes

auxiliares definidas recursivamente por

0 0 0
(E + C%) Po=5.h

0 0 0 0
UGar T ea |05 =(tig —Cq )bin

com ¢y = u e a condicao de truncamento ¢n.1 = 0 na fronteira x = 0, fornecendo
uma derivagao para as condi¢oes de contorno nos corners, e que podem ser exten-
didas para sistemas de primeira ordem. Uma comparacao entre as condigoes de
Givoli e Neta e as condigoes de Hiagstrom e Warburton pode ser vista em [20]. Nem
as condicoes de Givoli e Neta, nem as condi¢oes de Hagstrom e Warburton trazem
qualquer tratamento para os modos evanescentes. Apenas, recentemente, em [28]

surgiu uma nova classe de condigoes de contorno capazes de controlar os modos



evanescentes de maneira mais efetiva, sem ignorar a necessidade de controle sobre
os modos propagativos, onde as ondas sao sendéides e/ou cossendides, e os modos

tangenciais, onde a incidéncia sobre a fronteira é tangencial.

Neste trabalho, faremos uma revisao bibliografica acerca do desenvolvimento
de condicoes de contorno absorventes para o problema de propagacao da ondas,
com o intuito de elucidar a derivacao de novas condigoes de contorno absorventes.
A maior parte do trabalho estd baseada nos resultados de Engquist e Majda [11, 12],
Higdon [32, 36] e Diaz e Joly [9]. O modelo considerado sera a equacdo da onda
classica; entretanto, poderiamos considerar condigoes de contorno absorventes, por
exemplo, para a equacao da onda dispersiva [36, 21, 53], equagao de Helmholtz
[18, 22, 31], equagoes de Maxwell [23, 26], equacao de Schrodinger [16, 43, 44], entre

outras.

No capitulo 2, abordaremos algumas propriedades basicas da equacao da onda
linear, como relacao de dispersao e as equacoes da velocidade de propagacao das

ondas, importantes no estudo de condigoes de contorno absorventes [46, 47, 33].

No capitulo 3, abordaremos, primeiramente, a construcao de condigoes de con-
torno exatas nao-locais para a equacao da onda bidimensional. Logo apds, abordare-
mos o trabalho de Engquist e Majda [11, 12], que desenvolveram uma seqiiéncia de
condicoes de contorno locais de alta absorcao para a equacao da onda, as quais sao
uma aproximagcao de condigoes de contorno exatas nao-locais. Em seguida, desta-
camos as condic¢oes de contorno de Higdon [32], que apresenta algumas condigdes
de contorno discretas e mostra que elas sao consistentes com algumas condigoes de
contorno analiticas de alta absorcao. As condicoes de contorno de Engquist e Maj-
da sao um caso particular das condi¢oes de contorno de Higdon. Imediatamente
apos, identificaremos uma forma geral de representacao, dada por Higdon [36], e

abordaremos o método das aproximagoes racionais [50].



No capitulo 4, é abordado o trabalho de Diaz e Joly [9]. Gragas ao método
de Cagniard-De Hoop [4, 37|, Diaz e Joly chegaram a uma expressao explicita da
solucao fundamental para o problema associado a equacao da onda bidimensional
no semi-plano y > 0, com as condic¢oes de contorno de Engquist e Majda, bem como
as de Higdon. Isso permitiu novos resultados de convergéncia quando a ordem da

condicao de contorno tende a +00, bem como estimativas de erros.

No capitulo 5, sao apresentadas as conclusoes sobre o trabalho e as perpectivas

para os trabalhos futuros.



2  PROPRIEDADES DA EQUACAO DA
ONDA

Neste capitulo, abordaremos alguns aspectos relacionados a equacao da onda
linear classica, como relagao de dispersao e velocidades de propagacao da onda, que

sao importantes no estudo de condigoes de contorno absorventes [46, 47, 33].

2.1 Relagao de Dispersao e Velocidade de Fase

Quando resolvemos analiticamente uma equacao diferencial parcial hiperbdlica
utilizando séries ou transformadas de Fourier, expressamos a solucao como uma

combinacgao de termos da forma
u(x,t) = tig(k)ekx=v, (2.1)

com X = (z1,...,2,) e k = (ki,...,k,). Qualquer equagado diferencial linear
hiperbdlica com coeficientes constantes, definida sobre um dominio espacial ilimi-
tado, admite solugoes por ondas planas da forma (2.1), onde k é o nimero de onda, 9
é a freqiiéncia, e denota a transformada de Fourier [55]. Para satisfazer as equagoes

diferenciais, k e ¢ devem estar relacionados por uma equacao do tipo

¥ =(k) (2.2)

a qual é conhecida como relacao de dispersao. Em geral, cada nimero de onda
k corresponde a m freqiiéncias ¢, onde m é a ordem da equacgao diferencial com
respeito a t, e é por isso que (2.2) é chamada de relacdo ao invés de fungao [49].
Consideremos aqui que os valores de k sao reais, e ¢ pode ser real ou complexo,

dependendo da EDP.



A velocidade de fase, isto é, a velocidade de propagacao de uma onda, é definida

por [55]
Y
Vi = —ku
K|
onde k, é o vetor unitdrio na diregao k, e |k| = /kZ + ... + k2.

Considere a equacao da onda bidimensional

1 9u ,

onde u = u(x,y,t). A equagao (2.3) admite solugdes por ondas planas da forma
u(w,y,t) = T g w e R, (2.4)

onde w, £ e 1 sdo as varidveis duais de ¢, = e y, respectivamente. Inseridas em (2.3),

resultam na relacao de dispersao

w? =M€+, (2.5)

ilustrada na Figura 2.1. Observe que, para solugoes da forma (2.4), temos que a

velocidade de fase da onda é dada por

vi= g = aen = £ -2) (26)

Uma solu¢ao mais geral da EDP (2.3) pode ser obtida por superposicao de
ondas planas da forma (2.4) [11, 49],

u(z,y,t) / / HGrrmrte&nag (&, n) d€ dn, (2.7)

onde 1g(&,n) é a transformada de Fourier de u(z,y), de modo que cada componente

satisfaca a relacao de dispersao.

Aproximagoes discretas para equagoes diferenciais também admitem solugoes
por ondas planas, pelo menos se a malha for uniforme, e elas também tém relagoes

de dispersao. Considere a equagao da onda bidimensional (2.3). Para a aproximagcao



w (dual det)

ondas
incidentes

ondas
refletidas

n (dual dey)

€ (dual dex)

ondas
refletidas

ondas
incidentes

Figura 2.1: Gréafico da relagao de dispersao

em diferencas finitas, considere uma malha retangular, com espacamentos Ax, Ay,
At, nas direcoes x, y e t, respectivamente, e denotemos uy,, a aproximagao para
u(jAz, mAy,nAt), com —oo < j,m < oo e n > 0. A solugdo (2.4) pode ser escrita
como

(eiwAt)n(eiEAa:)j (einAy)m (2.8)

para os pontos (jAx, mAy,nAt) sobre a malha. Discretizando (2.3) em diferencgas

finitas centrais [42] temos

n+1 n n—1 n n n n n n
U = 205 T UG UGy = 205, T U, I i 2U UG

20 (Ao)? (By)? - 29

Ao inserirmos a solugao (2.8) em (2.9), temos

n WAL n n —iwAt n €AT n n —i€Ax
uy,,e 2uf,, +uj e I C 2uf,, +uj e
2(At)? (Ax)?
n Ay __ n n —inAy
Uy € 2uj7m +uj,e
+ 2
(Ay)

e reorganizando os termos temos

WAL 4 o—iwAt - At 2 QAT | AT a At 2 eMAY | o—inly .
2 -\ Az 2 Ay 2
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Lembrando que ('™ + e™)/2 = cosa e que (1 — cosa)/2 = sen?(a/2), a

relagao de dispersao para a equagao discretizada (2.9) é dada por
AL\? At\? Az’ At Ay\?
(sen %) = <6A_x) <sen %) + (CA_y) <S€Il %) (2.10)

Podemos ver que, através de manipulacoes algébricas, a relacao de dispersao
(2.10) é 27/ Az-periddica em &, 2w/ Ay-periddica em 7 e 27 /At-periédica em w, e é
natural entao tomar £ € [—n/Ax,n/Ax], n € [-n/Ay,7/Ay] e w € [—7/At, 7w/ At].
Isso significa que as quantidades Az, nAy e wAt podem ser confinadas ao inter-
valo [—m, 7]. Usando fungoes trigonométricas inversas é possivel resolver a equagao
para w, assim definindo a dependéncia funcional explicitamente, mas as formulas

resultantes sao menos interessantes e mais pesadas para trabalhar.

Dizemos que a onda (2.8) é bem resolvida pela malha quando, além de satisfazer
(2.9), a relagao (2.10) aproxima (2.5) quando as quantidades Az, nAy e wAt sdo
suficientemente pequenas. Dizemos também que a onda (2.8) é satisfeita para a
equagao interior quando essa onda satisfaz (2.9) para os pontos interiores da malha
computacional, visto que nao teriamos informacao suficiente para calcularmos o valor

da solucao na fronteira, mas nao necessariamente seja bem resolvida pela malha.

Observe que, expandindo (2.10) em séries de Taylor, obtemos

o (WAL WIALE 1WA
sen = - =
2 4 2 3!
o (€A EAx? 1 Ax?
sen | —— | = - =
2 4 2 3
w2 (1AYN _ Ay 1Ayt
2 4 2 3!
o que implica que, paraw < 1, { K len K 1,
1

N
I>‘H l>|
= ~
N—
) ) o
n w0 n
@ D D
sw bw 51\7
N TN T
3 a &
| B w‘|> |
< 8 +
~ ~ —
Q 2 2
NS



11

e assim

W' (& 4 ).

2.2 Velocidade de Grupo

Considere um grupo de ondas de faixa estreita, com freqiiéncia central e
nimero de ondas, propagando-se em algum meio, e uma envoltéria delimitando o
grupo. A variacao periddica no espago da envoltoria forma muitos pacotes de ondas.
A velocidade desses pacotes de onda, ou seja, da envoltéria, chama-se velocidade de

grupo [52] (veja a Figura 2.2).

Figura 2.2: Velocidade de grupo: A linha continua representa a linha imaginaria que
envolve os pacotes de onda, enquanto as curvas pontilhadas representam
as ondas separadamente

O conceito de velocidade de grupo é associado com a propagacao de energia
sobre equacoes dispersivas. Observa-se que, mesmo se uma equacao ¢ nao-dispersiva,
qualquer modelo discreto da mesma sera dispersivo [49]. Por essa razao a velocidade
de grupo ¢é essencial para o entendimento do comportamento de modelos numéricos
de EDP “s. Discussoes gerais sobre velocidade de grupo podem ser vistas em [46] e

[47].
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Para todas as ondas em geral, a velocidade de propagacao de um pacote de

ondas é dada pelo gradiente [55]

ngvw:

o

Ok, Ok,

(@i k)

Assim, a velocidade de grupo para ondas da forma (2.4) é dada por

V(-w)

Ow Ow

(2 5)

Velocidade de grupo e velocidade de fase diferem, por exemplo, em grupos de

ondas que propagam-se em uma dimensao e sao dispersivos, isto é, a velocidade de

fase varia com freqiiéncia e nimero da onda [39]. Para solugbes de (2.3) da forma

(2.4), a velocidade de grupo coincide

com a velocidade de fase. De fato, derivando

(2.5) em relagao a &, temos ng—“g = 2¢£c?, ou seja, Ow/O¢ = ¢*E/w. Similarmente,

derivando (2.5) em relacao a 7, temos ng—j; = 2nc?, ou seja, Ow/On = c*n/w. Logo

v = Vv, para solucoes da forma (2.4).

Wit

I 1 1

X I

S I ! ondas
ondas N (T I n g ond
refletidas : """"""" : incidentes

| | n=o0

' I

- m EAX

I

! |
ondas : ....................... | ondas
incidentes b T | fletid
incidentes b [ T 1 refletidas

Figura 2.3: Gréfico da relacao de dispersao para a aproximacao em diferencas finitas.

(Secao transversal para w

fixo.)

Considerando o problema discreto (2.9), diferenciando (2.10) temos que a en-

ergia associada com os nimeros de onda £ e 1 propaga-se numa velocidade de grupo
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dada por

B sen (£Ax) sen (nAy)
Vi—w) = (_)\sen (wAt)’ _ﬁsen (wAt))

onde A\ = 2At/Ax e 3 = At/ Ay.

Desde que w nao é uma fungao linear de (£, 7), o esquema de diferengas (2.9) é
dito dispersivo [55]. Em geral, a relacdo de dispersdo para uma equagao diferencial
parcial é uma relagao polinomial entre (£, 7) e w, enquanto o modelo discreto equivale
a uma aproximagao trigonométrica. Observe na Figura 2.3 que, para {Ax = +7
e n = 0, a velocidade de grupo é zero. Além disso, para Az = 0 e wAt # 0, a
componente x da velocidade de grupo é zero. Para o caso wAt = 0 e {Ax = 0,

temos o caso dos autovalores generalizados, que discutiremos nas secoes seguintes.
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3 FORMULACAO DE CONDICOES DE
CONTORNO ABSORVENTES

Neste capitulo, abordaremos a forma na qual foram construidas condigoes de
contorno absorventes para a equagao da onda. Na construcao de condicoes de con-
torno absorventes, a meta é encontrar uma condicao que é satisfeita para as ondas
incidentes (pelo menos no sentido aproximado), mas nao é satisfeita para as ondas

refletidas.

3.1 Condicoes de Contorno Exatas

Aqui, focalizamos a maneira na qual sao construidas as condi¢oes de contorno
absorventes exatas, isto é, de perfeita absorcao. Considere a equagao da onda em
(2.3), no meio-plano R?, assumindo que os dados iniciais do problema tém suporte

em R?. Queremos impor adequadas condigdes de contorno na fronteira artificial

T = 9R2.

Como vimos, (2.3) admite solugoes por ondas planas da forma (2.4), que sa-
tisfazem a relagdo de dispersao (2.5). Vimos também que a velocidade de fase e

a velocidade de grupo sao idénticas e iguais a (2.6). Resolvendo para £ em (2.5),

2
5:i\/i—2—n2. (3.1)

Assumindo que (w/c)? —n* > 0, w > 0, e usando (3.1), podemos chegar & relagao

obtemos

de dispersao unidirecional
c
=S —ne=-—"2<0 (3.2)
w
para as ondas viajando para a direita e a relagao de dispersao unidirecional

2 2
£=+ ‘”_2_7,2@_%20 (3.3)
C w
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para as ondas viajando para a esquerda, onde —c?¢/w é a componente x da ve-
locidade de propagacao da onda, conforme (2.6). Assim, existem familias especiais
de solugoes da equagao da onda, representando ondas viajando para a esquerda, as

quais sao dadas por

I
u(x’ y’ t) — ez(\/?_n%-i-wt-&-ny) (34)
com (w/c)? —n* >0, w > 0.

Tomando a transformada de Fourier na equagao (2.3), com respeito a coorde-

nada espacial y e ao tempo ¢, usando (2.5), temos que
d2 2 ~
<@+f )UZO, (35)

onde @ = u(x,n,w) é a tranformada de Fourier de u(z,y,t). O operador em (3.5)

pode ser fatorado na forma

d? d d
(G +e)a= (g -idl) (5 +ia)a

e, usando (2.5) novamente, com (7, w) mantido fixo, a condi¢ao de contorno a qual

aniquila as ondas planas como em (3.4) tem a forma

d Cw? R
(@ — W\ — — Q)U’mzo =0. (36)

Assim, para todas as ondas como em (3.4) com (n,w) mantido fixo, a condic¢ao
de contorno em (3.6) nao produz reflexdes. Uma outra maneira de chegar nessa

condicao de contorno é simplesmente derivar (3.4) com relagao a varidvel z, e aplicar

o resultado em z = 0, donde temos 2%|,_o — iy/w?/c® — nuly—o = 0.

De um modo mais geral, por superposi¢ao de solugoes da forma (3.4), con-
forme observado em (2.7), pacotes de ondas viajando para a esquerda podem ser

representados por [11]

N o
’U/(:U?y?t) = / / ez(\/?_n2x+Wt+ny)a(O’w’n) dw dn? (37)
R JR
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onde 4(0,w,n) denota a transformada de Fourier de u(0,y,t). Por superposicao da
condigao de contorno em (3.6), a condi¢ao de contorno a qual aniquila exatamente

pacotes de onda viajando para a esquerda da forma (3.7) é dada por

// ’”Hmyzw —n?u(0,w,n) dwdn =0, (3.8)
[ 2
d_u i 2Fu =0, sobrex =0,
dx R

onde Fu(x,n,w // Do) (2, t)dy d.

A nao-localidade da condicao de contorno acima fica explicita através das transfor-

ou, de outra maneira,

madas integrais.

Desde que a raiz quadrada, tanto em (3.6) como em (3.8), é uma fungao
irracional de w e 1, (3.6) e (3.8) nao representam o simbolo de uma equacao diferen-
cial parcial, mas uma equagao contendo um operador pseudo-diferencial [45]. Esse
operador é nao-local no espaco e no tempo, e torna-se caro implementa-lo numerica-
mente. No entanto, é possivel aproximar a raiz quadrada para produzir uma familia
de EDP “s que podem ser implementadas numericamente. Essas condi¢oes nao serao
exatas e haverd uma pequena quantidade de energia da onda que serd refletida em
direcao ao interior do dominio. Contudo, é possivel construir condi¢oes de contorno

aproximadas de modo que minimizem as reflexoes.

Necessariamente, essas condig¢oes de contorno devem ser:

(7) locais, (3.9)

(ii) bem-postas para uy — c*Au = 0.

3.2 Condicoes de Contorno de Engquist e Majda

Comecaremos aqui a mostrar a maneira na qual foram ideadas as condigoes de

contorno absorventes aproximadas de Engquist e Majda para o calculo numérico de
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ondas nao-dispersivas, e o teorema central sobre a estabilidade dessas condigcoes de

contorno, bem como um resultado de convergéncia [11, 12].

3.2.1 Formulagao geral

Tomemos o simbolo da condigdo de contorno dada em (3.6). Considere a

aproximacao em séries de Taylor

2102 2,2
1_ﬂ:1+o(ﬂ).

w? w?
Da transformada de Fourier, e sua inversa, vem a correspondéncia iw «— 9/0t, de

acordo com o teorema (A.2), de onde, por (3.6), obtemos a primeira aproximagao

0 10
<£ _ Ea)ﬂx_o —0. (3.10)

Usando estimativas de energia é possivel mostrar que a primeira aproximacgao, con-

juntamente com a equacao da onda, nos leva a um PVIC bem-posto [25].

Usando a préxima aproximagao em séries de Taylor (ou o aproximante de Padé

(1,0))
2002 122 4,4
1_ﬂ:1__ﬂ+@(ﬂ)
w w

em (3.6), obtemos

e multiplicando tudo por iw temos que
d 1
(iw% - E(z’w)Q + g(in)2)u|x0 = 0.

Novamente pela proposigao (A.2), temos as correspondéncias iw «— /0t e in «——

0/0y. Assim, chegamos a segunda aproximagao

0? 10?2 ¢ 0?
(6x8t “eoet 5@72)“'” =0 (3.1)
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Para checar que a aproximagao (3.11) nos leva a um PVIC bem-posto, utilizare-
mos o critério de Kreiss [38] para a equagao da onda. Originalmente, o critério de
Kreiss é aplicado para sistemas de equagoes lineares de primeira ordem. Em [36],

Higdon o expos da seguinte forma: Considere o problema

4 m ou

u(r,y,0) = f(z,y) (3.12)

| Eu(0,y,t) = g(y,t)

parat >0,z >0, ey € R™ onde m > 1. Aqui, u(z,y,t) e F(x,y,t) sdo vetores
com n componentes, e A, Bj, e C sao matrizes n X n as quais assumimos serem
funcoes suaves de x, y e t. As fungoes f e g sao dadas, e £ é uma matriz [ X n, onde

[ é o nimero de autovalores negativos de A .

O termo bem-posto significa que, para fungoes arbitrarias F', f e g, nos espacos
funcionais adequados, o problema (3.12) admite uma tnica solu¢ao, e, além disso, é
possivel estimar a solu¢ao em termos de F', f e g. Uma estimativa de energia padrao

tem a forma

[ullxo.n + lulloaxog + lu®)llo < K([flla + lglloaxog + [[Fllaxog),  (3.13)

onde K é independente de u, f, F' e g; 2 denota o dominio espacial z > 0, e as

normas sao normas L? ou normas de Sobolev nas regides indicadas nos subindices.

A condigao é baseada em certas familias de solugoes exponenciais da equacao
diferencial que nao podem satisfazer a estimativa de energia (3.13), ou alguma esti-
mativa similar. Se essas solugoes também satisfazem a condicao de contorno, entao
elas sao solugoes do PVIC, e o problema serda mal-posto. E, portanto, necessario
garantir que a condicao de contorno exclua essas solugoes da EDP. A fim de obter

solugbes especiais, assumimos que C' = 0, A, B; e E sao constantes, e F' = g = 0.
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Assim temos o PVIC
(a) ut:AuijZng—;j, x>0,y R™ t>0,
(®) ulz,y,0) = fe,y), (3.14)
(¢) Eu(0,y,t) =0.

Proposicao 3.1. Supomos que para algum s com Re(s) > 0 e para algum n € R™,

ezxiste uma funcao u da forma
u = gb(m)einy—&-st
tal que

(a) w satisfaz a equagao diferencial (3.14a) e a condigdo de contorno (3.14c),
(b) & #0, e ¢ decai exponencialmente quando x — 0.

Entao, o PVIC (3.12) serd mal-posto.

A demonstragao da proposicao (3.1) e as observagoes acima estao em [36]. A
estabilidade no sentido de Hadamard, em que o PVIC é bem-posto se, para todo
x € 2 C R" t > 0, existe solucao tunica, e podemos estimar alguma norma da
solucao pela mesma norma dos dados, é dita estabilidade fraca. A estabilidade de
acordo com o critério de Kreiss, na qual podemos prescrever as normas para as quais

queremos obter alguma estimativa, é dita estabilidade forte [25].
Dessa forma, levando para o nosso caso em particular, podemos interpretar o
critério da seguinte forma [11]:

Definicao 3.1. Uma condicao de contorno B, sobre a fronteira x = 0, juntamente
com a equacdo da onda, agindo sobre funcoes definidas em x > 0, t > 0, ¢ dita

fortemente bem-posta desde que nao existam solugoes da forma
2. .
p(s,) = eV Hrsti (3.15)
onde s = p + iw, com Re(s) > 0, satisfazendo

2 L
(@_C(@jw_y?))@(s’m_o o v =0 (3.16)

Bp(s,1)]e=0 = 0.
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Além disso, para |2]> 4+ |n|* =1 e Re(s) > 0, deve ezistir co > 0 tal que

1B(e(s,m))| = co. (3.17)

Aplicando o critério para a segunda aproximagcao, temos que (3.11) nos leva a

um problema bem-posto, a menos que

1

c
Aplicando o quadrado em ambos os lados, obtemos que

2 2
2f S 2 _14 2 2, € 4
s(c—z—l—n)—gs + sn +Z77

e assim, obrigatoriamente, temos n = 0. Mas quando n = 0 em (3.18), obtemos

%SZ = 0, e assim, teremos somente a solugao trivial. Logo, (3.11) é bem-posta.

A terceira aproximagao é derivada do aproximante de Padé (1,1), o qual é

uma aproximagao racional da forma

d w 1"‘%&;7)2
0 = @_ZZ Tﬁﬁ U|m—0
1+Z(z’w)2
d &d w 3¢ n?
= (=t - — i = — = ule=o,
dr 4 dzx (iw)? c 4 (iw)

e multiplicando tudo por (iw)?, temos que

d 2 d 1 3c
((zw) P (in) . (w)” + 1 iw(in) )u|x:0 0.

Usando novamente as correspondéncias iw < 0/0t, in < J/0y, temos a terceira
aproximacao dada por

93 2 0 19 3¢ 08
(875281' T om0y coB T Zaww)“'“ =0 (3.19)
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Para checar que a condi¢ao de contorno (3.19) nos leva a um problema bem-

posto, precisamos somente mostrar que nao existem raizes com Re(s) > 0 para

2 2 1 3
<52 + %nZ) Vst T’ =0, (3.20)

Se definirmos z = s/|n|, obtemos

0 1 ( +02 ) 1 /32+ +13 +3cs772
= T n U e i T
Inl? 7l clnl* = 4 |nf?

s2 2P 52 n”? 1s 3cs
= \meta e @ T T e E T T
> 4 n| oot cn® 4 n|

ou seja, (22 + %)w’z—; +1 = —(%23 + %z) Elevando ao quadrado em ambos

os lados chegamos que ¢*/16 = 0, absurdo, pois sempre temos ¢ # 0, ou seja, nao

existem solugoes em (3.20) e a terceira aproximagao é bem-posta.

Em contraste com a situagao acima, vamos mostrar que a condi¢ao de contorno

derivada da expansao em séries de Taylor

1_62772:1 1022 167] +O(CGZG)
w

w? 2 w2 8 wh

¢ fortemente mal-posta. Aplicando a aproximagao em (3.6) temos que
d w 12 1Myt
0 = (——iZ(1+= = o
(d:v e < * 2 (iw)? * 8 (iw)4))u| 0
d w &2 & ot
= (LS T Nl

2 4

= (P — 2w+ S + 5 i) Julma

e usando as correspondéncias iw < 0/0t, in < 0/0y, temos a aproximagao dada

por

ot 198 2 ot A o
<8x8t3 B E@ + 58y26t2 + 3 8 O 4>u|z 0 — = 0. (321)

Para verificar que a condi¢ao (3.21) é bem-posta, ndo devem existir raizes com

Re(s) > 0 para
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Dividindo por |n|* e fazendo z = s/|n|, obtemos

C

0 = \/ n? — -
|77|3|77| |77|4 2
4

C C
S PV ST DV R
\/ + P S

Considere 2z, com z € R e z > 0. Para z = 0, a expressao acima tem valor c4/8.

At
7744__77_4
|t 8 n|

Quando z — oo, a expressao acima tende para —oo. Assim, existe uma raiz real

positiva e essa condig¢ao é fortemente mal-posta.

Assim, podemos observar que uma aproximacao polinomial em séries de Taylor
para a raiz em (3.6) nem sempre levara a uma condi¢ao de contorno local bem-posta.
Portanto, é necessario um cuidado na escolha de aproximacoes locais apropriadas

para a condicao de contorno nao-local a fim de garantir estabilidade.

Em [12], Engquist e Majda propuseram a seguinte seqiiéncia de condigdes de
contorno locais aproximadas

BNu =0 (3.22)

sobre a fronteira x = a, onde os operadores

o 0 0
N N
— - = = >
BY =B <8t’8x’8y)’ N >0,

sao uma familia de operadores diferenciais homogéneos definidos recursivamente por

B =21
_9 9
0 2 0?
N+1 _ 2 N
B 8258 4 Oy? a7t

Observacao 3.1. No que seque, escolhemos o ramo da raiz quadrada bem definido
para —m < argz < m, com o entendimento implicito que \/x = *ir/|z|, quando

x <0, é o imite da forma x = liII(l)(l‘ +iy), comy >0 ou y < 0, respectivamente.
y—)
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Considere u : R3 x R — R tal que

2
%—CZAUZO, em RZ x R*
u(z,y,t) =0, para t < 0

onde g(y,t) € L* N L' é uma funcao arbitraria tal que g(y,t) = 0 para t < 0. Sem
perda de generalidade, podemos assumir que g é suficientemente suave. Aplicando

transformada de Laplace em t e transformada de Fourier em y, chegamos a EDO

d2A 2
d_“:(%+n2)a, em R
c

(0,1, s) = G(n, s), em z =0

(3.25)

~

onde s = p + iw, com Re(s) > 0. Aqui, G(n,s) = ﬁffe_“_i"yg(y,t) dy dt.

Resolvendo a EDO, encontramos

u(x,n,s) = cle_\/%ﬂ% + 626\/§+n2x.

Aplicando a condicao de contorno em z = 0, temos que

N

g+ =G(n,s).

Observe que, se u € L', a transformada de Fourier-Laplace em u(z,y,t) esta
bem definida. Mas isso nao implica necessariamente que tenhamos @ € L'. No
entanto, como estamos aplicando a transformada apenas nas variaveis y e t, temos
implicitamente que 4(x,n,s) — 0 quando = — oo, pela interpretacao fisica da

solugao. Isso implica que co = 0. Logo, @(77, s) = ¢, e assim

a(z,n,5) = G, s)e ™V =7 (3.26)

Aplicando a transformada inversa de Laplace e de Fourier, obtemos

oo 1 p+ioco . 2 2
u(z,y,t) = / emy(-, / G, s)eV = xds)dn. (3.27)
- P

00 t —100
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Observe que

\/S—2+772—\/? 1+6277
C

Assim, pela observacao (3.1), ao fazermos o limite quando p — 0, temos que con-
siderar dois casos: quando w < 0, temos que args ~ —7/2, o que implica que
args? = 2args ~ —m. Logo V2 — —i|w| = iw; quando w > 0, temos que
arg s ~ 7/2, o que implica que args®> = 2args ~ 7. Logo Vs2 — i|w| = iw. Deste

modo, quando p — 0, temos que

(1w)? iw 62772
st = 1=—
c c w

Agora, observe que, quando p — 0, o integrando em (3.27) tende a

()2 | o .
—1/ —5—+tn‘zt+iwt+iny A , .
e \/ <2 G(iw,n),

e esta funcao é dominada por G (iw,n) € L*N L. Assim, considerando a observagao

(3.1), pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos que

w(z,y, 1) / / —i(w/)ar/T (PR JaR) iwttiny §(w,n) dw dn, (3.28)

onde §(w,n) = G(iw, n).

Se introduzirmos o operador, o qual é nao-local no espaco e no tempo, definido

por

= [ [ i)/ T= (@ i, v dody

a solugao u satisfaz a condi¢ao de contorno de absor¢ao nao-local em x = a dada

0
(2 +7)s
De fato,

5= / / (_i(w/C) = <02n2/w2>)6‘“°”/ DV LA i 0o y) oo iy,

por

= 0. (3.29)

r=a
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logo
ou

ox

+Ru

r=a

[ [ itte TR m] (e teron SR ) + i) ) o

e por (3.26) temos (3.29).

r=

Para desenvolver as condicoes de contorno BY, para serem usadas como as
condicoes de contorno absorventes locais bem-postas em x = a, usamos a expansao
em fragoes continuas finitas [6] para f(x) = v/1 — 22. Note que /1 — 22 &~ 1 quando

z — 0. Entao escrevemos

5 —5 (V1I—22—1)(vV1—22+1)
Vi—22=1+(V1—-2a2—-1)=1+ Y= :

Logo,
2

X
14+V1— a2

Aplicando (3.30) em si mesma, repetidas vezes, obtemos a expansao em fragoes

VIie2=1- (3.30)

continuas

Vi@ —1- S — = ...

Temos entao a seqiiéncia

1'2 x2 332
filz) =1, fz(ﬁ)zl—g, fa(z) =1~ . fulz) =1— ———,
2-% 2-
2
Genericamente,
22
-
() 1+ fu(2)

Vemos que existem polindémios Ty (z) e Sy(z) tais que

(3.31)
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Da equagao (3.31) segue que

Tny1(z) + Sva(@) o) = v (2—-2%)Sy(x) + Tn(z)
) = fyai(z) =1 :

1+ fu(z) 2Sn(z) + Ty (2)
Entao, podemos considerar que os polinémios em (3.31) satisfazem as recorréncias

Tnii(x) = —22Sn(x)
SNJrl(iIZ') = 251\7(1’) + TN(LZ')

(3.32)

Note que (3.32), mais os valores iniciais Ti(x) = 0, Si(z) = 1, Ty(x) = —z?,

Sa(x) = 2, permitem calcular as seqiiéncias.

Proposicao 3.2. As seqiiéncias de polinomios acima satisfazem a recorréncia

TN_H(QZ‘) TN(ZU) — .CEQTN_l(.Q?)

=2 (3.33)
Sni1(z) = 28n(x) — 22Sn_1(z)

Prova. Utilizando (3.32), escrevemos

TN+1(ZL') = —{['251\[(1')
2Tn(z) = —222Sy_41(2)

Subtraindo as duas igualdades acima, obtemos
Tynii(z) — 2T (2) = —2? (SN(x) - ZSN_l(x)) = —2°Tn_1(7).

Para a ultima igualdade da linha acima, usamos a segunda igualdade de (3.32). Da
igualdade dos dois extremos da linha acima, segue a primeira igualdade de (3.33).

Utilizando novamente (3.32), escrevemos
Syi1(z) — 2Sn(z) = T () = —2*Sy_1(2),
donde segue a segunda igualdade de (3.33). O
Lema 3.1. Dado €y > 0, existe um a(ey) > 0 tal que:
(1) para 12 <1—¢, 0<ale) < fn(z)<1, fn(1)>0
(i1) para 12 <1—¢ lim max [V1—22— fy(z) =0

N—oo z2<1—¢

(i) V1 — a2 — fy(z) = O@*N)
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Prova. Mostraremos os trés itens fazendo inducao em N.

(i) Para N = 1, temos que fi(z) = 1, para todo x € [—1,1]. Logo, dado
€0 > 0, para || = y/1 — €, necessariamente existe um a(ep) > 0 tal que 0 < a(eg) <

Observe que, para N = 2, onde fy(x) =1 — %, 0 maximo ocorre em x = 0,
onde a fungao é igual a 1, logo fo(z) < 1. Observe que o dominio de v/1 — 22 é o

intervalo [—1, 1], logo f2(1) > 0.

Nossa hipétese de inducao entao é que, para N < k, temos 0 < a(e) < fr(z) <

1, com fi(1) > 0. Obviamente

1

_—1+fk(1) > 0.

S (1) =1

Agora, observe que
aleg) < fr(x) <1

< ale)+1 <1+ fr(x) <2

1 1 1
& =< <
27 1+ fulz) ale) +1
x? x? x?
& — < <
2 7 1+ fulz) ale) +1
2 72 2
& - - <
aleo) +1 L+ fo(z) = 2
x? x? x?
< 1 — <1 <l—-—X<1
a(eo) + 1 L+ fi(z) — 2 -
22
< 1 - < ) <1
G(EO) +1 fk-i-l( )

Podemos supor, sem perda de generalidade, que a(ey) < ¢y < 1. Assim, temos

que

- x? — 1 — e a(eo) + €o - 2a(ep)

a(eo) +1 ~ aleo) +1  aleo) +1 — aleg) + 1 > a(eg) >0,
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o que completa nossa indugao.

(ii) Considere a seqiiéncia

My = max |V1—22— fx(z)].

z2<1—¢q
Queremos mostrar que

N—o0

Para N = 1, temos que

M, = max |1 —+V1—2?= max (1 —-V1-—22?).

22<1—¢g z2<l—¢g

Agora, observe que %(1 — V1 —22) =0 se e somente se x = 0, o qual é um

ponto de minimo. Logo, o méximo ocorre nos extremos de {z € [-1,1] /2* < 1—¢},
ouseja, M\i =1—1/1—-(1—-¢)=1—-/e.

Suponhamos que o ftem (ii) seja valido para N < k, ou seja, nossa conjectura

é de que

My = max [fi(z) = V1—2?| = |fi(x) = V1= 2?|

22<1—¢g

z2=1—¢p
Vamos mostrar que vale para N = k + 1. Observe que

Mpp1 = max |fea(z) — V1 —2?|

22<1—¢q
2

= max |1 x——\/l—wz

<l 1+ fil(z)

(1 - VI= @)1+ fiulx)) - a*

= max

z2<1—¢q 1+ fk(l‘)
) VIR0 VT
22<1—¢g 1+ fk(.%’)

IA

(g e

Note que, seguindo este raciocinio,

1—_\/5) My, < (1—_\/6_0)2 M

M <
k2 = (1 + aleo) 1+ ale)
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ou seja,
1— k—1
M, < (—\/%) M.
1+ a(EQ)
Como
1—
—\/% <1
1 + a(eo)
temos que
1- e \"
lim M < li —— ) M;=0
hpo L= kLTo(l + a(60)> P
ou seja

lim max |fri1(x) — V1 —2?|=0.

k—o00 22<1—¢g

(iii) Considerando a expansao em série de Taylor em torno de zy = 0 da fungao

V1 — 22, temos que, para N = 1
1 1
\/1—x2—f1(x):1—§x2—§x4—...—1:0(x2)
e para N = 2

1 1 1
\/1—x2—f2(x):1—§x2—§x4—...—1+§x2=(’)(x4)

Suponhamos que o item (iii) seja valido para N < k. Para N = k + 1, temos

2

VI—22— fig(@) = V1—22 - (1—x—)

1+ fr(x)
VT @) — (L4 i) + 22
1+ fr(x)
_ (V122 fi(2) + fule) VI —a? — (1 - 2%
1+ fr(x)
_ (V12— fi(e) + VI —2?(fu(z) — V1 - 2?)
1+ fr(x)
(= F - @)1= VT
1+ fr(x)
o) o)
o(1)
— 02

o que completa a prova. O
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Lema 3.2. Os polinomios Tn11 e Syi1 satisfazem

para N impar: grauTy(2?) = N — 1, grau Sy(z*) = N — 1, (3.34)

para N par: grauTy(x?) = N, grauSy(2?) = N — 2,

para N impar: Sy (x?) = (—1)NV=D/2gN=1 1 O(2V=3),

(3.35)
para N par: Ty (z%) = (=1)N 2N + O(zV2).

Prova. Vamos provar (3.34) e (3.35) por induc¢do em N.

Para (3.34), com N = 1, temos que grauT; = 0 e grauS; = 0. Com N = 2,
temos que grauTy = 2 e grau S = 0. Supomos que (3.34) seja vélida para N < k—1.
Para N = k impar

grauT), = grau (2 Ty —2* Tj_o )
~—~— ~—
par impar
grau S, = grau (2 Sy_; —2* Sp_s ),
~—— ~—~—
par impar
e como, nesse caso, grau (2T},_1) =k — 1 e grau (—2°T}_2) = (2) + (k—3) =k — 1,

grau (25;,_1) = k — 3 e grau (—22Sy_2) = (2) + (k — 3) = k — 1, temos que
graul, =k —1

grau S, = k — 1.

Para N = k par

grauT), = grau (2 Tp_1 —2*Tj_o)
~ ~
impar par
grau S, = grau (2 Sy_; —22 Sp_s),
—~— N
impar par
e como, nesse caso, grau (27;_1) = k — 2 e grau (—a2?Ty_5) = (2) + (k — 2) = k,

grau (2S;_1) = k — 2 e grau (—2%Sy_5) = (2) + (k — 4) = k — 2, temos que
grauly = k

grauS, = k—2.
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Para (3.35), com N = 3, temos S3(2?) = 4 — 2? = (—=1)'2%? + O(2?), e com
N =4, temos Ty(2?) = 2 —42? = (—1)?2* + O(2?). Supomos que (3.35) seja valida

para N < k — 1. Assim, para N = k impar

Sk(l‘2) = QSk_l —.172 Sk_g
par impar

= 20(z*73) — :702((—1)

= 20(z*3) + (_1)%xk—1 — O(a*3)

(k—2)—1
2

l,(k:—z)—l + O(I(k_Q)_?’))

= (1) 2"+ 0@,
e para N = k par

Tk($2) = 2 Tk—l —{E2Tk_2
impar par

— 20(zF?) — 2 ((—1)%2:&—2 + 0(x<k—2>—2)>

k
2

= 20(a*%) + (1) — O+ ?)

= (-1)2" + 0@,

o que completa a demonstracao. 0]

Para derivar as condicdes de contorno B, facamos a transformada de Fourier

em (3.29) e assim podemos reescrever a condi¢ao de contorno como

. 2, 2\ 1/2
+ (1 ./ ) i
r=qa C w r=qa

Observe que Ru,—, é a transformada de Fourier inversa de i(w/c)+/1 — (¢?n?/w?)u(a,w,n).
Do lema (3.1), segue que
W n? 1/2 R W C 2N
() s (), )
e € w c w
Usando (3.31), a condigao de contorno absorvente aproximada é da forma

ou iw Tn(H)N .
o H+?(1 * SN(%))U

o

0=%z

@
ox

cn

w

o
- Oz

r=a

+2of
c

Tr=a Tr=a Tr=a

=0, (3.36)

r=a
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a qual é equivalente a

(el L (o (2) (D))

Observe pelo lema (3.2) que grau Sy(cn/w) < N — 1 e grauTy(cn/w) < N. Como

—0. (3.37)

r=a

cada condicao de contorno absorvente é definida por um operador de simbolo poli-

nomial em w e 7, podemos multiplicar (3.37) por (iw)™ !

5 (2)8 0 () (2 oo

Deste modo, podemos definir o operador BY = BV (iw, i, %) da forma

By - QlN{(zw)N 1Sy (”) 2 | G (SN(ff)wN(j))}, (3.39)

onde (3.38) é um polinémio de grau no maximo N em (w,n). Quando referenciarmos

(3.38), ¢é importante também observar (3.36). Se usarmos a correspondéncia iw «
d/0t, in < 0/dy, para definir BN (9/0t,0/0y,d/0z), entao BN (9/0t,0/dy,d/dz) é
a condigao de contorno local de Padé em = = a. Usando (3.38) e as identidades do

lema (3.2) temos que

o - 2 o (2) ()
2 o (22 (2) e (2)- 2
- 2]%"1 ((iw)NQSNl(%)% + (w)cN_l (SN 1(?) —|—TN1<;)>)

+ 2;__2024_772 ((¢W>N—3SN_2 (%) % + (W)CNQ (SN_:, (%) + Ty (i}—") ) ) ,

e por (3.38), chegamos a

2,2
BN = jwBN1 4 %BN—Q, (3.39)

que correspondem as condigoes em (3.23).
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Observagao 3.2. Para solugdes suaves (prorimas da fronteira em x = a) da
equacdo da onda, a condi¢io de contorno (3.22) pode ser reescrita em termos das
derivadas de t e y somente. De fato, BN € par com respeito a varidvel x e, gracas
a equacao da onda, a derivada de sequnda ordem com respeito a x pode ser trocada
por deriwadas det e y:

0 107 0?

0x2 2otz Oy

Em consequéncia, podemos mostrar que BY escreve-se formalmente como

1 /0 o\
BN = 2N71 (a — C@) s (340)
e, por consequinte,
N
BYu=0<= Bu=0, BY= (% - c(%) : (3.41)

A demonstracao é imediata por inducdo em N: € evidente que B° e B satisfazem
(3.40). Se BNt e BN satisfazem (3.40), entdo, pela definicio (3.23) de BN+,

temos que
gy _ L 00 0NY 1,8 (0 o\
~ ovig\oat o N o2\t “ox

_ L afo o\ _L(® L9N(o 9\
 ON-1 gt \ Ot oz 2N\ Ot? 0x? ot ox

Observe que
ot? ox2)  \ot ox)\ot ox)’

logo
1 /0 oNY/o 1/0 0
N+l _ - (2 Y ~ = _
o _2N—1(8t C@x) (875 2(615 cax))'
Como
ot 2\ot 0x)) 2\ot oz)’
segueque

BN_,'_l:i(a CQ)N-FI
2N ’
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Observacao 3.3. Note que, por (3.38), BN pode ser reescrito na forma

g 0\ 0 o 0

BN = P — a0’ a | o a9,

N1\ ot oy ) ox 2 ot’ dy
onde Py_1 e Qn sao polinomios homogéneos de duas varidveis de graus N — 1 e
N, respectivamente. Em particular, BN continua sendo de primeira ordem com
respeito a x; a condi¢dao (3.22) pode ser vista como uma condi¢io de contorno do

tipo Dirichlet to Neumann (DtN) desde que podemos reescrevé-la como

ou QN(%» %)
— =5 5u=0 (3.42)
O Prn-1(z; a_y)

3.2.2 Estabilidade e convergéncia

Agora, considere u : R? x R — R satisfazendo o problema (3.24),

2
%—cmu:o, em R? x RY,
u(0,y,t) = g(y, ), em x =0,

u(z,y,t) =0, para t < 0.

Suponha que §, um erro aceitavel, e ag > 0 sao dados. Considere o dominio €2, =
{x/0 < x < a}. O objetivo é encontrar uma condigao de contorno, BY, sobre a
fronteira * = a, com a > ag tao proximo de ag quanto possivel, de modo que se

uyn : Qy X R x R — R é solucdo de

¢ a2
88?2]\[ —AAuy =0, em Q, x Rx R"
UN(07y7t> = g<y7t)7 emz =0 (3 43)
BNuy =0, emx =a
un(z,y,t) =0, para t <0

entao

T 0o ao 1/2
</ / / lu — uy|*dz dy dt) <0 (3.44)
0 —o0 JO

para tempos 7T prolongados, de modo que o tempo de movimento das ondas pudesse

produzir M reflexoes na fronteira artificial em = = a, onde M é um inteiro positivo
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dado. Além disso, a condicao de contorno BY deve satisfazer (3.9). Obviamente,
a fim de que (3.44) possa ser satisfeita, a condicdo de contorno BY deve também

minimizar a amplitude das ondas refletidas.
Definicao 3.2. Um problema de valor inicial escalar
0o 0\ 0 0 0
Al =, =— | =— + A2 =, =— =0 0
( 1<8t’ ay) oz 2(8t’ ay))“ LR
U(O,y,t) = uO(y>t)

com Ay(w,n), As(w,n) polinémios homogéneos de graus N — 1, N, respectivamente,

¢ (fracamente) bem posto como um operador evolutivo em = na dire¢ao x > 0, se
A (iw,in) K + As(iw,in) = 0, (3.45)
para | 21> 4+ [n|*> > 0, implica que Re(K) < 0. O
Enunciemos agora uma proposicao que sera importante na prova do teorema
(3.1):
Proposigao 3.3. Assuma que B (iw,in, K) é um polinomio homogéneo de grau N

N /8 aNO [0 O\
at—N”N(a’a—y)a—x”N@a—y)a—y’

onde P (iw,in), P%(iw,in) sdo polinomios homogéneos de grau N — 1. Assuma

da forma

também que BY, como um operador evolutivo em x com direcdo x > 0, é bem-
posto. Entdo, dados n, K com Re(K) > 0, o numero de raizes 7;(n, K) satis-
fazendo BN(7;,in, K) = 0 e Re(r;) > 0 € uma constante independente de n e K
com Re(K) > 0. Em particular, quando BN ¢é dado pela condicao de contorno de

Padé, o nimero de raizes é zero, independentemente de n e K, com Re(K) > 0.

Prova. Para (n, K) fixos, BY(7,in, K) é um polinomio de grau N em 7 cujos co-
eficientes dependem continuamente de (in, K). Conseqiientemente, as raizes 7;,
j=1,...,N, de BN(7;,in, K) sao fungoes continuas de (in, K). Assim, por contra-

posicdo, se o nimero de rafzes 7; com Re(7;) > 0 é néo constante, entao existe um
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no € um Ky com Re(Kpy) > 0 e uma raiz puramente imaginaria 7 = iw, satisfazendo
BY (iwg, ino, Ko) = 0. Ou seja, o nimero de raizes de B (7;,in, K) é fixo, N, no
entanto o nimero de raizes de BY (7;,in, K) com Re(7;) > 0, num dado instante, é
m, e para Re(r;) < 0 é N —m; num outro instante, para Re(r;) > 0ém —1, e
para Re(r;) <0 é N — (m —1). Logo, em algum instante, para algum 7y e Ky com
Re(Ky) > 0, de fato haverd uma raiz puramente imaginaria 7 = iw, satisfazendo
BN (iwo, ing, Ky) = 0. Mas isso contradiz o fato que BY é um operador evolutivo
bem-posto com diregao x > 0, pois para isso teriamos que ter Re(K) < 0. Logo,
(3.45) é satisfeita. Aplicando a primeira parte dessa proposigao para as condigoes
de contorno de Padé, precisamos somente contar as raizes 7 com Re(7) > 0 quando
in = 0, pois o ntimero de raizes de BN (7,in, K) para todo n e K com Re(K) > 0
deve ser igual ao ntimero de raizes de BY (7,0, K), com Re(K) > 0. Mas, por (3.31),
fn(0) =1, e, de acordo com (3.38) e (3.45), BN(7,in, K) pode ser escrito como

| N T m
2—NT |:K + EfN (C?):| s

(K + Z) N =,
c

o que implica que 7! = 0 ou 7 = —Kec. Desde que Re(7) > 0 e Re(K) > 0, o

e assim satisfaz

nuamero de raizes é zero, o que completa a prova. 0

Note que, dada uma combinacao linear

2 . 2 .
p = 616\/z72+n2$+8t+my -+ 026_\/?2“72”““”9

temos que
0 = BYy

_ BN(Cle\/zf;—i-ﬁm-‘rst—Hny) + BN(CQG—\/%—I—’r]Qz-i-st—I—iny)

= ClBN(e\/i%JrWQrJrstJriny) + CQBN(e—\/j—;+n2x+st+my)

)

o que implica que
;2 .
BN(Q_\/ ol +772:z:+st+m7y)

C1 = Co.

2 )
BN (6\/272 +7729:+st+my>
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Mas B (s, iw,d/0x) pode ser reescrito como

1 yql 0 s in
il {a—H;fN(Cz)}?

52 S )
(e in(2)
c c S

Cl = — 3 - 02.
S S 7
(7o)
C C S

Assim, definimos o coeficiente de reflexao Ry(s,in) dado por

[ 82 s )
_ —2+772+—fN(C—n)
C & S

Ry (s,in) = S ) - (3.46)
\/ ) + 7]2 + —fN <C—77>
C C S

Observagao 3.4. Segue de (3.46) que Ry(s,in) € holomorfo em s para Re(s) >

logo

0, pois nao hd polos, nem sigularidades essenciais, no maximo singularidades re-

moviveis. Seque de [12] que

|Rn(s,in)| <1 Re(s) > 0. (3.47)

Observe que a equagao da onda (2.3) resulta na rela¢ao de dispersao (2.5) que
-(5)
w w
)
w w

Se ¢?n?/w? =~ 1, entao temos que £ &~ 0, ou seja, a incidéncia é tangencial,

pode ser reescrita como

ou ainda

e além disso, v, ~ (0,£1). Se ¢*n?/w? < 1, terfamos que *¢?/w? > 0, o que
implicaria que £ € R. Logo as solugoes seriam sendides e/ou cossenéides da forma
Ae® 4+ Be~%® ou seja, temos modos propagativos. Se ¢?n?/w? > 1, entao €2 /w? <
0, o que implica que ¢ é puramente imaginario. Logo a solugao seria da forma

Aelél* 4 BelElz . No entanto, a solucio exponencial el€/* ndo é uma solucao fisicamente
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aceitavel, e portanto temos solugoes com decaimento exponencial em x, ou seja,

temos modos evanescentes.

Assim, definimos, para todo €, > 0, as regioes

1 ) )
G =1 (w,n) 1—€0§7§1+600u|w| + |enl < e
22
Go = {(%77) w_z<1_60’ |w|2+|c77|2>eo}

Gs = {(Wﬂl)

22
w_z > 1+ €, |w]* + |en]* > 60}

onde G representa a regiao dos modos tangenciais, G5 representa a regiao propaga-

tiva, e (G5 representa a regiao dos modos evanescentes. Além disso, considere

1/2
B ([ [ ltwabdsan) " paraj =123
Gj

Uma vez que o dominio do problema (3.43) situa-se a esquerda do contorno ar-

tificial, convém interpretar o critério de Kreiss, segundo a proposicao 3.1, da seguinte

forma [12]:

Definicao 3.3. A condicio de contorno BY, sobre a fronteira x = 0, juntamente

com a equacdo da onda, agindo sobre funcoes definidas em x < 0, t > 0, € fortemente

bem-posta desde que nao existam solucoes da forma

QD(S 77) _ e\/z%+n2x+st+i77y
Y

onde s = p + iw, com Re(s) > 0, satisfazendo
0? o O 0?
(ﬁ—C(@—f—a—f))@(s,n):O em .T<O,
BY(s,1)|e=0 = 0.

Além disso, para |2]* +|n|> = 1 e Re(s) > 0, deve existir ¢ > 0 tal que

1B(e(s,m)| = co.

(3.48)

(3.49)

(3.50)
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Considerando o problema (3.43), enunciemos agora o teorema central de [12]:

Teorema 3.1. (a) Toda BN é uma condigio de contorno local fortemente bem-posta

para a equacao da onda.

(b) Dados § > 0, um inteiro arbitrariamente grande M > 0, e uma fun¢ao
forcante arbitrdria g(y,t) € L> N L' tal que g(y,t) = 0 para t < 0, existem Ny =
No(0, M) € ag = ao(d, M) tal que se, para todo N > Ny e a > ag, temos que uy

resolve o problema de valor de contorno em (3.43), entdo

T ao 1/2
(/ / / |u — un|*dy dz dt> <0 (3.51)
o Jo Jr

para todo tempo T com 0 < T < 2aM.

Prova. (a) Usando as definiges (3.3) e (3.2), comegaremos por provar que

By é um operador evolutivo (fracamente) bem-posto paraz > 0. (3.52)

Quando w # 0, (3.38) e (3.45) implicam que

K+ Z—wa (Cﬂ> =
1w

c

e, como fy tem coeficientes reais, temos que
Re(K) +iIm (K + %% (J-")) — 0,
c w

o que implica que Re(K) = 0. Por outro lado, quando w = 0, segue do Lema (3.2)
e de (3.38) que

(—1)WN=D29=NN=1G)N=1K = 0, se N é impar

(3.53)
(—1)N22=NeN=1(i)N =0, se N é par.
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De fato, para N impar, do Lema (3.2) e de (3.38), segue que

)1 ((_1)<N—1>/2CN—1(?’LJ;_I1 o) (cN—3 (im)™ ) > K

2V BN (iw, in, K)

—~

iw) (tw)N=3
© (L gt
+ (ii)N o (cN‘1 ((ZZ;Z_E >

((—1)<N DN (i) N 1+0< G >2<“7)N_3))K
N <(_1)(N_1)/20N—2(Z'77)N_1(Z'w) +0 (CN_4(i77)N_3(iw)3))

+ 0 (CN2(i77)N1(iw)>

logo, para w = 0, temos a primeira parte de (3.53). Agora, para N par, segue do

Lema (3.2) e de (3.38) que

2VBN (iw,in, K) = N 1( <cN 2 w)N 2))[(

(@
e stzzzii o5
(o) )
¥ (O(c“uw)?(m)“))
b (e o @i 2)),

logo, para w = 0, temos a segunda parte de (3.53). Assim, no primeiro caso, K = 0,

enquanto no segundo, nao existe raiz de K. Isso verifica a afirmacao em (3.52).

Agora, suponhamos que

QD(S n) _ e\/z—;-l—?ﬂm-i—st-l—iny
)

com Re(s) > 0, satisfaz (3.49). Tomemos K = z—i +n? e 7 = s. Naturalmente

temos (25 — (25 + 8‘9; Ne(s,m) = (s> = (% +1%) —n?))e = 0. Por (3.38), temos
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que

se, e somente se,

Assim, (1, K) é raiz de BY(r,in, K) = 0 com Re(K) > 0 e Re(r) > 0, e isso
contradiz a ultima sentenga da proposi¢ao (3.3). Logo, (3.49) é satisfeita para

Re(s) > 0.

Observe que |£]*> + |n]> = 1 ¢ compacto, e [BYp(w,n)|s=0| ¢ continua, logo

assume méaximo e minimo em |£[> 4 []* = 1. Assim,

BN o(w,m)]a=o| > min B (w, n)|e=ol-
[£]2+[n]2=1

Desse modo, para verificar (3.50) por compacidade, precisamos somente verificar

que, para s = iw fixo, com \%\2 +n? =1,

(o) (122 (5, (o) ey (o2)) | o o

- . - N
pois isso acontecera se, e somente se, Min|e 2 |p2=1 |IBYo(w,n)| > 0. Paraw # 0, a

condigao em (3.54) é equivalente a
22\ /2 :
‘ (1 - %) + = fn (J—") ‘ > 0. (3.55)
w c iw
Para ¢?n?/w? > 1, o termo (1 — ¢?n?/w?)Y/? é puramente imaginario, logo (3.55) é
satisfeita. Se ¢?n?/w? = 1, o termo (1 — ¢®n?/w?)'/? desaparece, e como temos que
fn 6 real com fx(1) # 0, (3.55) tem mddulo positivo. Para ¢*n?/w? < 1, temos

que (1 — cn?/w?)/2 > 0, e pelo Lema (3.1), 0 < fy < 1, o que satisfaz (3.55).

Quando w = 0, observe que [£|*> + |g|* = 1 implica que n # 0. Assim, usando
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ambas as expressoes em (3.53), aplicando a primeira com K = 4/7?, temos que

IBN(0,m)] = 27NN HnY > 0. Logo (3.50) é satisfeita para Re(s) = 0.

Agora note que, para Re(s) = 0 temos que |[BY o(w,n) |0 > co em |22 4|n|* =
1, ou seja, |BYp(w,n)|s=o| # 0 para algum (s,n). Assim, (3.48) nao é solugao de
(3.49) para todo (s,n) com Re(s) = 0. Note ainda que, por contraposicao, se exis-
tem solugbes da forma (3.48) satisfazendo (3.49) para todo (s,n) com Re(s) > 0,
entdo BN (s, n) ndo satisfaz (3.50) para [2]* + 9> = 1 com Re(s) > 0. Assim,

completamos a prova da parte (a) do teorema.

(b) Associado com a condigdo de contorno BY e a exponencial, com Re(s) > 0,

dada por
\/52 2 .
6_ 67—1—7] T+st+iny

estd o coeficiente de reflexdo Ry(s,in) definido em (3.46). Sem perda de generali-

dade, podemos assumir que g é suficientemente suave.

Usando transformada de Fourier-Laplace em (3.43), chegamos ao problema

d2ﬁN 82 2\ ~
A2 (g+n uy =0, em ),
aN(Ov 7, 8) = GA(U? S): emz =0 (356>
BNy |p—a = 0, em r = a,
onde s = p + iw, com Re(s) > 0. Aqui, G(1, s) = # [ [est=mg(y,t) dydt.
Resolvendo a EDO, temos que
2 o 2, o
an(z,m,s) = cle\/?+n2x + cze_\/?’L”%. (3.57)

Aplicando a primeira condigao de contorno, temos que

~

ci+ce=Gn,s)

e assim

A 2, o 2 o
N, n,s) = n,8) —cz)eV ’ + e V2 ‘e .
i G Ve —V it 3.58
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Observe que a segunda condicao de contorno pode ser reescrita como

S 7
Sro (c_n)_
x:ac 8

Assim, denotando G = G(1, s), fx = fn(cin/s), § = s/c e (82 +n?) = X, aplicando

ot
N ~ N
B uN|x:a = 5

ox

A

un

r=a

a segunda condigao de contorno em (3.58), temos

0 = (é — Cz)\/Xeaﬁ — CQ\/XG_Q\& + (é — Cz)eaﬁgf]v + @e‘“ﬁéfN
— GVAe™ — oV DA™ — eV e VA 1 GtV 5 fy — Cgemgf]\f + 026_m§f]v

= GA(\/X(BC“A + e“ﬁéfN) + 02(—\/Xe“ﬁ — VeV — e“ﬁ§fN + e*“ﬁEfN)
o que implica que

CQ(\/X@G\/X + Ve VA 4 eV5fy — e‘aﬁ§fN) = G(\/Xeaw\ + e“ﬁéf]v)

ou ainda
. G(\/Xe“ﬁ + e“ﬁ§fN)
2 p—

No—aVA _ g-avAz

(VAerVA + eavAs fy) (1 + Ve ‘ ffN)
VeV 4 eaVAs

B G
L+ Ve VA e_“ﬁ§fN '
\/Xe“ﬁ + eaﬁ§fN

Observe que

\/Xe—a\ﬁ\ _ e—a\/ngN e—a\/X(\/X - ng) — 1 (_\/X+ ng)e—Qaﬁ.

1+ — 1+ — 8
VeaVh 4 eavAg fy eV + 5 fy) VA 5fn

Pela definigdo de Ry = Ry (in, s), em (3.46), temos que

~

G

- 72 T —2avA\—1
= 1 RN6—20L\5 = G(l RNG ) .

C2
Expandindo o ultimo termo numa série binomial temos

=G+ > (=1 RS e 29V,

I

1

J
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Logo
o0
¢ = —Cy = E J+1R3V672a]ﬁ.

Substituindo ¢; e ¢; em (3.57) temos

an(z,m,s) = —G Z(—l)jHRgVe_%jﬁe“ﬁ +Ge A4 @G 2:(—1)jHRg\,e_%j\&e_”“A
, =
_ —x\f + Z( ]+1R] (x—2a7)VA + G( )j-l—leve—(x—&-%j)ﬁ)

— x\f + G Z( jRJ (x—2a5)V'X + (—1)j+1R5V€(x+2aj)ﬁ) ]

Aplicando a inversa de Fourier-Laplace obtemos

iny 1 pioo st A —xv/\
uny(z,y,t) = el e**Ge ds |dn
R p—ico

o0

, 1 p+ioco ) N
+ Z |:/ ey (; / €5te(x—2“J)\r’\(—1)]R§V G dS) d77 (359)
R p

=1 ‘ 1 p—l—ioo_ ) . A
n / oiny (_‘ / este—(x+2ay)ﬁ(_1)ﬂ+1R§V G ds) dn]
R b Jp—ico
para todo p > 0.

Agora, observe que, quando p — 0, o limite de ambos os integrandos das trés
parcelas da soma acima em (3.59) sio dominados pela funcio G(iw,n) € L* N L.
Assim, considerando a observacao (3.1), pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

temos que
un(z,y,t) = / / eI G (0, ) dow
R JR
£ Y| [ [y R e dodn (0
R

N / / e~ (wr2ed)VAictring ()it RI 6(0 ) dw dn
R JR

onde §(w,n) = G(iw,n).



45

Assim, fazendo p — 0, observando (3.28), temos que a solugao uy de (3.43) é

dada por

uy (@, y,t) = u(z,y,t) + > ul(@,y,1), (3.61)

=1

onde
wy(z,y,t) = /R/Re(x_zaj)i(w/c)v1_62772/““”“%(—1)jR§§(iw,in)@(wm)dwciﬁ
- / / e (il Imetnt ity (1)L RY (iw, in)§(w, n)dw dn.
RJR

Além disso, segue de (3.47) e do teorema de Paley-Wiener [56] que, dado T
com T < 2aM, u)y(z,y,t) = 0 parat < T e j > M. De fato, defina

go{v(a:,y,r) _ //e(x2aj)i(w/c)\/1C_2n2/w_2+iw(T+T)+iny(_1)3'R§V(iw,in)g(wan)den
RJR

+ //6—(a:—i—2aj)i(w/c)\/1—c2772/w2—‘,—iw(’r—‘,—T)—i—iny(_1)3‘—‘,—1Rg\[(l-w7 m)g(w,n)dw d’l7
R JR
onde 7 =t —T. Observe que gog\,(a:, Y, T) = ufv(x,y, t—1T).

Note que, como g(y,t) € L* N L', pelo teorema (A.3), temos que §(in, s) €

H?(0). Da observagao (3.1), segue que e(ﬂfzaj)\/"uz*? ¢ holomorfa para Re(s) > 0.
Da observagao (3.4), segue que Ry (in, s) é holomorfa para Re(s) > 0. Assim, temos

que @y é holomorfa para Re(s) > 0.
Como Re(1/% +n?) > Re(s) > 0, temos
(z—2aj)\/ S+02 5T (2—2aj)+T)s
e 2T e < e |. (3.62)

Como 0 < z < a, temos que (x —2aj) + 1T < a(l —2j5)+ 7T < a(l —2j) + 2Ma.
Assim, a expressao (3.62) ficard menor que 1 somente se 7 > M. Analogamente,

N s
\e_(x+2aj)\/c7+"QeST] < 1 somente se j > M. Logo, por (3.47), temos que

. 52 y 1
’6(172@)\/T]2+C—2+ST(_1)3R§V(7LW, in)g(w,n)|

_(z4%ai 2,52 ¢ R R
b e RN PSS 1y R G, i) g(w, )] < 203w, )]
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para j > M, e deste modo, temos que @39 € L?. Assim, pelo teorema em (A.3),

temos que g?)?v € H?(0). Logo, pelo teorema de Paley-Wiener (A.4), temos que

gogv(x,y,T) se anula para 7 < 0. Isso implica que w)(x,y,t — T) se anula para

t—T <0,isto é parat <T.

Agora precisamos mostrar que

M ao . 1/2
Z(/R/R/O |agv\2dxdndw> < 4. (3.63)
j=1

Note que, por (3.61),
Wy = @ 2Di/IN =P ()i BT 4 4 ~(e+2ai)iw/ON/ 1=/ ()i R g
e portanto
(@) = (euzaj)i(w/@m (—1) + e(x+2aj)i<w/c>\/m(_1)j+1>2( Ri §)?
_ (g(mmﬁ@/@W (—1)% + o~ 2(a+2a)i(w/c)y/1-c2n? [w? (—1)%+2
1 €—4aji(w/c)\/m<_1>2j+l> (Rgvgy
_ (em—zam(w/wm 1 e 2et2ag)i(w/e)\/1-P [P _ Q—Ww/wm) (R’,§)?

< (@2($_2aj)i(w/c)‘/1_'32712/“’2 + e~ 2(@+2aj)i(w/c)\/ 1—02n2/w2) (Rgvg)2

e por conseqiiéncia

|ﬁN|2 < 62(a:—2aj)i(w/c)\/1—02n2/w2R%g2 + e—2(x+2aj)i(w/c)1/1_02—n2/w2R]2\;§2
2 2
= |20/ 1= ) pi ol |e~(@t2ad)ilw/Oy/ 1=/ pi (3 64)

Para fazer a estimativa sobre a regiao G, considere (3.47), e observe que

se 1 — ®n?/w? > 0, temos que (z — 2aj)(w/c)y/1 —2n?/w? € R, e portanto
|eille=2ap)(@/)/1=e*n?/w?]| — 1 Se 1 — ¢ /w? < 0, tomemos o ramo de /- tal que
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V1—=c2n?jw? = —iy/|1 — n?/w?|, conforme observagao (3.1). Note que, como

0 <z <a, temos que z — 2aj < a(l —2j) <0, pois j > 1. Assim, como w > 0,

ye(xﬂaj)i(w/c)\/lfc%?/wz| — |e(zf2aj)(w/c)\/\lfc%?/w?\‘ < 1. (3.65)

Analogamente temos

|e—(f€+2aj)i(w/0)\/ 1—02772/w2| — |@—($+2aj)(w/0)\/|1—02n2/w2|| < 1. (3.66)

Logo,

laq| < 2|9/

Assim, temos que

M s 1/2 M 1/2
Z(/// |ﬁ§v|2d$dwdn> < Z(// 2|§|2aodwdn)
j=1 G1 J0 j=1 G1
1/2
= a1 ([ [ laPaoan)
G1

= (2@0)1/2M F1
Como a regiao (7 é limitada, podemos escolher ¢, tao pequeno de modo que

5
AR<-— "0
1= 3(2a)12M

M ao 2
> (// / |0, |2 dz dw dn) < - (3.67)
j=1 G1J0 3

Agora, precisamos estimar a contribuigao da regiao Go correpondendo aos

e deste modo

modos propagativos. Como G5 é uma regiao ilimitada, vamos encontrar uma melhor

estimativa para Ry. Pela propriedade (i) do Lema (3.1), dado ¢,

min |V1— a2+ fx(z)| > /o + alen) > 0. (3.68)

22<1—¢g

De fato, observe que

dx V1—a2
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logo x = 0 é ponto de méximo de v/1 — x2. Assim, o ponto de minimo ocorre em
|z| = /1 — €, 0 que implica em /1 — (1 — ) = /€. Da propriedade (i) do Lema

(3.1), temos que fy(z) > a(ey) > 0. Logo

min |[V1—22+ fy(z)] > min |V1—2?| + 2r£111n |fv(2)] > veo + aley) > 0.
72<1—¢g

22<1—¢g 22<1l—¢g

Agora, dado ¢, pela propriedade (ii) do Lema (3.1), existe Ny tal que, para

todo N > Nj,
max [V1— 22 — fx(z)] < 6 (Veo + ale)) (3.69)

22<1—¢g

Pela definigdo de Ry(in, s) em (3.46), temos que, para s = iw,

w)?  w 1
T ()
1 c w

Ry(in,iw) =
,  (w)? iw in
e I g
cn? i
()
N cn? i
1= S04 (o)
o que implica que
cn? i
i hids
B et G|
| R (in, iw)| =
2 i
l——+ fnle—
iw
Assim
2,2 ]
max l—g—j}v(c?—nﬂ /
o w iw 6 (yeo +ale)) o
max |Ry(iw,in)| < < =
(w.n)eGo 1 22 i ( m)’ Vo + al(eo)
—— +tIn|c—
2

Logo, para a regiao Gg, por (3.64), (3.65) e (3.66), temos que

[y [? < 2IRyPlg* < 2(6)¥ gl
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Assim, com § < 1,

M ao . 1/2
Z(//G /0 |a§v|2dxdndw> <
Jj=1 2

NE

/2
(// 2a0| R, g|2dndw>
1 G2

<a’>wz—ao( /

<.
I

1/2
|g]?dn dw)

M=

1 Go

<.
Il

(6"Y\/2a0Fy

M:

j=1
M
Observe que, tomando S = Z(&l)j , temos que
j=1
R G e (O R
1-¢ ) 0

Desde que (1 — 0 )(14+6 +(8)2+ ...+ ()M 1) =1~ (§)M, temos que

Szé'(%).

Deste modo, escolhendo § apropriadamente, temos que

(//G/ | dazdndw)l/ < VBagFyd (15—55)M> gg (3.70)

Finalmente, para a estimativa sobre os modos evanescentes da regiao Gj,
somente as propriedades de estabilidade das condi¢oes de contorno, como a ex-
pressa em (3.47), entram nas estimativas. Sobre a regidao Gz, ¢*n?/w? > 1+ ¢ e

(Jw]* + |en]?)M/? > V/€0; assim

2
/ w
2
max — — > /e > 0. 3.71
wmees VT2 (3:71)
max 4/7 ——> max \/ _
(w,n) €G3 c? |w|2+]en|2=€0
w2
max — —2 > max "= —
(w,m)€EG3 C n =14eo C

De fato,
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w2

O méaximo de 4/n? — ‘Z—; ocorre no mesmo ponto que o maximo de n* — £5 ocorre.

Assim, pelo método dos multiplicadores de Lagrange, temos (n? — Z’—j) sujeito a
.~ . 2 2

restricao |w|? + |en|* = €. Definimos que F(n,w) =n* — % e G(n,w) = 5 + 17, e

deste modo temos VF = AVG e |w|? + |cn]? = €. Logo, temos o sistema

2n = A2n
w w
w* +len* = e

Se A = 1, temos que w = 0, o que implica que n = £,/¢;/c. Se n = 0, temos que

w = *,/€y. Logo

€o

max F(nw)=—

2 2 ! 2
|w[?+|en[?=eo &

o que implica que

max - =1
|w|?+|en|?=¢o c c
Note que, para a curva ¢?n?/w? = 1 + €, o método dos multiplicadores de

. ~ ;. 2
Lagrange fornece apenas a localizacao do minimo de y/n* — 4.

Como i(w/c) \/1— \/77 — ;,temos que
max (|e(x 2aj) \/77 ——2| ’6 (z+2aj) \/77 ——D max |€(x_2aj)\/n2_%22‘
(w,m€eG3 (w,n€eG3
0<z<ag 0<z<ag

Desde que a > ag e j > 1, a ultima exponencial na expressao acima é decrescente.

Assim, denotando €y = *F7 por (3.71),

max | (z— 2@)\/77 2 ‘ < eao 2aj)€p

(w7n)EG3
0<z<ag

Logo, por (3.64) e (3.47), temos que
) w2 . . w2 .
|6(m—2a])\/ERgvg|2 + |6_(m+2aj)\/n2_72R5\7§|2

< |e(a072aj)€gg|2 + |€(agf2aj)€og|2

iy [?

IN

2‘€(a072aj)€0§’2'
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Assim

M ag . 1/2 M 1/2
Z(//G /o |1lgv|2dxdndw> < Z(//G 2|€(ao 2aj)ec 04| aodndw>
j=1 3 j=1 8

M

= D w020 (/ 4l dwdé)
Jj=1 Gs
= 6“05526_2“j€b\/2_(10F3.
j=1

/2

M
Como e™2%0 < 1, temos uma soma geométrica S = g e 2% ¢ logo,
i=1
1— 62ae~0 €—2aeb + €—4aeb 4+ L+ €—2Maeb S
1— €2a6~0 6720,60 - 672a€0 :

Desde que (1 — €2%0)(1 4 72090 4 g40%0 4 4 e=(M=2)a0) — | _ ¢=2Ma0  temog
entao que

M
eaoeo § :67204_]60 /26L0F3 — ea060€2a60(
j=1

1— 672Ma€0

1 — e—2a€0

_(a—ao)és 1—e —2Maéy
= V2age Cra( ——° | p,

1— 6—2aeo

Por fim, dado 9,

M a 1/2
Z(//G / |a§v\2dxdndw) <
Jj=1 370

de modo que a seja escolhido suficientemente grande. Somando (3.67), (3.70) e

Wl >

(3.72)

(3.72), chegamos a estimativa em (3.63). Pelo Teorema de Plancherel [56], temos

M ao 1/2
Z(/// |ugv|2dxdydt> < 6. (3.73)
. RJR JO

([ [ )
([ )

que

Agora, observe que

M T ag ' 1/2
Z(/ // ]uf\,|2dmdydt) <
‘= \Jo JrJo

M=

1

J

NE

1

<.
Il
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Assim, chegamos ao resultado de convergéncia em (3.51). O

Note que os parametros N da ordem da condigao de contorno e a da distancia
do suporte dos dados iniciais sdo muitos importantes. O fato do resultado em (3.73)
requerer que a seja suficientemente grande mostra que os modos evanescentes nao
sao corretamente tratados pelas condigoes de contorno (3.23), ou seja, é necessério
que o suporte dos dados iniciais esteja suficientemente longe do contorno z = a a
fim de aniquilar a amplitude dos modos evanescentes. O fato de que o resultado é
vélido para um intervalo de tempo da forma [0,2Ma] indica que o resultado leva
em consideracao um numero grande, arbitrario, de reflexoes sobre a condigao de

contorno. Uma discussao sobre o teorema acima ¢ feita em [9, §].

3.3 Condicoes de contorno de Higdon

Ao invés de procurar diretamente condigoes de contorno analiticas e entao
discretizé-las, Higdon [32] propos a idéia de trabalhar primeiramente com a apro-
ximacao em diferencas finitas. Essas aproximagoes o conduziram a algumas condigoes
de contorno analiticas consistentes com as condigoes de contorno aproximadas. Tais
condicgoes sao perfeitamente absorventes para ondas viajando num certo angulo de
incidéncia nao-nulo, em contraste com as condig¢oes de contorno em [12], que ab-

sorvem muito bem ondas num angulo de incidéncia normal.

3.3.1 Formulagao geral

Seguindo Higdon [32], descreveremos agora algumas propriedades das condigoes
de contorno que desejamos encontrar. Para os pontos interiores da malha computa-
cional, usaremos o esquema de diferencas centrais de segunda ordem dado em (2.9).

Outros esquemas numéricos sdo abordados em [34]. Aqui, adotaremos que ¢, a
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velocidade da onda, é igual a 1. Podemos reescrever (2.8) como

K e " (3.74)

onde
K= efAT oy = Al (3.75)
Se EAx = 0, entao k = 1 e a onda é constante em z. Se {Azr = £, entdaok = —1 ea

onda é uma funcao dente-de-serra em x. Analogamente valem as mesmas observagoes

para a variavel z.

Sejam K e Z os operadores shift com respeito a x e t, respectivamente, definidos
por

Ku?, =u” Zu?, = u"t! (3.76)

Jm J+1mo Jm Jm

e consideremos a condicao de contorno da forma
B(K,Z " ugh! =0 (3.77)

onde B é um polindomio em duas variaveis com um termo constante nao nulo, ou
seja,

B(K, Z " Yugt! = coupt! + (Z cr,gKT(Z_l)é) uptt. (3.78)
rl

A fim de estudar as propriedades de reflexdo de (3.77), consideremos a com-
binagao linear

uj,, = cm{(emAy)mz" + cgﬁg(emAy)mz” (3.79)

&1 Ax &2 Ax

Aqui k1 = e e kg = € sao escolhidos tal que k; corresponde as ondas

refletidas, ou seja, que apontam para dentro do dominio, e ko as ondas incidentes,

ou seja, que apontam para fora do dominio. Reescrevendo (3.79) para u’gj‘,} temos

Wl = e (AN e (@nAuym o (3.80)
~— ———

n+1 n+1
“o,m in “o,m out
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Observagao 3.5. B(K,Z~') é um operador linear. De fato, fazendo indugdo em r

sobre o operador K, obtemos

n _ n
Kuj’m = Uji1m
L .y
= )T (M) 4 o (eMAYYm

= K (W] (")) + oK (r) ()" 2")

K(K™jb,,) = K (K"K (eMAY) ™20 4 e K (K7 1) (eMAY)m 2™

= ¢ Kr-‘,—l( 1( mAy)m n)+c Kr—i—l( ( znAy)mZn)
ou seja,

n T n
K'(auf,,, +cul, )=Kcauj, +Kcou]

Analogamente, fazendo inducdo em ¢ sobre o operador Z—' temos

(Z_1)£<Clu?7mm + CQuZmout) - (Z_l)zclu?vmin + (Z_l)ECQU?»mout

Logo

K" (Z_l)z(clujm +62u?’mout)} = KT{(Z l)eclu]m +(Z7 Y eu”

= K'(Z~ )eclujmm—|—K”(Z’1)ecgu?7mout.

Como B(K,Z™') é da forma (3.78), seque que B(K,Z™") € linear.

Deste modo, ao inserirmos (3.80) em (3.77), temos que

OZB )n+1

uOm

n+1
0,m oyt

— B ) n+1

CLUg 4y, ;. T+ C2U

= B )clug;;l +B(K,Z~ )CQU,SJ’,’;}

Il
SN

= B

(K
(K,
(K
(K61Un+1 7 e u”Jrl )+B(K62un+1 Z eughl )
(crin (eMAY)™m 2 HL ey (eMAVY ™2™ 4 B(cohig (eMAY) 2T oy (eMAY)™ M)
(

— B Ki,2 )Cl(einAy)mZn+1 +B</€2’Z71>C2(einAy)mZn+1
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logo
Bk, 271 + caB(kg, 271) =0 (3.81)
ou
B(kg, 271
G = —%cg = R(n,2)cy (3.82)

onde R(n, z) é o coeficiente de reflexdo. A notagao (7, z) é usada porque k; € Ky S80

fungoes de n e z. Desse modo, poderfamos expressar (3.80) como

n+l _  n+l n+1
Upm = Uom out + R(T], Z>u0,m in’

Nossa meta entao é encontrar um operador B tal que a magnitude do coeficiente
de reflexao seja a menor possivel, ou seja, de modo a aniquilar a maior quantidade
possivel de ondas refletidas, e, além disso, tal que possamos manter a estabilidade,
ou seja, pequenos erros nao podem crescer incontrolavelmente de forma a invalidar

a solugao numérica.

O ideal seria termos
B(kg,z7') =0
para todo z e correspondente ko. Isso significa que as ondas incidentes satisfariam

a condigao de contorno exatamente, ou seja, R(n,z) = 0. No entanto, na pratica,

esse ideal nao pode ser plenamente atingido.

Para a anélise de estabilidade da condi¢ao de contorno, Higdon [32] utiliza
um critério andlogo ao usado originalmente por Gustafsson, Kreiss e Sundstrom [24]
para provar resultados de estabilidade para sistemas hiperbdlicos de primeira ordem

em uma dimensao. Consideremos entao o critério
B(k,z') #0 sempre que |z| >1,|x] <1, (3.83)

e ke é a solugdo da equagao de diferencas (2.9). Se & ou w é real, entdo
|k| =1 ou |z] = 1, respectivamente. Mas aqui permitimos que k e z sejam nimeros
complexos, e estamos estendendo a defini¢ao de k e z dadas em (3.75). Observe os

seguintes casos:
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(a) Suponhamos que |z| > 1, |k| < 1, e k7e¥2™ é a solugao da esquema de
diferengas (2.9). Se esse modo satisfaz as condi¢oes de contorno, entao temos uma
solugao do problema em questao que cresce exponencialmente com o nimero de
passos de tempo, ou seja, |x|’ é controlado para y fixo, mas |z|™ explode & medida
que n cresce. Isso constitui uma forma de instabilidade, e a condigao (3.83) é entao

essencial.

(b) Suponhamos agora que |z| — 1 e |k| — 1. (Esses limites sao tomados dos
dominios |z| > 1,|x| < 1.). Temos modos puramente oscilatérios. O modo obtido
pelo processo limite deve ter uma velocidade de grupo que aponta para dentro do
dominio espacial [33, 46, 47]. Entao k = k;. Nesse caso, se o critério (3.83) nao
fosse satisfeito, haveriam ondas irradiando para dentro do dominio sem qualquer
simulagao de ondas incidentes ou funcgoes forcantes na condicao de contorno, ou
seja, esses modos geram ondas numéricas que podem, de fato, estragar a solugao.

No entanto, o critério (3.83) exclui esses modos.

56—
Bu=0

Figura 3.1: Célculo computacional de ugt,} com p pontos.

Por exemplo, considere a aproximagao (2.9) para a equagao diferencial (2.3),
com condigoes iniciais u(x,y,0) = wuo(z,y) e w(z,y,0) = vo(z,y), e com uma

condicao de contorno artificial exata Bu = 0 em x = 0, tal que o suporte de ug
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e vy estd contido em (9, 00) x R, para algum § > 0. Suponha que para calcularmos
computacionalmente o valor de ug;} precisamos de p pontos, conforme Figura 3.1.

Se o critério (3.83) nao for satisfeito, entao

+1

n _ n n n —1 n+1 __
CoUG = CLUT y + CoUly 4 A Cpuy & B(K, Z7 g, =0,

n+1

om 7 0. Contudo, na solugao fisica do problema, o valor da

ou seja, podemos ter u
solucdo em (0, mAy, (n+ 1)At) é zero. Logo, se uma onda que se move para dentro
do dominio satisfaz B(k,z71) = 0, ela pode entdao “sujar’a solucao. Isso seria uma

forma de instabilidade.

O caso (b) n@o cobre o caso dos modos evanescentes para os quais |z| =
1 e |k] < 1. Considere 6 como sendo a distancia entre o contorno artificial e a
regiao de interesse, isto é, o suporte dos dados iniciais, conforme Figura 3.1. Para
0 suficientemente grande, os modos evanescentes nao serao um problema, pois a
amplitude destes modos decai exponencialmente em x, a medida que o tempo passa.
No entanto, quando o suporte dos dados iniciais esta muito proximo do contorno

artificial, podem ocorrer problemas [7, 28].

Analisemos agora um importante caso, onde temos freqiiéncia zero (Axr =
WAt = nAy = 0, isto é, Kk = 2z = 1 en = 0. Esse é o ponto onde dois ramos
da relagao de dispersao se cruzam, ou seja, para {Ax = wAt = nAy ~ 0, (2.10)
implica w? ~ €2 + 7%, e assim 7 ~ £1/w? — €2 = £/re?? onde (w? — €2) é um
nimero complexo z = re’. Logo, para # = 0 temos n ~ /7, mas para ) = 27 temos
n ~ —/r, e assim temos um ponto de ramificagio em z = 0. Por um lado temos
ondas refletidas, e por outro ondas incidentes. O caso Kk = z = 1 corresponde entao
as ondas refletidas e incidentes ao mesmo tempo. Se a condicao de contorno aniquila
as ondas incidentes para k = z = 1, isto é, B(1,1) = 0, entao ela também aniquila as
ondas refletidas, e a condigao (3.83) é violada. Por outro lado, se (3.83) é satisfeita
para k = z = 1, entao nesse ponto o coeficiente de reflexdo satisfaz |R| = 1, e assim

existe uma total reflexao na freqiiéncia zero.
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O rétulo autovalor generalizado é algumas vezes associado com situagoes onde
uma condigao de contorno permite ondas refletidas para |z| = 1, como no presente
caso. Segundo Trefethen [48] e Higdon [32], os autovalores generalizados podem
causar leves instabilidades, consistindo de ondas irradiando espontaneamente para
o interior do dominio. Deste modo, os autovalores generalizados (onde B(1,1) = 0)

nao impedem de encontrarmos condigoes de contorno absorventes efetivas.

3.3.2 Condicoes de contorno discretas

Descreveremos aqui duas classes de condigoes de contorno absorventes dis-
cretas, discutidas por Higdon em [32], que o conduziram a condig¢oes de contorno
analiticas, consistentes com as discretas. Para cada classe, verificaremos sua for-
mulacao, propriedades de estabilidade e reflexao, e consisténcia com condicoes de

contorno analiticas.

3.3.2.1 Meétodo das médias

A primeria classe de condigoes de contorno absorventes discutidas por Higdon

{I - ([ +ZZ_1) <[ J;Kﬂpug;} —0 (3.84)

onde p é um inteiro positivo, e K e Z sao os operadores shift definidos em (3.76).

[32] sao definidas por

Para o caso p = 1 temos

[+ K+ Z '+ Kz
(I_ +K+77"+ )unﬂzo’

4 0,m

e, multiplicando tudo por 4/3, obtemos

1
n+1l __ n+1 n n
Ugm = g(ul,m + Ug,m + ul,m)'
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Uma motivagao para essa forma da condicao de contorno é dada pelo seguinte.

Queremos uma condicao de contorno do tipo
A(K, Z7 g

tal que a magnitude do coeficiente de reflexao seja a menor possivel, e que possamos
manter a estabilidade. Também queremos que A(k,27!) = 1 enquanto k = —1 ou
z = —1. Isso significaria que o operador A(K,Z™') é o operador identidade para os
modos parasitas [46]. Esses modos sao fungdes dente-de-serra com respeito ao espago
e ao tempo, artificialmente gerados pelo método numérico, cujas freqiiéncias ficam
préximas aos extremos { = £x- e/ou w = £3;. E comum que tais modos tenham
velocidade de grupo com sinal oposto do que é fisicamente correto. De um modo
geral, queremos garantir que os modos parasitas nao possam, “involutariamente”,

satisfazer a condicao de contorno homogénea e assim gerar instabilidades.

Observe que, para wAt = +7 temos coswAt = —1 e senwAt = 0,e assim
1+ 27! = 0. Similarmente, para {Az = £7, temos coséAxr = —1 e sen AT = 0,
e assim 1+ k = 0. Logo, para este caso, temos (1 + 27')(1 4+ k) = 0. Para o caso

EAxr = wAt =0 temos kK = z = 1, e deste modo
1+27"\ (1+r) .
2 2 )
1 -1 1
P(Ii,z_l):< *; )( ;”) (3.85)

Ak, 271 =1— P(k,z7"Y), (3.86)

Assim, definindo

temos a condicio desejada. O correspodente operador diferenca A(K, Z~1) fornece
(3.84) para p = 1. O método de alta ordem em (3.84) é obtido usando o operador
A(K, Z 1.

Segundo Higdon [32], poderfamos usar z no lugar de 27! e/ou k™! no lugar de

k, mas, entretanto, isso poderia complicar a implementacao. Com relacao a qualquer
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ponto da fronteira dado, precisamos ter shifts para tras no tempo e para frente no
espaco, de modo que a condicdo de contorno use valores da solucao que ja foram

calculados pelo computador.

Proposicao 3.4. O método (3.84) satisfaz o critério de estabilidade (3.83),
Ak, 271 #0, paral|z| > 1, |k <1,

com a exce¢ao que A(1,1) = 0.

Prova. O fator z em P(k,2!) satisfaz

14271
2

para |z| > 1, exceto quando z = 1. (Considere vetores no plano complexo, esten-

dendo de —1 a z™!, conforme Figura (3.2)).

Figura 3.2: Vetor 1 + 27!

Note que sempre temos

< 1+|Z?1|
=T

14 271
2

No entanto, a igualdade ocorre se e somente se |1 + 27 = 1+ |27}, ou seja, se e

somente se

11+ (coswAt — isen wAL)|* = (1 + | coswAt — i sen wAt|)?
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<= (1 + coswAl)? +sen? wAt = 4 <= coswAt = 1 <= wAt = +2nm <= 2z =1

Um argumento similar vale para o fator k. Logo, |P(k,27')| < 1 enquanto

|z| > 1 e |k| <1, exceto quando z = k = 1. Comparando com (3.86), temos
Ak, 27| =1 = P(k, 27 1)| <1+ |P(k, 27 )] < 2,
exceto quando z = k = 1. Deste modo, para o método de alta ordem (3.84), temos
|A(k, 2 )P < 2P £0

exceto quando z = k = 1, ou seja, A(1,1) = 0. 0

O caso excepcional A(1,1) = 0 significa que existe um autovalor generalizado

correspondente a freqiiéncia zero, conforme visto na secao 3.3.1.

Agora consideraremos os coeficientes de reflexao para (3.84). De acordo com

(3.82) e (3.84)-(3.86), eles sao dados por

Alra, 27y (A(mz,z‘l)

Ry(n,2) = " A(ry, Ty m) = —(=Ri(n,2))". (3.87)

A proposicao seguinte aplica-se para todas as ondas oscilatorias admitidas
pelo esquema de diferencas interior, isto é, dos pontos interiores da malha, mas nao

exatamente aquelas que sao bem resolvidas pela malha.

Proposicao 3.5. Se |z| = |k1| = |k2| = 1 e z # 1, entdo o coeficiente de reflexdo
para o caso p = 1 satisfaz |[Ry(n, z)| < 1, exceto quando k1 = ke = 1 ou ky = K1 =
—1.

iwAt

Prova. Seja z =¢ e k; = €%2% com j = 1,2. Conforme a Figura (2.3), wAt e

&Ax tém sinais opostos para ondas refletidas e sinais iguais para ondas incidentes.

Assim, arg 27! e arg k1 tém o mesmo sinal, e arg z~! e arg ko tém sinais opostos.

Além disso, a simetria da relacao de dispersao (2.10) implica que arg kg = — arg Ky.
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Vejamos, para w e 7 fixos, pela relagao (2.10),

2
(sen ’%x) = f(w,m, At, Az, Ay)

ou seja,

A -
senng = j:\/f(w,n,At, Az, Ay).

Supondo, sem perda de generalidade, que w > 0, ao tomarmos £ < 0 temos que

sen S22 — —\/f(w,n,At,Ax, Ay), e para £ > 0 temos sen% = \/f(w,n, At, Az, Ay).

2

Logo & = =&, isto é, arg ko = — arg k.
Observe agora que |1 + k1| = |1 + ks, ou seja,
|1 4 ei&AzP _ ‘1 + 67i§1A1|2.
Segue que os produtos

Py, =) = <1 +2z1> <14;/<1)’ Py, 1) = (1 +221) (14;/42)

tém o mesmo modulo. Contudo, no segundo caso, ha um cancelamento parcial

L e arg ko tém sinais opostos

dos argumentos enquanto k; # Ko, Visto que argz~
(veja Figura 3.3). Isso nao acontece no primeiro caso. Entao, P(kg,27') estd mais

préximo de 1 que P(ky1,271), enquanto xy # Ko.

Figura 3.3: Posicionamento tipico de z, k1 e Ko.
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Como |P(ky,27Y)| = |P(kg, 27Y)|, com P(kg,27!) mais préximo de 1, temos
11— P(kg, 27 1| < |1 = P(k1,271)].

Assim, pela defini¢ao (3.86) e (3.87), temos

[A(s2, 271 _ [1— Pkia, 27|

— <1
|A(k1, 27 |1 = P(k1,271)]

[Ra(n, 2)| =

enquanto Ky # Ko. O

Note que, pela Figura 2.3, a hipétese z # 1 implica n # 0, e se Az = 0 entao
a componente x da velocidade de grupo é zero para tais modos. Além disso, se
¢Ax = £ entao a componente x da velocidade de grupo para tais modos também
é zero. Deste modo, o caso excepcional na proposi¢ao (3.5) é de leve conseqiiéncia,

pois esses modos nao se propagam para o interior do dominio.

Para todos os outros casos, a proposi¢ao (3.5) e (3.87) implicam que

By 2 = (R )] = IR " (1)

n

para algum n > 1, ou seja, R,(n,z) — 0 quando p — oo.

A proxima proposicao aplica-se somente para aquelas ondas que sao bem re-

solvidas pela malha.

Proposigao 3.6. O coeficiente de reflexio R,(n, z) para (3.84) satisfaz

A —cosf

R,(n,z) = — <m) + O(wAt)?. (3.88)

Aqui, N = At/Az, e 6 € o angulo de incidéncia medido com rela¢do a incidéncia

normal.

Prova. De acordo com (3.87) e (3.84), o coeficiente de reflexdo é dado por

1—2(1+271)
1—2(1+271)

(14 w2) 1"

Rp(nv Z) - - (1 + ’{1)

1
2
1
2
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Aplicando expansoes em séries de Taylor para z = exp(iwAt) e k; = exp(i€;Ax),

com j = 1,2, temos

_ Z Z”At T (iwAt) + SR “;At) +
n=0 )
€
. A 2
1+/{j=1+z@m —2+(i§ij)+%+

=0

Multiplicando os termos temos

1+ 21 +r;) = 4+2(i&A7) + (i§A7)* + %(zfjA@?’ +

+ 2(—iwAt) + (—iwAt)(i§;Ax) + %(—iwAt)(ingxf +

+  (—iwAt)? + %(—iwAt)Q(zfij) iwAt)?

2'2'(

+ 2( iwAt)? + ;!(—iwAt)?’(zfij)

3! 213!

e por conseqiiéncia

- 0421 4ry) =

1 (lwAt — i€;Ax)

{(@AW + (—iwAt) (i€ ;Ax) + (—iwAt)

O~ = N

[(—wAt)(z'nga:)Q + (—iwAt)z(z'fjA@]

— %(iwAt —i§Ax) — Z Z ml

n=2 m=0

(zfjA;E)Q +

! — (—iwAt)*(i&;Ar)? +

1

(—iwAL)" "™ (1€ Ax)™

Tomando A\ = At/Ax, podemos simplificar essa equacao, de modo que

(—iwA) M GGAT)T = (=)W (AT (Ar)™

m)\m

= TG A

_ (—1) (W—§J> (WAL
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e assim temos

- }1(1 b Y14k = %mx(m ¢ - %(-1)%71@&)71 m0<_%) mlc((:,_mn)l)!

O segundo somatoério da expressao acima pode ser definido como uma funcao

que s6 depende de n e j, D, ;, e assim

1 -1 - 1 - n+1 " n
L= (14271 + k) = Sida(Ow = &) + ;(—1) — D j(wAt)

e ainda podemos definir a quantidade (—1)""'i"(n!)™'D,,; como uma fungéo E, ;.

Dessa forma, para j = 1,2, temos

1— }1(1 + 27 (1 + ko) _ %iAa:()\w — &)+ > 0, Epo(wAt)"
1— }1(1 + 27 (1 + k1) %z’Aw(Aw — &)+ >0, B (wA)”

Chamando as quantidades %iAx()\w — &) por aj, dividindo os polindomios,
obtemos
s . Eoo— 2 E2

A2 + ...
m o (WAL)* +

Por fim, temos que

] - (=8

+ O(wAt)2>p

Expandindo o segundo termo obtemos

() (284 () (2225 owary .ot (7 owary

e assim

ll —1+2H1+ @)r _ ()\w - &

P 2
1— i(1+2_1)(1+l-€1) Aw—&) +O(WA)

Logo
Aw — &
Aw — &

Ry(n,2) = — ( )p + O(wAL)? (3.89)
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A relagao de dispersao (2.10) e a férmula (2.11) para velocidade de grupo
implicam que & /w & cosf e & /w ~ —cosf. De fato, derivando (2.10) com relacao

a & e n, respectivamente, obtemos
wAt WAL\ dw (AT (AT
sen (T) cos (T) % asen (T) cos <T) (3.90)
WAt WAL\ dw nAy nAy
sen (T) oS (T) o 3 sen (T) oS (T (3.91)

onde o = %i— e = %AA— Utilizando a relagao trigonométrica sen 20 = 2 sen 6 cos 6,

podemos reescrever (3.90) e (3.91) como

sen (wAt)g—? = asen ((Ax) (3.92)
Ow
sen (WAt)— o = (sen (nAy) (3.93)

Elevando ao quadrado e somando os termos de (3.92) e (3.93) obtemos

sen® (wAt)|v|? = a®sen? (EAx) + 3*sen? (nAy),

onde |v| = \/(0w/0E)? + (Ow/On)?. Suponhamos, sem perda de generalidade, que

sen (wAt) > 0, ou seja, w > 0. Assim

sen (wAt)|v| = /a2sen? (EAz) + B2 sen? (nAy) (3.94)

Podemos reescrever (3.92) e (3.93) da forma

sen (wAt) <_a(9_u£)’ —g—j;) = (—asen (£Az), —fsen (nAy)) (3.95)

Como v = |v|(cos8,senf), e por (3.94) e (3.95), temos

—asen (EAzx) —[sen (UAQ))

sen (wAt)(—|v|(cosf,senf)) = \/}( \/} , \/}

onde

f= f(&, n, Az, Ay, At) = o?sen® (EAx) + 3% sen” (nAy)



67

Deste modo,

—asen (EAT)
VaZsen? (EAx) + 42 sen? (nAy)
—Bsen (nAy)
VaZsen? (EAx) + 42 sen? (nAy)

—cosf =

(3.96)

—senf =

(3.97)

Agora, observe que (2.10) implica w? =~ £2+n? quando as quantidades At, A,

Ay sao suficientemente pequenas. Logo

§ §

cosf ~ ——— i

NZET R

Lembremos da hipétese de que w > 0. Assim, se £ > 0 temos ondas incidentes,
ou seja,

é ~ cos b,
w

e se £ < 0 temos ondas refletias, ou seja,

&1

== =~ —cosf.

w
Assim, (3.89) implica (3.88). O
A proposicao 3.6 implica que a reflexao é essencialmente zero quando cosf = A

1 -1 1
arg ( +22 )’ = |arg ( —;@) ‘, (3.98)

entdao P(kg, 27 ') é real. Se, além disso, z e Ky estdao proximos de 1, entao P(kg, 27 1)

e |wAt| é pequeno. Se

estd mais préximo de 1 que P(r1,271), e a reflexdo é essencialmente zero. Mas

1

(3.98) é equivalente a dizer que argz~' = arg ks, ou wAt = &Ax. Entdo, nesse

caso, cosf ~ \.

A proxima proposicao diz respeito a consisténcia da condi¢ao de contorno

discreta em relacao a condigao de contorno analitica. Dizemos que um esquema
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em diferengas finitas P(jAx,nAt)u} = f é consistente com a EDP Lu = f se, e

somente se, para toda u(z,t) suave,

Ahm P(jAz,nAt)uj = Lu
AV=0

de modo que a convergéncia seja pontual em cada ponto da malha [42].

Proposicao 3.7. O método (3.84) € consistente com a condi¢dao de contorno analitica

(/\2 - g)pu = 0. (3.99)

Prova. Primeiramente, afirmamos que (3.84) é consistente com

At (-7 [+Z "\ (K-I\]",
() -0 ow

g

A

por exemplo. De fato, temos que
[ I+ 7z
A= —|I-2"- K-1
o |o-zn - (B -0
= —|(I-21Y- K-T——+4+—+——-——
Ax_( ) ( 2 2 T T T

<
e () L))
|

K 31 K 3[)}

gyl _ =
4+4 4 + 4

Z71 K 31 Z‘lK}

K 3I Z7'K 32_1]

4 4+4 4

(& /.
g

Denotemos (—Z7 ' — K +3I — Z7'K) = N. Como A\ = At/Ax é constante, ao

fazermos Ax — 0, temos At = AAx — 0. Assim, para ¥, fixo,

n+l _ n n+1 n+1

Nvjph = =i, —vil,, +3v0 — vy,
_ n n n+1 n+1
= E'Uj,m + Uj—&-l,mz—f— (— Vi m 305 )

(1) @)

Ao fazermos nAt =ty e jAx = xy,

(1) = —2v(to, o, yo) quandoAz — 0
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(2) — 2v(to + At, x9,y9) quandoAz — 0

Como At — 0 também, (1) +(2) — 0. Logo Nv} ! — 0 quando Az — 0 e At — 0,

para 1o fixo. Assim, provamos a primeira afirmagao.

Afirmamos agora que (3.100) é consistente com (3.99). De fato, ao fazermos

Ax — 0, e por conseqiiéncia At — 0, temos que

_ n+1 n
([+Z 1) it Uga UG, .

2 om — 9 R uO,m
€ como
n+1 n+1
K—1 un+1 _ U — Uom
Az 0,m Az
temos

I+Z7 N\ (K—-1I\ ,., ou
ul Tt —
2 Ax Om " A

I—Z7'\ _ ungrrLl —Ugm _ Ou
At

Além disso, como

U, ~ —
0,m At ot

e A = At/Ax, provamos a segunda afirmagao, o que conclui a demonstragao. 0

Em [32], Higdon afirma que, em outros problemas hiperbdlicos, poderfamos
fazer algumas modifica¢oes no operador (3.86) a fim de dominar indesejaveis ondas
parasitas. Por exemplo, para dominar os modos parasitas correspondentes a k = —1

e z = 1, poderiamos usar o operador definido por

()

A funcao é zero para k = —1, z = 1. No entanto, a funcao é igual a 1 para k =1 e

para Kk = z = —1, de modo que o operador ¢ “desligado” longe do modo em questao.
Variacoes similares podem ser usadas para modos parasitas para xk =1e z = —1 ou

k=z=—1.
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3.3.2.2 Meétodo da extrapolacao espacial-temporal

Consideremos agora as seguintes condig¢oes de contorno
(I —Z'K)Pugt! = 0. (3.101)

Aqui, p é um inteiro positivo.

Figura 3.4: Stencil para o caso p = 2.

Por exemplo, para o caso p = 1 temos ug;l = uf ,,. Para o caso p =2 (veja
Figura 3.4),
Tr — X9 r — T
u(may(bt) = uy + U2
Ty — T2 T2 — I
Assim
n+l _ —2Ax nooy —Ax n—1
uO,m - —A[E ul,m AZL’ u2,m
logo

n+l __ n n—1
uO,m - 2ul,m - u2,m

Os stencils sao diagonais no plano (z,t).

Algumas propriedades de operadores diferenciais e polinémios de interpolacao
implicam que essas condigoes de contorno sao verdadeiros polinomios de extra-

polagao. Por exemplo, quando p = 2, a condi¢ao de contorno ajusta um fungao

n—1

5., que é utilizada para obter um valor aproximado

linear para os valores uf, e u
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para u’gj;} (veja Figura 3.4). O caso p = 2 pode ser considerado como uma extra-
polacao linear no espaco e no tempo. Observe que, para p > 2, a extrapolagao nao

serd linear.

Primeiramente, faremos uma andlise de estabilidade. Seja S,(K,Z~') deno-

tando o operador (I — Z~'K)? usado em (3.101).

Proposicao 3.8. O método de extrapolacao espacial-temporal de ordem p satisfaz

o critério de estabilidade (3.83), com a excessio que Sp(1,1) = 0.

Prova. Primeiramente, suponhamos |z| > 1 e || < 1. Entao |27'k| < 1, e assim

1—271x #0.

Agora, consideremos o caso limite |z| — 1. Se nesse caso |k| < 1, entao
|27'k|] < 1 como antes. De outro modo, consideremos |x| — 1. De acordo com os
comentdrios feitos apés (3.83), esse k deve ser k1 ao invés de ky. Entao precisamos
mostrar que 1 — 271k # 0, ou wAt # & Ax. Mas para as ondas que se movem para
o interior do dominio, wAt e & Ax tém sinais opostos, exceto quando wAt = {Ax =
nAy = 0, o que implica que S,(1,1) = 0 (Veja a Figura 3.2). Assim, concluimos a

demonstracao. ([l

Agora, consideremos os coeficientes de reflexao para as condi¢oes de contorno

(3.101). Eles sao dados por

RS (n, ) = _dmaTR)r —(Z - “2)p (3.102)

(1 —z71ky)P Z— Ky

Proposigao 3.9. Supomos que |z| = |k1| = |ko| =1 e 2 # 1. Entdo
IRy (n,2)] < 1,

exceto quando kK1 = ky =1 ou k1 = Ko = —1.

Prova. Um tipico posicionamento de z, k; e ko no circulo unitario ¢ indicado na

Figura 3.3.
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Fica claro que |z — ka| < |z — k1| exceto quando k; e Ky coincidem, ou seja,

quando k1 = ke = 1 ou k1 = Ky = —1. Logo, por (3.102),

p

Z— K
2l <1,

RS (5, 2)] = ]

Z — K1

O

Como na proposi¢ao 3.5, o caso excepcional é de pouca relevancia. Para todos
t desd — — RST 0
os outros casos, desde que |z — kg| < |z — k1| sempre que k1 # Ko, Ry (n,2) —

quando p — oo.

A proxima proposicao aplica-se para ondas que sao bem resolvidas pela malha.

Proposicao 3.10. O coeficiente de reflexdo para o método de extrapolacdo espacial-
temporal de ordem p satisfaz

A —cosf

p
ST — _ A 2
B (09) = - (F g )+ Otwt,

onde 0 € o angulo de incidéncia e A = At/Ax.

Prova. De acordo com (3.87) e (3.101), o coeficiente de reflexao é dado por

1, 7P
1—2 142}
1— 271k

Ry (n,2) = —[

Aplicando expansoes em séries de Taylor para z = exp (iwAt) e k; = exp (i;Ax),

com j = 1,2, temos que

_. A 2 _. A 3 . .A 2 . A 3
21 3! 2! 3!
e
. i€ Ax)?
1—2"%; = —zngx—%—i—...

— (—iwAt) — (—iwAt)(i&;Ax) — %(—iwAt)(ifjAm)Q — ...
_ %(—iwAt)z _ %(_iwAt)Z(ifij) — ﬁ(—iwAt)Q(zfijf — ...

_ %(—iwAt)g - %(—iwAt)S(ifjAJ?) - ﬁ<—iw&)3(i€jm)2 -

+o)
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Logo, podemos escrever 1 — z 7'k, como

iAz(Aw — &) Z Z i = (—iwAL)"™ (1€ Ax)™.

n=2 m=0

Como vimos na demonstracao da proposigao (3.6),
(—iwAL)" ™ (i&; Ax)™ = (—=1)"" (;—w> (wAL)"

e assim temos que

-y = st g+ S a3 (52) (1)

Definindo a quantidade (—1)""'"(n!)~!(1 = ¢;/(M\w))" por E, j, para j = 1,2,

temos

1—z2 % iAz(Aw—&) + Y 00, Ena(wAt)"

1—z21k  iAz(Ow — &)+ D00, B (wAt)»

Chamando as quantidades iAz(Aw —¢&;) por a;, dividindo os polinémios, obte-

mos
a
as N Eoo— 2 Es

a1 ai

(wAt)? +

Por fim, temos

B 02) = (=2 + o)

e analogamente & demonstracao da proposi¢ao (3.6), obtemos o resultado desejado.

0

A reflexao é essencialmente zero quando cosf = A. Observe que o coeficiente
de reflex@o (3.102) é exatamente zero se z = ko; quando |z| = |ke| = 1, isso significa
que WAt = &Ax, ou & /w = At/Ax = X. Para ondas que sdo bem resolvidas pela

malha, & /w ~ cos 6.
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wAt = argz
, WAt = EAX
ondas CT T T T T LI :/ : ondas
refletidas “ P incidentes
£=& \ / £=5
I e !
| P
- J i TAX = argk
;L//\l
f’"qas | e . : ondas
incidentes : L7 : refletidas
7 I :ﬁ 7777777777 ‘
Figura 3.5: Freqiiéncias altas quando |z| = |ks| = 1.

Proposicao 3.11. O método de extrapolacao espacial-temporal de ordem p € con-

sistente com a condicao de contorno analitica

(/\2 _ ﬁ)pu _o. (3.103)

Prova. O operador (3.101) é consistente, por exemplo, com o operador Euler for-

1—2771 L (K-1
(=) 0s)

~~
AEulEr

ward

De fato, reescrevendo-o temos

1 K—1
A - —|(I—zYHY-z"
Buler Am[( ) ( Az )}

1

= —[I-7Z'K
N ]
Afirmamos agora que o operador Fuler forward é consistente com o operador (3.103).
De fato,
T=Z70N er _ Ut~ Uam ~ Ou
At 0-m At ot
e

n+1 n+1
K—-1 un+1 . Uy m — Upm
Ax 0-m Ax

o que implica que

Z_I(K:_[)UMJzzgﬁl:ﬁﬁﬂfv8“.
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O operador (3.101) é consistente também, por exemplo, com o operador Box

(S - (5

scheme

'

ABox
De fato, reescrevendo-o temos
Apoe = ——|2(I =2 YI+K)=~(1+ 2 YK -1)
Bor = Az |2 2
1
= —[I-7'K
N ]

Afirmamos que o operador Boz scheme é consistente com o operador (3.103). De

fato, ao fazermos Az — 0, e conseqiientemente At — 0, temos que
I+7z71 )
(55 Jutst ~

como na demonstragao da proposi¢ao (3.7), e
[+ZN\(K-1I\ ,., 0u
Ugm ~ -
2 Ax ’ ox

n+1 n+1
I+ K nt+1l uoym + u17m n+1
2 uO,m - 2 U’O,m

Temos também que

ou seja, o operador identidade, e assim

I—ZYN\[(I+K\ ., Ou
Uu, ~ —.
At 2 Om ™ ot

Logo, provamos a afirmacao, e concluimos a demosntracao. 0

3.3.3 Generalizacao para angulos arbitrarios de incidéncia

Vimos que as condicoes de contorno discretas discutidas nas segoes 3.3.2 e 3.3.3

sao consistentes com as condigoes de contorno analiticas da forma
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A razao At/Ax = X é o cosseno do angulo de melhor absorcao. Isso sugere que

poderiamos usar

<(Cosoz)% - a%)u =0 (3.104)

para aniquilar ondas propagando-se num angulo de incidéncia +a, e que a versao
de ordem arbitraria, dada por
ﬁ 0 =0 (3.105)
(cos = :
i) ot or
j=1
pode perfeitamente absorver ondas de angulos de incidéncia £aq, ..., xa,. (Aqui
la;| < /2, para todo j). Agora consideraremos problemas analiticos ao invés de

aproximacoes discretas.

Podemos interpretar as condigoes de contorno (3.104) e (3.105) da seguinte

forma. Considere uma onda plana da forma
u(z,y,t) = f(rcosa+ ysena + t)

onde f é alguma fungao dada. FKEssa onda move-se para fora do dominio x > 0
num angulo de incidéncia +a, para 1 < j < m. Essa onda satisfaz (3.104), e, em
particular, a condi¢do de contorno (9/0t — 0/0x)u = 0 é compativel com ondas
incidentes movendo-se na incidéncia normal (Veja proposigao 3.13). Similarmente,
uma combinacao linear de ondas planas movendo-se para fora do dominio x > 0,
com angulos de incidéncia oy, ..., *aq,, satisfaria exatamente a versao de ordem

arbitréria (3.105).

Proposicao 3.12. O coeficiente de reflexdo para (3.105) € dado por
P (cosa; — cosf

_ J 3.106
jl_[l(cosa]—i-cose) ( )

onde 0 ¢ o angulo de incidéncia

Prova. Considere uma combinagao linear de uma onda refletida e de uma onda

incidente

e etmtmytet) o pilGertytot)
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Inserindo-a na condi¢ao (3.105) obtemos

P
o 0 , ,
0 = I P i(Grz+ny+owt) i(&2x+ny+wt)
| |1 ((cos ;) g 8x) (cre + coe )

J

I
m@

@ 0 0 0 -
_ i(§1z+ny+wt) | | i(Eax+nytwt)
(cos ) ot 8x> (cre i ( cosay) 7 ot Gx) e )

1 7j=1

<.
Il

I
:@

1

+ H ((cos aﬂcﬂwe“éﬂmywt) — cgifgei(52”’7y+“t))
=1

<.
Il

o que implica que

p P
— H <(cos a;)iw — 2'52) coel(E2mtmyFwt) — H ((cos a;)iw — ifl) et Gratnytet)
J=1 J=1
logo
p . .
¢ eilGztny+wt) — 1= ((COS ) iw — 152) p cos )it — i
Cpei(@rtnyten) H( (cos aj)iw — z§1>

1T, ((cos a;)iw — ifl) j=1

Como ¢ é a amplitude da onda refletida e ¢y é a amplitude da onda incidente,

por (3.82),

P [ (cos a))iw — i&y
(e
e (cos o )iw — 1&;
Usando o fato de que & /w = cos 6 e §; /w ~ — cos  (como demosntrado na proposigao

(3.6)) temos
P
H cos a; — cos 0
(cosaj + cos@)

Jj=1

O valor absoluto de cada fator em (3.106) é menor que 1, exceto quando
= 7/2. Segundo Higdon [32], essa exce¢do ndo tem nenhuma conseqiiéncia, visto

que esse caso corresponde a incidéncia tangencial. Os modos correspondentes nao
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se propagam para o interior do dominio. Para maiores detalhes sobre os modos

tangenciais, veja [33].

Proposicao 3.13. A condicdo de contorno de Engquist ¢ Majda de ordem p €

equivalente a

0 o\’

ou seja, a; = 0 para todo j.

Prova. As condigoes de contorno de Engquist e Majda de ordem p [12], sao dadas

recursivamente por (3.23). Considere a mudanga ¥ = —z em (3.107), de modo que
temos
a 9\
- 4 — = 0. 1
<8t+8j> u=0 (3.108)

Quando p = 1, temos que (3.108) é equivalente a condi¢ao de contorno de

primeira ordem em (3.23). Quando p = 2, (3.108) é da forma
U + 2Usz + uzz = 0.

Mas por (2.3), uzz = Uy — Uy, € entdo a condi¢do de contorno pode ser reescrita da
forma

2utt + 2Ut53 — Uyy = 0

que é equivalente a condigao de contorno de segunda ordem em (3.23). Similarmente,

quando p = 3, (3.108) é da forma
QU + Az — My — Uzyy + 2U35 = 0
que por (2.3) pode ser reescrita da forma

4uttt + 4Uttf — 3utyy — Ugyy = 0.
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Assim, por indugao em p, lembrando de (3.40), temos

0 1 02
Bp - aBp_l—Zme_g
B 10 1 (0 0 2
N 815 op—2 49y220-3\ 0t 0O

LAY VA
ot ' i 2\0t 0z
1 [0 n o\’
21\t OF
Voltando a variavel original, temos

L (o0 9N _,
w1\t o) "

que ¢é equivalente a (3.107). O

O coeficiente de reflexao para (3.107) é

1 —cosf\”

1+cos6 )’
conforme (3.106). Esse coeficiente de reflexdo tem um zero de multiplicidade 2p em
§ = 0, enquanto o coeficiente para (3.105) tem zeros em oy, ..., £aq,. A forma

geral (3.105), assim, permite um espalhamento de zeros e, desse modo, amplia a

variacao de angulos onde o coeficiente de reflexao é pequeno.

Usando o método de energia padrao, é possivel mostrar que a condicao de
primeira ordem (3.104) é bem posta [25]. Para o caso mais geral, (3.105), usamos
o critério de estabilidade de Kreiss [38]. Esse critério é andlogo ao critério (3.83)

usado anteriormente para aproximacoes em diferencas finitas.
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Seguindo Higdon [32], o critério pode ser descrito da seguinte maneira. De-

notemos uma condi¢ao de contorno homogénea envolvendo derivadas em z, t por
B(0/0x,0/dt)u = 0, (3.109)

onde B é um polindémio em duas varidveis. Considere solugoes de (2.3) da forma
errrimytst (3.110)

onde 7 e s sdo numeros complexos, Re(s) > 0 e Re(y) < 0. As varidveis duais

devem satisfazer s? = 42 + (in)%. O critério de estabilidade é
B(v,s) #0 TRe(s) > 0. (3.111)

O valor de 7 para Re(s) = 0 é definido como sendo o limite dos valores de =y

correspondente a Re(s) > 0.
Counsideremos dois casos:

(1) Suponhamos que Re(s) > 0, Re(y) < 0, e (3.110) satisfaz a condigao de
contorno (3.109). Os modos

ec['nyrinerst]

também sao solugoes de PVIC, para todo c¢. (Isso requer que os véarios termos
da condic¢ao de contorno tenham o mesmo grau total, como ¢é o caso de (3.105).)
Quando ¢ — oo essas solugoes crescem exponencialmente em ¢, cada vez mais, mas
ainda mantém norma finita em z, pois Re(y) < 0. O PVIC seria entao fortemente
mal-posto (veja a proposi¢ao 3.1). A condigao (3.111) garante que esses modos sao

excluidos.

(2) Considere agora o limite Re(s) — 0, isto é, s — iw. Se Re(y) — 0 também
(isto é, v — i&), entdo o valor limitante deve ser i{; ao invés de i€ [33]. Como
vimos na se¢ao 3.3.1, esses modos devem ser evitados por satisfazerem a condicao de
contorno espontaneamente, sem qualquer simulagao de ondas incidentes ou fungoes

forgantes na condigdo de contorno. Equivalentemente, a condigao (3.111) permite
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resolver para ondas refletidas em termos de ondas incidentes, desde que B(i;, iw) é
o denominador do coeficiente de reflexao [33]. A condigao (3.111) também exclui os

modos evanescentes para os quais Re(y) < 0.

Proposicao 3.14. Se |o;| < 7/2 para todo j, entdo as condigoes de contorno

(8.105) satisfazem o critério (3.111), com a exce¢ao que B(0,0) = 0.

Prova. Seja B(0/0z,0/0t)u = 0 denotando a condi¢ao de contorno (3.105). Entao

B(v,s) = H((cosaj)s—fy). (3.112)

Jj=1

Aqui cosa; > 0 para todo j.
Se Re(s) > 0 e Re(y) < 0, entdo cada um dos fatores em (3.112) é nao nulo.

Considere agora o caso em que Re(s) = 0. Se Re(y) < 0, entdo ainda cada
fator em (3.112) é nao nulo. Se Re(y) = 0, entdo v = & (onda refletida), e um

fator de (3.112) pode ser escrito como
(cos o) )iw — 1&;.

Mas w e & tém sinais opostos (veja Figura 2.1, e a demonstracdo da proposi¢ao
3.6), entao cada fator em (3.112) é nao nulo, exceto quando w = & = 0. Isso d4 a

conclusao desejada. 0

O caso excepcional significa que ainda temos um autovalor generalizado cor-
respondente a freqiiéncia zero. Na notacao usada para o problema discreto, esse é o

caso onde kK = z = 1.

A prova dessa proposicao mostra que se uma condi¢ao de contorno pode ser
fatorada dentro da forma (3.105), entao sua andlise de estabilidade reduz-se a uma
analise de operadores unidimensionais de primeira ordem. Assuntos relacionados a
implementagao da condi¢do de contorno (3.105) e a escolha de angulos «; conve-

nientes, sao abordados por Higdon em [32, 34].
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3.3.4 Teorema da fatorizacgao

Supomos que a condi¢ao de contorno tem a forma
P(0/0x,0/0t)u =0 (3.113)

onde P é um polinomio real no qual os termos tém o mesmo grau total. A homo-

geneidade significa que P pode ser fatorado dentro da forma
[[Qi@/0x,0/0t) (3.114)
J

onde cada @); ¢ linear ou uma forma quadratica real irredutivel. Nossa pretencao ¢é

caracterizar esses fatores @);.

Proposicao 3.15. A condicao de contorno (3.113), (3.114), cada uma
(1) fatora-se dentro da forma (3.105), ou
(2) viola o critério de estabilidade (3.111), ou

(3) ndo € dtima, no sentido de que é possivel modificar os coeficientes em pelo

menos um dos Q; e entao reduzir a magnitude do coeficiente de reflexao.

Prova. O critério de estabilidade (3.111) é equivalente a Q;(7, s) # 0 para todo j,

e o coeficiente de reflexao é dado por

Q; (i, iw)
Ao

conforme a demonstragdo da proposigao (3.12). Podemos entao analisar os fatores

individualmente. Um fator ); tem a forma
(I) b0/0t — 0/0x, onde b é real, ou
(IT) quadratica real irredutivel.

Primeiramente, consideremos o caso (I).
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Se 0 < b <1, entao @ tem a forma de uma fator em (3.105), com cosa =
b, visto que a forma (3.105) pode absorver perfeitamente ondas com angulos de

incidéncia |o;| < 7/2, para todo j.

Se —1 < b < 0, entao @ permite ondas refletidas de angulos cos™ b (veja, por
exemplo, a Figura 2.1 e a demonstragao da proposi¢ao 3.6). Isso é uma forma de

instabilidade.

O caso b < —1 corresponde a instabilidades exponenciais. Considere

ul

e = sb.
w1

S =

A relagao de dispersao s* = % + (in)? ¢ satisfeita. Logo existem solugoes do tipo

explc(yz + iny + st)] com

Re(s) = % >0 e Re(y)=sb<D0.

Como comentado na secao 3.3.3, isso é uma forma de instabilidade.

Se b > 1 nao existe instabilidade. No entanto, a correspondente contribuicao

para o coeficiente de reflexao é

o b— (&/w)
M= e )

Aqui, &/w = =& /w > 0 (veja demonstracao da proposigao 3.6). Observe que

dRg _ (b=&/w) = (b= &/w)

db (b—fl/cu)2
(52 —51)/“)
b—&fw) "

Logo, um pequeno decréscimo em b permite um decréscimo em |Rg|, e um pequeno
acréscimo em b permite um acréscimo em |Rgl|, sempre que & # &. Assim, @
pode ser modificado a fim de dar uma reflexao menor, e nao pode ser parte de uma

condicao de contorno 6tima.
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Para o caso b = 0 também temos condicoes de contorno que nao sao 6timas.

Nesse caso, a correspondente contribuicao para o coeficiente de reflexao é dada por

w
Rg = Safw
§1/w
Como & /w = —& Jw, temos que |Rg| = 1, ou seja, a reflexao é total.

No caso (II), o polinémio quadratico Q(£/w, 1) nunca é nulo. Sem perda de
generalidade, assumimos que ele é positivo. Se o vértice da parabola estd centrado

na origem ou a esquerda da origem, entao

Q(&/w, 1) ‘ 11— &/wl
Q&1 /w, 1 11— & /w

De fato, como &/w = =& /w, temos que |1 — & /w| > |1 — & /w).

>1

Por outro lado, se o vértice é centrado a direita da origem, a razao é menor
que 1. No entanto, ela pode ser reduzida, levando a pardbola mais perto do eixo

horizontal. Logo, para este caso,a condi¢ao de contorno nao é étima. 0

3.4 Forma geral de representacao

Aqui, apresentaremos uma forma geral de representacao de condigoes de con-

torno absorventes para a equacao da onda nao-dispersiva
uy = Au. (3.115)

As mesmas férmulas valem para a equacao da onda dispersiva, uy; = c2Au — f2u
[36]. Suponhamos que a fronteira artificial estd localizada em x = A, e o interior do
dominio computacional em z > A. A condi¢ao de contorno absorvente em x = A

tem a forma
Ay 0

onde os ¢;’s sao constantes positivas. Discussoes sobre a escolha dos parametros c;

podem ser vistas em [36, 7].



85

Uma motivac¢do para a forma (3.116) é dada pelo seguinte. Considere o caso

da equacao da onda unidimensional, a qual tem uma solugao da forma
eilkatest) (3.117)

Essa onda move-se para fora do dominio z > A com velocidade de fase —c;, e pode
ser interpretada como uma onda que viaja na incidéncia normal para a fronteira. A
onda (3.117) satisfaz a condigao de contorno (3.116) exatamente, e, entdao, nao ha

reflexoes artificiais geradas pela fronteira artificial.

Para a analise das propriedades de reflexao e de estabilidade, consideraremos o
problema bidimensional. A analise em mais dimensoes é analoga a analise bidimen-
sional [36]. A fim de analisar as propriedades de reflexao, considere uma combinagao
linerar da forma

ainezfmx+my71wt 4 aoutezéoum+myfzwt’ (3 1 18)

onde &, e &, correspondem as ondas movimentando-se para dentro e para fora do
dominio computacional z > A, respectivamente. Devido a simetria da relacao de
dispersao (2.5), temos que &y = —&;p, conforme Figura (2.1). Além disso, observe
que w e &, tém sinais iguais, enquanto w e &,,; tém sinais diferentes. Assumimos
que ayy é dado, e queremos encontrar a;,. Inserindo a combinacao linear (3.118) na
condigao de contorno (3.116) temos que

B(iout, —iw) piouta+iny—iwt
B(lfl'fh _ZCL)) eigin1'+iny7iwt 9

Qi = —Qout
de modo que o coeficiente de reflexao é dado por

B(ipu, —iw)| 14
’ B(iéina _Zw) N 31:[1

Qip, _w/cj - gout

R =

. (3.119)

Qout
Para uma andlise de estabilidade, considere o critério de Kreiss (veja a proposigao
3.1). Temos a seguinte definigao:

Definigao 3.4. Para um PVIC definido num dominio espacial x > A, a condi¢do de

contorno cumpre o critério de Kreiss se, e somente se, a condi¢cao de contorno nao
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¢ satisfeita para qualquer solugcao nao-nula da equacgado interior, ou seja, calculada

nos pontos interiores ao dominio, pertencendo as sequintes categorias:

(a) solugoes da forma p(x)e™5t tal que Re(s) > 0 e p(z) — 0 quando x — +oc;
(b) solugoes que sao limites das solugoes em (a), com Re(s) — 0 através de valores

Ppositivos.

Solugdes do tipo (a) tém norma finita em z, mas tém um crescimento exponen-
cial com respeito a t, o que nao é fisicamente correto, e nao podemos permitir que
sejam solugoes do PVIC. Solugées do tipo (b) consistem de modos oscilatérios e/ou
modos evanescentes, e tais modos oscilatorios tém velocidade de grupo apontando
para dentro do dominio espacial z > A (veja a sec¢do 3.3.1). A exclusdo de solugoes
do tipo (b) também implica que o denominador do coeficiente de reflexao (3.119) é

sempre nao-nulo (veja um raciocinio analogo na proposicao 3.14).

Proposicao 3.16. Se a condigcio de contorno (3.116) € usada conjuntamente com
a equagdo (3.115) para os pontos interiores ao dominio, entdo o resultante PVIC

satisfaz a definicao (3.4).

Prova. Primeiramente, vamos caracterizar as solugoes da equacao interior dos tipos
(a) e (b), conforme defini¢ao (3.4), e entdo mostrar que essas solu¢oes nao podem

satisfazer a condicao de contorno.

Suponha que a solugao é da forma p(z)e™? !, Ao inserirmos essa solu¢ao na

versao bidimensinal de (3.115), temos que s?p(x) = c2(¢" (z) — n?¢(x)), ou

¢ (z) = (i—z - 772) o(z). (3.120)

As solugoes de (3.120) podem ser escritas como uma superposicao de solugoes es-
peciais da forma €?*, onde v € C. Ao inserirmos essas solugoes em (3.120) temos

que

2
= (Z) +t. (3.121)
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Assim, vamos analisar as solucoes da equacao interior da forma

e’y:c+i77y+st

, (3.122)

onde 7, n e s satisfazem a relagao (3.121).

E necessdrio agora, caracterizar as rafzes v de (3.121) para Re(s) > 0. Esse
raciocinio pode ser visto em [35]. Primeiramente, consideremos os conjuntos Hj,
j=1,2,3,4, que denotam todo ponto z € C pertencente ao j-ésimo quadrante, e o

conjunto H = {z € C/Zm > 0}, que corresponde ao semi-plano superior.

Se s pertence ao interior de H;, entdo (s/c)? pertence a H, e 7? também
deve pertencer a H. Uma solucao « de (3.121) deve pertencer a Hj, e outra a Hj.
Denotamos essas raizes por 7 e s, respectivamente. Se s é real e s > 0, entdo 2 >
n?; seja 7, a raiz nao-positiva e 7, a raiz nao-negativa. Se s é puramente imagindrio,
s =iw, e 0 <ZIm(s) < cn,ouseja, 0 < w? < c?n?, entdao v2 = —(w/c)?+n* < n?, ou
seja, 0 < |y|] < 7n; seja 1 e 72 as raizes negativa e positiva, respectivamente. Se s é
puramente imagindrio com Zm(s) > cn, ou seja, n* < (w/c)?, entao ¥ < 0, ou seja,
v é puramente imaginario. Nesse caso, seja 7y, a raiz com parte imagindria negativa
e seja Yo a raiz com parte imagindria positiva. Para o caso onde s pertence a Hy,

pode-se fazer uma andlise similar ao caso anterior, invertendo os sinais de Zm(v;) e

Im(72).

Considere o caso onde v = i e s = —iw, que corresponde aos modos 0s-
cilatérios (veja secao 3.3.1). Se & = &, (0os modos que apontam para dentro do
dominio), entdo £ e w tém o mesmo sinal. Nesse caso, Zm(s) e Zm(~) tem sinais
opostos, tal que v = ;. Note que, se s estd em Hy, entao v, estda em Hy. Logo,
esses modos podem ser considerados como limites, tal que Re(s) — 0 através de
valores positivos, dos modos (3.122). Similarmente, se £ = £,y entdo £ e w tém

sinais opostos, o que implica que Zm(s) e Zm(vy) tem sinais iguais, e assim v = 7s.
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Os mapeamentos s — 71 € s — 75 840 continuos e injetivos no dominio Re(s) >
0; eles sao quase sempre analiticos, exceto quando s = £icn, onde v; e 7, coincidem

35, 36].

Desse modo, se Re(s) > 0, entdo existe exatamente uma raiz v; de (3.121),
para a qual Re(7y) < 0, o que corresponde as solugoes do tipo (a). Agora, extendemos
v por uma fungao continua de s sobre a regiao fechada Re(s) > 0. Se Re(s) = 0,
entdo Re(y1) < 0 ou Zm(s) e Zm(v;) tém sinais opostos, o que corresponde as

solugoes do tipo (b).

A meta agora, é mostrar que fungoes da forma (3.122), com v = 7, e Re(s) > 0,
nao satisfazem a condicdo de contorno (3.116), ou seja, mostrar que

N

B(y1,8) = H(s —c¢jm) # 0. (3.123)

J=1

Assumimos que ¢; > 0, para todo j. A demonstragao desse fato é andloga
a demonstracao da proposicao 3.14, que mostra ainda que o critério é violado se
s == =n=0. Em [32, 35] é mostrado que esse modo corresponde a um autovalor
generalizado, e que apenas causa leves instabilidades [46, 47]. Assim, temos que

s —cjm # 0 para Re(s) > 0, para cada j, e a propriedade (3.123) é vélida. d
O seguinte resultado é estabelecido em termos das condi¢oes de contorno para
(3.115), e sua demonstragao é similar a da proposi¢ao 3.15 e encontra-se em [36].

Lema 3.3. Suponha que a condi¢ao de contorno para (3.115) tem a forma

B(0/0x,0/0t)u| =0, (3.124)
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onde B ¢ um polinomio em duas varidveis, para o qual todos 0s termos tém o mesmo

grau total. Entdo a condigao de contorno (3.124) ou é

(a) equivalente a (3.116), para certos parametros cj, para os quais ¢; > ¢; ou,

(b) instdvel; ou,

(¢) mao détima, no sentido que a condi¢do de contorno pode ser modificada, sem a-
créscimo na ordem, de forma a tornar o coeficiente de reflexao menor para ondas

tendo uma componente normal nao-nula da velocidade de grupo.
3.5 Aproximacgoes racionais

Analisaremos aqui, a formulagao de condigoes de contorno absorventes, para
a equacao da onda, a partir de aproximacoes racionais para o operador pseudo-
diferencial em (3.6). Engquist e Majda [12] usaram aproximagoes racionais de Padé
para chegar as condigoes de contorno absorventes (3.23) para a equagao da onda
classica. Mais tarde, Wagatha [54] usou aproximagdes por minimos quadrados.
Trefethen e Halpern [50] usaram uma variedade de aproximagoes racionais para o
mesmo problema. Mostraremos aqui que as condigoes de contorno desse tipo podem
ser reduzidas a forma analizada no lema 3.3, e assim, ou sao equivalentes a forma

(3.116), ou sdo instaveis, ou nao sdo otimas.

Comecemos com dois exemplos. Consideraremos aqui, a versao bidimensinal
de (3.115),
Uy = Uy + Uyy). (3.125)

A relagao de dispersao para (3.125) é dada por w? = ¢?(£2+n?). As solugoes de
(3.125) podem ser dadas por uma familia especial de solucoes da forma e=+iny=it,
que satisfazem a relacao de dispersao w? = (€2 +n?). Resolvendo para £, as ondas
que movem-se para fora do dominio z > A sao caracterizadas por

£=—2VI—a? (3.126)

Cc
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cn
com ¢ = —.
w

Desde que a raiz quadrada em (3.126) ¢ uma fungao irracional de n/w, (3.126)
¢ uma equagao contendo um operador pseudo-diferencial, nao-local no espago e no
tempo. No entanto, podemos aproximar a raiz quadrada para produzir uma familia
de equacoes diferenciais parciais que podem ser implementadas numericamente. Es-
sas condicoes nao serao exatas porque uma pequena quantidade de energia da onda
serd refletida em diregao ao interior do dominio. O objetivo, entao, é aproximar a
raiz quadrada com uma fungao racional, e assim obtermos uma equagao polinomial
em w, £ e n. As correspondéncias

: o . 0 , 0
—w e o i€ — a9 M ay (3.127)

serao usadas para obter o operador diferencial aproximado que aniquila as ondas

incidentes.

Exemplo 3.1. Considere a aprorimacdao em séries de Taylor /1 —a? =1 — %oﬂ.
Nesse caso, a relagao (3.126) fica da forma

€ ~ _%(1_%<i}_")2>, (3.128)

A relagdo (3.128) € equivalente a 2c€w ~ —2w? + *n?, ou 2c(i€)(—iw) — 2(—iw)? +
A(in)? ~ 0. Agora, usando as correspondéncias (3.127), chegamos ao operador
diferencial da forma

Uy — 2CUg — Py, = 0. (3.129)

Assumimos que (3.129) € satisfeita na fronteira x = A, e assumimos que a equag¢ao
(3.125) vale no interior do dominio x > A. Também assumimos que a solu¢do e
suas derivadas de ordem dois ou menos sdo continuas na regidao fechada x > A. Se

resolvermos para U, a equagao interior (3.125) e inserirmos em (3.129), temos que

02 2,0 o 9\
(w — g e a_>“ = (a - a_) u=0 (3.130)

Similarmente, se (3.130) € satisfeita na fronteira, entao (3.130) implica em (3.129).

As condigoes (3.129) e (3.130) sdo, assim, equivalentes. A condi¢io (3.130) tem a
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forma (8.116), com N =2 e c; = co = ¢. A condi¢ao (3.130) também € equivalente
a condi¢ao de sequnda ordem de Enqguist e Majda [12], conforme proposicio 3.13.

Exemplo 3.2. Considere agora a aprozimacio /1 — a? = 1—a?. Essa aprozimacao
¢ obtida por interpolacio entre s = 0 e s = 1. Nesse caso, a relagdo (3.126)
fica da forma & ~ —(w/c) + (cn?/w). Isso € equivalente a cw ~ —w? + c*n?,
ou c(if)(—iw) =~ (—iw)? — 2(in)®. Usando as correspondéncias (3.127) temos a

condi¢ao de contorno dada por
CUyt — Upe + Pty = 0. (3.131)

Similarmente ao exemplo 3.1, usando a equagdo interior (3.125), temos que Cuz —

0 [0 0

O fator 0/0x implica que (3.132) nao pode ser étima no sentido do lema 3.3. De

Uz, =0, ou

fato, calculando o coeficiente de reflexdao para (3.132), temos que

R _ Sout(_w/c - gout) _ ’ _W/C - fout

Y

&‘n(—W/C - gzn) —LU/C - Szn
do fato que oy = —&in. Logo, o fator 0/0x em (3.132) ndao contribui para a ab-

sor¢ao na fronteira. As propriedades de absorcao de (3.132) sao idénticas aquelas
do operador de primeira ordem 0/0t—c0/0x. Logo, (3.132) nao € étima, no sentido
do lema 3.3.

Agora, vamos desenvolver uma representacao geral para as condi¢oes de con-
torno obtidas via aproximagao racional. Trefethen e Halpern [50, 30] generalizaram
a idéia de Engquist e Majda [11, 12], propondo uma melhor aproximagao para a raiz
quadrada em (3.126). A idéia é substituir a raiz quadrada por uma fungao racional
r(a), do tipo exato (m,n) para algum m > 0 e n > 0, ou seja, a razao de um

polindémio p,, de grau m e um polinomio ¢, de grau n com nenhum zero em comum

r(a) = Em(@) (3.133)
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Assim, a relacao de dispersao (3.126) fica

£~ —Zr(a). (3.134)

Podemos reescrever (3.134) como

£0u(0) & ~pu0)

e considerando g, (a) = b,a" + ...+ by € pp(@) = apa™ + ... + ag, temos que

(a2 ) = o) ),

J

n i m

Z an Z an

: bj (Z) fC ~ —W : a; (Z) .
Jj=0 j=0

ou seja,

Multiplicando ambos os lados pelo fator w™, onde M = max{m — 1,n}, temos que
Z bW It ~ — Z a;(cn) WMt (3.135)
3=0 =0

ou ainda,

> " bj(in) (—iw)M g A = " ayd (in)! (—iw)M T,
3=0 §=0

a qual ¢ a relacao de dispersao da equagao
n m
- :
E bjC‘H_ Ui tM—j g + E CLjC]ijtIVI—j+1 =0,
j=0 7=0

onde
o ok o
ijthe = @—ij@u
Agora observe que o grau de cada termo do polinémio (3.135) tem grau 1+ M,
ou seja, max{m,n + 1}. Assim, podemos representar (3.134) como um polinémio

homogéneo, com coeficientes reais, de grau max{m,n + 1}, em w, £ e 7,

P(w,&,n) =0,
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e a relacao de dispersao torna-se uma verdadeira equacao diferencial. A escolha
padrao da aproximagao r(«) sao os aproximantes de Padé para V1 —a2. A desvan-
tagem dos aproximantes de Padé é que, apesar de serem muito precisos para ondas
num angulo de incidéncia o = 0, sao imprecisos perto das singularidades o« = +1
[12, 32, 30]. Dois candidatos razodveis, tratados em [50], sdo as aproximagoes de

Tchebyshev e a aproximagao por minimos quadrados (também tratada em [54]).

Por exemplo, suponha que r(a) é um aproximante de Padé do tipo (2, 2),
1—3qa?
1
1

T -1

r(a)

Entéao, (3.134) torna-se £(1 — 1(cn/w)?) = —<(1 — 3(en/w)?), ou w? — 6c%n* ~

1.3 3. .2 . U .
—ow” — Jawn®, o que corresponde a equagao diferencial
c? 1 3c
Ugtt — Zumyy = _Euttt + Zutyy

A proposicao seguinte [36] diz respeito a forma geral de representagao das
condicoes de contorno absorventes obtidas via aproximacoes racionais para o ope-

rador pseudo-diferencial (3.6).

Proposicao 3.17. Supomos que o método das aprorimacdes racionais descrito
acima € usado para formular uma condi¢ao de contorno absorvente para a equagao
da onda (3.115) sobre o dominio x > A. Supomos também que a solucao e todas
as suas derivadas de ordem m ou menos sdo continuas na regido fechada x > A,
onde m € a ordem da condi¢cao de contorno. Entao a condicao de contorno ou €

equivalente a forma (3.116); ou € instdvel; ou nao € dtima, no sentido do lema 3.3.

Prova. A analise é dada em duas dimensoes, mas a mesma anédlise vale para mais
dimensdes. Suponhamos que (3.115) é valida para todo o interior do dominio z > A
e que as condicoes de contorno valem em z = A. Se m = 1, entao os polinomios p e
q sao constantes, e a andlise do lema 3.3 pode ser aplicada imediatamente. Para o

caso m > 2, a equacao interior também vale em x = A. A versao bidimensional de
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(3.115) implica que

2 2
CUyy = Ut — C Ugy-

Assim, na condigao de contorno, a cada ocorréncia do operador (in)?, podemos trocé-
lo por derivadas de segunda ordem com respeito a x e t. A condi¢ao de contorno
fica, assim, equivalente a forma descrita nas hipdteses do lema 3.3, e as conclusoes

do lema podem ser aplicadas. 0]

Observacao 3.6. Considere a aprorimagao racional (3.133) para a raiz quadrada
em (3.126) e a condi¢iao de contorno de Higdon (3.105). A fatorizagao, analisada
na se¢ao 3.3.5, pode ser descrita em termos de pontos onde a aproximacao racional
r em (8.133) € igual a raiz quadrada em (3.126). Em qualquer desses pontos,
&(n,w) = —2r(n/w). Isso significa que os modos incidentes e 2M@)atimytivt g4
tisfazem exatamente a condigdo de contorno derivada de (3.134), e a absor¢ao é
perfeita. Nesse caso, cada raiz de P(§/w,1) em (3.113) corresponde a um fator
de P(0/0x,0/0t), ou ainda, cada ponto de interpola¢ao de r(n/w) ~ /1 — ci—’f
corresponde a um fator de [[;((cos a;)d/0t — cd/0x).
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4 SOLUCAO FUNDAMENTAL DE DIAZ E
JOLY

Gragas ao método de Cagniard-De Hoop [4, 37|, Diaz e Joly [9] proporam
uma expressao explicita da solucao fundamental da equagao da onda bidimensional
em RZ x RT = {(x,y,t) /y > 0,t > 0}, associada com as condigdes de contorno
absorventes de alta ordem de Engquist e Majda (3.23), ou de Higdon (3.105), sobre
a fronteira T = {(z,y) /y = 0} = OR2. Essa expressao permitiu derivar novos
resultados de convergéncia quando a ordem da condi¢ao de contorno tende a +oo,

bem como estimativas de erros.

4.1 Solucao Fundamental

O método de Cagniard-De Hoop é particularmente conhecido entre os fisicos
e engenheiros para o calculo de solugoes analiticas para problemas de propagagao
de ondas, especialmente em sismologia [37]. Uma extensa analise do método é dada

em [8].

A idéia do método é, primeiramente, obter explicitamente (&, y, s), aplicando
a transformada de Laplace no tempo e a transformada de Fourier na variavel espacial
z (de modo que & é a varidvel dual de x e s é a variavel dual de t), a fim de obter
uma EDO, a qual pode ser resolvida explicitamente. O segundo passo consiste em
aplicar a transformada inversa de Fourier na variavel x na solugao da EDO, a fim

de obter

~ 1 > ~ —i€x
U(l‘,y, 3) = %/ U(f,y, 8)6 g dflﬁ', (41)

e, por meio de métodos de andlise complexa, transformar a integral (4.1) numa

integral da forma

oys) = [ Flapte (42)
0
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o que fornece

w(z,y,t) = F(z,y,t). (4.3)

Uma vez que o problema é invariante sobre translagoes na direcao y, podemos
nos restringir ao caso onde o ponto de origem é (0,h) com h > 0. Assim, nosso

problema ¢é encontrar u : R% x R — R tal que

1 82’& ) +
EW_Auzé(x)xd(y—h)xé(t), em R xR

BNu =0, sobre T (4.4)
u(z,y,t) =0, para t <0

onde BY é condicao de contorno de Higdon (3.105), e 6 é a funcao delta de Dirac.

A imagem do ponto de origem é dada por (—h,0), e assim definimos

r=ri(ay) =2+ (y—h)' =1 ey) =2+ (y+ R (45)

Definimos também a fun¢ao 0 = 0(x,y), (z,y) € R, por

m™ T

0(z,y) € } 53 {, (x,y+h) = (r*senf,r* cos). (4.6)

O teorema a seguir ¢ demonstrado em [9], associado as condigoes de contorno
de Engquist e Majda (3.23). Para o problema (4.4), associado as condigbes de
contorno de Higdon (3.105), é dada apenas a solugdo em [9]. Aqui, demonstraremos

passo a passo a solucao de (4.4).

Teorema 4.1. A solugao u(x,y,t) do problema (4.4) é dada por:
u(e,y,t) = Gi(z,y,t) + G (z,y,1), (4.7)

onde, se H denote a funcdao de Heaviside,

Gz(xvyat) = H(Ct—?"),
27 t2—2—§
GY (2,9, 1) L (. t) cos ((z,y, ) H(ct — 1) -
r x,Yy, = ——F/———=p\1 Y, COs €,Y, c—r),
2w/ 1?2 — TC*;



onde p(x,y,t) e v(x,y,t) sio dados por

N N
p(l‘,y,t) = Hpj(xvyat) € w(xayﬂf) = ij(xayat)a
j=1 j=1
onde .
(ct —a;)* —b;
) t) =
pj(x7y) ) (Ct + aj)2 _ b?)
e
2 — 22 4+ r*2cos? a; — (y + h)?
cos (Vj(x,y,t)) = - i~ )2
Vet —a)? =B ((ct + 0, = )
com
a; =r"cosajcosf = (y + h)cosq;
e

bj =r*sena;senf = rsenq;
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(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

Prova. As férmulas (4.7) e (4.8) resultam diretamente da aplicacao do método de

Cagniard-De Hoop no problema (4.4). Primeiramente, decompomos a solugao u de

(4.4) como
u=G,+u"

onde G é a solugao fundamental da equagao da onda bidimensional [14], dada por

Gz(x7y7t) -

Pela linearidade, temos que G; e u" satisfazem, respectivamente,

1 0°G, , .
2 o2 —AG; =0(z) x 6(y —h) x6(t), emRI xR
Gi(z,y,t) =0, para t < 0
e
1 0%u” .
= o —Au" =0, emRZxR*"
BNy = -BNG;, sobre T

u"(z,y,t) =0, para t < 0.

(4.14)

(4.15)

(4.16)
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Para encontrar a solu¢do de (4.16), considere primeiramente a transformada

de Laplace no tempo sobre ", dada por

ﬁr(:c,y,s):/ u”(z,y,t)e *dt. (4.17)
0

Agora, considere a transformada de Fourier sobre a variavel espacial x, dada por

" (&, v, s):/ ﬂT(x,y,s)ei&dx. (4.18)

—00

A solugao de (4.16) é dada pelo método de Cagniard-De Hoop. Primeira-
mente, aplicando a transformada de Laplace no tempo e aplicando a transformada

de Fourier na variavel x para a equacao da onda, temos que a fungao y —— 4" (&, y, s)

RITiA s2\
+ <§2 + C—Q)u = 0.

satisfaz

~ a7
A solucao do problema acima que é limitada quando y — oo é dada por
2
u" (&, y,s) = A(E, s)e_(§2+72)1/2y, (4.19)

onde A(&, s) é uma fungao de valor complexo. Escolhemos o ramo da raiz complexa
correspondente a

Re (2% >0, VzeC, (4.20)

2

o que corresponde a fazer o corte do ramo de z/? coincidindo com o eixo semi-real

Im(z) =0, Re(z) < 0.
Desde que u" + G; é suave para y < h, podemos usar o fato que

0

N
N/, r _
B (u"+G;) =0 @E(Cosajg

0
—— r ) = =0. 4.21
Caxg) (u"+G;)=0paray=0. (4.21)

Aplicando a transformada de Laplace no tempo em (4.15), temos que

1 ~ ~
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usando o fato de que ffooo e st5(t)dt = e® = 1. Agora, aplicando a transformada de

Fourier na varidvel x em (4.22), temos que

GZGZ‘ 82 A
8—y2 - (g +§2>Gi = —5(y — h)

Enfim, por (B.7), temos que

2
oV 2 tely—hl

él(§7y7 8) = - I
2\/5% + &2

(4.23)

a qual é a transformada de Fourier-Laplace da solucao fundamental da equacao da

onda bidimensional.

Tomando as solucdes de 4" em (4.19) e G; em (4.23), aplicando na condicio

de contorno (4.21), temos que

oV +gh

Jj=1 Jj=1

Assim, computamos

s) = o
’ N 2\ 1/2 2 4 32
s A/
| | (cosozj——i- (£2+—2> ) 2\ &+
, c
Jj=1
e, finalmente,
—/e+53 (i)

~7 _ __ pN
u(&,y,s)— R (6’6) 2\/§27_2 )

N
B eosag)o = (€4 0%)2
RN< JU) - H (COSO@) o+ (52 + 0—2)1/2

onde

Desta forma, temos

1o s\ e~ (€ )1/2(y+h) "
~r - R 2 e~ ¥z g

N 2 1/2 1 N s 32 1/2
H(cosocjc <§ +—= ) )A(f,s)+§H<cosajE—(§2+c—2) >ﬁ:0.
L , + 2

(4.24)

(4.25)

(4.26)
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a qual gostariamos de transformar numa integral da forma (4.2).

Desde que o coeficiente de reflexao (4.25) é homogéneo de grau k em s e &, isto
é, RV (k& k2) = RN (&, 2), podemos aplicar a mudanga de varidvel £ = ps/c, e assim

obtemos

) L[ sl B ip +o0
' (2,y,8) = _E/ R (p,1) 1) dp, <E/ \I’(p)dp>.
(4.27)

N|=

Fixemos (z,y) € R2 com = > 0 (0 que nao ¢é restritivo, desde que a solu¢do que
queremos é par em z). Introduzimos r* e 6 (€ [0,7/2] desde que x > 0) de acordo

com as defini¢oes (4.5) e (4.6).

A idéia agora é considerar a varidavel p como uma variavel complexa e ver a
integral (4.27) como uma integral de contorno, com o contorno coincidindo com o
eixo real. A chave do método é encontrar um caminho no plano complexo, de modo
que possamos transformar essa integral numa integral de contorno sobre alguma

curva [, sobre a qual possamos usar uma representagao paramétrica da forma
h x
(1 +p2)% (&> +ip— =t parat >0, (4.28)
c c
sobre o termo exponencial em (4.27).

Para conseguir isso, primeiramente observamos que o integrando W¥(p) em
(4.27) é uma fungao analitica de p se excluirmos os dois cortes de ramo constituidos
de duas linhas parciais de niimeros puramente imaginarios cujo modulo é maior que
1, ou seja, se p = iZm(p), entdo s6 haverao singularidades em ¥(p) se |[Zm(p)| > 1.

Entao introduzimos o chamado contorno I' de Cagniard-De Hoop, definido como

r=r+url-,

t [ 22 * (4.29)
Fi:{p:ryi(t)E—ic—*SeneiCOSQ %—1,1527’_}'

T r c

Claramente vé-se que as duas curvas ['* sdo simétricas com respeito ao eixo

. . s . *
imagindrio, e encontram-se no ponto —isen@ (para t = r*/c). Se - <t < o0, a
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D Re (p)

Figura 4.1: Os contornos I' e D

equagao em (4.29) representa o ramo de uma hipérbole, localizado no semi-plano
superior Zm(p) > 0. Note que essa hipérbole nao intercepta os dois cortes de ramo

de U. Todas essas informagcoes estao na Figura 4.1.

Observe que, elevando ao quadrado em ambos os lados de (4.28), temos que

*2 2 2

cos” 0 sen 6 sen” 6

(1+ pQ)—T 5 = t* — 2iptr* nv_ 27"*2—112
c c

Assim, cada solucao p de (4.29) é uma raiz do polindémio de segunda ordem

t °t?
P(t) =p*+ 22’0—* sen fp + cos” 0 — %
r T

Calculando as raizes dessa equagao em p, temos que

1 sen 6 sen2 0 r*2 (r*2 cos2 f)
2

C
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5 wosen?f  r*tcos?f R
—itr*(senf/c) L —tr 2 A - 2
(r/e)? (r+/c)*

ct t2c2sen? f ) c2t?
= —¢—senf+4/———— —cos?f + —
r* ,',.*2 T*2

t 2t2
= —ic—sen0 + cos 04/ 0—2 -1,
r* ¥

de modo que, para t > %, as duas raizes p = v(¢) de P sao dadas por (4.29).

Im (p) A

Figura 4.2: O contorno fechado D,UC,UT,

Denotemos por D a linha real e por €2 a parte do plano complexo delimitada
por Del'. Seja p > 0 um parametro que esta determinado a tender a +00. Tomemos

0s conjuntos

Dy={peD/lpl <p}, T,={pecl/lp| <p},
Co={p € Q/lp| = p}.
Note que C, ¢ feito de dois arcos do circulo de centro 0 e raio p que liga D, a I',,

de modo que D, U C, UT, é uma curva fechada. Como ¥(p) é analitica em €, a
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integral de ¥ ao longo de D, U C, UT, (escolhemos a orientacdo desse caminho de
modo que o segmento real é descrito no sentido em que os valores crescem - veja a

Figura 4.2) é identicamente 0 (Teorema de Cauchy-Goursat):

/Dp \IJ(P)der/CP \Il(p)dp+/ U (p)dp = 0.

Lp
Devido a escolha do ramo da raiz quadrada, e como y+h > 0, a funcao ¥(p) satisfaz

as hipdteses do lema de Jordan. Conseqiientemente,

lim U(p)dp = 0.

p—too Jo,

Assim, fazendo p — 400, temos que

AW@@——AW@@,

1
B 1 - sl(14p7) (1) 4ip2)
#w) = g R0
r p

ou seja,

[NIES

Usando a parametrizagao em (4.28), temos que

(1+p*)Y2%r* cos 6 = ct — ipr* sen b,

ou ainda,
sen 6 sen? 0
(14+p)r*senf = ct i

cos cos
senf  sen?f

LA —ictsen @ + cos 0/ c2t2 — r*2
cos cos
sen 0 sen® 0

i Fisen® 0/ 22 — r*2
cos cos
sen 6

= ¢t ne (1 —sen?0) F isen® O/ c2t2 — r*?
cos

= ctsenfcos Fisen® O/ 22 — r*2.

Note que

pr¥cosf = —ictsen @ cos @ & cos® O/ c2t2 — r*2,
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Assim

precos@ +ir*sen (1 + p*)/? = —ictsenfcosf % cos® O/ 22 — 2

+ictsen @ cos @ F (i)*sen? O/ c2t2 — r*?

= £Vc2t2 — 2,

Derivando p em relacao a t, chegamos a

2tc?
22 — )12

dp ( 2p -
E(T COSQ—}-WW sen@) = 4

o que implica que

dp (1+p?)"/*r* cos 0 + ipr*sent tc?
dt (1 +p2)1/2 - (62152 _ 7’*2)1/2’
ou ainda
dp ct tc?

— == )
dt (1+p?)'/? (c2t2 — r*2)1/2
Por fim, temos
Ly
(1+p?) dt

Logo, usando as parametrizagoes p = v*(t) e p = 7~ (t), para t > T*(Ex), a0

longo de I'" e I'", respectivamente, temos que

h
(1+ p2)1/2 (_y + > + Z-pf =t (por construcao)
C &
dp dt

- =t sobre I'F,
(1 +p2)1/2 (t2 _ #)1/2

C

Desde que t vai de 400 a % em I't e de % a oo em I'", temos que

¥

., 1 e e—st
a'(z,y.8) = +OORN(’Y+(t),1)mdt
- LT R G ) —
4 Jrx T (t2—$)1/2
1 400 N4 N, e—st
= [BY (7 (1), 1) + BT (v (1), V)], @

Ty (t2 — ﬁ)uz

C
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Observe agora que v~ (t)* = 7+(t)2. De fato,

2 2
ct ct c2t2 242
V() = (—i— sen 9> +2 <—z’— sen 9) (— cosO\| —5 — 1) + (— cosO\| —5 — 1>

242 ct 242 242
= —C—Qsen20—|—2i—senﬁcos€ 0—2—1—1—(:052 (—2_1>

r* r* r* r*

242 t 242

- &L cos’ @ — sen’ 6 —00829+2ic—sen90089 L

2 2

= ()

Usando o fato de que v/Z = ﬁ, temos que

RY(y~(t),1) =

o que implica que
RY(y*(t),1) + R¥(y~(t),1) = RY(y"(t),1) + R¥(y*(t),1)
= 2Re[RN(v*(1),1)].

Logo

1 +o00 e—st

" (z,y,s) = o /.. Re [RY (v (), 1)]mdt. (4.30)

c

Denominemos por @;(§,2), j =1,..., N, cada um dos termos do produtério

em (4.25), e assim, RN (yF(¢),1) = Hj\le Qs(7+ (1), 1). Facamos Q; = Q;(1* (1), 1) =
pj(t)e?sM). Assim
H;'Vzl Qj = vazl g0j<t)ei¢j(t)
— vazl ©;(t) (Hj\’l 6i¢j(t))
91(0) i - (4.31)
= (T, @i(t) ) (eirWeiea®  cion (D)

B Hj‘vzl ©;(t) (1 (1)
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cosa; —/yF(t)2+1
cos oy + /YT (t)2+1
r* cos aj — ct cos O + isen O/ 22 — 12

r* cos aj + ct cos  — isen 0/ 22 — 12

Q =

72 cos? a; — ?t? cos?  — sen? O(cH? — r*?)

r*2 cos? aj 4 2r*ct cos 0 cos aj + c2t2 cos? 6 4 sen? §(c*t? — r*?)

r*2 cos? o — At2 + r*2 sen? 0

r*2 cos? avj(cos? 0 + sen? 0) + 2r*ct cos 6 cos aj + 22 — r*2 sen? O(cos? a; + sen? )

r*? cos? o — A2 + r*? sen? 0

r*2 cos? a; cos? 6 + 2r*ct cos 0 cos aj + c2t? — r*2 sen? 0 sen? o

r*? cos® aj — t2 + r**sen? f

ajz + 2cta; + 2?2 — b?

7% cos? a; — 22 + r**sen? §

(Ct + CL]')2 — bJQ ’

e com mais algumas manipulacoes algébricas,

Re(Q))

2cos?a; — A2t2 + r*%sen’ \/Ct_aﬂ) - b
\/(ct—l—a] —b?\/(aH—aj) —b?\/(ct—aj) — b3

B \/(ct—a] )2 =07 r*?cos?a; — A2+ r*?sen?
oV (et tay)? -0 ¢ ot —a;)? — b2)((ct + a;)? — B2)

J

com a;, b; dados por (4.12) e (4.13), respectivamente. Dos célculos acima temos

entao que

Desde que

por (4.31), (4.32) e

(ct —a;)? — bjz
Pilt) = \/(ct +a;)? — b

r*? cos? a; — 2t2 + r*?sen? § (4.32)
cos ¢;(t) = :
Vet —a)? =) (et + 0, ~ 1)
N N
(ct —a;)? — b2
(1) = 7,
],1;[1 #5(t) ]1:[1 ct 4 a;)? — b3
(4.30), concluimos a demonstragao. O
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Observe que a fungao G;(x, y, t) ndo depende do parametro N, sendo a restrigao

~ ~ . . . 2
da solugao fundamental da equacao da onda bidimensional no espaco todo para RZ.
Chamamos Gy(z,y,t) de campo incidente. Por outro lado, a funcao G¥, devido a

presenca da fronteira I', é chamado campo refletido, a qual depende do parametro

N.

A presenca do fator H(ct—r*) indica que o campo refletido G (., t) tem suporte

compacto no conjunto Q(t) = Q4 (t) U Qa(t), conforme defini¢ao 4.45.

4.2 Estimativas do erro

Considere agora a aproximacao, no semi-plano superior, da solucao u : R? x

R* — R do problema

1 %u
E@_M_& x) x 6(y —h) x f(t),  em R*x R¥, (4.33)
u(x’y’o) =0, (I y)O) =0, em R2a

ot

onde assumimos que o termo fonte f(t) é suave, limitado, e tem suporte em [0, T,

pela solucao v : R? x R* — R do problema

1aQUN—AN—5()><5( —h) x f(t) m R? x RT

2 o2 u = o(r Yy ;e ,

BYNuN =0, sobre T, (4.34)
u(r,.0) = 0, Dy, 0) =0 em B2

O termo h corresponde ao ponto de origem (0, h), com h > 0, dado na segao
anterior, no problema (4.4). Queremos agora estimar o erro, isto é, a diferenca
da solugao do PVI (4.33) e da solu¢ao do PVIC aproximado (4.34). Para isso,

utilizaremos o seguinte resultado [7]:

Lema 4.1. Parat, y fixzados, o mdzimo de | cos (¢(z,y,t))p(x,y,t)| ocorre em x = 0.

Logo

max| cos (v(w, y, 1))p(z, y, £)] = | cos ($(0,,1))p(0,y,1)] —H(Ct_c‘)s%(yw))

ct + cosa;(y + h)
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Prova. Primeiramente,

max | cos (¢(x, y,t))p(z, y, t)| < max|cos (¢(z,y, 1)) max |p(z,y, t)]-

Afirmamos que a igualdade acima vale com o maximo atingido em x = 0, isto

é, afirmamos que max, |cos (¢)| e max, |p| sdo ambos obtidos em z = 0.

Comegamos por max, |cos (¢)|. Considerando (4.9) e (4.11), temos que, em
x =0,
r*2 — 22 4 r*2 cog? a;— (y+h)?
Vet = a)? =) (et + 0, — 1)
—(*t? — cos? aj(y + h)?) + 2*(1 + cos? )

= -1
V(212 — cos? a;(y + h)?)? — 222 sen? aj(c*t? + cos? o (y + h)?) + 2t sen

Assim, 1p; = arccos (—1) = 7, e por conseqiiéncia, 1 = mm e |cos ()| =1 em = = 0.

Agora, considere max, |p|. Considere (4.9) e (4.10), de modo que

(¢t —a;)> = b3 (ct —cosa;(y+ h))? — z?sen®

(ct+a;)? = b2 (ct + cosa;(y + h))? — x?sen® o
Por simplicidade, denominamos 3 = z? e reescrevemos p; como

(ct — cosaj(y + h))* — Bsen?
(ct + cosaj(y+ h))? — Bsen?

Assim, temos

dpj 4ct cos iy sen® o (y + h) <0
dg — ((ct+cosa;(y +h))? — Bsen?a;)? =

com igualdade se cosa; = 1 (ou sena; = 0). Assim, temos que, para todo 1 < j <
m, a fungdo a? — p; é decrescente, e 0 maximo de p acontece também em = = 0, e

segue o resultado. 0

O teorema a seguir foi demonstrado em [9] para as condi¢oes de contorno de

Engquist e Majda (3.23). Aqui, o faremos para as condic¢oes de contorno de Higdon

(3.105).
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Teorema 4.2. Para cada ponto (z,y) € Ri, temos as estimativas pontuais:

1 ct + VA2 —r?
ol 00) = 0] < plo ) o Nl 39

*

para % <t< % + T (& (x,y) € Q(t) - veja definicao (4.45)), e

ct + V22 —r*? >||f||
—T)+ -1 —r2)

1
—u® < — 1
lu(z,y,t) —u" (v,y,t)] < 27rp(:v,y,t) 0g (C(t
(4.36)

*

para t > T +T (& (z,y) € Qa(t) - veja definicio (4.45)).
c
Além disso, temos as estimativas uniformes:

1 ﬂ(ct—cowﬂw )log (”W)ufnm

N —
—u ) ()] peerz) < cosa;(y +
[(w—=u™) ()| Lo (2 27Tj:1 ct 4 cos a;(y + h) (h/c)

(4.37)

h h
para — <t< —+T, ¢
c c

N
1 ct — cosa;(y + h) t+\/t? = (t—T)?
™) (o) e < ng(cmosajmh)) og (“E =T g,

h
parat > —+1T.
c

Prova. Sejam u e u” as respectivas solugoes de (4.33) e (4.34). Introduzimos o erro
N definido por:
N =uV — . (4.39)

Para as estimativas pontuais (4.33) e (4.34), fixamos (z,y) € R3 e sejam r* e 6,
conforme (4.5) e (4.6). Pelas propriedades da funcio de Green, eV pode ser calculado
por uma convolugao no tempo entre G¥ e o termo fonte f:

o) = G ()« 10 = [ Glayf e - )

0
Pela presenca da fungao de Heaviside em G, temos que " (x,y,t) = 0 para t <

r*/c. Desde que f tem suporte compacto em [0,7], e G se anula para t < 7*/c,
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temos que
t r*
M at) = | @Yyt -dr, 12T (a40)
max(%,th) c
Observe que t—7 < T implica que 7 > t—T'. Observe também que, se max (%,t -T)=
= entdot — T <=, ouainda, = <t <= 4+ T. Semax (=,t —T) =t — T, entdo
% <t—T, ouseja, t > 7“?—FT. Alemdlsso, se % <t< —+T entaot < T, e a

melhor estimativa uniforme para f(t) estd em (0,¢). Set > = + T, entdao t > T, e

a melhor estimativa uniforme para f(t) estd em (0,7). Assnn, deduzimos que

e @,y O < | fllen - 1GY (@5, Mgz gy, s m <t <+ T, (4.41)
|6N($,y,t)| S ||f||L°°(0,T) ' ||G1]’V(:L‘7ya ')”Ll(t—T,t)? se t Z =+ T

Agora, queremos obter uma estimativa na norma L', no tempo, de ny (x,y,.).
Afirmamos agora que a funcao ct — p; é crescente para t > %, paratodo1l <75 < m,
e por conseqiiéncia, a funcao ct — p é crescente para t > % De fato, denominando
ct =,

dp; _ 4cosa;(y+ h)(u* — (y + h)?) + 4 cosajsen? o (y + h)((y + h)? + 22)
dpu (e + cosay(y+ h))? — 2% sen? a)?

>0,

desde que ct > r* > r*cosf, e assim p? — (y +h)? = (ct — (y+h))(ct+ (y+h)) > 0.

Usando esse fato, e que

1
G (,9,1)] € —————|p(z,y,1) cos (¢(x, . 1), (4.42)
2m 12 — T3
temos que
1
||G7]‘V(x7y7')||L1(ﬂ,t) < /—2 max |p(z,y,7)|dr
c T * r- <7_<t
= $,y,t)/
“ (4.43)

1 2 |1
- t)1

L oteontyie 7+ \/ =)

1 (ct—i—W)
= o p(x,y,t)log
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enquanto que, para t > % + T,

1 ! 1
e G it
™ t—T T_T*Q

4 EE = )
c(t—T)+\/02(t—T)2—r*2 '

Assim, usando (4.41), (4.43) e (4.44), obtemos as estimativas (4.35) e (4.36).

(4.44)

1
= %p(w, y,t)log (

Para provar as estimativas uniformes (4.37) e (4.38), introduzimos dois con-

juntos disjuntos:

) ={(z,y) eRY /et —T) <r* < ct} (4.45)
D(t) = {(z,y) €RL /r < c(t = T)}.
A

Qu(t)

(0-h)
c(t-T) ct

Figura 4.3: Os conjuntos Q4 (t), para % <t< %+T, e Qq(t) e Qo(t), parat > %—i—T.

Esses dois conjuntos estao representados na Figura 4.3, para dois valores de
t. Note que, em € (¢), c¢(t = T) < h < r* < ct, o que implica que % <t< % + T,
enquanto que em $q(t), h < r* < ¢(t—1T'), o que implica que t > % +T. O conjunto
Q(t) = Qu(t) U Qa(t) representa o suporte do campo refletido no tempo t. Observe
que 4(t) é ndo-vazio assim que t > %, equanto que {25(t) é nado-vazio assim que

t> % + T'. Procuramos agora majorar as quantidades

h h
sup |eN(z,y,t)|, para —+T >t> —
(@) € (1) ¢ ¢
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h
sup N (z,y,t)|, parat>—+T.
(z,y)€Q1 (1) UQa(t) ¢
Como
swp e (@, y,6)| = max< swp [Ny sup |eN<:c,y,t>|),
(z,y)€Q1 (1)UQ2(t) (z,y)€Q1 (1) (%,y)€Q2(t)

é equivalente majorar as quantidades

h
sup [eV(a,y,t)], parat> "
(z,y)€Q1 (1) ¢

h
sup |eN(x,y,t)|, parat>—4T.
(z,9)€Q2(t) C

De acordo com (4.41), a fim de obter uma estimativa de e™(.,¢) na norma L,

precisamos um limite superior para as quantidades

h
sup ||G7J‘V(x7y7')||[/l(ﬁ7t) quando t > -,
(w’y)egl(t) ¢ C

h
sup  ||GN(2,y, ) m@—r) quandot > —+T.
(xvy)€Q2(t) ¢

Ponhamos agora
ri(t) = min r*(z,y),

(z,y)€1(t)

e como a funcao

ct c2t?
@1:7+— —+4/— —1, pararc|0,ct]
r r
é decrescente, temos que
ct c2t? ct c2t?
sup log—*—i— *2_1:10g —— [ — —
(z,y)€Qu(t) r r T (t) TI (t)
Ponhamos agora
ry(t) = max r*(x,y).

({L’,y)EQQ(t)
Afirmamos que a funcao
ct + /2?2 —r?

Q1T T+ R TE parar € [0,c(t —T)], (t>T),
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é crescente, pois

TC{t\/CQtQ 2+ (t—T)\/At—-T —r2—|—20tT—cT2}
dr (c(t =T)+ /At —T)2 —r2)2/c22 — 12\ /2t — T)2 — r?
re [T\/CQ(t —T)2—r2+42cT* — cTz}

—T) 4+ /At —T)2 —r2)2/c22 — 12/t — T)2 — r?

de

> 0.

Logo,
ct + \/W ct 4+ /22 — s (t)2
sup log — log
(z,y)€Q2(t) -T)+ \/02(15 —T)2 2

ot —T)+ \/02(75 —T)2 —r3(t)° |

Observando a Figura 4.3, podemos ver que

ri(t) = h, se%§t<%+T,
rit)=ct-T), set>2+T,

e que

Por conseguinte,

2t2 t+ / h
sup log \/C —1‘_1 ( (h/e)’ ) se b <t <ty
(z,y)€(t) (h/c)
t 2¢2 t+ /12— (t—
sup log ¢ \/C —1‘ log< + >, SGtZ%-l-T,
(z,y)€Q1(t) t—
e
t+ /22— 2 t+ /22—t —T)? h
sup log crve = log ( ( ) ), set > —+T.
(2,9)€Qa (1) )+ /Rt —T)2—r* t—T c

Ponhamos
v =v(z,y,t) = cos (Y(x,y,t))p(z,y,1),

e assim, por (4.42), temos que

e < g (CYGET),

sup
(zy)E(t)

max set > —
z,y) €N (t) |’Y’, c’
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e
1 t+/t2— (=T )2) h

su GN(z,y, Mpgrs < =—lo max , set > —+T
s G e < 5 los (CEE ) [l st >
Usando essas tultimas duas desigualdades acima, pelo lema 4.1 e por (4.41),
temos a conclusao desejada. 0

Observe que o erro converge para 0, na norma uniforme, quando N — oo.
Observando o comportamento do erro para t grande, se assumirmos que 17" < 400,
afirmamos que, para t grande, o termo produtdrio que aparece na estimativa (4.38)

comporta-se como 1, e o termo logaritmico comporta-se como /7'/(2t —T). De

fato,
t 2 —(t—1T)2 t 2 —(t—T)2
b (LYTZTTE) b (g VT
_ t+NTV2A =T
= log lthm T
/| T
= log(1+ 2t—T)'
Desde que
log (1 = —1”“30—” <1 -1
o8 (1-40) = D" para ] < 1w
temos que

| 1+ I I
8 ot — T Vot — 7

o que mostra que, para todo N e h, o erro converge uniformemente para 0 quando
t — oo. Por outro lado, quando T = 400, o lado direito da estimativa (4.37)

comporta-se como
1
27

t+ /12— (h/c)? 2t .

logt,

pois

(h/c) " (hje)

para t grande, o que mostra um crescimento logaritmico sobre o erro quando t — oo.

Isso é o que acontece se f(t) for, por exemplo, a fun¢ao de Heaviside.
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Apresentamos aqui a andlise de erro fornecida em [9] para a aproximagao
da solu¢do do problema (4.33) pela solugdo do problema (4.34), associado a um
termo fonte pontual. Segundo Diaz e Joly, nao seria complicado adaptar a prova do
teorema 4.2 para o caso de um termo fonte distribucional, ou a dados iniciais ug e
uq nao-nulos. Apresentamos também estimativas na norma L°°, mas, no entanto,
seria possivel adaptar a prova a fim de conseguirmos estimativas LP ou estimativas

de energia.
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Apresentamos, formalmente, uma revisao bibliografica sobre os métodos uti-
lizados por Engquist e Majda [12] e Higdon [32], para a construcao de condigdes
de contorno capazes de absorver as reflexoes causadas pela imposi¢ao de uma fron-
teira artificial num dominio infinito, em problemas de propagacao de ondas. Além
disso, apresentamos uma forma geral de representagao para as condi¢oes de contorno
absorventes [36], e a teoria das aproximacoes racionais [50] para a raiz quadrada
presente no operador pseudo-diferencial das condigoes de contorno exatas de alta
absor¢ao. O intuito é que, a partir dessas idéias, possamos elucidar a formulacao de
novas condicoes de contorno, melhorando aspectos como facilidade de implementagao

e custo computacional.

Como apontado em [7, 27], temos que o controle sobre o erro gerado pelos mo-
dos evanescentes torna-se essencial quando deseja-se truncar o dominio ao maximo,
de forma a reduzir o custo computacional de simulacao. Tal fato nao é evidente
nos resultados apresentados por Higdon, que analisa essencialmente o coeficiente
de reflexao gerado pelos modos propagativos da solucao. As condices de contorno
de Engquist e Majda sao um caso particular das condigoes de contorno de Higdon,
onde a; = 0, para todo 1 < j < N. Recentemente, foi apresentado em [28] uma
nova classe de condigoes de contorno, capazes de controlar os modos evanescentes de
forma mais efetiva, sem ignorar a necessidade de controle sobre os modos propaga-
tivos e tangenciais. Porém, a exemplo das condi¢oes de contorno de Higdon, o erro
gerado pelas condigoes apresentadas por Hagstrom depende de certos parametros,
relacionados com os angulos de perfeita absorcao. Ainda nao é claro qual seria a es-
colha 6tima de tais parametros. Discusoes sobre a escolha desses parametros podem

ser vistas em [7, 36].
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Apresentamos também a férmula de Diaz e Joly [9] para o problema associado
a equacao da onda bidimensional no meio-plano y > 0, com condicoes de contorno
de Higdon. A partir desta féormula, é possivel obter estimativas, pontuais e uni-
formes, para o erro gerado para tais condigoes de contorno, tanto para os modos
propagativos, como para os modos evanescentes. Tal formula permitiu um melhor
entendimento na escolha dos parametros «;, e destacou a importancia dos modos
evanescentes no erro gerado pela condi¢ao de contorno aproximada. E possivel ex-
tender esse método para a obtencao de solucoes explicitas da solucao fundamental
de outros problemas hiperbdlicos. Em [10], Diaz e Joly apresentam uma formulagao
semelhante para problemas associados a equagao da onda com PML“s. Num tra-
balho futuro, pretendemos formalizar a solucao fundamental obtida por Diaz e Joly,

através da teoria das distribuicoes [41].
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Apéndice A

A.1 Notacoes e Resultados Uteis

Definicao A.1. Seja 2 CR"™. O espago LP, 1 < p < oo, € definido por

LP(Q)) = {f : Q — R™ mensurdvel / / |fIPdz < oo},
Q

1fllze) = (/Q \f\pdx) "

O espago L ¢ definido por

e sua norma € definida por

L>®(Q) ={f: Q — R" mensurdvel / supess|f| < oo},
onde supess f =inf{c e R/ |{z € Q/ f(x) > c}| =0}. A norma € definida por
[ f]lzoe = supess |f].

Definigao A.2. Definimos a transformada de Fourier de f € L*(R™) pela expressdo

o 1 .
- - —iT-y n
F) = s [ e, Yy e R (A1)
e a sua transformada de Fourier inversa pela expressao
1 ) A
= wy R™. A2
@) = G [ iy, e (A2)

Desde que |e*@Y| =1 e f € LY(R"™), essas integrais convergem para todo y € R™.

Teorema A.l. [Teorema de Plancherel]: Se f € L'(R") N L*(R"), entio a
transformada de Fourier Tf de Ty € definida pela funcao f € L*(R"), isto é,

Ty =T; com f e LAR"),

171=( . |f<x>|2dx); (/. |f<w>|2daf:)é = Il (A3)
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Definigao A.3. Em vista da igualdade (A.3), podemos definir a transformada de
Fourier de uma fungao f € L*(R™). Escolhemos uma seqiéncia { fi}32, € L*(R™)N
L*(R™) com

fe — f em L*(R").

De acordo com (A.3), || fx — fjHLz(Rn) = |fe = fillezwry = Ifx = fill2@®ny, € assim
{fr}22, € uma seqiiéncia de Cauchy em L2(R™). Essa seqiiéncia conseqiientemente

converge para um limite, o qual definimos para ser f
fr — f em L*(R™).

Teorema A.2. Se f € L*(R"), entdo

—_ ~

Def = (iy)*f,

le] 9o le'
1 o™ o™
para todo multi-indice «, tal que D*f € L*(R™), onde D* = | = ,

) 0ry oz,

ol = + ...+ .

As definicoes e as demonstracoes dos teoremas acima podem ser encontrados
em [14]. As definigoes seguintes, de simbolo de um operador e operador pseudo-

diferencial, podem ser encontradas em [45].

Definigao A.4. Assumindo p, 6 € [0,1], m € R, definimos Sps a classe das fungoes

a(x,€) € C* satisfazendo
|D7Dga(x,€)] < Cop(g)m o101,

para todo indice o, 3, onde (€) = (1 + |£])/2. Dizemos que a(x,€) é o simbolo de
a(xz, D).

Definicao A.5. Um operador pseudo-diferencial é um mapeamento f — T f
definido por
Tfa) = [ e"alr. )€
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para toda f € C(R™), onde

F(6) = (2m) / S f(y)dy

n

¢ a transformada de Fourier de f, e onde a(x,§) é o simbolo de T

No caso especial, onde

a(x,D) = Z ao () D

o<k
é um operador diferencial, e onde f(z) = [g. f (£)eitdE é a transformada inversa

de Fourier, temos que

a(z,D)f(x) = Y as(zr)D"f(x)

o] <k

= > aa(z) | £ Ef(€)dE

la| <k R

= [ 3w e

ol <k
= [ ole.ger<fepie

onde

é o simbolo de a(zx, D).
As demonstragoes dos proximos dois teoremas encontram-se em [56].
Teorema A.3. Seja g(t) € L*(0,00). Entdo a transformada de Laplace unilateral
1 o0
2) = —— te dt  (Re(z) >0
16 = o= [ ot (Re2) >0

pertence d chamada classe de Hardy-Lebesgue H*(0), ou seja, (i) f(z) € holomorfa
no meio-plano tal que Re(z) > 0, (ii) para cada x > 0 fizado, f(x + iy) como uma

funcao de y pertence a L*(—o00,00) de modo que

ililo)(/R|f(m+iy)|2dy) < 00.
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A partir desse teorema podemos enunciar o teorema de Paley-Wiener:

Teorema A.4. [Teorema de Paley-Wiener|: Seja f(z) € H*(0). FEntdo a

fungdo de contorno f(iy) € L?*(—o0,00) de f(x + iy) existe no sentido que

15?01/11@ |f(iy) = fla+iy)[dy = 0

de modo que a transformada inversa de Fourier

g(t)=— lim / f(iy)e™dy

21 N—oo

desaparece para t < 0 e f(z) pode ser obtida como uma transformada de Laplace

unilateral de g(t).

As demonstragoes dos proximos resultados podem ser encontradas em [40].

Lema A.1. [Lema de Jordan/: Suponhamos que

(i) uma funcao f(z) € analitica para todo os pontos z pertencentes ao meio-

plano superior y > 0 que sao exteriores ao circulo |z| = Ry,
(i) Cr denota um semicirculo z = Re®(0 < 0 < ), onde R > Ry;

(11) para todos os pontos z sobre Cg, existe uma constante positiva Mg tal que
|f(2)| < Mg, onde

R—oo

Entao, para toda constante positiva a,

lim / f(z)e**dz = 0. (A.4)

R—o0
Teorema A.5. [Teorema de Cauchy-Goursat]: Seja um conjunto aberto 2 C
C, simplesmente conexo. Seja f : 2 — C wma funcdo holomorfa, e seja v um

caminho retificdvel fechado em . Entao

f’; f(2)dz =
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Teorema A.6. [Teorema da Convergéncia Dominada/: Seja f, : Q — R uma
sequéncia de funcoes integrdveis convergindo quase sempre em ), para uma func¢dao

f, dominadas por uma funcdo g, integrdavel. Entdo

/Q fo(2)dz — /Q f(2)dz.

Por dominado, entende-se |f(x)| < g(zx), Vz € Q.
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Apéndice B

B.1 Transformada de Fourier-Laplace da solucao

fundamental da equacao da onda 2D

Considere a equagao

d

0P + @ sl = @), asas (B1)

dx

Assumimos que as solugoes da equacao homogénea, ui(x) e us(x), sdo linearmente
independentes. Cada solucao é escolhida para satisfazer uma das condigoes de con-
torno a serem satisfeitas pela solucao y(z), isto é, se y(a) = y/'(b) = 0, entdo tomamos
ur(a) = 0 e uh(b) = 0. Pelo método da variagdo de parametros, podemos escrever

y(x) como

y(x) = A(x)uy () + B(z)uz(x). (B.2)

O método da variacao de parametros é usualmente aplicado para equagoes as quais

o coeficiente de y” é igual a 1. Reescrevendo (B.1), temos que

(@) = L2,

p(x)

q(x) + As(x)
p(z)

O uso padrao do método de variacao de parametros nos da

A'(z)uy(z) + B'(z)ug(z) =0
flz) (B.3)

Al(z)u)(x) + B'(z)uy(x) = prst
Assim, por (B.2),
0 =y(a) = A(a)ui(a) + B(a)uz(a) = B(a)us(a) = B(a) = 0.

Derivando (B.2), temos que

Y (z) = Alx)u (z) + A(z)ui (2) + B'(2)ua(2) + B()us(x),



e assim, por (B.3),
0=14'(b) = A(b)ui(b) + B(b)uy(b) = A(b)u}(b) = A(b) = 0.

Resolvendo a primeria equagao de (B.3) para A’'(z), temos que

A/(Qf) _ —B'(x) UQ(CIZ)’

e a segunda para B'(z), temos que

Integrando, temos que

/:A,(S)dSZ—/:I%ds e /:B’(s)ds:/:]%d&

o que implica que

_ ? f(s)ua(s) s o 2) = T f(s)ui(s) s
A= [ e e Bo= [ e
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O wronskiano para problemas de Sturm-Liouville é dado por W (z) = ¢/p(x). Assim

y(z) = @ / f(s)uz(x)dﬁ%‘”) / " F(s)ua(s)ds.

(B.4)

Agora, olhemos para o caso especifico onde f(x) = —Jd(xz — xp), onde J pode

ser constante ou func¢do de xz. Quando essa f(z) é usada em (B.4), somente um dos

dois termos serd integrado através da funcao delta, e assim nao serd nulo. Desta

forma,
us(o)
?J<(3?) = —Jul(ﬂf) P para x < xg
uy (o)
Y>(r) = —Juz(x) , para r > xo,

C
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ou ainda,
para r < I

y(z) = G(z) = (B.5)
para r > .

Nosso objetivo é resolver a equagao

0 4 52
2 Giens) - (52 " —Q)GZ-(s, y.5) = —3(y — h), (B.6)
Yy c

com as condicoes de contorno G;(&,a,s) = %éi(ﬁ,b,s) =0, coma <y <b

Resolvendo a equagao homogénea em (B.6), temos que
A 527 527
Gi(€,y,s) = AeV 21 | g3y

Para Gl(f ,a,s) = 0, a dnica solu¢do que converge quando a — —oo é dada por

82 A
w1 (§,y,8) = 6\/?+52y_ Para Gil(ﬁ,b,s) = 0, a unica solucao que converge quando

2
b — 0o é dada por us(&,y,s) = ef\/?ﬁ@y. Calculando o wronskiano, temos que

19) o o2
W(f, Y, 8) = u1(€> Y, S)a_yu2(£7 Y, S) - u2(€7 Y, S)a_yul(fa Y, 8) = -2 i_2 + £2~

Tomando p(z) =1 e J =1 em (B.5), temos que

(S
— , paray <h

2
ENCEYE
67\/27§+§2ye\/z%+§2h
- )
2
| i
6—\/§*§+§2\y—hl

G’i(g,y, §) = ———. (B.7)

2,/5 + &2

Todo o raciocinio acima pode ser encontrado em [17].

GAZ(&J Y, S) = <

para y > h,

ou seja,
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