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Dissertação submetida como requisito parcial

para a obtenção do grau de

Mestre em Matemática Aplicada
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RESUMO

Uma prática comum para resolver numericamente problemas de propagação

de ondas num domı́nio ilimitado é baseada no truncamento do domı́nio infinito via

uma fronteira artificial, definindo assim um domı́nio computacional finito, usando

condições de contorno especiais na fronteira, ditas absorventes, com a finalidade de

minimizar as reflexões causadas pela imposição da fronteira artificial.

Neste trabalho, faremos uma revisão bibliográfica acerca do desenvolvimento

dessas condições de contorno absorventes para o problema de propagação de ondas,

com o intuito de elucidar a derivação de novas condições de contorno aborventes.

A maior parte do trabalho está baseado nas condições de contorno de Engquist e

Majda [12], e de Higdon [32]. O modelo considerado aqui é a equação da onda linear

clássica.

Além de apresentarmos os procedimentos para a formulação destas condições,

abordaremos a fórmula de Diaz e Joly [9], que, graças ao método de Cagniard-De

Hoop, conseguiram uma expressão expĺıcita para a solução fundamental do problema

associado à equação da onda bidimensional no meio-plano y ≥ 0, com as condições

de contorno de Higdon.
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ABSTRACT

A common method for numerically solving wave propagation problems in un-

bounded domains is based on truncating the infinite domain via an artificial bound-

ary, defining a finite computational domain, using a especial boundary conditions in

the boundary, named absorbing, with the purpose to minimize the reflections caused

by imposing the artificial boundary.

In this work, we will review the development these absorbing boundary condi-

tions for wave propagation, with the intention of elucidating the derivation of new

absorbing boundary conditions. Most of the work is based on the Engquist and

Majda [12] and Higdon [32] boundary conditions. The model considered here is the

classical linear wave equation.

Besides presenting the procedures for the formularization of these conditions,

we study the work of Diaz and Joly [9], which uses the Cagniard-De Hoop method, to

obtain an explicit expression for the fundamental solution of the problem associated

with the 2D wave equation in the half-space y ≥ 0, with Higdon boundary conditions.
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1 INTRODUÇÃO

Um problema recorrente em computação cient́ıfica é o cálculo de soluções

numéricas em problemas envolvendo propagação de ondas, baseados no truncamento

de domı́nios espaciais ilimitados via uma fronteira artificial B, dividindo o domı́nio

original em um domı́nio computacional finito Ω, e um domı́nio complementar in-

finito D. Nessa fronteira artificial são impostas condições de contorno especiais com

a missão de atenuar ou eliminar as reflexões indesejadas causadas pela imposição

de tais. Por exemplo, se a solução é gerada inteiramente dentro de Ω, as ondas

que incidem sobre B deveriam ser absorvidas, de modo que as ondas refletidas não

voltem para o interior de Ω. Essas condições de contorno são chamadas condições

de contorno absorventes. O objetivo então é resolver o problema numericamente em

Ω, por meio de métodos numéricos, como elementos finitos ou diferenças finitas. A

fim de que o procedimento tenha sucesso, as condições impostas em B, devem ser

compat́ıveis, pelo menos no sentido aproximado, com a solução f́ısica que estamos

procurando. É importante observar que essas fronteiras artificiais são somente uma

necessidade computacional e não tem significado f́ısico.

B = ΓΕ

ΓN

ΓS

ΓW

D

D
Ω b

x = xE

x

y

Figura 1.1: Uma waveguide semi-infinita, com uma fronteira artificial B = ΓE sobre
a qual uma condição de contorno absorvente pode ser aplicada

Essas condições de contorno artificiais têm aplicações em importantes áreas,

como em metereologia, oceanografia, sismologia, em cálculos geof́ısicos envolvendo

ondas acústicas e elásticas, e numa variedade de outros problemas em dinâmica dos
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fluidos [3, 13, 15]. Um exemplo clássico é um problema envolvendo uma waveguide

bidimensional semi-infinita [21, 28, 19], ilustrada na Figura 1.1. Podemos ver que

B = ΓE, a fronteira artificial, é uma seção transversal da waveguide que corresponde

ao lado leste de Ω.

Considere, como exemplo, o problema de valor inicial (PVI)




1

c2

∂2u

∂t2
−∆u = 0, em R2 × R+,

u(x, y, 0) = u0(x, y),
∂u

∂t
(x, y, 0) = v0(x, y), em R2.

(1.1)

onde o suporte de u0 e v0 está contido em (δ,∞) × R, para algum δ > 0. Como

o domı́nio espacial é ilimitado, é preciso truncá-lo para calcular soluções numerica-

mente. Tal truncamento torna necessária uma condição de contorno artificial. Como

motivação, considere o problema de valor inicial e de contorno (PVIC)




1

c2

∂2ϕ

∂t2
−∆ϕ = 0, em R2

+ × R+,

Bϕ = 0, sobre Γ,

ϕ(x, y, 0) = u0(x, y),
∂ϕ

∂t
(x, y, 0) = v0(x, y), em R2.

(1.2)

onde B é a condição de contorno artificial exata, isto é, de perfeita absorção, sobre

Γ = {(x, y) / x = 0}, ou seja, ϕ(x, y, t) = u(x, y, t) para x > 0. Aqui, R2
+ =

{(x, y) / x ≥ 0}. Considerando que a solução de (1.1) é dada apenas por ondas que

se movem para a esquerda, B deve aniquilar as ondas que se movem para a direita,

ou seja, absorver as ondas incidentes.

Dentre os métodos desenvolvidos para tratar condições de contorno artificias,

existem dois que se destacam. O primeiro é o perfectly matched layer (PML), ou

“camada esponja”, desenvolvido por Bérenger [2] em 1994, e desde então tem sido

melhorado e usado por muitos autores [10, 8, 5, 51, 1]. O segundo, é o método das

condições de contorno absorventes. Desde 1970, pesquisadores têm desenvolvido e

analisado condições de contorno absorventes, e métodos numéricos para tais, para

problemas em que o domı́nio espacial infinito é truncado via uma fronteira artificial.

As condições de contorno exatas não-locais, isto é, onde a dependência dos dados
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iniciais é não-local, não são de fácil implementação, visto que a condição de contorno

não é o śımbolo de uma equação diferencial (A.4), mas de um operador pseudo-

diferencial (A.5), dado por

∂û

∂x
− iω

√
1− z2û = 0.

No final da década de 1970, Engquist e Majda [11, 12], observando que
√

1− z2

é a solução de f(z) = 1 − z2

1+f(z)
e usando aproximantes de Padé, fn(z), definidos

por fn+1(z) = 1 − z2

1+fn(z)
e f0(z) = 1, desenvolveram uma seqüência de condições

de contorno locais de alta absorção para a equação da onda, dadas por

(
∂

∂t
− c

∂

∂x

)N

u = 0,

as quais são uma aproximação de condições de contorno exatas não-locais. Usando

o critério de Kreiss [38], discutido no caṕıtulo 3, Engquist e Majda mostraram que

as condições de contorno geradas são bem-postas para a equação da onda, e, além

disso, mostraram que o erro, isto é, a diferença da solução do PVIC aproximado e

do PVI, decai com a ordem N da condição de contorno.

Na década de 1980, Trefethen e Halpern [50, 30] generalizaram a idéia de

Engquist e Majda, propondo uma aproximação racional para a raiz quadrada do

operador pseudo-diferencial, da forma

√
1− z2 ≈ p(z)

q(z)
,

onde p e q são polinômios com nenhum zero em comum. Na mesma década, Hig-

don [32] desenvolveu condições de contorno discretas, e, a partir delas, encontrou

condições de contorno anaĺıticas de alta absorção consistentes com as discretas,

N∏
j=1

(
cos αj

∂

∂t
− c

∂

∂x

)
u = 0,

as quais são uma generalização das condições de Engquist e Majda. No entanto,

a formulação de Higdon envolve derivadas de ordem N no espaço e no tempo, e
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assim, essas condições tornam-se inconvenientes para a implementação quando N é

grande. Além disso, elas não têm um tratamento eficaz para os modos evanescentes,

que correspondem às ondas com decaimento exponencial na coordenada x.

Já em 2003, Givoli e Neta [21] proporam uma reformulação das condições de

Higdon, usando variáveis auxiliares especiais φj, definidas recursivamente por

bj
∂φj

∂t
+ c

∂φj

∂x
= φj+1, j = 1, . . . , N − 1

com φ0 = u e a condição de truncamento φN+1 = 0 na fronteira x = 0, que per-

mitiram eliminar as derivadas de alta ordem na implementação [20]. No entanto,

elas não fazem um bom tratamento das condições de compatibilidades nos corners.

Essas condições são essenciais quando o domı́nio é poligonal. Considere, por exem-

plo, um domı́nio Ω ⊂ Rn, no qual podemos supor que o suporte dos dados iniciais

está contido em algum Σ ⊂ Ω. Supomos que Σ está limitado por uma fronteira

artificial retangular Γ. Assim, as condições de contorno artificiais aplicadas nos

pontos de corner entre as faces de Γ, isto é, onde elas interseccionam-se, devem

ser compat́ıveis uma com a outra. Mais recentemente, Hägstrom e Warburton [29]

proporam uma modificação da formulação de Givoli e Neta, fazendo uso de funções

auxiliares definidas recursivamente por

(
∂

∂t
+ c

∂

∂x

)
φ0 =

∂

∂t
φ1

(
aj

∂

∂t
+ c

∂

∂x

)
φj =

(
aj

∂

∂t
− c

∂

∂x

)
φj+1

com φ0 = u e a condição de truncamento φN+1 = 0 na fronteira x = 0, fornecendo

uma derivação para as condições de contorno nos corners, e que podem ser exten-

didas para sistemas de primeira ordem. Uma comparação entre as condições de

Givoli e Neta e as condições de Hägstrom e Warburton pode ser vista em [20]. Nem

as condições de Givoli e Neta, nem as condições de Hagstrom e Warburton trazem

qualquer tratamento para os modos evanescentes. Apenas, recentemente, em [28]

surgiu uma nova classe de condições de contorno capazes de controlar os modos
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evanescentes de maneira mais efetiva, sem ignorar a necessidade de controle sobre

os modos propagativos, onde as ondas são senóides e/ou cossenóides, e os modos

tangenciais, onde a incidência sobre a fronteira é tangencial.

Neste trabalho, faremos uma revisão bibliográfica acerca do desenvolvimento

de condições de contorno absorventes para o problema de propagação da ondas,

com o intuito de elucidar a derivação de novas condições de contorno absorventes.

A maior parte do trabalho está baseada nos resultados de Engquist e Majda [11, 12],

Higdon [32, 36] e Diaz e Joly [9]. O modelo considerado será a equação da onda

clássica; entretanto, podeŕıamos considerar condições de contorno absorventes, por

exemplo, para a equação da onda dispersiva [36, 21, 53], equação de Helmholtz

[18, 22, 31], equações de Maxwell [23, 26], equação de Schrödinger [16, 43, 44], entre

outras.

No caṕıtulo 2, abordaremos algumas propriedades básicas da equação da onda

linear, como relação de dispersão e as equações da velocidade de propagação das

ondas, importantes no estudo de condições de contorno absorventes [46, 47, 33].

No caṕıtulo 3, abordaremos, primeiramente, a construção de condições de con-

torno exatas não-locais para a equação da onda bidimensional. Logo após, abordare-

mos o trabalho de Engquist e Majda [11, 12], que desenvolveram uma seqüência de

condições de contorno locais de alta absorção para a equação da onda, as quais são

uma aproximação de condições de contorno exatas não-locais. Em seguida, desta-

camos as condições de contorno de Higdon [32], que apresenta algumas condições

de contorno discretas e mostra que elas são consistentes com algumas condições de

contorno anaĺıticas de alta absorção. As condições de contorno de Engquist e Maj-

da são um caso particular das condições de contorno de Higdon. Imediatamente

após, identificaremos uma forma geral de representação, dada por Higdon [36], e

abordaremos o método das aproximações racionais [50].
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No caṕıtulo 4, é abordado o trabalho de Diaz e Joly [9]. Graças ao método

de Cagniard-De Hoop [4, 37], Diaz e Joly chegaram a uma expressão expĺıcita da

solução fundamental para o problema associado à equação da onda bidimensional

no semi-plano y ≥ 0, com as condições de contorno de Engquist e Majda, bem como

as de Higdon. Isso permitiu novos resultados de convergência quando a ordem da

condição de contorno tende a +∞, bem como estimativas de erros.

No caṕıtulo 5, são apresentadas as conclusões sobre o trabalho e as perpectivas

para os trabalhos futuros.
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2 PROPRIEDADES DA EQUAÇÃO DA

ONDA

Neste caṕıtulo, abordaremos alguns aspectos relacionados à equação da onda

linear clássica, como relação de dispersão e velocidades de propagação da onda, que

são importantes no estudo de condições de contorno absorventes [46, 47, 33].

2.1 Relação de Dispersão e Velocidade de Fase

Quando resolvemos analiticamente uma equação diferencial parcial hiperbólica

utilizando séries ou transformadas de Fourier, expressamos a solução como uma

combinação de termos da forma

u(x, t) = û0(k)ei(k·x−ψt), (2.1)

com x = (x1, . . . , xn) e k = (k1, . . . , kn). Qualquer equação diferencial linear

hiperbólica com coeficientes constantes, definida sobre um domı́nio espacial ilimi-

tado, admite soluções por ondas planas da forma (2.1), onde k é o número de onda, ψ

é a freqüência, eˆdenota a transformada de Fourier [55]. Para satisfazer as equações

diferenciais, k e ψ devem estar relacionados por uma equação do tipo

ψ = ψ(k) (2.2)

a qual é conhecida como relação de dispersão. Em geral, cada número de onda

k corresponde a m freqüências ψ, onde m é a ordem da equação diferencial com

respeito a t, e é por isso que (2.2) é chamada de relação ao invés de função [49].

Consideremos aqui que os valores de k são reais, e ψ pode ser real ou complexo,

dependendo da EDP.
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A velocidade de fase, isto é, a velocidade de propagação de uma onda, é definida

por [55]

vf =
ψ

|k|ku

onde ku é o vetor unitário na direção k, e |k| =
√

k2
1 + . . . + k2

n.

Considere a equação da onda bidimensional

1

c2

∂2u

∂t2
−∆u = 0, (x, y) ∈ R2, t ≥ 0 (2.3)

onde u = u(x, y, t). A equação (2.3) admite soluções por ondas planas da forma

u(x, y, t) = ei(ωt+ξx+ηy), ξ, η, ω ∈ R, (2.4)

onde ω, ξ e η são as variáveis duais de t, x e y, respectivamente. Inseridas em (2.3),

resultam na relação de dispersão

ω2 = c2(ξ2 + η2), (2.5)

ilustrada na Figura 2.1. Observe que, para soluções da forma (2.4), temos que a

velocidade de fase da onda é dada por

vf =
−ω

ξ2 + η2
(ξ, η) =

−ω

ω2/c2
(ξ, η) = c

(
−cξ

ω
,−cη

ω

)
. (2.6)

Uma solução mais geral da EDP (2.3) pode ser obtida por superposição de

ondas planas da forma (2.4) [11, 49],

u(x, y, t) =

∫

R

∫

R
ei(ξx+ηy+ω(ξ,η)t)û0(ξ, η) dξ dη, (2.7)

onde û0(ξ, η) é a transformada de Fourier de u(x, y), de modo que cada componente

satisfaça a relação de dispersão.

Aproximações discretas para equações diferenciais também admitem soluções

por ondas planas, pelo menos se a malha for uniforme, e elas também têm relações

de dispersão. Considere a equação da onda bidimensional (2.3). Para a aproximação
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ω (dual de t)

η (dual de y)

ξ (dual de x)

ondas 

refletidas

ondas 

incidentes

ondas 

incidentes

ondas 

refletidas

Figura 2.1: Gráfico da relação de dispersão

em diferenças finitas, considere uma malha retangular, com espaçamentos ∆x, ∆y,

∆t, nas direções x, y e t, respectivamente, e denotemos un
j,m a aproximação para

u(j∆x,m∆y, n∆t), com −∞ < j, m < ∞ e n ≥ 0. A solução (2.4) pode ser escrita

como

(eiω∆t)n(eiξ∆x)j(eiη∆y)m (2.8)

para os pontos (j∆x,m∆y, n∆t) sobre a malha. Discretizando (2.3) em diferenças

finitas centrais [42] temos

un+1
j,m − 2un

j,m + un−1
j,m

c2(∆t)2
=

un
j+1,m − 2un

j,m + un
j−1,m

(∆x)2
+

un
j,m+1 − 2un

j,m + un
j,m−1

(∆y)2
. (2.9)

Ao inserirmos a solução (2.8) em (2.9), temos

un
j,meiω∆t − 2un

j,m + un
j,me−iω∆t

c2(∆t)2
=

un
j,meiξ∆x − 2un

j,m + un
j,me−iξ∆x

(∆x)2

+
un

j,meiη∆y − 2un
j,m + un

j,me−iη∆y

(∆y)2

e reorganizando os termos temos

eiω∆t + e−iω∆t

2
− 1 =

(
c∆t

∆x

)2(
eiξ∆x + e−iξ∆x

2
− 1

)
+

(
c∆t

∆y

)2(
eiη∆y + e−iη∆y

2
− 1

)
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Lembrando que (eiα + e−iα)/2 = cos α e que (1 − cos α)/2 = sen2(α/2), a

relação de dispersão para a equação discretizada (2.9) é dada por
(

sen
ω∆t

2

)2

=

(
c∆t

∆x

)2(
sen

ξ∆x

2

)2

+

(
c∆t

∆y

)2(
sen

η∆y

2

)2

(2.10)

Podemos ver que, através de manipulações algébricas, a relação de dispersão

(2.10) é 2π/∆x-periódica em ξ, 2π/∆y-periódica em η e 2π/∆t-periódica em ω, e é

natural então tomar ξ ∈ [−π/∆x, π/∆x], η ∈ [−π/∆y, π/∆y] e ω ∈ [−π/∆t, π/∆t].

Isso significa que as quantidades ξ∆x, η∆y e ω∆t podem ser confinadas ao inter-

valo [−π, π]. Usando funções trigonométricas inversas é posśıvel resolver a equação

para ω, assim definindo a dependência funcional explicitamente, mas as fórmulas

resultantes são menos interessantes e mais pesadas para trabalhar.

Dizemos que a onda (2.8) é bem resolvida pela malha quando, além de satisfazer

(2.9), a relação (2.10) aproxima (2.5) quando as quantidades ξ∆x, η∆y e ω∆t são

suficientemente pequenas. Dizemos também que a onda (2.8) é satisfeita para a

equação interior quando essa onda satisfaz (2.9) para os pontos interiores da malha

computacional, visto que não teŕıamos informação suficiente para calcularmos o valor

da solução na fronteira, mas não necessariamente seja bem resolvida pela malha.

Observe que, expandindo (2.10) em séries de Taylor, obtemos

sen2

(
ω∆t

2

)
=

ω2∆t2

4
− 1

2

ω4∆t4

3!
+ . . .

sen2

(
ξ∆x

2

)
=

ξ2∆x2

4
− 1

2

ξ4∆x4

3!
+ . . .

sen2

(
η∆y

2

)
=

η2∆y2

4
− 1

2

η4∆y4

3!
+ . . .

o que implica que, para ω ¿ 1, ξ ¿ 1 e η ¿ 1,
(

1

∆t

)2

sen2

(
ω∆t

2

)
≈ ω2

4(
1

∆x

)2

sen2

(
ξ∆x

2

)
≈ ξ2

4(
1

∆y

)2

sen2

(
η∆y

2

)
≈ η2

4
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e assim

ω2 ≈ c2(ξ2 + η2).

2.2 Velocidade de Grupo

Considere um grupo de ondas de faixa estreita, com freqüência central e

número de ondas, propagando-se em algum meio, e uma envoltória delimitando o

grupo. A variação periódica no espaço da envoltória forma muitos pacotes de ondas.

A velocidade desses pacotes de onda, ou seja, da envoltória, chama-se velocidade de

grupo [52] (veja a Figura 2.2).

Figura 2.2: Velocidade de grupo: A linha cont́ınua representa a linha imaginária que
envolve os pacotes de onda, enquanto as curvas pontilhadas representam
as ondas separadamente

O conceito de velocidade de grupo é associado com a propagação de energia

sobre equações dispersivas. Observa-se que, mesmo se uma equação é não-dispersiva,

qualquer modelo discreto da mesma será dispersivo [49]. Por essa razão a velocidade

de grupo é essencial para o entendimento do comportamento de modelos numéricos

de EDP´s. Discussões gerais sobre velocidade de grupo podem ser vistas em [46] e

[47].
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Para todas as ondas em geral, a velocidade de propagação de um pacote de

ondas é dada pelo gradiente [55]

vg = ∇ψ =

(
∂ψ

∂k1

, . . . ,
∂ψ

∂kn

)
.

Assim, a velocidade de grupo para ondas da forma (2.4) é dada por

∇(−ω) =

(
−∂ω

∂ξ
,−∂ω

∂η

)
. (2.11)

Velocidade de grupo e velocidade de fase diferem, por exemplo, em grupos de

ondas que propagam-se em uma dimensão e são dispersivos, isto é, a velocidade de

fase varia com freqüência e número da onda [39]. Para soluções de (2.3) da forma

(2.4), a velocidade de grupo coincide com a velocidade de fase. De fato, derivando

(2.5) em relação a ξ, temos 2ω ∂ω
∂ξ

= 2ξc2, ou seja, ∂ω/∂ξ = c2ξ/ω. Similarmente,

derivando (2.5) em relação a η, temos 2ω ∂ω
∂η

= 2ηc2, ou seja, ∂ω/∂η = c2η/ω. Logo

vf = vg para soluções da forma (2.4).

ω∆t

ξ∆xπ

π

−π

−π

η

η

ondas 

refletidas

ondas 

incidentes

ondas 

incidentes

ondas 

refletidas

Figura 2.3: Gráfico da relação de dispersão para a aproximação em diferenças finitas.
(Seção transversal para ω fixo.)

Considerando o problema discreto (2.9), diferenciando (2.10) temos que a en-

ergia associada com os números de onda ξ e η propaga-se numa velocidade de grupo
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dada por

∇(−ω) =

(
−λ

sen (ξ∆x)

sen (ω∆t)
,−β

sen (η∆y)

sen (ω∆t)

)

onde λ = c2∆t/∆x e β = c2∆t/∆y.

Desde que ω não é uma função linear de (ξ, η), o esquema de diferenças (2.9) é

dito dispersivo [55]. Em geral, a relação de dispersão para uma equação diferencial

parcial é uma relação polinomial entre (ξ, η) e ω, enquanto o modelo discreto equivale

a uma aproximação trigonométrica. Observe na Figura 2.3 que, para ξ∆x = ±π

e η = 0, a velocidade de grupo é zero. Além disso, para ξ∆x = 0 e ω∆t 6= 0, a

componente x da velocidade de grupo é zero. Para o caso ω∆t = 0 e ξ∆x = 0,

temos o caso dos autovalores generalizados, que discutiremos nas seções seguintes.
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3 FORMULAÇÃO DE CONDIÇÕES DE

CONTORNO ABSORVENTES

Neste caṕıtulo, abordaremos a forma na qual foram constrúıdas condições de

contorno absorventes para a equação da onda. Na construção de condições de con-

torno absorventes, a meta é encontrar uma condição que é satisfeita para as ondas

incidentes (pelo menos no sentido aproximado), mas não é satisfeita para as ondas

refletidas.

3.1 Condições de Contorno Exatas

Aqui, focalizamos a maneira na qual são constrúıdas as condições de contorno

absorventes exatas, isto é, de perfeita absorção. Considere a equação da onda em

(2.3), no meio-plano R2
+, assumindo que os dados iniciais do problema têm suporte

em R2
+. Queremos impôr adequadas condições de contorno na fronteira artificial

Γ = ∂R2
+.

Como vimos, (2.3) admite soluções por ondas planas da forma (2.4), que sa-

tisfazem a relação de dispersão (2.5). Vimos também que a velocidade de fase e

a velocidade de grupo são idênticas e iguais a (2.6). Resolvendo para ξ em (2.5),

obtemos

ξ = ±
√

ω2

c2
− η2. (3.1)

Assumindo que (ω/c)2 − η2 > 0, ω > 0, e usando (3.1), podemos chegar à relação

de dispersão unidirecional

ξ = −
√

ω2

c2
− η2 ⇐⇒ −c2ξ

ω
≤ 0 (3.2)

para as ondas viajando para a direita e à relação de dispersão unidirecional

ξ = +

√
ω2

c2
− η2 ⇐⇒ −c2ξ

ω
≥ 0 (3.3)
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para as ondas viajando para a esquerda, onde −c2ξ/ω é a componente x da ve-

locidade de propagação da onda, conforme (2.6). Assim, existem famı́lias especiais

de soluções da equação da onda, representando ondas viajando para a esquerda, as

quais são dadas por

u(x, y, t) = ei(
√

ω2

c2
−η2x+ωt+ηy) (3.4)

com (ω/c)2 − η2 > 0, ω > 0.

Tomando a transformada de Fourier na equação (2.3), com respeito à coorde-

nada espacial y e ao tempo t, usando (2.5), temos que

(
d2

dx2
+ ξ2

)
û = 0, (3.5)

onde û ≡ û(x, η, ω) é a tranformada de Fourier de u(x, y, t). O operador em (3.5)

pode ser fatorado na forma

(
d2

dx2
+ ξ2

)
û =

(
d

dx
− i|ξ|

)(
d

dx
+ i|ξ|

)
û,

e, usando (2.5) novamente, com (η, ω) mantido fixo, a condição de contorno a qual

aniquila as ondas planas como em (3.4) tem a forma

(
d

dx
− i

√
ω2

c2
− η2

)
û|x=0 = 0. (3.6)

Assim, para todas as ondas como em (3.4) com (η, ω) mantido fixo, a condição

de contorno em (3.6) não produz reflexões. Uma outra maneira de chegar nessa

condição de contorno é simplesmente derivar (3.4) com relação a variável x, e aplicar

o resultado em x = 0, donde temos du
dx
|x=0 − i

√
ω2/c2 − η2u|x=0 = 0.

De um modo mais geral, por superposição de soluções da forma (3.4), con-

forme observado em (2.7), pacotes de ondas viajando para a esquerda podem ser

representados por [11]

u(x, y, t) =

∫

R

∫

R
ei(

√
ω2

c2
−η2x+ωt+ηy)û(0, ω, η) dω dη, (3.7)
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onde û(0, ω, η) denota a transformada de Fourier de u(0, y, t). Por superposição da

condição de contorno em (3.6), a condição de contorno a qual aniquila exatamente

pacotes de onda viajando para a esquerda da forma (3.7) é dada por

du

dx

∣∣∣∣
x=0

−
∫

R

∫

R
eiωt+iηyi

√
ω2

c2
− η2û(0, ω, η) dω dη = 0, (3.8)

ou, de outra maneira,

du

dx
− i

√
ω2

c2
− η2Fu = 0, sobre x = 0,

onde Fv(x, η, ω) =

∫

R

∫

R
e−i(ηy+ωt)v(x, y, t)dy dt.

A não-localidade da condição de contorno acima fica expĺıcita através das transfor-

madas integrais.

Desde que a raiz quadrada, tanto em (3.6) como em (3.8), é uma função

irracional de ω e η, (3.6) e (3.8) não representam o śımbolo de uma equação diferen-

cial parcial, mas uma equação contendo um operador pseudo-diferencial [45]. Esse

operador é não-local no espaço e no tempo, e torna-se caro implementá-lo numerica-

mente. No entanto, é posśıvel aproximar a raiz quadrada para produzir uma famı́lia

de EDP´s que podem ser implementadas numericamente. Essas condições não serão

exatas e haverá uma pequena quantidade de energia da onda que será refletida em

direção ao interior do domı́nio. Contudo, é posśıvel construir condições de contorno

aproximadas de modo que minimizem as reflexões.

Necessariamente, essas condições de contorno devem ser:

(i) locais,

(ii) bem-postas para utt − c2∆u = 0.
(3.9)

3.2 Condições de Contorno de Engquist e Majda

Começaremos aqui a mostrar a maneira na qual foram ideadas as condições de

contorno absorventes aproximadas de Engquist e Majda para o cálculo numérico de



17

ondas não-dispersivas, e o teorema central sobre a estabilidade dessas condições de

contorno, bem como um resultado de convergência [11, 12].

3.2.1 Formulação geral

Tomemos o śımbolo da condição de contorno dada em (3.6). Considere a

aproximação em séries de Taylor
√

1− c2η2

ω2
= 1 +O

(
c2η2

ω2

)
.

Da transformada de Fourier, e sua inversa, vem a correspondência iω ←→ ∂/∂t, de

acordo com o teorema (A.2), de onde, por (3.6), obtemos a primeira aproximação
(

∂

∂x
− 1

c

∂

∂t

)
u|x=0 = 0. (3.10)

Usando estimativas de energia é posśıvel mostrar que a primeira aproximação, con-

juntamente com a equação da onda, nos leva a um PVIC bem-posto [25].

Usando a próxima aproximação em séries de Taylor (ou o aproximante de Padé

(1, 0)) √
1− c2η2

ω2
= 1− 1

2

c2η2

ω2
+O

(
c4η4

ω4

)

em (3.6), obtemos

0 =

(
d

dx
− i

ω

c

(
1− 1

2

c2η2

ω2

))
u|x=0

=

(
d

dx
− i

ω

c
− c

2

η2

iω

)
u|x=0

e multiplicando tudo por iω temos que
(

iω
d

dx
− 1

c
(iω)2 +

c

2
(iη)2

)
u|x=0 = 0.

Novamente pela proposição (A.2), temos as correspondências iω ←→ ∂/∂t e iη ←→
∂/∂y. Assim, chegamos à segunda aproximação

(
∂2

∂x∂t
− 1

c

∂2

∂t2
+

c

2

∂2

∂y2

)
u|x=0 = 0. (3.11)
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Para checar que a aproximação (3.11) nos leva a um PVIC bem-posto, utilizare-

mos o critério de Kreiss [38] para a equação da onda. Originalmente, o critério de

Kreiss é aplicado para sistemas de equações lineares de primeira ordem. Em [36],

Higdon o expôs da seguinte forma: Considere o problema





ut = Aux +
m∑

j=1

Bj
∂u

∂yj

+ Cu + F

u(x, y, 0) = f(x, y)

Eu(0, y, t) = g(y, t)

(3.12)

para t > 0, x > 0, e y ∈ Rm, onde m ≥ 1. Aqui, u(x, y, t) e F (x, y, t) são vetores

com n componentes, e A, Bj, e C são matrizes n × n as quais assumimos serem

funções suaves de x, y e t. As funções f e g são dadas, e E é uma matriz l×n, onde

l é o número de autovalores negativos de A .

O termo bem-posto significa que, para funções arbitrárias F , f e g, nos espaços

funcionais adequados, o problema (3.12) admite uma única solução, e, além disso, é

posśıvel estimar a solução em termos de F , f e g. Uma estimativa de energia padrão

tem a forma

‖u‖Ω×[0,t] + ‖u‖∂Ω×[0,t] + ‖u(t)‖Ω ≤ K(‖f‖Ω + ‖g‖∂Ω×[0,t] + ‖F‖Ω×[0,t]), (3.13)

onde K é independente de u, f , F e g; Ω denota o domı́nio espacial x > 0, e as

normas são normas L2 ou normas de Sobolev nas regiões indicadas nos sub́ındices.

A condição é baseada em certas famı́lias de soluções exponenciais da equação

diferencial que não podem satisfazer a estimativa de energia (3.13), ou alguma esti-

mativa similar. Se essas soluções também satisfazem a condição de contorno, então

elas são soluções do PVIC, e o problema será mal-posto. É, portanto, necessário

garantir que a condição de contorno exclua essas soluções da EDP. A fim de obter

soluções especiais, assumimos que C = 0, A, Bj e E são constantes, e F = g = 0.
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Assim temos o PVIC

(a) ut = Aux +
∑

Bj
∂u

∂yj

, x > 0, y ∈ Rm, t > 0,

(b) u(x, y, 0) = f(x, y),

(c) Eu(0, y, t) = 0.

(3.14)

Proposição 3.1. Supomos que para algum s com Re(s) > 0 e para algum η ∈ Rm,

existe uma função u da forma

u = φ(x)eiη·y+st

tal que

(a) u satisfaz a equação diferencial (3.14a) e a condição de contorno (3.14c),

(b) φ 6= 0, e φ decai exponencialmente quando x →∞.

Então, o PVIC (3.12) será mal-posto.

A demonstração da proposição (3.1) e as observações acima estão em [36]. A

estabilidade no sentido de Hadamard, em que o PVIC é bem-posto se, para todo

x ∈ Ω ⊆ Rn, t ≥ 0, existe solução única, e podemos estimar alguma norma da

solução pela mesma norma dos dados, é dita estabilidade fraca. A estabilidade de

acordo com o critério de Kreiss, na qual podemos prescrever as normas para as quais

queremos obter alguma estimativa, é dita estabilidade forte [25].

Dessa forma, levando para o nosso caso em particular, podemos interpretar o

critério da seguinte forma [11]:

Definição 3.1. Uma condição de contorno B, sobre a fronteira x = 0, juntamente

com a equação da onda, agindo sobre funções definidas em x ≥ 0, t ≥ 0, é dita

fortemente bem-posta desde que não existam soluções da forma

ϕ(s, η) = e−
√

s2

c2
+η2x+st+iηy (3.15)

onde s = ρ + iω, com Re(s) ≥ 0, satisfazendo
(

∂2

∂t2
− c2

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

))
ϕ(s, η) = 0 em x > 0,

Bϕ(s, η)|x=0 = 0.

(3.16)
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Além disso, para | s
c
|2 + |η|2 = 1 e Re(s) ≥ 0, deve existir c0 > 0 tal que

|B(ϕ(s, η))| ≥ c0. (3.17)

Aplicando o critério para a segunda aproximação, temos que (3.11) nos leva à

um problema bem-posto, a menos que

−s

√
s2

c2
+ η2 =

1

c
s2 +

c

2
η2. (3.18)

Aplicando o quadrado em ambos os lados, obtemos que

s2

(
s2

c2
+ η2

)
=

1

c2
s4 + s2η2 +

c2

4
η4

e assim, obrigatoriamente, temos η = 0. Mas quando η = 0 em (3.18), obtemos

2
c
s2 = 0, e assim, teremos somente a solução trivial. Logo, (3.11) é bem-posta.

A terceira aproximação é derivada do aproximante de Padé (1, 1), o qual é

uma aproximação racional da forma

√
1− c2η2

ω2
=

1− 3
4

c2η2

ω2

1− 1
4

c2η2

ω2

+O
(∣∣∣∣

c3η3

ω3

∣∣∣∣
)

.

Substituindo em (3.6) temos que

0 =

(
d

dx
− i

ω

c

(
1 + 3

4
c2η2

(iω)2

1 + 1
4

c2η2

(iω)2

))
u|x=0

=

(
d

dx
+

c2

4

d

dx

η2

(iω)2
− i

ω

c
− 3c

4

η2

(iω)

)
u|x=0,

e multiplicando tudo por (iω)2, temos que

(
(iω)2 d

dx
− c2

4

d

dx
(iη)2 − 1

c
(iω)3 +

3c

4
iω(iη)2

)
u|x=0 = 0.

Usando novamente as correspondências iω ↔ ∂/∂t, iη ↔ ∂/∂y, temos a terceira

aproximação dada por

(
∂3

∂t2∂x
− c2

4

∂3

∂x∂y2
− 1

c

∂3

∂t3
+

3c

4

∂3

∂t∂y2

)
u|x=0 = 0. (3.19)
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Para checar que a condição de contorno (3.19) nos leva a um problema bem-

posto, precisamos somente mostrar que não existem ráızes com Re(s) ≥ 0 para
(

s2 +
c2

4
η2

)√
s2

c2
+ η2 +

1

c
s3 +

3c

4
sη2 = 0. (3.20)

Se definirmos z = s/|η|, obtemos

0 =
1

|η|2
(

s2 +
c2

4
η2

)
1

|η|

√
s2

c2
+ η2 +

1

c

s3

|η|3 +
3c

4

sη2

|η|3

=

(
s2

|η|2 +
c2

4

η2

|η|2
)√

s2

c2η2
+

η2

η2
+

1

c

s3

|η|3 +
3c

4

s

|η|

=

(
z2 +

c2

4

)√
z2

c2
+ 1 +

1

c
z3 +

3c

4
z

ou seja,

(
z2 + c2

4

)√
z2

c2
+ 1 = −

(
1
c
z3 + 3c

4
z

)
. Elevando ao quadrado em ambos

os lados chegamos que c4/16 = 0, absurdo, pois sempre temos c 6= 0, ou seja, não

existem soluções em (3.20) e a terceira aproximação é bem-posta.

Em contraste com a situação acima, vamos mostrar que a condição de contorno

derivada da expansão em séries de Taylor
√

1− c2η2

ω2
= 1− 1

2

c2η2

ω2
− 1

8

c4η4

ω4
+O

(
c6η6

ω6

)

é fortemente mal-posta. Aplicando a aproximação em (3.6) temos que

0 =

(
d

dx
− i

ω

c

(
1 +

1

2

c2η2

(iω)2
+

1

8

c4η4

(iω)4

))
u|x=0

=

(
d

dx
− i

ω

c
− c2

2

η2

iω
− c4

8

η4

(iω)3

)
u|x=0

=

(
(iω)3 d

dx
− 1

c
(iω)4 +

c2

2
(iη)2(iω)2 +

c4

8
(iη)4

)
u|x=0,

e usando as correspondências iω ↔ ∂/∂t, iη ↔ ∂/∂y, temos a aproximação dada

por (
∂4

∂x∂t3
− 1

c

∂4

∂t4
+

c2

2

∂4

∂y2∂t2
+

c4

8

∂4

∂y4

)
u|x=0 = 0. (3.21)

Para verificar que a condição (3.21) é bem-posta, não devem existir ráızes com

Re(s) ≥ 0 para

−s3

√
s2

c2
+ η2 − 1

c
s4 − c2

2
η2s2 +

c4

8
η4 = 0.



22

Dividindo por |η|4 e fazendo z = s/|η|, obtemos

0 = − s3

|η|3
1

|η|

√
s2

c2
+ η2 − 1

c

s4

|η|4 −
c2

2

η2s2

|η|4 +
c4

8

η4

|η|4

= −z3

√
z2

c2
+ 1− 1

c
z4 − c2

2
z2 +

c4

8
.

Considere z, com z ∈ R e z ≥ 0. Para z = 0, a expressão acima tem valor c4/8.

Quando z → ∞, a expressão acima tende para −∞. Assim, existe uma raiz real

positiva e essa condição é fortemente mal-posta.

Assim, podemos observar que uma aproximação polinomial em séries de Taylor

para a raiz em (3.6) nem sempre levará a uma condição de contorno local bem-posta.

Portanto, é necessário um cuidado na escolha de aproximações locais apropriadas

para a condição de contorno não-local a fim de garantir estabilidade.

Em [12], Engquist e Majda propuseram a seguinte seqüência de condições de

contorno locais aproximadas

BNu = 0 (3.22)

sobre a fronteira x = a, onde os operadores

BN = BN

(
∂

∂t
,

∂

∂x
,

∂

∂y

)
, N ≥ 0,

são uma famı́lia de operadores diferenciais homogêneos definidos recursivamente por

B0 = 2I

B1 =
∂

∂t
− c

∂

∂x
...

BN+1 =
∂

∂t
BN − c2

4

∂2

∂y2
BN−1

(3.23)

Observação 3.1. No que segue, escolhemos o ramo da raiz quadrada bem definido

para −π < arg z < π, com o entendimento impĺıcito que
√

x = ±i
√
|x|, quando

x < 0, é o limite da forma x = lim
y→0

(x + iy), com y > 0 ou y < 0, respectivamente.
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Considere u : R2
+ × R 7→ R tal que





∂2u
∂t2

− c2∆u = 0, em R2
+ × R+

u(0, y, t) = g(y, t), em x = 0

u(x, y, t) = 0, para t ≤ 0

(3.24)

onde g(y, t) ∈ L2 ∩ L1 é uma função arbitrária tal que g(y, t) = 0 para t ≤ 0. Sem

perda de generalidade, podemos assumir que g é suficientemente suave. Aplicando

transformada de Laplace em t e transformada de Fourier em y, chegamos à EDO





d2û

dx2
=

(
s2

c2
+ η2

)
û, em R

û(0, η, s) = Ĝ(η, s), em x = 0

(3.25)

onde s = ρ + iω, com Re(s) > 0. Aqui, Ĝ(η, s) = 1
(2π)2

∫ ∫
e−st−iηyg(y, t) dy dt.

Resolvendo a EDO, encontramos

û(x, η, s) = c1e
−

√
s2

c2
+η2x + c2e

√
s2

c2
+η2x.

Aplicando a condição de contorno em x = 0, temos que

c1 + c2 = Ĝ(η, s).

Observe que, se u ∈ L1, a transformada de Fourier-Laplace em u(x, y, t) está

bem definida. Mas isso não implica necessariamente que tenhamos û ∈ L1. No

entanto, como estamos aplicando a transformada apenas nas variáveis y e t, temos

implicitamente que û(x, η, s) → 0 quando x → ∞, pela interpretação f́ısica da

solução. Isso implica que c2 = 0. Logo, Ĝ(η, s) = c1, e assim

û(x, η, s) = Ĝ(η, s)e−
√

s2

c2
+η2x. (3.26)

Aplicando a transformada inversa de Laplace e de Fourier, obtemos

u(x, y, t) =

∫ ∞

−∞
eiηy

(
1

i

∫ ρ+i∞

ρ−i∞
estĜ(η, s)e−

√
s2

c2
+η2xds

)
dη. (3.27)
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Observe que √
s2

c2
+ η2 =

√
s2

c

√
1 +

c2η2

s2
.

Assim, pela observação (3.1), ao fazermos o limite quando ρ → 0, temos que con-

siderar dois casos: quando ω < 0, temos que arg s ≈ −π/2, o que implica que

arg s2 = 2 arg s ≈ −π. Logo
√

s2 → −i|ω| = iω; quando ω > 0, temos que

arg s ≈ π/2, o que implica que arg s2 = 2 arg s ≈ π. Logo
√

s2 → i|ω| = iω. Deste

modo, quando ρ → 0, temos que

√
(iω)2

c2
+ η2 =

iω

c

√
1− c2η2

ω2
.

Agora, observe que, quando ρ → 0, o integrando em (3.27) tende a

e
−

√
(iω)2

c2
+η2x+iωt+iηy

Ĝ(iω, η),

e esta função é dominada por Ĝ(iω, η) ∈ L2∩L1. Assim, considerando a observação

(3.1), pelo Teorema da Convergência Dominada, temos que

u(x, y, t) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−i(ω/c)x

√
1−(c2η2/ω2)+iωt+iηyĝ(ω, η) dω dη, (3.28)

onde ĝ(ω, η) = Ĝ(iω, η).

Se introduzirmos o operador, o qual é não-local no espaço e no tempo, definido

por

Ru

∣∣∣∣
x=a

=

∫ ∫
eiωt+iηyi(ω/c)

√
1− (c2η2/ω2)û(a, ω, η) dω dη

a solução u satisfaz a condição de contorno de absorção não-local em x = a dada

por (
∂

∂x
+R

)
u

∣∣∣∣
x=a

= 0. (3.29)

De fato,

∂u

∂x
=

∫ ∫ (
−i(ω/c)

√
1− (c2η2/ω2)

)
e−i(ω/c)x

√
1−(c2η2/ω2)+iωt+iηyĝ(ω, η) dω dη,
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logo

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=a

+Ru

∣∣∣∣
x=a

=

∫ ∫ [
i(ω/c)

√
1− (c2η2/ω2)eiωt+iηy

](
−e−i(ω/c)a

√
1−(c2η2/ω2)ĝ(ω, η) + û(a, ω, η)

)
dω dη,

e por (3.26) temos (3.29).

Para desenvolver as condições de contorno BN , para serem usadas como as

condições de contorno absorventes locais bem-postas em x = a, usamos a expansão

em frações cont́ınuas finitas [6] para f(x) =
√

1− x2. Note que
√

1− x2 ≈ 1 quando

x → 0. Então escrevemos

√
1− x2 = 1 + (

√
1− x2 − 1) = 1 +

(
√

1− x2 − 1)(
√

1− x2 + 1)

1 +
√

1− x2
.

Logo,
√

1− x2 = 1− x2

1 +
√

1− x2
. (3.30)

Aplicando (3.30) em si mesma, repetidas vezes, obtemos a expansão em frações

cont́ınuas

√
1− x2 = 1− x2

2− x2

1 +
√

1− x2

= 1− x2

2− x2

2− x2

1 +
√

1− x2

= . . .

Temos então a seqüência

f1(x) = 1, f2(x) = 1− x2

2
, f3(x) = 1− x2

2− x2

2

, f4(x) = 1− x2

2− x2

2−x2

2

, . . .

Genericamente,

fN+1(x) = 1− x2

1 + fN(x)
.

Vemos que existem polinômios TN(x) e SN(x) tais que

fN(x) = 1 +
TN(x)

SN(x)
. (3.31)
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Da equação (3.31) segue que

TN+1(x) + SN+1(x)

SN+1(x)
= fN+1(x) = 1− x2

1 + fN(x)
=

(2− x2)SN(x) + TN(x)

2SN(x) + TN(x)
.

Então, podemos considerar que os polinômios em (3.31) satisfazem as recorrências




TN+1(x) = −x2SN(x)

SN+1(x) = 2SN(x) + TN(x)
(3.32)

Note que (3.32), mais os valores iniciais T1(x) = 0, S1(x) = 1, T2(x) = −x2,

S2(x) = 2, permitem calcular as seqüências.

Proposição 3.2. As seqüências de polinômios acima satisfazem a recorrência




TN+1(x) = 2TN(x)− x2TN−1(x)

SN+1(x) = 2SN(x)− x2SN−1(x)
(3.33)

Prova. Utilizando (3.32), escrevemos

TN+1(x) = −x2SN(x)

2TN(x) = −2x2SN−1(x)

Subtraindo as duas igualdades acima, obtemos

TN+1(x)− 2TN(x) = −x2

(
SN(x)− 2SN−1(x)

)
= −x2TN−1(x).

Para a última igualdade da linha acima, usamos a segunda igualdade de (3.32). Da

igualdade dos dois extremos da linha acima, segue a primeira igualdade de (3.33).

Utilizando novamente (3.32), escrevemos

SN+1(x)− 2SN(x) = TN(x) = −x2SN−1(x),

donde segue a segunda igualdade de (3.33). ¤

Lema 3.1. Dado ε0 > 0, existe um a(ε0) > 0 tal que:

(i) para x2 ≤ 1− ε0, 0 < a(ε0) < fN(x) ≤ 1, fN(1) > 0

(ii) para x2 ≤ 1− ε0 lim
N→∞

max
x2≤1−ε0

|
√

1− x2 − fN(x)| = 0

(iii)
√

1− x2 − fN(x) = O(x2N)
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Prova. Mostraremos os três itens fazendo indução em N .

(i) Para N = 1, temos que f1(x) = 1, para todo x ∈ [−1, 1]. Logo, dado

ε0 > 0, para |x| = √
1− ε0, necessariamente existe um a(ε0) > 0 tal que 0 < a(ε0) <

f1(x) = 1.

Observe que, para N = 2, onde f2(x) = 1 − x2

2
, o máximo ocorre em x = 0,

onde a função é igual a 1, logo f2(x) ≤ 1. Observe que o domı́nio de
√

1− x2 é o

intervalo [−1, 1], logo f2(1) > 0.

Nossa hipótese de indução então é que, para N ≤ k, temos 0 < a(ε0) < fk(x) ≤
1, com fk(1) > 0. Obviamente

fk+1(1) = 1− 1

1 + fk(1)
> 0.

Agora, observe que

a(ε0) < fk(x) ≤ 1

⇔ a(ε0) + 1 < 1 + fk(x) ≤ 2

⇔ 1

2
≤ 1

1 + fk(x)
<

1

a(ε0) + 1

⇔ x2

2
≤ x2

1 + fk(x)
<

x2

a(ε0) + 1

⇔ − x2

a(ε0) + 1
< − x2

1 + fk(x)
≤ −x2

2

⇔ 1− x2

a(ε0) + 1
< 1− x2

1 + fk(x)
≤ 1− x2

2
≤ 1

⇔ 1− x2

a(ε0) + 1
< fk+1(x) ≤ 1

Podemos supor, sem perda de generalidade, que a(ε0) ≤ ε0 < 1. Assim, temos

que

1− x2

a(ε0) + 1
≥ 1− 1− ε0

a(ε0) + 1
=

a(ε0) + ε0

a(ε0) + 1
≥ 2a(ε0)

a(ε0) + 1
> a(ε0) > 0,
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o que completa nossa indução.

(ii) Considere a seqüência

MN = max
x2≤1−ε0

|
√

1− x2 − fN(x)|.

Queremos mostrar que

lim
N→∞

MN = 0.

Para N = 1, temos que

M1 = max
x2≤1−ε0

|1−
√

1− x2| = max
x2≤1−ε0

(1−
√

1− x2).

Agora, observe que d
dx

(1 − √1− x2) = 0 se e somente se x = 0, o qual é um

ponto de mı́nimo. Logo, o máximo ocorre nos extremos de {x ∈ [−1, 1] / x2 ≤ 1−ε0},
ou seja, M1 = 1−

√
1− (1− ε0) = 1−√ε0.

Suponhamos que o ı́tem (ii) seja válido para N ≤ k, ou seja, nossa conjectura

é de que

Mk = max
x2≤1−ε0

|fk(x)−
√

1− x2| = |fk(x)−
√

1− x2|
∣∣∣∣
x2=1−ε0

Vamos mostrar que vale para N = k + 1. Observe que

Mk+1 = max
x2≤1−ε0

|fk+1(x)−
√

1− x2|

= max
x2≤1−ε0

∣∣∣∣1−
x2

1 + fk(x)
−
√

1− x2

∣∣∣∣

= max
x2≤1−ε0

∣∣∣∣
(1−√1− x2)(1 + fk(x))− x2

1 + fk(x)

∣∣∣∣

= max
x2≤1−ε0

∣∣∣∣
(fk(x)−√1− x2)(1−√1− x2)

1 + fk(x)

∣∣∣∣

≤
(

1

1 + a(ε0)

)
Mk M1

Note que, seguindo este racioćınio,

Mk+2 ≤
(

1−√ε0

1 + a(ε0)

)
Mk+1 ≤

(
1−√ε0

1 + a(ε0)

)2

Mk
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ou seja,

Mk ≤
(

1−√ε0

1 + a(ε0)

)k−1

M1.

Como
1−√ε0

1 + a(ε0)
< 1

temos que

lim
k→∞

Mk+1 ≤ lim
k→∞

(
1−√ε0

1 + a(ε0)

)k

M1 = 0,

ou seja

lim
k→∞

max
x2≤1−ε0

|fk+1(x)−
√

1− x2| = 0.

(iii) Considerando a expansão em série de Taylor em torno de x0 = 0 da função
√

1− x2, temos que, para N = 1

√
1− x2 − f1(x) = 1− 1

2
x2 − 1

8
x4 − . . .− 1 = O(x2)

e para N = 2

√
1− x2 − f2(x) = 1− 1

2
x2 − 1

8
x4 − . . .− 1 +

1

2
x2 = O(x4)

Suponhamos que o ı́tem (iii) seja válido para N ≤ k. Para N = k + 1, temos

√
1− x2 − fk+1(x) =

√
1− x2 −

(
1− x2

1 + fk(x)

)

=

√
1− x2(1 + fk(x))− (1 + fk(x)) + x2

1 + fk(x)

=
(
√

1− x2 − fk(x)) + fk(x)
√

1− x2 − (1− x2)

1 + fk(x)

=
(
√

1− x2 − fk(x)) +
√

1− x2(fk(x)−√1− x2)

1 + fk(x)

=
(
√

1− x2 − fk(x))(1−√1− x2)

1 + fk(x)

=
O(x2k)O(x2)

O(1)

= O(x2k+2)

o que completa a prova. ¤
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Lema 3.2. Os polinômios TN+1 e SN+1 satisfazem

paraN ı́mpar: grauTN(x2) = N − 1, grauSN(x2) = N − 1,

paraN par: grauTN(x2) = N, grauSN(x2) = N − 2,
(3.34)

paraN ı́mpar:SN(x2) = (−1)(N−1)/2xN−1 +O(xN−3),

paraN par:TN(x2) = (−1)N/2xN +O(xN−2).
(3.35)

Prova. Vamos provar (3.34) e (3.35) por indução em N .

Para (3.34), com N = 1, temos que grau T1 = 0 e grau S1 = 0. Com N = 2,

temos que grau T2 = 2 e grau S2 = 0. Supomos que (3.34) seja válida para N ≤ k−1.

Para N = k ı́mpar

grau Tk = grau (2 Tk−1︸︷︷︸
par

−x2 Tk−2︸︷︷︸
ı́mpar

)

grau Sk = grau (2 Sk−1︸︷︷︸
par

−x2 Sk−2︸︷︷︸
ı́mpar

),

e como, nesse caso, grau (2Tk−1) = k − 1 e grau (−x2Tk−2) = (2) + (k − 3) = k − 1,

grau (2Sk−1) = k − 3 e grau (−x2Sk−2) = (2) + (k − 3) = k − 1, temos que

grau Tk = k − 1

grau Sk = k − 1.

Para N = k par

grau Tk = grau (2 Tk−1︸︷︷︸
ı́mpar

−x2 Tk−2︸︷︷︸
par

)

grau Sk = grau (2 Sk−1︸︷︷︸
ı́mpar

−x2 Sk−2︸︷︷︸
par

),

e como, nesse caso, grau (2Tk−1) = k − 2 e grau (−x2Tk−2) = (2) + (k − 2) = k,

grau (2Sk−1) = k − 2 e grau (−x2Sk−2) = (2) + (k − 4) = k − 2, temos que

grau Tk = k

grau Sk = k − 2.
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Para (3.35), com N = 3, temos S3(x
2) = 4 − x2 = (−1)1x2 + O(x0), e com

N = 4, temos T4(x
2) = x4−4x2 = (−1)2x4 +O(x2). Supomos que (3.35) seja válida

para N ≤ k − 1. Assim, para N = k ı́mpar

Sk(x
2) = 2 Sk−1︸︷︷︸

par

−x2 Sk−2︸︷︷︸
ı́mpar

= 2O(xk−3)− x2

(
(−1)

(k−2)−1
2 x(k−2)−1 +O(x(k−2)−3)

)

= 2O(xk−3) + (−1)
k−1
2 xk−1 −O(xk−3)

= (−1)
k−1
2 xk−1 +O(xk−3),

e para N = k par

Tk(x
2) = 2 Tk−1︸︷︷︸

ı́mpar

−x2 Tk−2︸︷︷︸
par

= 2O(xk−2)− x2

(
(−1)

k−2
2 xk−2 +O(x(k−2)−2)

)

= 2O(xk−2) + (−1)
k
2 xk −O(xk−2)

= (−1)
k
2 xk +O(xk−2),

o que completa a demonstração. ¤

Para derivar as condições de contorno BN , façamos a transformada de Fourier

em (3.29) e assim podemos reescrever a condição de contorno como

0 =
∂û

∂x

∣∣∣∣
x=a

+
iω

c

(
1− c2η2

ω2

)1/2

û

∣∣∣∣
x=a

.

Observe queRu|x=a é a transformada de Fourier inversa de i(ω/c)
√

1− (c2η2/ω2)û(a, ω, η).

Do lema (3.1), segue que

∂û

∂x

∣∣∣∣
x=a

+
iω

c

(
1− c2η2

ω2

)1/2

û

∣∣∣∣
x=a

=
∂û

∂x

∣∣∣∣
x=a

+
iω

c
fN

(
cη

ω

)
û

∣∣∣∣
x=a

+
iω

c
O

(∣∣∣∣
cη

ω

∣∣∣∣
2N)

û

∣∣∣∣
x=a

.

Usando (3.31), a condição de contorno absorvente aproximada é da forma

∂û

∂x

∣∣∣∣
x=a

+
iω

c

(
1 +

TN( cη
ω

)

SN( cη
ω

)

)
û

∣∣∣∣
x=a

= 0, (3.36)
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a qual é equivalente a

SN

(
cη

ω

)
∂û

∂x

∣∣∣∣
x=a

+
iω

c

(
SN

(
cη

ω

)
+ TN

(
cη

ω

))
û

∣∣∣∣
x=a

= 0. (3.37)

Observe pelo lema (3.2) que grau SN(cη/ω) ≤ N − 1 e grau TN(cη/ω) ≤ N . Como

cada condição de contorno absorvente é definida por um operador de śımbolo poli-

nomial em ω e η, podemos multiplicar (3.37) por (iω)N−1,

[
(iω)N−1SN

(
cη

ω

)
∂

∂x
+

(iω)N

c

(
SN

(
cη

ω

)
+ TN

(
cη

ω

))]
û|x=a = 0.

Deste modo, podemos definir o operador BN = BN

(
iω, iη, ∂

∂x

)
da forma

BN =
1

2N

[
(iω)N−1SN

(
cη

ω

)
∂

∂x
+

(iω)N

c

(
SN

(
cη

ω

)
+ TN

(
cη

ω

))]
, (3.38)

onde (3.38) é um polinômio de grau no máximo N em (ω, η). Quando referenciarmos

(3.38), é importante também observar (3.36). Se usarmos a correspondência iω ↔
∂/∂t, iη ↔ ∂/∂y, para definir BN(∂/∂t, ∂/∂y, ∂/∂x), então BN(∂/∂t, ∂/∂y, ∂/∂x) é

a condição de contorno local de Padé em x = a. Usando (3.38) e as identidades do

lema (3.2) temos que

BN =
(iω)N−1

2N

(
2SN−1

(
cη

ω

)
− c2η2

ω2
SN−2

(
cη

ω

))
∂

∂x

+
(iω)N

2Nc

(
2SN−1

(
cη

ω

)
− c2η2

ω2
SN−2

(
cη

ω

)
+ 2TN−1

(
cη

ω

)
− c2η2

ω2
TN−2

(
cη

ω

))

=
iω

2N−1

(
(iω)N−2SN−1

(
cη

ω

)
∂

∂x
+

(iω)N−1

c

(
SN−1

(
cη

ω

)
+ TN−1

(
cη

ω

)))

+
1

2N−2

c2η2

4

(
(iω)N−3SN−2

(
cη

ω

)
∂

∂x
+

(iω)N−2

c

(
SN−2

(
cη

ω

)
+ TN−2

(
cη

ω

)))
,

e por (3.38), chegamos à

BN = iωBN−1 +
c2η2

4
BN−2, (3.39)

que correspondem às condições em (3.23).
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Observação 3.2. Para soluções suaves (próximas da fronteira em x = a) da

equação da onda, a condição de contorno (3.22) pode ser reescrita em termos das

derivadas de t e y somente. De fato, BN é par com respeito à variável x e, graças

a equação da onda, a derivada de segunda ordem com respeito a x pode ser trocada

por derivadas de t e y:
∂2

∂x2
=

1

c2

∂2

∂t2
− ∂2

∂y2
.

Em consequência, podemos mostrar que BN escreve-se formalmente como

BN =
1

2N−1

(
∂

∂t
− c

∂

∂x

)N

, (3.40)

e, por conseguinte,

BNu = 0 ⇐⇒ B̃Nu = 0, B̃N =

(
∂

∂t
− c

∂

∂x

)N

. (3.41)

A demonstração é imediata por indução em N : é evidente que B0 e B1 satisfazem

(3.40). Se BN−1 e BN satisfazem (3.40), então, pela definição (3.23) de BN+1,

temos que

BN+1 =
1

2N−1

∂

∂t

(
∂

∂t
− c

∂

∂x

)N

− 1

2N
c2 ∂2

∂y2

(
∂

∂t
− c

∂

∂x

)N−1

=
1

2N−1

∂

∂t

(
∂

∂t
− c

∂

∂x

)N

− 1

2N

(
∂2

∂t2
− c2 ∂2

∂x2

)(
∂

∂t
− c

∂

∂x

)N−1

Observe que (
∂2

∂t2
− c2 ∂2

∂x2

)
=

(
∂

∂t
− c

∂

∂x

)(
∂

∂t
+ c

∂

∂x

)
,

logo

BN+1 =
1

2N−1

(
∂

∂t
− c

∂

∂x

)N(
∂

∂t
− 1

2

(
∂

∂t
+ c

∂

∂x

))
.

Como (
∂

∂t
− 1

2

(
∂

∂t
+ c

∂

∂x

))
=

1

2

(
∂

∂t
− c

∂

∂x

)
,

segue que

BN+1 =
1

2N

(
∂

∂t
− c

∂

∂x

)N+1

.
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Observação 3.3. Note que, por (3.38), BN pode ser reescrito na forma

BN = PN−1

(
∂

∂t
,

∂

∂y

)
∂

∂x
−QN

(
∂

∂t
,

∂

∂y

)

onde PN−1 e QN são polinômios homogêneos de duas variáveis de graus N − 1 e

N , respectivamente. Em particular, BN continua sendo de primeira ordem com

respeito a x; a condição (3.22) pode ser vista como uma condição de contorno do

tipo Dirichlet to Neumann (DtN) desde que podemos reescrevê-la como

∂u

∂x
−

QN( ∂
∂t

, ∂
∂y

)

PN−1(
∂
∂t

, ∂
∂y

)
u = 0 (3.42)

3.2.2 Estabilidade e convergência

Agora, considere u : R2
+ × R 7→ R satisfazendo o problema (3.24),





∂2u
∂t2

− c2∆u = 0, em R2
+ × R+,

u(0, y, t) = g(y, t), em x = 0,

u(x, y, t) = 0, para t ≤ 0.

Suponha que δ, um erro aceitável, e a0 > 0 são dados. Considere o domı́nio Ωa =

{x / 0 < x < a}. O objetivo é encontrar uma condição de contorno, BN , sobre a

fronteira x = a, com a ≥ a0 tão próximo de a0 quanto posśıvel, de modo que se

uN : Ωa × R× R 7→ R é solução de





∂2uN

∂t2
− c2∆uN = 0, em Ωa × R× R+

uN(0, y, t) = g(y, t), em x = 0

BNuN = 0, em x = a

uN(x, y, t) = 0, para t ≤ 0

(3.43)

então (∫ T

0

∫ ∞

−∞

∫ a0

0

|u− uN |2dx dy dt

)1/2

< δ (3.44)

para tempos T prolongados, de modo que o tempo de movimento das ondas pudesse

produzir M reflexões na fronteira artificial em x = a, onde M é um inteiro positivo
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dado. Além disso, a condição de contorno BN deve satisfazer (3.9). Obviamente,

a fim de que (3.44) possa ser satisfeita, a condição de contorno BN deve também

minimizar a amplitude das ondas refletidas.

Definição 3.2. Um problema de valor inicial escalar
(

A1

(
∂

∂t
,

∂

∂y

)
∂

∂x
+ A2

(
∂

∂t
,

∂

∂y

))
u = 0, x > 0,

u(0, y, t) = u0(y, t)

com A1(ω, η), A2(ω, η) polinômios homogêneos de graus N − 1, N , respectivamente,

é (fracamente) bem posto como um operador evolutivo em x na direção x > 0, se

A1(iω, iη)K + A2(iω, iη) = 0, (3.45)

para |ω
c
|2 + |η|2 > 0, implica que Re(K) ≤ 0. ¤

Enunciemos agora uma proposição que será importante na prova do teorema

(3.1):

Proposição 3.3. Assuma que BN(iω, iη,K) é um polinômio homogêneo de grau N

da forma
∂N

∂tN
+ P 1

N

(
∂

∂t
,

∂

∂y

)
∂

∂x
+ P 2

N

(
∂

∂t
,

∂

∂y

)
∂

∂y
,

onde P 1
N(iω, iη), P 2

N(iω, iη) são polinômios homogêneos de grau N − 1. Assuma

também que BN , como um operador evolutivo em x com direção x > 0, é bem-

posto. Então, dados η, K com Re(K) > 0, o número de ráızes τj(η,K) satis-

fazendo BN(τj, iη, K) = 0 e Re(τj) > 0 é uma constante independente de η e K

com Re(K) > 0. Em particular, quando BN é dado pela condição de contorno de

Padé, o número de ráızes é zero, independentemente de η e K, com Re(K) > 0.

Prova. Para (η, K) fixos, BN(τ, iη, K) é um polinômio de grau N em τ cujos co-

eficientes dependem continuamente de (iη, K). Conseqüentemente, as ráızes τj,

j = 1, . . . , N , de BN(τj, iη, K) são funções cont́ınuas de (iη,K). Assim, por contra-

posição, se o número de ráızes τj com Re(τj) > 0 é não constante, então existe um
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η0 e um K0 com Re(K0) > 0 e uma raiz puramente imaginária τ = iω0 satisfazendo

BN(iω0, iη0, K0) = 0. Ou seja, o número de ráızes de BN(τj, iη, K) é fixo, N , no

entanto o número de ráızes de BN(τj, iη, K) com Re(τj) > 0, num dado instante, é

m, e para Re(τj) < 0 é N − m; num outro instante, para Re(τj) > 0 é m − 1, e

para Re(τj) < 0 é N − (m− 1). Logo, em algum instante, para algum η0 e K0 com

Re(K0) > 0, de fato haverá uma raiz puramente imaginária τ = iω0 satisfazendo

BN(iω0, iη0, K0) = 0. Mas isso contradiz o fato que BN é um operador evolutivo

bem-posto com direção x > 0, pois para isso teŕıamos que ter Re(K) ≤ 0. Logo,

(3.45) é satisfeita. Aplicando a primeira parte dessa proposição para as condições

de contorno de Padé, precisamos somente contar as ráızes τ com Re(τ) > 0 quando

iη ≡ 0, pois o número de ráızes de BN(τ, iη,K) para todo η e K com Re(K) > 0

deve ser igual ao número de ráızes de BN(τ, 0, K), com Re(K) > 0. Mas, por (3.31),

fN(0) = 1, e, de acordo com (3.38) e (3.45), BN(τ, iη, K) pode ser escrito como

1

2N
τN−1

[
K +

τ

c
fN

(
c
iη

τ

)]
,

e assim satisfaz (
K +

τ

c

)
τN−1 = 0,

o que implica que τN−1 = 0 ou τ = −Kc. Desde que Re(τ) > 0 e Re(K) > 0, o

número de ráızes é zero, o que completa a prova. ¤

Note que, dada uma combinação linear

ϕ = c1e

√
s2

c2
+η2x+st+iηy + c2e

−
√

s2

c2
+η2x+st+iηy,

temos que

0 = BNϕ

= BN(c1e

√
s2

c2
+η2x+st+iηy) + BN(c2e

−
√

s2

c2
+η2x+st+iηy)

= c1BN(e

√
s2

c2
+η2x+st+iηy) + c2BN(e−

√
s2

c2
+η2x+st+iηy),

o que implica que

c1 = −B
N(e−

√
s2

c2
+η2x+st+iηy)

BN(e

√
s2

c2
+η2x+st+iηy)

c2.
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Mas BN(s, iω, ∂/∂x) pode ser reescrito como

1

2N
sN−1

[
∂

∂x
+

s

c
fN

(
c
iη

s

)]
,

logo

c1 = −

(
−

√
s2

c2
+ η2 +

s

c
fN

(
c
iη

s

))

(√
s2

c2
+ η2 +

s

c
fN

(
c
iη

s

)) c2.

Assim, definimos o coeficiente de reflexão RN(s, iη) dado por

RN(s, iη) ≡
−

√
s2

c2
+ η2 +

s

c
fN

(
c
iη

s

)

√
s2

c2
+ η2 +

s

c
fN

(
c
iη

s

) . (3.46)

Observação 3.4. Segue de (3.46) que RN(s, iη) é holomorfo em s para Re(s) >

0, pois não há pólos, nem sigularidades essenciais, no máximo singularidades re-

mov́ıveis. Segue de [12] que

|RN(s, iη)| ≤ 1 Re(s) ≥ 0. (3.47)

Observe que a equação da onda (2.3) resulta na relação de dispersão (2.5) que

pode ser reescrita como

1 =

(
cξ

ω

)2

+

(
cη

ω

)2

ou ainda (
cξ

ω

)2

= 1−
(

cη

ω

)2

.

Se c2η2/ω2 ≈ 1, então temos que ξ ≈ 0, ou seja, a incidência é tangencial,

e além disso, vg ≈ (0,±1). Se c2η2/ω2 < 1, teŕıamos que c2ξ2/ω2 > 0, o que

implicaria que ξ ∈ R. Logo as soluções seriam senóides e/ou cossenóides da forma

Aeiξx+Be−iξx, ou seja, temos modos propagativos. Se c2η2/ω2 > 1, então c2ξ2/ω2 <

0, o que implica que ξ é puramente imaginário. Logo a solução seria da forma

Ae|ξ|x+Be−|ξ|x. No entanto, a solução exponencial e|ξ|x não é uma solução fisicamente
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aceitável, e portanto temos soluções com decaimento exponencial em x, ou seja,

temos modos evanescentes.

Assim, definimos, para todo ε0 > 0, as regiões

G1 =

{
(ω, η)

∣∣∣∣ 1− ε0 ≤ c2η2

ω2
≤ 1 + ε0 ou |ω|2 + |cη|2 < ε0

}

G2 =

{
(ω, η)

∣∣∣∣
c2η2

ω2
< 1− ε0, |ω|2 + |cη|2 > ε0

}

G3 =

{
(ω, η)

∣∣∣∣
c2η2

ω2
> 1 + ε0, |ω|2 + |cη|2 > ε0

}

onde G1 representa a região dos modos tangenciais, G2 representa a região propaga-

tiva, e G3 representa a região dos modos evanescentes. Além disso, considere

Fj =

(∫ ∫

Gj

|ĝ(ω, η)|2dω dη

)1/2

para j = 1, 2, 3.

Uma vez que o domı́nio do problema (3.43) situa-se à esquerda do contorno ar-

tificial, convém interpretar o critério de Kreiss, segundo a proposição 3.1, da seguinte

forma [12]:

Definição 3.3. A condição de contorno BN , sobre a fronteira x = 0, juntamente

com a equação da onda, agindo sobre funções definidas em x ≤ 0, t ≥ 0, é fortemente

bem-posta desde que não existam soluções da forma

ϕ(s, η) = e

√
s2

c2
+η2x+st+iηy (3.48)

onde s = ρ + iω, com Re(s) ≥ 0, satisfazendo

(
∂2

∂t2
− c2

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

))
ϕ(s, η) = 0 em x < 0,

BNϕ(s, η)|x=0 = 0.

(3.49)

Além disso, para | s
c
|2 + |η|2 = 1 e Re(s) ≥ 0, deve existir c0 > 0 tal que

|B(ϕ(s, η))| ≥ c0. (3.50)
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Considerando o problema (3.43), enunciemos agora o teorema central de [12]:

Teorema 3.1. (a) Toda BN é uma condição de contorno local fortemente bem-posta

para a equação da onda.

(b) Dados δ > 0, um inteiro arbitrariamente grande M > 0, e uma função

forçante arbitrária g(y, t) ∈ L2 ∩ L1 tal que g(y, t) = 0 para t ≤ 0, existem N0 =

N0(δ,M) e a0 = a0(δ,M) tal que se, para todo N ≥ N0 e a ≥ a0, temos que uN

resolve o problema de valor de contorno em (3.43), então

(∫ T

0

∫ a0

0

∫

R
|u− uN |2dy dx dt

)1/2

< δ (3.51)

para todo tempo T com 0 ≤ T ≤ 2aM .

Prova. (a) Usando as definições (3.3) e (3.2), começaremos por provar que

BN é um operador evolutivo (fracamente) bem-posto para x > 0. (3.52)

Quando ω 6= 0, (3.38) e (3.45) implicam que

K +
iω

c
fN

(
c
iη

iω

)
= 0

e, como fN tem coeficientes reais, temos que

Re(K) + iIm

(
K +

ω

c
fN

(
c
iη

iω

))
= 0,

o que implica que Re(K) = 0. Por outro lado, quando ω = 0, segue do Lema (3.2)

e de (3.38) que

(−1)(N−1)/22−NcN−1(iη)N−1K = 0, se N é ı́mpar

(−1)N/22−NcN−1(iη)N = 0, se N é par.
(3.53)
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De fato, para N ı́mpar, do Lema (3.2) e de (3.38), segue que

2NBN(iω, iη,K) ≡ (iω)N−1

(
(−1)(N−1)/2cN−1 (iη)N−1

(iω)N−1
+O

(
cN−3 (iη)N−3

(iω)N−3

))
K

+
(iω)N

c

(
(−1)(N−1)/2cN−1 (iη)N−1

(iω)N−1
+O

(
cN−3 (iη)N−3

(iω)N−3

))

+
(iω)N

c
O

(
cN−1 (iη)N−1

(iω)N−1

)

≡
(

(−1)(N−1)/2cN−1(iη)N−1 +O
(

cN−3(iω)2(iη)N−3

))
K

+

(
(−1)(N−1)/2cN−2(iη)N−1(iω) +O

(
cN−4(iη)N−3(iω)3

))

+ O
(

cN−2(iη)N−1(iω)

)

logo, para ω = 0, temos a primeira parte de (3.53). Agora, para N par, segue do

Lema (3.2) e de (3.38) que

2NBN(iω, iη, K) ≡ (iω)N−1

(
O

(
cN−2 (iη)N−2

(iω)N−2

))
K

+
(iω)N

c

(
O

(
cN−2 (iη)N−2

(iω)N−2

))

+
(iω)N

c

(
(−1)N/2cN (iη)N

(iω)N
+O

(
cN−2 (iη)N−2

(iω)N−2

))

≡
(
O

(
cN−2(iω)(iη)N−2

))
K

+

(
O

(
cN−3(iω)2(iη)N−2

))

+

(
(−1)N/2cN−1(iη)N +O

(
cN−3(iω)2(iη)N−2

))
,

logo, para ω = 0, temos a segunda parte de (3.53). Assim, no primeiro caso, K = 0,

enquanto no segundo, não existe raiz de K. Isso verifica a afirmação em (3.52).

Agora, suponhamos que

ϕ(s, η) = e

√
s2

c2
+η2x+st+iηy

com Re(s) > 0, satisfaz (3.49). Tomemos K =
√

s2

c2
+ η2 e τ = s. Naturalmente

temos ( ∂2

∂t2
− c2( ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 ))ϕ(s, η) = (s2− c2(( s2

c2
+η2)−η2))ϕ = 0. Por (3.38), temos
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que

BNϕ = 0

se, e somente se,

0 =

(
∂

∂x
+

s

c
fN

(
c
iη

s

))
ϕ

=

√
s2

c2
+ η2ϕ +

(
s

c
fN

(
c
iη

s

))
ϕ

=

(
K +

τ

c
fN

(
c
iη

τ

))
ϕ.

Assim, (τ, K) é raiz de BN(τ, iη, K) = 0 com Re(K) > 0 e Re(τ) > 0, e isso

contradiz a última sentença da proposição (3.3). Logo, (3.49) é satisfeita para

Re(s) > 0.

Observe que |ω
c
|2 + |η|2 = 1 é compacto, e |BNϕ(ω, η)|x=0| é cont́ınua, logo

assume máximo e mı́nimo em |ω
c
|2 + |η|2 = 1. Assim,

|BNϕ(ω, η)|x=0| ≥ min
|ω

c
|2+|η|2=1

|BNϕ(ω, η)|x=0|.

Desse modo, para verificar (3.50) por compacidade, precisamos somente verificar

que, para s = iω fixo, com |ω
c
|2 + |η|2 = 1,

∣∣∣∣(iω)NSN

(
c
iη

iω

)(
1− c2η2

ω2

)1/2

+
(iω)N

c

(
SN

(
c
iη

iω

)
+ TN

(
c
iη

iω

))∣∣∣∣ 6= 0, (3.54)

pois isso acontecerá se, e somente se, min|ω
c
|2+|η|2=1 |BNϕ(ω, η)| > 0. Para ω 6= 0, a

condição em (3.54) é equivalente a

∣∣∣∣
(

1− c2η2

ω2

)1/2

+
1

c
fN

(
c
iη

iω

)∣∣∣∣ > 0. (3.55)

Para c2η2/ω2 ≥ 1, o termo (1 − c2η2/ω2)1/2 é puramente imaginário, logo (3.55) é

satisfeita. Se c2η2/ω2 = 1, o termo (1 − c2η2/ω2)1/2 desaparece, e como temos que

fN é real com fN(1) 6= 0, (3.55) tem módulo positivo. Para c2η2/ω2 < 1, temos

que (1 − c2η2/ω2)1/2 > 0, e pelo Lema (3.1), 0 < fN ≤ 1, o que satisfaz (3.55).

Quando ω = 0, observe que |ω
c
|2 + |η|2 = 1 implica que η 6= 0. Assim, usando
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ambas as expressões em (3.53), aplicando a primeira com K =
√

η2, temos que

|BNϕ(0, η)| = 2−NcN−1|η|N > 0. Logo (3.50) é satisfeita para Re(s) = 0.

Agora note que, paraRe(s) = 0 temos que |BNϕ(ω, η)|x=0| ≥ c0 em | s
c
|2+|η|2 =

1, ou seja, |BNϕ(ω, η)|x=0| 6= 0 para algum (s, η). Assim, (3.48) não é solução de

(3.49) para todo (s, η) com Re(s) = 0. Note ainda que, por contraposição, se exis-

tem soluções da forma (3.48) satisfazendo (3.49) para todo (s, η) com Re(s) > 0,

então BNϕ(s, η) não satisfaz (3.50) para | s
c
|2 + |η|2 = 1 com Re(s) > 0. Assim,

completamos a prova da parte (a) do teorema.

(b) Associado com a condição de contorno BN e a exponencial, com Re(s) ≥ 0,

dada por

e−
√

s2

c2
+η2x+st+iηy

está o coeficiente de reflexão RN(s, iη) definido em (3.46). Sem perda de generali-

dade, podemos assumir que g é suficientemente suave.

Usando transformada de Fourier-Laplace em (3.43), chegamos ao problema




d2ûN

dx2
−

(
s2

c2
+ η2

)
ûN = 0, em Ωa

ûN(0, η, s) = Ĝ(η, s), em x = 0

BN ûN |x=a = 0, em x = a,

(3.56)

onde s = ρ + iω, com Re(s) > 0. Aqui, Ĝ(η, s) = 1
(2π)2

∫ ∫
e−st−iηyg(y, t) dy dt.

Resolvendo a EDO, temos que

ûN(x, η, s) = c1e

√
s2

c2
+η2x + c2e

−
√

s2

c2
+η2x. (3.57)

Aplicando a primeira condição de contorno, temos que

c1 + c2 = Ĝ(η, s)

e assim

ûN(x, η, s) = (Ĝ(η, s)− c2)e

√
s2

c2
+η2x + c2e

−
√

s2

c2
+η2x. (3.58)
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Observe que a segunda condição de contorno pode ser reescrita como

BN ûN |x=a =
∂ûN

∂x

∣∣∣∣
x=a

+ûN

∣∣∣∣
x=a

s

c
fN

(
c
iη

s

)
.

Assim, denotando Ĝ = Ĝ(η, s), fN = fN(ciη/s), s̃ = s/c e (s̃2 + η2) = λ, aplicando

a segunda condição de contorno em (3.58), temos

0 = (Ĝ− c2)
√

λea
√

λ − c2

√
λe−a

√
λ + (Ĝ− c2)e

a
√

λs̃fN + c2e
−a
√

λs̃fN

= Ĝ
√

λea
√

λ − c2

√
λea

√
λ − c2

√
λe−a

√
λ + Ĝea

√
λs̃fN − c2e

√
aλs̃fN + c2e

−
√

aλs̃fN

= Ĝ(
√

λea
√

λ + ea
√

λs̃fN) + c2(−
√

λea
√

λ −
√

λe−a
√

λ − ea
√

λs̃fN + e−a
√

λs̃fN)

o que implica que

c2(
√

λea
√

λ +
√

λe−a
√

λ + ea
√

λs̃fN − e−a
√

λs̃fN) = Ĝ(
√

λea
√

λ + ea
√

λs̃fN)

ou ainda

c2 =
Ĝ(
√

λea
√

λ + ea
√

λs̃fN)

(
√

λea
√

λ + ea
√

λs̃fN)

(
1 +

√
λe−a

√
λ − e−a

√
λs̃fN√

λea
√

λ + ea
√

λs̃fN

)

=
Ĝ

1 +

√
λe−a

√
λ − e−a

√
λs̃fN√

λea
√

λ + ea
√

λs̃fN

.

Observe que

1 +

√
λe−a

√
λ − e−a

√
λs̃fN√

λea
√

λ + ea
√

λs̃fN

= 1 +
e−a

√
λ(
√

λ− s̃fN)

ea
√

λ(
√

λ + s̃fN)
= 1−

(−
√

λ + s̃fN√
λ + s̃fN

)
e−2a

√
λ.

Pela definição de RN = RN(iη, s), em (3.46), temos que

c2 =
Ĝ

1−RNe−2a
√

λ
= Ĝ(1−RNe−2a

√
λ)−1.

Expandindo o último termo numa série binomial temos

c2 = Ĝ(1 +
∞∑

j=1

(−1)j+1Rj
Ne−2aj

√
λ).
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Logo

c1 = Ĝ− c2 = −Ĝ

∞∑
j=1

(−1)j+1Rj
Ne−2aj

√
λ.

Substituindo c1 e c2 em (3.57) temos

ûN(x, η, s) = −Ĝ

∞∑
j=1

(−1)j+1Rj
Ne−2aj

√
λex

√
λ + Ĝe−x

√
λ + Ĝ

∞∑
j=1

(−1)j+1Rj
Ne−2aj

√
λe−x

√
λ

= Ĝe−x
√

λ +
∞∑

j=1

(
−Ĝ(−1)j+1Rj

Ne(x−2aj)
√

λ + Ĝ(−1)j+1Rj
Ne−(x+2aj)

√
λ

)

= Ĝe−x
√

λ + Ĝ

∞∑
j=1

(
(−1)jRj

Ne(x−2aj)
√

λ + (−1)j+1Rj
Ne−(x+2aj)

√
λ

)
.

Aplicando a inversa de Fourier-Laplace obtemos

uN(x, y, t) =

∫

R
eiηy

(
1

i

∫ ρ+i∞

ρ−i∞
estĜe−x

√
λ ds

)
dη

+
∞∑

j=1

[∫

R
eiηy

(
1

i

∫ ρ+i∞

ρ−i∞
este(x−2aj)

√
λ(−1)jRj

N Ĝ ds

)
dη

+

∫

R
eiηy

(
1

i

∫ ρ+i∞

ρ−i∞
este−(x+2aj)

√
λ(−1)j+1Rj

N Ĝ ds

)
dη

]
(3.59)

para todo ρ > 0.

Agora, observe que, quando ρ → 0, o limite de ambos os integrandos das três

parcelas da soma acima em (3.59) são dominados pela função Ĝ(iω, η) ∈ L2 ∩ L1.

Assim, considerando a observação (3.1), pelo Teorema da Convergência Dominada,

temos que

uN(x, y, t) =

∫

R

∫

R
e−x

√
λ+iωt+iηyĝ(ω, η) dω dη

+
∞∑

j=1

[∫

R

∫

R
e(x−2aj)

√
λ+iωt+iηy(−1)jRj

N ĝ(ω, η) dω dη

+

∫

R

∫

R
e−(x+2aj)

√
λ+iωt+iηy(−1)j+1Rj

N ĝ(ω, η) dω dη

]
(3.60)

onde ĝ(ω, η) = Ĝ(iω, η).
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Assim, fazendo ρ → 0, observando (3.28), temos que a solução uN de (3.43) é

dada por

uN(x, y, t) = u(x, y, t) +
∞∑

j=1

uj
N(x, y, t), (3.61)

onde

uj
N(x, y, t) =

∫

R

∫

R
e(x−2aj)i(ω/c)

√
1−c2η2/ω2+iωt+iηy(−1)jRj

N(iω, iη)ĝ(ω, η)dω dη

+

∫

R

∫

R
e−(x+2aj)i(ω/c)

√
1−c2η2/ω2+iωt+iηy(−1)j+1Rj

N(iω, iη)ĝ(ω, η)dω dη.

Além disso, segue de (3.47) e do teorema de Paley-Wiener [56] que, dado T

com T ≤ 2aM , uj
N(x, y, t) ≡ 0 para t ≤ T e j > M . De fato, defina

ϕj
N(x, y, τ) =

∫

R

∫

R
e(x−2aj)i(ω/c)

√
1−c2η2/ω2+iω(τ+T )+iηy(−1)jRj

N(iω, iη)ĝ(ω, η)dω dη

+

∫

R

∫

R
e−(x+2aj)i(ω/c)

√
1−c2η2/ω2+iω(τ+T )+iηy(−1)j+1Rj

N(iω, iη)ĝ(ω, η)dω dη.

onde τ = t− T . Observe que ϕj
N(x, y, τ) = uj

N(x, y, t− T ).

Note que, como g(y, t) ∈ L2 ∩ L1, pelo teorema (A.3), temos que ĝ(iη, s) ∈
H2(0). Da observação (3.1), segue que e(±x−2aj)

√
η2+ s2

c2 é holomorfa para Re(s) > 0.

Da observação (3.4), segue que RN(iη, s) é holomorfa para Re(s) > 0. Assim, temos

que ϕ̂j
N é holomorfa para Re(s) > 0.

Como Re(
√

s2

c2
+ η2) > Re(s) > 0, temos

|e(x−2aj)
√

s2

c2
+η2

esT | < |e((x−2aj)+T )s|. (3.62)

Como 0 < x ≤ a, temos que (x − 2aj) + T ≤ a(1 − 2j) + T ≤ a(1 − 2j) + 2Ma.

Assim, a expressão (3.62) ficará menor que 1 somente se j > M . Analogamente,

|e−(x+2aj)
√

s2

c2
+η2

esT | < 1 somente se j > M . Logo, por (3.47), temos que

|e(x−2aj)
√

η2+ s2

c2
+sT (−1)jRj

N(iω, iη)ĝ(ω, η)|
+ |e−(x+2aj)

√
η2+ s2

c2
+sT (−1)jRj

N(iω, iη)ĝ(ω, η)| < 2|ĝ(ω, η)|
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para j > M , e deste modo, temos que ϕ̂j
N ∈ L2. Assim, pelo teorema em (A.3),

temos que ϕ̂j
N ∈ H2(0). Logo, pelo teorema de Paley-Wiener (A.4), temos que

ϕj
N(x, y, τ) se anula para τ < 0. Isso implica que uj

N(x, y, t − T ) se anula para

t− T < 0, isto é, para t < T .

Agora precisamos mostrar que

M∑
j=1

(∫

R

∫

R

∫ a0

0

|ûj
N |2dx dη dω

)1/2

< δ. (3.63)

Note que, por (3.61),

ûj
N = e(x−2aj)i(ω/c)

√
1−c2η2/ω2

(−1)jRj
N ĝ + e−(x+2aj)i(ω/c)

√
1−c2η2/ω2

(−1)j+1Rj
N ĝ

e portanto

(ûj
N)2 =

(
e(x−2aj)i(ω/c)

√
1−c2η2/ω2

(−1)j + e−(x+2aj)i(ω/c)
√

1−c2η2/ω2
(−1)j+1

)2

(Rj
N ĝ)2

=

(
e2(x−2aj)i(ω/c)

√
1−c2η2/ω2

(−1)2j + e−2(x+2aj)i(ω/c)
√

1−c2η2/ω2
(−1)2j+2

+ e−4aji(ω/c)
√

1−c2η2/ω2
(−1)2j+1

)
(Rj

N ĝ)2

=

(
e2(x−2aj)i(ω/c)

√
1−c2η2/ω2

+ e−2(x+2aj)i(ω/c)
√

1−c2η2/ω2 − e−4aji(ω/c)
√

1−c2η2/ω2

)
(Rj

N ĝ)2

≤
(

e2(x−2aj)i(ω/c)
√

1−c2η2/ω2
+ e−2(x+2aj)i(ω/c)

√
1−c2η2/ω2

)
(Rj

N ĝ)2

e por conseqüência

|ûj
N |2 ≤

∣∣∣∣e2(x−2aj)i(ω/c)
√

1−c2η2/ω2
R2j

N ĝ2

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣e−2(x+2aj)i(ω/c)
√

1−c2η2/ω2
R2j

N ĝ2

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣e(x−2aj)i(ω/c)
√

1−c2η2/ω2
Rj

N ĝ

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣e−(x+2aj)i(ω/c)
√

1−c2η2/ω2
Rj

N ĝ

∣∣∣∣
2

(3.64)

Para fazer a estimativa sobre a região G1, considere (3.47), e observe que

se 1 − c2η2/ω2 ≥ 0, temos que (x − 2aj)(ω/c)
√

1− c2η2/ω2 ∈ R, e portanto

|ei[(x−2aj)(ω/c)
√

1−c2η2/ω2]| = 1. Se 1 − c2η2/ω2 < 0, tomemos o ramo de
√· tal que
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√
1− c2η2/ω2 = −i

√
|1− c2η2/ω2|, conforme observação (3.1). Note que, como

0 ≤ x ≤ a, temos que x− 2aj ≤ a(1− 2j) < 0, pois j ≥ 1. Assim, como ω > 0,

|e(x−2aj)i(ω/c)
√

1−c2η2/ω2| = |e(x−2aj)(ω/c)
√
|1−c2η2/ω2|| ≤ 1. (3.65)

Analogamente temos

|e−(x+2aj)i(ω/c)
√

1−c2η2/ω2| = |e−(x+2aj)(ω/c)
√
|1−c2η2/ω2|| ≤ 1. (3.66)

Logo,

|ûj
N | ≤ 2|ĝ|2.

Assim, temos que

M∑
j=1

(∫ ∫

G1

∫ a0

0

|ûj
N |2dx dω dη

)1/2

≤
M∑

j=1

(∫ ∫

G1

2|ĝ|2a0dω dη

)1/2

= M(2a0)
1/2

(∫ ∫

G1

|ĝ|2dω dη

)1/2

= (2a0)
1/2M F1

Como a região G1 é limitada, podemos escolher ε0 tão pequeno de modo que

F1 ≤ δ

3(2a)1/2M
,

e deste modo
M∑

j=1

(∫ ∫

G1

∫ a0

0

|ûj
N |2dx dω dη

)1/2

≤ δ

3
. (3.67)

Agora, precisamos estimar a contribuição da região G2 correpondendo aos

modos propagativos. Como G2 é uma região ilimitada, vamos encontrar uma melhor

estimativa para RN . Pela propriedade (i) do Lema (3.1), dado ε0,

min
x2≤1−ε0

|
√

1− x2 + fN(x)| ≥ √
ε0 + a(ε0) > 0. (3.68)

De fato, observe que

d

dx

√
1− x2 =

−x√
1− x2

= 0 ⇔ x = 0,
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logo x = 0 é ponto de máximo de
√

1− x2. Assim, o ponto de mı́nimo ocorre em

|x| = √
1− ε0, o que implica em

√
1− (1− ε0) =

√
ε0. Da propriedade (i) do Lema

(3.1), temos que fN(x) > a(ε0) > 0. Logo

min
x2≤1−ε0

|
√

1− x2 + fN(x)| ≥ min
x2≤1−ε0

|
√

1− x2|+ min
x2≤1−ε0

|fN(x)| > √
ε0 + a(ε0) > 0.

Agora, dado δ
′
, pela propriedade (ii) do Lema (3.1), existe N0 tal que, para

todo N ≥ N0,

max
x2≤1−ε0

|
√

1− x2 − fN(x)| < δ
′
(
√

ε0 + a(ε0)) (3.69)

Pela definição de RN(iη, s) em (3.46), temos que, para s = iω,

RN(iη, iω) =

−
√

η2 +
(iω)2

c2
+

iω

c
fN

(
c
iη

iω

)

√
η2 +

(iω)2

c2
+

iω

c
fN

(
c
iη

iω

)

=

−
(√

1− c2η2

ω2
− fN

(
c
iη

iω

))

√
1− c2η2

ω2
+ fN

(
c
iη

iω

)

o que implica que

|RN(iη, iω)| =

∣∣∣∣
√

1− c2η2

ω2
− fN

(
c
iη

iω

)∣∣∣∣
∣∣∣∣
√

1− c2η2

ω2
+ fN

(
c
iη

iω

)∣∣∣∣
.

Assim

max
(ω,η)∈G2

|RN(iω, iη)| ≤
max

∣∣∣∣
√

1− c2η2

ω2
− fN

(
c
iη

iω

)∣∣∣∣

min

∣∣∣∣
√

1− c2η2

ω2
+ fN

(
c
iη

iω

)∣∣∣∣
<

δ
′
(
√

ε0 + a(ε0))√
ε0 + a(ε0)

= δ
′

Logo, para a região G2, por (3.64), (3.65) e (3.66), temos que

|ûj
N |2 ≤ 2|Rj

N |2|ĝ|2 < 2(δ
′
)2j|ĝ|2.
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Assim, com δ
′
< 1,

M∑
j=1

(∫ ∫

G2

∫ a0

0

|ûj
N |2dx dη dω

)1/2

≤
M∑

j=1

(∫ ∫

G2

2a0|Rj
N ĝ|2dη dω

)1/2

<

M∑
j=1

(δ
′
)j
√

2a0

(∫ ∫

G2

|ĝ|2dη dω

)1/2

=
M∑

j=1

(δ
′
)j
√

2a0F2

Observe que, tomando S =
M∑

j=1

(δ
′
)j, temos que

1− δ
′

1− δ′
δ
′
+ (δ

′
)2 + . . . + (δ

′
)M

δ′
=

S

δ′
.

Desde que (1− δ
′
)(1 + δ

′
+ (δ

′
)2 + . . . + (δ

′
)M−1) = 1− (δ

′
)M , temos que

S = δ
′
(

1− (δ
′
)M

1− δ′

)
.

Deste modo, escolhendo δ
′
apropriadamente, temos que

M∑
j=1

(∫ ∫

G2

∫ a0

0

|ûj
N |2dx dη dω

)1/2

<
√

2a0F2δ
′
(

1− (δ
′
)M

1− δ′

)
≤ δ

3
(3.70)

Finalmente, para a estimativa sobre os modos evanescentes da região G3,

somente as propriedades de estabilidade das condições de contorno, como a ex-

pressa em (3.47), entram nas estimativas. Sobre a região G3, c2η2/ω2 ≥ 1 + ε0 e

(|ω|2 + |cη|2)1/2 ≥ √
ε0; assim

max
(ω,η)∈G3

√
η2 − ω2

c2
≥ √

ε0 > 0. (3.71)

De fato,

max
(ω,η)∈G3

√
η2 − ω2

c2
≥ max

|ω|2+|cη|2=ε0

√
η2 − ω2

c2

e

max
(ω,η)∈G3

√
η2 − ω2

c2
≥ max

c2η2

ω2 =1+ε0

√
η2 − ω2

c2
.
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O máximo de
√

η2 − ω2

c2
ocorre no mesmo ponto que o máximo de η2 − ω2

c2
ocorre.

Assim, pelo método dos multiplicadores de Lagrange, temos (η2 − ω2

c2
) sujeito à

restrição |ω|2 + |cη|2 = ε0. Definimos que F (η, ω) = η2 − ω2

c2
e G(η, ω) = ω2

c2
+ η2, e

deste modo temos ∇F = λ∇G e |ω|2 + |cη|2 = ε0. Logo, temos o sistema

2η = λ2η

−2
ω

c2
= λ2

ω

c2

|ω|2 + |cη|2 = ε0.

Se λ = 1, temos que ω = 0, o que implica que η = ±√ε0/c. Se η = 0, temos que

ω = ±√ε0. Logo

max
|ω|2+|cη|2=ε0

F (η, ω) =
ε0

c2

o que implica que

max
|ω|2+|cη|2=ε0

√
η2 − ω2

c2
=

√
ε0

c
.

Note que, para a curva c2η2/ω2 = 1 + ε0, o método dos multiplicadores de

Lagrange fornece apenas a localização do mı́nimo de
√

η2 − ω2

c2
.

Como i(ω/c)
√

1− c2η2

ω2 =
√

η2 − ω2

c2
, temos que

max
(ω,η)∈G3
0≤x≤a0

(|e(x−2aj)
√

η2−ω2

c2 |, |e−(x+2aj)
√

η2−ω2

c2 |) = max
(ω,η)∈G3
0≤x≤a0

|e(x−2aj)
√

η2−ω2

c2 |

Desde que a ≥ a0 e j ≥ 1, a última exponencial na expressão acima é decrescente.

Assim, denotando ε̃0 =
√

ε0
c

, por (3.71),

max
(ω,η)∈G3
0≤x≤a0

|e(x−2aj)
√

η2−ω2

c2 | ≤ e(a0−2aj)ε̃0 .

Logo, por (3.64) e (3.47), temos que

|ûj
N |2 ≤ |e(x−2aj)

√
η2−ω2

c2 Rj
N ĝ|2 + |e−(x+2aj)

√
η2−ω2

c2 Rj
N ĝ|2

≤ |e(a0−2aj)ε̃0 ĝ|2 + |e(a0−2aj)ε̃0 ĝ|2

= 2|e(a0−2aj)ε̃0 ĝ|2.
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Assim
M∑

j=1

(∫ ∫

G3

∫ a0

0

|ûj
N |2dx dη dω

)1/2

≤
M∑

j=1

(∫ ∫

G3

2|e(a0−2aj)ε̃0 ĝ|2a0dη dω

)1/2

=
M∑

j=1

e(a0−2aj)ε̃0
√

2a0

(∫ ∫

G3

|ĝ|2dω dξ

)1/2

= ea0ε̃0

M∑
j=1

e−2ajε̃0
√

2a0F3.

Como e−2aε̃0 < 1, temos uma soma geométrica S =
M∑

j=1

e−2ajε̃0 , e logo,

1− e2aε̃0

1− e2aε̃0

(
e−2aε̃0 + e−4aε̃0 + . . . + e−2Maε̃0

e−2aε̃0

)
=

S

e−2aε̃0
.

Desde que (1 − e2aε̃0)(1 + e−2aε̃0 + e−4aε̃0 + . . . + e−(2M−2)aε̃0) = 1 − e−2Maε̃0 , temos

então que

ea0ε̃0

M∑
j=1

e−2ajε̃0
√

2a0F3 = ea0ε̃0e−2aε̃0

(
1− e−2Maε̃0

1− e−2aε̃0

)√
2a0F3

=
√

2a0e
−(2a−a0)ε̃0

(
1− e−2Maε̃0

1− e−2aε̃0

)
F3.

Por fim, dado δ,

M∑
j=1

(∫ ∫

G3

∫ a0

0

|ûj
N |2dx dη dω

)1/2

≤ δ

3
(3.72)

de modo que a seja escolhido suficientemente grande. Somando (3.67), (3.70) e

(3.72), chegamos à estimativa em (3.63). Pelo Teorema de Plancherel [56], temos

que
M∑

j=1

(∫

R

∫

R

∫ a0

0

|uj
N |2dx dy dt

)1/2

< δ. (3.73)

Agora, observe que

M∑
j=1

(∫ T

0

∫

R

∫ a0

0

|uj
N |2dx dy dt

)1/2

<

M∑
j=1

(∫ ∞

0

∫

R

∫ a0

0

|uj
N |2dx dy dt

)1/2

=
M∑

j=1

(∫

R

∫

R

∫ a0

0

|uj
N |2dx dy dt

)1/2
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Assim, chegamos ao resultado de convergência em (3.51). ¤

Note que os parâmetros N da ordem da condição de contorno e a da distância

do suporte dos dados iniciais são muitos importantes. O fato do resultado em (3.73)

requerer que a seja suficientemente grande mostra que os modos evanescentes não

são corretamente tratados pelas condições de contorno (3.23), ou seja, é necessário

que o suporte dos dados iniciais esteja suficientemente longe do contorno x = a a

fim de aniquilar a amplitude dos modos evanescentes. O fato de que o resultado é

válido para um intervalo de tempo da forma [0, 2Ma] indica que o resultado leva

em consideração um número grande, arbitrário, de reflexões sobre a condição de

contorno. Uma discussão sobre o teorema acima é feita em [9, 8].

3.3 Condições de contorno de Higdon

Ao invés de procurar diretamente condições de contorno anaĺıticas e então

discretizá-las, Higdon [32] propôs a idéia de trabalhar primeiramente com a apro-

ximação em diferenças finitas. Essas aproximações o conduziram à algumas condições

de contorno anaĺıticas consistentes com as condições de contorno aproximadas. Tais

condições são perfeitamente absorventes para ondas viajando num certo ângulo de

incidência não-nulo, em contraste com as condições de contorno em [12], que ab-

sorvem muito bem ondas num ângulo de incidência normal.

3.3.1 Formulação geral

Seguindo Higdon [32], descreveremos agora algumas propriedades das condições

de contorno que desejamos encontrar. Para os pontos interiores da malha computa-

cional, usaremos o esquema de diferenças centrais de segunda ordem dado em (2.9).

Outros esquemas numéricos são abordados em [34]. Aqui, adotaremos que c, a
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velocidade da onda, é igual a 1. Podemos reescrever (2.8) como

κjeiηyzn (3.74)

onde

κ = eiξ∆x e z = eiω∆t (3.75)

Se ξ∆x = 0, então κ = 1 e a onda é constante em x. Se ξ∆x = ±π, então κ = −1 e a

onda é uma função dente-de-serra em x. Analogamente valem as mesmas observações

para a variável z.

Sejam K e Z os operadores shift com respeito a x e t, respectivamente, definidos

por

Kun
j,m = un

j+1,m, Zun
j,m = un+1

j,m , (3.76)

e consideremos a condição de contorno da forma

B(K, Z−1)un+1
0,m = 0 (3.77)

onde B é um polinômio em duas variáveis com um termo constante não nulo, ou

seja,

B(K, Z−1)un+1
0,m = c0u

n+1
0,m +

(∑

r,`

cr,`K
r(Z−1)`

)
un+1

0,m . (3.78)

A fim de estudar as propriedades de reflexão de (3.77), consideremos a com-

binação linear

un
j,m = c1κ

j
1(e

iη∆y)mzn + c2κ
j
2(e

iη∆y)mzn (3.79)

Aqui κ1 = eiξ1∆x e κ2 = eiξ2∆x são escolhidos tal que κ1 corresponde às ondas

refletidas, ou seja, que apontam para dentro do domı́nio, e κ2 às ondas incidentes,

ou seja, que apontam para fora do domı́nio. Reescrevendo (3.79) para un+1
0,m temos

un+1
0,m = c1 (eiη∆y)mzn+1

︸ ︷︷ ︸
un+1
0,m in

+c2 (eiη∆y)mzn+1

︸ ︷︷ ︸
un+1
0,m out

(3.80)
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Observação 3.5. B(K, Z−1) é um operador linear. De fato, fazendo indução em r

sobre o operador K, obtemos

Kun
j,m = un

j+1,m

= c1κ
j+1
1 (eiη∆y)mzn + c2κ

j+1
2 (eiη∆y)mzn

= c1K(κj
1(e

iη∆y)mzn) + c2K(κj
2(e

iη∆y)mzn)

K(Krun
j,m) = c1K(Krκj

1(e
iη∆y)mzn) + c2K(Krκj

2(e
iη∆y)mzn)

= c1K
r+1(κj

1(e
iη∆y)mzn) + c2K

r+1(κj
2(e

iη∆y)mzn)

ou seja,

Kr(c1u
n
j,min

+ c2u
n
j,mout

) = Krc1u
n
j,min

+ Krc2u
n
j,mout

Analogamente, fazendo indução em ` sobre o operador Z−1 temos

(Z−1)`(c1u
n
j,min

+ c2u
n
j,mout

) = (Z−1)`c1u
n
j,min

+ (Z−1)`c2u
n
j,mout

Logo

Kr

[
(Z−1)`(c1u

n
j,min

+ c2u
n
j,mout

)

]
= Kr

[
(Z−1)`c1u

n
j,min

+ (Z−1)`c2u
n
j,mout

]

= Kr(Z−1)`c1u
n
j,min

+ Kr(Z−1)`c2u
n
j,mout

.

Como B(K, Z−1) é da forma (3.78), segue que B(K,Z−1) é linear.

Deste modo, ao inserirmos (3.80) em (3.77), temos que

0 = B(K,Z−1)un+1
0,m

= B(K,Z−1)

[
c1u

n+1
0,m in

+ c2u
n+1
0,m out

]

= B(K,Z−1)c1u
n+1
0,m in

+ B(K,Z−1)c2u
n+1
0,m out

= B(Kc1u
n+1
0,m in

, Z−1c1u
n+1
0,m in

) + B(Kc2u
n+1
0,m out

, Z−1c2u
n+1
0,m out

)

= B(c1κ1(e
iη∆y)mzn+1, c1(e

iη∆y)mzn) + B(c2κ2(e
iη∆y)mzn+1, c2(e

iη∆y)mzn)

= B(κ1, z
−1)c1(e

iη∆y)mzn+1 + B(κ2, z
−1)c2(e

iη∆y)mzn+1
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logo

c1B(κ1, z
−1) + c2B(κ2, z

−1) = 0 (3.81)

ou

c1 = −B(κ2, z
−1)

B(κ1, z−1)
c2 = R(η, z)c2 (3.82)

onde R(η, z) é o coeficiente de reflexão. A notação (η, z) é usada porque κ1 e κ2 são

funções de η e z. Desse modo, podeŕıamos expressar (3.80) como

un+1
0,m = un+1

0,m out
+ R(η, z)un+1

0,m in
.

Nossa meta então é encontrar um operador B tal que a magnitude do coeficiente

de reflexão seja a menor posśıvel, ou seja, de modo a aniquilar a maior quantidade

posśıvel de ondas refletidas, e, além disso, tal que possamos manter a estabilidade,

ou seja, pequenos erros não podem crescer incontrolavelmente de forma a invalidar

a solução numérica.

O ideal seria termos

B(κ2, z
−1) = 0

para todo z e correspondente κ2. Isso significa que as ondas incidentes satisfariam

a condição de contorno exatamente, ou seja, R(η, z) = 0. No entanto, na prática,

esse ideal não pode ser plenamente atingido.

Para a análise de estabilidade da condição de contorno, Higdon [32] utiliza

um critério análogo ao usado originalmente por Gustafsson, Kreiss e Sundström [24]

para provar resultados de estabilidade para sistemas hiperbólicos de primeira ordem

em uma dimensão. Consideremos então o critério

B(κ, z−1) 6= 0 sempre que |z| ≥ 1, |κ| ≤ 1, (3.83)

e κjeiηyzn é a solução da equação de diferenças (2.9). Se ξ ou ω é real, então

|κ| = 1 ou |z| = 1, respectivamente. Mas aqui permitimos que κ e z sejam números

complexos, e estamos estendendo a definição de κ e z dadas em (3.75). Observe os

seguintes casos:
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(a) Suponhamos que |z| > 1, |κ| < 1, e κjeiηyzn é a solução da esquema de

diferenças (2.9). Se esse modo satisfaz as condições de contorno, então temos uma

solução do problema em questão que cresce exponencialmente com o número de

passos de tempo, ou seja, |κ|j é controlado para y fixo, mas |z|n explode à medida

que n cresce. Isso constitui uma forma de instabilidade, e a condição (3.83) é então

essencial.

(b) Suponhamos agora que |z| → 1 e |κ| → 1. (Esses limites são tomados dos

domı́nios |z| > 1, |κ| < 1.). Temos modos puramente oscilatórios. O modo obtido

pelo processo limite deve ter uma velocidade de grupo que aponta para dentro do

domı́nio espacial [33, 46, 47]. Então κ = κ1. Nesse caso, se o critério (3.83) não

fosse satisfeito, haveriam ondas irradiando para dentro do domı́nio sem qualquer

simulação de ondas incidentes ou funções forçantes na condição de contorno, ou

seja, esses modos geram ondas numéricas que podem, de fato, estragar a solução.

No entanto, o critério (3.83) exclui esses modos.

y

x0

1 2 ... ... p-1 p

Bu = 0

δ

Figura 3.1: Cálculo computacional de un+1
0,m com p pontos.

Por exemplo, considere a aproximação (2.9) para a equação diferencial (2.3),

com condições iniciais u(x, y, 0) = u0(x, y) e ut(x, y, 0) = v0(x, y), e com uma

condição de contorno artificial exata Bu = 0 em x = 0, tal que o suporte de u0
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e v0 está contido em (δ,∞)× R, para algum δ > 0. Suponha que para calcularmos

computacionalmente o valor de un+1
0,m precisamos de p pontos, conforme Figura 3.1.

Se o critério (3.83) não for satisfeito, então

c0u
n+1
0,m = c1u

n
1,m + c2u

n
2,m + . . . + cpu

n
p,m ⇔ B(K, Z−1)un+1

0,m = 0,

ou seja, podemos ter un+1
0,m 6= 0. Contudo, na solução f́ısica do problema, o valor da

solução em (0,m∆y, (n + 1)∆t) é zero. Logo, se uma onda que se move para dentro

do domı́nio satisfaz B(κ, z−1) = 0, ela pode então “sujar”a solução. Isso seria uma

forma de instabilidade.

O caso (b) não cobre o caso dos modos evanescentes para os quais |z| =

1 e |κ| < 1. Considere δ como sendo a distância entre o contorno artificial e a

região de interesse, isto é, o suporte dos dados iniciais, conforme Figura 3.1. Para

δ suficientemente grande, os modos evanescentes não serão um problema, pois a

amplitude destes modos decai exponencialmente em x, à medida que o tempo passa.

No entanto, quando o suporte dos dados iniciais está muito próximo do contorno

artificial, podem ocorrer problemas [7, 28].

Analisemos agora um importante caso, onde temos freqüência zero ξ∆x =

ω∆t = η∆y = 0, isto é, κ = z = 1 e η = 0. Esse é o ponto onde dois ramos

da relação de dispersão se cruzam, ou seja, para ξ∆x = ω∆t = η∆y ≈ 0, (2.10)

implica ω2 ≈ ξ2 + η2, e assim η ≈ ±
√

ω2 − ξ2 = ±√reiθ/2, onde (ω2 − ξ2) é um

número complexo z = reiθ. Logo, para θ = 0 temos η ≈ √
r, mas para θ = 2π temos

η ≈ −√r, e assim temos um ponto de ramificação em z = 0. Por um lado temos

ondas refletidas, e por outro ondas incidentes. O caso κ = z = 1 corresponde então

às ondas refletidas e incidentes ao mesmo tempo. Se a condição de contorno aniquila

as ondas incidentes para κ = z = 1, isto é, B(1, 1) = 0, então ela também aniquila as

ondas refletidas, e a condição (3.83) é violada. Por outro lado, se (3.83) é satisfeita

para κ = z = 1, então nesse ponto o coeficiente de reflexão satisfaz |R| = 1, e assim

existe uma total reflexão na freqüência zero.
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O rótulo autovalor generalizado é algumas vezes associado com situações onde

uma condição de contorno permite ondas refletidas para |z| = 1, como no presente

caso. Segundo Trefethen [48] e Higdon [32], os autovalores generalizados podem

causar leves instabilidades, consistindo de ondas irradiando espontaneamente para

o interior do domı́nio. Deste modo, os autovalores generalizados (onde B(1, 1) = 0)

não impedem de encontrarmos condições de contorno absorventes efetivas.

3.3.2 Condições de contorno discretas

Descreveremos aqui duas classes de condições de contorno absorventes dis-

cretas, discutidas por Higdon em [32], que o conduziram à condições de contorno

anaĺıticas, consistentes com as discretas. Para cada classe, verificaremos sua for-

mulação, propriedades de estabilidade e reflexão, e consistência com condições de

contorno anaĺıticas.

3.3.2.1 Método das médias

A primeria classe de condições de contorno absorventes discutidas por Higdon

[32] são definidas por

[
I −

(
I + Z−1

2

)(
I + K

2

)]p

un+1
0,m = 0 (3.84)

onde p é um inteiro positivo, e K e Z são os operadores shift definidos em (3.76).

Para o caso p = 1 temos

(
I − I + K + Z−1 + KZ−1

4

)
un+1

0,m = 0,

e, multiplicando tudo por 4/3, obtemos

un+1
0,m =

1

3
(un+1

1,m + un
0,m + un

1,m).
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Uma motivação para essa forma da condição de contorno é dada pelo seguinte.

Queremos uma condição de contorno do tipo

A(K, Z−1)un+1
0,m

tal que a magnitude do coeficiente de reflexão seja a menor posśıvel, e que possamos

manter a estabilidade. Também queremos que A(κ, z−1) = 1 enquanto κ = −1 ou

z = −1. Isso significaria que o operador A(K, Z−1) é o operador identidade para os

modos parasitas [46]. Esses modos são funções dente-de-serra com respeito ao espaço

e ao tempo, artificialmente gerados pelo método numérico, cujas freqüências ficam

próximas aos extremos ξ = ± π
∆x

e/ou ω = ± π
∆t

. É comum que tais modos tenham

velocidade de grupo com sinal oposto do que é fisicamente correto. De um modo

geral, queremos garantir que os modos parasitas não possam, “involutariamente”,

satisfazer a condição de contorno homogênea e assim gerar instabilidades.

Observe que, para ω∆t = ±π temos cos ω∆t = −1 e sen ω∆t = 0,e assim

1 + z−1 = 0. Similarmente, para ξ∆x = ±π, temos cos ξ∆x = −1 e sen ξ∆x = 0,

e assim 1 + κ = 0. Logo, para este caso, temos (1 + z−1)(1 + κ) = 0. Para o caso

ξ∆x = ω∆t = 0 temos κ = z = 1, e deste modo

(
1 + z−1

2

)(
1 + κ

2

)
= 1.

Assim, definindo

P (κ, z−1) =

(
1 + z−1

2

)(
1 + κ

2

)
, (3.85)

e

A(κ, z−1) = 1− P (κ, z−1), (3.86)

temos a condição desejada. O correspodente operador diferença A(K, Z−1) fornece

(3.84) para p = 1. O método de alta ordem em (3.84) é obtido usando o operador

A(K, Z−1)p.

Segundo Higdon [32], podeŕıamos usar z no lugar de z−1 e/ou κ−1 no lugar de

κ, mas, entretanto, isso poderia complicar a implementação. Com relação à qualquer
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ponto da fronteira dado, precisamos ter shifts para trás no tempo e para frente no

espaço, de modo que a condição de contorno use valores da solução que já foram

calculados pelo computador.

Proposição 3.4. O método (3.84) satisfaz o critério de estabilidade (3.83),

A(κ, z−1)p 6= 0, para |z| ≥ 1, |κ| ≤ 1,

com a exceção que A(1, 1) = 0.

Prova. O fator z em P (κ, z−1) satisfaz
∣∣∣∣
1 + z−1

2

∣∣∣∣ < 1

para |z| ≥ 1, exceto quando z = 1. (Considere vetores no plano complexo, esten-

dendo de −1 a z−1, conforme Figura (3.2)).

z

z-1

1-1

1+z-1

Figura 3.2: Vetor 1 + z−1

Note que sempre temos
∣∣∣∣
1 + z−1

2

∣∣∣∣ ≤
1 + |z−1|

2
.

No entanto, a igualdade ocorre se e somente se |1 + z−1| = 1 + |z−1|, ou seja, se e

somente se

|1 + (cos ω∆t− i sen ω∆t)|2 = (1 + | cos ω∆t− i sen ω∆t|)2
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⇐⇒ (1 + cos ω∆t)2 + sen2 ω∆t = 4 ⇐⇒ cos ω∆t = 1 ⇐⇒ ω∆t = ±2nπ ⇐⇒ z = 1

Um argumento similar vale para o fator κ. Logo, |P (κ, z−1)| < 1 enquanto

|z| ≥ 1 e |κ| ≤ 1, exceto quando z = κ = 1. Comparando com (3.86), temos

|A(κ, z−1)| = |1− P (κ, z−1)| ≤ 1 + |P (κ, z−1)| < 2,

exceto quando z = κ = 1. Deste modo, para o método de alta ordem (3.84), temos

|A(κ, z−1)|p < 2p 6= 0

exceto quando z = κ = 1, ou seja, A(1, 1) = 0. ¤

O caso excepcional A(1, 1) = 0 significa que existe um autovalor generalizado

correspondente à freqüência zero, conforme visto na seção 3.3.1.

Agora consideraremos os coeficientes de reflexão para (3.84). De acordo com

(3.82) e (3.84)-(3.86), eles são dados por

Rp(η, z) = −A(κ2, z
−1)p

A(κ1, z−1)p
= −

(
A(κ2, z

−1)

A(κ1, z−1)

)p

= −(−R1(η, z))p. (3.87)

A proposição seguinte aplica-se para todas as ondas oscilatórias admitidas

pelo esquema de diferenças interior, isto é, dos pontos interiores da malha, mas não

exatamente aquelas que são bem resolvidas pela malha.

Proposição 3.5. Se |z| = |κ1| = |κ2| = 1 e z 6= 1, então o coeficiente de reflexão

para o caso p = 1 satisfaz |R1(η, z)| < 1, exceto quando κ1 = κ2 = 1 ou κ2 = κ1 =

−1.

Prova. Seja z = eiω∆t e κj = eiξj∆x, com j = 1, 2. Conforme a Figura (2.3), ω∆t e

ξ∆x têm sinais opostos para ondas refletidas e sinais iguais para ondas incidentes.

Assim, arg z−1 e arg κ1 têm o mesmo sinal, e arg z−1 e arg κ2 têm sinais opostos.

Além disso, a simetria da relação de dispersão (2.10) implica que arg κ2 = − arg κ1.
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Vejamos, para ω e η fixos, pela relação (2.10),

(
sen

ξ∆x

2

)2

= f̃(ω, η, ∆t, ∆x, ∆y)

ou seja,

sen
ξ∆x

2
= ±

√
f̃(ω, η, ∆t, ∆x, ∆y).

Supondo, sem perda de generalidade, que ω > 0, ao tomarmos ξ < 0 temos que

sen ξ1∆x
2

= −
√

f̃(ω, η, ∆t, ∆x, ∆y), e para ξ > 0 temos sen ξ2∆x
2

=
√

f̃(ω, η, ∆t, ∆x, ∆y).

Logo ξ2 = −ξ1, isto é, arg κ2 = − arg κ1.

Observe agora que |1 + κ1| = |1 + κ2|, ou seja,

|1 + eiξ1∆x|2 = |1 + e−iξ1∆x|2.

Segue que os produtos

P (κ1, z
−1) =

(
1 + z−1

2

)(
1 + κ1

2

)
, P (κ2, z

−1) =

(
1 + z−1

2

)(
1 + κ2

2

)
,

têm o mesmo módulo. Contudo, no segundo caso, há um cancelamento parcial

dos argumentos enquanto κ1 6= κ2, visto que arg z−1 e arg κ2 têm sinais opostos

(veja Figura 3.3). Isso não acontece no primeiro caso. Então, P (κ2, z
−1) está mais

próximo de 1 que P (κ1, z
−1), enquanto κ1 6= κ2.

z

1-1

κ2

κ1

Figura 3.3: Posicionamento t́ıpico de z, κ1 e κ2.
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Como |P (κ1, z
−1)| = |P (κ2, z

−1)|, com P (κ2, z
−1) mais próximo de 1, temos

|1− P (κ2, z
−1)| < |1− P (κ1, z

−1)|.

Assim, pela definição (3.86) e (3.87), temos

|R1(η, z)| = |A(κ2, z
−1)|

|A(κ1, z−1)| =
|1− P (κ2, z

−1)|
|1− P (κ1, z−1)| < 1

enquanto κ1 6= κ2. ¤

Note que, pela Figura 2.3, a hipótese z 6= 1 implica η 6= 0, e se ξ∆x = 0 então

a componente x da velocidade de grupo é zero para tais modos. Além disso, se

ξ∆x = ±π então a componente x da velocidade de grupo para tais modos também

é zero. Deste modo, o caso excepcional na proposição (3.5) é de leve conseqüência,

pois esses modos não se propagam para o interior do domı́nio.

Para todos os outros casos, a proposição (3.5) e (3.87) implicam que

|Rp(η, z)| (3.87)
= | − (−R1(η, z))p| = |R1(η, z)|p Prop.

=

(
1

n

)p

para algum n > 1, ou seja, Rp(η, z) → 0 quando p →∞.

A próxima proposição aplica-se somente para aquelas ondas que são bem re-

solvidas pela malha.

Proposição 3.6. O coeficiente de reflexão Rp(η, z) para (3.84) satisfaz

Rp(η, z) = −
(

λ− cos θ

λ + cos θ

)p

+O(ω∆t)2. (3.88)

Aqui, λ = ∆t/∆x, e θ é o ângulo de incidência medido com relação à incidência

normal.

Prova. De acordo com (3.87) e (3.84), o coeficiente de reflexão é dado por

Rp(η, z) = −
[
1− 1

2
(1 + z−1)1

2
(1 + κ2)

1− 1
2
(1 + z−1)1

2
(1 + κ1)

]p

.
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Aplicando expansões em séries de Taylor para z = exp(iω∆t) e κj = exp(iξj∆x),

com j = 1, 2, temos

1 + z−1 = 1 +
∞∑

n=0

(−iω∆t)n

n!
= 2 + (−iω∆t) +

(−iω∆t)2

2!
+ . . .

e

1 + κj = 1 +
∞∑

n=0

(iξj∆x)n

n!
= 2 + (iξj∆x) +

(iξj∆x)2

2!
+ . . .

Multiplicando os termos temos

(1 + z−1)(1 + κj) = 4 + 2(iξj∆x) + (iξj∆x)2 +
2

3!
(iξj∆x)3 + . . .

+ 2(−iω∆t) + (−iω∆t)(iξj∆x) +
1

2!
(−iω∆t)(iξj∆x)2 + . . .

+ (−iω∆t)2 +
1

2!
(−iω∆t)2(iξj∆x) +

1

2!2!
(−iω∆t)2(iξj∆x)2 + . . .

+
2

3!
(−iω∆t)3 +

1

3!
(−iω∆t)3(iξj∆x) +

1

2!3!
(−iω∆t)3(iξj∆x)2 + . . .

e por conseqüência

1− 1

4
(1 + z−1)(1 + κj) =

1

2
(iω∆t− iξj∆x)

− 1

4

[
(iξj∆x)2 + (−iω∆t)(iξj∆x) + (−iω∆t)2

]

− 1

8

[
(−iω∆t)(iξj∆x)2 + (−iω∆t)2(iξj∆x)

]

− . . .

=
1

2
(iω∆t− iξj∆x)−

∞∑
n=2

n∑
m=0

c(n,m)

m!(n−m)!
(−iω∆t)n−m(iξj∆x)m

Tomando λ = ∆t/∆x, podemos simplificar essa equação, de modo que

(−iω∆t)n−m(iξj∆x)m = (−1)n−minξm
j ωn−m(∆t)n−m(∆x)m

= (−1)n−minξm
j ωn−m(∆t)nλ−m

= (−1)n−minξm
j

ωmλm

(ω∆t)n

= (−1)nin
(−ξj

ωλ

)m

(ω∆t)n
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e assim temos

1− 1

4
(1 + z−1)(1 + κj) =

1

2
i∆x(λω − ξj)−

∞∑
n=2

(−1)nin(ω∆t)n

n∑
m=0

(
− ξj

ωλ

)m
c(n,m)

m!(n−m)!

=
1

2
i∆x(λω − ξj) +

∞∑
n=2

(−1)n+1 in

n!
(ω∆t)n

n∑
m=0

c(n,m)

(
− ξj

ωλ

)m(
n

m

)

O segundo somatório da expressão acima pode ser definido como uma função

que só depende de n e j, Dn,j, e assim

1− 1

4
(1 + z−1)(1 + κj) =

1

2
i∆x(λω − ξj) +

∞∑
n=2

(−1)n+1 in

n!
Dn,j(ω∆t)n

e ainda podemos definir a quantidade (−1)n+1in(n!)−1Dn,j como uma função En,j.

Dessa forma, para j = 1, 2, temos

1− 1
4
(1 + z−1)(1 + κ2)

1− 1
4
(1 + z−1)(1 + κ1)

=
1
2
i∆x(λω − ξ2) +

∑∞
n=2 En,2(ω∆t)n

1
2
i∆x(λω − ξ1) +

∑∞
n=2 En,1(ω∆t)n

Chamando as quantidades 1
2
i∆x(λω − ξj) por aj, dividindo os polinômios,

obtemos
a2

a1

+
E2,2 − a2

a1
E2,1

a1

(ω∆t)2 + . . .

Por fim, temos que

[
1− 1

4
(1 + z−1)(1 + κ2)

1− 1
4
(1 + z−1)(1 + κ1)

]p

=

(
λω − ξ2

λω − ξ1

+O(ω∆t)2

)p

Expandindo o segundo termo obtemos

(
p

0

)(
λω − ξ2

λω − ξ1

)p

+

(
p

1

)(
λω − ξ2

λω − ξ1

)p−1

(O(ω∆t)2) + . . . +

(
p

p

)
(O(ω∆t)2)p

e assim [
1− 1

4
(1 + z−1)(1 + κ2)

1− 1
4
(1 + z−1)(1 + κ1)

]p

=

(
λω − ξ2

λω − ξ1

)p

+O(ω∆t)2

Logo

Rp(η, z) = −
(

λω − ξ2

λω − ξ1

)p

+O(ω∆t)2 (3.89)
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A relação de dispersão (2.10) e a fórmula (2.11) para velocidade de grupo

implicam que ξ2/ω ≈ cos θ e ξ1/ω ≈ − cos θ. De fato, derivando (2.10) com relação

a ξ e η, respectivamente, obtemos

sen

(
ω∆t

2

)
cos

(
ω∆t

2

)
∂ω

∂ξ
= α sen

(
ξ∆x

2

)
cos

(
ξ∆x

2

)
(3.90)

sen

(
ω∆t

2

)
cos

(
ω∆t

2

)
∂ω

∂η
= β sen

(
η∆y

2

)
cos

(
η∆y

2

)
(3.91)

onde α = c2

2
∆t2

∆x
e β = c2

2
∆t2

∆y
. Utilizando a relação trigonométrica sen 2θ = 2 sen θ cos θ,

podemos reescrever (3.90) e (3.91) como

sen (ω∆t)
∂ω

∂ξ
= α sen (ξ∆x) (3.92)

sen (ω∆t)
∂ω

∂η
= β sen (η∆y) (3.93)

Elevando ao quadrado e somando os termos de (3.92) e (3.93) obtemos

sen2 (ω∆t)|v|2 = α2 sen2 (ξ∆x) + β2 sen2 (η∆y),

onde |v| =
√

(∂ω/∂ξ)2 + (∂ω/∂η)2. Suponhamos, sem perda de generalidade, que

sen (ω∆t) > 0, ou seja, ω > 0. Assim

sen (ω∆t)|v| =
√

α2 sen2 (ξ∆x) + β2 sen2 (η∆y) (3.94)

Podemos reescrever (3.92) e (3.93) da forma

sen (ω∆t)

(
−∂ω

∂ξ
,−∂ω

∂η

)
= (−α sen (ξ∆x),−β sen (η∆y)) (3.95)

Como v = |v|(cos θ, sen θ), e por (3.94) e (3.95), temos

sen (ω∆t)(−|v|(cos θ, sen θ)) =

√
f̃

(−α sen (ξ∆x)√
f̃

,
−β sen (η∆y)√

f̃

)
,

onde

f̃ = f̃(ξ, η, ∆x, ∆y, ∆t) = α2 sen2 (ξ∆x) + β2 sen2 (η∆y)
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Deste modo,

− cos θ =
−α sen (ξ∆x)√

α2 sen2 (ξ∆x) + β2 sen2 (η∆y)
(3.96)

− sen θ =
−β sen (η∆y)√

α2 sen2 (ξ∆x) + β2 sen2 (η∆y)
(3.97)

Agora, observe que (2.10) implica ω2 ≈ ξ2 +η2 quando as quantidades ∆t, ∆x,

∆y são suficientemente pequenas. Logo

cos θ ≈ ξ√
ξ2 + η2

=
ξ

|ω|

Lembremos da hipótese de que ω > 0. Assim, se ξ > 0 temos ondas incidentes,

ou seja,
ξ2

ω
≈ cos θ,

e se ξ < 0 temos ondas refletias, ou seja,

ξ1

ω
≈ − cos θ.

Assim, (3.89) implica (3.88). ¤

A proposição 3.6 implica que a reflexão é essencialmente zero quando cos θ = λ

e |ω∆t| é pequeno. Se

∣∣∣∣arg

(
1 + z−1

2

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣arg

(
1 + κ2

2

)∣∣∣∣, (3.98)

então P (κ2, z
−1) é real. Se, além disso, z e κ2 estão próximos de 1, então P (κ2, z

−1)

está mais próximo de 1 que P (κ1, z
−1), e a reflexão é essencialmente zero. Mas

(3.98) é equivalente a dizer que arg z−1 = arg κ2, ou ω∆t = ξ2∆x. Então, nesse

caso, cos θ ≈ λ.

A próxima proposição diz respeito à consistência da condição de contorno

discreta em relação à condição de contorno anaĺıtica. Dizemos que um esquema
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em diferenças finitas P (j∆x, n∆t)un
j = f é consistente com a EDP Lu = f se, e

somente se, para toda u(x, t) suave,

lim
∆x→0
∆t→0

P (j∆x, n∆t)un
j = Lu

∣∣∣∣x=x0
t=t0

,

de modo que a convergência seja pontual em cada ponto da malha [42].

Proposição 3.7. O método (3.84) é consistente com a condição de contorno anaĺıtica
(

λ
∂

∂t
− ∂

∂x

)p

u = 0. (3.99)

Prova. Primeiramente, afirmamos que (3.84) é consistente com
[

∆t

∆x

(
I − Z−1

∆t

)
−

(
I + Z−1

2

)(
K − I

∆x

)

︸ ︷︷ ︸
Λ

]p

un+1
0,m = 0, (3.100)

por exemplo. De fato, temos que

Λ =
1

∆x

[
(I − Z−1)−

(
I + Z−1

2

)
(K − I)

]

=
1

∆x

[
(I − Z−1)−

(
I + Z−1

2

)(
K − I − K

2
+

3I

2
+

K

2
− 3I

2

)]

=
1

∆x

[
(I − Z−1)−

(
I + Z−1

2

)(
I + K

2

)
−

(
I + Z−1

2

)(
K − 3I

2

)]

=
1

∆x

[
I −

(
I + Z−1

2

)(
I + K

2

)
− Z−1 − K

4
+

3I

4
− Z−1K

4
+

3Z−1

4

]

=
1

∆x

[
I −

(
I + Z−1

2

)(
I + K

2

)
−Z−1

4
− K

4
+

3I

4
− Z−1K

4︸ ︷︷ ︸
4N

]

Denotemos (−Z−1 − K + 3I − Z−1K) = N . Como λ = ∆t/∆x é constante, ao

fazermos ∆x → 0, temos ∆t = λ∆x → 0. Assim, para y0 fixo,

Nvn+1
j,m = −vn

j,m − vn+1
j+1,m + 3vn+1

j,m − vn
j+1,m

= − (vn
j,m + vn

j+1,m)︸ ︷︷ ︸
(1)

+ (−vn+1
j+1,m + 3vn+1

j,m )︸ ︷︷ ︸
(2)

Ao fazermos n∆t = t0 e j∆x = x0,

(1) → −2v(t0, x0, y0) quando ∆x → 0
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(2) → 2v(t0 + ∆t, x0, y0) quando ∆x → 0

Como ∆t → 0 também, (1) + (2) → 0. Logo Nvn+1
j,m → 0 quando ∆x → 0 e ∆t → 0,

para y0 fixo. Assim, provamos a primeira afirmação.

Afirmamos agora que (3.100) é consistente com (3.99). De fato, ao fazermos

∆x → 0, e por conseqüência ∆t → 0, temos que

(
I + Z−1

2

)
un+1

0,m =
un+1

0,m + un
0,m

2
≈ un

0,m

e como (
K − I

∆x

)
un+1

0,m =
un+1

1,m − un+1
0,m

∆x

temos (
I + Z−1

2

)(
K − I

∆x

)
un+1

0,m ≈ ∂u

∂x

Além disso, como (
I − Z−1

∆t

)
un+1

0,m =
un+1

0,m − un
0,m

∆t
≈ ∂u

∂t

e λ = ∆t/∆x, provamos a segunda afirmação, o que conclui a demonstração. ¤

Em [32], Higdon afirma que, em outros problemas hiperbólicos, podeŕıamos

fazer algumas modificações no operador (3.86) a fim de dominar indesejáveis ondas

parasitas. Por exemplo, para dominar os modos parasitas correspondentes a κ = −1

e z = 1, podeŕıamos usar o operador definido por

1−
(

1 + z−1

2

)(
1− κ

2

)
.

A função é zero para κ = −1, z = 1. No entanto, a função é igual a 1 para κ = 1 e

para κ = z = −1, de modo que o operador é “desligado” longe do modo em questão.

Variações similares podem ser usadas para modos parasitas para κ = 1 e z = −1 ou

κ = z = −1.
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3.3.2.2 Método da extrapolação espacial-temporal

Consideremos agora as seguintes condições de contorno

(I − Z−1K)pun+1
0,m = 0. (3.101)

Aqui, p é um inteiro positivo.

∆x ∆x ∆x

n+1

n

n-1

∆t

∆t

u1

u2

(

(

Figura 3.4: Stencil para o caso p = 2.

Por exemplo, para o caso p = 1 temos un+1
0,m = un

1,m. Para o caso p = 2 (veja

Figura 3.4),

u(x, y0, t) =
x− x2

x1 − x2

u1 +
x− x1

x2 − x1

u2

Assim

un+1
0,m =

−2∆x

−∆x
un

1,m +
−∆x

∆x
un−1

2,m

logo

un+1
0,m = 2un

1,m − un−1
2,m

Os stencils são diagonais no plano (x, t).

Algumas propriedades de operadores diferenciais e polinômios de interpolação

implicam que essas condições de contorno são verdadeiros polinômios de extra-

polação. Por exemplo, quando p = 2, a condição de contorno ajusta um função

linear para os valores un
1,m e un−1

2,m , que é utilizada para obter um valor aproximado
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para un+1
0,m (veja Figura 3.4). O caso p = 2 pode ser considerado como uma extra-

polação linear no espaço e no tempo. Observe que, para p > 2, a extrapolação não

será linear.

Primeiramente, faremos uma análise de estabilidade. Seja Sp(K,Z−1) deno-

tando o operador (I − Z−1K)p usado em (3.101).

Proposição 3.8. O método de extrapolação espacial-temporal de ordem p satisfaz

o critério de estabilidade (3.83), com a excessão que Sp(1, 1) = 0.

Prova. Primeiramente, suponhamos |z| > 1 e |κ| < 1. Então |z−1κ| < 1, e assim

1− z−1κ 6= 0.

Agora, consideremos o caso limite |z| → 1. Se nesse caso |κ| < 1, então

|z−1κ| < 1 como antes. De outro modo, consideremos |κ| → 1. De acordo com os

comentários feitos após (3.83), esse κ deve ser κ1 ao invés de κ2. Então precisamos

mostrar que 1− z−1κ1 6= 0, ou ω∆t 6= ξ1∆x. Mas para as ondas que se movem para

o interior do domı́nio, ω∆t e ξ1∆x têm sinais opostos, exceto quando ω∆t = ξ∆x =

η∆y = 0, o que implica que Sp(1, 1) = 0 (Veja a Figura 3.2). Assim, conclúımos a

demonstração. ¤

Agora, consideremos os coeficientes de reflexão para as condições de contorno

(3.101). Eles são dados por

RST
p (η, z) = −(1− z−1κ2)

p

(1− z−1κ1)p
= −

(
z − κ2

z − κ1

)p

(3.102)

Proposição 3.9. Supomos que |z| = |κ1| = |κ2| = 1 e z 6= 1. Então

|RST
p (η, z)| < 1,

exceto quando κ1 = κ2 = 1 ou κ1 = κ2 = −1.

Prova. Um t́ıpico posicionamento de z, κ1 e κ2 no ćırculo unitário é indicado na

Figura 3.3.
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Fica claro que |z − κ2| < |z − κ1| exceto quando κ1 e κ2 coincidem, ou seja,

quando κ1 = κ2 = 1 ou κ1 = κ2 = −1. Logo, por (3.102),

|RST
p (η, z)| =

∣∣∣∣
z − κ2

z − κ1

∣∣∣∣
p

< 1.

¤

Como na proposição 3.5, o caso excepcional é de pouca relevância. Para todos

os outros casos, desde que |z − κ2| < |z − κ1| sempre que κ1 6= κ2, RST
p (η, z) → 0

quando p →∞.

A próxima proposição aplica-se para ondas que são bem resolvidas pela malha.

Proposição 3.10. O coeficiente de reflexão para o método de extrapolação espacial-

temporal de ordem p satisfaz

RST
p (η, z) = −

(
λ− cos θ

λ + cos θ

)p

+O(ω∆t)2,

onde θ é o ângulo de incidência e λ = ∆t/∆x.

Prova. De acordo com (3.87) e (3.101), o coeficiente de reflexão é dado por

RST
p (η, z) = −

[
1− z−1κ2

1− z−1κ1

]p

.

Aplicando expansões em séries de Taylor para z = exp (iω∆t) e κj = exp (iξj∆x),

com j = 1, 2, temos que

z−1κj =

(
1+(−iω∆t)+

(−iω∆t)2

2!
+

(−iω∆t)3

3!
+. . .

)(
1+(iξj∆x)+

(iξj∆x)2

2!
+

(iξj∆x)3

3!
+. . .

)

e

1− z−1κj = −iξj∆x− (iξj∆x)2

2!
+ . . .

− (−iω∆t)− (−iω∆t)(iξj∆x)− 1

2!
(−iω∆t)(iξj∆x)2 − . . .

− 1

2!
(−iω∆t)2 − 1

2!
(−iω∆t)2(iξj∆x)− 1

2!2!
(−iω∆t)2(iξj∆x)2 − . . .

− 1

3!
(−iω∆t)3 − 1

3!
(−iω∆t)3(iξj∆x)− 1

3!2!
(−iω∆t)3(iξj∆x)2 − . . .
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Logo, podemos escrever 1− z−1κj como

i∆x(λω − ξj)−
∞∑

n=2

n∑
m=0

1

m!(n−m)!
(−iω∆t)n−m(iξj∆x)m.

Como vimos na demonstração da proposição (3.6),

(−iω∆t)n−m(iξj∆x)m = (−1)nin
(−ξj

λω

)m

(ω∆t)n

e assim temos que

1− z−1κj = i∆x(λω − ξj) +
∞∑

n=2

(−1)n+1 in

n!
(ω∆t)n

n∑
m=0

(−ξj

λω

)m(
n

m

)

= i∆x(λω − ξj) +
∞∑

n=2

(−1)n+1 in

n!
(ω∆t)n

(
1− ξj

λω

)n

Definindo a quantidade (−1)n+1in(n!)−1(1− ξj/(λω))n por En,j, para j = 1, 2,

temos
1− z−1κ2

1− z−1κ1

=
i∆x(λω − ξ2) +

∑∞
n=2 En,2(ω∆t)n

i∆x(λω − ξ1) +
∑∞

n=2 En,1(ω∆t)n

Chamando as quantidades i∆x(λω− ξj) por aj, dividindo os polinômios, obte-

mos
a2

a1

+
E2,2 − a2

a1
E2,1

a1

(ω∆t)2 + . . .

Por fim, temos

RST
p (η, z) =

(
λω − ξ2

λω − ξ1

+O(ω∆t)2

)p

e analogamente à demonstração da proposição (3.6), obtemos o resultado desejado.

¤

A reflexão é essencialmente zero quando cos θ = λ. Observe que o coeficiente

de reflexão (3.102) é exatamente zero se z = κ2; quando |z| = |κ2| = 1, isso significa

que ω∆t = ξ2∆x, ou ξ2/ω = ∆t/∆x = λ. Para ondas que são bem resolvidas pela

malha, ξ2/ω ≈ cos θ.
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ω∆t = arg z

ξ∆x = arg κπ

π

−π

−π

ω∆t = ξ∆x

ondas 

refletidas

ξ = ξ1

ondas 

incidentes

ξ = ξ2

ondas 

refletidas

ondas 

incidentes

Figura 3.5: Freqüências altas quando |z| = |κ2| = 1.

Proposição 3.11. O método de extrapolação espacial-temporal de ordem p é con-

sistente com a condição de contorno anaĺıtica
(

λ
∂

∂t
− ∂

∂x

)p

u = 0. (3.103)

Prova. O operador (3.101) é consistente, por exemplo, com o operador Euler for-

ward

λ

(
I − Z−1

∆t

)
− Z−1

(
K − I

∆x

)

︸ ︷︷ ︸
ΛEuler

.

De fato, reescrevendo-o temos

ΛEuler =
1

∆x

[
(I − Z−1)− Z−1

(
K − I

∆x

)]

=
1

∆x
[I − Z−1K]

Afirmamos agora que o operador Euler forward é consistente com o operador (3.103).

De fato, (
I − Z−1

∆t

)
un+1

0.m =
un+1

0,m − un
0,m

∆t
≈ ∂u

∂t

e (
K − I

∆x

)
un+1

0.m =
un+1

1,m − un+1
0,m

∆x

o que implica que

Z−1

(
K − I

∆x

)
un+1

0.m =
un

1,m − un
0,m

∆x
≈ ∂u

∂x
.
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O operador (3.101) é consistente também, por exemplo, com o operador Box

scheme

λ

(
I − Z−1

∆t

)(
I + K

2

)
−

(
I + Z−1

2

)(
K − I

∆x

)

︸ ︷︷ ︸
ΛBox

De fato, reescrevendo-o temos

ΛBox =
1

∆x

[
1

2
(I − Z−1)(I + K)− 1

2
(I + Z−1)(K − I)

]

=
1

∆x
[I − Z−1K]

Afirmamos que o operador Box scheme é consistente com o operador (3.103). De

fato, ao fazermos ∆x → 0, e conseqüentemente ∆t → 0, temos que

(
I + Z−1

2

)
un+1

0,m ≈ un
0,m

como na demonstração da proposição (3.7), e

(
I + Z−1

2

)(
K − I

∆x

)
un+1

0,m ≈ ∂u

∂x
.

Temos também que

(
I + K

2

)
un+1

0,m =
un+1

0,m + un+1
1,m

2
≈ un+1

0,m

ou seja, o operador identidade, e assim

(
I − Z−1

∆t

)(
I + K

2

)
un+1

0,m ≈ ∂u

∂t
.

Logo, provamos a afirmação, e conclúımos a demosntração. ¤

3.3.3 Generalização para ângulos arbitrários de incidência

Vimos que as condições de contorno discretas discutidas nas seções 3.3.2 e 3.3.3

são consistentes com as condições de contorno anaĺıticas da forma

(
λ

∂

∂t
− ∂

∂x

)p

u = 0
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A razão ∆t/∆x = λ é o cosseno do ângulo de melhor absorção. Isso sugere que

podeŕıamos usar (
(cos α)

∂

∂t
− ∂

∂x

)
u = 0 (3.104)

para aniquilar ondas propagando-se num ângulo de incidência ±α, e que a versão

de ordem arbitrária, dada por

p∏
j=1

(
(cos αj)

∂

∂t
− ∂

∂x

)
u = 0 (3.105)

pode perfeitamente absorver ondas de ângulos de incidência ±α1, . . . ,±αp. (Aqui

|αj| < π/2, para todo j). Agora consideraremos problemas anaĺıticos ao invés de

aproximações discretas.

Podemos interpretar as condições de contorno (3.104) e (3.105) da seguinte

forma. Considere uma onda plana da forma

u(x, y, t) = f(x cos α + y sen α + t)

onde f é alguma função dada. Essa onda move-se para fora do domı́nio x > 0

num ângulo de incidência ±α, para 1 ≤ j ≤ m. Essa onda satisfaz (3.104), e, em

particular, a condição de contorno (∂/∂t − ∂/∂x)u = 0 é compat́ıvel com ondas

incidentes movendo-se na incidência normal (Veja proposição 3.13). Similarmente,

uma combinação linear de ondas planas movendo-se para fora do domı́nio x > 0,

com ângulos de incidência ±α1, . . . ,±αp, satisfaria exatamente a versão de ordem

arbitrária (3.105).

Proposição 3.12. O coeficiente de reflexão para (3.105) é dado por

−
p∏

j=1

(
cos αj − cos θ

cos αj + cos θ

)
(3.106)

onde θ é o ângulo de incidência

Prova. Considere uma combinação linear de uma onda refletida e de uma onda

incidente

c1e
i(ξ1x+ηy+ωt) + c2e

i(ξ2x+ηy+ωt).
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Inserindo-a na condição (3.105) obtemos

0 =

p∏
j=1

(
(cos αj)

∂

∂t
− ∂

∂x

)
(c1e

i(ξ1x+ηy+ωt) + c2e
i(ξ2x+ηy+ωt))

=

p∏
j=1

(
(cos αj)

∂

∂t
− ∂

∂x

)
(c1e

i(ξ1x+ηy+ωt) +

p∏
j=1

(
(cos αj)

∂

∂t
− ∂

∂x

)
c2e

i(ξ2x+ηy+ωt))

=

p∏
j=1

(
(cos αj)c1iωei(ξ1x+ηy+ωt) − c1iξ1e

i(ξ1x+ηy+ωt)

)

+

p∏
j=1

(
(cos αj)c2iωei(ξ2x+ηy+ωt) − c2iξ2e

i(ξ2x+ηy+ωt)

)

o que implica que

−
p∏

j=1

(
(cos αj)iω − iξ2

)
c2e

i(ξ2x+ηy+ωt) =

p∏
j=1

(
(cos αj)iω − iξ1

)
c1e

i(ξ1x+ηy+ωt)

logo

c1e
i(ξ1x+ηy+ωt)

c2ei(ξ2x+ηy+ωt)
= −

−∏p
j=1

(
(cos αj)iω − iξ2

)

−∏p
j=1

(
(cos αj)iω − iξ1

) = −
p∏

j=1

(
(cos αj)iω − iξ2

(cos αj)iω − iξ1

)

Como c1 é a amplitude da onda refletida e c2 é a amplitude da onda incidente,

por (3.82),

R = −
p∏

j=1

(
(cos αj)iω − iξ2

(cos αj)iω − iξ1

)

Usando o fato de que ξ2/ω ≈ cos θ e ξ1/ω ≈ − cos θ (como demosntrado na proposição

(3.6)) temos

R = −
p∏

j=1

(
cos αj − cos θ

cos αj + cos θ

)
.

¤

O valor absoluto de cada fator em (3.106) é menor que 1, exceto quando

θ = π/2. Segundo Higdon [32], essa exceção não tem nenhuma conseqüência, visto

que esse caso corresponde à incidência tangencial. Os modos correspondentes não
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se propagam para o interior do domı́nio. Para maiores detalhes sobre os modos

tangenciais, veja [33].

Proposição 3.13. A condição de contorno de Engquist e Majda de ordem p é

equivalente a (
∂

∂t
− ∂

∂x

)p

u = 0 (3.107)

ou seja, αj = 0 para todo j.

Prova. As condições de contorno de Engquist e Majda de ordem p [12], são dadas

recursivamente por (3.23). Considere a mudança x̃ = −x em (3.107), de modo que

temos (
∂

∂t
+

∂

∂x̃

)p

u = 0. (3.108)

Quando p = 1, temos que (3.108) é equivalente a condição de contorno de

primeira ordem em (3.23). Quando p = 2, (3.108) é da forma

utt + 2utx̃ + ux̃x̃ = 0.

Mas por (2.3), ux̃x̃ = utt− uyy, e então a condição de contorno pode ser reescrita da

forma

2utt + 2utx̃ − uyy = 0

que é equivalente a condição de contorno de segunda ordem em (3.23). Similarmente,

quando p = 3, (3.108) é da forma

2uttt + 4uttx̃ − 4utyy − ux̃yy + 2utx̃x̃ = 0

que por (2.3) pode ser reescrita da forma

4uttt + 4uttx̃ − 3utyy − ux̃yy = 0.
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Assim, por indução em p, lembrando de (3.40), temos

Bp =
∂

∂t
Bp−1 − 1

4

∂2

∂y2
Bp−2

=
∂

∂t

1

2p−2

(
∂

∂t
+

∂

∂x̃

)p−1

− 1

4

∂2

∂y2

1

2p−3

(
∂

∂t
+

∂

∂x̃

)p−2

=
1

2p−2

(
∂

∂t
+

∂

∂x̃

)p−2[
∂

∂t

(
∂

∂t
+

∂

∂x̃

)
− 1

2

∂2

∂y2

]

=
1

2p−2

(
∂

∂t
+

∂

∂x̃

)p−2

B2

=
1

2p−2

(
∂

∂t
+

∂

∂x̃

)p−2
1

2

(
∂

∂t
+

∂

∂x̃

)2

=
1

2p−1

(
∂

∂t
+

∂

∂x̃

)p

Voltando à variável original, temos

1

2p−1

(
∂

∂t
− ∂

∂x

)p

u = 0,

que é equivalente a (3.107). ¤

O coeficiente de reflexão para (3.107) é

−
(

1− cos θ

1 + cos θ

)p

,

conforme (3.106). Esse coeficiente de reflexão tem um zero de multiplicidade 2p em

θ = 0, enquanto o coeficiente para (3.105) tem zeros em ±α1, . . . ,±αp. A forma

geral (3.105), assim, permite um espalhamento de zeros e, desse modo, amplia a

variação de ângulos onde o coeficiente de reflexão é pequeno.

Usando o método de energia padrão, é posśıvel mostrar que a condição de

primeira ordem (3.104) é bem posta [25]. Para o caso mais geral, (3.105), usamos

o critério de estabilidade de Kreiss [38]. Esse critério é análogo ao critério (3.83)

usado anteriormente para aproximações em diferenças finitas.



80

Seguindo Higdon [32], o critério pode ser descrito da seguinte maneira. De-

notemos uma condição de contorno homogênea envolvendo derivadas em x, t por

B(∂/∂x, ∂/∂t)u = 0, (3.109)

onde B é um polinômio em duas variáveis. Considere soluções de (2.3) da forma

eγx+iηy+st (3.110)

onde γ e s são números complexos, Re(s) ≥ 0 e Re(γ) ≤ 0. As variáveis duais

devem satisfazer s2 = γ2 + (iη)2. O critério de estabilidade é

B(γ, s) 6= 0 Re(s) ≥ 0. (3.111)

O valor de γ para Re(s) = 0 é definido como sendo o limite dos valores de γ

correspondente a Re(s) > 0.

Consideremos dois casos:

(1) Suponhamos que Re(s) > 0, Re(γ) < 0, e (3.110) satisfaz a condição de

contorno (3.109). Os modos

ec[γx+iηy+st]

também são soluções de PVIC, para todo c. (Isso requer que os vários termos

da condição de contorno tenham o mesmo grau total, como é o caso de (3.105).)

Quando c →∞ essas soluções crescem exponencialmente em t, cada vez mais, mas

ainda mantêm norma finita em x, pois Re(γ) < 0. O PVIC seria então fortemente

mal-posto (veja a proposição 3.1). A condição (3.111) garante que esses modos são

exclúıdos.

(2) Considere agora o limite Re(s) → 0, isto é, s → iω. Se Re(γ) → 0 também

(isto é, γ → iξ), então o valor limitante deve ser iξ1 ao invés de iξ2 [33]. Como

vimos na seção 3.3.1, esses modos devem ser evitados por satisfazerem a condição de

contorno espontaneamente, sem qualquer simulação de ondas incidentes ou funções

forçantes na condição de contorno. Equivalentemente, a condição (3.111) permite
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resolver para ondas refletidas em termos de ondas incidentes, desde que B(iξ1, iω) é

o denominador do coeficiente de reflexão [33]. A condição (3.111) também exclui os

modos evanescentes para os quais Re(γ) < 0.

Proposição 3.14. Se |αj| < π/2 para todo j, então as condições de contorno

(3.105) satisfazem o critério (3.111), com a exceção que B(0, 0) = 0.

Prova. Seja B(∂/∂x, ∂/∂t)u = 0 denotando a condição de contorno (3.105). Então

B(γ, s) =

p∏
j=1

((cos αj)s− γ). (3.112)

Aqui cos αj > 0 para todo j.

Se Re(s) > 0 e Re(γ) < 0, então cada um dos fatores em (3.112) é não nulo.

Considere agora o caso em que Re(s) = 0. Se Re(γ) < 0, então ainda cada

fator em (3.112) é não nulo. Se Re(γ) = 0, então γ = iξ1 (onda refletida), e um

fator de (3.112) pode ser escrito como

(cos αj)iω − iξ1.

Mas ω e ξ1 têm sinais opostos (veja Figura 2.1, e a demonstração da proposição

3.6), então cada fator em (3.112) é não nulo, exceto quando ω = ξ1 = 0. Isso dá a

conclusão desejada. ¤

O caso excepcional significa que ainda temos um autovalor generalizado cor-

respondente à freqüência zero. Na notação usada para o problema discreto, esse é o

caso onde κ = z = 1.

A prova dessa proposição mostra que se uma condição de contorno pode ser

fatorada dentro da forma (3.105), então sua análise de estabilidade reduz-se a uma

análise de operadores unidimensionais de primeira ordem. Assuntos relacionados à

implementação da condição de contorno (3.105) e à escolha de ângulos αj conve-

nientes, são abordados por Higdon em [32, 34].
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3.3.4 Teorema da fatorização

Supomos que a condição de contorno tem a forma

P (∂/∂x, ∂/∂t)u = 0 (3.113)

onde P é um polinômio real no qual os termos têm o mesmo grau total. A homo-

geneidade significa que P pode ser fatorado dentro da forma

∏
j

Qj(∂/∂x, ∂/∂t) (3.114)

onde cada Qj é linear ou uma forma quadrática real irredut́ıvel. Nossa pretenção é

caracterizar esses fatores Qj.

Proposição 3.15. A condição de contorno (3.113), (3.114), cada uma

(1) fatora-se dentro da forma (3.105), ou

(2) viola o critério de estabilidade (3.111), ou

(3) não é ótima, no sentido de que é posśıvel modificar os coeficientes em pelo

menos um dos Qj e então reduzir a magnitude do coeficiente de reflexão.

Prova. O critério de estabilidade (3.111) é equivalente a Qj(γ, s) 6= 0 para todo j,

e o coeficiente de reflexão é dado por

−
∏

j

Qj(iξ2, iω)

Qj(iξ1, iω)

conforme a demonstração da proposição (3.12). Podemos então analisar os fatores

individualmente. Um fator Qj tem a forma

(I) b∂/∂t− ∂/∂x, onde b é real, ou

(II) quadrática real irredut́ıvel.

Primeiramente, consideremos o caso (I).
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Se 0 < b ≤ 1, então Q tem a forma de uma fator em (3.105), com cos α =

b, visto que a forma (3.105) pode absorver perfeitamente ondas com ângulos de

incidência |αj| < π/2, para todo j.

Se −1 ≤ b < 0, então Q permite ondas refletidas de ângulos cos−1 b (veja, por

exemplo, a Figura 2.1 e a demonstração da proposição 3.6). Isso é uma forma de

instabilidade.

O caso b < −1 corresponde à instabilidades exponenciais. Considere

s =
|η|√
b2 − 1

e γ = sb.

A relação de dispersão s2 = γ2 + (iη)2 é satisfeita. Logo existem soluções do tipo

exp[c(γx + iηy + st)] com

Re(s) =
|η|√
b2 − 1

> 0 e Re(γ) = sb < 0.

Como comentado na seção 3.3.3, isso é uma forma de instabilidade.

Se b > 1 não existe instabilidade. No entanto, a correspondente contribuição

para o coeficiente de reflexão é

RQ =
b− (ξ2/ω)

b− (ξ1/ω)
.

Aqui, ξ2/ω = −ξ1/ω ≥ 0 (veja demonstração da proposição 3.6). Observe que

dRQ

db
=

(b− ξ1/ω)− (b− ξ2/ω)

(b− ξ1/ω)2

=
(ξ2 − ξ1)/ω

(b− ξ1/ω)2
> 0

Logo, um pequeno decréscimo em b permite um decréscimo em |RQ|, e um pequeno

acréscimo em b permite um acréscimo em |RQ|, sempre que ξ1 6= ξ2. Assim, Q

pode ser modificado a fim de dar uma reflexão menor, e não pode ser parte de uma

condição de contorno ótima.
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Para o caso b = 0 também temos condições de contorno que não são ótimas.

Nesse caso, a correspondente contribuição para o coeficiente de reflexão é dada por

RQ =
ξ2/ω

ξ1/ω
.

Como ξ2/ω = −ξ1/ω, temos que |RQ| = 1, ou seja, a reflexão é total.

No caso (II), o polinômio quadrático Q(ξ/ω, 1) nunca é nulo. Sem perda de

generalidade, assumimos que ele é positivo. Se o vértice da parábola está centrado

na origem ou à esquerda da origem, então
∣∣∣∣
Q(ξ2/ω, 1)

Q(ξ1/ω, 1)

∣∣∣∣ =
|1− ξ2/ω|
|1− ξ1/ω| ≥ 1

De fato, como ξ2/ω = −ξ1/ω, temos que |1− ξ2/ω| > |1− ξ1/ω|.

Por outro lado, se o vértice é centrado à direita da origem, a razão é menor

que 1. No entanto, ela pode ser reduzida, levando a parábola mais perto do eixo

horizontal. Logo, para este caso,a condição de contorno não é ótima. ¤

3.4 Forma geral de representação

Aqui, apresentaremos uma forma geral de representação de condições de con-

torno absorventes para a equação da onda não-dispersiva

utt = c2∆u. (3.115)

As mesmas fórmulas valem para a equação da onda dispersiva, utt = c2∆u − f 2u

[36]. Suponhamos que a fronteira artificial está localizada em x = A, e o interior do

domı́nio computacional em x > A. A condição de contorno absorvente em x = A

tem a forma

B(∂/∂x, ∂/∂t)u|x=A =

[ N∏
j=1

(
∂

∂t
− cj

∂

∂x

)]
u|x=A = 0, (3.116)

onde os cj’s são constantes positivas. Discussões sobre a escolha dos parâmetros cj

podem ser vistas em [36, 7].
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Uma motivação para a forma (3.116) é dada pelo seguinte. Considere o caso

da equação da onda unidimensional, a qual tem uma solução da forma

ei(kx+cjt). (3.117)

Essa onda move-se para fora do domı́nio x > A com velocidade de fase −cj, e pode

ser interpretada como uma onda que viaja na incidência normal para a fronteira. A

onda (3.117) satisfaz a condição de contorno (3.116) exatamente, e, então, não há

reflexões artificiais geradas pela fronteira artificial.

Para a análise das propriedades de reflexão e de estabilidade, consideraremos o

problema bidimensional. A análise em mais dimensões é análoga à análise bidimen-

sional [36]. A fim de analisar as propriedades de reflexão, considere uma combinação

linerar da forma

aine
iξinx+iηy−iωt + aoute

iξoutx+iηy−iωt, (3.118)

onde ξin e ξout correspondem às ondas movimentando-se para dentro e para fora do

domı́nio computacional x > A, respectivamente. Devido à simetria da relação de

dispersão (2.5), temos que ξout = −ξin, conforme Figura (2.1). Além disso, observe

que ω e ξin têm sinais iguais, enquanto ω e ξout têm sinais diferentes. Assumimos

que aout é dado, e queremos encontrar ain. Inserindo a combinação linear (3.118) na

condição de contorno (3.116) temos que

ain = −aout
B(iξout,−iω)

B(iξin,−iω)

eiξoutx+iηy−iωt

eiξinx+iηy−iωt
,

de modo que o coeficiente de reflexão é dado por

R =

∣∣∣∣
ain

aout

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
B(iξout,−iω)

B(iξin,−iω)

∣∣∣∣ =
N∏

j=1

∣∣∣∣
−ω/cj − ξout

−ω/cj − ξin

∣∣∣∣. (3.119)

Para uma análise de estabilidade, considere o critério de Kreiss (veja a proposição

3.1). Temos a seguinte definição:

Definição 3.4. Para um PVIC definido num domı́nio espacial x > A, a condição de

contorno cumpre o critério de Kreiss se, e somente se, a condição de contorno não
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é satisfeita para qualquer solução não-nula da equação interior, ou seja, calculada

nos pontos interiores ao domı́nio, pertencendo às seguintes categorias:

(a) soluções da forma ϕ(x)eiηy+st tal que Re(s) > 0 e ϕ(x) → 0 quando x → +∞;

(b) soluções que são limites das soluções em (a), com Re(s) → 0 através de valores

positivos.

Soluções do tipo (a) têm norma finita em x, mas têm um crescimento exponen-

cial com respeito a t, o que não é fisicamente correto, e não podemos permitir que

sejam soluções do PVIC. Soluções do tipo (b) consistem de modos oscilatórios e/ou

modos evanescentes, e tais modos oscilatórios têm velocidade de grupo apontando

para dentro do domı́nio espacial x > A (veja a seção 3.3.1). A exclusão de soluções

do tipo (b) também implica que o denominador do coeficiente de reflexão (3.119) é

sempre não-nulo (veja um racioćınio análogo na proposição 3.14).

Proposição 3.16. Se a condição de contorno (3.116) é usada conjuntamente com

a equação (3.115) para os pontos interiores ao domı́nio, então o resultante PVIC

satisfaz a definição (3.4).

Prova. Primeiramente, vamos caracterizar as soluções da equação interior dos tipos

(a) e (b), conforme definição (3.4), e então mostrar que essas soluções não podem

satisfazer a condição de contorno.

Suponha que a solução é da forma ϕ(x)eiηy+st. Ao inserirmos essa solução na

versão bidimensinal de (3.115), temos que s2ϕ(x) = c2(ϕ
′′
(x)− η2ϕ(x)), ou

ϕ
′′
(x) =

(
s2

c2
+ η2

)
ϕ(x). (3.120)

As soluções de (3.120) podem ser escritas como uma superposição de soluções es-

peciais da forma eγx, onde γ ∈ C. Ao inserirmos essas soluções em (3.120) temos

que

γ2 =

(
s

c

)2

+ η2. (3.121)
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Assim, vamos analisar as soluções da equação interior da forma

eγx+iηy+st, (3.122)

onde γ, η e s satisfazem a relação (3.121).

É necessário agora, caracterizar as ráızes γ de (3.121) para Re(s) ≥ 0. Esse

racioćınio pode ser visto em [35]. Primeiramente, consideremos os conjuntos Hj,

j = 1, 2, 3, 4, que denotam todo ponto z ∈ C pertencente ao j-ésimo quadrante, e o

conjunto H = {z ∈ C / Im > 0}, que corresponde ao semi-plano superior.

Se s pertence ao interior de H1, então (s/c)2 pertence à H, e γ2 também

deve pertencer à H. Uma solução γ de (3.121) deve pertencer à H3, e outra à H1.

Denotamos essas ráızes por γ1 e γ2, respectivamente. Se s é real e s ≥ 0, então γ2 ≥
η2; seja γ1 a raiz não-positiva e γ2 a raiz não-negativa. Se s é puramente imaginário,

s = iω, e 0 < Im(s) < cη, ou seja, 0 < ω2 < c2η2, então γ2 = −(ω/c)2 + η2 < η2, ou

seja, 0 < |γ| < η; seja γ1 e γ2 as ráızes negativa e positiva, respectivamente. Se s é

puramente imaginário com Im(s) > cη, ou seja, η2 < (ω/c)2, então γ2 < 0, ou seja,

γ é puramente imaginário. Nesse caso, seja γ1 a raiz com parte imaginária negativa

e seja γ2 a raiz com parte imaginária positiva. Para o caso onde s pertence à H4,

pode-se fazer uma análise similar ao caso anterior, invertendo os sinais de Im(γ1) e

Im(γ2).

Considere o caso onde γ = iξ e s = −iω, que corresponde aos modos os-

cilatórios (veja seção 3.3.1). Se ξ = ξin (os modos que apontam para dentro do

domı́nio), então ξ e ω têm o mesmo sinal. Nesse caso, Im(s) e Im(γ) tem sinais

opostos, tal que γ = γ1. Note que, se s está em H4, então γ1 está em H2. Logo,

esses modos podem ser considerados como limites, tal que Re(s) → 0 através de

valores positivos, dos modos (3.122). Similarmente, se ξ = ξout, então ξ e ω têm

sinais opostos, o que implica que Im(s) e Im(γ) tem sinais iguais, e assim γ = γ2.
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Os mapeamentos s 7→ γ1 e s 7→ γ2 são cont́ınuos e injetivos no domı́nioRe(s) ≥
0; eles são quase sempre anaĺıticos, exceto quando s = ±icη, onde γ1 e γ2 coincidem

[35, 36].

Desse modo, se Re(s) > 0, então existe exatamente uma raiz γ1 de (3.121),

para a qualRe(γ) < 0, o que corresponde às soluções do tipo (a). Agora, extendemos

γ1 por uma função cont́ınua de s sobre a região fechada Re(s) ≥ 0. Se Re(s) = 0,

então Re(γ1) < 0 ou Im(s) e Im(γ1) têm sinais opostos, o que corresponde às

soluções do tipo (b).

A meta agora, é mostrar que funções da forma (3.122), com γ = γ1 eRe(s) ≥ 0,

não satisfazem a condição de contorno (3.116), ou seja, mostrar que

B(γ1, s) =
N∏

j=1

(s− cjγ1) 6= 0. (3.123)

Assumimos que cj > 0, para todo j. A demonstração desse fato é análoga

à demonstração da proposição 3.14, que mostra ainda que o critério é violado se

s = γ1 = η = 0. Em [32, 35] é mostrado que esse modo corresponde a um autovalor

generalizado, e que apenas causa leves instabilidades [46, 47]. Assim, temos que

s− cjγ1 6= 0 para Re(s) ≥ 0, para cada j, e a propriedade (3.123) é válida. ¤

O seguinte resultado é estabelecido em termos das condições de contorno para

(3.115), e sua demonstração é similar à da proposição 3.15 e encontra-se em [36].

Lema 3.3. Suponha que a condição de contorno para (3.115) tem a forma

B(∂/∂x, ∂/∂t)u

∣∣∣∣
x=0

= 0, (3.124)
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onde B é um polinômio em duas variáveis, para o qual todos os termos têm o mesmo

grau total. Então a condição de contorno (3.124) ou é

(a) equivalente à (3.116), para certos parâmetros cj, para os quais cj ≥ c; ou,

(b) instável; ou,

(c) não ótima, no sentido que a condição de contorno pode ser modificada, sem a-

créscimo na ordem, de forma a tornar o coeficiente de reflexão menor para ondas

tendo uma componente normal não-nula da velocidade de grupo.

3.5 Aproximações racionais

Analisaremos aqui, a formulação de condições de contorno absorventes, para

a equação da onda, a partir de aproximações racionais para o operador pseudo-

diferencial em (3.6). Engquist e Majda [12] usaram aproximações racionais de Padé

para chegar às condições de contorno absorventes (3.23) para a equação da onda

clássica. Mais tarde, Wagatha [54] usou aproximações por mı́nimos quadrados.

Trefethen e Halpern [50] usaram uma variedade de aproximações racionais para o

mesmo problema. Mostraremos aqui que as condições de contorno desse tipo podem

ser reduzidas à forma analizada no lema 3.3, e assim, ou são equivalentes à forma

(3.116), ou são instáveis, ou não são ótimas.

Comecemos com dois exemplos. Consideraremos aqui, a versão bidimensinal

de (3.115),

utt = c2(uxx + uyy). (3.125)

A relação de dispersão para (3.125) é dada por ω2 = c2(ξ2+η2). As soluções de

(3.125) podem ser dadas por uma famı́lia especial de soluções da forma eiξx+iηy−iωt,

que satisfazem a relação de dispersão ω2 = c2(ξ2 + η2). Resolvendo para ξ, as ondas

que movem-se para fora do domı́nio x > A são caracterizadas por

ξ = −ω

c

√
1− α2 (3.126)
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com α =
cη

ω
.

Desde que a raiz quadrada em (3.126) é uma função irracional de η/ω, (3.126)

é uma equação contendo um operador pseudo-diferencial, não-local no espaço e no

tempo. No entanto, podemos aproximar a raiz quadrada para produzir uma famı́lia

de equações diferenciais parciais que podem ser implementadas numericamente. Es-

sas condições não serão exatas porque uma pequena quantidade de energia da onda

será refletida em direção ao interior do domı́nio. O objetivo, então, é aproximar a

raiz quadrada com uma função racional, e assim obtermos uma equação polinomial

em ω, ξ e η. As correspondências

−iω ←→ ∂

∂t
, iξ ←→ ∂

∂x
, iη ←→ ∂

∂y
(3.127)

serão usadas para obter o operador diferencial aproximado que aniquila as ondas

incidentes.

Exemplo 3.1. Considere a aproximação em séries de Taylor
√

1− α2 = 1 − 1
2
α2.

Nesse caso, a relação (3.126) fica da forma

ξ ≈ −ω

c

(
1− 1

2

(
cη

ω

)2)
. (3.128)

A relação (3.128) é equivalente a 2cξω ≈ −2ω2 + c2η2, ou 2c(iξ)(−iω)− 2(−iω)2 +

c2(iη)2 ≈ 0. Agora, usando as correspondências (3.127), chegamos ao operador

diferencial da forma

2utt − 2cuxt − c2uyy = 0. (3.129)

Assumimos que (3.129) é satisfeita na fronteira x = A, e assumimos que a equação

(3.125) vale no interior do domı́nio x > A. Também assumimos que a solução e

suas derivadas de ordem dois ou menos são cont́ınuas na região fechada x ≥ A. Se

resolvermos para uxx a equação interior (3.125) e inserirmos em (3.129), temos que
(

∂2

∂t2
− 2c

∂2

∂x∂t
+ c2 ∂2

∂x2

)
u =

(
∂

∂t
− c

∂

∂x

)2

u = 0. (3.130)

Similarmente, se (3.130) é satisfeita na fronteira, então (3.130) implica em (3.129).

As condições (3.129) e (3.130) são, assim, equivalentes. A condição (3.130) tem a
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forma (3.116), com N = 2 e c1 = c2 = c. A condição (3.130) também é equivalente

à condição de segunda ordem de Enqguist e Majda [12], conforme proposição 3.13.

Exemplo 3.2. Considere agora a aproximação
√

1− α2 = 1−α2. Essa aproximação

é obtida por interpolação entre s = 0 e s = 1. Nesse caso, a relação (3.126)

fica da forma ξ ≈ −(ω/c) + (cη2/ω). Isso é equivalente a cξω ≈ −ω2 + c2η2,

ou c(iξ)(−iω) ≈ (−iω)2 − c2(iη)2. Usando as correspondências (3.127) temos a

condição de contorno dada por

cuxt − utt + c2uyy = 0. (3.131)

Similarmente ao exemplo 3.1, usando a equação interior (3.125), temos que cuxt −
c2uxx = 0, ou

∂

∂x

(
∂

∂t
− c

∂

∂x

)
u = 0. (3.132)

O fator ∂/∂x implica que (3.132) não pode ser ótima no sentido do lema 3.3. De

fato, calculando o coeficiente de reflexão para (3.132), temos que

R =

∣∣∣∣
ξout(−ω/c− ξout)

ξin(−ω/c− ξin)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
−ω/c− ξout

−ω/c− ξin

∣∣∣∣,

do fato que ξout = −ξin. Logo, o fator ∂/∂x em (3.132) não contribui para a ab-

sorção na fronteira. As propriedades de absorção de (3.132) são idênticas àquelas

do operador de primeira ordem ∂/∂t−c∂/∂x. Logo, (3.132) não é ótima, no sentido

do lema 3.3.

Agora, vamos desenvolver uma representação geral para as condições de con-

torno obtidas via aproximação racional. Trefethen e Halpern [50, 30] generalizaram

a idéia de Engquist e Majda [11, 12], propondo uma melhor aproximação para a raiz

quadrada em (3.126). A idéia é substituir a raiz quadrada por uma função racional

r(α), do tipo exato (m,n) para algum m ≥ 0 e n ≥ 0, ou seja, a razão de um

polinômio pm de grau m e um polinômio qn de grau n com nenhum zero em comum

r(α) =
pm(α)

qn(α)
. (3.133)
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Assim, a relação de dispersão (3.126) fica

ξ ≈ −ω

c
r(α). (3.134)

Podemos reescrever (3.134) como

ξqn(α) ≈ −ω

c
pm(α)

e considerando qn(α) = bnαn + . . . + b0 e pm(α) = amαm + . . . + a0, temos que

ξ

(
bn

(
cη

ω

)n

+ . . . + b0

)
≈ −ω

c

(
am

(
cη

ω

)m

+ . . . + a0

)
,

ou seja,
n∑

j=0

bj

(
cη

ω

)j

ξc ≈ −ω

m∑
j=0

aj

(
cη

ω

)j

.

Multiplicando ambos os lados pelo fator ωM , onde M = max{m− 1, n}, temos que

n∑
j=0

bjη
jωM−jξcj+1 ≈ −

m∑
j=0

aj(cη)jωM−j+1, (3.135)

ou ainda,

n∑
j=0

bj(iη)j(−iω)M−jiξcj+1 ≈ −
m∑

j=0

ajc
j(iη)j(−iω)M−j+1,

a qual é a relação de dispersão da equação

n∑
j=0

bjc
j+1uyjtM−jx +

m∑
j=0

ajc
juyjtM−j+1 = 0,

onde

uyjtkx` =
∂j

∂yj

∂k

∂tk
∂`

∂x`
u.

Agora observe que o grau de cada termo do polinômio (3.135) tem grau 1+M ,

ou seja, max{m,n + 1}. Assim, podemos representar (3.134) como um polinômio

homogêneo, com coeficientes reais, de grau max{m,n + 1}, em ω, ξ e η,

P (ω, ξ, η) = 0,



93

e a relação de dispersão torna-se uma verdadeira equação diferencial. A escolha

padrão da aproximação r(α) são os aproximantes de Padé para
√

1− α2. A desvan-

tagem dos aproximantes de Padé é que, apesar de serem muito precisos para ondas

num ângulo de incidência α ≈ 0, são imprecisos perto das singularidades α = ±1

[12, 32, 30]. Dois candidatos razoáveis, tratados em [50], são as aproximações de

Tchebyshev e a aproximação por mı́nimos quadrados (também tratada em [54]).

Por exemplo, suponha que r(α) é um aproximante de Padé do tipo (2, 2),

r(α) =
1− 3

4
α2

1− 1
4
α2

.

Então, (3.134) torna-se ξ(1 − 1
4
(cη/ω)2) ≈ −ω

c
(1 − 3

4
(cη/ω)2), ou ξω2 − 1

4
ξc2η2 ≈

−1
c
ω3 − 3

4
cωη2, o que corresponde à equação diferencial

uxtt − c2

4
uxyy = −1

c
uttt +

3c

4
utyy.

A proposição seguinte [36] diz respeito à forma geral de representação das

condições de contorno absorventes obtidas via aproximações racionais para o ope-

rador pseudo-diferencial (3.6).

Proposição 3.17. Supomos que o método das aproximações racionais descrito

acima é usado para formular uma condição de contorno absorvente para a equação

da onda (3.115) sobre o domı́nio x > A. Supomos também que a solução e todas

as suas derivadas de ordem m ou menos são cont́ınuas na região fechada x ≥ A,

onde m é a ordem da condição de contorno. Então a condição de contorno ou é

equivalente à forma (3.116); ou é instável; ou não é ótima, no sentido do lema 3.3.

Prova. A análise é dada em duas dimensões, mas a mesma análise vale para mais

dimensões. Suponhamos que (3.115) é válida para todo o interior do domı́nio x > A

e que as condições de contorno valem em x = A. Se m = 1, então os polinômios p e

q são constantes, e a análise do lema 3.3 pode ser aplicada imediatamente. Para o

caso m ≥ 2, a equação interior também vale em x = A. A versão bidimensional de
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(3.115) implica que

c2uyy = utt − c2uxx.

Assim, na condição de contorno, a cada ocorrência do operador (iη)2, podemos trocá-

lo por derivadas de segunda ordem com respeito a x e t. A condição de contorno

fica, assim, equivalente à forma descrita nas hipóteses do lema 3.3, e as conclusões

do lema podem ser aplicadas. ¤

Observação 3.6. Considere a aproximação racional (3.133) para a raiz quadrada

em (3.126) e a condição de contorno de Higdon (3.105). A fatorização, analisada

na seção 3.3.5, pode ser descrita em termos de pontos onde a aproximação racional

r em (3.133) é igual à raiz quadrada em (3.126). Em qualquer desses pontos,

ξ2(η, ω) = −ω
c
r(η/ω). Isso significa que os modos incidentes eiξ2(η,ω)x+iηy+iωt sa-

tisfazem exatamente a condição de contorno derivada de (3.134), e a absorção é

perfeita. Nesse caso, cada raiz de P (ξ/ω, 1) em (3.113) corresponde a um fator

de P (∂/∂x, ∂/∂t), ou ainda, cada ponto de interpolação de r(η/ω) ≈
√

1− c2η2

ω2

corresponde a um fator de
∏

j((cos αj)∂/∂t− c∂/∂x).
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4 SOLUÇÃO FUNDAMENTAL DE DIAZ E

JOLY

Graças ao método de Cagniard-De Hoop [4, 37], Diaz e Joly [9] proporam

uma expressão expĺıcita da solução fundamental da equação da onda bidimensional

em R2
+ × R+ = {(x, y, t) / y ≥ 0, t ≥ 0}, associada com as condições de contorno

absorventes de alta ordem de Engquist e Majda (3.23), ou de Higdon (3.105), sobre

a fronteira Υ = {(x, y) / y = 0} = ∂R2
+. Essa expressão permitiu derivar novos

resultados de convergência quando a ordem da condição de contorno tende a +∞,

bem como estimativas de erros.

4.1 Solução Fundamental

O método de Cagniard-De Hoop é particularmente conhecido entre os f́ısicos

e engenheiros para o cálculo de soluções anaĺıticas para problemas de propagação

de ondas, especialmente em sismologia [37]. Uma extensa análise do método é dada

em [8].

A idéia do método é, primeiramente, obter explicitamente û(ξ, y, s), aplicando

a transformada de Laplace no tempo e a transformada de Fourier na variável espacial

x (de modo que ξ é a variável dual de x e s é a variável dual de t), a fim de obter

uma EDO, a qual pode ser resolvida explicitamente. O segundo passo consiste em

aplicar a transformada inversa de Fourier na variável x na solução da EDO, a fim

de obter

ũ(x, y, s) =
1

2π

∫ ∞

−∞
û(ξ, y, s)e−iξxdx; (4.1)

e, por meio de métodos de análise complexa, transformar a integral (4.1) numa

integral da forma

ũ(x, y, s) =

∫ ∞

0

F (x, y, t)e−stdt, (4.2)
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o que fornece

u(x, y, t) ≡ F (x, y, t). (4.3)

Uma vez que o problema é invariante sobre translações na direção y, podemos

nos restringir ao caso onde o ponto de origem é (0, h) com h > 0. Assim, nosso

problema é encontrar u : R2
+ × R 7→ R tal que





1

c2

∂2u

∂t2
−∆u = δ(x)× δ(y − h)× δ(t), em R2

+ × R+

BNu = 0, sobre Υ

u(x, y, t) = 0, para t < 0

(4.4)

onde BN é condição de contorno de Higdon (3.105), e δ é a função delta de Dirac.

A imagem do ponto de origem é dada por (−h, 0), e assim definimos

r2 = r2(x, y) = x2 + (y − h)2, r∗ = r∗(x, y) = x2 + (y + h)2. (4.5)

Definimos também a função θ = θ(x, y), (x, y) ∈ R2
+, por

θ(x, y) ∈
]
−π

2
,
π

2

[
, (x, y + h) = (r∗ sen θ, r∗ cos θ). (4.6)

O teorema a seguir é demonstrado em [9], associado às condições de contorno

de Engquist e Majda (3.23). Para o problema (4.4), associado às condições de

contorno de Higdon (3.105), é dada apenas a solução em [9]. Aqui, demonstraremos

passo a passo a solução de (4.4).

Teorema 4.1. A solução u(x, y, t) do problema (4.4) é dada por:

u(x, y, t) = Gi(x, y, t) + GN
r (x, y, t), (4.7)

onde, se H denote a função de Heaviside,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Gi(x, y, t) =
1

2π
√

t2 − r2

c2

H(ct− r),

GN
r (x, y, t) = − 1

2π
√

t2 − r∗2
c2

ρ(x, y, t) cos (ψ(x, y, t))H(ct− r∗),
(4.8)
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onde ρ(x, y, t) e ψ(x, y, t) são dados por

ρ(x, y, t) =

√√√√
N∏

j=1

ρj(x, y, t) e ψ(x, y, t) =
N∑

j=1

ψj(x, y, t), (4.9)

onde

ρj(x, y, t) =
(ct− aj)

2 − b2
j

(ct + aj)2 − b2
j

, (4.10)

e

cos (ψj(x, y, t)) =
r∗2 − c2t2 + r∗2 cos2 αj − (y + h)2

√
((ct− aj)2 − b2

j)((ct + aj)2 − b2
j)

(4.11)

com

aj = r∗ cos αj cos θ = (y + h) cos αj (4.12)

e

bj = r∗ sen αj sen θ = x sen αj (4.13)

Prova. As fórmulas (4.7) e (4.8) resultam diretamente da aplicação do método de

Cagniard-De Hoop no problema (4.4). Primeiramente, decompomos a solução u de

(4.4) como

u = Gi + ur

onde Gi é a solução fundamental da equação da onda bidimensional [14], dada por

Gi(x, y, t) =
1

2π
√

t2 − r2

c2

H(ct− r). (4.14)

.

Pela linearidade, temos que Gi e ur satisfazem, respectivamente,




1

c2

∂2Gi

∂t2
−∆Gi = δ(x)× δ(y − h)× δ(t), em R2

+ × R+

Gi(x, y, t) = 0, para t < 0
(4.15)

e




1

c2

∂2ur

∂t2
−∆ur = 0, em R2

+ × R+

BNur = −BNGi, sobre Υ

ur(x, y, t) = 0, para t < 0.

(4.16)
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Para encontrar a solução de (4.16), considere primeiramente a transformada

de Laplace no tempo sobre ur, dada por

ũr(x, y, s) =

∫ ∞

0

ur(x, y, t)e−stdt. (4.17)

Agora, considere a transformada de Fourier sobre a variável espacial x, dada por

ûr(ξ, y, s) =

∫ ∞

−∞
ũr(x, y, s)eiξxdx. (4.18)

A solução de (4.16) é dada pelo método de Cagniard-De Hoop. Primeira-

mente, aplicando a transformada de Laplace no tempo e aplicando a transformada

de Fourier na variável x para a equação da onda, temos que a função y 7−→ ûr(ξ, y, s)

satisfaz

−d2ûr

dy2
+

(
ξ2 +

s2

c2

)
ûr = 0.

A solução do problema acima que é limitada quando y →∞ é dada por

ûr(ξ, y, s) = A(ξ, s)e−(ξ2+ s2

c2
)1/2y, (4.19)

onde A(ξ, s) é uma função de valor complexo. Escolhemos o ramo da raiz complexa

correspondente a

Re (z1/2) ≥ 0, ∀ z ∈ C, (4.20)

o que corresponde a fazer o corte do ramo de z1/2 coincidindo com o eixo semi-real

Im(z) = 0, Re(z) < 0.

Desde que ur + Gi é suave para y < h, podemos usar o fato que

BN(ur + Gi) = 0 ⇐⇒
N∏

j=1

(
cos αj

∂

∂t
− c

∂

∂x2

)
(ur + Gi) = 0 para y = 0. (4.21)

Aplicando a transformada de Laplace no tempo em (4.15), temos que

1

c2
s2G̃i −∆G̃i = δ(x)× δ(y − h), (4.22)
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usando o fato de que
∫∞
−∞ e−stδ(t)dt = e0 = 1. Agora, aplicando a transformada de

Fourier na variável x em (4.22), temos que

∂2Ĝi

∂y2
−

(
s2

c2
+ ξ2

)
Ĝi = −δ(y − h).

Enfim, por (B.7), temos que

Ĝi(ξ, y, s) =
e−

√
s2

c2
+ξ2|y−h|

2
√

s2

c2
+ ξ2

, (4.23)

a qual é a transformada de Fourier-Laplace da solução fundamental da equação da

onda bidimensional.

Tomando as soluções de ûr em (4.19) e Ĝi em (4.23), aplicando na condição

de contorno (4.21), temos que

N∏
j=1

(
cos αj

s

c
+

(
ξ2+

s2

c2

)1/2)
A(ξ, s)+

1

2

N∏
j=1

(
cos αj

s

c
−

(
ξ2+

s2

c2

)1/2)
e−

√
ξ2+ s2

c2
h

√
ξ2 + s2

c2

= 0.

Assim, computamos

A(ξ, s) = −

N∏
j=1

(
cos αj

s

c
−

(
ξ2 +

s2

c2

)1/2)

N∏
j=1

(
cos αj

s

c
+

(
ξ2 +

s2

c2

)1/2)
e−

√
ξ2+ s2

c2
h

2
√

ξ2 + s2

c2

,

e, finalmente,

ûr(ξ, y, s) = −RN

(
ξ,

s

c

)
e−

√
ξ2+ s2

c2
(y+h)

2
√

ξ2 + s2

c2

, (4.24)

onde

RN(ξ, σ) =
N∏

j=1

(cos αj) σ − (ξ2 + σ2)1/2

(cos αj) σ + (ξ2 + σ2)1/2
. (4.25)

Desta forma, temos

ũr(x, y, s) = − 1

4π

∫ +∞

−∞
RN

(
ξ,

s

c

)
e−(ξ2+ s2

c2
)1/2(y+h)

(ξ2 + s2

c2
)1/2

e−iξxdξ, (4.26)
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a qual gostaŕıamos de transformar numa integral da forma (4.2).

Desde que o coeficiente de reflexão (4.25) é homogêneo de grau k em s e ξ, isto

é, RN(kξ, k s
c
) = RN(ξ, s

c
), podemos aplicar a mudança de variável ξ = ps/c, e assim

obtemos

ũr(x, y, s) = − 1

4π

∫ +∞

−∞
RN(p, 1)

e−s[(1+p2)
1
2 ( y+h

c
)+ip x

c
]

(1 + p2)
1
2

dp,

(
≡

∫ +∞

−∞
Ψ(p)dp

)
.

(4.27)

Fixemos (x, y) ∈ R2
+ com x > 0 (o que não é restritivo, desde que a solução que

queremos é par em x). Introduzimos r∗ e θ (∈ [0, π/2] desde que x ≥ 0) de acordo

com as definições (4.5) e (4.6).

A idéia agora é considerar a variável p como uma variável complexa e ver a

integral (4.27) como uma integral de contorno, com o contorno coincidindo com o

eixo real. A chave do método é encontrar um caminho no plano complexo, de modo

que possamos transformar essa integral numa integral de contorno sobre alguma

curva Γ, sobre a qual possamos usar uma representação paramétrica da forma

(1 + p2)
1
2

(
y + h

c

)
+ ip

x

c
= t para t > 0, (4.28)

sobre o termo exponencial em (4.27).

Para conseguir isso, primeiramente observamos que o integrando Ψ(p) em

(4.27) é uma função anaĺıtica de p se excluirmos os dois cortes de ramo constitúıdos

de duas linhas parciais de números puramente imaginários cujo módulo é maior que

1, ou seja, se p = iIm(p), então só haverão singularidades em Ψ(p) se |Im(p)| > 1.

Então introduzimos o chamado contorno Γ de Cagniard-De Hoop, definido como





Γ = Γ+ ∪ Γ−,

Γ± =

{
p = γ±(t) ≡ −i

ct

r∗
sen θ ± cos θ

√
c2t2

r∗2
− 1, t ≥ r∗

c

}
.

(4.29)

Claramente vê-se que as duas curvas Γ± são simétricas com respeito ao eixo

imaginário, e encontram-se no ponto −i sen θ (para t = r∗/c). Se r∗
c
≤ t < ∞, a



101

Im (p)

Re (p)

Γ+Γ−

- i

i

D

- i sen θ

Ω

Figura 4.1: Os contornos Γ e D

equação em (4.29) representa o ramo de uma hipérbole, localizado no semi-plano

superior Im(p) > 0. Note que essa hipérbole não intercepta os dois cortes de ramo

de Ψ. Todas essas informações estão na Figura 4.1.

Observe que, elevando ao quadrado em ambos os lados de (4.28), temos que

(1 + p2)
r∗2 cos2 θ

c2
= t2 − 2iptr∗

sen θ

c
− p2r∗2

sen2 θ

c2
.

Assim, cada solução p de (4.29) é uma raiz do polinômio de segunda ordem

P (t) = p2 + 2i
ct

r∗
sen θp + cos2 θ − c2t2

r∗2
.

Calculando as ráızes dessa equação em p, temos que

p =
1

2 r∗2
c2

(
−2itr∗

sen θ

c
±

√
−4t2r∗2

sen2 θ

c2
− 4

r∗2

c2

(
r∗2 cos2 θ

c2
− t2

))
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=
−itr∗(sen θ/c)

(r∗/c)2 ±

√
−t2r∗2

sen2 θ

c2
− r∗4 cos2 θ

c4
+

r∗2t2

c2√
(r∗/c)4

= −i
ct

r∗
sen θ ±

√
−t2c2 sen2 θ

r∗2
− cos2 θ +

c2t2

r∗2

= −i
ct

r∗
sen θ ± cos θ

√
c2t2

r∗2
− 1,

de modo que, para t ≥ r∗
c
, as duas ráızes p = γ±(t) de P são dadas por (4.29).

Im (p)

Re (p)

Γ+(ρ)Γ−(ρ)

- i

i

D

C−(ρ) C+(ρ)

ρ−ρ

Figura 4.2: O contorno fechado Dρ ∪ Cρ ∪ Γρ

Denotemos por D a linha real e por Ω a parte do plano complexo delimitada

por D e Γ. Seja ρ > 0 um parâmetro que está determinado a tender a +∞. Tomemos

os conjuntos ∣∣∣∣∣∣
Dρ = {p ∈ D/|p| ≤ ρ}, Γρ = {p ∈ Γ/|p| ≤ ρ},
Cρ = {p ∈ Ω/|p| = ρ}.

Note que Cρ é feito de dois arcos do ćırculo de centro 0 e raio ρ que liga Dρ a Γρ,

de modo que Dρ ∪ Cρ ∪ Γρ é uma curva fechada. Como Ψ(p) é anaĺıtica em Ω, a
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integral de Ψ ao longo de Dρ ∪ Cρ ∪ Γρ (escolhemos a orientação desse caminho de

modo que o segmento real é descrito no sentido em que os valores crescem - veja a

Figura 4.2) é identicamente 0 (Teorema de Cauchy-Goursat):

∫

Dρ

Ψ(p)dp +

∫

Cρ

Ψ(p)dp +

∫

Γρ

Ψ(p)dp = 0.

Devido à escolha do ramo da raiz quadrada, e como y+h > 0, a função Ψ(p) satisfaz

as hipóteses do lema de Jordan. Conseqüentemente,

lim
ρ→+∞

∫

Cρ

Ψ(p)dp = 0.

Assim, fazendo ρ → +∞, temos que

∫

R
Ψ(p)dp = −

∫

Γ

Ψ(p)dp,

ou seja,

ũr(x, y, s) =
1

4π

∫

Γ

RN(p, 1)
e−s[(1+p2)

1
2 ( y+h

c
)+ip x

c
]

(1 + p2)
1
2

dp.

Usando a parametrização em (4.28), temos que

(1 + p2)1/2r∗ cos θ = ct− ipr∗ sen θ,

ou ainda,

(1 + p2)1/2r∗ sen θ = ct
sen θ

cos θ
− ipr∗

sen2 θ

cos θ

= ct
sen θ

cos θ
− i

sen2 θ

cos θ

(
−ict sen θ ± cos θ

√
c2t2 − r∗2

)

= ct
sen θ

cos θ
− ct

sen3 θ

cos θ
∓ i sen2 θ

√
c2t2 − r∗2

= ct
sen θ

cos θ
(1− sen2 θ)∓ i sen2 θ

√
c2t2 − r∗2

= ct sen θ cos θ ∓ i sen2 θ
√

c2t2 − r∗2.

Note que

pr∗ cos θ = −ict sen θ cos θ ± cos2 θ
√

c2t2 − r∗2.
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Assim

pr∗ cos θ + ir∗ sen θ(1 + p2)1/2 = −ict sen θ cos θ ± cos2 θ
√

c2t2 − r∗2

+ict sen θ cos θ ∓ (i)2 sen2 θ
√

c2t2 − r∗2

= ±
√

c2t2 − r∗2.

Derivando p em relação a t, chegamos a

dp

dt

(
r∗ cos θ +

2p

2(1 + p2)1/2
ir∗ sen θ

)
= ± 2tc2

2(c2t2 − r∗2)1/2
,

o que implica que

dp

dt

(1 + p2)1/2r∗ cos θ + ipr∗ sen θ

(1 + p2)1/2
= ± tc2

(c2t2 − r∗2)1/2
,

ou ainda
dp

dt

ct

(1 + p2)1/2
= ± tc2

(c2t2 − r∗2)1/2
.

Por fim, temos

±
√

c2t2 − r∗2

(1 + p2)

dp

dt
= c.

Logo, usando as parametrizações p = γ+(t) e p = γ−(t), para t ≥ r∗(x)
c

, ao

longo de Γ+ e Γ−, respectivamente, temos que

∣∣∣∣∣∣∣∣

(1 + p2)1/2

(
y + h

c

)
+ ip

x

c
= t (por construção)

dp

(1 + p2)1/2
= ± dt

(t2 − r∗2
c2

)1/2
sobre Γ±.

Desde que t vai de +∞ à r∗
c

em Γ+ e de r∗
c

à +∞ em Γ−, temos que

ũr(x, y, s) =
1

4π

∫ r∗
c

+∞
RN(γ+(t), 1)

e−st

(t2 − r∗2
c

)1/2
dt

+
1

4π

∫ +∞

r∗
c

RN(γ−(t), 1)(−1)
e−st

(t2 − r∗2
c

)1/2
dt

= − 1

4π

∫ +∞

r∗
c

[RN(γ+(t), 1) + RN(γ−(t), 1)]
e−st

(t2 − r∗2
c

)1/2
dt
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Observe agora que γ−(t)2 = γ+(t)
2
. De fato,

γ−(t)2 =

(
−i

ct

r∗
sen θ

)2

+ 2

(
−i

ct

r∗
sen θ

)(
− cos θ

√
c2t2

r∗2
− 1

)
+

(
− cos θ

√
c2t2

r∗2
− 1

)2

= −c2t2

r∗2
sen2 θ + 2i

ct

r∗
sen θ cos θ

√
c2t2

r∗2
− 1 + cos2 θ

(
c2t2

r∗2
− 1

)

=
c2t2

r∗2
(cos2 θ − sen2 θ)− cos2 θ + 2i

ct

r∗
sen θ cos θ

√
c2t2

r∗2
− 1

= γ+(t)
2
.

Usando o fato de que
√

z =
√

z, temos que

RN(γ−(t), 1) =

[
1− (γ−(t)2 + 1)1/2

1 + (γ−(t)2 + 1)1/2

]N

=

[
1− (γ+(t)

2
+ 1)1/2

1 + (γ+(t)
2
+ 1)1/2

]N

=

[
1−

√
γ+(t)2 + 1

1 +
√

γ+(t)2 + 1

]N

= RN(γ+(t), 1),

o que implica que

RN(γ+(t), 1) + RN(γ−(t), 1) = RN(γ+(t), 1) + RN(γ+(t), 1)

= 2Re [RN(γ+(t), 1)].

Logo

ũr(x, y, s) = − 1

2π

∫ +∞

r∗
c

Re [RN(γ+(t), 1)]
e−st

(t2 − r∗2
c

)1/2
dt. (4.30)

Denominemos por Qj(ξ,
s
c
), j = 1, . . . , N , cada um dos termos do produtório

em (4.25), e assim, RN(γ+(t), 1) =
∏N

j=1 Qj(γ
+(t), 1). Façamos Qj = Qj(γ

+(t), 1) =

ϕj(t)e
iφj(t). Assim

∏N
j=1 Qj =

∏N
j=1 ϕj(t)e

iφj(t)

=

(∏N
j=1 ϕj(t)

)(∏N
j=1 eiφj(t)

)

=

(∏N
j=1 ϕj(t)

)
(eiφ1(t)eiφ2(t) . . . eiφN (t))

=

(∏N
j=1 ϕj(t)

)
ei(

∑N
j=1 φj(t))

(4.31)
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Temos que

Qj =
cos αj −

√
γ+(t)2 + 1

cos αj +
√

γ+(t)2 + 1

=
r∗ cos αj − ct cos θ + i sen θ

√
c2t2 − r∗2

r∗ cos αj + ct cos θ − i sen θ
√

c2t2 − r∗2
,

logo

Re(Qj) =
r∗2 cos2 αj − c2t2 cos2 θ − sen2 θ(c2t2 − r∗2)

r∗2 cos2 αj + 2r∗ct cos θ cos αj + c2t2 cos2 θ + sen2 θ(c2t2 − r∗2)

=
r∗2 cos2 αj − c2t2 + r∗2 sen2 θ

r∗2 cos2 αj(cos2 θ + sen2 θ) + 2r∗ct cos θ cos αj + c2t2 − r∗2 sen2 θ(cos2 αj + sen2 αj)

=
r∗2 cos2 αj − c2t2 + r∗2 sen2 θ

r∗2 cos2 αj cos2 θ + 2r∗ct cos θ cos αj + c2t2 − r∗2 sen2 θ sen2 αj

=
r∗2 cos2 αj − c2t2 + r∗2 sen2 θ

a2
j + 2ctaj + c2t2 − b2

j

=
r∗2 cos2 αj − c2t2 + r∗2 sen2 θ

(ct + aj)2 − b2
j

,

e com mais algumas manipulações algébricas,

Re(Qj) =
r∗2 cos2 αj − c2t2 + r∗2 sen2 θ√
(ct + aj)2 − b2

j

√
(ct + aj)2 − b2

j

√
(ct− aj)2 − b2

j√
(ct− aj)2 − b2

j

=

√
(ct− aj)2 − b2

j

(ct + aj)2 − b2
j

r∗2 cos2 αj − c2t2 + r∗2 sen2 θ√
((ct− aj)2 − b2

j)((ct + aj)2 − b2
j)

,

com aj, bj dados por (4.12) e (4.13), respectivamente. Dos cálculos acima temos

então que




ϕj(t) =

√
(ct− aj)2 − b2

j

(ct + aj)2 − b2
j

cos φj(t) =
r∗2 cos2 αj − c2t2 + r∗2 sen2 θ√
((ct− aj)2 − b2

j)((ct + aj)2 − b2
j)

.
(4.32)

Desde que
N∏

j=1

ϕj(t) =

√√√√
N∏

j=1

(ct− aj)2 − b2
j

(ct + aj)2 − b2
j

,

por (4.31), (4.32) e (4.30), conclúımos a demonstração. ¤
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Observe que a função Gi(x, y, t) não depende do parâmetro N , sendo a restrição

da solução fundamental da equação da onda bidimensional no espaço todo para R2
+.

Chamamos Gi(x, y, t) de campo incidente. Por outro lado, a função GN
r , devido à

presença da fronteira Γ, é chamado campo refletido, a qual depende do parâmetro

N .

A presença do fator H(ct−r∗) indica que o campo refletido GN
r (., t) tem suporte

compacto no conjunto Ω(t) = Ω1(t) ∪ Ω2(t), conforme definição 4.45.

4.2 Estimativas do erro

Considere agora a aproximação, no semi-plano superior, da solução u : R2 ×
R+ 7→ R do problema




1

c2

∂2u

∂t2
−∆u = δ(x)× δ(y − h)× f(t), em R2 × R+,

u(x, y, 0) = 0,
∂u

∂t
(x, y, 0) = 0, em R2,

(4.33)

onde assumimos que o termo fonte f(t) é suave, limitado, e tem suporte em [0, T ],

pela solução uN : R2 × R+ 7→ R do problema



1

c2

∂2uN

∂t2
−∆uN = δ(x)× δ(y − h)× f(t), em R2 × R+,

BNuN = 0, sobre Υ,

u(x, y, 0) = 0,
∂u

∂t
(x, y, 0) = 0, em R2.

(4.34)

O termo h corresponde ao ponto de origem (0, h), com h > 0, dado na seção

anterior, no problema (4.4). Queremos agora estimar o erro, isto é, a diferença

da solução do PVI (4.33) e da solução do PVIC aproximado (4.34). Para isso,

utilizaremos o seguinte resultado [7]:

Lema 4.1. Para t, y fixados, o máximo de | cos (ψ(x, y, t))ρ(x, y, t)| ocorre em x = 0.

Logo

max
x
| cos (ψ(x, y, t))ρ(x, y, t)| = | cos (ψ(0, y, t))ρ(0, y, t)| =

N∏
j=1

(
ct− cos αj(y + h)

ct + cos αj(y + h)

)
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Prova. Primeiramente,

max
x
| cos (ψ(x, y, t))ρ(x, y, t)| ≤ max

x
| cos (ψ(x, y, t))|max

x
|ρ(x, y, t)|.

Afirmamos que a igualdade acima vale com o máximo atingido em x = 0, isto

é, afirmamos que maxx | cos (ψ)| e maxx |ρ| são ambos obtidos em x = 0.

Começamos por maxx | cos (ψ)|. Considerando (4.9) e (4.11), temos que, em

x = 0,

r∗2 − c2t2 + r∗2 cos2 αj − (y + h)2

√
((ct− aj)2 − b2

j)((ct + aj)2 − b2
j)

=
−(c2t2 − cos2 αj(y + h)2) + x2(1 + cos2 αj)√

(c2t2 − cos2 αj(y + h)2)2 − 2x2 sen2 αj(c2t2 + cos2 αj(y + h)2) + x4 sen4 αj

= −1

Assim, ψj = arccos (−1) = π, e por conseqüência, ψ = mπ e | cos (ψ)| = 1 em x = 0.

Agora, considere maxx |ρ|. Considere (4.9) e (4.10), de modo que

(ct− aj)
2 − b2

j

(ct + aj)2 − b2
j

=
(ct− cos αj(y + h))2 − x2 sen2 αj

(ct + cos αj(y + h))2 − x2 sen2 αj

.

Por simplicidade, denominamos β = x2 e reescrevemos ρj como

(ct− cos αj(y + h))2 − β sen2 αj

(ct + cos αj(y + h))2 − β sen2 αj

.

Assim, temos

dρj

dβ
= − 4ct cos αj sen2 αj(y + h)

((ct + cos αj(y + h))2 − β sen2 αj)2
≤ 0,

com igualdade se cos αj = 1 (ou sen αj = 0). Assim, temos que, para todo 1 ≤ j ≤
m, a função x2 7→ ρj é decrescente, e o máximo de ρ acontece também em x = 0, e

segue o resultado. ¤

O teorema a seguir foi demonstrado em [9] para as condições de contorno de

Engquist e Majda (3.23). Aqui, o faremos para as condições de contorno de Higdon

(3.105).
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Teorema 4.2. Para cada ponto (x, y) ∈ R2
+, temos as estimativas pontuais:

|u(x, y, t)− uN(x, y, t)| ≤ 1

2π
ρ(x, y, t) log

(
ct +

√
c2t2 − r∗2

r∗

)
‖f‖L∞ , (4.35)

para
r∗

c
≤ t ≤ r∗

c
+ T (⇔ (x, y) ∈ Ω1(t) - veja definição (4.45)), e

|u(x, y, t)− uN(x, y, t)| ≤ 1

2π
ρ(x, y, t) log

(
ct +

√
c2t2 − r∗2

c(t− T ) +
√

c2(t− T )2 − r∗2

)
‖f‖L∞

(4.36)

para t >
r∗

c
+ T (⇔ (x, y) ∈ Ω2(t) - veja definição (4.45)).

Além disso, temos as estimativas uniformes:

‖(u−uN)(., t)‖L∞(R2
+) ≤

1

2π

N∏
j=1

(
ct− cos αj(y + h)

ct + cos αj(y + h)

)
log

(
t +

√
t2 − (h/c)2

(h/c)

)
‖f‖L∞

(4.37)

para
h

c
≤ t ≤ h

c
+ T , e

‖(u−uN)(., t)‖L∞(R2
+) ≤

1

2π

N∏
j=1

(
ct− cos αj(y + h)

ct + cos αj(y + h)

)
log

(
t +

√
t2 − (t− T )2

t− T

)
‖f‖L∞

(4.38)

para t >
h

c
+ T .

Prova. Sejam u e uN as respectivas soluções de (4.33) e (4.34). Introduzimos o erro

eN definido por:

eN = uN − u. (4.39)

Para as estimativas pontuais (4.33) e (4.34), fixamos (x, y) ∈ R2
+ e sejam r∗ e θ,

conforme (4.5) e (4.6). Pelas propriedades da função de Green, eN pode ser calculado

por uma convolução no tempo entre GN
r e o termo fonte f :

eN(x, y, t) = GN
r (x, y, t) ∗ f(t) =

∫ ∞

0

GN
r (x, y, τ)f(t− τ)dτ.

Pela presença da função de Heaviside em GN
r , temos que eN(x, y, t) = 0 para t ≤

r∗/c. Desde que f tem suporte compacto em [0, T ], e GN
r se anula para t < r∗/c,
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temos que

eN(x, y, t) =

∫ t

max ( r∗
c

,t−T )

GN
r (x, y, τ)f(t− τ)dτ, t ≥ r∗

c
. (4.40)

Observe que t−τ < T implica que τ > t−T . Observe também que, se max ( r∗
c
, t− T ) =

r∗
c
, então t− T ≤ r∗

c
, ou ainda, r∗

c
≤ t ≤ r∗

c
+ T . Se max ( r∗

c
, t− T ) = t− T , então

r∗
c
≤ t − T , ou seja, t ≥ r∗

c
+ T . Além disso, se r∗

c
≤ t ≤ r∗

c
+ T , então t < T , e a

melhor estimativa uniforme para f(t) está em (0, t). Se t ≥ r∗
c

+ T , então t > T , e

a melhor estimativa uniforme para f(t) está em (0, T ). Assim, deduzimos que



|eN(x, y, t)| ≤ ‖f‖L∞(0,t) · ‖GN

r (x, y, .)‖L1( r∗
c

,t), se r∗
c
≤ t ≤ r∗

c
+ T,

|eN(x, y, t)| ≤ ‖f‖L∞(0,T ) · ‖GN
r (x, y, .)‖L1(t−T,t), se t ≥ r∗

c
+ T.

(4.41)

Agora, queremos obter uma estimativa na norma L1, no tempo, de GN
r (x, y, .).

Afirmamos agora que a função ct 7→ ρj é crescente para t ≥ r∗
c
, para todo 1 ≤ j ≤ m,

e por conseqüência, a função ct 7→ ρ é crescente para t ≥ r∗
c
. De fato, denominando

ct = µ,

dρj

dµ
=

4 cos αj(y + h)(µ2 − (y + h)2) + 4 cos αj sen2 αj(y + h)((y + h)2 + x2)

((µ + cos αj(y + h))2 − x2 sen2 αj)2
≥ 0,

desde que ct > r∗ ≥ r∗ cos θ, e assim µ2− (y +h)2 = (ct− (y +h))(ct+(y +h)) > 0.

Usando esse fato, e que

|GN
r (x, y, t)| ≤ 1

2π
√

t2 − r∗2
c2

|ρ(x, y, t) cos (ψ(x, y, t))|, (4.42)

temos que

‖GN
r (x, y, .)‖L1( r∗

c
,t) ≤ 1

2π

∫ t

r∗
c

1√
τ − r∗2

c2

max
r∗
c
≤τ≤t

|ρ(x, y, τ)|dτ

=
1

2π
ρ(x, y, t)

∫ t

r∗
c

1√
τ − r∗2

c2

dτ

=
1

2π
ρ(x, y, t) log

(
τ +

√
τ 2 − r∗2

c2

)∣∣∣∣
t

r∗
c

=
1

2π
ρ(x, y, t) log

(
ct +

√
c2t2 − r∗2

r∗

)
,

(4.43)
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enquanto que, para t > r∗
c

+ T ,

‖GN
r (x, y, .)‖L1(t−T,t) ≤ 1

2π
ρ(x, y, t)

∫ t

t−T

1√
τ − r∗2

c2

dτ

=
1

2π
ρ(x, y, t) log

(
ct +

√
c2t2 − r∗2

c(t− T ) +
√

c2(t− T )2 − r∗2

)
.

(4.44)

Assim, usando (4.41), (4.43) e (4.44), obtemos as estimativas (4.35) e (4.36).

Para provar as estimativas uniformes (4.37) e (4.38), introduzimos dois con-

juntos disjuntos:

∣∣∣∣∣∣
Ω1(t) = {(x, y) ∈ R2

+ / c(t− T ) < r∗ ≤ ct}
Ω2(t) = {(x, y) ∈ R2

+ / r∗ ≤ c(t− T )}.
(4.45)

Ω1(t)

Ω1(t)

Ω2(t)

c(t-T) ct

(0,-h) (0,-h)

Figura 4.3: Os conjuntos Ω1(t), para h
c
≤ t ≤ h

c
+T , e Ω1(t) e Ω2(t), para t ≥ h

c
+T .

Esses dois conjuntos estão representados na Figura 4.3, para dois valores de

t. Note que, em Ω1(t), c(t − T ) < h ≤ r∗ ≤ ct, o que implica que h
c
≤ t < h

c
+ T ,

enquanto que em Ω2(t), h ≤ r∗ ≤ c(t−T ), o que implica que t ≥ h
c
+T . O conjunto

Ω(t) = Ω1(t) ∪ Ω2(t) representa o suporte do campo refletido no tempo t. Observe

que Ω1(t) é não-vazio assim que t > h
c
, equanto que Ω2(t) é não-vazio assim que

t > h
c

+ T . Procuramos agora majorar as quantidades

sup
(x,y)∈Ω1(t)

|eN(x, y, t)|, para
h

c
+ T > t >

h

c



112

sup
(x,y)∈Ω1(t)∪Ω2(t)

|eN(x, y, t)|, para t >
h

c
+ T.

Como

sup
(x,y)∈Ω1(t)∪Ω2(t)

|eN(x, y, t)| = max

(
sup

(x,y)∈Ω1(t)

|eN(x, y, t)|; sup
(x,y)∈Ω2(t)

|eN(x, y, t)|
)

,

é equivalente majorar as quantidades

sup
(x,y)∈Ω1(t)

|eN(x, y, t)|, para t >
h

c

sup
(x,y)∈Ω2(t)

|eN(x, y, t)|, para t >
h

c
+ T.

De acordo com (4.41), a fim de obter uma estimativa de eN(., t) na norma L∞,

precisamos um limite superior para as quantidades

sup
(x,y)∈Ω1(t)

‖GN
r (x, y, .)‖L1( r∗

c
,t) quando t >

h

c
,

sup
(x,y)∈Ω2(t)

‖GN
r (x, y, .)‖L1(t−T ) quando t >

h

c
+ T.

Ponhamos agora

r∗1(t) = min
(x,y)∈Ω1(t)

r∗(x, y),

e como a função

ϕ1 : r 7→ ct

r
+

√
c2t2

r2
− 1, para r ∈ [0, ct]

é decrescente, temos que

sup
(x,y)∈Ω1(t)

log

∣∣∣∣
ct

r∗
+

√
c2t2

r∗2
− 1

∣∣∣∣ = log

∣∣∣∣
ct

r∗1(t)
+

√
c2t2

r∗1(t)
2 − 1

∣∣∣∣.

Ponhamos agora

r∗2(t) = max
(x,y)∈Ω2(t)

r∗(x, y).

Afirmamos que a função

ϕ2 : r 7→ ct +
√

c2t2 − r2

c(t− T ) +
√

c2(t− T )2 − r2
, para r ∈ [0, c(t− T )], (t > T ),
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é crescente, pois

dϕ

dr
=

rc

[
t
√

c2t2 − r2 + (t− T )
√

c2(t− T )2 − r2 + 2ctT − cT 2

]

(c(t− T ) +
√

c2(t− T )2 − r2)2
√

c2t2 − r2
√

c2(t− T )2 − r2

>

rc

[
T

√
c2(t− T )2 − r2 + 2cT 2 − cT 2

]

(c(t− T ) +
√

c2(t− T )2 − r2)2
√

c2t2 − r2
√

c2(t− T )2 − r2
> 0.

Logo,

sup
(x,y)∈Ω2(t)

log

∣∣∣∣
ct +

√
c2t2 − r∗2

c(t− T ) +
√

c2(t− T )2 − r∗2

∣∣∣∣ = log

∣∣∣∣
ct +

√
c2t2 − r∗2(t)

2

c(t− T ) +
√

c2(t− T )2 − r∗2(t)
2

∣∣∣∣.

Observando a Figura 4.3, podemos ver que

∣∣∣∣∣∣
r∗1(t) = h, se h

c
≤ t < h

c
+ T,

r∗1(t) = c(t− T ), se t ≥ h
c

+ T,

e que

r∗2(t) = c(t− T ), se t ≥ h

c
+ T.

Por conseguinte,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

sup
(x,y)∈Ω1(t)

log

∣∣∣∣
ct

r∗
+

√
c2t2

r∗2
− 1

∣∣∣∣ = log

(
t +

√
t2 − (h/c)2

(h/c)

)
, se h

c
≤ t < h

c
+ T,

sup
(x,y)∈Ω1(t)

log

∣∣∣∣
ct

r∗
+

√
c2t2

r∗2
− 1

∣∣∣∣ = log

(
t +

√
t2 − (t− T )2

t− T

)
, se t ≥ h

c
+ T,

e

sup
(x,y)∈Ω2(t)

log

∣∣∣∣
ct +

√
c2t2 − r∗2

c(t− T ) +
√

c2(t− T )2 − r∗2

∣∣∣∣ = log

(
t +

√
t2 − (t− T )2

t− T

)
, se t ≥ h

c
+T.

Ponhamos

γ = γ(x, y, t) = cos (ψ(x, y, t))ρ(x, y, t),

e assim, por (4.42), temos que

sup
(x,y)∈Ω1(t)

‖GN
r (x, y, .)‖L1( r∗

c
,t) ≤

1

2π
log

(
t +

√
t2 − (h/c)2

(h/c)

)
max

(x,y)∈Ω1(t)
|γ|, se t >

h

c
,
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e

sup
(x,y)∈Ω2(t)

‖GN
r (x, y, .)‖L1(t−T,t) ≤ 1

2π
log

(
t +

√
t2 − (t− T )2

t− T

)
max

(x,y)∈Ω2(t)
|γ|, se t >

h

c
+T

Usando essas últimas duas desigualdades acima, pelo lema 4.1 e por (4.41),

temos a conclusão desejada. ¤

Observe que o erro converge para 0, na norma uniforme, quando N → ∞.

Observando o comportamento do erro para t grande, se assumirmos que T < +∞,

afirmamos que, para t grande, o termo produtório que aparece na estimativa (4.38)

comporta-se como 1, e o termo logaŕıtmico comporta-se como
√

T/(2t− T ). De

fato,

lim
t→∞

log

(
t +

√
t2 − (t− T )2

t− T

)
= log

(
lim
t→∞

t +
√

t2 − (t− T )2

t− T

)

= log

(
lim
t→∞

t +
√

T
√

2t− T

t− T

)

= log

(
1 +

√
T

2t− T

)
.

Desde que

log (1 + x) =
∞∑

n=1

(−1)n+1xn

n
, para |x| ≤ 1, x 6= −1,

temos que

log

(
1 +

√
T

2t− T

)
∼

√
T

2t− T
,

o que mostra que, para todo N e h, o erro converge uniformemente para 0 quando

t → ∞. Por outro lado, quando T = +∞, o lado direito da estimativa (4.37)

comporta-se como
1

2π
log t,

pois
t +

√
t2 − (h/c)2

(h/c)
∼ 2t

(h/c)
∼ t,

para t grande, o que mostra um crescimento logaŕıtmico sobre o erro quando t →∞.

Isso é o que acontece se f(t) for, por exemplo, a função de Heaviside.
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Apresentamos aqui a análise de erro fornecida em [9] para a aproximação

da solução do problema (4.33) pela solução do problema (4.34), associado a um

termo fonte pontual. Segundo Diaz e Joly, não seria complicado adaptar a prova do

teorema 4.2 para o caso de um termo fonte distribucional, ou a dados iniciais u0 e

u1 não-nulos. Apresentamos também estimativas na norma L∞, mas, no entanto,

seria posśıvel adaptar a prova a fim de conseguirmos estimativas Lp ou estimativas

de energia.
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5 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

Apresentamos, formalmente, uma revisão bibliográfica sobre os métodos uti-

lizados por Engquist e Majda [12] e Higdon [32], para a construção de condições

de contorno capazes de absorver as reflexões causadas pela imposição de uma fron-

teira artificial num domı́nio infinito, em problemas de propagação de ondas. Além

disso, apresentamos uma forma geral de representação para as condições de contorno

absorventes [36], e a teoria das aproximações racionais [50] para a raiz quadrada

presente no operador pseudo-diferencial das condições de contorno exatas de alta

absorção. O intuito é que, a partir dessas idéias, possamos elucidar a formulação de

novas condições de contorno, melhorando aspectos como facilidade de implementação

e custo computacional.

Como apontado em [7, 27], temos que o controle sobre o erro gerado pelos mo-

dos evanescentes torna-se essencial quando deseja-se truncar o domı́nio ao máximo,

de forma a reduzir o custo computacional de simulação. Tal fato não é evidente

nos resultados apresentados por Higdon, que analisa essencialmente o coeficiente

de reflexão gerado pelos modos propagativos da solução. As condições de contorno

de Engquist e Majda são um caso particular das condições de contorno de Higdon,

onde αj = 0, para todo 1 ≤ j ≤ N . Recentemente, foi apresentado em [28] uma

nova classe de condições de contorno, capazes de controlar os modos evanescentes de

forma mais efetiva, sem ignorar a necessidade de controle sobre os modos propaga-

tivos e tangenciais. Porém, a exemplo das condições de contorno de Higdon, o erro

gerado pelas condições apresentadas por Hagstrom depende de certos parâmetros,

relacionados com os ângulos de perfeita absorção. Ainda não é claro qual seria a es-

colha ótima de tais parâmetros. Discusões sobre a escolha desses parâmetros podem

ser vistas em [7, 36].
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Apresentamos também a fórmula de Diaz e Joly [9] para o problema associado

à equação da onda bidimensional no meio-plano y ≥ 0, com condições de contorno

de Higdon. A partir desta fórmula, é posśıvel obter estimativas, pontuais e uni-

formes, para o erro gerado para tais condições de contorno, tanto para os modos

propagativos, como para os modos evanescentes. Tal fórmula permitiu um melhor

entendimento na escolha dos parâmetros αj, e destacou a importância dos modos

evanescentes no erro gerado pela condição de contorno aproximada. É posśıvel ex-

tender esse método para a obtenção de soluções expĺıcitas da solução fundamental

de outros problemas hiperbólicos. Em [10], Diaz e Joly apresentam uma formulação

semelhante para problemas associados à equação da onda com PML´s. Num tra-

balho futuro, pretendemos formalizar a solução fundamental obtida por Diaz e Joly,

através da teoria das distribuições [41].
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Apêndice A

A.1 Notações e Resultados Úteis

Definição A.1. Seja Ω ⊆ Rn. O espaço Lp, 1 ≤ p < ∞, é definido por

Lp(Ω) =

{
f : Ω → Rn mensurável /

∫

Ω

|f |pdx < ∞
}

,

e sua norma é definida por

‖f‖Lp(Ω) =

(∫

Ω

|f |pdx

) 1
p

.

O espaço L∞ é definido por

L∞(Ω) = {f : Ω → Rn mensurável / sup ess |f | < ∞},

onde sup ess f = inf{c ∈ R / |{x ∈ Ω / f(x) > c}| = 0}. A norma é definida por

‖f‖L∞ = sup ess |f |.

Definição A.2. Definimos a transformada de Fourier de f ∈ L1(Rn) pela expressão

f̂(y) =
1

(2π)n/2

∫

Rn

e−ix·yf(x)dx, ∀ y ∈ Rn, (A.1)

e a sua transformada de Fourier inversa pela expressão

f(x) =
1

(2π)n/2

∫

Rn

eix·yf̂(y)dy, ∀x ∈ Rn. (A.2)

Desde que |e±ix·y| = 1 e f ∈ L1(Rn), essas integrais convergem para todo y ∈ Rn.

Teorema A.1. [Teorema de Plancherel]: Se f ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn), então a

transformada de Fourier T̂f de Tf é definida pela função f̂ ∈ L2(Rn), isto é,

T̂f = Tf com f̂ ∈ L2(Rn),

e

‖f̂‖ =

(∫

Rn

|f̂(x)|2dx

) 1
2

=

(∫

Rn

|f(x)|2dx

) 1
2

= ‖f‖. (A.3)
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Definição A.3. Em vista da igualdade (A.3), podemos definir a transformada de

Fourier de uma função f ∈ L2(Rn). Escolhemos uma seqüência {fk}∞k=1 ⊂ L1(Rn)∩
L2(Rn) com

fk −→ f em L2(Rn).

De acordo com (A.3), ‖f̂k − f̂j‖L2(Rn) = ‖f̂k − fj‖L2(Rn) = ‖fk − fj‖L2(Rn), e assim

{f̂k}∞k=1 é uma seqüência de Cauchy em L2(Rn). Essa seqüência conseqüentemente

converge para um limite, o qual definimos para ser f̂ :

f̂k −→ f̂ em L2(Rn).

Teorema A.2. Se f ∈ L2(Rn), então

D̂αf = (iy)αf̂ ,

para todo multi-́ındice α, tal que Dαf ∈ L2(Rn), onde Dα =

(
1

i

)|α|
∂α1

∂x1

. . .
∂αn

∂xn

,

|α| = α1 + . . . + αn.

As definições e as demonstrações dos teoremas acima podem ser encontrados

em [14]. As definições seguintes, de śımbolo de um operador e operador pseudo-

diferencial, podem ser encontradas em [45].

Definição A.4. Assumindo ρ, δ ∈ [0, 1], m ∈ R, definimos Sm
ρ,δ a classe das funções

a(x, ξ) ∈ C∞ satisfazendo

|Dβ
xDα

ξ a(x, ξ)| ≤ Cα,β〈ξ〉m−ρ|α|+δ|β|,

para todo ı́ndice α, β, onde 〈ξ〉 = (1 + |ξ|2)1/2. Dizemos que a(x, ξ) é o śımbolo de

a(x,D).

Definição A.5. Um operador pseudo-diferencial é um mapeamento f −→ Tf

definido por

Tf(x) =

∫

Rn

eix·ξa(x, ξ)f̂(ξ)dξ
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para toda f ∈ C∞
0 (Rn), onde

f̂(ξ) = (2π)−n

∫

Rn

e−iy·ξf(y)dy

é a transformada de Fourier de f , e onde a(x, ξ) é o śımbolo de T .

No caso especial, onde

a(x,D) =
∑

|α|≤k

aα(x)Dα

é um operador diferencial, e onde f(x) =
∫
Rn f̂(ξ)eix·ξdξ é a transformada inversa

de Fourier, temos que

a(x,D)f(x) =
∑

|α|≤k

aα(x)Dαf(x)

=
∑

|α|≤k

aα(x)

∫

Rn

ξαeix·ξf̂(ξ)dξ

=

∫

Rn

∑

|α|≤k

aα(x)ξαeix·ξf̂(ξ)dξ

=

∫

Rn

a(x, ξ)eix·ξf̂(ξ)dξ

onde

a(x, ξ) =
∑

|α|≤k

aα(x)ξα

é o śımbolo de a(x,D).

As demonstrações dos próximos dois teoremas encontram-se em [56].

Teorema A.3. Seja g(t) ∈ L2(0,∞). Então a transformada de Laplace unilateral

f(z) =
1√
2π

∫ ∞

0

g(t)e−tzdt (Re(z) > 0)

pertence à chamada classe de Hardy-Lebesgue H2(0), ou seja, (i) f(z) é holomorfa

no meio-plano tal que Re(z) > 0, (ii) para cada x > 0 fixado, f(x + iy) como uma

função de y pertence a L2(−∞,∞) de modo que

sup
x>0

(∫

R
|f(x + iy)|2dy

)
< ∞.
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A partir desse teorema podemos enunciar o teorema de Paley-Wiener:

Teorema A.4. [Teorema de Paley-Wiener]: Seja f(z) ∈ H2(0). Então a

função de contorno f(iy) ∈ L2(−∞,∞) de f(x + iy) existe no sentido que

lim
x↓0

∫

R
|f(iy)− f(x + iy)|2dy = 0

de modo que a transformada inversa de Fourier

g(t) =
1√
2π

lim
N→∞

∫ N

−N

f(iy)eitydy

desaparece para t < 0 e f(z) pode ser obtida como uma transformada de Laplace

unilateral de g(t).

As demonstrações dos próximos resultados podem ser encontradas em [40].

Lema A.1. [Lema de Jordan]: Suponhamos que

(i) uma função f(z) é anaĺıtica para todo os pontos z pertencentes ao meio-

plano superior y ≥ 0 que são exteriores ao ćırculo |z| = R0;

(ii) CR denota um semićırculo z = Reiθ(0 ≤ θ ≤ π), onde R > R0;

(iii) para todos os pontos z sobre CR, existe uma constante positiva MR tal que

|f(z)| ≤ MR, onde

lim
R→∞

MR = 0.

Então, para toda constante positiva a,

lim
R→∞

∫

CR

f(z)eiazdz = 0. (A.4)

Teorema A.5. [Teorema de Cauchy-Goursat]: Seja um conjunto aberto Ω ⊆
C, simplesmente conexo. Seja f : Ω → C uma função holomorfa, e seja γ um

caminho retificável fechado em Ω. Então

∮

γ

f(z)dz = 0.
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Teorema A.6. [Teorema da Convergência Dominada]: Seja fn : Ω → R uma

seqüência de funções integráveis convergindo quase sempre em Ω, para uma função

f , dominadas por uma função g, integrável. Então

∫

Ω

fn(x)dx −→
∫

Ω

f(x)dx.

Por dominado, entende-se |f(x)| ≤ g(x), ∀x ∈ Ω.
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Apêndice B

B.1 Transformada de Fourier-Laplace da solução

fundamental da equação da onda 2D

Considere a equação

d

dx

[
p(x)

dy

dx

]
+ [q(x) + λs(x)]y = f(x), a ≤ x ≤ b. (B.1)

Assumimos que as soluções da equação homogênea, u1(x) e u2(x), são linearmente

independentes. Cada solução é escolhida para satisfazer uma das condições de con-

torno a serem satisfeitas pela solução y(x), isto é, se y(a) = y′(b) = 0, então tomamos

u1(a) = 0 e u′2(b) = 0. Pelo método da variação de parâmetros, podemos escrever

y(x) como

y(x) = A(x)u1(x) + B(x)u2(x). (B.2)

O método da variação de parâmetros é usualmente aplicado para equações as quais

o coeficiente de y′′ é igual a 1. Reescrevendo (B.1), temos que

y′′(x) +
p′(x)

p(x)
y′(x) +

q(x) + λs(x)

p(x)
y(x) =

f(x)

p(x)
.

O uso padrão do método de variação de parâmetros nos dá

A′(x)u1(x) + B′(x)u2(x) = 0

A′(x)u′1(x) + B′(x)u′2(x) =
f(x)

p(x)
.

(B.3)

Assim, por (B.2),

0 = y(a) = A(a)u1(a) + B(a)u2(a) = B(a)u2(a) =⇒ B(a) = 0.

Derivando (B.2), temos que

y′(x) = A′(x)u1(x) + A(x)u′1(x) + B′(x)u2(x) + B(x)u′2(x),
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e assim, por (B.3),

0 = y′(b) = A(b)u′1(b) + B(b)u′2(b) = A(b)u′1(b) =⇒ A(b) = 0.

Resolvendo a primeria equação de (B.3) para A′(x), temos que

A′(x) = −B′(x)
u2(x)

u1(x)
,

e a segunda para B′(x), temos que

−B′(x)
u2(x)

u1(x)
u′1(x) + B′(x)u′2(x) =

f(x)

p(x)

=⇒ B′(x) =

(
f(x)

p(x)

)
u1(x)

u1(x)u′2(x)− u2(x)u′1(x)
=

f(x)

p(x)

u1(x)

W (x)
,

onde W (x) é o wronskiano, e logo

A′(x) = −f(x)

p(x)

u2(x)

W (x)
.

Integrando, temos que

∫ b

x

A′(s)ds = −
∫ b

x

f(s)u2(s)

p(s)W (s)
ds e

∫ x

a

B′(s)ds =

∫ x

a

f(s)u1(s)

p(s)W (s)
ds,

o que implica que

−A(x) = −
∫ b

x

f(s)u2(s)

p(s)W (s)
ds e B(x) =

∫ x

a

f(s)u1(s)

p(s)W (s)
ds

O wronskiano para problemas de Sturm-Liouville é dado por W (x) = c/p(x). Assim

y(x) =
u1(x)

c

∫ b

x

f(s)u2(x)ds +
u2(x)

c

∫ x

a

f(s)u1(s)ds. (B.4)

Agora, olhemos para o caso espećıfico onde f(x) = −Jδ(x− x0), onde J pode

ser constante ou função de x. Quando essa f(x) é usada em (B.4), somente um dos

dois termos será integrado através da função delta, e assim não será nulo. Desta

forma,

y<(x) = −Ju1(x)
u2(x0)

c
, para x < x0

y>(x) = −Ju2(x)
u1(x0)

c
, para x > x0,
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ou ainda,

y(x) = G(x) =





y<(x) = −Ju1(x)
u2(x0)

p(x0)W (x0)
, para x < x0

y>(x) = −Ju2(x)
u1(x0)

p(x0)W (x0)
, para x > x0.

(B.5)

Nosso objetivo é resolver a equação

∂

∂y
Ĝi(ξ, y, s)−

(
ξ2 +

s2

c2

)
Gi(ξ, y, s) = −δ(y − h), (B.6)

com as condições de contorno Ĝi(ξ, a, s) = ∂
∂y

Ĝi(ξ, b, s) = 0, com a ≤ y ≤ b.

Resolvendo a equação homogênea em (B.6), temos que

Ĝi(ξ, y, s) = Ae

√
s2

c2
+ξ2y + Be−

√
s2

c2
+ξ2y.

Para Ĝi(ξ, a, s) = 0, a única solução que converge quando a → −∞ é dada por

u1(ξ, y, s) = e

√
s2

c2
+ξ2y. Para Ĝi

′
(ξ, b, s) = 0, a única solução que converge quando

b →∞ é dada por u2(ξ, y, s) = e−
√

s2

c2
+ξ2y. Calculando o wronskiano, temos que

W (ξ, y, s) = u1(ξ, y, s)
∂

∂y
u2(ξ, y, s)− u2(ξ, y, s)

∂

∂y
u1(ξ, y, s) = −2

√
s2

c2
+ ξ2.

Tomando p(x) = 1 e J = 1 em (B.5), temos que

Ĝi(ξ, y, s) =





−e

√
s2

c2
+ξ2ye−

√
s2

c2
+ξ2h

−2
√

s2

c2
+ ξ2

, para y < h

−e−
√

s2

c2
+ξ2ye

√
s2

c2
+ξ2h

−2
√

s2

c2
+ ξ2

, para y > h,

ou seja,

Ĝi(ξ, y, s) =
e−

√
s2

c2
+ξ2|y−h|

2
√

s2

c2
+ ξ2

. (B.7)

Todo o racioćınio acima pode ser encontrado em [17].
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