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RESUMO

Neste trabalho, sao caracterizadas as solugoes do tipo ondas planas e modais de
modelos matematicos referentes a teoria de linhas de transmissao, com e sem per-
das, e a teoria de vigas, modelo de Timoshenko e modelo nao local de Eringen.
Os modelos sao formulados matricialmente, e as ondas em questao sao determi-
nadas em termos da base gerada pela resposta matricial fundamental de sistemas de
equagoes diferenciais ordinarias de primeira, segunda e quarta ordem. A resposta
matricial fundamental é utilizada numa forma fechada que envolve o acoplamento
de um namero finito de matrizes e uma funcao escalar geradora e suas derivadas. A
funcao escalar geradora é bem comportada para mudancas em torno de frequéncias
criticas e sua robustez é exibida através da técnica de Liouville. As ondas modais
sao decompostas em termos de uma parte que viaja para frente e uma parte que
viaja para tras. Essa decomposicao é utilizada para fornecer matrizes de reflexao e
transmissao em descontinuidades e condi¢oes de contorno. No contexto das linhas de
transmissao sao consideradas uma juncao de linhas com impedancias caracteristicas
diferentes ou uma carga em uma extremidade da linha. Na teoria de Timoshenko sao
consideradas uma fissura ou condi¢oes de contorno em uma das extremidades. Ex-
emplos numéricos com descontinuidade sao considerados na viga. Na teoria de linhas
de transmissao exemplos com multicondutores sao considerados e observagoes sao
realizadas sobre a decomposi¢ao das ondas modais. No modelo nao local de Eringen,

para vigas bi-apoiadas é discutida a existéncia do segundo espectro de frequéncias.

Palavras-chave: Modelo de linhas de transmissao de multicondutores. Modelo de
Timoshenko. Modelo nao local de Eringen. Ondas planas. Ondas modais. Resposta
matricial fundamental. Funcgao escalar geradora de ondas. Condig¢oes de contorno e

de compatibilidade. Matriz de reflexao e transmissao.
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ABSTRACT

Plane type solutions and modal waves of mathematical models, which refer to trans-
mission lines theory, both lossless and lossy, and to beam theory, using both Timo-
shenko and nonlocal Eringen models, are being characterized in this work. The
models are formulated in matrix form, and the waves are determined in terms of
matrix basis generated by fundamental matrix response of systems of ordinary differ-
ential equations of first, second and fourth order. The fundamental matrix response
is used in the closed-form, which involve the coupling between a number finite of
matrices of a generating scalar function and its derivatives. The generating scalar
function is well behaved for changes around critical frequencies and its robustness
is exhibited through the Liouville technique. Modal waves are decomposed in for-
ward and backward parts. This decomposition is used for providing reflection and
transmission matrices when dealing with discontinuities and boundary conditions.
In the context of transmission lines junction of lines with different characteristic
impedances or a load at one end of the line are being considered. In Timoshenko’s
theory the crack problem or boundary conditions at one end are also being con-
sidered. Numerical examples with discontinuities are considered in the context of
beams. Numerical examples with discontinuities and boundary value problems were
approached using modal wave decomposition. In transmission line theory examples
with multiconductors are considered and observations are made about decomposi-
tion of the modal waves. In the nonlocal of Eringen model, for bi-supported beams,

the existence of the second frequency spectrum is discussed.

Keywords: Multiconductor transmission lines. Timoshenko model. Eringen non-
local model. Plane waves. Modal waves. Fundamental matrix solution. Scalar
wave generator function. Boundary and compatibility conditions. Reflection and

transmission matrix.



1 INTRODUCAO

Este trabalho tem como tema central a caracterizacao de solugoes do
tipo ondas planas e modais em linhas de transmissao e de vibragoes em vigas elésticas

em macro e micro escala.

As ondas planas sao solucoes de equacoes diferenciais parciais lineares
com coeficientes constantes que assumem um mesmo valor em pontos de uma reta
cujos coeficientes envolvem constantes relacionadas & variagao temporal e a vari-
acao espacial. Essas constantes podem ser niimeros reais ou complexos para incluir
efeitos complicados como amortecimento, descontinuidades, materiais dispersivos e
complexos, dispositivos ou obstaculos anexados, entre outros. No caso de ondas
harmonicas, as constantes sao associadas a frequéncia e ao numero de onda, respec-

tivamente, [25, 26, 31, 34, 50, 51, 53, 62, 63, 87, 108|.

Propagagao de ondas e anélise espectral sao diferentes métodos para
analise de respostas dinamicas em estruturas. Elas sao usualmente aplicadas de
acordo com a duracao da variagao temporal da carga, tamanho da estrutura, testes
experimentais e descontinuidades. Na propagacao de ondas, utiliza-se o principio que
uma onda incidente em certos pontos de interesse envolverao ondas refletidas e trans-
mitidas como casos particulares de ondas planas. Na analise espectral, relaciona-se
um comportamento exponencial no tempo com uma distribuicao da amplitude espa-
cial a ser determinada de acordo com as condigoes de compatibilidade ou contorno

envolvidas, assim, conduzindo a ondas modais.

Na primeira parte deste trabalho, sao caracterizadas todas as ondas
planas e modais das linhas de transmissao com multicondutores uniformes com per-
das, [53, 55, 65, 95]. As ondas modais sdo usadas em linhas de transmissao limitadas
onde as condi¢oes de contorno sao um gerador e uma carga nas extremidades da

linha. A abordagem apresentada para as linhas de transmissao trabalha com sua



formulacao fisica como sistema evolutivo de primeria ordem, bem como a equacao do
telégrafo espacial de segunda ordem desacoplada. Em ambas as formulagoes, utiliza-
se a resposta matricial fundamental das equagoes diferenciais da matriz espacial que
surge em relagao a fase linear das ondas planas e para a amplitude espacial das
ondas modais. Esta resposta matricial fundamental é dada na forma fechada em
termos de uma funcao escalar geradora de onda de ordem superior e um nimero

finito de termos de acoplamento [21].

As solugoes do tipo ondas exponenciais sao consideradas em detalhe e
as ondas modais sao descritas como uma superposicao linear de ondas exponenciais.
Os casos limite sao tratados diretamente com a funcao escalar geradora de onda.
Sao consideradas duas classes de sistemas: os regulares, para os quais os parametros
da fase nao estao em uma relagao linear e aqueles para os quais eles se relacionam
linearmente. Observa-se que a linha de transmissao sem perdas é um caso singular.
Uma decomposigao da funcao escalar geradora de onda modal é introduzida para o
estudo de ondas refletidas e transmitidas em descontinuidades ou com uma carga na
extremidade. Isso permite definir as matrizes de reflexao e transmissao ao identificar

as funcgoes escalares geradoras que viajam para frente e para trés.

As equagbes das linhas de transmissao de multicondutores sao geral-
mente desacopladas por técnicas de diagonalizacao que impoem restricoes as ma-
trizes de induténcia, resisténcia, capacitancia e condutéancia [92]. Em [40], ¢ mostrado
que existem linhas de transmissao aéreas (overhead lines) que originam problemas
nao diagonalizaveis. A abordagem proposta neste trabalho, nao utiliza técnicas de

diagonaliza¢ao sendo eficaz para qualquer tipo de linhas de transmissao uniformes.

O caso das linhas de transmissao cujas matrizes de impedancia e ad-
mitancia sdo simétricas e ciclicas (padrao circulante) é considerado em detalhe uma
vez que relaciona-se as matrizes de Fourier com a metodologia da sequéncia de com-
ponentes de Fortescue’s [43] e elas sdo usadas no estudo de sistemas multifasicos

[4, 56, 66, 124]. O caso de uma linha de transmissao multifisica com o mesmo



valor para os parametros de auto-indutancia e de indutancia mutua, bem como para
auto-admitancia e de admitancia mitua ¢é estudado detalhadamente usando a teoria
das matrizes circulantes [28]. E observado que tais sistemas sdo nao-defeituosos e
que uma constante de propagacao depende da indutancia, admitancia e do niimero
de condutores, enquanto as demais possuem o mesmo valor e sao independentes do

numero de condutores.

Simulagoes numéricas sao apresentadas para uma linha de transmissao
trifasica com perdas, uma linha simétrica de quatro fases sem perdas e linha de seis
fases sem perdas com simetria ciclica. A abordagem é robusta no sentido de que

podemos usa-la com linhas de transmissao curtas, médias ou longas.

Na segunda parte do trabalho, sao caracterizadas todas as ondas planas
e modais em vigas elasticas descritas pelo modelo de Timoshenko e pelo modelo nao
local de Eringen para vigas de pequena escala [19]. A formulagao original do modelo
de Timoshenko, em termos de duas equagoes de segunda ordem, é mais adequada
para a imposicao do significado fisico das condig¢oes de contorno e compatibilidade.
No entanto, também é possivel expressar as equacoes do movimento de Timoshenko
para vigas uniformes na forma desacoplada com duas equacoes evolutivas de quarta
ordem ou transformada em um sistema de primeira ordem. No estudo de vibragoes
livres, elas tém a mesma forma para a deflexdo e para o giro devido a flexao [58|,
[78]. Porém, no estudo com vigas de comprimento finito, onde as condigoes de
contorno sdo impostas, ou vigas segmentadas (multispan), existe um acoplamento
implicito entre deflexao e giro [58], a menos que as condigoes sejam separadas como
é o caso da viga simplesmente apoiada [48]. O estudo do modelo de Timoshenko
como sistema de primeira ordem no tempo é semelhante ao estudo das linhas de
transmissao. Porém, no estudo das ondas modais, observa-se que as condicoes de
contorno classicas em vigas finitas envolvem a determinagao das frequéncias naturais

e modos normais, enquanto nas linhas de transmissao limitadas pela presenca de um



gerador é assumido uma frequéncia de entrada implicando condi¢oes de contorno nao

homogéneas.

As ondas planas do modelo de Timoshenko sao obtidas resolvendo em
forma fechada um sistema diferencial completo de segunda ordem em relacao a uma
variavel de fase de onda plana. Seu comportamento pode ser determinado estudando
uma fungao escalar associada que muda sua geometria de acordo com a natureza da
frequéncia complexa e do namero de onda. Esta funcao aparece quando se utiliza
uma base de matriz fundamental para as solugoes do sistema de segunda ordem
[21]. E uma funcio de onda escalar bem comportada que reflete os casos estaticos
e criticos quando ocorrem raizes repetidas do polinémio caracteristico associado.
Essa robustez ¢é verificada usando o processo limite de Liouville que permite manter
a mesma forma simbolica para qualquer nimero de frequéncia e onda. As ondas
modais também sao caracterizadas em forma fechada, resolvendo um sistema de
segunda ordem em relagao a variavel espacial e dependendo de uma func¢ao de onda
modal escalar. Este tipo de onda pode ser caracterizado como a superposicao de
quatro ondas planas exponenciais com amplitudes de vetor caracteristico constantes
ou com uma amplitude variavel ao lidar com raizes repetidas da equacao de disper-
sao. Na literatura, estes casos sao considerados de maneira separada [17], porém
com a metodologia desenvolvida neste trabalho, existe uma solu¢ao unificada que
através de um processo de limite direto com a fungao de onda modal permite abor-
dar facilmente situagoes defeituosas como o caso critico (raizes duplas) e estético

(raizes quadruplas).

Quando uma onda é incidente sobre alguma descontinuidade na viga,
devido & mudanga de propriedade geométrica/material, restri¢oes cinéticas, tais
como um suporte elastico ou carga concentrada, ou contornos, da origem a on-
das refletidas e transmitidas cuja caracterizacao relaciona as amplitudes de ondas
entrando e saindo (incoming and outgoing waves) em uma descontinuidade e pode

revelar caracteristicas fisicas locais associadas a vibragoes estruturais de meios elas-



ticos [54|. Para uma classe de descontinuidades encontradas nas aplicagdes, pode-se
assumir que elas sao descritas por forcas elésticas ou dissipativas ou inerciais que
dependem linearmente com respeito as taxas espaciais ou temporais da deflexao e
rotacao. Condicoes de compatibilidade e de contorno podem ser formuladas em
termos matriciais, de modo que, ao usar a propagacao de onda, pode-se ter uma
abordagem matematica sistematica. Isto ¢ ilustrado com um problema de fissura
onde as ondas refletidas e transmitidas sao identificadas a partir da descricao da

onda matricial modal e das condi¢oes de compatibilidade.

Simulagoes no caso de existéncia de fissuras da viga ilustram a influéncia

de certos componentes antes e depois de valores criticos.

Quando as dimensoes das estruturas sao muito pequenas, teorias de-
pendentes da escala tém sido estudadas. Por exemplo, em aplicacoes com nano
e micro escalas tais como nanotubos de carbono, sistemas nano e microeletronicos
(MEMS e NEMS) e microscopia de forga atomica (AFM). De acordo com a teoria da
elasticidade nao local de Eringen, a tensao em qualquer ponto de referéncia do corpo
nao depende somente da deformacao deste ponto, mas também da deformagao em
todos os pontos do corpo e de um parametro nao local egag. Considerando a teoria

de Eringen, em [74] é derivado o modelo néo local que ¢ abordado neste trabalho.

Na obtencao de ondas modais para a teoria nao local Eringen, observou-
se que o caso limite egag — 0 leva a resposta matricial fundamental que corresponde
a resposta do modelo de Timoshenko, assim observa-se a continuidade da base modal
gerada por essa solugao. Tal comportamento nao é observado no estudo de ondas
planas, onde o limite eqag — 0 traz singularidades as condic¢oes iniciais dos problemas
de valor inicial associados, tanto & resposta matricial fundamental quanto a fungao

escalar geradora de onda plana.

Traill-Nash e Collar [119] desenvolveram um estudo detalhado sobre

o modelo de Timoshenko, e observaram a existéncia de dois espectros distintos



de frequéncia para as vibragoes livres de vigas bi-apoiadas. Muitos autores tém
discutido a existéncia e validade desse "novo"espectro, como em [8, 9, 71, 111, 112].
Ao tratar o modelo nao local de Eringen com metodologia analoga a desenvolvida
em [115, 116], também observa-se a existéncia do segundo espectro de frequéncias

para a viga bi-apoiada.

Na teoria de linhas de transmissao, no modelo de Timoshenko ou na
teoria nao local de Eringen, as relagoes de dispersao ou as equagoes caracteristicas
podem levar a constantes associadas a numeros de onda e a frequéncias que sao
reais, imaginéarios ou complexos. Portanto, é conveniente para problemas gerais, do
ponto de vista matematico, trabalhar com ondas planas ou ondas modais em vez de
ondas progressivas harmonicas classicas ou assumir que o comportamento temporal

esta oscilando devido a frequéncias naturais e ter a propriedade dos modos normais.

Considerando frequéncias naturais, a funcao escalar geradora de onda
modal para o modelo de Timoshenko é oscilante acima de uma frequéncia critica e
evanescente abaixo dela. Enquanto a funcao geradora de onda modal para o modelo

nao cléssico possui carater oscilatério em um intervalo limitado de frequéncias.
O trabalho esta estruturado na seguinte maneira:

No Capitulo 2, sao apresentados conceitos e defini¢oes basicas de ondas
planas. Caracterizacao de ondas harmonicas, exponenciais, definicao de pacote de

onda, velocidade de grupo e equagao de dispersao.

No Capitulo 3, as linhas de transmissao sao apresentadas, sendo discu-
tidas suas aplicacoes, tipos mais comuns e classificagao quanto as suas caracteristicas

de composicao.

No Capitulo 4, o modelo matematico para descrever tensao e corrente
em uma linha de transmissao com dois condutores é obtido utilizando as leis de

Kirchhoff em elementos infinitesimais do comprimento da linha. Sao apresentadas



condicoes iniciais e de contorno para uma linha finita. As equagoes referentes ao mo-
delo sao escritas na forma matricial como uma equagao diferencial matricial parcial
de primeira ordem. O desacoplamento é obtido utilizando a identidade de Cramer,
resultando em equagoes na forma telegrafica. A formulagao matricial permite o
desenvolvimento de uma nova metodologia em ondas. Assim, sao completamente
caracterizadas as ondas planas para a linha de transmissao livre e forcada, e on-
das modais utilizando a base matricial gerada pela resposta matricial fundamental,
sendo a resposta matricial dada em termos de uma funcgao escalar geradora de onda
plana e modal. As ondas modais sao decompostas em duas partes, sendo uma onda
modal para frente e outra para tras. Essa decomposicao é utilizada na obtencao de
matrizes de reflexao e transmissao de ondas em problemas com descontinuidade de-
terminada pela juncao de linhas com impedéancia caracteristica distintas, e a matriz
de reflexao é determinada no problema de valor de contorno dado por um carrega-

mento em uma extremidade da linha.

No Capitulo 5, o modelo matematico para linhas de transmissao com
multicondutores é apresentado, observando que as equagoes diferenciais originais
do modelo diferem do capitulo anterior por seus coeficientes serem matriciais. A
metodologia utilizada nas linhas com dois condutores ¢ aplicada agora a multicon-
dutores, para determinar as ondas planas e modais deste modelo. Linhas de trans-
missao multifisicas que apresentam simetria ciclica sao discutidas em detalhe, em
particular, para o caso em que os valores para auto-impedancia, auto-admitancia,
impedancia e admitancia mutuas sao iguais. Exemplos ntimericos sao apresentados
para linhas com trés, quatro, e seis fases, e realizadas observagoes a respeito da

funcao escalar geradora de onda modal e resposta matricial fundamental.

No Capitulo 6, sao apresentadas diferentes formulagoes do modelo de

Timoshenko e condigoes de contorno.

No Capitulo 7, as ondas planas e modais do modelo de Timoshenko sao

caracterizadas utilizando metodologia desenvolvida nos Capitulos 4 e 5, observando



que as ordens das equagoes diferenciais matriciais e escalares diferem das apresen-
tadas para a linha de transmissao. O caso das componentes proporcionais e onda
plana do tipo exponencial sao discutidos em detalhe. Ondas modais sao decom-
postas como superposicao de ondas planas, e sao discutidas diferencas e relagoes
entre as solugoes planas e modais. A metodologia descrita é usada no problema de

fissuras.

O Capitulo 8 é dedicado ao estudo do modelo nao local de Eringen.
Ondas planas e modais sao caracterizadas. Comportamentos da funcao geradora
de onda modal sao analizados via simulagoes. A existéncia do segundo espectro de

frequéncia para o modelo nao local é investigada.
No Capitulo 9, sao apresentadas as conclusoes do trabalho.

No Apéncice A, a forma fechada para a obtencao da resposta matricial
fundamental é apresentada para equacoes diferenciais matriciais de ordem m com

matrizes coeficientes de ordem N x N.

No Apéndice B, as integrais de Fresnel estao definidas.



2 ONDAS PLANAS

Do ponto de vista fisico, uma onda progressiva ou viajante é considerada
como sendo uma perturbagao que se propaga transportando energia de um ponto a
outro, enquanto uma onda estacionaria armazena energia sem transporté-la. Hoje

em dia, trés grandes grupos bésicos sao considerados:

1. Ondas mecanicas;
2. Ondas eletromagnéticas;

3. Ondas de matéria ou quanticas;

As ondas mecénicas precisam de um meio para se propagar, ao contrario
das ondas eletromagnéticas. As ondas de matéria tem seu conceito associado &
dualidade onda-matéria da luz. Ondas sonoras, ondas na dgua e ondas em uma corda
sao exemplos de ondas mecéanicas, enquanto ondas de celular, radio, televisao e raio
x sao exemplos de ondas eletromagnéticas. Ja a ondas de matéria sao associadas a

elétrons, protons e outras particulas elementares, e mesmo com atomos e moléculas.

Considerando a diregao de vibracao dos elementos do meio em relagao

a direcao de propagacao da onda tem-se a classificacao:

1. Ondas longitudinais: os elementos do meio oscilam na mesma dire¢ao

de propagacao da onda.

2. Ondas transversais: cada particula do meio oscila perpendicularmente

a direcao de propagacao da onda.

Neste trabalho, serd abordado o estudo de ondas transversais em linhas de transmis-
sao e vigas. Usualmente, as ondas sao consideradas flutuagoes espaciais que evoluem

com o tempo de maneira periédica ou nao.
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Uma onda plana ou progressiva é definida como uma fungao de variagao

temporal-espacial da forma
o(t, ) = ©(A + yx), (2.1)

onde o perfil ®(s) é uma funcdo que depende da fase s = A\t + yz. Escrevendo

82757 €:$—Ct, C:_év (22)
Y

as ondas planas podem ser escritas na forma equivalente
o(t,x) = F(x — ct), (2.3)
onde ®(s) = F(£), usualmente referidas como ondas viajantes.

Quando c é real, ou seja, v e A sdo reais ou puramente imaginarios, para
cada instante ¢ fixo, o grafico da onda ¢ é uma translagao do perfil de onda F'(z)
em t = 0. Assim, o perfil de onda em ¢ é idéntico a F'(x) deslocada uma distancia
ct na direcao positiva do eixo x quando ¢ > 0, e na dire¢ao negativa quando ¢ < 0.
Assumindo x = ¢t como uma nova origem, e denotando por X a distancia entre
um ponto no eixo espacial e a nova origem, tem-se x = ct + X. Assim, o perfil
de onda definido nesta nova origem seria ¢ = f(X), [25]. Se o perfil F(z) é uma
funcao periddica de periodo [, entao o perfil repete-se a cada intervalo espacial de
comprimento [, chamado comprimento de onda. Considerando a onda ¢ = F(z—ct),

tem-se que é periddica no tempo com periodo igual a 7 = é Neste caso, ¢ é chamada

l

T

a velocidade de propagacao ou de fase sendo dada por ¢ =
2.1 Ondas harmonicas
O tipo de onda plana periédica mais simples é constituida pelas ondas

harmonicas nas quais o perfil de onda sao func¢oes seno ou cosseno. Estas fungoes

possuem periodo 27, refletida por um ciclo, considerando rotagao completa do raio
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do circulo unitario ou, pelo comprimento do arco do ciclo completo (27 rad). Por

exemplo, para o perfil harmonico, ¢ e m reais, dado por
¢ =a cosm(z —ct), (2.4)

em [25], para t = 0 segue
F(z) = a cos(mz). (2.5)

O perfil de onda se repete em um intervalo definido como comprimento de onda e é

dado por [ = %”, o comprimento de onda é o periodo em relagao a variavel espacial.

2

=%, e a ¢ a amplitude da onda. Tem-se a

O periodo em relagao ao tempo é 7 =

frequéncia de onda ciclica f = % e namero de onda ciclica k = % A dimensao de f
é ciclos por unidade de tempo, enquanto a dimensao de k sao ciclos por unidade de

comprimento, e indicam quantos ciclos se repetem por unidade de tempo e espago

respectivamente. Pode-se ainda definir frequéncia angular w = 27” = 27 f e niimero
de onda angular p = 27”, com dimensoes em radianos por unidade de tempo e

distancia, respectivamente.

Das defini¢oes acima, segue que a velocidade de fase pode ser escrita

na forma ciclica como ¢ = % ou angular como ¢ = f

Da equagao (2.5), segue que o comprimento de onda é

=T
m
e daf
2 2 2
¢ = acos Tw(x —ct) = acos (Tﬂx - %t), (2.6)
combinando as relagoes ¢ = é ew= 27”, segue que 27” = w, assim
¢ = acos(ux — wt). (2.7)

A onda harmonica dada em (2.7), pode ser escrita como

o(t,x) = acos(ur — wt) = acos(ux) cos(wt) + a sen(pux) sen(wt), (2.8)
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onde cada parcela

cos(px) cos(wt) = 5 (cos(pux + wt) + cos(pux — wt)),

(2.9)

1
2
sen(pzx) sen(wt) = 3

(cos(px — wt) — cos(px + wt)) ,

é a superposicao de duas ondas planas harmonicas com mesma frequéncia, amplitude
e comprimento de onda mas viajando em dire¢oes opostas [25]. Cada uma das
parcelas de (2.8) é chamada onda estacionaria, devido ao fato de que os perfis de
onda ¢4 (t, z) = cos(ux) cos(wt) e ¢o(t,x) = sen(ux) sen(wt) ndo avancam. As ondas
estacionarias sao caracterizadas pela existéncia de pontos ao longo do meio que nao
se deslocam chamados de nos, e pontos com deslocamento maximo chamados anti-
nos. Em particular, para a onda estacionaria ¢ (t,z) = cos(uz) cos(wt) os nos sao

os valores de x tais que cos(uz) = 0 e os anti-nés os pontos nos quais cos(ux) = £1.

No caso de considerar a onda harmonica senoidal ¢(t,z) = a sen(uz —
wt) = a sen(ux) cos(wt) — acos(puz) sen(wt), cada parcela é superposigdo de ondas
senoidais com mesma amplitude, frequéncia e viajando em dire¢oes opostas. Para
a onda estacionaria ¢ (t,z) = sen(uz)cos(wt), os nos sao os valores de x tais que

sen(pz) = 0 e os anti-nés os pontos nos quais sen(pz) = 1.

2.2 Ondas exponenciais

Solugoes do tipo exponencial
o(t,z) = M (2.10)
de equagoes diferenciais parciais lineares com coeficientes constantes, onde
A=(+iw, y=a+il (2.11)

sao numeros complexos, podem ser escritas como produto de ondas exponenciais

reais e puramente imaginarias

¢(t, l‘) _ e(tJraxez’(thrﬁx). (212>
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A onda exponencial real em (2.12) representa atenuagao ou amplificagdo no tempo

e no espago, enquanto a onda exponencial imaginaria
e WHH) — cos(wt 4 Ba) + i sen(wt + Br), (2.13)

estd associada a superposicao de duas ondas harmoénicas.

A notacao complexa para descrever ondas harmonicas
o(t, z) = ae' @b (2.14)

embora seja de interesse apenas a parte real ou imaginaria, ¢ = acos(wt + fx)
ou ¢ = a sen(wt + fx), permite muitas vezes simplificar os calculos. Além disso,

considerando-se uma amplitude complexa a = |a|e? tem-se
(b _ aei(wt+6:p) _ ‘a|ei(wt+b’x+0)’ (2'15>

que envolve tanto seno como cosseno e o angulo de fase 6.

2.2.1 Equacgao de dispersao

A substituicao da solugao exponencial ¢(t,r) = eM*7® na equacao di-

ferencial parcial em questao estabelece uma relagao entre A e
I'(Av) =0, (2.16)

que usualmente, com a aplicacao de técnicas de Fourier para A e v puramente ima-

ginarios, é chamada equagao de dispersao, ou frequéncia.

Supondo v = y(A) ou A = A() na resolugdo da relagao (2.16), entao

A

c=—2
5

resulta uma funcao que depende somente de A ou de . No caso em que ¢ é
uma constante, a onda é dita nao dispersiva. Quando c¢ é real, entao a onda plana

F(z — ct) se propaga sem distorgao.

A superposicao de ondas harménicas e“*#%)  que sdo solucao de muitas
equacoes diferenciais parciais lineares que governam movimentos oscilatorios, é de-

nominada um pacote de onda. Cada parcela tem velocidade de propagacao dada por
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c= —%, a qual pode ser constante ou variavel dependendo da natureza das solugoes

w = w(p) ou p = p(w),

da relagao de dispersao I'(w, u) = 0, que resulta de (2.16) sendo A = iw e v = ip.

Define-se a velocidade de grupo como

¢y =w (1) (2.17)

Esta velocidade é constante para ondas nao dispersivas, se a frequéncia angular de-
pende linearmente do nimero de onda angular, e varia quando a frequéncia depende

nao linearmente do nimero de onda [102].

Fisicamente, em [51], para ilustrar os conceitos de pacote de onda e
velocidade de grupo consideram-se duas ondas harmoénicas com mesma amplitude e
frequéncias ligeiramente diferentes, assim como nimero de onda. Assim, considera-

se o pacote de onda sendo a superposicao

1 1
o(t, x) = acos(pyx—wit)+a cos(per—wst) = 2a cos (§Apx — §Awt) cos (ux — wt) ,
(2.18)

que é reescrita como
1 1
o(t,x) = 2acos §A,ux - §Awt cos (px — wt), (2.19)
onde Ay = g — i1, Aw = wy — wy, p = %(Nl +p2) e w = %(Wl + ws).

O primeiro fator cosseno de (2.19) tem baixa frequéncia angular, Aw,
e pequeno nimero de onda angular, Ay, com velocidade ¢, = ﬁ—z. Este fator é
portanto uma onda longa (comprimento de onda ALM grande). Enquanto, com relagao
ao primeiro, o segundo fator de (2.19) tem alta frequéncia w, e grande ntimero de

onda u, com velocidade ¢ = f, sendo classificada como onda curta (comprimento de

onda i pequeno).

O efeito do primeiro fator (termo de baixa frequéncia) age como uma

modula¢ao do segundo fator (termo portador de alta frequéncia). Também pode-se
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interpretar o primeiro fator como um tipo de envelope das ondas curtas do pacote,
que é o pacote como um todo, o qual portanto movimenta-se com a velocidade de

grupo c,, [102].

iferentes relacoes entre a velocidade média ¢ = £ e a velocidade de
Difi t | t locidad d “/j locidade d

_ Aw 2
grupo ¢y = X2 podem ocorrer. Se ¢ > ¢, as ondas aparecem na parte de tras do
pacote viajam para frente e desaparecem, se ¢ = ¢, nao ocorre movimento relativo
entre o pacote e a onda portadora e o pacote de onda viaja sem distorcao, e se ¢ < ¢,

as ondas aparecem na frente do grupo, viajam para tras e desaparecem.

Na Figura 2.1 sao apresentados gréaficos referentes a duas ondas har-
monicas com mesma amplitude e frequéncias e nimeros de onda ligeiramente dife-
rentes. Na Figura 2.1(a) tem-se os graficos das duas ondas harmonicas, em 2.1(b) é
apresentado o pacote de onda dado pela superposicao das duas ondas harmoénicas,
em 2.1(c) é graficado o pacote de onda juntamente com a onda de baixa frequéncia
que é interpretada como o envelope. Na Figura 2.1(d) os graficos de (c¢) sao repetidos
aumentado o intervalo em x de forma a permitir a observacao da periodicidade, essa

caracteristica ¢ devida a periodicidade do primeiro fator cosseno em (2.19).

Por outro lado, em [102], um pacote de onda ¢(t, z) que é a superposigao

de ondas harménicas com w = w(p), pode ser representado pela integral de Fourier

olta) = [ Aty (2.20)

Supondo o pacote localizado em p = g, ou seja, A(u) é desprezivel fora da vizi-

nhanca de p e concentrado em p = py. E considerando w(u) ~ w(po) + w'(10) (1 —
fto) = w(to) + 41t — po), segue

+6
b(t, 1) ~ ilma—(uo)t) / P A et e=en) g, (2.21)

Ho—0
entdo ¢(t, r) é aproximado pelo produto de duas ondas. Neste caso, o segundo fator
de (2.21) é que pode ser interpretado como o envelope que envolve o pacote de ondas

curtas.
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(a) Duas ondas harmonicas (b) Superposi¢do das ondas
com frequéncias e namero de harmonicas
ondas proximas

N Y

ATRN A i

\ U

(¢) Superposi¢do das ondas  (d) Superposicdo das ondas
harmonicas e pacote de ondas  harmoénicas e pacote de ondas
(ondas maiores)

Figura 2.1: Superposi¢cao de duas ondas harmonicas com frequéncias e niimero de
ondas proximas.

Assim, tanto pela superposicao de duas ondas harménicas proposta em
[51] como pela superposigao dada pela integral de Fourier, [102], as solugbes dadas
em (2.19) e (2.21), respectivamente, o pacote de onda ¢(t,z) é dado pelo produto
de duas ondas, onde um dos fatores é interpretado como um envelope que envolve
as ondas curtas. Ja o pacote de onda como um todo viaja com velocidade de grupo

Cq.

Em particular, em [102] é apresentado como perfil inicial um pacote de

onda Gaussiana
2

Re(¢(0,2)) = %6_& cos(14x). (2.22)
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A transformada de Fourier sera a translacao de frequéncia da transformada do termo

exponencial, ou seja,
A(p) = 673617 com gy = 14

cujos graficos sdo apresentados respectivamente nas Figuras 2.2(a) e 2.2(b). Cabe

observar, neste exemplo, que o pacote de onda apresentado na Figura 2.2(a) nao é

periodico, pois o segundo fator de (2.21) néo é periddico.

Wi »m‘“‘ I ‘ ‘H\ ‘ ‘ AN Mo 3
s T I H\‘ \“‘U‘ A s

|
Ul
(a) (b)

Figura 2.2: Perfil inicial do pacote Gaussiano e sua transformada de Fourier. Figura
adaptada de [102].

Em relagao as interagoes ondulatérias, quando uma onda incide na fron-
teira ou em uma descontinuidade do meio ocorrem variados fendémenos de interagao
[122], [51]. Neste trabalho, serdo consideradas ondas incidentes num extremo finito
do meio ou descontinuidades, causadas pela mudanca de densidade ou dispositi-
vos anexados. Fisicamente, a incidéncia produz ondas refletidas ou transmitidas a
serem determinadas. A sua caracterizacao dependera de condigoes de contorno ou

compatibilidade.
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3 TEORIA DE LINHAS DE TRANSMISSAO

Linhas de transmissao (LT) s@o sistemas que conduzem energia eletro-
magnética de um ponto a outro, de tal modo que a energia nao se espalhe conforme
se propaga, ou seja, a energia ¢ guiada da fonte geradora para a carga consumidora
e nao irradiada. Linhas de transmissao estao presentes no dia a dia, como exemplos

pode-se citar linhas de telefone e cabos de TV.

Cabe observar que embora seja o objeto de estudo nesse trabalho, o
termo linha de transmissao nao esta restrito as linhas usadas para guiar a energia
eletromagnética. Em [122], o termo linha de transmissao abrange estruturas e meios
que servem para transmitir energia ou informacao entre dois pontos, sao citados

exemplos como ondas actisticas em fluidos e fibras nervosas no corpo humano.

As linhas de transmissao sao foco deste e do proximo capitulos, no en-
tanto, a transmissao é apenas uma parte do estudo que envolve energia eletromag-
nética, que de forma mais abrangente engloba sua geragao, transmissao e recepgao.
Estas trés etapas sao focos do estudo da compatibilidade eletromagnética (EMC).
Um sistema é eletromagneticamente compativel se nao causa interferéncia em ou-
tros sistemas e nem nele proprio, e também nao é suscetivel & interferéncia de outros

sistemas [23, 93, 94].

As emissoes conduzidas de tensdo (V) e corrente (A) e emissoes ir-
radiadas de campo elétrico (V/m) e campo magnético (A/m) sdo as quantidades
primérias no estudo de problemas de compatibilidade eletromagnética, e poténcia
(W) e densidade de poténcia (W/m) sao as quantidades associadas as quantidades

primérias [93].
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O estudo das linhas de transmissao é importante em varias areas da
engenharia elétrica, se estendendo de sistemas de energia elétrica a telecomunicagoes,

incluindo rede de computadores.

(A) Sistemas de energia elétrica: sao os sistemas responsaveis pela
geragao de energia elétrica, sua transmissao, e distribuicao [3], [49]. A transmissao de
energia elétrica se da em diferentes niveis de tensao e essa variavel exige a utilizagao
de linhas de transmissao adequadas, bem como geradores de carga e transformadores.
Linhas de transmissao comuns em sistemas de energia elétrica sao linhas aéreas
(overhead) e cabos subterraneos (underground cables). FEste dois tipos possuem
caracteristicas distintas, entre elas as comumente citadas sao custo e seguranca.
Em [41] sao fornecidos os seguintes dados para linhas de transmissao de energia:

comprimento 1000 km, frequéncia 60 Hz, comprimento de onda 5000 km.

(B) Telecomunicagoes: As regides do espaco em que sinais de fre-
quéncia de radio (RF) se propagam obtendo atenua¢ao minima de acordo com a
regiao disponivel sao entendidas como linha de transmissao. A forma da linha de
transmissao determina a faixa de frequéncias para as quais essa linha é mais ade-
quada [31]. Em [41], s@o fornecidos os dados: para linhas telefénicas, comprimento
100 km, frequéncia 3 kHz, comprimento de onda 100 km (baixa frequéncia), e para
ligacoes da linha transmissor-antena, comprimento 100 m, frequéncia 10 MHz; com-

primento de onda 30 m.

(C) Placas de circuitos - Rede de computadores: As conexoes
existentes em ou entre dispositivos eletronicos podem se comportar como linhas de
transmissao quando sujeitas a altas velocidades. Linhas de transmissao do tipo
strips e microstrips sao utilizadas em filtros de microondas e no transporte de
dados digitais em placas de circuitos [120], [79]. Os dados em [41] para placas de
computadores sao comprimento 20cm, frequéncia 1 GHz e comprimento de onda

30cm.
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A modelagem e as técnicas de resolucao de problemas electromagnéticos
dependem do regime de operacgao, que sao classificados como quase estatico, regime
de ressonancia e regime Optico [88]. Essa classificagdo é caracterizada pelo valor
do parametro comprimento elétrico, definido pelo quociente )\—LO O comprimento de
onda A\g = % ¢ o periodo espacial do sinal, sendo ¢ ~ 3 x 108 %, f a frequéncia
medida em Hertz e L o comprimento da linha de transmissao. Segundo a classificagao

apresentada em [88| tem-se:

e Para % << 1oregime é classificado como quase estatico
e Para -+ ~ 1 tem-se regime de ressonancia;

e Para -~ >> 1 tem-se regime 6ptico.

O regime quase estatico ocorre quando o comprimento é muito menor
que o comprimento de onda do sinal utilizado para excitagao, neste caso o sinal
aplicado é sentido em qualquer parte do circuito quase que instantaneamente. Esta
situagao ¢ tipica de circuitos de parametros concentrados, e nestes casos o retardo
(delay) é desconsiderado. Matematicamente em [88], o tempo que uma onda eletro-

magnética leva para ir de um ponto a outro de uma rede é

L L
T:T—:—,

/\0 C

sendo T' = % o periodo de oscilagao.

Neste trabalho, o interesse esta direcionado ao regime de ressonancia,
caso em que o comprimento de onda do sinal é comparéavel ao comprimento do sis-
tema, ou seja, a dimensao longitudinal do sistema é da ordem do comprimento de
onda do sinal utilizado. Neste caso, os sinais necessitam de tempo para se propagar
de um ponto ao outro, assim existe retardo na propagacao do sinal. Esta situacao é
modelada por circuitos de parametros distribuidos, no caso das linhas de transmis-

sao, tensao e corrente sao dependentes do tempo e espaco.
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Intervalo de frequéncia | Comprimento de onda | Aplicacoes

EHF (30-300 GHz) lcem-1mm Radar, sensoriamento remoto

Radar, satélite de comunicacao,
sensoriamento remoto, circuitos
SHF (3-30 GHz) 10 cm -1 cm eletronicos de micro-ondas,
navegacao de aerovave, sistemas
digitais

Radar, TV, forno micro-ondas,
telefones celulares, sistemas digitais

UHF (300-3000 MHz) | 1 m -10 cm

TV, transmissao de FM, radio

VHF (30-300 MHz) 10 m-1 m ..
de policia

HF (3-30 MHz) 100 m-10 m Rédio de ondas curtas

MF (300-3000 kHz) 1 km-100 m Transmissao de AM, radio maritimo
LF (30-300 kHz) 10 km-1 km Réadio-farol ADF

VLF (3-30 kHz) 100 km-10 km Navegacao de longo alcance, sonar
ULF (300-3 kHz) 1 Mm-100 km Faixa de audio do telefone

SLF (30-300 Hz) 6214 mi-621 mi Poténcia comercial (60 Hz)

ELF (3-30 Hz) 62137 mi-6214 mi Deteccao de objetos de metal

enterrado

Tabela 3.1: Espectro de frequéncias para ondas em sistemas elétricos. Tabela adap-
tada de [93].

Assim, a relagdo entre comprimento e comprimento de onda é o que

define e diferencia a teoria de circuitos discretos da teoria de parametros distribuidos.

As ondas eletromagnéticas sao classificadas de acordo com sua frequén-
cia. Em [93], ¢ fornecida a classifica¢ao apresentada na Tabela 3.1 com algumas das
aplicagoes da referéncia. As siglas E, S, U, V, H, M, L significam extra, super, ultra,
muito, alta, média, baixa e F significa frequéncia. E importante observar que essa
tabela nao contempla os comprimentos em escala nano e micro que serao discutidos

posteriormente.

De acordo com a frequéncia de uma onda e da determinacao do com-
primento de onda, é possivel determinar o comprimento da linha de transmissao a

fim de manter o regime de ressonancia.

Como ja observado, a Tabela 3.1 nao contempla comprimentos na escala

nano e micro. No entanto, esses comprimentos tém despertado grande interesse
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em dispositivos eletronicos de alta frequéncia. Na Figura 3.1', sao contemplados

intervalos de frequéncia e comprimentos de onda na escala de micro e nano.

Espectro visivel pelo olho humano (Luz)

400nm |450nm [500nm |550nm [600nm |650nm 700 nm HEEIRALY

1 n L

I I
—

‘UV- Infravermelho Radar UHF

A/B/C

L
t
Onda média % Frequéncia

Raios Raios

q Raios X
cosmicos gama

VHF  Ondacurta Onda long extremadamente

baixa

Ultravioleta

Micre-ondas—* Radio
1fm 1pm 1A 1nm 1um 1mm lcm im 1km 1 Mm
gopiee 107 10 10 10 10 107 107 107 107 120° 10° 107 107 107 107 10° 100 107 107 10° 10’ 10° 10
- 23 2 21 20 19 18 17 16 15 14 13 12 u 10 9 8 7 6 5 4 3 2
Frequéncia (Hz) 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
(1 Zetta-Hz) (1 Exa-Hz) (1 Peta-Hz) (1 Tera-Hz) (1 Giga-Hz) (1 Mega-Hz) (1 Quilo-Hz)

Figura 3.1: Espectro eletromagnético. Figura extraida de Wikipedia - http://
pt.wikipedia.org/wiki/Espectro_visivel

Nanotubos de carbono devido a suas excelentes propriedades térmicas,
magnéticas e elétricas tém sido estudados como interconectores nos dispositivos
eletronicos de alta frequéncia (alta velocidade) como por exemplo intra-chips, inter-
chips e em antenas [59, 60, 103, 113|, onde sao consideradas frequéncias em giga e
terahertz. Em [37], redes de nanotubos de carbono sdo utilizados na construgao de
linhas de transmissao planares. Ainda no dominio micro e nano, em [57|, a teoria
de linhas de transmissao ¢ estendida para o estudo do acoplamento de duas fibras

micro/nano em paralelo, assim estende-se a teoria ao dominio 6ptico.

Tipos de linha de transmissao
As linhas de transmissao (LT) podem ser compostas por diferentes estruturas e
possuir configuracoes distintas. Na Figura 3.2, sao apresentadas alguns dos tipos
mais comuns: linha coaxial, com dois fios condutores, com placas paralelas, com
faixa (stripline), com micro faixa (microstripline). As aplicagoes determinam o tipo
de linha de transmissao a ser utilizado, ja que LT diferentes possuem caracteristicas

distintas em relacao a intervalos de frequéncia.

'Wikipedia - https://pt.wikipedia.org/wiki/Espectro_visivel acessado em 01/07/2017 as 12:21.
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Condutores

Condutores

Condutores ‘& 2a =
d dI /
/
Dielétrico Dielétrico
(a) Linha de dois (b) Linha coaxial (¢c) Linha de placas
os (two-wire line cozial line paralelas (parallel-
fios (¢ ire 1i jal li lel llel
plate line)
Condutores
/ j Faixa metélica
I/ I/
Dielétrico Dielétrico Plano de terra metélico
(d) Linha de faixas (e) Linha de micro
(strip line) faixa (microstrip line)

Figura 3.2: Alguns tipos de linhas de transmissao. Figura adaptada de [122].

Classificagao de linhas de transmissao

As linhas de transmissao também sao classificadas com relacao a algu-

mas caracteristicas, entre estas:

e Linhas de transmissao curtas, médias e longas: Em sistemas de
energia de poténcia, as linhas de transmissao sao classificadas quanto a

seu comprimento, como [30]:
1. curtas: com comprimento menor que 80 km, neste caso os efeitos
da capacitancia da linha sao desconsiderados;

2. médias: com comprimento entre 80 km e 240 km, a capacitancia

da linha toda é considerada como uma constante concentrada;
3. longas: com comprimento superior a 240km, os parametros sao

considerados distribuidos por unidade de comprimento.

e Linhas de transmissao uniformes e nao uniformes: A linha de

transmissao é classificada como nao uniforme quando os parametros
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por unidade de comprimento utilizados no equacionamento dependem
da variavel espacial, essa dependéncia ocorre pela variacao da segao
transversal dos condutores ou do meio nao homogéneo circundante. O
caso em que os parametros nao dependem da variavel espacial, ou seja, a
se¢ao transversal dos condutores e do meio nao homogéneo circundante

sdo constantes ao longo do eixo espacial, ¢ dita uniforme [95].

e Linhas de transmissao com perdas e sem perdas: Em [6§], sdo
citadas fontes de perdas como acoplamento, perda por radiacao, perda
causada pelo condutor e pelo dielétrico. Os efeitos de interesse nesse tra-
balho sao perdas causadas pelo condutor, caracterizadas pelo parametro
resisténcia dos condutores imperfeitos, e pela perda causada pelo die-
létrico, caracterizada pelo pardmetro condutancia. Assim, a linha é
classificada como com perdas quando pelo menos um dos parametros
resisténcia ou condutancia sao nao nulos. Na pratica, no caso com per-
das ocorrera atenuagao e perda de poténcia [99]. A linha ¢ dita sem

perdas se resisténcia e condutancia sao nulas.

e Meio circundante homogéneo e nao homogéneo: Quando o die-
létrico envolvendo os condutores tem permissividade, condutividade e
permeabilidade que nao dependem da variavel espacial, o meio é dito

homogéneo. Caso contrario, é classificado como nao homogéneo [95].

Neste capitulo, foram introduzidos alguns conceitos importantes da teo-
ria de linhas de transmissao. Nos proximos capitulos as equagoes sao obtidas e

solucoes sao discutidas para linha de transmissao com dois e miltiplos condutores.
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4 MODELO DISTRIBUIDO PARA LINHAS DE
TRANSMISSAO COM DOIS CONDUTORES

1 s530 abor-

Neste capitulo, as linhas de transmissao com dois condutores
dadas, desde a formulacao até a caracterizagao geral das solucoes do tipo ondas
planas e modais. No final do capitulo, descontinuidades, juncoes, e condigoes de
contorno sao estudadas a partir da solucao de ondas modais utilizando a decom-

posicao destas em ondas que se propagam para frente e para tras.

Para obter as equagoes da linha de transmissao, considera-se uma LT
composta por dois condutores cuja se¢ao transversal é constante ao longo do compri-
mento z, além disso o espagamento e o dielétrico entre os condutores sao 0os mesmos
ao longo da linha de transmissao, tal linha, como anteriormente definida, é dita
uniforme. Na literatura, a obtengao das equagoes, para propagacgao de ondas eletro-
magnéticas transversais (TEM), que determinam a tensao e a corrente em uma linha
de transmissao com fontes distribuidas sao representadas por uma LT com dois con-
dutores paralelos apresentada na Figura 4.1, [53], [99]. Considerando que a linha
de transmissao é composta por dois condutores, diz-se que o condutor 0 (zero) é o

condutor de referéncia.

i(t,z) 0
S ;{LZ)
© N7 ©

+

v(t,z) i'(t.z)

Figura 4.1: Linha de transmissao de dois condutores paralelos com fontes distibui-

das.

INa literatura, o termo condutores é utilizado na composicdo das linhas de transmissdo, mas
linhas com outros materiais podem ser consideradas, como fibras opticas, [53].
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As fungdes v(t, z) e i(t, z) representam respectivamente a tensao entre
os condutores e a corrente nos condutores, ambas dependentes do tempo t e da
variavel espacial z, v°(¢, 2) e i°(t, 2) sdo fontes distribuidas. Para utilizar as Leis de
Kirchhoff os condutores da linha de transmissao sao considerados como elementos
infinitesimais, Figura 4.2, e cada um desses elementos modelados como circuitos

concentrados representados na Figura 4.3.

0 0

V Az RAz LAz V Az RAz LAz v'Az RAz LAz
i'az (3)Gaz J»CAZ i'az (3)6az LAZ i'az (4)Gaz

|
I 1
Az

CAz

— i

Figura 4.2: Decomposi¢ao de uma linha de transmissao em circuitos concentrados.

Os parametros utilizados no equacionamento e representados na Figura
4.2 sao distribuidos uniformemente ao longo da linha e sao considerados indepen-
dentes da frequéncia sendo: a indutancia L em ambos os condutores medida em
H/m, a resisténcia R em ambos os condutores medida em §2/m, a capacitancia C
entre os condutores medida em F/m, a condutancia G do meio dielétrico medida em
em S/m, (¢, z) uma fonte de corrente distribuida medida em A/m e v°(¢, z) fonte

de tensdo em série distribuida V/m.

Os termos de fontes distribuidas ao longo da linha de transmissao sao
excitagdes como as geradas por campos eletromagnéticos préoximos, como por exem-
plo, emissao de radares de alta poténcia, pulsos eletromagnéticos nucleares, curto

circuitos, relampagos [79], [95].

Para aplicar as leis Kirchhoff para tensao e corrente considera-se o cir-
cuito concentrado equivalente a um elemento infinitesimal da linha de transmissao

de comprimento Az, dado na Figura 4.3.
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it . i(tz+A7)
E—

v(t,z) i'Az GAz CAz y(t,z+Az)

Figura 4.3: Circuito equivalente a um elemento infinitesimal da linha de transmissao

com fontes distribuidas.

Aplicando ao circuito dado na Figura 4.3 a lei de Kirchhoff para tensao

decorre

v(t,z) —v(t, z + Az) = RAzi(t, z) + LAZ%i(t, z) —v0(t, 2) Az, (4.1)

e aplicando a lei de Kirchhoff para corrente resulta
: : 0 0
i(t,z) —i(t,z + Az) = CAz Ev(t, 2)+ GAz v(t, z) — i (t, 2)Az. (4.2)

Dividindo ambos os lados, das equacoes acima, por Az e fazendo limite de Az — 0

resulta
Lo | 00 | pi ) = o0, 2),
(4.3)
C2La) 4 Oa) | Gu(t,z) = Ot z)

que sao as equacoes da teoria de linhas de transmissao uniformes com dois condutores

e com fontes distrubuidas.

As linhas de transmissao sao guiadas por condi¢oes iniciais, condi¢oes
de contorno e excitacoes externas. Estas condigoes e excitagoes sao responsaveis por

gerar corrente e tensao a serem transmitidas na linha.

Na resolucao das equagoes para a linha de transmissao, consideram-se
as condigoes iniciais para as distribui¢oes de tensao e corrente ao longo da linha,
cargas nos capacitores e fluxo nos indutores [79]. Na pratica, estes estados iniciais
caracterizam que a linha esté inicialmente energizada, como por exemplo, descargas

elétricas [55], representado na Figura 4.4, ou na andlise de interconexoes de portas
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logicas [125]. Matematicamente estas informagoes sdo dadas como condigoes iniciais
na forma genérica

v(z,0) =vg(z), i(z,0) =ip(2). (4.4)

Figura 4.4: Descarga elétrica modelada como condicao inicial. Figura adaptada de

[55].

No caso de uma linha de transmissao finita, consideram-se nas extremi-
dades da linha dispositivos, comumente uma fonte e um carregamento. Estes dispo-
sitivos sao considerados matematicamente no problema como condigoes de contorno,
no entanto a tensao e a voltagem nas extremidades nao sao conhecidas em condigoes

de contorno gerais [79].

Em particular, na Figura 4.5, é apresentada uma linha de transmissao
com carregamento na extremidade z = 0 composto por uma conexao em série de
um resistor Rp, um indutor Lz e um capacitor Cr juntamente com um gerador
dado por uma fungao Vp(t). Na extremidade z = [, é cosiderado um carregamento
composto também por uma conexao em série de um resistor [;, um indutor L; e um
capacitor Cj. A configuracao desta linha com condigdes de contorno é apresentada
na Figura 4.5. Matematicamente, esta fonte e carregamento sao descritos como as

condigoes de contorno em z = 0 dada por

Dyt = Reitt,0) + Lo it 0) 4 ——it,0) + Lor,0),  (45)
A T Fap™ T o gD '
e em z = [ dada por

d d d* 1.

Eﬂ(t, l) = Rlal(t, l) + Llﬁl(t, l) + al(t, l) (46)
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R, L. C. it0) itz i(t,0)
AN s —

+

|
R,
v (1) v(t,0) v(t,z2) v(t,0)
: it

o -

z=0 z=[

Figura 4.5: Linha de transmissao com condi¢oes de contorno composta por conexoes

de resistores, capacitores e indutores.

Observe que as condigoes de contorno tornam-se equacoes diferenciais

pela presenca dos elementos reativos representados pelo capacitor e pelo indutor

[88].

Além das condicoes iniciais e de contorno, citadas acima, na sequéncia
deste trabalho condi¢oes de compatibilidade serao apresentadas e utilizadas para
tratar descontinuidades na linha de transmissao, como interconexao entre linhas
uniformes, garantindo continuidade da tensao e voltagem no ponto de conexao das

linhas.

Na literatura, as equagoes para as linhas de transmissao também podem

ser obtidas usando as equagoes de Maxwell [95], [41].

O sistema de equagbes apresentado em (4.3) pode ser escrito na forma

matricial como

AQU(t, z) + BQU(t, z) +DU(t, z) = F(t, 2), (4.7)

ot 0z
sendo

0 L 1 0 0 R

= = ) D= )
cC 0 01 G 0

L, O(t,
us) = | ) e = N0 ),
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e as condicoes iniciais (4.4)

U0.2) = Uo(e) = | ) (4.8)

io(2)
No caso de uma linha de transmissao finita de comprimento [, as condi¢oes de

contorno apresentadas em (4.5) e (4.6) podem ser escritas na forma matricial como

A1U(t,0) + B3 Uy(t,0) + D11 Uy(t,0) = Fip(2),

(4.9)
Ay U(t, 1) + Bo1Uy(t, 1) + D Uy(t, 1) = Fa(t),
para t > 0, sendo
d
An=(0 & ). Bu=(1 Rr ). Du=(0 Lp ) Ful) = ZVe(t) (4.10)

A21=<0 Cil),B21=<—1 Rl),Dm:(o Ll>,F21(t):0. (4.11)

De forma geral, a solu¢ao da equagao matricial (4.7) sujeita as condigdes
iniciais dadas em (4.8) e as condigoes de contorno (4.9) pode ser dada seguindo [47]

na forma

! t gl
U9 = [ btz AV + [ [ b= r2 OF(r dear +3(0,h), (412
0 0 Jo
sendo h(t,x,&) a fungdo de Green associada ao problema [47], [76] e
J(U,h) = /t h(t —1,2,0)U(7,0)dT — /t h(t — 1,2, 0)U(T,l)dT, (4.13)
0 0

sendo U(7,0) e U(r,l) determinadas pela equagao (4.7), ou (4.3) e pelas condigoes
de contorno (4.9).

Observe que devido ao padrao das matrizes coeficientes, nao é possivel

diagonalizar simultaneamente (4.7) nem mesmo para o caso sem perdas (R = 0,G =

0).
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O sistema (4.3) pode ser desacoplado em duas equagoes diferenciais de
segunda ordem que sao do tipo equacao do telégrafo. A fim de obter esse desacopla-

mento, escreve-se (4.3) na forma algébrica

LU(t, 2) = F(t, 2), (4.14)
com
2 LZ+R
L= o= ot : (4.15)
ci+c 2

e utilizando a identidade de Cramer obtém-se
adj(L)LU(¢, z) = det(L)IU(t, 2) = adj(L)F(¢, z) = f(t, 2) (4.16)

simplificadamente
det(L)U(t, 2) = f(t, 2),

onde adj(L) é a matriz adjugada (ou adjunta) do operador L dada por

9 LY _R
adj(L) = 2 8; ,
—Cu—-G &
e I a matriz identidade de ordem 2 x 2, de onde resulta
0 ( 2) Oy(t,z) y(t,2)
LC————++ (RC+GL - — ’ RGy(t, z) = 4.17

onde y(t, z) representa v(t, z) para k = 1 e i(t, z) para k = 2. Aqui

f— ovO( tz)+L87, +RZ( )
(4.18)

fa CRRD | GOy, ) — 20,

0z

No caso da linha de trasmissdo sem fontes, F(¢,2) = 0, obtém-se a
mesma equacao do telégrafo para corrente e tensao. No entanto, as condigoes de
contorno podem torné-las acopladas. Para fendémenos dindmicos, as equagoes em
(4.17) tornam-se acopladas pelos termos fontes e podem introduzir ruido através da

diferenciacao.

Alguns casos especiais sao obtidos desconsiderando determinados paréa-

metros, como por exemplo, para F(¢,z) = 0:
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e Linha de transmissao sem perdas, ou seja, R=0e G =0

y(t,z)  Py(t,2)

Le ot? 022

= 0; (4.19)

e Linha de transmissao com L = 0 e G = 0 resulta a equacao de difusao

dy(t,z) 0?y(t, 2)

RC =0; 4.20
ot 022 ’ (4.20)
e Linha de transmissao do tipo Heaviside, considera-se % = %
Oyt 2) Oy(t,z) Py(t,2)

Nas secoes seguintes, serao caracterizadas todas as ondas planas e
modais para as equagoes da teoria de linhas de transmissao com dois condutores.

Inicia-se determinando as ondas planas, sua caracterizacao e resultados importantes.

4.1 Ondas planas em linhas de transmissao com dois

condutores

Pelo principio da decomposicao linear, qualquer solucao de (4.3) sera
superposicao de uma solugao arbitraria do sistema de linhas de transmissao sem

fontes e uma solugao particular para o sistema com fontes.

Neste momento, o interesse é caracterizar solugoes do tipo ondas planas

do sistema

L%i(t,z)+§v(t,z)+fii(t,z) _ 0,
N (4.22)

0 0 .
C’av(t, z) + &Z@’ 2)+Gu(t,z) = 0,

que sao definidas como solugoes do tipo

v(t,z) = V(M +72), i(t,z)=I(M+vz2) (4.23)
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onde v e A correspondem ao numero de onda e frequéncia, respectivamente, e ¢ =
—% ¢ a razao relacionada com a velocidade de propagacao da onda. Introduz-se a

definicao da fase de onda plana
s = A+ vz, (4.24)

e segue que (4.23) sera solugao do sistema (4.22) sempre que v(t, z) = V(s) e i(t,z) =
I(s) satisfazem

ALI'(s) +~+V'(s) + RI(s) =0,

(4.25)
ACV'(s) +~I'(s) + GV (s) = 0.
O sistema (4.25) pode ser escrito na forma matricial como
APU/(S) + DPU(S) = 07 (426)
sendo
v AL V(s)
Ap = , U(s) = , Dp=D. (4.27)
AC vy I(s)

Usando a equagao homogénea do telégrafo (4.17), com fi, = 0, tem-se que V(s), I(s)

sao solugoes da equacao escalar de segunda ordem
d? d
— L
dsQW(S) + AMRC + G )d

(LON —~?) —
s
Para obter as solugoes do tipo ondas planas, serao utilizadas a seguir duas classifi-

W (s) + RGW(s) = 0. (4.28)

cagoes. O sistema (4.26) sera dito regular se det(Ap) # 0 e singular caso contrario.

4.1.1 Linhas de transmissao regulares

A seguir serao discutidas solugoes do tipo ondas planas para o caso

regular, seguindo a definigao acima, det(Ap) # 0.

4.1.1.1 Linhas de transmissao requlares com perdas

Considerando que o sistema (4.26) é regular, ou seja,

det(Ap) = 7% — \2LC # 0, (4.29)
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de onde resulta que v # £V LCA. A solugao geral do tipo onda plana de (4.26)

pode ser dada como
U(s) = hp(s)c, c= , (4.30)

onde hp(s) é a resposta matricial impulsiva ou fundamental que satisfaz o problema

de valor inicial
Aph’p(s) + Dphp(s) =0, Aphp(0) =1. (4.31)

Aqui I e 0 sao as matrizes identidade e nula de ordem 2 x 2, respectivamente.
. 1. _ a1 _ . .

Em termos simbolicos, hp(s) = e~4r DPSAP1 onde a matriz exponencial pode ser

calculada por métodos numéricos, espectrais ou nao espectrais [81]. Aqui, aplica-se

a formula derivada para sistemas de ordem arbitraria [20], [21].

Para o sistema (4.26), comm =1e N =2 em (A.1) e (A.2), resulta a

resposta matricial fundamental plana

o) — Al (s) AL () = Rip(s) \
~ACdp(s) — Gdp(s) A (s)

A fungao escalar geradora de onda plana dp(s) satisfaz o problema de valor inicial

dp(0) = 0, bod»(0) = 1,

com by = —(LON* — %) # 0, by = —(LG + RC)X e by = —RG, resultando dp(s)

dada por
]_ ms __ pn2s TS h
dp(s) = le e”® _ e"sen (ps)7 (4.34)
bo M — 12 bop
onde ny =r+pen =1r— psao as raizes do polinomio caracteristico
P(n) = det(nAp + Dp) = bon)* + bin + by = 0, (4.35)

by /b2 —4bobs

sendor:—%ep:T.
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A solugao (4.34) obtida para raizes simples de P(n) = 0 pode ser es-
tendida pelo processo de limite de Liouville para o caso das raizes duplas 1,2 = r =

_ b
T resultando

1 ms __ mn2s s
dp(s) = lim (—e ¢ ): * (4.36)

n2—m bo m—1n2

Considerando hp(s) como uma base matricial, a solu¢do geral de um

sistema regular com perdas (4.26) pode ser escrita como

U(S) = hP(S)C = dep(S), (437)
onde
—Rec c11 — A\Lce
rp — 21 21 (4.38)
—G011 —)\CCH + YC21
e
dp(s) dp(s) 1 1 -1 emns
p(s) = =
o (s) bo(m =1m2) \ n, —n, e

Utilizando (4.34) em (4.32), obtém-se

hp(s) = ™Ay + e™° Ay, (4.39)
A(Th) A(Uz)
onde Ay = ———¢ Ay = ———""— para
! bo(m — 12) 2 bo(m — 12) P
n —(ALn+ R)
A(n) = adj(nAp + Dp) = : (4.40)
—(ACn +G) n

Assim todas as ondas planas para uma linha de transmissao sao do tipo
U(t,z) = (A1em 72 1 Ayem(i72)) ¢ (4.41)

onde 7y, 12 sdo as raizes de (4.35) com by = —(LCA? —~?) # 0.

A base matricial hp(s) pode ser reescrita em termos de fungoes hiper-

bélicas usando (4.34) como

67'5
hp(s)= — |B
(s = (B

h
senh(ps) | B, cosh(ps) (4.42)
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onde
r —(ALr + R
Blzadj(TAp+Dp): ! ( ) )
—(XCr+ G
(ACT ) o (4.43)
. ¥y —AL
B, = adj(Ap) =
-\C' v

A decomposi¢ao da base matricial (4.39) para qualquer linha regular é
matematicamente robusta. O caso das raizes duplas 1, = 172 = r pode ser obtido
levando limite de p = 0 em (4.42), que resulta

hp(s) = eb—o [sB; + By). (4.44)

4.1.1.2  Linhas de transmissao requlares sem perdas

O conjunto de ondas planas para uma linha regular sem perdas, R = 0

e G=0,
0 0
LZ; g -
atz(t,z) + aZv(t,z) 0,
0 0 .
C’av(t, z) + @Z(t’ z) = 0, (4.45)

nao ¢é atrativo, uma vez que se reduz a constantes, isso segue de uma linha com
perdas (R* + G* > 0) por processo de limite. Para uma linha sem perdas, tem-se
by =0 e by =0, assim n = 0 é uma raiz dupla de (4.35), j4 que by nao é zero para
uma linha regular. Finalmente, fazendo r — 0 e p — 0 em (4.39) ou r = 0 em
(4.44), resulta

L adi(An) — % _ZC _jL (4.46)

Portanto uma linha de transmissao regular sem perdas pode ter somente solugoes

constantes como ondas planas.
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4.1.1.3  Formulacao reqular da equagao do telégrafo

A equagao do telégrafo (4.28), para y*— LCON? # 0, pode ter sua solucao

W (s) dada pela superposigao linear
W (s) = dr(s)as + d7p(s)az (4.47)

onde dr(s) = —dp(s), dp(s) definida em (4.34), assim, dp(s) e dp(s) constituem

uma base robusta de (4.33). Assim, a tensdo e a corrente sao do tipo

1

W(s) = mem [a(p)e” — a(—p)e™ ], (4.48)

onde a(p) = —(a;+(r+p)az), sendo ay, as constantes arbitrarias. Caso as constantes
a1 e ap sejam assumidas correspondendo a tensao, a corrente pode ser obtida por

integragao na segunda equagcao de (4.25).
4.1.2 Linhas de transmissao singulares

Conforme ja definido anteriormente, uma linha de transmissao é classi-
ficada como singular em relacdo a ondas planas quando det(Ap) = by = v —LCN? =
0. Isso implica que a frequéncia complexa A e o niimero de onda complexo v nao

sao arbitrarios, eles sao linearmente relacionados v = v LCA.

Neste caso, como by = 0, o polinémio caracteristico torna-se um polinémio
de primeiro grau P(n) = det(nAp + Dp) = —A(LG + RC)n — RG. Existem dois

casos a considerar: o caso dissipativo e o caso conservativo.

4.1.2.1 Linhas de transmissao singulares dissipativas com perdas

Quando existe dissipacao tem-se R?> + G? > 0, logo LG + RC > 0
e P(n) nao ¢é identicamente nulo. Do teorema de Chrystal, [35], o sistema (4.26)

tera somente uma solugao linearmente independente. Utilizando o método de Euler
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procurando solugoes exponenciais e”’v, obtém-se que

—RG

U(s) = €™, = ——— 4.49
(s) = e™v, m NRC +GL)’ (4.49)
onde
1 o
V= ouv = MOTE (4.50)
__m 1

nAL+R

Estas ondas terao o mesmo valor para todos os pontos para os quais a
fase linear s é constante ou simplesmente através das linhas caracteristicas At +vz =
B com v = v LCA. Em particular, para o caso senoidal A\ = jw,w > 0, existirao
somente duas ondas exponenciais viajantes

RGVLC

Ut — ,Fo(z=£ct) —
(t.2)=e Y T Rt GL

(4.51)

se propagando sem distorgdo em ambas as diregdes, conforme (4.50), e com a mesma

. 1
velocidade ¢ = Jic

Quando usamos a equacao do telégrafo (4.28), o caso singular se reduz

a equacao de primeira ordem

MRC + GL)dVZ—@ + RGW (s) = 0. (4.52)

S

Assim, para um sistema de linha de transmissao singular dissipativo, by = RC +

GL > 0, ondas planas serdo multiplas de um termo exponencial U(s) = dr(s)c onde

dr(s) satisfaz a equagao acima com a condigao inicial A(RC' + GL)dp(0) = 1, isto
C1

¢, dp(s) = [M(RC + GL) ™" NG ¢ ¢ = um vetor arbitrario na diregao
C2

de acoplamento da tensdo e corrente como em (4.50).

4.1.2.2  Linhas de transmissao singulares conservativas sem perdas

Para um sistema de linha de transmissao sem perdas (4.45) que ¢é sin-

gular, ondas planas satisfazem ApU’(s) = 0. Desde que o polindmio caracteristico
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det(nAp) = (72 — LCA?)n? seja identicamente nulo para qualquer valor de 7, nao
se pode utilizar o teorema de Crystal [35]. Entretanto multiplicando o sistema pela
adjugada de Ap, obtém-se (7 — LCA?*)U'(s) = 0 e conclui-se que U(s) deve ser
arbitrario sempre que det(Ap) = by = v* — LCA?> = 0. Assim, ondas planas sdo

ondas viajantes arbitrarias se propagando
Us) =U(z £ ct), c=—. (4.53)

Considerando a linha de transmissao singular, tem-se det(Ap) = 0, ou seja, v* —
M LC = 0, as retas determinadas por essa equacao permitem determinar onde o
problema é singular, ou seja, é valida uma relacao de dispersao. Na Figura 4.6 sao

determinadas as regioes onde o problema é regular e singular.

v
Singular ¥ = —VLCA Singular v = VLCA
Regular
Regular Regular
A
Regular

Figura 4.6: Regioes regulares e singulares para uma linha de transmissao.

Quando a linha é singular sem perdas, a equacgao do telégrafo se reduz

a equacao da onda
Py(t,z) Py, 2)
ot? 022

que pode também ser obtida de (4.45) por diferenciagao cruzada.

LC

= [k, (4.54)

Solugbes de ondas planas v(t, z) = V(s), i(t,z) = I(s), s = M + vz de
(4.54) para uma linha de transmissao sem perdas e sem fontes sdo obtidas de (4.28)

resolvendo

(LCX* — )W (s) = 0. (4.55)
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. o 1 L,
Tem-se que para uma linha sem perdas com 7 = £\ que o perfil W (s) sera ar-
bitrario. Como antes, a hipotese LCA? — 4% = 0 levard a uma onda sem distorcao

uma vez que ¢ = \/% ¢ constante.

4.2 Ondas planas exponenciais nas linhas de transmissao

com dois condutores

As equagoes (4.22) tém muitos tipos de formas de onda de excitagao.

E de particular importancia considerar simples ondas planas exponenciais
U(t,2) = hp(M +y2)c = My, v £0, (4.56)
onde, para os ntimeros complexos? A = ( + jw, ¥ = a+j3, a onda plana exponencial
U(t, z) = eSttozel@ithzly (4.57)

tem fatores de atenuacao e oscilatério em cada variavel. Mais precisamente, ( é a
constante de atenuacao no tempo e w a frequéncia, enquanto « é a constante de
atenuacao espacial relacionada com a onda evanescente e [ é o numero de onda

relacionada com a onda harmonica.

Ondas com perfil exponencial podem ser obtidas da representacao dada
em (4.41) pela determinacdo apropriada do vetor ¢ ou por resolver o problema de

autovalor que surge da substituigao de (4.56) em (4.22)

Y AL + R V11 0
= . (4.58)
2O+ G Y V21 0

Quando usa-se a equagao do telégrafo, o vetor v tem que ser determinado por

substitui¢ao em (4.25) ou (4.26).

asS aplicacoes de Lngennaria etrica € usua. enotar a unidade 1maginaria por = —
2Nas aplicacoes de Engenharia Elétrica é usual denot idade imaginaria por j = v/—1
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4.2.1 Ondas exponenciais para linhas de transmissao regulares

Para uma linha de transmissao regular, pode-se encontrar uma tnica
onda plana exponencial de (4.41) requerendo que (4.35) tenha uma raiz unitaria

n =1 e que ¢ # 0 seja escolhido tal que Ayc =0, Ay como em (4.39).

A condigao da raiz n; = 1 implica que v satisfaz

7* — (AL + R)(A\C + G) = 0. (4.59)
e que existe ¢ ndo zero pois det(Asg) = % =0, P(n) em (4.35). Assim
U(t,2) = M%v = hp(M +y2)c, v = Ajc (4.60)
onde ¢ # 0 satisfaz
12 —ALn, — R ‘n | 0 ‘ (4.61)
—ACnp — G V72 C21 0

A abordagem acima foi realizada para 7; sendo uma raiz simples. No caso de ; = 1
ser uma raiz dupla (ny = 1), utiliza-se (4.44) para obter uma solugdo exponencial

generalizada

U(s) = hp(s)c = —(sa+b) (4.62)

onde a = adj(Ap + Dp)c e b = adj(Ap)c.

Assim, tem-se ondas exponenciais cuja amplitude tem variacao linear

U(t,2) = M p(At + 72), (4.63)
onde
1
p(s) = b—(sa +b), b=a—adj(Dp)c (4.64)
0

com ¢ arbitrario.
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4.2.2 Ondas exponenciais para linhas de transmissao singulares

Ondas planas do tipo exponencial U(s) = e®v existem para uma linha

de transmissao singular sempre que
(Ap + Dp)V =0 (465)

tem uma solu¢@o nao nula v e quando (4.59) torna-se independente de v uma vez
que v2 — N2LC = 0. Isso implica a relacao

A(LG + RC) = —RG. (4.66)

Na sequéncia, sao considerados os casos com e sem perdas.

4.2.2.1 Linhas de transmissao singulares com perdas

Para linhas de transmissao com perdas e singulares, R? + G? > 0, tem-

se apenas as ondas planas do tipo exponencial dadas em (4.49) com —RG /A (LG +
RC) =1, isto ¢,

U(t,2) = M7y, 2 = NLC (4.67)

onde v ¢é obtido de (4.50) com n = 1.

4.2.2.2  Linhas de transmissao singulares sem perdas

Para uma linha de transmissao sem perdas, R = 0, G = 0, tem-se que
(4.66) é identicamente satisfeita para qualquer escalar A. Assim, para v # 0, tem-se

que ondas exponenciais

U(t, 2) = M7y, 42 = N2LC, (4.68)
onde
. 1
v= A : (4.69)
1 AL
v

O caso 7 = 0 leva a solugoes constantes.
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4.2.3 O problema de autovalor

Substituindo
U(t,2) = M v = ey, s = M + 72 (4.70)

em (4.22) ou (4.26), tem-se que ondas planas do tipo exponencial podem ser obtidas

quando

LY V=(A+9B+D)v=(Ap+Dp)v=0. (4.71)

tem uma solugao nao nula v. Isto requer que A e v devem ser tais que
Q\, ) =det(L(N, 7)) =72 — (AL + R)(AC +G) = 0. (4.72)
Observe que Q(A,7v) = P(1) = det(1Ap + Dp) = 0, consequentemente, n = 1 deve

ser uma raiz do polinémio caracteristico (4.35).

Para 72 = u+ jv, com A\ = ( + jw, ( e w reais, as raizes de (4.72), para

manipulagdes analiticas, sao +7 sendo

y=a+jp (4.73)
com
u+Vu? + v? 3 v —u 4+ Vu? + 0?2
o = —_— = —
2 |v| 2 ’
onde

w= (2= w?LC + (LG + RO)C + RG, v =2wLC0C+w(LG + RC) (4.74)

sao as partes real e imaginaria de v2, respectivamente, para v # 0. Quando v = 0,
as raizes sao v = ++/u para u > 0 e v = +jy/—u para u < 0. Assume-se que todas
as raizes quadradas de nimeros positivos sejam tomadas com sinal positivo. Por

convencgao sera assumido 3 > 0.

Resolvendo o sistema (4.71) dado por
Y AL -+ R V11 0
- . (4.75)
ANC+ G v Va1 0
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Para v # 0, obtém-se os autovetores

19 1
V= ouv = : (4.76)
1 ¢
T _ AM4+R - 1
com & = )\C+Gou§— 5 eC—é.

Paray=0e AL+R =0e A\C+G = 0, o sistema acima ¢ identicamente

nulo e tem duas solucoes linearmente independentes

v = : . (4.77)

Assim, U(t, z) = e*c para qualquer vetor constante arbitrario c.

Para o caso particular, R = 0 com A\ = iw [55], w > 0, resulta

v = —w?LC +iwLG = u + iv, (4.78)
utilizando (4.73) segue
v=a+1if, (4.79)
sendo
a = ) uulie? \/;ZW — \%\/—MQLC’ + Vw2202 + 21262,
(4.80)
B= —utVulte? \/2u2+v2 — \/Li\/cﬂLC’ + VWIL2C? + W2L2GR.
Fazendo a mudanca de variavel w = w% e utilizando o fator é\/g em (4.80) resulta
é\/ga = \/%\/—wQ + Vuwt 4+ w?,
(4.81)

Na Figura 4.7 sao apresentadas multiplos positivos das partes real e imaginaria de

~ dados em (4.81), observe que lim,, %\/% = %
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Figura 4.7: Para o caso R =0 com v = « + jf3, sao graficadas %\/% e g\/%

4.2.4 Sistema defeituoso

Quando v =0e (AL + R)*+ (AC + G)? > 0 o autosistema é defeituoso,

no sentido que existe somente um autovetor linearmente independente para um

1
autovalor duplo v = 0. Poderia ser v = quando AL + R # 0 ou v =

0

quando A\C'+ G # 0. Um autovetor generalizado pode ser obtido buscando-
1

se solugoes exponenciais com amplitude variavel linear U(t, z) = e*™#*p(z) onde

p(z) = zv + w. Substituindo em (4.71), tem-se

(M +D)v =0, (4.82)
(A +D)w = —v, (4.83)

Assim, v € um autovetor e escolhe-se

1
W =
1
T AL+R
quando AL + R # 0 ou
1
W — T ACH+G
1

quando A\C' + G # 0.
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4.3 Ondas em linhas de transmissao com fontes

Quando a linha de transmissao tem termos fonte que sao do tipo ondas

planas, isto é,

2i(t, z) + 2"U(t, 2)+ Ri(t,z) = Fi(At+72),

L
ot 0z
C%v(zﬁ, z) + %i(t, 2)+ Gu(t,z) = Fo(Mt+2) (4.84)

a solugao ¢ do mesmo tipo v(t, z) = V(s) e i(t,z) = I(s) onde s = X\t + vz, e pode

ser encontrada ao resolver

ALI'(s) + BV'(s) + RI(s) = Fi(s), (4.85)
ACV'(s) + BI'(s) — GV (s) = Fy(s), (4.86)

ou desacoplado na forma, a equacao do telégrafo

2

(LON = )0 (s) + ARC + GL)Y LW (s) + RGW(s) = fuls),  (4.87)

ds? ds
onde fi(s) = (—vFi(s) + ALF,(s))' + RF»(s) para W (s) = V(s) e fo = (ACFi(s) —
vFy(s)) + GFi(s) para W(s) = I(s).

4.3.1 Linhas de transmissao regulares forcadas

Para o sistema de uma linha de transmissao regular

det(Ap) = v* — N*LC # 0, (4.88)
a solucao geral do sistema
ApU'(s) + DpU(s) = F(s), (4.89)
Fi(s) :
onde F(s) = , pode ser escrito como
Fy(s)

U(s) = Un(s) + Up(s),
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onde Uy (s) = hp(s)a sendo hp(s) a base matricial de ApU’(s) + DpU(s) = 0 dada
em (4.32) e U,(s) uma solucdo da equagao diferencial ndo homogénea (4.89). Em
particular, podemos escolher a resposta da equacao nao homogénea com valores

iniciais nulos que é dada pela convolucao

Uy(s) = /0 Thp(s — OF(E)de

A solucao integral acima pode também ser expressada como a super-

posigao de uma resposta livre Uy,(s) = hp(s)c com uma solucao particular U,(s)

Aiw@—éwgmszumww+w@»

Usando o valor nulo da solucio integral em s = 0, obtem-se 0 = Ap'c + U,(0).
Assim,

Upy(s) = hp(s)c = —hp(s)ApU,(0).
e a solugao integral pode ser escrita como
| Brts = OF(€)d = ~ha(s)An, 0) + Uy (o) (4.90)
Assim, na prética, a formula geral de variagao de parametros de (4.89)
th):1u4@Apu«»+lAShP@-—sﬁ%@d5 (4.91)
pode ser utilizada na forma decomposta
U(s) = hip(s)Ap [U(0) — U,(0)] + Uy (s) (4.92)
quando seja possivel determinar uma solucgdo particular U,(s) de (4.89).

A relagao (4.92) é util para fontes para as quais U,(s) podem ser de-
terminadas de outras maneiras. Este é o caso para fontes exponenciais F(s) = e7°v

para as quais, apos a substitui¢do em (4.89), obtém-se

Uy(s) = e"w = e H(y)v (4.93)
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onde
H(v) = (yAp +Dp) ™" (4.94)
para 7 que nao é raiz do polindmio caracteristico P(n) = det(nAp + Dp) = 0 dado

em (4.35).

Observe que as linhas de transmissao regulares funcionam no estado
estacionario quando elas sao assintoticamente estaveis: U(s) =~ U,(s) com transientes

Uy (s) decaindo quando s fica grande o suficiente.

4.3.1.1 FEquagao do telégrafo forcada

Para uma equacao do telégrafo forcada a solu¢ao de (4.87), pode ser

escrita como

W(s) = Wh(s) + Wp(s),

onde Wy(s) = c1dr(s) + codip(s), sendo dr, d7(s) a base matricial de (4.28) e W, (s)
uma solu¢do da equagao diferencial ndo homogénea (4.87). Em particular, como
anteriormente, pode-se escolher a resposta da equacao nao homogénea com valores

iniciais nulos que ¢ dada pela convolugao

Wi (s) = / Cdr(s — ) fu(©)de, (4.95)

que pode ser dada como

/0 Cdp(s — OR(E)E = Wip(s) + Wy(s) = dr(shar + dr(s)az + Wy(s).

sendo Wp,(s) uma resposta livre e W,,(s) uma solugao particular. Usando o valor

nulo da solucao integral em s = 0, obtém-se

dr(0)ar + dy(0)az + W, (0) = 0, (4.96)
=0,

que utilizando as condigoes iniciais de dp(s) resulta

ay = —bW,(0) — bW, (0), e az = —byW,,(0), (4.97)
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sendo by = —by = LCX? — 42, by = —by = (LG + RC)\ e by = —b2 = RG. Entéo a

solugao integral pode ser escrita como

/0 dr(s-€) () = dr(s) (~BW(0) — BiIW,(0)) —di ()50 ¥, (0)+ Wy(s). (4.98)

Assim, na prética, a formula geral de variagao de parametros de (4.87)
W(s) = (dp (o) + dr(s)6) W)+ otV (0) + [ s = fule)ds (499
que na forma decomposta é dada por
W(s) = dp(s)bo (W(0) = W,(0)) + drby (W(0) — W;,(0))
 drly (W/(0) = W(0)) + Wi(s),

quando ¢ possivel determinar uma solugao particular W,(s) de (4.87).

4.3.1.2  Equacao da onda forcada

A linha de transmissao for¢ada (4.87) e sem perdas, R =0 = G, com a
condicao v2 — A2LC # 0 & descrita pela equacao da onda
&2
ds?
onde fi(s) = (—=vFi1(s)+ALFy(s)) para W(s) = V(s) e fa(s) = (ACFi(s) —vF5(s))
para W (s) = I(s). Como R = 0 = G segue que by = 0 e by = 0 assim de (4.99)

(LON = 725 W(s) = fils) (4.100)

segue

W(s) = d’T(s)bOW(O)+dT(s)60W’(0)+/OsdT(s—g)60‘1fk(g)d§, (4.101)

onde dr(s) = i, bo = N2LC — ~2 ¢ a solucdo fundamental de bW (s) = 0.
7 y

0

4.3.2 Linhas de transmissao singulares forcadas

Para uma linha de transmissao singular forcada

det(Ap) =% — N*LC =0, (4.102)
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o sistema (4.89) nao pode ser colocado na forma normal uma vez que det(Ap) =
72— X2LC se anula para um conjunto continuo de valores de v e A ou é identicamente
nulo. O primeiro caso corresponde a linhas com perdas (Dp # 0) e o segundo sem
perdas (Dp = 0) . Em ambos os casos, a exiténcia de solugoes forgadas impoe

restricoes.

4.3.2.1 Linhas de transmissao com perdas

A equacao diferencial matricial singular
APUI(S) + DPU(S) = F(S),

det(Ap) = v = A\2LC = 0, pode ser resolvida impondo restri¢oes nos valores iniciais
de tensao, corrente e fonte. Isso se segue ao resolver dois sub-sistemas de equagoes
diferenciais que sao obtidas transformando o feixe matricial (matriz pencil) NMAp+Dp

na forma canodnica de Wierstrass-Kronecker.

Uma restricao aos valores iniciais e valores da forga externa é obtida
com o seguinte procedimento. Multiplicando o sistema (4.89) pela matrix adj(Ap)
obtém-se

adj(Ap)ApU'(s) + adj(Ap)DpU(s) = adj(Ap)F(s), (4.103)

sabendo que adj(Ap)Ap = det(Ap) = 0 decorre

que resulta
—ALGV (s) +~vRI(s) _ vF1(8) — ALFy(s) | (4.105)
GV (s) — A\CRI(s) —ACFi(s) +vF(s)

Da eliminagao de Gauss aplicada a (4.105) verifica-se que as suas linhas sdo multi-

plas. Em particular, para s = 0, da segunda equagao de (4.105) resulta

VGV (0) — ARCI(0) = —ACF,(0) + 7 F5(0). (4.106)
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4.3.2.2  Linhas de transmissao sem perdas

Para uma linha de transmissao singular for¢ada sem perdas, de (4.104)
resulta

0 = adj(Ap)F(s),

assim para garantir a existéncia de solucao impoe-se a restricao
adj(Ap)F(s) =0,

que resulta

YFi(s) = ALFy(s) =0 e — ACF(s) +vFy(s) =0, (4.107)

assim o sistema possui solugao arbitraria.

Analogamente, com as hipoéteses de um sistema singular e sem perdas

realizadas em (4.87), resulta

O;—;W(s) = fuls) (4.108)

que tera solugao arbitraria se Fi(s) e Fy(s) satisfazem f1(s) = (—yFi(s)+ALFy(s)) =
0 para W(s) =V (s) e fo = (A\CFi(s) —vFy(s)) = 0 para W(s) = I(s).

4.4 Ondas modais em linhas de transmissao com dois

condutores

Para uma linha de transmissao limitada que é conectada a uma fonte
e um carregamento, ou para sinais no estado estacionério senoidal (steady state
sinusoidal), a procura de ondas nas quais a dependéncia no tempo ¢ fixada, mas
a amplitude varia espacialmente, leva ao estudo das ondas modais. Este tipo de
ondas tem sido considerada no z-dominio ou dominio da freqiiéncia através do uso

de fasores.
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As ondas modais sao definidas como solugdes de (4.22) do tipo
U(t, 2) = eMW(z), W(2) = . (4.109)

Substituindo em (4.22), obtém-se a equagao diferencial matricial de primeira ordem

W’(z) + C(A\)W(z) =0, (4.110)
onde
0 AL+ R
CA\) =) +D=
O+ G 0

4.4.1 Abordagem Matricial

A solugao geral de (4.110) pode ser dada em termos da resposta matri-

cial fundamental

W(z) =h(z)a, a = , (4.111)

onde h(z) = e7©W? ¢ a resposta matricial fundamental modal que satisfaz o pro-

blema de valor inicial
h'(z)+ Ch(z) =0, h(0)=1L (4.112)
Utilizando a férmula fechada (A.1) e (A.2), com m =1 e N = 2, obtém-se

d'(z —(AL + R)d(z
h(z) = =) ( )d(z) (4.113)
—(AC' + G)d(z) d'(z)
onde d(z) é a fungao escalar geradora de onda modal e satisfaz
cod"(z) + c1d"(2) 4+ cad(2) = 0
d(O) = 0, Cod/(O) = 1,

(4.114)

com ¢, sendo os coeficientes do polindmio caracteristico P(y) = det(yI + C(\)) =
YV —(AL+R)(AC+G), quesaocg =1,¢; =0e cg = —(AL+ R)(AC'+G), resultando
e’* —e 7 senh(yz)

d(z) = PR (4.115)
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Se AL+ R=00uXC+ G =0araizy=0¢duplaed(z) ==z

A solucao de (4.111) pode ser escrita como

W(z) = h(z)a = ['(a)d(2), (4.116)
onde
= —()\L + R)a21 any 7 dM _ d(Z) ’ (4117>
—()\C + G)CLH 921 d/(Z)
du(z) = | 1) 2L 7 T o (4.118)
d'(z) 1 1 e ?

Observa-se que (4.118) é a mudanga de base que é valida para raizes

simples ou duplas v = 0. Para o caso das raizes repetidas, fazendo-se limite, resulta

du(z) = - . (4.119)

4.4.2 Sistema de segunda ordem desacoplado

O sistema (4.110) pode ser desacoplado utilizando a identidade de
Cramer adj(Id/dz + C(A))(Id/dz + C(A))W(z) = det((I/dz + C(A)))W(z) = 0.

Assim
di\?z’gz) — 2(A)W(2) =0, (4.120)
onde
Y*(A) = (AL + R)(A\C + G). (4.121)

Por defini¢ao, escolhe-se a raiz quadrada

y=+vVAL+R(MN+G)=a+j8 (4.122)

tal que a parte real o € nao negativa, conforme definida em (4.73).
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Se w(z) denota qualquer componente de W(z), entao

d*w(2) 2
T 7 (Mw(z) =0 (4.123)
tem solugao geral
w(z) = 1d(2) + cod'(2) (4.124)

onde d(z), d'(z) formam uma base de solugoes com d(z) satisfazendo d”(z)—~%d(z) =

0, d(0) =0,d'(0) =1 dada em (4.115).

Deve-se observar que para linhas de transmissao, a constante de propa-
gagao v é complexa sempre que A é um nimero complexo e ¢ um nimero positivo
para linhas de transmissao sem perdas quando A = jw, w > 0. Quando v = —y =0,
pelo processo de limite

VE _ oz
d(z) = lim (L) = Z.

v—0 2")/

Quando (4.123) descreve a amplitude da tensao V (z), entdo a amplitude

da corrente I(z) pode ser obtida da primeira equagao de (4.110) como

(AL + R)I(2) = —d‘;iz) C —ad(2) — ad”(2) = —ard!(2) — APazd(2).
Assim
V(z) _ d(z) d(z) a
1) () () )\ a

As constantes aq, ay sdo determinadas dos valores de V(z) e I(z) em qualquer ponto

zs. Tem-se
-1
ar | d(zs) d'(zs) V(zs)
az _md/(%) _mVZd(ZS) I(z)

Em particular, para z; = 0, segue de seus valores de d(z) que

-1

a 0 1 v (0)
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Assim,

como em (4.111), (4.113).

4.4.3 Matriz de transicao de propagacao

Quando a linha de transmissao é considerada como um modelo de duas

portas?
I(z) 1(z)
| Linha d
V(z) 1 transmissgo I V(z)

Figura 4.8: Linha de transmissao com duas portas.

que descreve a relagdo entre um par de terminais [3|, [31], a resposta matricial
fundamental modal h(z) dada em (4.113) corresponde & matriz de transi¢ao da

linha de transmissao.

Dada na forma hiperbdlica como

cosh(vyz) —(AL + R)SenTh(Vz)

h(z) = h
—(A\C + G)w cosh(vz)

(4.125)

Utilizando identidades hiperbolicas, verifica-se que h(z+2,) = h(2)h(z,).
Em particular, h(z)h(—z) = I uma vez que h(0) = 1.

A seguir, pode-se ver que h(—z) aparece como uma matriz de propa-
gagao comparando o estado W, = W(z,), em um ponto de recebimento z,, com o

estado Wy = W(z,), no ponto de envio z,. Para W(z) = h(z)c, tem-se W, = h(z)ce

3Na literatura, a corrente I(z,) pode ser considerada no sentido oposto.
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W, = h(z,)c. Assim, W, = h(z,)c = h(z,)h(—2z,)W;s = h(z, —z5)W,. Em particular,

quando z, e z, estao distantes z

W, =h(=2)W,, z =2z, — 2. (4.126)
A matriz N
cosh (vz AL + R)SCRLG=)
h(—z) = g )h ( )= , (4.127)
(AC + G’)SGHTW) cosh (yz)

seré referenciada como matriz de propagacao entre as portas separadas por uma

distancia z.

O mesmo resultado como acima é obtido quando usamos a forma de-

sacoplada.

4.4.4 Decomposicao espectral

Utilizando a mudanga de base (4.118), pode-se escrever qualquer am-

plitude de onda modal como

W(z) = h(z)a = B(y)ae”* + B(—y)ae 7%, (4.128)
onde
1 1 _AL4R 1 5
B = — v = — ( > , = —
™) 2\ _ictc 1 2 v e(n)v(y) a(7) MO+ G
vy
1
Observe que a coluna v(y) = i ¢ o autovetor (4.76) associado ao auto-
o
valor v # 0 utilizando
y AL+ R
= . 4.129
AC+G ¥ ( )

Assim,

W(z) = 3 fann + a(n)an] V)™ + 5 lan + a(—)aa] v(—)e ™,
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e pode ser escrito como
W(2) = h(z)a = h(z)A7'¢ = ey e v(7) + ¢ e 7 v(—y), (4.130)

onde ¢ = Aa é um vetor constante arbitrario uma vez que

1 1 «
Al (7)
2\ 1 a(—)
o . ‘1
€ nao smgular com C =
o

Conclui-se que ondas modais podem ser decompostas nas direcoes de

propagagao v(£y) como
U(t, 2) = c; M (y) 4+ cf e v(—7). (4.131)

O caso v = 0 fornece ondas exponenciais generalizadas obtidas tomando o limite

v — 0 em (4.116) usando (4.117). Decorre que U(t, 2) = e*W(z) com

1 0 0 A+ R
W(z) = — z| a (4.132)
01 O+ G 0
para qualquer vetor constante arbitrario a. Observe que quando (AL + R)* 4+ (AC' +

()% = 0, recupera-se o caso v = 0 com ambos os fatores sendo zero como em (4.77).

4.4.5 Linhas de transmissao com fonte modal

O uso de fontes exponenciais é importante sob dois aspectos. Estas sao
simples de lidar e sao muito praticas quando as linhas de transmissao estao sujeitas a
variacoes senoidais no tempo. A corrente que flui em um circuito sem fontes internas
como resultado da aplicacao de uma tensao senoidal variavel no tempo é governada
em magnitude e fase por circuitos de parametros constantes e a velocidade angular

ou a freqiiéncia da tensao aplicada.
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Quando considera-se uma fonte modal do tipo F(t,z) = eMf(z) em
(4.3), busca-se solu¢des modais do mesmo tipo U(t,2) = eMW(z). Isso leva a

considerar uma versao forcada de (4.110), isto é,
W' (z) + CINW(z) = f(2) (4.133)

fi(2)
fa(2)

com f(z) =

4.4.5.1 Desacoplamento

Quando escreve-se (4.133) na forma desacoplada, tem-se

d*w(z)

T~ (Nw(z) = fi(z) (4.134)

onde f; = f{(2) — (AL+ R) fo(2) para w(z) = V(z) e fy = fi(2) — (A\C' +G) f1(2) para
w(z) = I(z). Seja w(z) denotando qualquer componente de W(z), entao a solugao

de
d*w(z)
dz?

—P(Nw(z) = (4.135)
pode ser decomposta na forma
w(z) = wp(2) + wy(2) (4.136)

onde wp,(z) solugao do problema homogéneo e w,(z) uma solugao da equagao dife-
rencial ndo homogénea (4.134). Escolhendo a resposta da equagao nao homogénea

com valores iniciais nulos dada por

wle) = [ de - onee (4.137)

A solucao integral pode ser ainda decomposta como

/0 d(z — f(€)E = wipl2) + wpl2) = d()as + d'(2)az + wy(2),
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sendo d(z), d'(z) a base matricial de (4.114), sendo wp,(2) uma resposta livre e w,(z)

uma solucao particular. Dos valores nulos da solugao integral em z = 0 decorre

d(0)a; + d'(0)ag + w,(0) = 0,
d'(0)a; +d"(0)az + w,(0) = 0,

que resulta

a, = —w]’p(O), e ay = —w,(0),

e entao a solucao integral pode ser escrita como

/0 Cd(z — f(€)dE = —d(2)u(0) — d'(2)uy (0) + wy(s).

Assim, na prética, a formula geral de variagao de parametros de (4.135)

w(z) = d (2)w(0) + d(=)w (0) + / (s — &) fu(e)de

que ¢é dada por

para o caso em que uma solugao particular é conhecida.

4.4.5.2  Formula¢ao matricial

A solugao de (4.133) é dada novamente pela decomposic¢ao

W(z) = Wi(2) + W, (2),

(4.138)

(4.139)

(4.140)

(4.141)

(4.142)

sendo Wj(z) uma solucao do problema homogéneo (4.110) e W,,(z) uma solugao de

(4.133). Conforme procedimentos anteriores, a escolha da solu¢do nao homogénea

com condigoes inicias nulas ¢ dada por

/0 Th(z — F(E)E = Wiy (2) + W, (2)

(4.143)
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sendo h(z) dada em (4.113) ¢ a resposta matricial fundamental de (4.110), Wy, =
h(z)a;. O vetor constante ¢ obtido da condi¢ao inicial nula em z = 0 da convolugao
acima, juntamente com as condi¢Oes iniciais de h(z), resultando a; = —W,,(0). Pela

formula de variacao de parametros, tem-se

W(2) = BEWO) + [ iz - o) (4.141)

e segue a decomposicao
U(t, 2) = eMW(z) = e [h(2) (W(0) — W,(0)) + W, (2)]. (4.145)
Em particular, para sinais planos exponenciais F(t,2) = P2y, pode-se ter o

mesmo tipo de resposta com amplitude modificada, que ¢, U(t, 2) = eMW(z) com
W, (2) = e®w, w=(BI+C(\) v (4.146)

desde que det (BT + C(N\)) = 82 — (AL + R)(A\C + G) # 0.

4.5 Linhas de transmissao em estado estacionario senoidal

Quando considera-se as equagoes de uma linha de transmissao (4.3) com
fontes distribuidas modais senoidais F(t,z) = ¢/*'F(z) com componentes v(t, z) =

eV (2) e i(t, z) = e/**I(z), o interesse é em respostas permanentes
U(t,2) = “'W(2), W(z)= , F(z) =

do mesmo tipo que as fontes. Substituindo em (4.3)

d‘;iz) = —(jwL + R)I(2) + Vi(2), (4.147)
d;(? — _(jwC + GV () + Io(2), (4.148)

e escrevendo na forma matricial

W' (2) + Cjw)W(2) = F(2). (4.149)



61

Este sistema consititui as equagoes da linha de transmissao no dominio frequéncia.

De (4.135), obtém-se a equagao desacoplada

TV 2(aw(z) = (o), (4.150)
onde f(z) tem os componentes f; = Vj(z) — (jwL + R)Iy(z) e fo = —(jwC +

G)Vo(z) + I}(z). Na teoria de estado estacionario senoidal, v ¢ chamada constante

de propagacao definida em (4.122)

Y(jw) = Vw?LC — jw(LG + RC) + RG = a(w) + jB(w), (4.151)

assumindo as partes real e imaginaria nao negativas, a(w) é a constante de atenuagao

e f(w) é a constante de fase.

Considerando a linha de transmissao sem fontes internas, a tensao e a
corrente distribuidas em qualquer ponto da linha sao governadas pelo sistema

dV(z)

L2 = (el + B)I(2) (4.152)
d;(j) = —(jwC + )V (2), (4.153)

ou descritas pela equagao de segunda ordem desacoplada (4.135)

d*w(z)
dz?

— Y (jw)w(z) =0 (4.154)

onde w(z) = V(z) ou w(z) = I(z). Para esta ultima equagao, a base de solugoes
gerada pela solugao escalar fundamental (4.115) no dominio frequéncia é

e=tibe — gmox=ifz senh(y(jw)z)
2(a +35P) 7(jw)

Observe que d(z) pode ser considerada como a superposi¢ao de uma onda para frente

d(z) = (4.155)

(forward wave) na dire¢ao de z (f > 0) com amplitude que cai (o > 0) na dire¢ao

de propagacao e uma onda para tras (backward wave) na dire¢ao oposta.

No caso sem perdas resulta a = 0, e tem-se a superposicao de duas

ondas viajantes

eiBletet)  miBle—et) o (4.156)

VLC
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A solucao de (4.154) para w(z) = V(z) com respeito a base exponencial

V(2) = a1€7* + age™ 7*
e a amplitude modal para a corrente I(z) pode ser encontrada de (4.153) como

I(z) = L_V'(2). Assim,

" jwL+R

—a1e7* + aqge F
Zo

JjwL+ R
Zo= | 4.157
0 jwC + G ( )

1
Zo

I(z) =

onde

¢ a impedancia caracteristica da linha e Yy = - é a admitancia caracteristica. Estes

parametros nao dependem de z e podem ser generalizados para qualquer escalar A

AL+ R 1
Zo(A) = Vxoxa Yo = Z

Os métodos de impedancia nao so6 simplificam os calculos, pois a tensao e a corrente

Ccomo

através de dispositivos passivos tornam-se relagoes de natureza algébrica no estado
estacionario senoidal. Eles sao convenientes em lidar com terminagoes complicadas

ou juncoes internas.

Na literatura sao apresentados alguns casos especiais para a linha de

transmissao dependendo dos parametros C, G, L e R em [55, 61, 105].

Para linhas nas quais a perda dielétrica é bastante pequena faz-se G = 0,
este caso pode ainda ser classificado como: sem perdas se R = 0 caracterizando o
fenomeno de propagacao, proximo sem perdas se wlL. >> R, que é, indutancia muito
maior que resisténcia e o caso no qual a linha tem altas perdas que ocorrem para

wlL << R resultando no fendmeno da difusao, na pratica assume-se L = 0 fazendo

a linha RC.

Relacoes da impedancia caracteristica com a constante de propagacao

aparecem naturalmente quando busca-se solugdes do tipo exponenciais y(t,z) =
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e*% da equagao do telégrafo (4.17) sem termos fonte, f = 0,
—w?LC + jw(RC + GL) —v* + RG = 0, (4.158)

que resulta na constante de propagacao ja definida

y=a+jB=+/(jwL+ R)(juC + G), (4.159)
e da definicdo de impedéncia caracteristica Z2 = jﬁjg—ig resultam as relacoes
vZy =jwL+ R, = (jwC+ G)Z,. (4.160)

Estas relagoes permitem obter a constante de propagacao 7y se Zy ¢ conhecida e

vice-versa.

As equagdes em (4.22) para caso sem perdas, caso R = G = 0, sdo

0 . 0

Laz(t, z) + @U(t’ z) = 0,

Cgv(t z) + ﬁz(t z) = 0 (4.161)
ot oz '

e de (4.17) resulta equagoes de onda for¢adas para tensdo e corrente dadas por
Po(t,z)  Du(t,z) i(t,z) 0%t 2)
ot? 072 ot? 0z?

neste caso, Zy = \/g e 7= jwvV LC, a velocidade da onda é ¢ = =

LC - O, LC = 07

1
Tm() — vio d4¢
caracteriza velocidade constante, nao dependente de w assim temos uma linha nao

distorcional.

Se a linha de transmissao é caracterizada pelo fenémeno da difusao,
L =0= G, representa um cabo submarino ideal as equagoes em (4.22) sao
0
%U(t’ 2)+ Ri(t,z) = 0,
0 0
Ca@(f, Z) + @Z(t, Z) = 0, (4162)

e de (4.17), com f; = 0, resultam as equagdes de difusdo para tensao e corrente

dadas por
ov(t,z)  O*v(t, z)
R
di(t,z)  0%i(t,2)
o 022

RC =0, (4.163)

RC

— 0, (4.164)
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neste caso, Zy = ”jwic = ?,/%(1—]’) evy=a+jp =+jwRC = ‘ngRC’(l—l—

. ) e = . )
j), neste caso a velocidade ¢ = 5= V2, el depende de w e assim o sinal sofre
distorcao.

Uma linha é nao distorcional também para o caso % = %, na literatura

aparece como Heaviside ndo distorcional [18|, a equagao em (4.22)

0 10 R
az(t, z) + E&U(t’ z) + Zz(t, z) = 0,
1
%v(t, z) + E%i(t, z) + gv(t, z) =0 (4.165)
da equagao em (4.17) segue
o R\® 0%
o R\? 0%

com Zy = \/ge'y =a+)8 = VRG+jwv LC, assim ¢ = 5= \/%70 o que caracteriza

a nao distorcao.

O caso do condutor ohmico R = 0 tem equagoes

9, 9,
LZ; g -
i(t,z) + aZv(t,z) 0,

ot
Cgv(t z) + 2z(t 2)+ Gu(t,z) = 0 (4.168)
825 ) 82 ) ) - ) .
de (4.17) para f; = 0 resulta
2 2
LC’a v(t, 2) N GL@'U(t,z) _ O%u(t,2) o, (4.169)

ot? ot 022
a impedancia caracteristica é Z, = \/%%GLQG ey=a+jB=+/-w?LC + jwLG.

A razdo entre a tensao modal V(z) e a corrente (z) dada por
V(z) e{h(2)a
I(z)  elh(z)a

¢ definida como a impedancia local Z(z) da linha de transmissao no ponto z, sendo

Z(z) =

(4.170)
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4.6 Ondas modais viajantes para frente e para tras

Ondas exponenciais e modais sao de particular interesse em linhas de
transmissao limitadas, que sao geralmente conectadas a uma fonte e a um car-
regamento que fornecem condig¢oes de contorno nas extremidades da linha. Ondas
através de uma linha de transmissao infinita podem ser usadas para detectar falhas
ou estudar transicoes devido a mudanca de materiais na linha. Em tais processos,
é conveniente observar a parte da onda que é refletida e transmitida. Matemati-
camente, isto significa caracterizar as partes da onda que se propagam para frente

(forward) e para tras (backward).
A fungao escalar d(z) em (4.115) pode ser dividida como
d(z) =dy(2) +d_(2), (4.171)

onde
1 1

di(z) = —56_727 d_(z) = —e. (4.172)
Assume-se que v # 0, entretanto esse nao é o caso para linhas de transmissao com
multicondutores, onde as raizes repetidas nao nulas podem ocorrer. Assim, para
v # 0, utilizando (4.171), (4.172) em (4.113), qualquer onda modal W(z) pode ser

decomposta como

W(z) =W"(2) + W (2) =h*(z)a+h (2)a (4.173)
onde
h™(2) = A(7)di(2), h™(2) = A(=7)d-(2) (4.174)
A(y) = T SRR (4.175)
—(AC +G) —y

A matriz h*(z) é referida como matriz de onda modal para frente e h™(z) como

matriz de onda modal para tras.
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Ainda da decomposicao de d(z), tem-se
W(z) = T'dr(z) = [(a)diy(z) + T(a)dy(2) (4.176)

onde
di(2) = . dyz) = . (4.177)

Aqui d},(z) sera referida como a parte da onda para frente e dj,(2) como a parte

da onda para tras de dy(2).

As matrizes h*(z) e h™(z) em (4.174) podem ser dadas em termos da

impedancia caracteristica Z; e admitancia Y, como

.\ 1 Z\ B 1 ~Z\
h*(z) = dy(z), h7(z)= d (), (4.178)
Yo 1 -Y, 1

observe que det(h*(z)) = 0 = det(h™(z)). As seguintes relagoes sao obtidas de
(4.174)

h*(z) + h™(—2) = Ie 7, (4.179)

h*(z)h™(2) =0 (4.180)

A dltima propriedade reflete a singularidade das matrizes. Desde que h(0) = h*(0)+
h=(0) =1

Em alguma situagoes pode ser necessario expressar tensao e corrente

separadamente, isto pode ser feito como

VT(z) =elhT(2)a, IT(z) = elh™(2)a,
(4.181)
V=(z) =elh(2)a, I"(2) = elh(2)a,

onde
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A decomposi¢ao em (4.130) pode ser relacionada a W+ (z) e W~ (z) como

weey = [ “nree = v,
(2
(4.182)
V=(z
w- = [ ) mhee = avien
I~ (z2)
1
v(y) = i

w

Para v = a+j3 e A = ( + iw, define-se 2& o comprimento de onda e ]

B
a velocidade de fase. Conforme ja assumido g > 0, assim,

UT(t,2) = eMWT(2) = ¢ e (cos(wt — B2) + j sen(wt — B2))v(—y)  (4.183)
é a parte da onda para frente viajando na dire¢ao de crescimento de z e
U (L, 2) = MW (2) = ¢ % (cos(wt + B2) + j sen(wt + B2))v(y)  (4.184)

¢ a parte da onda para tras que viaja na direcao decrescente de z. Estas ondas tem
atenuacao espacial ou amplificacoes de acordo com o valor de a. Se o > 0 entao a
solu¢do em (4.183) esta indo para a direita e a solugao em (4.184) esta indo para
a esquerda. Para o caso a = 0 a solugao (4.183) é uma onda viajante na dire¢do
positiva de z, enquanto a solugdo em (4.184) é uma onda viajante na dire¢ao negativa

de z.

Para os casos especiais discutidos previamente é possivel determinar o

comportamento de h*(z). Para o caso sem perdas tem-se

L .
5 eTiw LCz

1 +
h*(z) = G 5
i\/; 1
assim h*(z) sao funcoes trigonométricas caracterizando a propagacao de onda. O

caso difusivo resulta

bt () 1 + jwiC o F (2 VWRC+j2VwRO)z
Z) = 5
+, [IwC 1 2
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e para o caso de Heaviside nao distorcional, % = %, tem-se

1 j:\/% e F(VRG+jwVLCxz)

i(z) = j:\/% . 5 )

assim h*(2) se propaga com atenuacao.

h

Usando (4.178) em WT(z) = h*(z)a e W (z) = h™(z)a é possivel
determinar a razao entre a tensao e a corrente de uma onda viajante na mesma

dire¢cao como

:(Z) — antZoaz _ 0
It(z) a11Yp+az1 ’
(4.185)
V7(2) _ ann—Zoas1 _
I=(z) = —anYotazr ZO’

assim a impedancia caracteristica Z; aparece como uma constante de proporciona-
lidade que nao depende de z. Em outras palavras, a impedancia caracteristica é a
razao entre as ondas para frente de tensao e corrente. A impedéancia local definida

em (4.170) utilizando (4.185) é dada em termos da impedéncia caracteristica como

- ().

4.7 Descontinuidades em linhas de transmissao

Por trabalhar em dominio modal, métodos de impedancia nao somente
simplificam os calculos pois tensao e corrente através de dispositivos passivos tornam-
se relagoes de natureza algébrica no estado estacionéario senoidal. Eles sao con-
venientes em lidar com jungoes internas complicadas ou terminacoes. Primeiro,
obtém-se as matrizes relacionadas as ondas refletidas e transmitidas devidas a uma
onda incidente na juncao de duas linhas de transmissao de impedancia caracteristi-
cas diferentes. Segundo, uma onda refletida em um carregamente passivo ou ativo
na extremidade de uma linha de transmissao sera determinada em termos da onda

incidente.
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4.7.1 Juncgao

Considerando uma junc¢ao em z = zy de duas linhas de transmissao com

diferentes impedéncias caracteristicas [65], [2], representada na Figura 4.9. A linha 1
. . - _ [ALi+R . . .

tem impedancia caracteristica Zy; = Sea-» enquanto a linha 2 tem impedéancia

caracteristica Zp; = ,/%. Aqui L;, R;, C;, G;, i = 1,2, denotam a indutéancia,

resisténcia, capacatancia e condutancia em cada linha, respectivamente.

No que segue, assume-se que uma onda viajante chegando em uma
jungao gera uma onda refletida e uma onda transmitida como ilustrado na Figura

4.9.

Wi (2)
W
WR (2) ﬂ
o V7
Linha 1 Linha 2
Juncao
z =z,

Figura 4.9: Jungao de linhas de transmissao com diferentes impedancias caracteris-

ticas.

Usando a decomposi¢ao da onda (4.173), tem-se que a onda incidente
e refletida na linha 1 sdo W;(2) = W{(2) = hj (2)a e Wg(z) = W (2) = h(2)a,
respectivamente. A onda transmitida na linha 2 é dada por Wr(z) = hj (2)b. Aqui
h;(z) e hy(z) sdo as respostas matriciais fundamentais modais na linha 1 e linha 2,

respectivamente, como dada em (4.113).

De (4.178) tem-se

1 1 +£Z 1 1 Z
hi(z) = —e™12 "1, hi(z)=ze" 20, (4.186)
2 4y 1 2 Yoo 1
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As ondas refletidas e transmitidas sao consideradas proporcionais a

onda incidente por um fator matricial, isto é,

WT(Z()) = h;(Z())b = TWi(Z(]),

WR(Z()) = hl_(Z())a = RWZ(Z()),

(4.187)

(4.188)

onde T e R sa@o as matrizes transmissao e reflexao a serem determinadas. A condigao

de compatibilidade para tensao e corrente no ponto de jungao z = 2, sdo [75]

Wi(z0) + Wg(z0) = Wr(20)
e as impedancias caracteristicas (4.185) em cada linha sao
Vr(20) + Zo1lr(20) = 0, Vi(z0) — Zoolr(z0) = 0.

De (4.181), as condigoes (4.189) e (4.190) podem ser dadas na forma

hy (20)b — hy (20)a = h{ (20)a,

©h;(29)a=0, AhJ(z)b=0
onde © e A sao vetores 2 x 1 dados por

0= (el +Znel) =01 Zy),

A= (e{ — Zozeg) = (1 — ZOZ)-

(4.189)

(4.190)

(4.191)

(4.192)

As condigoes (4.191) e (4.192) para determinar as ondas incidentes e transmitidas

sao
I -I
hf(zo)a
0 -6 b (z0) = 0
Zo)a
1 (<0 0
A O

Resolvendo (4.193), as ondas incidentes e transmitidas sao

WT<Z()> = h;(Zo)b = Thf(Zo)a = TWZ‘(Z()),

Wrg(z0) = hy (20)a = Rh{ (z0)a = RW;(2),

(4.193)

(4.194)



71

onde
o Zoa  Zo2Zo1
Zo2+Zo1 1 Z01 ’
(4.195)
R _ ZOQJIFZM Zor  ZoaZot 7
1 —Zoo

sao respectivamente as matrizes transmissao e reflexao.

Em (4.194) a tensdo e corrente transmitidas sdo combinagdes lineares
de tensao e corrente incidentes, mas é possivel reescrever tensao transmitida como
mulitpla somente da tensao incidente e corrente transmitida como miltipla somente

a corrente incidente usando as relacoes

1 Zy
h*(z)a = V*(z), h*(z)a= It (2). (4.196)
Yo 1

De (4.194) e utilizando h™(zp)a dada em (4.178) e (4.196) para impedancia carac-

teristica da linha 1 resulta

hy ()b 1 ( Zo2  Zo2Zo >hf(20)a
2 (20)D = ———F—
Zo1 + Zo2 < 1 Zo > hi (z)a
1 +
<Zoz Zo2 2oy ) V¥ (20)
B 1 Yo
Zo1 + Zo2 Zo1
(1 Zn) I*(x0)
1
1 2202 O v+(Zo)
ZOl + 202 0 2Z01 I+(Zo) 7
assim
hj (20)b = T h{ (20)a, (4.197)
sendo
Ty 0
T; = , (4.198)

0 17
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onde Ty, T7 os coeficiente transmissao para tensao e corrente

2Z02 2ZOI

v="o—-_-—, T1=———.
Zoo + 2 Zo2 + Zo

Procedimentos analogos permitem obter relagoes similares para onda refletida

hy (20)a = Ryhy (2)a, (4.199)
sendo
Ry O
R, = , (4.200)
0 R;

onde Ry, R; sao os coeficientes de reflexao para tensao e corrente da forma

_ Zo2 — Zn

Ry =220
v Zo2 + 2o

R[ = —Rv.

E significante notar que T; — R; = I de acordo com (4.189).

4.7.2 Linha de transmissao com condigoes de contorno

Uma linha de transmissao que conecta um gerador a um carregamento
como na Figura 4.10 pode estar sujeito a condigoes de fronteira algébricas ou condigoes
de fronteira diferenciais quando a rede de carga contém elementos reativos [53, 88,
95]. Na Figura 4.10, Zp e Z, correspondem as impedancias da fonte e carregamento,
definidas por Zp = ﬁ + Rp+ALpe Z; = ALCz + R; + AL, sendo resisténcias, in-

dutancias, capacitancias e condutancias ilustradas na Figura 4.5.

Zg I(2)
+ +
Vi(2)
7, V(2) - D z,
V. (2)
z=0 z={
Fonte Carregamento

Figura 4.10: Linha de transmissao com fonte e carregamento.
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As condigoes de contorno com elementos reativos em ambas as extre-

midades foi matricialmente dada em (4.9)

AllU(t, O) + BllUt(t, O) —|— DllUtt(ta O) - Fll(t>,
(4.201)
AQlU(t7 l) + B21Ut(t, l) + DglUtt(t, l) = Fgl(t)

Para um gerador modal constante Vp(t) = eMVp, busca-se uma solugio da forma

U(t, z) = eMW(z) onde W(z) tendo que satisfazer
W'(z) + CW(z) =0
sujeita as condi¢oes de contorno
GW(0) = Vi, GuW() =0, (4.202)

onde

G =3A1+Bu+\Du=(1 Zp),
(4.203)

Goi = ;A + By + XDy = (-1 7).

A solugao modal W(z) = h(z)a deve ser determinada satisfazendo as

condigbes de contorno (4.202). Por substituicao, resulta o sistema

Ma = b, (4.204)
Ccom
[ Guh(0) (v
Gah(l) | 0

Com o valor definido h(0) =1 e Z; dado em (4.185), obtém-se

[(ZQ + ZL)Q’YI — (Zg — ZL)ef'yq VFZO

[(Zo+ Z1)e'' + (Zo — Zi)e ™| Vi

com A = (ZO + ZF)(ZO + ZL)GWI + (ZQ — ZF)(ZL — ZQ)Gile.
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Em particular, quando Z; = Z, segue que

ZoVF
Zo+Z
W(O0)=h0a=| — (4.206)
\%
Zo+FZF

ZoVE ef'yl
Zo+Zp
W() = h(l)a = . (4.207)
Ve 6f’yl
Zo+ZFp

4.7.2.1 Reflexdao na extremidade do carregamento

Na segao anterior, a solu¢ao modal W(z) = h(z)a foi determinada para
uma linha de transmissao sujeita a uma fonte modal geradora e um carregamento

nas extremidades.

Retomando o fato de que a onda modal pode ser decomposta (4.173)
como W(z) = h*(z)a+ h~(z)a onde W;(z) = h*(z)a e Wg(2) = h™(z)a caracteri-
zam uma onda incidente e uma onda refletida, respectivamente. O interesse aqui é
determinar o quanto da onda incidente é refletida no carregamento localizado na ex-
tremidade z = [. Em termos matematicos, deseja-se determinar h™(z)a = T’'h*(z)a

onde o fator matricial corresponde a matriz de reflexao TI'.

A matriz de reflexdo pode ser determinada pelo uso da condigao de

contorno na extremidade do carregamento
V(1) — Z,I(l) =0, (4.208)
e da impedancia caracteristica (4.185) em z = [
V() + ZoI~ (1) = 0. (4.209)
Utilizando (4.173) e (4.181), as equagoes (4.209) e (4.208) podem ser escritas como

(el + Zyel)h~(D)a =0,

(el — Zrey)h™(la=—(e] — Zre3)h™ (D),
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assim h~(l)a é obtida resolvendo o sistema

1 Zy 0
h™(l)a = (4.210)
1 -7 —(el — Zrel)hta,
que resulta
h~(l)a=Th"(l)a (4.211)
onde
1 —2Zy ZoZL

(4.212)

¢ a matriz de reflexio.

Observe que em (4.211) a tensao e corrente refletidas sdo combinagoes
lineares da tensao e corrente incidentes. Entretanto as relagoes dadas em (4.185)
permitem expressar a tensao refletida como um miiltiplo apenas da tensao incidente
e a corrente refletida como um multiplo da corrente incidente. Utilizando h*(l)a

dado em (4.178) e (4.196), tem-se que (4.211) pode ser escrita como

o (-2 22, )nra
h™(l)a= ——
o+ 2
0o+ 4L (1 —ZL)h+(l)a
1 —Zo+ 21, 0 V+(l)
Zo+Zr 0 Zo— 71, I+(1)
Assim
h~()a=T;h*(l)a, (4.213)
onde
' 0
I, = , (4.214)
0 -Iy
com 'y = % sendo o coeficiente de reflexdo. E também possivel escrever Z;, em

termos de I';, como Zj, = Zo—}ﬂi-
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Quando Zy = Z;, tem-se I', = 0 e nao existe onda refletida. Assim a
energia incidente ¢ absorvida pelo carregamento |95]. Para um circuito aberto, a
impedéancia do carregamento é Z; = oo e tem-se [';, = 1. No caso de um curto-

circuito Z, = 0, tem-se I', = —1.
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5 MODELO DISTRIBUIDO PARA LINHAS DE
TRANSMISSAO COM MULTICONDUTORES

A metodologia desenvolvida para obter solu¢oes do tipo ondas planas e
modais em linhas de transmissao com dois condutores pode ser aplicada para linhas
de transmissao com multicondutores, mais especificamente com n + 1 condutores

sendo o condutor 0 o condutor de referéncia.

As equagbes para a linha de transmissao com multicondutores (LTM)

[3, 95| sao
LFGD + P52+ RI(t, 2) = Vit 2),
(5.1)
CoG + T2+ GV (t,2) = L(t, 2),
onde
Ul(t,Z) il(t, Z)
vo(z,t 19(t, 2
Vit =| 2O 1= | MY 5:2)
v (t, 2) in(t, 2)

denotam as tensoes e correntes em cada uma das n linhas e £ = [L;;], R = [Ryj],
G = [Gyj] e C = [Cy;] sdo matrizes n x n que representam indutancia, resisténcia,
condutancia e capacitancia por unidade de comprimento, respectivamente. Aqui
V,(t, 2), I,(t, z) sdo vetores n X 1 que incorporam o campo de excitagoes externas

como fontes de voltagem e correntes externas, respectivamente.

A derivagao das equagdes da LTM ¢é dada em [95] para o circuito apre-

sentado na Figura 5.1
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Figura 5.1: Linha de transmissao de multicondutores. Figura adaptada de [95].

que da origem as matrizes
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A primeira matriz R em (5.4) ¢é restrita ao caso em que o condutor de referencia ¢ de
tamanho finito, como por exemplo fios. As componentes 7;;, na segunda matriz R
em (5.4), se referem a resisténcia do plano terra, e nao sao necessariamente iguais,
[95]. Em [92, 95| as matrizes C, £, R e G sao simétricas, ¢ C, L, e G sao ainda

positivas definidas.

O sistema de equagoes dado em (5.1) pode ser escrito matricialmente

como
ouU(t, z) oU(t, z)
B
o 0 oz

onde os coeficientes A, B, D sao matrizes de ordem 2n x 2n e U(t, z), F(t, z) sao

A

+ DU, 2) = F(t, 2), (5.5)

vetores de ordem 2n x 1. Mais precisamente, eles sao matrizes blocos 2 X 2 com

componentes n X n e vetores blocos 2 X 1 com componentes n x 1, dados por

0 L I 0 0 R
A= , B= , D= ,
c 0 0 I G 0
(5.6)
Vit V,(t,
Uit 2) = (t,2) pe (t,2)
1(t,2) L(t, 2)

Aqui I, 0 sao as matrizes identidade e nulas de ordem n X n, respectivamente.

O sistema (5.5) pode ser desacoplado por blocos em duas equagdes
diferenciais matriciais de segunda ordem que tém a forma da equacao do telégrafo.
Essas equagoes sao obtidas escrevendo as equagoes da linha de transmissao de mul-

ticondutores na forma algébrica
LU(t,2) = F(t, 2), (5.7)
com
i) )
I5. Lz +R
cCt+6 1L
Multiplicando ambos os lados de (5.7) pela matriz bloco adjugada
12 —(L2 +R)
—(ch+9) 1L
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obtém-se as equacoes diferenciais de segunda ordem desacopladas

LCTFE™ + (RO + £G) ™= — LA + ROV (t,2) = f. (5:8)
CLEGED + (CR+gL)HG2 — ZA 1 GRI(t, 2) = fo, (5.9)
onde
. 8V0(t, Z) 610(t’ Z)
fl — T +£T —|—RIO(t,Z),
L OV,(t,2) ILy(t, 2)
f2 = CT -+ gVo<t7 Z) - T

Observe que os coeficientes das equacoes do telégrafo acima sao coeficientes ma-
triciais, logo nao necessariamente comutam, portanto a propriedade de ordem dos

fatores matriciais deve ser observada.

5.1 Modelos em Nanotecnologia e extensoes

Conforme comentado anteriormente, a teoria de linhas de transmissao
também desperta interesse em aplicagoes com comprimentos na escala de nano e
micro metros [52, 103|. Para modelar nanotubos de carbono utilizando a teoria de
linhas de transmissao considera-se de forma geral o sistema de equagoes diferenciais

iaI(gI;Z) + 8Va(§,2) + RI(t, Z) — 0’
(5.10)

CVILa)  A2) L GV(t,2) = 0,

onde os parametros L, C, R e G sao modificados em relacao a teoria classica in-
cluindo efeitos significativos. De forma genérica o sistema em (5.10) esta represen-
tado na forma matricial, mas no caso de nanotubos de carbono modelados como

dois condutores os coeficientes matriciais sao reduzidos a escalares.

Em particular, em [60] sdo determinadas a resisténcia, a indutancia e

capacitancia totais para um nanotubo de carbono de parede simples. A resisténcia
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do nanotubo é composta da resisténcia quantica, resisténcia a dispersao e resisténcia

de contato. A capacitancia composta da capacitancia eletrostética e quantica.

Em [113], considerando nanotubos de miltiplas camadas, os parame-
tros sao matriciais, e os efeitos quanticos sao também considerados nos parametros
do modelo. Considera-se G = 0, R combinagao da resisténcia difusiva e da resistén-
cia quantica, a capacitancia C tem contribuicao da capacitancia eletrostatica e da
capacitancia quantica e a indutancia L leva em consideracao a indutancia cinética.
Outras referéncias como [59, 103, 104|, também tratam nanotubos a partir da teoria

de linhas de transmissao.

Extensoes do modelo com perdas (lossy) para linhas de transmissao sao

apresentados em [69, 76, 109].

5.2 Ondas planas em linhas de transmissao com

multicondutores

O sistema de equacoes para uma linha de transmissao com multicon-

dutores (5.5) sem fontes admite solu¢oes de ondas planas

U(t,z) = U\t +7z2) = \I[Eii i 72; : (5.11)
vz

quando V(t,z) =V(s) e I(t, z) = I(s) , s = A\t + 7z, satisfazem os sistema matricial
diferencial de primeira ordem

APU/(S) + DPU(S) =0 (512)

com respeito a fase s. Aqui Ap e Dp sao agora matrizes blocos de ordem 2 x 2 com

componentes n X n, isto é, sao matrizes 2n x 2n, dadas por

~I AL V(s)
Ap = , Dp=D, U(s)= , (5.13)
AC Al I(s)
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sendo D definido em (5.6).

As fungoes planas V(s), I(s), s = At + vz, também sdo solugoes das

equagoes homogéneas (5.8), (5.9), sendo

(LON? — )d;( ) + AMRC + LG)—— ( ) + RGV(s) = 0,
(5.14)
(CLN — 721)% + AMCR + Q/l)dzis) (s) =0,

onde os coeficientes sao blocos matriciais 1 x 1 com componentes de ordem n X n,

ou seja, os coeficientes matriciais sao de ordem n X n.

De forma semelhante ao caso da linha de transmissao com dois condu-
tores, define-se aqui que a equagao matricial diferencial (5.12) é dita regular quando
[106]

det(Ap) = det(y*I — A\?LC) # 0. (5.15)

A solug@o geral de ondas planas para uma linha de transmissao de

multicondutores em (5.12) é dada por
U(s) = hp(s)c = e 4»' Prspzic, (5.16)

onde hp(s) é agora a resposta matricial bloco fundamental plana 2 x 2 satisfazendo

o problema de valor inicial

Aphlp(s) + Dphp(S) =0,
(5.17)
Aph’(0) =1,
e ¢ ¢ um vetor bloco 2 x 1. Considerando (A.1) com m =1 e N = 2n, tem-se

2n j—1

=3 bidi TV (s)hd, (5.18)

7j=1 =0

onde b;, 1 = 0,1, ...,2n sao os coeficientes do polinémio caracteristico

P(n) = det(nAp+Dp), Zbﬂ? (5.19)
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e dp(s) é a fungao escalar geradora de ondas planas. Esta tltima fungao é solucao
do problema de valor inicial
bodg")(s) + bldgn_l)(s) + -+ bgndp(s) = 0,
dp(0) = 0,dp(0) = 0,--- ,d2""2(0) = 0, byd%" " (0) =1,
e as matrizes hl’ = hg)(()) de ordem 2n x 2n satisfazem a equacao matricial em

diferencgas de primeira ordem sujeita aos valores iniciais

Aphl, + Dph? =0,

(5.20)
Aphl =1.
5.2.1 Ondas planas exponenciais em linhas de transmissao com
multicondutores
Solugdes de (5.5) com perfil exponencial
At+yz 4
U(t,z) =70, U#0,U = (5.21)

1

podem ser encontradas por resolver o problema de autovalor 2n x 2n que surge da
substituigao de (5.21) no sistema (5.5), para F(¢, z) = 0, que é, (AA+yB+D)U = 0,

sendo V' e I vetores de ordem n x 1. Isto leva ao sistema linear algébrico homogéneo

~I AMo+R \% 0
= . (5.22)
A+ G ~I I 0

Este sistema tem solu¢oes nao nulas sempre que seu determinante é nulo para os

escalares 7, A, isto &,
Q(\,7) = det(v* I — (AL +R)(M\C + G)) = 0. (5.23)
Para tais valores, tem-se da primeira equagao de (5.22)

V:—%Q£+Rﬂ
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Que substituindo a segunda equacao de (5.22), o vetor corrente I é uma solugao nao

nula do sistema

(VI-(XC+G)(AM+R))I=0. (5.24)
Assim,
—IAL+R)I
U(t,z) = eM® ZMAR) : (5.25)
I

onde I é solugao do problema da autovalor (5.24). Com raciocinio analogo, pode-se

obter solugoes de ondas planas exponenciais envolvendo apenas o vetor de tensao.

O caso da linha de transmissao com multicondutores singular, det(Ap) =
0, e sistemas defeituosos podem ser discutidos de forma semelhante a que foi reali-
zada para linhas de transmissao com dois condutores. Cabe observar que as solugoes
exponenciais para o caso das raizes repetidas 7; de Q(X,v) = 0 requer a anélise da
multiplicidade algébrica e geométrica das raizes o que no momento nao é possivel
devido ao tratamento geral dado. Essa analise é recomendada no momento em que

o namero de condutores é efetivamente determinado.

5.3 Ondas modais em linhas de transmissao com

multicondutores

Um sistema de equagoes para uma linha de transmissao de multicon-

dutores sem fonte tem solugoes do tipo ondas modais
U(t, z) = M

quando os vetores amplitudes para tensao e corrente V(z), I(z), de ordem n x 1,

sao solugoes do sistema de primeira ordem

dvdi’z) L (AL +R)(2) =0, (5.26)
@) | e G)V(z) =0, (5.27)

dz
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ou
, V(2)
W'(z2) + CAO)W(2) =0, W(z)= : (5.28)
1(z)
onde
@) M +R
CA\)=X+D= (5.29)
AXC+G 0]
é uma matriz bloco 2 X 2 com componentes n X n.
A solugao geral de (5.28) é
W(z) = h(z)a (5.30)
onde h(z) satisfaz o problema valor incial
h'(z) + C(A)h(z) =0, h(0) =1, (5.31)

e a ¢ um vetor bloco 2 X 1 com componente n X 1.

Considerando m = 1 e N = 2n em (A.2), a resposta matricial funda-
mental modal é -

h(z) = ) d"(z)B,, (5.32)

1=0
onde a funcdo escalar geradora de onda modal d(z) satisfaz o problema de valor

inicial
cod®(2) + cad® D (2) + - -+ + cand(2) = 0, (5.33)
d(0) =0,d'(0) =0, ---,d®2(0)=0, cod®V(0) =1, (5.34)
com ¢;, t = 0, ..., 2n sendo os coeficientes do polindémio caracteristico de grau par

P(y) = det(y1+ C) = det(1*I — ZY) (5.35)

onde Z = AL+ R, Y = XC + G sao as matrizes de impedancia e admiténcia,

respectivamente, e

F. O 0 26
Boi=| " , By, = " . (5.36)
O G YF, O
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n—1—k n—1—k

Z 021 Zy n—i—1—k gk Z Cm(yz)nfiflfk‘

1=0 1=0
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Uma propriedade que deve ser observada é que o polindémio caracteristico (5.35)

possui somente poténcias pares, consequentemente, as raizes sao +v;, 71 = 1,2, -

, 1.

Desde que P’(7) é uma polinémio de ordem impar, a férmula de Hea-

viside (A.5) para d(z) com raizes simples, fornece

“Loe UL ens " 2senh(7;2)
d(z) = + =y —
1 P/( %) —1 P’ (i) —1 P'(v:)

assim d(z) é uma fun¢do impar.
Com a mudanca de base

d(z) = M Exp(y)

erp

onde
d(z) 6712
d(z) e Mz
d(z) = : , Exp(y) =
d2(n72) (Z) eIn?
d2(n—1) (Z) e~ In?
e
1 1 1 1
P'(v1)  P'(-m) 7 Pl(wm)  Pl(—72)
71 _ 71 In _ In
P(71) Pr(=m) 7" Pl(w) P'(=72)
Mea:p
7?11—2 7%11—2 V%n—Q W%n—?
P'(y1)  P(-m) 7 Plw)  P(-7)
’Yf"_l _ ,an—l ’y’r21n71 . ,yzbnfl
P’ () Pl(=y) """ P(w) P'(=72)
ainda pode-se escrever
n e~ i% M. ez

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)
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onde

R(V) = VkBk-
k=0

Desde que P'(—v) = —P'(y), a matriz R(y) pode ser dividida em uma parte par e
outra impar R(y) = Rg(y) + R;(7) onde

n—1 n—1
Rp(y) = Z”Y%B%, Ri(v) = Z”Y%HB%H
k=0 k=0
Assim,
n 9 '
h(z) = Z P00 (sinh(v;2)REe(7v;) + cosh (v;2) Ry (7)) - (5.42)
i=1 g

5.3.1 A formulagao modal do telégrafo

Retomando o sistema modal (5.26), (5.27) e diferenciando ambas as
equagbes matriciais, ou por escrever (5.28) na forma LW = 0, para o operador L
apropriado, e multiplicando pela matriz bloco adjugada de L, obtém-se o conjunto

de equagoes diferenciais matriciais desacopladas de segunda ordem sem fontes

deVZ(j) _ZYV(z) =0, (5.43)
dzjz (j) —YZI(z) = 0. (5.44)

A solugao geral da equagao distribuida da equagao voltagem (5.43) é

dada por
V(z) = h(z)a; +h(2)as (5.45)
onde a resposta matricial fundamental h(z) satisfaz
h"(z) = ZYh(z) =0, h(0)=0 h(0)=1 (5.46)

e a is a vector n x 1. Em forma simbdélica, pode-se escrever

senh(I'z)

V(z) = cosh (I'z)a; + T

ay, [?=2ZY (5.47)
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onde a solu¢ao matricial fundamental h(z) é dada de forma fechada por

2n k-1

senhl'z .
h(z) = r - chid(k_l_l)(z)hgn_k- (5.48)

k=1 =0

Aqui os ¢ sao os coeficientes do polindmio caracteristico (5.35), d(z) a solugao do
problema de valor inicial escalar (5.33) e hy, é a solu¢ao da equagao de segunda ordem

em diferencas

hivo — T?hy = 0, (5.49)
hg = 0,hy = L. (5.50)
Que resulta parap=0,1,2,---
0, k = 2p,
hy, = ! (5.51)

'’ k=2p+1.
Desde que os coeficientes impares ¢o;.1 = 0 de (5.35) se anulam, a resposta ma-

tricial fundamental envolve apenas derivadas de d(z) que sdo de ordem par. Mais

precisamente,
n k-1
h(z) =) ) eud® D (2y)"* (5.52)
k=1 i=0
ou
n—1
h(z) =Y d®(2)Ay (5.53)

£
Il

0
onde Agy = S e (ZY) R

Observacdes:

1. A forma simbolica de h(z) em (5.48) é na verdade uma fungao matricial
bem definida. E uma série de matricial de poténcia inteira com respeito
a variavel matricial A = Z) desde que contenha somente as poténcia
de ordem par de I'. Assim, faz sentido mesmo para Z)) sendo uma

matriz singular.
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2. Existem muitos trabalhos na literatura que discutem aspectos computa-

cionais das fungoes hiperbolicas [11, 32].

3. Como antes, uma vez conhecida a tensao V'(z), a corrente I(z) pode ser
determinada de (5.26). Entretanto, usando a propriedade de mudanga
da resposta fundamental matricial h(z), [21], ndo é necessario diferen-
ciar V' (z). Simplesmente aumenta-se por um a ordem das derivadas de

d(z) em (5.48). Mais precisamente,

d
ZI(z) = —d—‘: = —(h"(2)a; + h'(2)as)
= —(I'senh(I'z)a; + cosh(I'z)ay)
n—1 n—1
=— ( A (2) Agar + ) d(2k+1)(z)A2ka2+> : (5.54)
k=0 k=0

E possivel determinar h(z) para (5.44) com procedimento analogo rea-

lizado para a equagao (5.43).

4. A matriz fundamental h(z) de ordem 2n x 2n do sistema de primeira or-

dem original (5.28) pode ser dada em termos da solugao matricial hiper-
h(I’ h(T

bolica fundamental > (I'12) ’ senh(I'y2)
Fl I‘2

diferencial matricial de segunda ordem (5.43), (5.44) onde I'y = ZY e
I'yn = YZ. Tem-se

de ordem n x n do sistema

cosh (I';2) _Zsen};ﬂ
h(z) = ! . (5.55)
_ysenhFM cosh (I'y2)
2

5. O desacoplamento dos fasores de primeira ordem das equagoes da linha
de transmissao V'(z) + Z1(z) = 0, I'(z) + YV (2) = 0 ou as equagoes
do telégrafo da linha de transmissdo modais de segunda ordem V" (z) —
ZYV(z) =0, I"(z) — YZI(z) = 0 requerem a diagonaliza¢ao das ma-
trizes Z,)Y e Z),2Z), respectivamente. Este processo nao é sempre

viavel para estruturas de linhas de transmissao arbitrarias uma vez que
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envolvem transformacoes de similaridade que podem nao ser as mes-
mas ou os coeficientes matriciais sao defeituosos [41, 95|. A metodolo-
gia apresentada neste trabalho nao depende nem da computacao dos

autovetores e funciona para autovalores simples ou repetidos.

5.3.2 Linha de transmissao com simetria ciclica

Uma classe de linhas de transmissao que tem recebido atencao na lite-
ratura sao sistemas que possuem uma configuracao ciclica de condutores com fase

de alta ordem, linhas de transmissao de interconexao longa e microstrip, [56, 121, 4],

entre outros [13, 66, 85, 91, 98, 124].

Nesses sistemas, as matrizes de impedancia e admitancia sao matrizes
circulantes 28] cujo padrao tem uma simetria insensivel a uma permutacao circular
em seus terminais. Esse tipo de estrutura de matriz é passivel de discussao analitica,
uma vez que circulantes N x N podem ser simultaneamente desacopladas usando a
matriz de Fourier N x N, elas comutam e os autovalores associados com circulantes

podem ser simples ou repetidos e calculados de maneira direta.

As transformacoes modais envolvidas com a diagonalizacao das matrizes
circulantes podem ser relacionadas ao método de componentes simétricos devido ao

Fortescue.

A matriz dos coeficientes de tais transformagoes envolve as colunas da
matriz de Fourier F' e sua matriz conjugada transposta F* que sao empregadas
em analise harmonica discreta (DFT) e sintese harmonica, respectivamente. Seja
w=en~ a N-ésima raiz da unidade (wY = 1) ou o operador de rotagdao N-fase

representando a mudanga de fase complexa das quantidades N-fase em relagao a

outra, isto &, 2w /N.
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A matrix de Fourier F' de ordem N é a matriz N x N para a qual F™*

é dada por
1 1 1 1
1 w w? wV—t
1
= \/_N 1 w2 wt w2(N-1)

1 wN-1 2(v-1) wN-D(IV-1)
(5.56)
A matriz de Fourier F' tem a mesma forma F™* mas com w em vez de w.

Usando o fato de que a sequéncia w*, k = 0,1,--- & periddica e que
w~! = w, acontece que F* é ortogonal e simétrica. Além disso, pode-se também
escrever

1 1 1 1
1 2 wN—l
1
F* — 1 w2 'LU4 e w(N_2) . 557
VR (5:57)
1 wal w(N72) w

O método de Fortescue, [10, 36] essencialmente decompoe o vetor coluna X cujos
componentes sao um conjunto de N fasores X, X, -+, Xy cujas componentes sao
arbitrariamente nao balanceados, cada um tendo dois graus de liberdade, na com-
binacao linear de N vetores Fq, F»,---, Ey de ordem N X 1 que sao balanceadas.
Cada componente do fasor Fj, tem igual magnitude e sua prépria sequéncia de fase.

Mais precisamente,



isso é,

ou usando (5.57)

x
T

X1

T

+ X9

X1

X2

_ *

TN

+--t+aN

1
w(N_l)

w2N-1)

wN-D(N-

)

1)

wWr N
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(5.58)

(5.59)

(5.60)

Observa-se que cada Ej consiste de N fasores iguais em magnitude e deslocado de

cada outro por uma fase de j %’“

No que segue assume-se que os os parametros matriciais da linha £, R,

C e G sao matrizes circulantes com o padrao

&1

CN

CN—-1

C2

(&)
C1

CN

C3

C3
Ca

&1

CN

CN
CN-1

CN—2

C1

(5.61)
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Qualquer matriz circulante de ordem N x N definida por C = cire(cy, ¢, 3, -+ ,Cn)
pode ser diagonalizada como C = F*AcF, onde A¢ é a matriz diagonal composta

pelo autovalores Ay da matriz circulante C, isto é

M O - 0
0 X -+ 0
Ac = o ‘ ‘ . (5.62)
0 0 AN
sendo
>\k =C + Czwk_l + Cg(wk_l)Q + C4(wk_1)3 + -+ CN(’LUk_l)N_l, (563)
para k =1,2,--- | N. A reciproca também é valida. Para uma matriz diagonal D

de ordem N x N, tem-se que F*DF' é uma matriz circulante.

Para uma linha de transmissao com multicondutores e cujas matrizes
L, R, C, G sao circulantes, tem-se que as matrizes impedancia e admitancia também

possuem tal caracteristica. Assim,

Z =N+ R =circ(Zy,Za, -+ ,Zn) = F*AZF, (5.64)
V=X +G=circ(Y1,Ya, -, Yn) = F"AyF, (5.65)
onde
N N
Az =Y Z Q' Ay = VO (5.66)
k=1 k=1

com (2 sendo a matriz diagonal N x N

10 0 -- 0
0O w 0 - 0
Q=10 0 w? .- 0 : (5.67)
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Desde que matrizes circulantes de mesma ordem comutam, a resposta matricial

fundamental (5.55) torna-se

hz) cosh (I'z) _Z—senl}(I‘z) (5.68)
z) = . 5.68
—yw cosh (I'z)
onde I'? = ZY = Y Z. Aqui
h(z) = Senffrz (5.69)

¢ a resposta matricial fundamental do sistema desacoplado (5.43)-(5.44)

do(2)
dz?

—T2¢(z) =0, (5.70)

para ¢(z) = V(z), 1(2), isto é h”(z) — I'*h(z) = 0, h(0) = 0,h’(0) = I. Esta determi-
nagao é como segue. Introduzindo a mudanga de variavel em (5.70) ou ¢ (z) = Fo(z),

e pre-multiplicando por F™*, obtém-se o sistema de segunda ordem desacoplado

2
% — AzAyi(z) =0, (5.71)

uma vez que [? = ZY = (F*AzF)(F*AyF) = F*AzAyF = F*Azy F. Segue que

hI’ hy/A
h(Z) _ sen z _ F*Sen ZYF (572>
senh A -
VA 0 0
0 senhvAz 0
= F iz F,
senh/A, -
0 0 o B
onde A\, k=1,2,--- ,n sao os autovalores de Z) .

5.3.3 Sistemas de transmissao polifasicos com estrutura circulante

Nesta segao, discute-se a formulagdo do telégrafo modal (5.43)-(5.44)
para o caso de uma rede polifasica com simetria ciclica, tais como cobos de alimen-

tagao de n nucleos (N-core cables) com tela metética de aterramento comum. Os
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elementos diagonais que correspondem as auto-impedancias na matriz de impedan-
cia Z sao assumidos para ter valores iguais Z;. Ao assumir simetria ciclica em
relacao a tela metatica de aterramento comum, os elementos fora da diagonal tém
os mesmos valores de impedancia mutua Z,,. Em [56, 98] é discutido o caso em que
a impedancia miutua esta relacionada a distancia entre os condutores. Para a matriz

de admitancia ), as mesmas consideragoes sao assumidas.

Devido a importancia pratica o caso N = 3 é considerado primeiro e

utiliza-se analise modal para desacoplar a matriz Z) onde

Zs Lim Zm Yo Yoo Y
Zm  Lm s Yo Yo Y5

Desde que Z e Y sao circulantes, os produtos Z), Y Z sao os mesmos uma vez que
matrizes circulantes comutam e seus autovalores A = 72 sao obtidas de (5.63) com
w = e ou como o produto dos autovalores de Z e ) como em (5.71). Resulta que
existe um autovalor simples A; que difere por um fator A de um autovalor duplo

Ao = A3. Mais precisamente,

M= (Zs+22,) (Yo +2YM) = (Zs — Zp) (Yo — Vi) + A
Xo = (Zs + Zpw + Zpw?)(Ys + Yo + Yw?)
= (Zs = Zn)(Ys — Vo)
A3 = (Zs + Zpw? + Zpw*) (Y + Yiow? + Yyw?)
= (Zs = Zn)(Ys = Yin)
A =32yYm +3ZY 0 + 3Z,Y,)

A existéncia de um autovalor triplo s6 ocorre quando A = 0.
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Para o caso das matrizes impedancia e admitancia de ordem N x N com

as mesmas caracteristicas acima, circulantes e simétricas de ordem N x N tem-se

Ze L Zm, Y, Y Yo,
Zo Dy e T Y, Y. --- Y,

z=| " S =] Sl e
Zo oo 2o 7, Y, --- Y, Y.

Desde que ZY = YZ, considerando apenas de (5.43)-(5.44) a equacao diferencial

matricial de segunda ordem

d*®(z)
T ZYP(z) =0, (5.75)
cujo polindmio caracteristico é
P(y) = det(v*T — 2Y)). (5.76)

De (5.63) com w = e%, os autovalores A = +? da circulante Z) sao

M=Us+Zn+ ..+ Zp)Ys+ Y+ ... +Y,)
= (Zs— Zn)(Ys = Y,) + A

A = (Zs + me) (YS + ym%) _ (5.77)

wi—1-1

= (Zs— Zp) (Y, = Yu),i=2,...,N
A=N(ZYm+ ZnY, — 2Z0Ym) + N2Z, Yo,

Assim para A # 0, o polindmio caracteristico P(7y) = det(y?*I— ZY) tem duas raizes
simples, £+, e duas raizes £+, com multiplicidade algébrica N —1. Além disso, para
uma frequéncia fixada A, a raiz simples depende de N e dos parametros matriciais
impedancia e admitancia enquanto as raizes repetidas independem do ntimero de

condutores.

O polinémio caracteristico pode se escrtito como

P(y) =0 =% =), (5.78)
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a fungao escalar geradora d(z) pode ser determinada da férmula de Heaviside (A.5)

A=) = il e (0 + ()N e ) 4 (5.79)

_ 1 mz _ 1 _,—m=z
oot T Eene

onde os residuos

1 diY 1
1) = T (w i T ,ﬁ)) ’ (5:80)

podem ser obtidos computacionalmente.

Observe que embora d(z) dependa de um nimero finito de poténcias de
z devido a multiplicidade dos autovalores, a resposta matricial fundamental é uma
matriz circulante que depende somente das fungoes seno hiperbolicas (5.72). Esta
altima segue da matriz simétrica com algum acoplamento com a natureza das raizes

dos autovalores. o caso N = 3 pode ser usado para ilustrar tal observacao.

5.3.4 Ondas modais matriciais em multicondutores : viajantes para
frente e para tras

A resposta matricial fundamental de onda modal h(z) pode ser conve-
nientemente decomposta utilizando a decomposicao da fungao escalar geradora de
onda modal d(z) (5.37), de forma semelhante a realizada para a linha de transmissao

com dois condutores. Seja
d(z) =di(z) +d_(z), (5.81)

onde, para 7, raizes simples,

"L "L senh(732) <= cosh(y2)
di(z) =Y = 3 XLk SORRE) 5.82
() — Pw) = Pw) = Pl 552

n n n

d_(2) = e senh(7y2) N cosh(yxz)

= P'ow) i Plw) —~ P'()

(5.83)

sao chamadas termos para frente (forward) e para tréas (backward) da fungao escalar

geradora de onda modal d(z), respectivamente. Estes termos sao relacionados por
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di(—z) = —d_(z). Raizes repetidas podem ocorrer em linha de transmissao com

multicondutores, neste caso a decomposicao (5.81) é dada por
di(2) =Y puz)e ™,
d_(2) = Xy al(z)e,

onde p;(z) e q;(k) sao polindomios de grau m; — 1, sendo m; a multiplicidade algébrica

(5.84)

de v, e k o ntimero de raizes distintas de acordo com (A.5).

A decomposigao de d(z) permite decompor e identificar os termos para

frente e para tras de h(z). De (5.32), tem-se

h(z) =h'(2) + h™(2), (5.85)
h(z) =Y dV(z)B;, h (z)=) d"(z)B.

Quando utiliza-se a formulagao matricial do telégrafo (5.52), resulta

h(z) = h*(z)+h (2), (5.86)
h'(z) = ZZ% FD )2y
h=(2) = ch Y )z
k=1 =0

Observe que nesta decomposigao os termos para frente e para tras h*(z) envolvem

as derivadas de ordem par de d*(z) e d~(z) como dado em (5.82)-(5.83).

Os termos d(z) e d_(z) da fun¢ao escalar geradora de onda modal d(z)

que satisfaz(5.33) sao também solugoes da equagao diferencial escalar
ot (2) 4+ cou® 2 (2) + cauP® TV (2) + - 4 con_ou” (2) + conu(z) =0
e seus valores em z = 0 podem ser determinados a partir da fungdo d(z). As

derivadas de d(z) em z = 0 que denota-se por dj, = d*(0) pode ser obtida recursi-

vamente da equacao em diferencas

onsk + Y Cortlauoryx =0, k=01, (5.87)

r=1
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sujeita as condigoes iniciais
dg = O, d1 = 07 e, dgn_g = O, Conn—l =1. (588)

Desde que d(z) é uma fun¢do impar, tem-se que as derivadas de ordem par sdo
fungoes impares e as derivadas de ordem fmpar sao fungoes pares. De suas definigoes
tem-se dgf)(z) = (=1)k1d™(=2). Assim df)(o) = d™(0) para k fmpar e d(f)(O) =

—d™(0) para k par. Dos valores iniciais de d(z), obtém-se que

n 2k—1
d(2k71) 0) — d(_2k71) 0) = Ui =0,k=1,...,n—1 (5-89
) 0= 70 )

0 = d®(0) =

(5.90)

N | —

As condigbes iniciais de ordem par de d, (2) e d_(z) podem ser determinadas usando
(5.82), (5.83) e uma base apropriada de solugoes. Por exemplo, a base fundamental
d(z), d'(2), -+, d?""V(z) ou a base normalizada d,(2),d;(2), - - , do,_1(2) definidas
a partir da relacao matricial que envolve os coeficientes do polinomio caracteristico

(5.35) e a base fundamental

T T
d, d(z) Con—1 Con—2 -~ Co
dy d'(z) Con—a Cop_g -+ 0
ds =| 2 z S (5.91)
: : c1 co - 0
din_1) A= (z) co 0O --- 0

Utilizando que os valores iniciais das derivada impares de d;(z),d_(z) se anulam

até 2n — 2, pode-se escrever

n—1
; 1
d_(z) = ;d%<z>d_2>(o>+§d(z),
n—1 1
21
di(z) = ;d2i<z>di><o>+§d<z>,
assim,
(2k) (2k) - 72k
d =—d =— . k=0,1,--- ,n—1. .92
+ (0) — (O) / P,(/YZ)’ Oa ) y T (59)
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5.4 Exemplos numeéricos

Nesta se¢ao, sao considerados exemplos de dois tipos, os obtidos na lite-
ratura e académicos que ilustram a metodologia utilizada neste trabalho. O primeiro
exemplo envolve matrizes de impedancia e admitancia simétricas 3 x 3. O tltimo
exemplo envolve uma rede de alta ordem polifasica com padrao ciclico. Considera-se
o comportamento, a natureza e decomposicao da funcao escalar geradora de onda
modal d(z) solucao de (5.33)-(5.34) e a resposta fundamental matricial h(z) em
(5.32) e h(z) em (5.72) para diferentes configuragoes.

5.4.1 Exemplo 1: Linha de transmissao com perdas, matrizes
impedancia e admitancia simétricas de ordem 3 x 3

A linha de transmissao com parametros dados em [84] tem as matrizes

de impedancia e admitancia simétricas e de ordem 3 x 3

18,3453 0 0 313,9 67,5 22,2
Z= 0 17,4558 0 me | 67,5 3193 67,5 |LH
0 0 18,3453 22,2 67,5 313,9
(5.93)
(§]
251,1210 —22,8909 —0,3994 130,3 —16,2 —0,8
V= —22.8000 256,100 —22.8000 | B +jw| —162 1337 —162 | B,
—0,3994 —22,8909 251,1210 0,8 —16,2 130,3
(5.94)

com f =2 GHz e comprimento entre 0 e 10m. Utilizando a formulacao da linha de
transmissao de primeira ordem para calcular d(z) de (5.33)-(5.34) e (5.31) para a

resposta fundamental matricial h(z).

Na Figura 5.2, observa-se o comportamento da parte real de d(z) dado
em (5.37). Para um intervalo espacial curto predomina o comportamento hiperboélico

na Figura 5.2 (a), enquanto para intervalos grandes é observado o comportamento
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oscilatorio Figura 5.2 (b). As mesmas caracteristicas podem ser observadas para a
parte imaginaria I'm(d(z)).

A decomposicao d(z) = d_(z) + d4(z) é dada na Figura 5.3. Observe
que Re(dy(z)) e Re(d_(z)) estao proximas, enquanto Im(d;(z)) e Im(d_(z)) tém

valores absolutos préximos, mas com sinais opostos.
0,06
0,04

0,024

; T 1

U 0,01 0,02 0,03
zZ

-0,024

0,04

-0,064

(a) —0,03 < z < 0,03

(b) -3<2<3

Figura 5.2: Graficos de Re(d(z)) para diferentes intervalos de z.

n A\
! . [\ 03 / \
]\ [y
0,54 2l \ "1 / \
| oo o
: \ - :
%5./ o —0,1,'9 -.ﬁfs — \\—]os :1‘),10
E ‘|
, 02 ‘
I N B
’_Re(d(z)) ~---Re(d, (z)) — -Re(df(z))‘ “’. ---Im(d, (2)) — -Im(d,(z))"‘.

(a) Parte real (b) Parte imaginaria

Figura 5.3: Graficos das partes real e imaginaria de d(z) e componentes d,(z) e

d_(z).
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Para a constante de propagagao v = . + jfBk, a funcao e’“*d(z) e sua
decomposi¢ao sao dadas na Figura 5.4. Em termos das constantes de propagacao,

tem-se e'd, () = S.o_ uf (t, z) onde

e v (cagn €I
up(t,z) =e N
o(—2)
=P (cos (B(z — cxt)) — jsin (Bi(z — cxt))) ,
para ¢, = 5 com k = 1,2,3. Observa-se que uy (t,2) para ax > 0 e B > 0

sao ondas harmonicas viajando para frente exponencialmente atenuadas na diregao
positiva de z. Neste caso, a atenuacao aparece para linhas de transmissao longas, a
parte imaginaria tem o mesmo comportamento. De forma anéloga a funcao e/“*d_(z)
pode ser decomposta nas componentes

o Br(z+ext)

P'(7)

(cos (Br(z + cxt)) + 7sin (Br(z + ckt))) ,

uy (t,z) = elow?

e(akz)

~ Pl

sendo u, (¢, z) uma onda harmonica viajando para tras que é expoencialmente am-

plificada na direcao positiva de z. A caracteristica viajante para a parte real com
k = 1 pode ser observada na Figura 5.5, onde sdo apresentados os graficos de u (¢, 2)

e uy (t,z) em trés dimensoes.
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-0.10 . - T
: -0.2-

-0,41
-0,6

-0,8

—Re(/”d(z)) """ "Re(¢™d, (z)) — Im(“d(z)) " ImE®d, (z))
— =Re(¢/”d_(z)) — - Im(/™d_(z))
(a) Parte real (b) Parte imaginaria

Figura 5.4: Graficos da parte real e imaginaria de e/*'d(z) e componentes e/“!d ()

e ed_(2), t=1.

(a) Re(u (t,2)) (b) Re(uy (¢, 2))

Figura 5.5: Propagacio de componente de onda atenuada Re(u (t, 2)), Re(u; (t, 2)).

Para este exemplo, usando (5.32) com (5.36) a resposta matricial fun-
damental h(z) solugao de (5.31) é uma matriz de ordem 6 x 6 e pode ser escrita

Ccomo

h(z) = hi(2) + ha(2), (5.95)



104

sendo

b [ MG 00 e ) (5.96)
0 hgg(Z) h21(2) 0

Observe que

hi(z) =Y (1) Byp1, ha(z) = d*(1)By.
k=0

k=0
Assim, hy(z) é composta das derivadas impares de d(z) enquanto hy(z) é composta
das derivadas de ordem par de d(z). Considerando que d®¥(z) e d?**+Y(z) sdo
fungdes impares e pares respectivamente, resulta que o blocos h;(z) na diagonal
sao compostos de fungdes pares, enquanto os blocos h;;(2), i # j, fora da diagonal,
sao compostos de func¢oes impares. Estas caracteristicas podem ser observadas nas
Figuras 5.6 e 5.7 onde s@o apresentados os graficos das componentes hy;(z) e hyy(2)

que sao componentes de hy1(z) e hiy(z), respectivamente.

5, 108

8000+

6000

4000

000~

—0’,10 0,05 0,‘10

T T T 1
-0,10 -0.0: 0 0,05 0,10

=2000-

-4000

— Im(h;,(2))

(a) Parte real (b) Parte imaginaria

Figura 5.6: Gréaficos das partes real e imaginaria da func¢do par hiq(2).
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300000 [« 1§10

200000
1,x 109+
1000004

70',10 0 0,‘05 0410 -d,lO —d,OS 0 0,05 0,10
z z
-100000-
-1,% 1010 -
-200000-
-300000 -2,% 100
—Re(h,(2)) — Im(4,(2))
(a) Parte real (b) Parte imaginaria

Figura 5.7: Gréaficos das partes real e imaginaria das fun¢ao impar hy(2).

A solugdo modal em (5.30) considerando (5.95) indica que os blocos
h11(2) e h1a(z) compdem o vetor tensao V' (z) enquanto hyy(z) e hap(z) compoem o
vetor corrente 1(z). Em relagao a norma' das matrizes blocos, |hi2| tem o valor mais

alto, enquanto |hy1| tem o valor mais baixo entre as matrizes blocos.

5.4.2 Exemplo 2: Linha de transmissao sem perdas, matrizes
impedancia e admitancia simétricas e circulantes de ordem 4 x 4

Em [5] é considerado uma linha de transmissao de faixa com simetria
ciclica que é usado como um pacote de alta densidade e baixa interferéncia em
interconectores de circuitos integrados de alta velocidade. As matrizes capacitancia
e indutancia sao

77,1 -9,55 —1,1 —9,55 378,6 49,77 17,73 49,77
—9,55 77,11 —9,55 —1,1 P 49,77 378,6 49,77 17,73 | o
C= p—, L= n—.
m X m
-1,1 -9,55 77,11 —9,55 17,73 49,77 378,6 49,77
-9,55 —1,1 —9,55 77,11 49,77 17,73 49,77 378,6

N

'Matriz M de ordem n x n define-se |M| = ( RIDDLD DY ik dz)

—20
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Neste caso, usando as propriedades de matrizes circulantes tem-se vy, =
V Ak, para i = 1,2, 3,4, sendo A\, dado em (5.63). Em particular, como Ci5 = Cy4 €
L15 = L4 as raizes Ay = Ay, além disso as raizes \;, 1+ = 1, 2, 3, estao bastante prox-

. ~ . s . ~ Senh(%z)
imas. Para este exemplo, i Sao puramente 1maginarias asslin as fun(;oes T
K3

presentes na matriz diagonal % VZ/;ZY em (5.72) sdo convertidas em senos.

A fungao escalar geradora de onda modal d(z) é real, dada por (A.5)
e plotada na Figura 5.8. A sua decomposi¢do em d_(z) e di(x) de acordo com
(5.84) ¢ apresentada na Figura 5.9, onde estao graficadas as partes real e imaginaria,

observa-se que Re(d(z)) = Re(d—_(2)) e Im(ds(z)) = —Im(d_(2)).

d(z)

Figura 5.8: Grafico da fungao escalar geradora de onda modal d(z).
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Yy
! ,’ \
| :
" -0,61 :
v : -0.8
[+ Re(d (z)) — -Re(d_(2))] [+ Im(d () — -Im(@_(2))]
(a) Parte real (b) Parte Imaginaria

Figura 5.9: Gréaficos das partes real e imaginaria de d(z) e d_(z).

O termo para frente e/“!d (z) por (A.5) e (5.84) ¢ dado por
e, () = i (t, ) + uf (t, ) + uf (1, 2).

_j _ 1 —i _ .
onde uz (t,2) = (da1z + da)e /2= ufy(t 2) = e /14270 Na Figura
5.10 sdo apresentadas as partes real de ¢goe 7(%25=%Y representada somente pela
funcdo harmonica e g ze7(%22=“Y onde é possivel observar o fator linear modifi-
cando a amplitude da funcao harmonica, mas em ambas a caracteristica de propa-

gacao para frente ¢ observada. Anélise similar pode ser realizada para e/“!d_(z) =

uy (t,2) +ugy (8, 2) +usg (t, 2).
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(a) ¢22e—j(522—wﬂ (b) ¢2lze—j(522—wt)

Figura 5.10: Parte real de ¢goe 7525791 ¢ ¢y ze—7(B22=wt)

As componentes de h(z) em (5.72) sdo combinagao de fungoes seno com

frequéncias v;, ¢ = 1,2, 3, as componentes hy1(z) e hya(z) s@o apresentadas na Figura

5.11 e 5.12, para linha de transmissao longa é possivel observar a superposicao de

SENnos.

1
0,4

(a) (b)

Figura 5.11: Gréaficos do elemento hy(z) para diferentes intervalos de z: (a) —0,4 <

z < 0,4, (b) =800 < z < 800.
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800000

” 600000 ﬁ

ﬂ 4000004

KOOOO‘ /\

T T T

-04 1 Pp3 0,2 0,1 X

\/ 200000

-400000 U

U -600000+

-800000- U

(a) (b)

=)
<]
=3
.
-
2

Figura 5.12: Gréaficos do elemento hyy(z) para diferentes intervalos de z: (a) —0,4 <

z < 0,4, (b) =800 < z < 800.

5.4.3 Exemplo 3: Linha de transmissao com perdas, matrizes
impedancia e admitancia simétricas circulantes de ordem 6 x 6

Linhas de transmissao cujas componentes de impedancia e admitancia
mutua sao as mesmas, bem como os termos de auto impedancia e admitancia, tem
sido consideradas na anélise de linhas de transmissao com multicondutores com
cabos de poténcia com trés niticleos com tela metatica de aterramento comum [124]
e com redes equivalentes em sistemas de transmissao de alta fase [29, 90]. Aqui s@o
consideradas linhas de transmissao com matrizes de impedéancia e admitancia de

ordem 6 X 6

3
N

3

3

N
NN NNNN
NN NDNINNR
NN NN

A N
A A A
3

3
N
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€
Y. Y, Yy Y Y. Y.
Y, Y. Y, Y, Y. Y
| Y Ve Y Y YL Y
Y= Y, Y, Y. Y. Y. Y. |
Yo Yo Yo Yo Y. Yo
Y, Y, Y, Y Y. Y.

sendo Z, = 3,5+710 %, Z,, = 0,35+750,11x 105w e Yy = 10x 1073 +41, 5x 10w,
Y,, = —1073 — 50,07 x 10 %w.

As simulagoes abaixo foram obtidas para f = 2 GHz.

Neste caso, utilizando as propriedades de matrizes circulantes tem-se
Y = VA, para i = 1,2,3,4, sendo )\;, dado em (5.63). Como garantido anterior-
mente, neste caso, existem duas raizes quintuplas, a fungao escalar geradora d(z)
tem parte real e imaginaria graficadas na Figura 5.13 e é composta pela combinagao

3

das funcoes 2%, 23, 22, z e 1 multiplicando funcoes exponenciais.

0,02

n |
, [\I\’,\, Ahnf , , nl\,\, ‘V/\A ,
-0, J v V0,0S of 0‘,;0'5 V V ,10 -0 J v v—o,os 0] 0;)5 V V 10

-0,54

-0,019

-1 -0,02

— Re(d(z)) — Im(d(z))

(a) Parte real (b) Parte Imaginaria

Figura 5.13: Gréaficos de Re(d(2)) e Im(d(z)).
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A fungao e/“'d(z) tem partes real e imaginaria na Figura 5.14. Para a

decomposicao em (5.84) tem-se

e'dy(2) = uf (t,2) +uz (t, 2)

Y

onde uf(t,2) = So_, pop2® Femo2zei Bzt (¢ 2) = ﬁe‘alze_j(ﬂlz_“’t)
sendo ¢g, determinada apropriadamente de (A.5). Decomposi¢ao analoga pode ser
realizada com e/“*d_(z) = uy (t,2) +u, (¢, 2). As partes real e imaginaria da solugao
e*td, (2) e e™'d_(z) sdo dadas na Figura 5.15 e Figura 5.16, onde é possivel obser-

var a oscilagao da amplitude e atenuagao na direcao positiva de z para e/“!d (z) e

negativa z para e/“td_(z).

(a) Parte real (b) Parte Imaginaria

Figura 5.14: Gréficos de Re(e’“'d(z)) e Im(e’*td(z)).
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(a) Re(e!d,(2)) (b) Re(e*d_(=))

(a) Im(e7"d.(2)) (b) Im(e'd_(=))

Figura 5.16: Graficos de Im(e?“'d,(z)) e Im(e?*'d_(z)).

Senh('yiz)

Na Figura 5.17 sao apresentados os gréaficos das fungoes pre-

sentes na matriz diagonal % VZQZY em (5.72).
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20 -

(\ 1.5ﬁ1022~ {\ (\ 110
b2 g 1,x 102 4
4 x 102! 4 /\xlo“"

-(o4 -2 0}2 op4 00 00 0; \/0,52 04

-F. x 1§ 7 -5,%10'%

1 ~1,x 109

< 1011
U Sl U U U U \ } -1,5% 1070
sinh(y,z sinh(y,z sinh(y, z sinh(y,z
Rei(]) —Rei(z) Imi(]) —Imi(z)
! i) R i)

(a) Parte real (b) Parte imaginaria

. , < . . senhA v
Figura 5.17: Graficos dos elementos diagonais de Vvt

Simulagoes numéricas indicam que para linhas de transmissao simétri-
cas e ciclicas N x N a amplitude e a fase das raizes nao repetidas v; oscilam em
valor até N = 12. Depois disso, a amplitude aumenta indefinidamente enquanto a

fase se torna negativa e se estabiliza & medida que N cresce.
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6 O MODELO DE TIMOSHENKO:
FORMULACOES E ONDAS HARMONICAS

O modelo de Timoshenko governando vibragoes transversais de pequena
amplitude de uma viga uniforme com sec¢ao transversal constante, obtido pelo equi-
librio de forgas e momentos ou abordagem hamiltoniana [48], 7], ¢ dado pelo sistema

de equagoes diferenciais acopladas

’ A%“(t”) - “GA(% (W - w(t,w)) = f(t,2), (6.1)
pf% (t,x) — EI% _LCA <8uézx) B w(t,x)) — o(t.2),(62)

no qual A, E, G, I, g, p, u(t,z) e ¥(t,z) sdo a area da segao transversal da viga,
o modulo de elasticidade, moédulo de cisalhamento, momento de inércia da segao
transversal, coeficiente de cisalhamento seccional, densidade do material da viga,
deflexao da viga e giro da viga devido flexao, respectivamente. Os termos forcantes
f(t,x) and g(t,z) sao forcas externas distribuidas relativas ao carregamento e ao

momento, respectivamente.

6.1 Formulacoes do modelo de Timoshenko

Diferentes formula¢oes do modelo de Timoshenko sao apresentadas nesta

secao.
6.1.1 Formulagao evolutiva

O sistema (6.1)-(6.2) na formulagdo dindmica

2 2

0 0 0
- - - = 6.3
MatQV(t, x) + E(?:C?V(t’ x) + anv(t, z)+Rv(t,x) = F(t, z), (6.3)
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sendo
A 0 t, t,
M= | " . v(t,z) = ult, ) F(t,x) = f(t,2) ,
0 pl U(t, ) g(t, x)
—rkGA 0 0 kGA 0 0
0 —EI | —kGA 0 0 kGA

(6.4)

Também pode ser escrito na forma newtoniana como uma equacao evolutiva de

segunda ordem numa forma que se assemelha a um sistema conservativo

Mv(t,z) + Kv(t,z) = F(t,x) (6.5)
onde
pA 0 —/iGAaa—;Q /{GA(%
M = ,K = ) (66)
0 pI —KkGALZ —EIZ, + kGA
u(t, ) f(t,x)
v(t,z) = , F=
(i, ) g(t, )

A parte principal de (6.3), que desconsidera derivadas de ordem menor

e forcante, é dada por

pA 0 | & —KGA 0 | @2
0 pI |9 0 —£I |97°

que é um sistema desacoplado

0? kG 0?
0? E o2
ﬁw(ﬁx) - ;@w(t z) =0 (6.9)

que corresponde a equacgoes da onda com velocidades cg = , /% e cp= \/% )
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6.1.2 Formulacao desacoplada

A formulagao original em termos de duas equagoes de segunda ordem,
é mais adequado para a imposicao do significado fisico das condigoes de contorno
e compatibilidade. No entanto, também é possivel expressar as equagoes do movi-
mento de Timoshenko para vigas uniformes na forma desacoplada como uma tnica
equacao diferencial de quarta ordem ou transformada em um sistema de primeira

ordem

O desacoplamento das equagoes de Timoshenko com coeficientes cons-
tantes pode ser obtido quando escreve-se na forma algébrica ou estatica envolvendo

as matrizes lambda [46]. Segue
Lv(t,z) = F(t,z) (6.10)

com o operador diferencial matricial

pAZ, — KGAZ, KGAL
L= . (6.11)
—kGAZ pl L — BIZ, + kG A
Aplicando a regra de Cramer det(L)Iv(t,z) = adj(L)Lv(t,z) = adj(L)F (¢, z) onde
adj(L) ¢ a matriz adjugada de L e det(L) o determinante de L [83], obtém-se o

sistema desacoplado

2 2 4
(ca— (cb + ae) 882) O ult, z) —|—aba ult, z) =F

ot Bre b
) o2\ 0%(tx)  OW(t ) (042
ce—a 1 (ca — (cb+ ae 8:1:2) 6752’ +ab 8m4’ =F
com
F, = b2 —a% paf, Fy=a2 —aZg 24 (6.13)
(&

a=rkGA, b=FI, c=pA, e=pl. (6.14)
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Para uma viga homogénea livre, tem-se F; = 0 e F5, = 0 e o sitema desacoplado leva
ao estudo da mesma equagao diferencial de quarta ordem para a deflexao e giro, isto
¢,

o 0%w Mtw

w 0?
cer + (ca — (cb+ ae)ax2> BTe + ab ot 0. (6.15)

Aqui w representa a deflexdo u(t,z) ou o giro 1 (t,x). Este estudo é geralmente
feito com vigas de comprimento infinito. Para vigas de comprimento finito, onde as
condicoes de contorno sao impostas ou vigas segmentadas, existe um acoplamento
implicito entre deflexao e giro [58| a menos que as condigdes sejam separadas como

¢ o caso da viga simplesmente apoiada [48].

A parte principal de (6.15), que desconsidera derivadas de ordem menor

e forcante, é dada por

*w *w *w
CQW — (Cb + ae)m + ab@ =0. (616)

6.1.3 Formulacao de Estado

As equagoes do movimento do modelo de Timoshenko também podem
ser expressas como um sistema de primeira ordem em termos do vetor de quatro
dimensoes V = ( M Q U ¥ )T envolvendo o momento M = EI, , o cisalha-
mento ) = KAG (¢ — u,), a velocidade linear U = u; e a velocidade angular ¥ = )

[114, 42, 12, 33]. Segue o sistema

A\
—+D—+FEV=F 1
O + D+ EV (6.17)



onde
1 0 O 0
01 O 0
C: 7_D:
00 pA 0
00 0 pI

eF=(00 f(t,z) g(t,x))". A parte principal do sistema (6.17)

-1 0 0 0

oV v
Y pdt¥ _
Cor TP%: =0

pode ser desacoplada com a transformacao

V =RW = Wll’l + W2r2 + W3I’3 + W4I’4

onde

0

1

0

0 1 1

VPprGA —\/prGA 0 0

1 0 0
0 1 1
I\/pE I\/pE

resultando o sistema de primeira ordem

onde A é a matriz diagonal

oW A%

ALY ALY
ot ox
wG 0 0 0
p
Y LLASA 0
p
E
0 0 Z 0
p
0 0 0o . |E
p
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—-kGA

(6.18)

(6.19)

(6.20)

(6.21)
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Cada equagao W7 + )\jW/j = 0 possui solucao da forma W;(t,z) = ¢;(s;), com

s; = x+c¢;t, onde ¢; = ,/%, Co = —4 /%, cy = \/ge Cy = —\/g. Assim, a solugao

de (6.19) por (6.20) é a superposigao das solucoes desacopladas W; que se propagam

nas diregoes

0 0 1 1
AvkGp —AVkGp 0 0
rn = ’ ro = ) r3 = y Mg =
1 1 0 0
1 1
0 0 T IVpE I\/pE
(6.22)

que sao as colunas da matriz R.

Observa-se que quando o produto FI torna-se muito grande comparado
com a quantidade kGA em (6.2), no limite uma equagao de viga nao for¢ada torna-
se uma equacao da onda pyy — E1),, = 0 com velocidade cg = \/% . Quando EI &
muito grande, quando comparado com ambas as quantidades kG A e pI, o limite da
equacao da onda nao forcada pAuy — kG Au,, = 0 tem a velocidade de propagagao

associada cg = %, [16].

Outra escolha do vetor V leva a outro sistema de primeira ordem. Em
T
[64, 107, 110, 127| é considerado V = (u(t,x) u(t, ) W(t,x) d(t,x) > en-

quanto para a equagao desacoplada (6.15), é considerada

V= < w(t,z) wt,x) wult,z) ww(t z) >T'

Observe que taxas espaciais ao invés de taxas no tempo tém sido consideradas em

[42, 86] para o vetor V.

Obervagao: Uma comparagao dos modelos de Euler-Bernoulli (EBT) e
Timoshenko (TBT) com relagao & inércia rotacional e & deformagao por cisalhamento
é usualmente realizada na literatura com a equacao desacoplada de quarta ordem

[24]. Em [77], considera-se o modelo de Timoshenko adimensionalizado, e entao
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derivando uma das equacgoes e combinando com a outra obtém-se a equacao do

modelo de Euler-Bernoulli tomando limites adequados.

6.2 Condigoes de contorno

No caso de uma viga finita, condigoes de contorno sao impostas nos
extremos da viga. As condigoes de contorno classicas que devem ser combinadas

nos dois extremos sao:

Extremidade Fixa:

Extremidade Apoiada:

w=0, B2y
ox

Extremidade Livre:

o, ou
ElZ- =0, /QGA<%— ) — 0.

Extremidade deslizante:

P =0, KGA(%—’(ﬂ) =0.
ox

Um exemplo de condi¢ao de contorno nao classica é apresentado na Figura 6.1, sendo
dado por uma viga fixa na extremidade x = 0, e a extremidade x = L atarrachada
a um sistema formado por uma bloco de massa m e lado de dimensao b, uma mola
de rigidez k e um amortecedor com coeficiente de amortecimento c. Neste caso, as
condigbes de contorno em z = 0 sdo u(t,0) =0 e 1(¢,0) =0 e em z = L sao dadas
por [117]
RGA (8 — ) + K §u) e (B + 350 +m (5 + 45%) | (. 1) =0,
(6.23)
|BI% — kGAS (3 — v) + smb*%¢ | (1, 1) = 0.

ot?
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Figura 6.1: Viga com condigao de contorno nao cléassica. Figura adaptada de [117]

Observa-se que dependendo da configuracao do contorno, as equagoes

que representam essas condigoes podem envolver derivadas em relagao ao espaco e

ao tempo. De forma mais geral, as condi¢oes de contorno acima podem ser escritas
matricialmente na forma

Av(t,0) + Byyvi(t,0) + Diyve(t,0) + J11ve(¢,0) = 0,

(6.24)
A21V<t7 l) + B21Vt<t, l) + Dglvtt(t, l) -+ +J21Vx(t, l) = 07

associadas a equagao dada matricialmente em (6.3). Em particular, para (6.24)

descrever as condigoes de contorno em (6.23) resulta

A11 - 1 ) IB311 - ]Dll = Jll - 07
k —kGA + % c Cgb U;b
Agl = ) IB21 - ) ]D)Zl -
0  KGA2 0 0 0 imb?
kGA 0
J21 =
—kGAL EI

6.3 Propagacgao de ondas harmonicas

Nesta se¢ao, estuda-se a propagacao de ondas harménicas nos modelos

de Euler-Bernoulli e Timoshenko. Assume-se que a viga é infinita e estuda-se a sua
propagacao espaco temporal.
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6.3.1 Modelo Euler-Bernoulli

A equagao para vibragao transversal de uma viga segundo a Teoria de

Euler-Bernoulli (EBT), por [51] é dada por

0? 0? 02
pA8t2 u(t,x) + pye (Efﬁu(t,x)) = f(t,x), (6.25)

sendo E moédulo de Young, I momento de inércia da area da secao transversal, p

densidade de massa e A area da segao transversal da viga.

Para uma analise das vibragoes livres de uma viga de Euler Bernoulli,
considera~se ET e pA constantes ao longo da viga e f(t,z) = 0, resultando

2 4

9, 0
pA—u(t,z) + EI@u(t, z) =0, (6.26)

Ot2

Seguindo [51], as condigoes para a propagacao de ondas harménicas sao

estabelecidas assumindo de acordo com a equagao (2.15)
u(t, z) = CetlPr=et), (6.27)

Substituindo (6.27) em (6.26) segue a relagao entre niimero de onda e frequéncia

PA 2
El

B =4 pE f} +iy] %w. (6.29)

Utilizando a relagao w = fc, em (6.28) obtém-se a equagao de dispersao

i =0, (6.28)

sendo

pA

2.2
e =0, (6.30)

gt —

de onde segue

c=+4y/ = (6.31)
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Em (6.29) e (6.31) as raizes foram obtidas matematicamente. No en-
tanto, estas devem ser analisadas quanto ao seu significado fisico. Seja w real e

(6.27) escrita da forma
u(t,z) = CeP B = Cefile=Ch), (6.32)

observa-se que os valores positivos e negativos de 3, em (6.29), dao origem a ondas
harmonicas se propagando para esquerda e para a direita, enquanto os valores de

nimero de onda imaginarios dao origem a ondas evanescentes.

Da equagao (6.31) segue que ondas com numero de onda [ diferentes se
propagam com velocidades distintas, Figura 6.2, o que caracteriza que a superposi¢ao
de ondas harmdnicas no modelo de Euler-Bernoulli sofrera distor¢ao, caracterizando

o fendémeno de dispersao.

Observa-se em (6.31) que para numero de onda [ muito grande, ou

equivalentemente, comprimentos de onda [ = %’T muito pequenos, a velocidade de

fase ¢ tende ao infinito. Fung [45] aponta este comportamento da velocidade como

fisicamente irracional. E Graff [51] atribui este comportamento as restri¢oes de

inércia rotatoria e efeitos de cisalhamento negligenciados no modelo EBT.

Figura 6.2: Velocidade em termos do ntumero de onda - Espectro de frequéncia.
Figura adaptada de [51].
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6.3.2 Modelo de Timoshenko

Novamente, seguindo [51], analogamente ao modelo de Euler-Bernoulli,

para o modelo de Timoshenko supoe-se solugoes
u(t,r) = B1e'P*=wD e y)(t,z) = Bye!Pret), (6.33)

que substituindo em (6.1) e (6.2), com f(t,x) = 0 e g(t,x) = 0, leva ao seguinte

sistema de equagoes

(—prA + ﬁQ&GA) By +icGABy =0
iBkGAB; — (—w?pl + B*EI + kGA)By = 0, (6.34)

matricialmente escrito como

—wlpA+ 2kGA 1frGA By 0 (6.35)
iBRGA —(—w?pl + BEI + kGA) | | B, 0l '
assim para garantir uma solugao nao nula tem-se
(—w?pA+ kGAB®) (—w?pl + B°EI + kGA) — *(kGA)* = 0. (6.36)
Expandindo (6.36) segue a equagao de frequéncia
Pl 4 2 I\ o2 2 o BT
— | =+ = — —p5*=0. 6.37
WGA" (/-@GAJFA Poi—wir qp =0 (6:37)
Substituindo w = ¢ em (6.37) segue a equagao de dispersao
pl 4.4 El i 4.2 022 ﬂz;_
—HGABC (—K,GA—'—A B¢ — B¢ +pAB =0, (6.38)
ou ainda para (8 # 0
S pl , (Bl I\, & EI
— — —— 4+ —] =0. 6.39
P (FJGAC (FJGA 1) T ET A (6.39)

Analisando o comportamento da equacao de frequéncia para o caso

ol , (EI I\, EI
_ I BT _ 4
RGAC (HGA )t a0 (6.40)

£ — oo segue
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cujas raizes sao

c“=— e ¢"=—. (6.41)

Tem-se entao que a velocidade de fase da onda é limitada para o ntmero de onda
tendendo ao infinito, ou equivalentemente, para comprimento de onda tendendo a
zero, comportamento nao observado na teoria de Euler-Bernoulli, pois a velocidade

(6.31) varia linearmente de acordo com o namero de onda /3.

As raizes de (6.37) sao

(6.42)
/332\/%\/(%+%)w2—\/@,
fr=—J5/ (3 + i) ot = VO,
onde
P P\ 4 i pA
O=(L+ L) w—alutalle? 6.43
E T xa) Y T RGEY TUEI (6.43)
E essencial observar que a partir da desigualdade
p P )2 s Py
=+ — 4 6.44
(E+I-€G u}>/-6GEM’ (6.-44)
segue que para w # 0 real
P P >2 4 PA Py
=+ — 4— 4 6.45
(5+56) " +450 > g (6.45)
resultando que
e > 0. (6.46)

No modelo de Euler-Bernoulli, foram desconsideradas os niimeros de
onda imaginarios por nao darem origem a ondas harmoénicas progressivas. A mesma
situagao ocorre no modelo de Timoshenko, deve-se identificar 8 a fim de que caractize
a propagacao de ondas. A natureza das raizes f3;, i = 1,2, 3,4, sera discutida num

contexto mais geral na secao 7.2.1.
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Supondo 3 # 0 real, para w? > w?, a velocidade ¢ ¢ dada por

E kG kGA 1 E kG kGA1\® kGE
— 4+ — )+ 2+ —) -4 . (6.47
(p p pl 52) \/<p P pl ﬁ2> p? (6.47)

02:

1
2
de onde observa-se que a velocidade nao é constante, ou seja, depende do ntimero

de onda, caracterizando o fenémeno de dispersao.

6.3.3 Resposta de Green de valor inicial para equagao de
Euler-Bernoulli

A solugao do problema de valor inicial com coeficientes constantes

& o
pA=sult,a) + BT —u(t,2) = f(t,2) (6.48)

( ) >:¢1( )’ t( ) ):(b?(x)a

pode ser expressa em termos da fun¢ao de Green de valor inicial h(¢, z) e dos dados

iniciais e externos [47], como

u(t, z) = / " holt,a — n)én(n)dn + / " ha(t.z — n)éa(n)dn

+/0 /Oo h(t — 7,2 —n) f(r,n)dndr, (6.49)

onde

ho(t,x) = pAhi(t,x), hi(t,z) = pAh(t,z). (6.50)

Sendo h(t,r)! solucao do problema de valor inicial

pAaa—Zh(t T) + Elé(z; h(t,z) =0, (6.51)
h(0,z) =0, pAh:(0,z) = d(x), (6.52)

cuja solugao é obtida, utilizando as tranformadas de Fourier e Laplace, como segue.

Aplicando a transformada de Laplace a equacao (6.51), obtém-se

4

pASTH (s, 7) + EI%H(S, ) = 6(x), (6.53)

'Para coeficientes constantes h(t,z,£) = h(t,z — £).
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na sequéncia aplicando a transformada de Fourier, resulta

. . 1
As?H (s, &) + FI¢ H(s,€) = —, 6.54
pASH(5.€) + EIE1(3.6) = —— (6.54)
reescrevendo
. 1 1
H(s, &) = , 6.55
548 = Vo AT+ ) (059
onde k2 = %.
Agora, da transformada inversa de Laplace em (6.55), obtém-se
- 1 sen(kt€?)
h(t, &) = , 6.56
(t,€) N (6.56)
integrando ambos os lados da igualdade
1 R » 1 > 1 sen(kt&?) _,
— h(t,&)e % *d¢ = —/ e g, 6.57
5 | heoracs o [ e e (o)
considerando a definicao de transformada inversa de Fourier, segue
1 > sen(kt€?) _,
h(t,z) = e 6.58
() = g | e (6.59)
Considerando a paridade da fungao sin (g@), a solugao (6.58) pode ser reescrita como
1 > sen(kt&?)
h(t,z) = wkpA/O e cos(Ex)dE, (6.59)

ou ainda?

Wt ) = ﬁx (s (ﬁ) _c (ﬁ)) +piA\/gsen(4I—; + %) (6.60)

onde S(z) e C(z) sao chamadas Integrais de Fresnel®

S(z) = /OZ sen(%tz)dt, C(z) = /Oz cos (gt2>dt. (6.61)

A funcao ho(t, z), definida em (6.50), pode ser obtida derivando (6.59)

em relacao a t,
o

hi(t, z) = cos (kt€?) cos (€x)d¢, (6.62)

pAT Jq

2Utilizando tabela da pagina 23, referéncia [38]
3 Apéndice B
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que resulta *

1 x? x?
hi(t,r) = ———{cos | — | +sen| — . 6.63
(o) mwktpA( <4kt> (4kt>> (0.6

Na referéncia [51], sdo apresentados trés problemas de valor inicial a
fim de ilustrar observagoes importantes acerca do modelo de Euler-Bernoulli. Estes

problemas sao apresentados a seguir:

1. A solucao do problema de valor inicial

82 84
A— El— = .64
p atZu(t,x)+ ax4u(t,x) 0, (6.64)
12
u(z,0) = foe" 27, uy(x,0) =0, (6.65)
é dada por
oo ’172
u(t,z) = / ho(t,z —n) foe” 22 dn, (6.66)
onde

holt. ) = pAbi(t.) = - \/ﬁ <cos (496_1;) + Sen(f—;)) (6:67)

Para propositos teoricos, a formula dada por (6.49) sintetiza a solugao
do problema de valor inicial. No entanto, o célculo de (6.49) pode
tornar-se complicado, sendo necessario buscar outras alternativas de
calculo. As vezes, pode ser mais conveniente calcular diretamente as
inversas das transformadas de Laplace e Fourier com relacao ao dado

inicial especifico. Seguindo esta idéia, obtém-se [51]
fo __a?? ktx? 1, [kt
t - 47 4(b3+K2¢2) -t — .
u(t, ) i @)ie cos e an”" { o5
A
(6.68)

A forma da solugao (6.68) é representada, por linhas sélidas, para ins-
tantes de tempo sucesssivos na Figura 6.3. As linhas pontilhadas repre-

sentam a solugdo do problema obtido com as condigoes iniciais (6.65)

4Tabela da pagina 24, referéncia [38]
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para a equagao da onda. Neste caso, observa-se que as ondas se movem
sem mudar sua forma, pois a velocidade de fase é independente do
namero de onda [82]. A comparagdo entre as duas solugdes permite
perceber a dispersao sofrida pelo pulso ao longo do tempo para o caso

de barras. Por esse motivo, a barra as vezes é dita um meio de dispersao

para ondas flexurais.

Figura 6.3: Solugoes obtidas para barras e cordas com a condigdo inicial (6.65).
Figura adaptada de [51].

2. A solugao do problema de valor inicial

0? ot
pA@u(t, x) + Efﬁu(t, x) =0, (6.69)
u(z,0) =d(x), w(z,0)=0. (6.70)

utilizando (6.49) pode ser dada por

u(t, ) = / " holt,a — n)d(n)dn, (6.71)

[e. 9]

com

ho(t, ) = ﬁ (Cos (%) +Sen(4x—];)) O (6.72)
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Resolvendo (6.71), obtém-se

1 R s

Na Figura 6.4 sdo apresentados os graficos obtidos para (6.73), primeiro

fixando = = xy e deixando t variar e depois fazendo t = ty e x variando.

\_— x
| il

Figura 6.4: Solugao do PVI (6.70) para EBT, primero fixando x = x¢, e depois
t = to. Figura adaptada de [51]

Em [51], dois aspectos sdo observados neste PVI:

(a) Componentes de alta frequéncia aparecem na solugao (frente de
onda). Na representagao x = x, Fig.(6.4), o aumento da taxa de
oscilacao para t cada vez menor, indica alta frequéncia em relagao a
varidvel ¢t. Enquanto na representacao t = ¢y, o fato das oscilagoes
tornarem-se mais rapidas quando x aumenta, caracteriza aumento
da frequéncia em relacao a variavel x, ou seja, aumento do niimero
de onda . Este comportamento é confirmado pela parte positiva
da equagao (6.31), onde valores altos para o nimero de onda estao

associados a altas velocidades.
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(b) Reescrevendo a solugao (6.73) na forma

(e, t) = A(t)sen <4x—; + %) , (6.74)

sendo
1

At) = Nk

Oberva-se que a medida que t tende a zero, A(t) tende ao infinito,

(6.75)

e o termo sen (% + %) oscila rapidamente Figura 6.5. Assim,
para t tornando-se muito pequeno a solugao oscila rapidamente

com crescimento da amplitude.

t

Figura 6.5: Gréaficos de A(t) e sen <f—;t + %) para um xr = xg, respectivamente.

Uma caracteristica da solugao pode ser observada pela pela Figura 6.5,
para t = € << 1, uma perturbacao de alta frequéncia é sentida ins-
tantaneamente em localizagoes remotas, esta é uma manisfestacao da

velocidade de fase infinita.

Observa-se que a solugao (6.73) apresenta anomalias, e segundo Graff
[51], este comportamento é uma consequéncia do deslocamento inicial

impulsivo ser inaceitavel fisicamente.
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Figura 6.6: Solugao (6.73) graficada para um intervalo pequeno de tempo.

3. O problema de valor inicial

0? ot
pAﬁu(t, x)+ Elﬁu(t, z)=0 (6.76)
uw(0,z) =0, w(0,z)=d(x), (6.77)
tem como solucao
utia) = [ o~ n)stn (6.78)

Resolvendo (6.78), resulta

u(t,x)z%x (S(\/%) —C(\/%» +\/gsen(4x—;+£).

(6.80)

A solugao (6.80) é graficada na Figura 6.7, primeiro fixando t pequeno, e
na sequéncia fixando x grande. Observa-se, segundo [51], que o compor-

tamento de alta frequéncia, observado no problema anterior, permanece
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=3
=)

X t

Figura 6.7: Solugao (6.80) primeiro fixando ¢ << 1 e deixando x variar, e depois
fixando x grande, com t vairiando.

presente. No entanto, o coeficiente do termo senoidal permite observar
que para t pequeno a amplitude da perturbacao de alta frequéncia sera

muito pequena.

6.3.4 Resposta de Green de valor inicial para o modelo de Timoshenko

A solugao do problema de valor inicial para o modelo de Timoshenko,

escrito matricialmente como
2 2

9] 9, 0
Mﬁv(t, x) + E@v(t, x)+ Q%V(t, z)+ Rv(t,z) = F(t,x),

v(0,z) = ®1(z), %V(O,ZL’) = Py(x),

0
sendo
A 0 t t
M = P , v(t,x) = ult, ) , F= f(t, ) ,
0 pl Y(t, ) g(t, x)
—kGA 0 0 kG A 0 0
E = y Q = —
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&, () = P11  By(r) = ®1,2 ’
®2,1 G2,

pode ser dada em termos da fun¢do de Green de valor inicial h(¢,z) e dos iniciais e

externos, na forma

(e}

v(t,x) = /Oo ho(t, x — 1) ®1(n)dn + / hi(t, 2 —n)®a(n)dn

[e.9] —0o0

+/0 /Z h(t — 7,z — n)F(7,n)dndr, (6.81)

com

ho(t,z) = %h(t,x)l\/[, hi(t,z) = h(t,z)M. (6.82)

Sendo h(t, z) uma matriz 2 X 2 solu¢ao do problema de valor inicial

ML bt 2) + B2 n(t2) + Q-2 h(t,2) + Rh(t,2) = 0
g2\ T Hgp\Hh )T g Mh T T =T

0
h(0,z) = 0, Mah(o,x) = 0(2)L.

(6.83)

Aplicando na sequéncia as transformadas de Laplace e Fourier a equagao (6.83),

resulta
A 1
A<S7 g)H(& g) = \/_2_71']:7 (684)
sendo
A(s, &) = M — €°E — i€Q + R.. (6.85)

Multiplicando adj(A(s,§)) em ambos os lados de (6.84), obtém-se

N 1

A, = a9 (6.56)

reescrita conveniente como

Fi(s.) = —= [MG(s.€) + E(-€)C5.) + Qi€)Cl5.) + RG(s.6)].
(6.87)

sendo

M =adjM), &=adj(E), Q=adi(Q), R =adj(R), (6.88)
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e definindo
A 1
G(s, &) = A G.D) (6.89)
com
det (A(s,&)) = ce <$4 + [(g + %) £+ g} s% + Z—:§4) : (6.90)

As raizes de det(A(s,€)), dadas em fungao de &, sao

s1=151(§) =iV, S =59(§) = —s1,
s3=55(8) = i\/B, s4=54(6) = —s3, (6.91)

sendo

(9+9)§2+3+\/K9+9)€2+9}—4a—b§4]- (6.92)
€ Cc € € C € ce

Sunpondo que todas as raizes de det(A(s,§)) sejam distintas, escreve-se

66) = oG (0:29)
cuja transformada de Laplace inversa é
4 sjt
9o => m7 (6.94)

j=1

sendo det(Ay(s,&)) = Zdet(A(s,€)) A analise de (6.92) permite concluir que as

S

raizes s;, j = 1,...4, sao todos imaginérias puras, e validar as relacoes

det(Ay(s2,8)) = —det(Au(s1,)),
det(Ag(sy,&)) = —det(Ag(s3,E)), (6.95)

que permitem obter



Enfim a transformada de Laplace inversa de (6.87) é dada por
h(t.6) = — {Ma—z—ae—wwﬂ (1.9,
) \/_

ot?
e através da aplicagao sa transformada de Fourier inversa, tem-se

02 o

h(t,z) = L {M——I—S——i— Q~— 0 g(t,x) +R} g(t,x),

Vom0 T o

sendo

0= 7 | Zdet Ay

ou ainda, utilizando (6.95)

21 *  sen(vat) e < _sen(VBt)
0= 2 TR B vy

V2 | o det(Ag(sy, €
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(6.97)

(6.98)

(6.99)

e—iﬁxtdg )

(6.100)
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7 ONDAS PLANAS E MODAIS NO MODELO
DE TIMOSHENKO

Neste capitulo sao caracterizadas as solugoes do tipo ondas planas e
ondas modais para o modelo de vigas de Timosheko utilizando a base matricial
robusta gerada pela resposta matricial fundamental associada. A resposta matricial
fundamental, assim como nos capitulos anteriores, é utilizada em sua forma fechada
dada em termos de uma func¢ao escalar geradora, que em casos classificados como
criticos é obtida por processo de Liouville. E estabelecida a relacdo entre as classes

de ondas modais e planas.

As ondas modais sdo decompostas em uma parte que se propaga para
frente e uma parte que se propaga para tras. Esta decomposicao é aplicada na
determinacao de ondas refletidas e transmitidas produzidas pela incidéncia de uma

onda em uma fissura e em condi¢oes de contorno.

7.1 Ondas planas no modelo de vigas de Timoshenko

Ondas planas do sistema (6.1)-(6.2) com f(¢t,z) = 0, g(t,x) = 0 sao

solugoes do tipo

u(t, ) = UMt + ), ¥t ) = V(A + ~yx), (7.1)

onde os escalares v = yu+ 18, A = ( +iw, ¢ = —% sao relacionados ao ntimero de
onda, frequéncia e velocidade de onda respectivamente. Introduzindo a fase de onda

plana

s = At + vz,
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tem-se que os perfis de onda u(t, x) = U(s) e (¢, z) = W(s) s@o solugdes do sistema

de equagoes (6.1)-(6.2) sempre que satisfazem o sistema diferencial de segunda ordem
(pAN? — KGAYU"(s) + KGAYV'(5) = 0,

(pIN? — EIV*)V"(s) — kGAYU'(s) + kGAVY(s) = 0. (7.2)

O sistema em (7.2) pode ser escrito como a equagao diferencial de se-

gunda ordem completa

MpV”(s) + CpV'(s) + KpV(s) = 0, (7.3)
onde
pAN? — kG AY? 0 0 kG A~
MP = , CP = )
0 pIN? — E1~? —kGAy 0

0 0 U(s)

Kp = s V(S) =
0 kGA V(s)

A equagao matricial (7.3) é classificada como regular quando Mp é nao singular. Os

valores de A que tornam Mp singular sao aqueles para os quais

det(Mp) = (cA* — ay?)(e)* — by?) = 0,

A= j:\/E% j:\/E : (7.4)
e &

com a, b, c e e em (6.14). Em unidades fisicas, os valores criticos em (7.4) envolvem

isto é,

velocidades caracteristicas cp = \/%7 cs = %, [16]. Para tais valores, tem-se o
caso estético degenerado A = 0 e v = 0 para o qual u = u,, ¥ = 0 é uma solugao

constante.

De agora em diante, considera-se o caso regular assumindo \ # i\/%*y
elN# =+ %”y. Assim, o caso estatico espacial corresponde a A =0 ey # 0 e o caso

puramente dindmico corresponde & A # 0 e v = 0.
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A solugao geral da equagdo (7.3) pode ser dada em termos da base

matricial que é gerada pela resposta matricial fundamental [21]. Mais precisamente,

V(s) = hp(s)cs + iy (s)cs. (7.5)
onde hp(s) é a solugdo matricial do problema de valor inicial

Mphjé(S) + Cphjp<8) + Kphp(S) =0
(7.6)
hp(0) =0, Mph’L(0) =1

Aqui I e 0 denotam as matrizes identidade e nula de ordem 2 x 2, respectivamente,
ec = (e 021)T e cy = (c12 022)T sao vetores constantes. A solucao matricial

hp(s) dada pela formula fechada (A.2), para m =2 e N = 2 resulta

(eAN? — b)) dh(s) +adp(s)  —aydp(s)
hP(S) = d " ) (77)
@y (s) (eN? — ay?)dl

onde a solugao escalar geradora de ondas planas dp(s) é solugdo do problema de

valor inicial escalar

bod ") (5) + bad/b(s) = 0,

(7.8)
dp(0) =0, dp(0) =0, d}(0) =0, bydp(0) =1,
com by, by sendo os coeficientes do polinémio
P(n) = det(n”Mp +1Cp + Kp) = bon* + barf?,
bo = ced* — (cb 4 ae)y*\? + aby* = (cA? — ay?)(eA* — by?), (7.9)
by = ca?,
cujas raizes sao

n= Oa 07 o, —q, (71())

com

by —cA\a
=N T \/ (7~ a?)(eXe = by) (711
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Observa-se que as raizes « sao sempre bem definidas para o caso regular, uma vez
que by = (cA? — ay?)(eX? — by?) # 0. Também, o = 0 somente quando A = 0, com
~ # 0 pois o caso é regular. Neste caso, as ondas planas tornam-se um perfil espacial

permanente e as raizes 77 = 0 tornam-se quadruplas.

Utilizando a transformada de Laplace, resulta

1 senh(as) 1 ers — e s
dnls) — _ _ _ . 7.12
P(s) caN? (S o ) caN? (S 2a > (7.12)

Para A = 0, v # 0, tem-se a = 0 e a onda plana tem perfil espacial permanente.

Elas podem ser obtidas por processo de limite

1 h 1 s
dp(s) = lim (s — M) ==

A—0 ca\? a "6 aby?

(7.13)

A=0
Assim, conclui-se que todas as ondas planas do modelo classico de Timoshenko sao

caracterizadas como

v(t,x) = ®p(Mt + yx)c, (7.14)
onde
Pp(Mt +yx) = [hp(At +yx) hip(At + )]
(eX? — by*)d} + adp —aryd)p (eN? — by?)d'S + ad)y —aydy
- arydy (eX? — ay?)d)) aryd}, (eX? — ay®)dp
(7.15)

¢ uma matriz bloco agindo em um vetor bloco

C1 Cik
c= , Cp = , k=12

Co Cok

Também, com dp(s) definido em (7.12), s = At + vz, pode-se escrever

as ondas planas de Timoshenko como

v(t,z) = Tp(c, A, v)dp (At + vx), (7.16)
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onde
acip  acia — a’yca ((3)\2 - 572)011 — a7yCa2 (6/\2 - b72)012
FP(Ca )\7 ’}/) = )
0 aryciy aycra + (A? — ay?)ear (A2 — ay?)con
dp(At + yx)
dp(At +yz) = )
dp (At + yx)
(At 4 ~yx)
(7.17)

O caso dinamico puro v = 0, A # 0 determina que n = 0 é uma raiz dupla uma vez

a —kGA
Y B 7.18
TV Tew T\ o (7.18)
wczzvﬂgzz‘/ffiﬁ, (7.19)
e pl

resulta a = 1, onde w,. é um valor critico na anéalise espectral sendo relacionado a

que

Para A = A\, = iw. onde

uma frequéncia critica ou de corte [51]. Nas proximas segoes, observa-se que aw = 1 é
relacionada com a onda plana de perfil exponencial através da relagao de dispersao

para A e 7.

Da caracterizacao das ondas planas de Timoshenko, tem-se que existem
varios tipos de ondas planas V (At +vyx) com A = ( +iw e v = p+ i complexos. A
natureza da onda plana depende do comportamento da funcao escalar geradora de

onda plana dp(s) = dp(At + yz) com respeito aos parametros A, v e a raiz a.

Na Figura 7.1, a solugao dp(s) é ilustrada para uma fase de onda plana
com diferentes valores de A e 7 para uma viga de aluminio com secao transversal
regular, altura 2h = 6 x 107%m, largura b = 3 x 10~%m e parametros £ = 90GPa,

p= 2700%, v = 0.23 e momento de inércia I = @m“ dado em [73]. O caso (a)
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com A = 0, v =1 leva a raiz quadrupla 7 = 0 uma vez que a = 0 é associada com
deflexao cubica classica de uma viga (7.13). O caso (b) com A =1ey =1 leva a
raizes n puramente imaginarias, uma vez que « sera puramente imaginaria. Assim,

dp(s) tera carater oscilatorio com uma tendéncia linear.

g g e e N~

0,5

-0,51

- —

_ 010
-1 : : ; : ‘ : : : - B 1 R M TR

t

(a) (b)

Figura 7.1: Perfil de dp(s) = — (s — %h(as)» s = At+~vz,para (a) A=0,y=1

T cal?

com o = 0, (b) Perfis 2D e 3D para A = 1, v = 1, com a = 100:.
7.1.1 Decomposicao das ondas planas de Timoshenko

Utilizando (7.12) em (7.7), as ondas planas de Timoshenko podem ser
decompostas em ondas planas envolvendo fung¢oes hiperbdlicas, ou exponenciais, e

lineares. Com a formulagao exponencial de dp(s) dada em (7.12), tem-se

Dp(s) = 2Ly (a) + € La(a) + sls + L, (7.20)

onde L;, 2 = 1,2, 3,4, sao as matrizes blocos

Li(a) = [A(a) aA(a)], La(a) =Li(—a), L3y=[B0], Ly=[C B| (7.21)

com
_1a2(eX—by*)+a 19 1 0 2
Ala) = 27 caax? 220/\2 2 B=| o oz
T 0 0 s 0
onde a, b, ¢, e sao dadas em (6.14). De (7.14)
V(s) = ®p(s)c (7.22)

= (Ala)e” + A(—a)e * +sB+ C)cy + (a@A(a)e™ — aA(—a)e™ ™ + B)cy



143

e segue a decomposicao de ondas planas

v(t,z) = Pp(M + yx)c = A1) A () (c; + acy)

(7.23)
e X2 A(—q)(c; — acy) + (M + yz)Bey + (Bey + Ccy)

para vetores constantes arbitrario c; e co. Um procedimento similar segue quando

utiliza-se fungoes hiperbodlicas.

7.1.2 Ondas planas com componentes proporcionais

Ondas planas se propagando em uma direcao fixada, isto é, suas com-
ponentes sao miltiplas de uma fungao escalar ¢(At +~yx), podem ser completamente
caracterizadas como aquelas que tém uma variacao exponencial ou linear em certas
diregoes. De fato, se v(t,x) ¢ uma solugdo do modelo de Timoshenko do tipo

Uo

v(t,z) = ¢(A\t + yx) (7.24)
Wy

suas componentes devem satisfazer a equacgao diferencial escalar de quarta ordem

dada em (6.15). Assim,

bod ™) () + by (s) = 0, (7.25)

onde s = Xt + vz, by = ceX' — (cb + ae)y? * + aby?, by = ca)? como em (7.9).
Agora qualquer solugao de (7.25) pode ser escrita em termos da base gerada pela
solugao dp(s) do problema de valor inicial (7.8) como ¢(s) = A1dp(s) + Asdp(s) +
Asdf(s) + Aydp(s). Entao u(t, z) = p(At+y2)U, e Y(t,x) = (M + yx) ¥, serdo as
componentes de uma solugao das equagoes de Timoshenko (6.5), com f = 0, sempre

que
M_,A = 0, (7.26)

onde M, é a matriz
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M<¢>:(AP BP>7

sendo
(—cA\? + av?)al, —ay¥,a
—ay¥, (—cA? + ay?)a?U,
YV, 0
Ap =1 (ea®\? —a*y*b+a)V¥, —~aalU, ,
—yaal, (ea?X? — a*4?b + a)a¥,
v, 0
vyaalU, —aaV,
(—cA\? + av?)a’U, —ay¥,a?
—ay¥,a? (—eA? 4+ ayh)a'U,
0 0
Bp = (ea?X? — a®42b + a)a? ¥, —~yaatU,
—vaaU, (ea®\? — a?y2%b + a)a’¥,
0 0
0 0

e A o vetor com componentes Ay, Ay, Az, Aj.

O sistema algébrico linear acima tem solu¢ao nao nula somente quando
¥, se anula ou é convenientemente escolhido. O caso U, = 0 tem somente a solucao

trivial.

Para ¥, # 0, ¢ imediato que A; = 0, Ay = 0. Assim, o sistema (7.26)
reduz, depois de elimina¢ao gaussiana, para

(—cA\? + ay?)a’U, —ay¥,al As 0

0 —a?(2a0272U2eX2—a2a244U2 —c2a? A U2 +a2~2 02) A 0
Uo(—cA2+av?) 4
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Escolhendo ¥, = iW’ tem-se A3 = ta Ay, respectivamente.

Portanto

2
o eiozs

ac\? ’

B(s) = taAydh(s) + Aydp(s) = —A,
onde A4 é uma constante arbitraria.

Para U, = 0 com v = 0 ou v # 0, as restri¢goes com as constantes A;,
i = 1,...,4, no sistema (7.26) implicam que ¢(s) é uma fungao linear em s para
v = 0 e constante quando v # 0. Conclui-se que todos os possiveis casos de ter

ondas planas com componentes proporcionais do tipo (7.24) sao
(

ias’ \Ijo _ j:an( cA2 +a'y 7& 0

acxz ©

¢(S) - C)\Q (AgS + A4) v, = 0,’)/ =0 )

1, U, =0, 7 #0

e as ondas se propagam nas diregoes

1 1
+a(—cA?+av?) ’ 0 ’
ay

com variagao exponencial e linear, respectivamente.

7.1.3 Ondas com perfil exponencial

Para ondas planas a relagao entre os escalares complexos
A=(H+iw, y=p+1ifb
¢é arbitraria. No entanto, a procura de ondas planas que tém um perfil exponencial
u(t, z) = MU, Y(t,z) = MY, (7.27)

relaciona A e v através de uma equagao algébrica. Quando A e v sao puramente

imaginéarios, isto é, A = iw e v = if3, a fase de onda 6 = wt + Bz é 2w perioddica
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no tempo e no espago. O valor A = iw é associado com a frequéncia temporal
ou simplesmente frequéncia e v = ¢ é associado com o nimero de onda [ ou

comprimento de onda %r, [54].

Ao aplicar ondas mecénicas & uma viga de comprimento L, entende-se
que a viga é considerada ser repetida por unidade de distancia para ter posicao

periddica no espago ou ser considerada um viga de comprimento infinito.

Deve ser observado que para a viga apoiada-apoiada a periodicidade
espacial pode ser considerada natural. Para outros tipos de condi¢oes de contorno
classicas, pode-se ainda ter frequéncias A = iw, w real, ou assumir o movimento da

onda harmonica para aplicar o método espectral.

No entanto, este nao é o caso quando se trata de condi¢oes de fron-
teira nao classicas ou com viga de materiais novos que sao usados para melhorar e

otimizar suas propriedades e sujeitos a amortecimento interno e externo |6, 22, 44].

Substituindo (7.27) no sistema de Timoshenko (6.5), deve-se determinar
solucoes nao nulas do sistema algébrico
cA? — ary? ary U, 0
= , (7.28)
—ay e —by¥+a U, 0
onde a = kGA, b = FI, ¢ = pA, e = pl. Para garantir a existéncia de solugoes
nao nulas o determinante do sistema deve ser zero. Assim, A e 7 devem satisfazer a

equacao
Q(\,7) = ceA® — (cb + ae)y*A\* + caX? + aby" = 0 (7.29)

que é referida na literatura como equagao de dispersao. Quando Q(\,7) = by + by =
0, tem-se que n = o = £1 é uma raiz de P(n). Esta equa¢ao ¢ a mesma quando

procura-se solugoes planas escalares exponenciais em (6.15). Além disso, ao resolver
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A = A(y) ou v = () elas aparecerdo aos pares, isto é,

j:’}/l, ﬂ:’yg, :l:)\l, :l:)\g (730)

De (7.28) resulta

U, ¢ W, 0y
:\IIO = 75: ——2

7.31
N 1 o A — ay ( )

O denominador de £ é sempre nao nulo pois nao considera-se o caso singular (7.4).

Assim, a onda exponencial serd um miltiplo da solugao basica

v(t,z) = M : : (7.32)
1

Quando v = 0, tem-se a onda plana exponencial u = e*<!U,, ¢ = e*'W¥, com
=V, : (7.33)

O movimeto ¢é referido como um movimento de cisalhamento ou caso dindmico puro

(7.18), (7.19) correspondendo ao valor critico A. = iw.

7.1.3.1  Ondas exponenciais como ondas planas

A solugao onda exponencial basica obtida de (7.27), (7.31)

§ ary
t o) = Mt S 34

pode ser escrita em termos da decomposigao de ondas planas (7.23) como

0
aby
v(t,z) = M : = Op(At +yx)c(N, ), c(A\y) = " , (7.35)
1 aZz’Y
bo
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onde by, by sdo dados em (7.9) e a = 1 uma vez que 7 e A satisfazem Q(X,v) = 0.

Para v = 0 um valor regular, tem-se A\ = iw,, w. = ¢, ¢ § = 0.

Para um A fixado, uma solucao do tipo onda exponencial geral sera
obtida pela superposi¢ao com todas as raizes v da equagao de dispersao (7.29), que
é

v(t,z) = p1Pp(At + mx)c(A, 1) + p2Pp(At — y12)c(X, —m1) (7.36)

+ p3®p(At + 721)c(N, 72) + pa®p (At — Y27)c(A, —72),

onde p1, pa, p3, P4 sao escalares arbitrarios.

7.2 Ondas modais no modelo de Timoshenko

Solugoes exponenciais no tempo com amplitude variando com dependén-
cia espacial do modelo de Timoshenko sao chamadas ondas modais. Em termos

matriciais, estas ondas sao solu¢oes do modelo de Timoshenko homogéneo
Mv +Kv=0
da forma

A

v(t,z) = eMw(z), w(x)= : (7.37)

onde A\ é um escalar fixo mas arbitrario. Elas surgem na anélise modal para pro-
blemas de vibracao onde busca-se encontar frequéncia naturais para a viga de com-
primento finito sujeita a condig¢oes de contorno classicas tais como os casos simples-
mente apoiada, fixa apoaida, entre outros. Para tais condigoes, ¢ conhecido que
A = iw é sempre puramente imaginario e a amplitude espacial w(z) correspondente
a diferentes valores de frequéncia natural w s@o ortogonais [48]. Em fisica, elas s@o

referidas como ondas estacionarias (standing ou stationary).
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Ondas modais existirao para o modelo de Timoshenko nao for¢ado (6.5),

para fornecendo w(x) que satisfaz a equagao diferencial matricial de segunda ordem

Mw"(z) + Cw'(z) + K(\)wi(z) =0, (7.39)
onde
-kGA 0 0 kG A pAN? 0
M = 7(C = ’K g
0 —EI —-kGA 0 0 pIN?+kKkGA

As condigbes de contorno dadas em (6.24) supondo solugoes do tipo ondas modais

sao dadas por

(All + /\Bll -+ )\2]1)11) W(O) + JHW,(O) = 0,
(7.39)

(Ao + ABgy + N Doy ) w(L) + +Joyw'(L) = 0.

A solugao w(x) é chamada autofungao ou modo de vibragao correspon-

dente ao autovalor A, que no dominio frequéncia é denotado por w(A, x).
A solugao geral da equagao (7.38) é dada por
w(z) = h(z)a; + h'(z)ay = Py ()a, (7.40)

onde h(z) é a resposta matricial fundamental de ordem 2 x 2 satisfazendo o problema

de valor inicial

Mh"(z) + Ch'(z) + K(A)h(z) = 0,

(7.41)
h(0) =0, Mh'(0) =1,
com 0 e I as matrizes nula e identidade respectivamente, vetores
a a a
a= ! , a; = H , ag = 2 , (7.42)
ds a21 22

e ®)/(x) a matriz base de ordem 2 x 4

Cur(z) = (h(z) W'(z)). (7.43)
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Para o sistema (7.38), considerando m =2 e N = 2 em (A.1) e (A.2)

resulta

h(z) = —bd"(x) + (a + eX?)d(x) —ad () | (7.44)
ad' () —ad"(x) + cA\?d(x)

sendo d(z) solu¢ao do problema de valor inicial

cod™ (z) + cod” () + c4d(z) = 0,

(7.45)
d(0) =0, d'(0) =0, d"(0) =0, cd"(0) =1,
onde Q(N, 2) = det(2*M + 2C + K) = coz?* + 22 + ¢4 com
co = ab, co = —(ae +bc)\?, ¢y = (eA? + a)cA? . (7.46)

Em termos matriciais, tem-se todas as ondas modais sao do tipo

v(t,x) = My (r)a = MTa(a, Ndu (), (7.47)
onde
P . —bd'" (z) + (a + eA®)d(z) —ad' () —bd" (z) + (a + eX?)d () —ad(x)
M(x) - ad’ (z) —ad' (z) + cX?d(z) ad'(x) —ad'" (x) + cA2d (z)
(7.48)

¢ a matriz de base modal, e

(CL + 6)\2)CL11 —aas + (CL + 6)\2)CL12 —bCLH — a9 —b(l12

FM(a, )\) =
A2cas aai; + Ncags —aas + aayy —aags
(7.49)
e

d(x)

d'(z)
dy(r) = (7.50)

d//(x)
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A solugao d(z) pode ser dada usando a transformada de Laplace em (7.45). Resulta

que

d(r) = L7YH(2)), H(z)= (7.51)

onde
Q(\, 2) = det(22M + 2C 4+ K) = abz* — (ae + bc) N2 + (a + eX?)eA?  (7.52)

e o valor polinomial P(1) = by+ bs dado em (7.9) com v = z e A fixo mas arbitrario.

As raizes 7 de (7.52) sdo chamadas numeros modais.

Sejam z = v (A), £72(A) as raizes do polinémio caracteristico (7.52).

Entao para o caso das raizes simples, obtém-se

) 22: |: :i:’YkJJ :| _ f)/QSenh(’le) —’ylsenh(”sz) (7 53)
=1

ab('y% - 722)’71’72

Raizes duplas do polinémio (7.52) ocorrem somente quando A\ assume

os valores Ao = /=2 (2. =0) e A\, = i‘;\/lg (22 = (ae+bc A2 £ 0). Tem-se que z = 0

¢ a Unica raiz quadrupla e ocorre quando A = 0. Nao existem outros tipos de raizes

repetidas.

Para A = )\, tem-se que 7; = 0 ou 75 = 0 mas nao ambos podem ser
raizes duplas. No que segue, denota-se y; = 0 sendo a raiz dupla. Utilizando fragoes
parciais para P( 7 ou fazendo limite quando ; — 0 obtém-se d(z). Do processo de

limite decorre

h - h h -
d(x) = lim ~osen (71320) leen (Yo) _ sen (’7231‘) 72T (7.54)
710 ab(vi — )M Yzab

Quando v; = 79 = 0 tem-se uma raiz quadrupla, utilizando a regra de

L’Hospital obtém-se

d(r) = lim 72senh(71f) — leenh(%x) 123
72010 ab(f —73)n e 6ab’
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Para A = £\, A\, = %, tem-se duas raizes duplas 4, onde 72 =

d’;’Tge)\Z. Neste caso, o polindmio caracteristico dado em (7.52) pode ser escrito como

Q = ab(z - 7&)2(2 + 7(1)27

e pela transformada de Laplace tem-se

cosh(v,2)xy, — senh(y,x)

d(r) = . (7.55)

aby}

7.2.1 Frequéncias naturais e raizes

O polinémio Q(A, z) definido em (7.52), que surge em conexao com

ondas modais para as equagoes de Timoshenko, pode ser convenientemente escrito

como
2 (N2 =t (\) =0, (7.56)
onde
sy (€ C\ 2 gy o fateN
PO == (F+2)0 i) = cA( = )

As raizes de (7.56) s@o z = € e z = £id onde

1 1
625\/—2g2+2\/§, 5:5\/292+2\/§, Q=g+ 4t (7.57)

As raizes z = &€, +id estao relacionadas pela equagao

52 — 2 = gg. (758)

Substituindo 7 = € e 7 = i em (7.53), a funcao escalar geradora d(x)

pode ser escrita como

_ dsenh(ex) — esen(dx)

dw) = ab(6? + €2)ed (7.59)
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Quando A é uma frequéncia natural, as raizes € e 70 podem ser definidas
em termos da frequéncia critica ou de corte (cutoff) definida como w, = /% intro-
duzida em (7.19). Substituindo A = iw, w? > 0, em Q (7.57), decorre que § é sempre

real e positivo para todo w real e nao nulo uma vez que

2
0= <§—§> w4+4w2§>0.

A natureza de € depende do valor de w se ele esta abaixo ou acima da frequéncia w.,.
Para w? < w?, o valor de ¢ é real e nao nulo uma vez que r* > 0. Tem-se que € = 0
quando w = w, uma vez que para este valor tem-se r* = 0. Para w? > w?, segue que

r* < 0 e, consequentemente, €2 < 0, resultando € = ie com € > 0.

Portanto, acima da freqiiéncia critica, temos a equacao de dispersao

para ondas harmonicas
Q(iw,iB) = abB* — (ae + be)w?B? — acw? + cew* = 0, (7.60)

com [ sendo um namero real e (7.59) sendo agora solugao oscilatoria

_ dsin(ex) — esen(dx)
dx) = ab(6% — £2)ed

(7.61)

Mw (z) de acordo com a natureza da am-

Existem véarios tipos de ondas modais e
plitude espacial w(z) e superposigao linear. De (7.47) e (7.53), o comportamento

dependera da natureza das raizes £7;(\), £72(\) do polindémio
abz* — (ae + bc)A\?2* + (a + eX?)eA? = 0, (7.62)
onde A é um escalar fixo mas arbitrario (7.29).

Considerando os parametros para uma microviga de aluminio dada em
[73], observa-se que o comportamento de d(x) em (7.59) depende da frequéncia w

em relagdo a frequéncia critica w,.. Para w? < w?, a equagdo caracteristica (7.52)

c?

tem duas raizes reais simples +v; = +¢ e duas raizes simples puramentemente ima-

ginérias conjugadas £7, = +id. Isto implica que d(z) é composta por uma funcdo
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hiperbodlica e uma funcao trigonométrica cujo comportamenteo é ilustrado na Figura
7.2 (a). Para w = w,, as raizes reais de (7.52) sofrem um colapso e tronam-se raizes
duplas +7; = 0, enquanto as raizes +7, = +id permancem simples e imaginérias
puras. A fungdo d(z) é agora composta por fungoes linear e trigonométrica e cujo
comportamento oscilatorio ilimitado ¢ apresentado na Figura 7.2 (b). Quando acima
da frequéncia critica, w? > w?, as quatro rafzes de (7.52) sao pares de raizes simples
imaginarias puras conjugadas. Assim, d(x) é composta de fungoes trigonométricas
com comportamento oscilatorio limitado como pode ser observado na Figura 7.2 (c)

tendo ondulagoes de alta frequéncia.

0,54
0,5 0,59

-0,51 -0.57
0,5

T T T T T T T T T T T T T T T T T
-1 -0,5 0 0,5 1 -1 -0,5 0 0,5 1 -6 -4 -2 0 2 4 6
x x X

(a) (b) (c)

0SEN(ex)—eSEN (S
ab(82—e?)eé

(a) € = 42735,46244, 6 = 6,649479825 x 105 para w? < w? (b) € =
0, 6 = 6,707335165 x 10° for w? = w?; (c) ¢ = 40931,10798i, & =
6, 759469095 x 10° for w? > w?.

) onde

Figura 7.2: Fungao escalar geradora de onda modal d(z) =

7.2.2 Caso critico: técnica de Liouville

O valor v = 0 é defeituso uma vez que o sistema (7.28) tem somente
uma Unica solugao independente. Para o valor critico A = \/—_% , que corresponde a
v = 0 sendo uma raiz dupla do polindomio Q(\, ) definido em (7.29), é necessario
encontrar uma segunda solucao linearmente independente associada com ~;. Ne-
nhuma modificagao é necessaria para 7, pois é nao nula, de outra forma v = 0 seré

uma raiz quadrupla.
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Na literatura, para encontrar outra solucao independente, pode-se uti-
lizar técnicas mateméaticas para raizes repetidas ou argumentos fisicos como em [17],
uma vez que de (7.34) tem-se que £ — 0 quando v — 0. Aqui deve-se usar a técnica
de Liouville para diferenciar uma onda plana em relacao a um parametro que no

limite, assume o mesmo valor de outro.

Assim diferenciando (7.16) com respeito a y quando A, = \/—2, obtém-

Se

a1
= senh(A.t),

algsc + as

ov(t,z) JlI'p
oy Oy

adp(/\t + ’Y.T)
p—————

dp(At r

v=0

onde aq, as sao constantes arbitrarias. Assim,

1 | a

v(t,z) = senh(A.), Ao =4/——
c (&
Ca

e
é¢ uma segunda solugao linearmente independente. Observa-se também que por

superposi¢ao de solugdes de ondas planas (7.16) e constantes convenientes, tem-se

1 0
v(t,x) = | A + A eV el (7.63)

x 1
e

onde A; e Ay sdo constantes arbitrarias.

O caso das raizes duplas y; = 0 com A = ), foi tratado acima com ondas
exponenciais. Quanto utiliza-se a formulagao de onda modal, essa solucao pode ser
obtida usando a mesma técnica de Liouville que leva a d(z) dada em (7.54). Assim

para o caso critico A = iw,, tem-se

. A; cosh(y27) Agsenh(y2x) As 0
v(t,x) = e + + + ,
Assenh (o) Ay cosh(ya7) Agz Az

(7.64)

onde A; = A;(ai1, ais, as, as) pode ser escolhidas em termos das constantes arbi-

trarias aiq, A2, 21, 422, [123]



156

O mesmo argumento é aplicado no caso A = A\, para o qual existem

dois pares £, de raizes duplas uma vez que a técnica de Liouville usada com esses

valores fornece uma solucao da equacgao de Timoshenko. Nesta situagao, utiliza-se

d(x) dada em (7.55).

A relagao com a base exponencial

d(z) 11 1 1 ene
st 71 Y2 Y2
d(z) 1 1 1 -1 -1 e Me
= 2 _ 2 )
d” (‘r) 2ab(71 72) ryl _fyl _72 /72 6’}/2I
d"(z) R Ot e "

pode ser escrita na forma compacta

dw(z) = M™ Exp(z),

onde
1 1 1 1 x
wOTw Twm om er
’ 1 1 1 -1 -1 . ez
MP = — , Fzp(x)=
‘ 2ab(77 — 73) 1YL Y2 e e
v ¥ - - e 2"

O caso das raizes repetidas v, = 0 é trabalhado por processo de limite.

7.2.3 Decomposigao de ondas modais

Utilizando (7.53) em ®j/(z) dada em (7.48), pode-se escrever

Ppr(w) = "W (71) + €™ Wa () + € "W (1) + e 2 Wa(—2),

onde ¥y (1), Uy(72) s@o matrizes bloco

(7.65)

(7.66)

(7.67)

(7.68)

(7.69)
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com

1eX?-by?+a 1
a 2_ .2 2_ 2
V() = [Au() vAM()], Au() = | P0IBT 0D
26(77—3)  2ab( i3y

onde a, b, ¢, e sdo dadas em (6.14). Assim

v(t,2) = eMPp(r)a = X TNIV(1) — XV (1p) + N TV (—p) — MTV(— )

= (viw) Vi) vim) view ) |
(7.70)
onde
v(7) = Au(7) (a1 +7a2) - (7.71)

A decomposi¢ao acima em ondas exponenciais é também valida para o
valor critico fazendo limite quando ~; se aproxima de 0, desde que nao se cancelem

os divisores zero.

A superposigao espectral em [17] pode ser obtida de acima observando

£(v)

que os autovetores V' (§) = dados em (7.34), sdo multiplos do vetor v (7).
1

Com o segundo componente de v(v) e utilizando (7.36), (7.52), pode-se obter o
sistema Pa = ¢ para determinar os vetores constantes a. Por exemplo, escolhendo
em c a primeira componente igual a 1 e zero as outras componentes, obtém-se o

autovetor V(&;). Em geral, definindo
(cA2—an?)b

_abyn?
cA\?
(X2 —an?)by
cA?

a(vy,m) =
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tem-se que
+vix j:él +vix
V(£&)e™® = M = o pr(x)a(E£71, 72),
1
(7.72)
+ & +
V(EE)e " = e* " = Qpr(w)a(E£72,m),
1
onde £ = —ﬁ.

A caracterizagao das ondas modais como superposi¢ao de quatro ondas
exponenciais (7.70), (7.72) pode ser escrita em termos da base matricial ® /() como
v(t,z) = eM(eg Pu(w)a(vi,72) + ey Par()a(ye, )+

+ei Par(z)al=71,72) + 3 Par(z)a(=22, 7))

com a vantagem de que esta representagao, através de um procedimento de limite,

(7.73)

nao requer a alteragao da base da solu¢ao como ¢ feito na literatura quando v, = 0.
Isso é mais claro quando mantém-se a definigdo de ®y/(x) em termos da base gerada
por d(z) ou usando (7.65), isto ¢é,

1T = ab (Fn3d(r) — 13d (@) + (F)md'(2) + d"(2)),

12 = ab (Fronid(z) — 2id (x) + (£)d"(2) + d"(2)) .

7.3 As classes de ondas planas e ondas modais

Ondas planas e modais nao sao a mesma classe de solugoes. E possivel
exibir uma onda plana que nao ¢ uma onda modal. Por exemplo, substituindo em

(7.5) os vetores constantes

c)\? 0
= 0 v 2= | e (a+ e — by?)
ary

com o = 1, A e v tais que P(1) = 0, tem-se a solugao

A+
v(t,z) = s (7.74)

g



159

que é uma onda plana mas nao é uma onda modal, uma vez que ondas modais como

definidas em (7.37) néo sao lineares em t.

Ao considerar ondas planas v(t,z) = V(A + yz), o argumento s =
At + vz é dado com A e v satisfazendo a equagdo P(n) = 0 dado em (7.9). As raizes
de (7.9) sao n = 0,0, , — com 1 = « denotando as raizes definidas em (7.11). Em
particular, ondas exponenciais sao ondas planas para as quais A\ e - satisfazem a

equagao de dispersao Q(\,y) = bp+by = 0 dada em (7.29). Isto implica que o« = +£1.

Para ondas modais v(t,z) = eMw(z), a obtencao da amplitude es-

pacial w(z) envolve as raizes z da equagdo caracteristica (7.52). Isso é apenas,
bo(A, 2) + ba(A,2) = 0 com by, by sendo os coeficientes dados em (7.9). Portanto,
para uma comparacao de ondas modais com ondas planas, deve-se assumir que ape-
nas considera-se ondas planas com a = 1, isto é, P(n) = 0 tendo raizes duplas
n = 0 e uma raiz simples n = +1. Esta ultima condicao significa que os valores
A, v satisfazendo a equagao de dispersao para ondas exponenciais sao relacionadas
com os valores A, z(\) da onda modal onde z(\) é a raiz da equagao caracteristica
Q(A, z) = 0 dada em (7.52). Quando as raizes z = £7;, £y de (7.52) sao simples,
a decomposi¢ao da onda modal (7.70) como superposi¢ao de ondas exponenciais em
(7.70) ou (7.73) mostra que uma onda modal envolvera quatro ondas planas que sao

do tipo exponencial com o = 1.

As frequéncias criticas A = 0 e A = )\, ocorrem para ambas ondas
planas e modais. O caso A = 0 corresponde a um caso estatico a = 0 para ondas
planas e € = = 0 nas ondas modais. Para estes valores, a funcao escalar geradora
de onda plana dp(s) e modal d(x) se tornardo polindémios ctubicos em z. O caso
A = ). implica que « é arbitrario para ondas planas e para a = 1 deve-se ter quatro
ondas planas que correspondem as raizes v = 0,0, +id do polindémio caracteristico
Q(z) = 0 das ondas modais. O caso v = 0 sendo uma raiz dupla, ¢ trabalhado com

o processo de Liouville. Isso introduz ondas com variacao linear em x.
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A partir da discussao acima, pode-se considerar que a classe de solugoes
formada por superposicao finita de ondas planas contém todas as ondas modais uma
vez que cada onda modal é a superposicao de quatro ondas planas exponenciais
(7.70). Além disso, a classe de solugoes ondas exponenciais pode ser incluida na
classe de solugoes de ondas planas ou modais. Quando as ondas evanescentes out-
going e ingoing se colapsam, isto €, tornam-se estacionérias, ¢ uma indicagao de
que tem-se uma freqiiéncia critica que pode ser tratada pela técnica de limite de

Liouville.

7.4 Anilise de ondas em uma viga de Timoshenko com uma

fissura

Técnicas de ondas tém sido empregadas por varios autores em métodos
tedricos e experimentais para deteccao de danos, localizacao de fissuras e outras
imperfei¢oes em estruturas, [89], [72], entre outros. Quando uma onda encontra um
defeito, estara sujeita a reflexao e transmissao. Estes fendmenos podem fornecer
informagoes sobre a localizacao e o tamanho do dano, uma vez que a existéncia
de fissuras pode reduzir a rigidez de uma estrutura e resultar em mudancas no

comportamento dinamico estrutural.

Aqui, a caracterizagdo de ondas modais (7.73) serd empregada para
discutir o comportamento de uma viga de Timoshenko com uma fissura aberta
transversal localizada no ponto x = z; como mostrado na Figura 7.3. O problema
de fissuras tem sido modelado por varios autores como dois segmentos conectados
por uma mola rotacional sem massa com flexibilidade seccional ou com restrigoes

elasticas gerais [126], [70], [72].
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Figura 7.3: Viga com fissura aberta modelada como uma mola rotacional.

Para uma viga bi-segmentada com uma conexao elastica, condig¢oes de
compatibilidade sao impostas na localizacao antes e depois da fissura para o deslo-

camento, momento fletor e cisalhamento, isto ¢, [72]

wit, ;) = uipa (), bt ay) = by (¢ 7)) (7.75)
(§]
8’&1' _ A _ B 8ui+1 N\ +
o(Gan) —vitta) = o (%)~ venttad)) 010
Oy T Ou; - i1 +
) — ) = : .77
S (taf) — S (tar) = LS (1 a), (7.77)

respectivamente, onde L é o comprimento da viga, 6 é a flexibilidade seccional da
fissura nao dimensional [89],

0 = 6792 (%) (%) (7.78)

com

fp(¥) = 0.6384 — 1.035y + 3.72015* — 5.177373+

(7.79)
+7.5535* — 7.332%° + 2.490975,

dependendo da razao fissura-profundidade (crack-depth ratio) nao dimensional 7 =

+

a sendo a profundidade da fissura e H a altura da viga. Aqui x; e x; se referem

a
e
as posicoes imediatamente a esquerda e a direitas de x;, respectivamente.

De um ponto de vista fisico, uma solucao de onda que é incidente sobre

uma fissura localizada em = = x; deve ser considerada refletida e transmitida. Assim,
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tem-se a decomposicao
vi(t,z) = v (t,z) + v, (t, ), (7.80)

onde

Vi+ = M [CT@M(x)a(—%ﬁz) + C;@M(x)a(—%;%)] )

vi = M [CI(I)M(Jf)a(’Yh%) + ng)M(x)a(%’%)}

sao identificadas como ondas incidentes e refletidas, respectivamente. A onda modal

transmitida em = = x; € v;1(t,x) = v (¢, 2) onde
V;ll = e [bIF@M(Z’)a(—”Yl,”Yz) + bg+¢M($)a(—72771)]
tem amplitudes desconhecidas b] and by .

Para dispositivos envolvendo taxas espaciais e excitagoes externas ou
uma condi¢ao de contorno forcante no tempo, as condigoes de compatibilidade po-

dem ser escritas na forma geral como

CiVilt,x;) = CoiVipa(t, ) + N, (7.81)
onde
Ci i CE’ i
Cii= 1,1 1,2 , Coi= 11 iz
51 Coo Cy Co

com ij e ij para 7,7 = 1,2 sao matrizes de ordem 2 x 2 e

u;(t, x)

Vita) = | ] = Gt (7.82)
(Vi)e wj(t, )
(t, )

<

!/
(L x

Aqui considera-se que nao existem entradas de tempo, como termos

inerciais e define-se NV; = 0.
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Para uma fissura simulada como uma mola rotacional em x = z;, as

condi¢oes de compatibilidade (7.75), (7.76), (7.77) originam as matrizes

) ~ Lo . ~ 00 . ~ 0 —a
Cil = Cil = ) Cﬁ = Ciz = aC§1 = Cél = )
0 0 0 1 0 O
, a 0 - a 0
C%Q = 7C52 = )
-1 0 -1 6L

(7.83)

Substituindo em (7.81) as solugoes antes e depois da fissura, resulta a sistema

cr
As Ay — A —As Coy —./416—1’_—./426;
— , (7.84)
Bl Bg —85 —BG bi’— _Blci‘r_BQC;—
by

para determinar as amplitudes desconhecidas cj, ¢, , bj and b . Aqui, onde por

simplicidade x; = 0, tem-se os coeficientes matriciais

A = A(%ﬁz), Ay = A(%,%), Az = A(—%,Vz), Ay = A(—%ﬁl),

(§]
By = B(y2), B> =B(n), Bs = Bi+ B(m), Bs = B2+ B(72)
com
(c)\2—c>z\z2)7b b('yZa—c)\Q) 0
A(y,n) = - , B(B) = R 16 (7.85)
—~ __aby —Z;)\ +a —QL’Y

Resolvendo o sistema (7.84) tem-se

¢ =Rc", bT=Tc",
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onde R e T sao as matrizes de reflexao e transmissao dadas por

R Rii Ry _710)\2 + ﬁ’a ’Y2')/%a - ’720)\2
= = ILL ,
Ry Ro —717§6L + ’710)\2 —73& + 720/\2
_ Lo
1= SoLa(Za—and) 1 (—atend)) —2a(E—D) (7.86)
T-T-R— Ty T
Tor T

O mesmo procedimento matricial pode ser aplicado ao caso de encontrar frequéncias

naturais com condigoes de contorno ou dispositivos intermediarios |78].

Simulacoes foram realizadas utilizando os parametros E = 2.07x 1011%,

p = 7860%, com B = 10 mm, altura H = 10 mm, v = 0.3, e ¥ = 0.35 para uma
fissura com uma tnica abertura (single-sided crack) com profundidade @ = 3.5 mm
dados em [72]. Os resultados com a norma matricial euclidiana ||R||; das matrizes de
reflexao e o modulo de cada uma de suas componentes sao apresentados na Figura
7.4. E observado que o valor da norma ||R||2 é mais influenciado por |Risl, que
por sua vez, a amplitude da componente da onda refletida com e”*. O compor-

tamento da norma euclidiana da matriz de transmissao ||T||s é mais influenciada

pelos componentes da diagonal da matriz.

T T u
0,5 1 1,5 2 2,5

Figura 7.4: Norma matricial e médulo das componentes da matriz R.
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O argumento das componentes de R e T sao apresentados na Figura 7.5.
Para baixas frequéncias, os argumentos arg(Rq2) e arg(Ts;) sdo mais significantes e
representam a fase de uma onda refletida e transmitida, respectivamente. Simulagoes
mostram que para baixas frequéncias arg(Rs1) esta proximo de arg(Ry;) e arg(Rao)
estd proximo de arg(Ry2). Para altas frequéncias arg(R;;) e arg(Ty;),i,5 = 1,2,

tendem a valores constantes.

~ S ———
144 I~~~ \ —
= —— ~ ~ 147 \
124 | -~ 1.5 —~— \ ]
" I \ 1,04
! 0.8
0.8 " \
I A 0.6
. I N 04-
0.4+ I AN ;
‘ i N 024
0.2 | N m—— =
| N SRR
I~ 124 N 02 -
T T t T T 7
0 05 1 1 2 25 0 05 i s 2 2s 0 05 i s 2 25
%) ® N
o, o o
___ = arg(R ) — -arg(R,) = arg(T||) m—arg(7},) =+ varg(T,) « + + + arg(T,,)

Figura 7.5: Argumentos das coordenadas das matrizes R e T.

7.5 Condicoes de contorno

Quando considera-se uma onda incidente na extremidade de uma viga
finita, existe uma onda refletida a ser determinada a partir da onda incidente e
das condicoes de contorno. Dispositivos elasticos translacionais e rotacionais na
extremidade da viga sao condigoes de contorno nao cléssicas que através de um
processo de limite podem incluir condi¢oes de contorno classicas tais como vigas
apoiada, livre e fixa [48]. Em [78|, tais casos foram discutidos utilizando ondas
exponenciais longe das frequéncias criticas. Aqui, apresenta-se uma decomposi¢ao
da base matricial modal ®,;(x) em componentes com termos viajantes para tras

e para frente (ingoing e outgoing) que pode ser usada também, nas frequéncias
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criticas. Para as vigas, na Figura 7.6, as condigoes de contorno fisicas sao

v = o (GH0.0) - 0(t. 1)) = Krate, L) + Kani 1),

M = —bg—f(t, L) = Kp(t, L) + Kpru(t, L),

onde V(t,x) é o cisalhamento e M (¢, z) é o momento fletor, K1 e Kg s@o a rigidez

(7.87)

translacional e rotacional, respectivamente, e Krr, Krr sao acoplamentos das rigidezes

X=L

translacionais e rotacionais, respectivamente.

Figura 7.6: Condigoes de contorno nao classicas em x = L.

Estas condig¢oes de contorno podem ser escritas matricialmente como

Av(t, L)+ Agv,(t, L) = Byv(t, L) + Bav,(t, L) (7.88)
onde
a —a 0
Al — N A2 = ,
0 0 0 -b
(7.89)
Kr K 00
Krr Kgr 0 0

Seguindo o tratamento matricial dada para as condig¢oes de compatibilidade (7.81),

as condigoes de contorno sao escritas na forma compacta
AV(t,L) =BV(t, L) (7.90)

onde A, B sao dadas na forma de blocos como

v(t,L)
A=(A, A,), B=(B, By), V(,L) = . (7.91)
v, (t, L)
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A decomposicao de onda (7.80) de uma onda modal geral
v(t,z) = eMPy(x)a = v (t,z)+v (¢, ) (7.92)

pode ser escrito adicionalmente em termos de uma decomposicao da funcao escalar

geradora de onda modal d(x) dada em (7.53). Essa decomposigao ¢ dada por
d(z) =d"(z) +d () (7.93)

onde

B 1 _726_'7155 + ’)/16_7296

T2 ab(—E e

1 e — y1e7?*

d+ X - = )
() 2ab(—3 + D)7

(7.94)

d”(z)
que permite escrever ®/(z) = &}, (z) + ®;,(z) onde de acordo com (7.68)

Dy (x) = e Wy (=) + e 2y (=), D) = €W (1) 4 727Uy (),
(7.95)

sendo ¥,;(v), i = 1,2, dado em (7.69) resultando
v(t,z) =vi(t,z) +v (t,z) =M (Df(x)a + Dy (2)a), (7.96)
onde v*(t,z) = eM®T (z)a and v~ (¢, z) = NP, (7)a.

Assumindo conhecida a onda incidente no contorno, entao o valor de
)
onda b = ®1,(L)a de ordem 2 x 1 no contorno é conhecido e impde restrigoes para

obter o vetor a de ordem 4 x 1. Assim resolvendo o sistema ®},(L)a = b permite

escrever
a=A3+3Y (7.97)
com
ap oy o1
A= @M s ] a2 ™ (7.98)
1 0 0 a2
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onde a1, as; dependem linearmente de a1, e as, isto é,
an = a2, azz) = a1z + azagy + o1,
ag1 = ag1 (@12, Gz2) = Q3012 + Quagy + 0.
A substituigao da decomposigao matricial (7.96) em (7.90), resulta em
[(Ay— B (84,(1) + 03(1) + (As — Ba) (B55(L), + B3,(1).)] 2 =0. (7.99)
Utilizando (7.97), deve-se resolver o sistema linear 2 x 2
M, a=G (7.100)
onde

M, = [(Ay = By) (05,(L) + @3,(L)) + (A2 = Bo) (@3 (L) + 3 (L)x) | A,
G = — [(A1 = By) (23(L) + @ (L)) + (Az = B) (@3 (L)s + P (L)) | E.
Assim, a onda refletida ¢ dada por v~ (t,x) = M, (z)a = MO, (7)(Ad + o).

O mesmo procedimento é seguido para o caso de condigbes de contorno na outra

extremidade z = 0.
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8 MODELO NAO LOCAL DE ERINGEN:
FORMULACOES, ONDAS PLANAS E
MODAIS

O estudo de estruturas com dimensoes muito pequenas tem motivado a
introdugao da teoria da mecénica do continuo dependente da escala [39, 80, 67, 74].
Em [74], Peddieson et. al. [96] é pontuado como o primeiro a aplicar a teoria do
continuo nao local em nanoestruturas, e a teoria nao local de Eringen e co-autores
[39] tem sido aplicada a problemas como propagacao de ondas, deslocamento e

propagagao de fissuras.

De acordo com a teoria da elasticidade nao local de Eringen, a tensao
em qualquer ponto de referéncia do corpo nao depende somente da deformagao deste

ponto, mas mas também da deformagao em todos os pontos do corpo.

A teoria de vigas de Timoshenko nao local usando as relagdes consti-
tutivas diferenciais e teoria de deformacao de cisalhamento de primeira ordem de
Eringen, de acordo com [74] considera o momento fletor M e forga de cisalhamento

S dados pelas expressoes

M o
M — (egag)? o EI%,
028 ou 8.1)
2
S—(egao) w:KJGA (%— ),

com u(t, x) sendo a deflexdo transversal do eixo da viga, ¥ (t,z) a rotagao da se¢do
da viga, p a densidade de massa da viga, A a area da secao transversal, I o segundo
momento de area da segao da viga, £ modulo de Young, G o moédulo de cisalha-
mento, k o coeficiente de cisalhamento de Timoshenko, ag um comprimento interno
caracterstico, ey é uma constante de ajuste experimental do modelo, p uma forca

transversal distribuida sobre o eixo z e momento q.
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Enquanto, as equagoes do movimento sao |74]

A@ %.f_
Poor ~ oz TP

8.2
0% OM (8:2)

Substituindo as equagdes do movimento (8.2) em (8.1) resultam as expressoes para
momento e cisalhamento

O ) 0% 0*u dq
M—EI%JF(GOGO) <’Olax8t2 —pAos =5,

ot? ox
ou Pu dp (8:3)
_ -7 2 i
S =rkGA (8:5 w> + (eoao) (pA8x8t2 8:1:)'

Das equagoes (8.2) e das expressoes para momento e cisalhamento (8.3) decorrem

as equacoes do modelo nao local de Timoshenko

PAg—:a <U(t, r) — (60@0)2—62u(t’x)) — kGAZ

2 2 (24— wit,))
(8.4)
= <p - (eoao)2§i€> )
2 € 2 z u(t,x
pI 2 (1(t.2) — (coun)* 20} — BIZSE) — GA (2442 (e, )
(8.5)
(C] - (60@0)28 1

O modelo cléassico de Timoshenko (local) é obtido fazendo epag = 0 nas

equagoes (8.4)-(8.5), que resulta nas equagoes

pA%u(t,x) - RGA% (8ug;:v) — ¢(t,x)) = p(t, ), (8.6)

2

d 0%Y(t, oul(t,
p[@ (t,x) — EI% — kGA (ué—xx) - th,:z:))

q(t, ). (8.7)

Matricialmente o sistema de equagoes (8.4)-(8.5) é apresentado como
M 82V(t31:)—|—Ea2v(t3(;)—#(;)8V(iﬁ95)—1—Rv(zfac)—F (t, ) (8.8)
Noe " oz or TN .
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sendo
pA 0 —-kGA 0
My = <1 - (€0a0)2%> : = ;
0 pl 0 —EI
0 kGA 0 0
—-kGA 0 0 rGA
u(t, x — (egag)? 22
v(t,z) = (t,z) , Fy= p — (€oo) 22;2
Y(t, ) q — (eoa)* 54
Numa forma que lembra um sistema vibratério conservativo
Mpyv(t,z) + Kv(t,z) = Fy (8.10)

sendo 0 o vetor nulo de ordem 2 X 1 e

pA 0

MN = (1 - (60a0)238_;2)7
0 pl
t, —kGALZ, GALZ
V(Zf,$) = U( I) K = " 8; Ha2 o
Y(t, x) —kGAg5 —Fl55 +kGA

O modelo nao local de Eringen pode ser apresentado na forma de-
sacoplada como duas equagoes diferenciais evolutivas de quarta ordem escrevendo

as equagoes (8.4)-(8.5) na forma Lv(t,z) = Fy(t,z), com

82 9 64 82 o)
L _ [ com —cleo) 5277~ “or7 ) a%4 N , (811
—a ehm — e(eoao)’ g — b +a
— (enan)22%p u(t,x
Fu(ta)= [ © (coto)" . V() = (o) (8.12)
20%g
q — (eoao)” 5% Vit )

e as constantes ja introduzidas em (6.14)

a=krkGA, b=FI c¢=pA, e=pl (8.13)
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Utilizando a identidade de Cramer
adj(L)L = Ladj(L) = det(L)I, (8.14)

sendo adj(L) a matriz adjugada de L, definida como a transposta da matriz dos

cofatores de L. Este processo resulta em

62 62 a4u(t, iL‘)
(Ce + (eoao)? (_206 - C€(€0a0)28x2) 83:2) ot
2

+ (ca — (cb+ ea)a— + (eap)? ((ae + 65)3_2 - Ca) 0? ) O?u(t, )

D2 2 ox?) Ot
Otu(t, x)
+abw = Gy,
(8.15)
0>\ 9%\ o%(t,v)
(Ce + (eoap)” (_206 " Ce(eOaO)Q(?xz) 3x2) ot
92 52 0%\ 0*p(t, v)
(e e o (o4 0 - ) 52 ) S5
oM(t, x)
—l—abw = Go
sendo
Gy, = (e + (e0a0)? (—26 + 6(60@0)288—;> ;—;) %
(8.16)
~ (b+aleqn0)?) % + ap — aft + (eoao)? (i +aft)
e
Gy = (C+ (e0ao)” (—2C+ 6(60“0>26B_;> c”a_> o
(8.17)

o _ 9% 2 (,9% _ p
+a’8x O 5z2 —{—(60@0) L A5zs ) -

Devido a variedade de modelos apresentados na literatura e pesquisa-
dos com a inclusao de efeitos "nao-cléssicos" como escala, dispositivos, materiais
viscoelésticos, etc, este trabalho visa estudar ondas planas, ou viajantes, e ondas
modais, ou estacionarias, que decorrem da inclusao de condig¢oes de contorno nos

extremos de vigas de extensao finita ou da inclusao de dispositivos intermediérios

[118].
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Por exemplo, para uma viga apoiada em ambas as extremidades, tem-se
as condigoes de contorno deslocamento u nulo e momento fletor nao local M nulo

em ambas as extremidades, isto é

uw(t,0) =0, EI.(t,0) + (eoao)? [pIthe(t,0) — pAugy(t,0)] = 0,
(8.18)

u(t,l) =0, FEI,(t,1) + (eoao)? [plhes (t,1) — pAug(t,1)] = 0.
8.1 Ondas planas no modelo nao local de Eringen

Como nos capitulos anteriores as solugoes do tipo ondas planas sao

dadas por
u(t, ) = UMt +vx), P(t,x) = V(A + vyx).

Supondo que estas sao solugoes das equagoes em (8.4)-(8.5), para p = 0 e ¢ = 0,
utilizando a fase de onda plana ja definida como s = A\t+~x e as constantes definidas

em (6.14), resulta o sistema de equagoes diferenciais de quarta ordem

—c(e0a0)*N?Y2UM™) (5) + (eA? — ay?)U"(s) + ayV'(s) = 0, (8.19)

—e(e0ag)’ X2Y2W W) (5) 4+ (eX? — by )W (s) — ayU'(s) + aW(s) = 0, (8.20)

que matricialmente pode ser escrito como

NpV@ (s) +MpV'(s) + CpV () + KpV(s) =0, (8.21)
sendo
—c(egag)?\2? 0 cA? — an? 0
Np — (e0ao) Ay My = i
0 —e(epap)?A*v? 0 eA? — by?
0 a 00 U(s
Cp = 7 y Kp = s V(S) = ( )
—ay 0 0 a V(s)

No modelo nao local, tem-se o parametro egag # 0, e portanto a solucao geral da

equacao (8.21) pode ser dada por

V(s) = hp(s)c; + hp(s)ca + hip(s)cs + hip(s)cy = Pp(s)c (8.22)
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sendo hp(s) a resposta matricial fundamental de ordem 2 x 2, solugao do problema

de valor inicial

Nphl (s) + Mph/p(s) + Cphp(s) + Kphp(s) = 0,

(8.23)
hp(0) =0, h’l(0) =0, h}(0) =0, Nph5(0) =1,
e ®p(s) a matriz base de ordem 2 x 8
®p(s) = (hp(s) hip(s) hip(s) hp(s)), (8.24)

e ¢ um vetor constante.

Para o sistema (8.21), a resposta matricial fundamental hp(s) é obtida

da formula fechada (A.2) considerando m =4 e N = 2, que resulta

adp(s) + (e>\2 — b’yQ)d/I; (s) — (ega0)272k2ed§§’(s) —vdp(s)a

hp(s) = ( ),(8-25)

vdp(s)a (eX? = ay?)dip (s) - cleoa) 72 A2d(") (s)
sendo dp(s) a fungao geradora de onda plana nao local. Esta funcao satisfaz o

problema de valor inicial escalar de oitava ordem

bond¥ ™ (8) + bond (5) + band” (s) + bend/b(s) =0

(8.26)
bondS ™ (0) = 61, k=1,2,...,8,
para dq; o delta de Kronecker, e b;, i = 0, ..., 8 os coeficientes do polindémio
8
P(n) = det(n*Np +1°Mp +nCp + Kp) = > bixn* ™, (8.27)
i=0
sendo
bon = ce(egag)* N,
bon = cb(egap)*viA? + aey*A*(egap)? — 2ce(epag)?y? A4,
(8.28)

ban = ced — cbA?y? — ca(egag)*y?\? — aey®*\? + aby?,

bGN = ca/\2.

No caso limite egag = 0 no modelo nao local obtém-se o sistema (8.6)-

(8.7), similarmente (8.15) se reduz a equagao de quarta ordem do caso local (6.12).
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A solugao hp(s) em (8.25) possui a mesma forma que a hp(s) para o caso local
(7.7), porém cabe salientar que tem-se uma singularidade na condigao inicial de
(8.23). Por outro lado, o polinomio caracteristico (8.27) se reduz ao polindémio de
quarta ordem (7.9) do modelo local, mas deve-se observar que as condigoes inciais

de (8.26) nao se reduzem as condigoes inciais do caso local (7.8).

8.2 Ondas planas do tipo exponencial no modelo nao local

de Eringen
Por substitui¢do no modelo nao local de Eringen (8.4)-(8.5) para p =0
e ¢ = 0, a procura de soluc¢oes do tipo ondas planas exponenciais
u(t, r) = MU, Y(t, ) = M, (8.29)

leva a obtencao de solugoes nao nulas do sistema algébrico

A% (1 — (epap)?vy?) — av? ary U _ 0 . (8:30)
—ay eX*(1 = (egao)??) — b7 +a T 0

com as constantes a, b, ¢ e e dadas em (6.14), ou em forma compacta, tem-se

Uo
W

L Y)vo=0, vo=

A fim de garantir a existéncia das solugoes planas exponenciais nao

nulas, A e 7 devem satisfazer a equagao polinomial Qy (A, ) = det(L(\,y)) =0

An\, ) = (ce + (eoag)? (—206 + ce(eoa0)272) 72) 2 — (cb + ae + ca(epap)®)y* \?

+ca\? + aby* + (epag)?(cb + ae)y*A* = 0. (8.31)

Para A e 7 tais que Qn(A,7y) = 0, de (8.30) obtém-se

Vo = y (832)
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onde & = al para cA?(1 — (epag)?y?) — ay? # 0. Caso cA?(1 —
Y Y

- cAz(l—(eoao)Q'y?)—a’yz )
(epap)?v?) — ay? = 0, resulta 2 = ’/c(eomc)s\—j,\?m que substituindo em (8.31) deter-

mina A = 0, assim o sistema (8.30) reduz-se a

())=() o»

1
0

e entao vg =

Observe que considerando egag = 0 em (8.32), o vetor vg equivale ao

vetor obtido em (7.31).

8.2.1 Equacgao de frequéncia

A equacao polinomial (8.31) para o caso v = iff e A = iw, para f e w

reais, ¢ chamada equagao de dispersao, ou equagao de frequéncia e resulta

QN((,L), 6) = CON(W)B4 —|— CQN((.U)/B2 + C4N((,L)) = 0, (834)
onde
con(w) = ab + ce(egag)w* — (ae + cb)(egap)*w?,
can(w) = ((ae + cb)w? + calepag)?w?) — 2ce(epag)w?, (8.35)
can (W) = —w?ca + whee,
ou ainda
Qn(w, B) = pon(B)w* — pan (B)w” + pan(B8) =0 (8.36)
onde

pon (B) = ce + 2ce(egag)?B? + ce(epag)* B,
pan(B) = ca + (epag)*(cb + ae)B* + (ae + b + calegag)?) 3%, (8.37)

P4N(5) = @554-
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Utilizando [74], as raizes w(f) de (8.36) podem ser escritas da forma

wn1(B) = me(ﬁ),
(8.38)

wne(B) = mwm(ﬁ),

sendo wr; e wro respectivamente a menor e a maior raizes da equagao obtida fazendo

epap = 0 em (8.36), modelo cléassico de Timoshenko,

BB =4 re—(ErypreT-aza).
(8.39)

B =3 [CH )+ s J(Cre e ey - ez,

Os coeficientes de (8.34) estao graficados em uma duas e trés dimensoes
na Figura 8.1 para os valores de eyag escolhidos como

€gpr = 2 X 10_10, eploy = 3 X 10_10,
(8.40)

ooz = 3,719318934 x 10710 e egags = 2 x V10~19,

e considerando nanotubos de carbono cujos parametros sdo dados em [100] e apre-

sentados nas Tabelas 8.1 e 8.2.

Material E(GPa) | p(25) ] v

m3

Nanotubo de carbono 1000 2300 | 0,19

Tabela 8.1: Constantes fisicas para nanotubos de carbono

Secao transversal circular L d
Nano escala 120 x 1077m | 1 x 107 9m

Tabela 8.2: Dimensoes para viga com secao transversal circular.

Nas simulagoes, Figura 8.1, é possivel observar que quando quando eyag

decresce coy tende a constante, e coy tende a uma pardbola, conforme previsto em
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(7.46) para A\ = iw. O coeficiente cyy é apresentado apenas em duas dimensoes, pois

nao depende de egag.
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Figura 8.1: Graficos para coy, can, can - Carbono (utilizando fator de escala)
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. ~ . . o 1 a .
Definem-se aqui duas frequéncias singulares wyy = eoao\/: € Wy =

1
€0ao

\/g que sao raizes de c¢oy. Da definicao das frequéncias singulares resulta
1 b a 1
2 2
_ — -2 = E — kG 8.41
Who2 Who1 (€0a0)2 <6 C) (60a0)2p ( Kk ) ) ( )

assim, se E — kG > 0 tem-se wl, > wiy, e se £ — kG < 0 tem-se wiy, < wi),.

Em particular, considerando F = 2G(1 + v), v coeficiente de Poisson,

para v > —1—71 tem-se E — kG > 0 para secoes transversais circulares e retangulares

. . . < 6(14v) _10(1+4v)
cujos coeficientes de cisalhamento sao k = S57% € K = 557,

, respectivamente [27].

Na sequéncia deste trabalho, considera-se o caso F — kG > 0.

Para E—xG > 0, observa-se que essas frequéncias singulares sao limites
das frequéncias wy1 () e wna2(B), respectivamente, para [ tendendo ao infinito, ou
seja

lim WN1 = Wpo1, lim WN2 = Wpo2- (842)

B—+o0 B——+o0
A localizagao da raizes singulares wy; € wyoe em relacao a frequéncia critica w? = e
depende diretamente do parametro nao local egag. Na figura 8.2, representa-se o
i 2 i a d lagoes das f énci d

eixo (epap)® e neste eixo estao representadas as relagoes das frequéncias em cada
: 2 e 2 2 e 2 b
intervalo, sendo que para (egap)® < ¢ tem-se w; < wyy;, para < < (egap)” < 7 tem-se

wiy < w? < wiy, e finalmente para (egag)? > 2 tem-se w? > wf),, considerando

E—xG > 0.

2 2 2 2 2 2 2 2 2
We < Whor < Wiz Wi < We < Wigo | Whoy < Wipg < We

v

[\

l l (eoao)

ol
Q|

Figura 8.2: Relagoes entre wpoy, wpoo € w,. para cada intervalo de (eOaO)Q, para FE —

kG >0
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8.3 Ondas modais no modelo nao local de Eringen

Para problemas de valor de contorno é conveniente estudar solugoes

exponenciais no tempo do tipo ondas modais
u(t,z) = MU (), »(t, ) =MV (x). (8.43)
Substituindo (8.43) nas equagoes (8.4)-(8.5), para p = 0 e ¢ = 0, resulta o sistema

completo de equacgoes diferenciais de segunda ordem

(—kGA — N2(egag)*pA)U" (x) + kGAV' (x) + pANU(z) = 0,
(8.44)
(—EI — X2(egap)*p)V"(x) — kGAU'(x) + (pIN* + kGA)¥(2) =0

para as amplitudes espaciais U(x) e ¥(x).

O sistema de equagoes em (8.44) pode ser escrito em termos matriciais

como a equagao diferencial matricial de segunda ordem

Myw"(z) + Cw'(z) + Kw(z) = 0, (8.45)
com
My =M+ MMy, K= ME+R, (8.46)
sendo
—a 0 —c(epag)? 0
M = ; IMINL = ( ° 0) 9 )
0 —b 0 —e(epap)
(8.47)
0 a c 0 00 U(x)
C= , E= , R= ) W(ZE) =
—a 0 0 e 0 a U(x)

Da equagao (8.45), tem-se que a formulagdo nao local pode levar a
equacao matricial deferencial singular para os valores \? = —(eo';f)g 5 ou A2 =
—ﬁ que fazem o coeficiente nao local matricial My ser uma matriz singu-
lar!. Em tal situacdo, ainda fazendo a suposicao g = 2 a matriz My seré nula, e

!Considerando A = iw estes valores que tornam My uma matriz singular sio os valores que
foram definidos como valores singulares wyg1 € wpoe anteriormente.
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o sistema diferencial de segunda ordem singular se tornara um sistema de primeira

ordem.
A solugao geral de (8.45) pode ser dada por
w(z) = h(z)a; + h'(z)ay = On(2)a, (8.48)
onde
Ox(z) = (h(z) h(z)),a=| " |, (8.49)
az

sendo a1, as s@o vetores constantes de ordem 2 x 1 e h(z) é a resposta matricial
fundamental, solu¢ao do problema de valor inicial
Myh"(z) + Cyh'(z) + Ky(A)h(z) =0,
(8.50)
h(0) =0, Mh'(0) = 1.
A resposta matricial fundamental h(z) pode ser obtida da formula fechada apresen-

tada em (A.2), considerando m = 2 e N = 2, de onde resulta

ad’ (x) —ad' (x) + cA?d(z) — c(egag)?A2d (z)

_pal a 2 _e 242 /1 —ad (2
h(z) = ( bd" (2) + (a + eA?)d(2) — e(e0an)?A2d” (x) ' (2) >7 (8.51)

e d(z) é a fungdo escalar geradora de onda modal nao local que satisfaz o problema

de valor incial

CONd(w) (I’) + CQNd”(ZE) + C4Nd(37) = O,
(8.52)

d(0) = 0, d(0) =0, d"(0) = 0, cond"(0) = 1,
com cyy, Can, € cqn coeficientes Qn (A, v) = det(V?M+~yC+K) = cony +cany*+can,
sendo
con(A) = ab + (egag)?(ceA?(egag)? + (cb + ae))\?
= ¢ + (eoan)?(ceX*(egag)? + (cb + ae))A\?,

can(A) = —(ae + cb)N? + (epag)?(—ca — 2X%ce)\? = ¢y + (egag)?(—ca — 2X\2ce) N2,

can(A) = A2ca + Mee = ¢y.
(8.53)
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sendo ¢y, ¢z € ¢4 0s coeficientes do caso cléassico dados em (7.46).

As raizes de Qn (N, v) = con ! + cany? + can = 0, sdo +id, e e resulta

_ dsenh(ex) — esen(dx)

= .54
d(z) conO€(€? 4 02) (8.54)
sendo
1
T=e= 5\/—292 +2v/(9%)? +4rt,
1
v =19, 0 = 5\/292 +24/(9?)? + 4r4, (8.55)
onde
s can(N) 4 can(A)
_ R . 8.56
= v con (V) (8:56)

No caso limite egag = 0, o problema de valor inicial (8.50) corresponde
ao problema de valor inicial do modelo local (7.41), ou seja, tem-se continuidade da

base @y (z) em (8.49) para a base ®(x) local em (7.43).

As raizes € e § em (8.55) podem ser reais ou imaginarias, e a natureza

depende dos valores de egag, as analises a seguir sao realizadas considerando A = iw.

Nas Figuras 8.3 e 8.4 sao apresentadas as partes reais e imaginarias
de e € para os parametros dados nas Tabelas 8.1 e 8.2. Na Figura 8.3 para o
modelo local, e na Figura 8.4 para o modelo nao local considerando eyag = epao;.
As simulagoes permitem observar a variagao da natureza das raizes dependendo do
valor de w em relagao as frequéncias w., wpo1 € wyo2. Para o caso local, os graficos na
Figura 8.3 determinam as caracteristicas ja conhecidas, d real para todos os valores
de w reais, e € real para w < w, e imaginario puro para w. < w. Para o caso nao

local observa-se nas simulagoes, para egag = egagr, que

)
real se w < w,

real se w < wyo2,
0= , €= imaginaria pura se w, < w < Wpo1,
imaginéria pura se wppe < W

real se w > wyo;
(8.57)
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sendo w,. = 4,999434583 x 10%3, wyy; = 1, 250336208 x 10 e wyoy = 2, 085144141 x

10,

2,5% 1004
2,% 10104
1,5% 1010
1,x 100

5,% 107

0

T T |
0 1,x 10" 2,% 10 3,x 1014
[0}

(a) ¢ para o modelo local

Figura 8.3: Modelo local:

6,%10°

5,% 10°

4,%x10°

3,%x 10°

2,%10°

1,x10°4

0 T T T T
0 1,x 101 2,x 1014 3,x 1014
0]

’— Re(e) — Im(e) " * - -wc‘

(b) Re(0) e Im(6) para o modelo local

(a) 0 e (b) Re(e) e Im(e)
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6,% 10°
5,% 107
3,x 1014
4,%10°
114
2x10 3,x10°
2,x10°
1,x 10"
J I,XIOQA
0 T T 1 0 T T 1
0 1,x 10" 2,x 101 3,x 101 0 1,x 10" 2,x 101 3,x 101
[0} [0}
— Re(9) — Im(d)
(a) Re(d) para o modelo nao local (b) Im(6) para o modelo néo local
5% 10!
4,x 10" 8.x10°7
7,% 10°
3,% 10! 6,% 10°
5,% 108
2, 10"~ 4,%10°
3, % 108
l,X 1011_
2,%10°
1,x 108
0 T T 1
0 1,x 101 2,% 10" 3,x 10 0

T T M T T T 1
® 0 2,x10% 4,x10 6,x 10" 8,x 10" 1,x 10*1,2x 10
®

(c) Re(e) para o modelo néo local

3,%x10°
2,x10°

1,%10° 4

0 T T ]
0 1,% 10" 2,x 101 3,x 1014

[Q)

(d) Im(e) para o modelo nao local

Figura 8.4: Modelo nao local: (a) Re(d), (b) Im(d), (c) Re(e) e (d) Im(e)
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Para comparar os modelos local e nao local restringe-se a frequéncia
a w < wpo1. Pois para valores acima de wyo; a natureza de € nao local nao reflete
caracteristica do caso local. No caso limite, egag — 0 tem-se que wpy; — 00 €

Wpo2 — OQ.

A natureza de § e € determina o comportamento da funcao escalar
geradora de onda modal d(z) dada em (8.54). Na Figura 8.5, a fungao d(z) ¢é
graficada para os valores de frequéncia w; = 4,9 x 1013 e wy = 1,2 x 10, tais que
w) < we < wy < wyor. As simulagbes permitem observar que para w; a funcdo d(x)
possui parcelas dadas por funcao seno e seno hiperbolico, enquanto para wo a fungao

d(x) torna-se oscilatoria.

6000 3007
4000 200
2000 100
T T T T T T T 1 T T T
-2,x107° -1,x10°° 0] 1,x 1077 2,x107%  -2,x10"° -1,%10°°
X
2000 -1004
-4000+ ~2h0
-6000- 004

(a) (b)

Figura 8.5: Fungao geradora d(z): (a) w =w; e (b) w = wy

8.4 Os espectros de frequéncia para uma viga nao local

bi-apoiada

Em 1953, foi observado por Traill-Nash and Collar [119] a existéncia de

dois espectros distintos de frequéncia para as vibragoes livres de vigas bi-apoiadas
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descritas pela teoria de Timosheko. Esta observacao sera discutida a seguir para a

equagao de frequéncia @y (w,v) = 0 do caso nao local, seguindo [115], [116].

Supondo vibragoes livres de (8.8) da forma de ondas modais u(t, x) =
eMU(z), Y(t,z) = eM¥(x), as amplitudes modais devem ser tais que verifiquem as
condigbes de contorno dadas em (8.18), ou seja

U0) =0, EIV(0)+ (eoao)? (pIA2W'(0) — pAN2U(0)) = 0,

(8.58)
U(l)=0, EIV(l)+ (egao)? (pIN2V'(I) — pAN2U (1)) = 0.

Para as condigdes de contorno em (8.58) obtém-se que A\ = iw. A fim
de obter esse resultado, define-se para fungoes vetoriais continuas em um intervalo
[0, 1]

x x
t) = [ ) ege = [ 9 (8.59)
fa(z) 92()

o produto interno

(f.8) = / £ ()g(e)de, (8.60)

N—

. Fazendo produto interno da equagao (8.45) por

com £ = ' = ( Fi@@) Fala)

w, resulta
(w(z), Myw"(2)) + (w(z), Cw'(2)) + (w(z), Kw(z)) = 0, (8.61)
que utilizando (8.46), pode ser reescrito na forma

A ((w(z), Mypw"(2)) + (w(z), Ew(z))) (8:62)
= — ((w(z), Mw"(2)) + (W(z), CW'(z)) + (w(z), Rw(z)))

Integrando por partes (8.62), resulta

I I
)\2/ (WEW — w'Mpy,w')dz = Blw, w] + / (Ww'Mw' + w¥Cw — w*Rw) dx
0 0
(8.63)
sendo

Blw,w] = — <)\2W*MNLW' f)+ wMw'|L + W*Cw|é> (8.64)



188

Das condigoes de contorno (8.58) resulta

B[w,w| =0, (8.65)

assim l
w*Mw’ + w*Cw — w*Rw) dx
_ b Jde (8.66)

A2

f(f (WEW — w*Mpypw') dz
Das definigoes de produto interno, considerando |z|*> = Zz, tem-se
!
2 fo a|lU'(z) — ¥ (z)|? + b|¥'(x)|*dx (3.67)
[re|U(@)]? + e| W (2)[2dz + (eoao)? [ c|U"(z)[? + e| W' (z)[2dz

assim \? é o negativo do quociente de duas grandezas positivas e portanto \ = iw,
w real, ou seja, A puramente imaginario.

As condigbes de contorno em (8.58) para A = iw sdo matricialmente

escritas como

A(w)w(0) + B(w)w'(0) = 0,
(8.68)

sendo
1 0 0 0
Alw) = , Bw)= . (8.69)
c(epap)’w? 0 0 b— e(egag)’w?
Substituindo a solu¢ao geral (8.48) nas condigdes de contorno (8.68)
resulta

A(w) (h(0)a; +h'(0)ay) + B(w) (h'(0)a; + h"(0)az) = 0, (8.70)

(8.71)

A(w) (h(D)a; + W (1)az) + B(w) (W (1)a; + h"(1)as) = 0.

O qual devido as condigoes iniciais de h(z) se reduz para

A(w)M]_Vlal + B(w) (M;,lal — M;;chNag> = 0, (8 72)
A(w) (h(D)a; + W(D)az) + B(w) (W(1)a, + h”(I)az) = 0. ‘
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Substituindo as matrizes My, C, A(w), B(w) e h(z) dadas respectivamente em

(8.47), (8.69), (8.51) segue o sistema

Ua =0, (8.73)
sendo
1
00 e 0
0 -1 1 0
U= , (8.74)
Ay Ay As Ay
As Ng A~ Ag
onde

A1 = (a — ew?)d(l) — (b — ew?(egag)?)d" (1),

Ay = —ad'(L),
Az = (a —ew?)d (1) — (b — e(egag)*w?)d" (1),
Ay = —ad"(l),
As = cw?(epap)?(a — ew?)d(l) + (ab — w?(egap)?(cb + ae — cew?(epag)?))d” (1),
Ag = (—bew? — w?(egap)*(ca — ecw?))d'(1) — (ab — w?(egao)*(cb + ae — ce(egag)*w?))d" (1),

A7 = w?(egap)?(ca — ecw?)d (1) + (ab — w?(egag)?(ch + ae — ce(epag)?w?))d" (1),

Ag = —w?(ac — cew?)d(l) + w?(ae — ce(epap)*w?)d" (1),

a1
a
as

a
Decorre de (8.73) que a; = ( H ) e ag =
0

(8.75)

0
, € 0 sistema se reduz a
a22
0,

D(\)3 =

A A
p=| =" ), s M. (8.77)
A5 As 22

(8.76)

sendo
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A existéncia da solugao nao nula a ocorre sempre que

Ap(w) = det(D) = (a — ew?)con (d"(1)* — d(1)d™ (1))
senh(el)sen(él)
2 oe

=0, (8.78)

= (a — ew?)con
para d(z) dada em (8.54). A equacao obtida em (8.78) ¢ da mesma forma que a

obtida para a teoria classica de Timoshenko [115].

Tem-se a amplitude espacial

a — ew?)d(x) — (b — ew?(egag)?)d" (x)) ar; — ad"(x)ass
vy [ (@ @)@ 0 e ) - a @ | o

ad' (z)ay; + (—w?ed' (z) + (w?c(epag)? — a)d” (x)) ag

onde a1, asy sao nao simultaneamente zeros e satisfazem a relacao

AI(ZH + A4CL22 =0. (880)
8.4.1 Primeiro e segundo espectros da viga bi-apoiada nao local

Para a viga bi-apoiada obteve-se em (8.78) a equagdo caracteristica

Ap(w) = det(D) = (a — ew?)con (d"(1)* — (1))
senh(el)sen(él)
con e

= (a — ew?)con =0, (8.81)

Tem-se que coy = det(My) # 0, e considerando w? # ¢, resulta que (8.81) é

satisfeita para

€= z? oud = %, (8.82)

e os autovalores A\ = 7w sao as raizes de

pon(V)w' = pan(7)w? + pan(7) =0 (8.83)
para vy = id ou v = €, onde
pon(7) = ce + (=2ce + ce(eoan)*y?) (eoao)*y?

pan () = ca+ (eoag)*(cb + ae)y* — (ae + cb + calegan)?)y? (8.84)

p4N(’Y> = @5’74-
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Este polinémio é obtido de reescrever Qy(w,7y) = 0 em poténcias de w, aqui o

interesse é em \ = iw, que correspondem a frequéncia naturais.
De (8.38), (8.39) pode-se escrever as raizes de (8.83) da forma

wa(n) = Lo (1= VA),

(1+(e0a0)2(2%)”)

, . Vi (8.85)
Wi (n) = 2(1_‘_(60%)2(%)2) (F + A) )
sendo
nim 2
' = (whoy + wiga) (€0a0)? (25)" + w2, (8.56)

nm )2 2 nm\4
A= [(Wl?m + WZOQ)(GOCLO)2 (T) + W?} - 4“’1?01“1?02(60@0)4 (T) 5

observa-se que I' é independente de egag. E importante observar que wyy € wys sao

reais para todos os valores de egag € n.

Da teoria local as frequéncias wy; surgem de assumir os valores § =

“% e sao referidas como sendo o primeiro espectro de frequéncias, enquanto wrs

surgem de € = ™" e sao referidas como o segundo espectro de frequéncias. O
primeiro e segundo espectros de frequéncias, para o caso local (classico) do modelo
de Timoshenko, tém sido discutidos por diversos autores [119, 71, 111, 9]. No que

segue, discute-se como o parametro nao local egay influencia tais espectros.

Em analogia ao caso local, define-se wxq e wyo respectivamente como

primeiro e segundo espectros da teoria nao local.

Considerando nanotubos de carbono com os parametros dados na Tabela
8.1, e dimensoes dadas na Tabela 8.2, estao graficadas, na Figura 8.6, as frequéncias
singulares wyo1, W2 € a frequéncia critica w,, juntamente com as frequéncias w1,

wy2 para valores particulares epag em (8.40), que satisfazem as seguintes relagoes?

2 € s b e s b 2
< - < < ——-—-<< < =< .
(€0a01) B (60%2) a p (€0G03) a (60@04)

2Para F — kG > 0.
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Figura 8.6: wy1 e wys para viga nao local bi-apoiada de carbono com secao circular,

frequéncias em (

1012).
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Nas simulagoes apresentadas na Figura 8.6 é possivel observar que para

wn1 € wyz dados em (8.85) que
WN1 — Who1 € W2 — W2 quando n — oo,

esses limites sdo observados também algebricamente em (8.42). No entanto, esta
aproximagao ocorre por valores maiores ou menores do que wyo1 € Wyo2, € estes com-
portamentos sao dependentes do valor do parametro egag. As seguintes observagoes

sao realizadas a partir dos graficos apresentados na Figura 8.6:

e Na teoria nao local de Eringen, proposto por Eringen, os dois espec-
tros tornam-se limitados quando n — 0o, o que nao ocorre no modelo

classico (epag = 0).
e Quando epag aumenta as frequéncias singulares wyp, € wype diminuem;

e Na Figura 8.6(b), observa-se que para (egag)® = (egao1)* < ¢ existe

intersecgao entre wyi € we.

e Nas Figuras 8.6(b)-(c) pode-se observar que wy; — wyo1 por valores

menores que Wy € Wn2 — Wy também por valores menores que wygs.

e Na Figura 8.6(d) pode-se observar que existe n real talque wyo = wpyo2,

isto se deve ao fato de escolher £ — € < egagps; < L.
a C a

e Na Figura 8.6(e) tem-se wys — wpyoz por valores maiores que wyoz.

A partir das simulagoes, foi construida a Figura 8.7, onde esta represen-

2

- 2 - ~ 2 2 2
tado o eixo (epag)? e para cada intervalo de (egag)? as relagoes entre wyy, € Wy € Wiy

2 2 2 2 2 2 _b_ e
e Wiy Sendo wiy; < wip Vegap real, enquanto wiy, < wiy, para 0 < (egag)” < ¢ — <

2 2 b 2 : b e 2 _ b avicte .
e Wiy < Wiy para ¢ < (egag)”. No intervalo 7 — € < (egap)® < ¢ existe intersecao

entre wiy, e Wiy, € a relagao entre eles muda, a Figura 8.6(d) ilustra essa situagao.
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2 2 2 2 2 2 2 2
Wy < Whot | Wy < Whot | W1 < Whot | Wy < Whot

2 >
Wy < Whoz | why < wiy

(NI
Q|
ol

ISHIS

Figura 8.7: Relagao entre wy; e wyo respectivamente com wy1 € Wyoz-

Pode-se observar portanto, que o comportamento das frequéncias de
ambos os espectros, wyi € wyo dependem do parametro egag, bem como o compor-

tamento destas frequéncias em relagao a frequéncia critica, w., e singulares wpyy; €

Wyo2-
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9 CONCLUSOES

Neste trabalho, foram determinadas solucoes do tipo ondas planas e
modais de modelos matematicos referentes a teoria de linhas de transmissao, com
e sem perdas, e a teoria de vigas, modelo de Timoshenko e modelo nao local de

Eringen.

Utilizando a formulacao matricial dos modelos em questao, as ondas
planas e modais foram caracterizadas em termos da base gerada pela resposta matri-
cial fundamental de sistemas de equagoes diferenciais ordinarias, de primeira ordem
para o modelo de linhas de transmissao, segunda ordem para modelo de Timoshenko

e quarta ordem para o modelo nao local de Eringen.

Uma forma fechada foi utilizada para determinar a resposta matricial
fundamental, tal forma envolve o acoplamento de um ntmero finito de matrizes
e uma funcao escalar geradora e suas derivadas. A funcao escalar geradora é bem
comportada para mudangas em torno de frequéncias criticas e sua robustez é exibida

através da técnica de Liouville.

Na teoria de linhas de transmissao, o modelo é um sistema de primeira
ordem usualmente desacoplado dando origem a formulacao telegrafica descrita por
um sistema de segunda ordem. Para a obtencao das ondas planas em linhas de
transmissao, o sistema foi classificado como regular ou singular tanto para o caso
livre como forcado. A determinacao de ondas planas em linhas forcadas foram
obtidas a partir da decomposicao da solucao em duas parcelas, sendo uma solucao
da equacao deferencial homogénea e a outra solucao da equagao diferencial nao

homogénea.

A formulagao modal, obtida ao buscar solucoes de ondas modais no mo-

delo de linhas de transmissao com multicondutores, envolve matrizes de impedancia
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e admitancia. A metodologia proposta neste trabalho, ao utilizar a base gerada pela
solucao fundamental, nao impoe restrigoes sobre as matrizes impedéancia e admitan-

cia, para a utilizacao de técnicas de diagonaloizagao como ocorre em [92], [95].

O caso das linhas de transmissao cujas matrizes de impedancia e ad-
mitancia sdo simétricas e ciclicas (padrao circulante) é considerado em detalhe, uma
vez que relaciona-se as matrizes de Fourier com a metodologia da sequéncia de com-
ponentes de Fortescue’s [43], sendo elas usadas no estudo de sistemas multifésicos
[66], [4], [56], [124]. O caso de uma linha de transmissdo multifasica com o mesmo
valor para os parametros de auto-indutancia e de indutancia mutua, bem como para
auto-admitancia e de admitancia mutua é estudado detalhadamente usando a teo-
ria circulante [28]. E observado que tais sistemas sdo ndo-defeituosos e que uma
constante de propagacao depende da indutancia, admitancia e do nimero de condu-
tores, enquanto as demais possuem o mesmo valor e sao independentes do ntimero

de condutores.

Simulagdes numéricas foram realizadas para linhas de trés fases com
perdas, quatro fases sem perdas e seis fases com simetria ciclica. As simulagoes
permitiram fazer observagoes sobre as decomposi¢oes da funcao escalar geradora
e onda modal, onde graficamente é possivel observar este comportamento viajante
para frente e para tras de componentes desta funcao. No caso da linha sem per-
das, observou-se que a funcao escalar geradora de onda modal é real, e para as
componente da resposta matricial fundamental observou-se comportamento do tipo
batimento, devido a proximidade das raizes. No exemplo de seis fases, as simulagoes
permitiram observar a amplificagdo e atenuacao na direcao positiva de z, para a

parte viajante para tras e para frente, respectivamente.

Na teoria de Timosheko, foram determinadas ondas planas, utilizando
a mesma metodologia de linhas de transmissao. Em particular, foram determinadas
ondas planas com componentes proporcionais, obteve-se que estas se propagam em

duas dire¢oes diferentes cujas amplitudes sao exponenciais ou lineares. Evidenciou-
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se que as ondas modais do modelo de Timoshenko podem ser escritas como super-
posicao de quatro ondas planas. No entanto, foi apresentado uma onda plana que
nao é uma onda modal. Assim, a classe de ondas planas contém a classe de ondas

modais.

As ondas modais foram decompostas em duas partes, uma onda que
viaja para frente e outra parte que viaja para tras, tanto na teoria de linhas de
transmissao quanto no modelo de Timoshenko. Essa decomposicao foi utilizada
para determinar as matrizes de reflexao e transmissao em descontinuidades e em
problemas de valor de contorno. Na teoria de linhas de transmissao, a descon-
tinuidade foi caracterizada pela juncao de linhas com impedancias caracteristicas
distintas, enquanto no modelo de Timoshenko a descontinuidade é causada por uma
fissura na viga. No que se refere as condig¢oes de contorno, foram considerados car-
regamentos em uma extremidade da linha e molas rotacionais e translacionais em

uma extremidade da viga.

No estudo das ondas modais, observa-se que as condi¢oes de contorno
classicas em vigas finitas envolvem a determinacao das frequencias naturais e modos
normais, enquanto nas linhas de transmissao limitadas, na presenca de um gerador,
¢ assumido uma frequéncia de entrada implicando condi¢oes de contorno nao ho-

mogéneas.

Simulagbes no caso de existéncia de fissuras da viga ilustram a influén-
cia de certos componentes antes e depois de valores criticos. O grafico da norma
eucliadiana matricial da matriz de reflexao é apresentado, juntamente com o grafico
dos modulos de cada componente, permitindo concluir qual componente matricial
que mais influencia a norma matricial, e consequentemente qual componente tem
amplidute dada por esse médulo. Os argumentos de algumas componentes da ma-
trizes de reflexao e transmissao também sao graficados, permitindo observar quais

componentes tem maior fase.
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Na obtencao de ondas modais para a teoria nao local de Eringen,
observou-se que o caso limite eyag = 0 leva a resposta matricial fundamental que cor-
responde & resposta do modelo de Timoshenko. Assim, observa-se a continuidade da
base modal gerada por essa solucao. Tal comportamento nao é observado no estudo
de ondas planas, onde o limite egag trouxe singularidades as condicoes iniciais dos
problemas de autovalor associados, tanto a resposta matricial fundamental quanto

a funcao escalar geradora de onda plana.

Tanto no modelo de Timoshenko como no modelo nao local de Erin-
gen, a funcao escalar geradora de onda modal é solugao de um problema de valor
inicial de quarta ordem. No modelo de Timoshenko, duas das raizes do polinémio
caracteristico associado sao puramente imaginarias para qualquer valor de frequén-
cia escolhido, enquanto as outras duas sao reais para valores de frequéncia abaixo
de um valor de frequéncia critica e tornam-se puramente imaginarias acima desse
valor, determinando assim comportamento oscilatério da funcao escalar geradora de
onda modal para frequéncias acima da frequéncia critica. Esse comportamento das
raizes nao é observado no modelo nao local de Eringen, onde as quatro raizes podem
assumir valores reais ou puramente imaginarios dependendo do valor de frequéncia
escolhido. Para o modelo nao local de Eringen, simulagoes realizadas permitiram ob-
servar que a funcao escalar apresentou comportamento oscilatério para um intervalo

de frequéncia entre a frequéncia critica w, e a frequéncia singular wyos.

A existéncia de um segundo espectro de frequéncia na teoria nao local
de Eringen foi observada para uma viga bi-apoiada, caracteristica ja observada no
modelo de Timoshenko. Observa-se que as frequéncias dependem do parametro nao

local egag, tornando-se limitadas, comportamento distinto da teoria de Timoshenko.
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Apéndice A RESPOSTA FUNDAMENTAL
MATRICIAL

Neste trabalho, frequentemente utiliza-se a féormula fechada para a res-
posta fundamental matricial h(z) de um sistema matricial linear, isto motiva a
apresentacao desta para um sistema arbitrario. Para um sistema matricial arbi-
trario de ordem m com matrizes coeficientes de ordem N x N com condigoes iniciais

impulsivas

th(m) (Z) + Alh(m—l) (Z) + - Amh(Z) = O,

(A.1)
h(0) = 0,(0) = 0,--- ,h("=2(0) = 0, Agh("~V(0) = T,
Na sequéncia é assumido det(Ag)# 0. Entao de [21], [20], [15],
mN j-1
h(z) =D > bid" I (B, (A.2)
j=1 i=0

onde b;, 1 =0,1,...,mNN sao os coeficientes do polinomio caracteristico

m mN
P(n) = det (Z Akﬂ?m_k> = ) by, (A.3)
k=0

k=0

d(z) é a fungao geradora escalar que satisfaz o problema de valor inicial
bod ™) (2) + byd™ NV (2) 4 - 4 bnd(2) = 0,
d(0) =0,d'(0) =0,---,d™2(0) = 0,bpd™ " *(0) =1,
e h, = h®(0) sdo as matrizes de acoplamento de ordem N x N que satisfazem o

sistema de valor inicial matricial em diferengas de ordem m

Aohyyy + Arthg oy + - Ay =0,
(A4)
hO = 07h1 = 07 7hm72 = O7A0hm71 =L

Os coeficientes do polinomio caracteristico P(n) podem ser obtidos por varios méto-

dos [97], [101].
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A funcao escalar geradora pode ser obtida utilizando transformada de
Laplace com expansao em fragdes parciais, segue para sua obtencao a férmula de

Heaviside [14],

- V1 (M) =l mk
m z A
ZZ (me — DI -1 € (A.5)

k=1 I=1
onde

d-' [ 1
Yr(n) = P {m}
P(n)

com Fy(n) = = 5m para P(n) = co(n —m)™ -...- (n—n:)"™", n; # 1 para k # i,
sendo P(n) dado em (A.3).

Alguns aspectos computacionals de fragoes parciais sao considerados no
caso em que todas as raizes 7 s@o simples, neste situa¢ao a formula (A.5) reduz-se

a
enkz

d(z) =) ) (A.6)

k=1
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Apéndice B INTEGRAIS DE FRESNEL

As integrais de Fresnel seno e cosseno sao definidas!, respectivamente

como
S(z):/ sinzt2dt, C(z):/ cos —t2dt. (B.1)
) .

As seguintes fungoes também sao definidas

\/>/ sint?dt, Sy(x \/_/ sm\/_ : (B.2)
f/ cost?dt, Chy(x \/_/ cos\/_ : (B.3)

As fungoes definidas possuem as seguintes interrelagoes

S(z) = Sy (a;\@) = (g) , (B.4)
C(z) = C <x\/§> =, (g) . (B.5)

As relacgoes de simetria das integrais de Fresnel sao

C(—=z)=—-C(z), S(—z)=-=5(2), (B.6)
C(iz) =iC(z), S(iz) =—iS(2) (B.7)
C(z)=C(2), S(z)=5(2) (B.8)

No que se refere ao processo de limite tem-se

T—00 T—r00

lim S(z) = % lim C(z) = % (B.9)

Graficamente as integrais de Fresnel sdo representadas na Fig.(B.1)

'Referéncia [1].



Figura B.1:

A [
\/i\ \\ I
\ | /
VAR T\
!
\/
——C(x) — S(x)

Representacao grafica das integrais de Fresnel S(z) e C(z).
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