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Resumo

Extensoes de Ore sao anéis de polinémios, denotados por R[z; o, §], nos quais a varidvel
x e os elementos de R nao comutam necessariamente. Algebras de Hopf fracas sao algebras
que também sao codlgebras e satisfazem um conjunto de axiomas de compatibilidade
entre essas estruturas. Neste trabalho investigamos extensoes de Ore cujo anel base é
uma algebra de Hopf fraca. Mais especificamente, dada uma &algebra de Hopf fraca R,
estudamos sob quais condigoes Rx; o, d] é uma élgebra de Hopf fraca com uma estrutura
que estende a estrutura de R. Sob certas hipdteses, obtemos condigoes necessarias e
suficientes para que a extensao de Ore seja uma algebra de Hopf fraca, obtendo assim
um resultado que generaliza um teorema de Panov para o contexto de dlgebras de Hopf
fracas.

Palavras-chave: Extensoes de Ore. Algebra de Hopf fraca. Caracter. Coderivacao.
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Abstract

Ore extensions are polynomial rings, denoted by R|z; o, d], in which the variable z and
the elements of R do not commute necessarily. Weak Hopf algebras are algebras which
are also coalgebras and satisfy a set of axioms of compatibility betweem these structures.
In this work, we investigate Ore extensions whose base ring is a weak Hopf algebra.
More specifically, if R is a weak Hopf algebra then we study under what conditions
Rlz;0,6] is a weak Hopf algebra extending the structure of R. Under certain hypotheses,
we obtain necessary and sufficient conditions for an Ore extension to be a weak Hopf
algebra, obtaining a result that generalizes a Panov’s theorem to the setting of weak Hopf
algebras.

Keywords: Ore extensions. Weak Hopf algebra. Character. Coderivation.
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Introducao

Sejam R uma k-algebra, ¢ : R — R um endomorfismo de R e § : R — R uma o-
derivagao. A partir desses elementos podemos considerar a k-algebra gerada por R e por
um elemento x, que nao estd em R, sujeita a relagdo xr = o(r)z+J(r) para todo elemento
r € R. A nova élgebra obtida é denotada por R|x;0,d] e recebe o nome de extensao de
Ore. Tal algebra consiste basicamente de polinomios em uma variavel sobre a algebra R,
sendo que essa varidavel nao comuta necessariamente com os elementos de R e recebe esse
nome em homenagem ao matematico Noruegués Oyesten Ore (1899-1968), por ter sido o
primeiro a estudar essas extensoes. Os primeiros resultados obtidos dessa teoria podem

ser vistos em seu artigo Theory of non-commutative polynomials de 1933 [21].

Observemos que existem algebras de Hopf bem conhecidas que podem ser construidas
a partir de extensoes de Ore. Por exemplo, para um inteiro n > 2 sejam G o grupo ciclico
de ordem n gerado por g e ¢ uma raiz primitiva da unidade de indice n. Consideremos
a algebra de grupo R = kG e o automorfismo ¢ : R — R, dado por o(g) = qg. Entao,
a algebra de Taft H,2(q), isto é, a k-algebra gerada por z e g sujeitos as relagdes g" =
1, 2" =0 e xg = qgz, é o quociente da extensao de Ore R|x; o] pelo ideal gerado por z".
Uma outra algebra de Hopf que é extensao de Ore é a envolvente quantica da algebra de

Lie sl(2). Mais exemplos serdo apresentados no decorrer do texto.

Extensoes de Ore de algebras de Hopf foram utilizadas no artigo de Beattie, Dascalescu
e Griinenfelder [I], que foi publicado em 1999. Nesse trabalho, certas dlgebras de Hopf
foram construidas via quocientes de extensoes de Ore, com o intuito de apresentar uma
resposta negativa a décima conjectura de Kaplansky, a qual afirma que para uma deter-
minada dimensao fixa, existem apenas um numero finito de classes de isomorfismos de

algebras de Hopf dessa dimensao (veja em [23]).

Em 2003, Alexander Nikolaevich Panov publica o artigo Ore FEatensions of Hopf Al-
gebras [22], que trata mais especificamente sobre extensoes de Ore a partir de dlgebras de
Hopf. Em seu trabalho, Panov caracteriza as extensoes de Hopf-Ore geradas por elemen-
tos skew-primitivos. Anos depois, em 2015, surge o artigo Connected Hopf algebras and
iterated Ore extensions de Ken Brown, Steven O’Hagan, James Zhang e Gao Zhuang [5],

que generaliza substancialmente o resultado obtido por Panov e também caracteriza as



possiveis extensoes para o caso de algebras conexas.

Existem varias generalizacoes de algebras de Hopf, mas estaremos interessados nas
chamadas dlgebras de Hopf fracas. Algumas das construcoes originais de algebras Hopf
fracas foram motivadas por aplicacoes para algebras de operadores e outras foram devido
as suas relacoes com “deformacoes dinamicas de grupos quanticos”. Alguns dos primei-
ros trabalhos a apresentar explicitamente o conceito de dlgebra de Hopf fraca foram os
de Florian Nill em 1998 [20] e o de Gabriella Bohm, Florian Nill e Kornél Szlachényi,
em 1999 [4]. Assim, como no caso de algebras de Hopf, uma algebra de Hopf fraca é
um espaco vetorial R sobre um corpo k que possui estrutura de algebra e de coalgebra
simultaneamente, com uma certa compatibilidade. Para a compatibilidade é proposto
um novo conjunto de axiomas para a counidade, de forma a garantir que a categoria de
representagoes dessa dlgebra (Rep R) seja monoidal. J& os axiomas para a antipoda sao
propostos de forma que Rep R seja uma categoria rigida. Essas propriedades de Rep R sao
muito interessantes, tanto que em [10], Etingof, Nikshych e Ostrik mostraram que qual-
quer categoria de fusao (que é uma categoria monoidal, rigida com propriedades extras)

é equivalente a Rep R.

O principal objetivo desse trabalho é estudar extensoes de Ore, nas quais o anel base
é uma algebra de Hopf fraca. Vamos seguir no sentido de generalizar o Teorema de

Panov, e também fazer algumas consideracoes sobre o trabalho de Brown et al (2015).

No primeiro capitulo faremos um apanhado com os principais pré-requisitos para um
melhor entendimento do texto. Vamos dedicar a terceira secao desse capitulo para expor
os principais resultados obtidos na teoria de extensoes de Hopf-Ore que sao o Teorema
[.3.2 e o Teorema [[.3.4

Ja no segundo capitulo estao os principais resultados obtidos nesse trabalho, que gene-
ralizam os de Panov para o contexto de algebras de Hopf fracas. Comegamos esse capitulo
com discussoes a cerca de caracteres fracos, que generalizam os caracteres, e coderivagoes.
Em alguns casos, concluimos que as unicas extensoes possiveis, com o elemento x sendo
primitivo fraco, sao extensoes nas quais a derivacao é nula. Na secao 3, apresentamos
mais algumas consideragoes essenciais sobre elementos group-like fracos, elementos skew-
primitivos fracos e skew-coderivacoes para finalmente apresentar o Teorema que
generaliza o resultado obtido por Panov. Por fim, discutimos o caso em que o elemento

gerador é primitivo fraco, obtendo como principal resultado o Corolario [2.3.21]

No tltimo capitulo faremos algumas consideragoes com o intuito de obter resulta-
dos andlogos, para o contexto de dlgebras de Hopf fracas, aos obtidos por Brown et al.
Nesse capitulo obtemos resultados parciais, ou seja, temos resultados para o skew anel de

polinémios R|x; o] e para o anel de operadores diferenciais R[z; d].



Capitulo 1

Preliminares

Comecamos fixando algumas notagoes. Usaremos a letra k para representar um corpo,
k* =k — {0} o grupo multiplicativo do corpo k. Todas as algebras (serdo sempre com
unidade 1) e codlgebras serao assumidas sobre um corpo k, salvo mengao contraria. Todos
os homomorfismos e derivagoes dessas algebras/coédlgebras serao consideradas k-lineares
e os produtos tensoriais serao considerados sobre k. Em geral, denotaremos uma algebra
por (A, u,m), onde p indica a sua multiplicacao e 1 a unidade e as codlgebras por (C, A, ¢),
onde A denota a comultiplicacao e € a counidade. Também usaremos a notacao A* para
denotar o espago dual de uma algebra, ou seja, o conjunto de todas as transformacoes

lineares de A em k.

1.1 Extensoes de Ore

Extensoes de Ore consistem em polinomios sobre um anel R em uma variavel, a qual
nao comuta necessariamente com os elementos de R. A seguir vamos apresentar algumas
definicoes e resultados pertinentes para esse texto sobre o tema. Para tal, vamos nos
guiar basicamente em [I1] e [I5]. Para resultados mais bdsicos, usaremos [I4] e [I2].

Nessa secao, R sera sempre um anel com unidade.

Definigao 1.1.1. Seja 0 um endomorfismo de R. Uma o-derivacdo de R é uma fung¢ao
aditiva 6 : R — R tal que
d(rs) = o(r)d(s) + do(r)s,

para quaisquer r,s € R. No caso que o € a identidade de R, dizemos simplesmente que 0

¢ uma derivac¢ao de R.

Definicao 1.1.2. Sejam R um anel, o um endomorfismo de R e 6 uma o-derivagao de

R. Vamos escrever S = R[x;0,0] para indicar que:

(a) S € um anel, contendo R como subanel;



(b) x € um elemento de S;
(¢) S é um R-mddulo a esquerda livre com base {1,z,2°, - };

(d) xr =o(r)x + 0(r), para todo r € R.
Tal anel S é chamado de Extensao de Ore de R.

Notemos que também é possivel definir extensoes de Ore sendo um R-médulo a direita,

com mesma base, satisfazendo a rela¢do rz = xo(r)+09(r) e com 6(rs) = o(r)o(s)+rd(s).

Seja S = R[z; 0, d] uma extensao de Ore, onde S é visto como um R-médulo a esquerda
(respectivamente a direita) com base {z" | n > 0}. Se ¢ for um automorfismo, entao é
facil verificar que {z" | n > 0} também ¢é uma base de S como R-médulo a direita

(respectivamente a esquerda).

Observemos que se o endomorfismo o for a identidade de R, entao escreveremos R[z; J]
em lugar de R[z;id,d] e tal anel é chamado de anel de operadores diferenciais. No caso
em que a derivagao ¢ é nula, escreveremos R[z;c]| em lugar de R[x;0,0] e tal anel é
chamado de skew anel de polinomios sobre R. Ja no caso em que 0 = id e § = 0 temos

simplesmente o anel de polinomios sobre R.

E possivel mostrar que extensoes de Ore sempre existem.

Proposicao 1.1.3. [11l, Proposition 2.3] Dado um anel R, um endomorfismo de anéis o

de R e uma o-derivagao § de R, erxiste uma Extensao de Ore R[z;0,0].

As extensoes de Ore possuem uma Propriedade Universal, a qual nos diz como estender

um homomorfismo de um anel R a extensao de Ore R[z;0,0].

Proposicao 1.1.4. [11, Proposition 2.4] Seja S = Rlx;0,d] uma Extensio de Ore de
R. Suponha que temos um anel T, um homomorfismo de anéis (ndo mecessariamente

unitdrio) ¢ : R — T, e um elemento y € T tal que

yo(r) = ¢(a(r))y + ¢(0(r)), para qualquer r € R. (1.1)

Entao existe um inico homomorfismo de anéis (nao necessariamente unitdrio) ¥ : S — T

tal que Yln = ¢ ¥(z) = y.

Demonstragao: A funcio definida por (>, ma') == >, ¢(ri)y" estd bem definida e é
aditiva. Mostraremos agora que v (st) = ¥(s)1(t). Primeiro observemos que para a € R
ete S,



Ylaxt) = Plax Z bix') = ¥ (a Z rhir') = ¢(Z ac (b)) x"™ + ad(b;)z")

Por indu¢ao, suponhamos que ¢ (az™t) = ¢(a)y"(t), paran > 0. Assim, para todot € S,

temos
Ylaz"t) = Y(ax Z (xb;)x Za(b) 4 5(by)t)
= P(az” Z (b)2**) + (az” 26
= ¢la)y"y Za e + la)y" Za
- (qu D+ 960y )
Zygb a)y" ().

Consequentemente, dados s,t € S, temos
= w(z azwit) = Z w(aﬂ?it) = Z ¢(az‘)yi¢(t) = h(s)(t).

Finalmente, vejamos que v estd unicamente determinado. De fato, pois se ¢’ for um outro

tal homomorfismo, entao

W) =Y ai') = ) _v'l@a’) = 3 v/(@)d/(2) = p_olay’ = D v(ay' = v(s)

%

para qualquer s € .S.

Observemos na Proposicao acima que, se assumirmos que a relacao

Yop O(1) = 90(r) -op y + ¢0(r) & G(r)y = ygo(r) + ¢o(r), (1.2)

é satisfeita (como se estivéssemos com a estrutura de algebra oposta em 77), em lugar

da relagao (1.1)), obtemos um anti-homomorfismo de anéis ¢ : R[x;0,0] — T, isto é,

U(fg) = ¥(9)¥(f), para quaisquer f,g € R[x;0,4].
Lema 1.1.5. [11, Ezercise 20] Seja R[x;0,0] uma Extensdo de Ore. Ser € R en € N,

bt



entao

2" = 0" (r)ax" + a2+ - agx + 0" (r),

para alguns an_1,--- ,a; € R.

Demonstragao: Argumentaremos por indugao em n. Se n = 1, entao
xr =o(r)x +0(r).

Suponhamos que a propriedade desejada é satisfeita para n > 0. Logo,

2" = 2"(o(r)x +6(r)) = 2o (r)x + 2"5(r)

+1

)

o)™ a2 4+ a2 + 6" (o (r))x

+ o"(6(r))a" +al,_ 2"t - a4 5"(6(r))
(1)

o)™ a2 + a2 e+ 6T (),

como desejado. Notemos que z"r = h,,x + 6"(r), onde h,, = o™(r)z" ' + a, 12" % +
-~-+a; € Rlz;0,6]. A

O seguinte lema ¢ de extrema importancia para o restante do texto.

Lema 1.1.6. Sejam R e S K-dlgebras, onde K é um anel comutativo. Se A é um R-
mddulo a esquerda livre com base {a;}icr € B um S-mddulo a esquerda livre com base
{b;};es, entio A @k B € um R ®k S-mddulo a esquerda livre com base {a; @ b; : i €
I,jelJ}.

Demonstracgao: Observemos que um elemento de A @ B possui a seguinte forma:

Z q®d; = Z <Z rlmam> ® (Z Slnbn) = Z (Z 7, @ Sln> (am®by) = Z’)/m,n(am(@bn),
=1 l l m,n

mel neJ m,n

onde Y € R ®p S. Isso nos mostra que o conjunto {a;, ®b;: i € I,j € J} gera AQk B
como R ®p S-médulo a esquerda. Notemos que para cada ¢ e j temos as seguintes
projecoes

pi:A— R e qgj: B—=S

dadas por: p;(>_ma;) =r; e ¢;(>_ siby) = s;, de modo que obtemos uma fungao K-linear

Pi®qj: A®rg B = R®k S satisfazendo

(pi®g;) (Z a® dl> = (pi®g;) (Z T bn)> = ,;, para quaisquer i € [,j € J.
l m,n

Logo, se > Ymn(@m ® b,) = 0, entdo v;; = 0 para quaisquer ¢ € I,j € J. Portanto,

6



{a; ®0b;: i €l,j € J} éum conjunto linearmente independente sobre R ®x S. B

Lema 1.1.7. Sejam R uma k-dlgebra, onde k é um corpo, e H = R|x;0,0] uma extensao

de Ore. Entao H® H é um R® R-mddulo a esquerda livre com base {x" @z™ | n,m > 0}.

Demonstragao: Segue do Lema anterior. B

A seguir vamos mostrar como podemos estender endomorfismo ¢ e uma o-derivagao
0 para a algebra produto tensorial. Sejam A e B k-algebras. Para um endomorfismo

0 : B — B e uma o-derivacao 6 : B — B, a funcao
0:=id®dé: A® B — A® B, a®bra®d6(b), Ya€e Abe B
é uma @ := (id ® o)-derivacao, pois para quaisquer a,c € A e b,d € B temos:

0((a®b)(c®d)) = 0(ac®bd) = ac® d(bd) = ac ® (5(b)d + o (b)d(d))
= ac®(b)d+ ac® o(b)d(d)
= (a®@6(b)(c®d)+ (a®a(b))(c®i(d))
= da®b)(c®d) +7(a®b)(c®d).

A partir das observagoes acima, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.1.8. Sejam A e B k-dlgebras, o um endomorfismo de B € 0 € uma o-derivacao

de B. Entao, com as notagoes acima,
Y A® Blr;0,0] — (A® B)[T;7, 9], a®br" — (a®b)T" (1.3)
define um isomorfismo de dlgebras.

Para a demonstracao desse teorema, usaremos o seguinte lema:

Lema 1.1.9. Sejam A, B e C k-dlgebras, f : A — C e g: B — C homomorfismos de
dlgebras tais que f(a)g(b) = g(b)f(a), para quaisquer a € A e b € B. Entdo, existe um
unico homomorfismo de dlgebras h : A®@ B — C que satisfaz h(a ® b) = f(a)g(b), para
quaisquer a € A eb € B.

Demonstracao: Note que a funcdao h : A x B — C, dada por h(a,b) = f(a)g(b) é
k-balanceada. Logo, pela propriedade universal do produto tensorial, existe uma unica

transformagao linear h: A ® B — C que satisfaz h(a ® b) = f(a)g(b). Temos ainda que:

hla@b)(c@d)) = hlac®bd) = f(ac)g(bd) = f(a)f(c)g(b)g(d)
= f(a)g(b)f(c)g(d) = h(a @ b)h(c® d)

7



e h(l1®1)= f(1)g(1) = 1. Portanto, h é homomorfismo de algebras. W

Demonstracao: (Demonstracao do Teorema [1.1.8]) Comecamos verificando que o
homomorfismo 1 dado no Teorema existe e estd bem definido. Seja C' = (A ® B)[z; 7, d].

Temos a inclusao ¢ : B — C, b+— 1 ® b e o elemento T é tal que

To(b) =T(1®0) =d(1®b)T+0(1®b) = (1®@0c(h))T+ 1@ () = ¢(a(b))T + ©(6(b)),

para qualquer b € B. Assim, pela propriedade universal da extensao de Ore (Proposigao
1.1.4), segue que existe um tnico homomorfismo de dlgebras ¢ : Blx;0,d] — C tal que
g(x) =T e g(b) =1 ® b para todo b € B.

Também temos a inclusao f: A — C, a+— a ® 1 que satisfaz

fla)g(h) = (@@ 1)(1@b) =a®b=(12b)(a®1) = g(b)f(a),

para quaisquer a € A e b € B. Logo, pelo Lema existe um tnico homomorfismo
de élgebras ¢ : A ® Blz;0,8] — (A ® B)[T;7,0] dado por ¥(a ® ba") = f(a)g(bs") =
(a®1)(1®b)T" = (a ® b)T", para quaisquer a € A, b€ Ben > 0.

Para mostrar o isomorfismo, vamos apresentar uma inversa de 1. Consideremos a
aplicagao

0:A® B— A® Blx;0,0], a®@b— a®b,
(produto tensorial de id4 com a inclusdao de B em B[x;0,0]). O elemento 1 ® = €

A ® Blx;0,0] satisfaz o seguinte:

(Ilx)fla®d) = a®xzb=a® (c(b)x+ (b))
= a®@ob)zr+a®00b)=(a®cd)(1®x)+a® i)

= o(a®b)(1®z)+d(a®b)
= 0(G(a®b)(1®1)+0(5(a®b)), Vac A be B.

Logo, pela propriedade universal da extensao de Ore, segue que existe um tnico homo-

morfismo de anéis

V' (A® B)[7;7,0] = A® Blz;0,4),

tal que V' |a0p =0 e ' (T) =1 ® z.

Finalmente, vamos verificar ¢’ é uma inversa para 1):
V(Wla@ba")) = ¢ ((a®@b)x") = (a®@b)P'(z") = (a @ b) (1@ 2)" = a ® ba";

P ((a@b)7")) = ¢((a®@b)(1®z") = ¢(a®br") = (a®b)z"



Isso conclui a demonstracao. H

Apresentaremos agora alguns exemplos de certas algebras bem conhecidas que podem

ser construidas a partir de extensoes de Ore.

Exemplo 1.1.10. Sejam R um anel comutativo, o € Aut(R) e G o grupo gerado por
o. Consideremos o skew anel de grupo R x G, ou seja, o R-maodulo a esquerda livre
com base G no qual a soma € definida de forma natural e a multiplicacao € definida por
(rxo)(sxvy) =r(c-s)*(co7), onde a agdo de G sobre R é dada por c* -1 = o'(r).
Entao, existe n > 0 tal que R* G = R[x;0|/ < 2" — 1> ou R* G contém R|x;c| como

subanel.

De fato, como temos a inclusao ¢ : R — R % GG e, para qualquer r € R,

(Ixo)p(r)=1x*xo)(rx1)=0c(r)xc=p(c(r)(1*xc) = (poa)(r)(lx*o)

pela propriedade universal da extensao de Ore, existe um tinico homomorfismo de anéis

P R[z;0] = R G tal que §|gr = ¢ e p(x) = 1 x 0. Consequentemente,

1. se ¢ tem ordem finita, digamos n, entao P é um epimorfismo e assim R x G =
R[z;o)/ <a™—1>;

2. se o tem ordem infinita, entdo ¥ é um monomorfismo e assim R G contém R|z; o]
como subanel. De fato, R x G & R[z,x~!; 0], onde o tltimo denota o skew anel de

polinomios de Laurent.

Exemplo 1.1.11. Seja g uma dlgebra de Lie de dimensao 2 sobre um corpo k. Entdo a

sua envolvente é U(g) = klz,y] ouU(g) = kly][z;d].

Neste caso temos que, ou g é abeliana ([ , | = 0), ou podemos encontrar uma k-base

{z,y} de g tal que [z,y] =y (veja [0, Theorem 3.1]).

1. Quando g é abeliana: U(g) = k[z,y], no qual {z,y} é uma k-base de g;

2. Quando g nao é abeliana: U(g) = k[y][x;d], no qual 0 : kly] — k[y| é dada por:
3(f) = y5t.

Seja k um corpo e q € k*, define-se a dlgebra de Weyl quantica sobre k como sendo

a k-algebra dada por dois geradores 2’ e 3’ sujeitos a relacao 'y’ — qy’z’ = 1 e denota-se
por Af(k).

Exemplo 1.1.12. A dlgebra de Weyl quantica € uma extensao de Ore de kly|.



De fato, sejam k[y] o anel de polinémios sobre um corpo k, ¢ € k* com ¢ # 1 e seja 0 o
automorfismo de k[y] dado por o(y) = qy. Defina ¢ : k[y] — k[y] por:
flay) —fly) _o(f) —f

6(f(y) = = Za(y)_y,fek[y]-

Dessa forma ¢ é uma o-derivagao e a extensao de Ore S = k[y|[z; 0, 0] é a dlgebra de Weyl
quantica A(k) (para ver isso, basta verificar pela propriedade universal da extensao de
Ore que podemos definir ¢ : S — A{(k) por: ¢¥(y) = v e ¥(x) = 2/, onde 2’y sdo os

gerados descritos no pardgrafo acima do exemplo, e que ¢ é um isomorfismo).

1.2 Algebras de Hopf fracas

Nessa secao as principais referéncias serao [4], [19], [6], [7], [L6] e [13]. As trés ultimas
referéncias servem como apoio ao leitor nao familiarizado com a notagao e também para
resultados do contexto de dlgebras de Hopf (ordindrias) que ainda valem no contexto fraco.
Aqui vamos apresentar a definicao de algebra de Hopf fraca e suas principais propriedades

que serao usadas no decorrer do texto.

Comegamos lembrando que para uma codlgebra (C, A €) e uma algebra (A, u,n), o
conjunto Hom(C', A) — das transformagoes lineares de C' em A — possui uma estrutura

de algebra com o produto convolugao dado por:
(fxg)(c)=(no(f®g)oA)c), Vee C, f,g € Hom(C, A),

e unidade lyom(c,a) = noe. Com as notagdes acima, (H,A,€) é uma dlgebra de Hopf
se H é uma algebra e uma coalgebra com A e ¢ homomorfismos de algebras unitarios e,
além disso, idy possui um inverso na algebra de convoluc¢ao (End(H),x*). Tal inverso ¢é

chamado de antipoda e geralmente é denotado por S.

A seguir apresentaremos a definigdo de bidlgebra fraca, e em seguida a de algebra de
Hopf fraca, que s@ao os objetos de estudo desse texto. A principal diferenca do contexto
“classico” para o “fraco”, é que neste iltimo nao exigimos mais que A seja unitaria, e a

counidade passa a ser apenas “fracamente” multiplicativa.

Vamos utilizar a notagao de Sweedler para codlgebras com uma pequena ressalva:
omitiremos o simbolo de somatério e escreveremos simplesmente A(r) = r; ® ry, em lugar

de A(r) = Y. ry ® 1. Mais a frente também usaremos a notagio A®? para denotar a
(r)
composicao (id ® A)A ou (A ® id)A em uma codlgebra coassociativa.

Definicao 1.2.1. Dizemos que R é uma bidlgebra fraca se R for uma dlgebra que também

¢ uma codlgebra com comultiplicacao A e counidade € tais que
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(a) Aab) = A(a)A(D);
(0) (A1) ®1)(1® A1) =(A®id)(A(1)) = (1 ® A(1))(A1) @ 1);

(c) €(aby)e(byc) = e(abe) = e(aby)e(byc),
para quaisquer a,b,c € R.
Notemos que a segunda condigao da defini¢ao nos diz que:
LeLLelL,=11L813=1,®11,®1),

onde usamos que A(1) =1, ® 1, = 1] ® 14,

As identidades a seguir serao importantes para demonstrar propriedades coassociativas

em uma extensao de uma bidlgebra fraca R. Para todo elemento r € R temos que:

o A®2(P)(A(1)®1) = (A(r1)@m2)(A(1)®1) = A(r)) A(1) @71y = A(r1) @19 = A®2(7).

o A®2(P)(1®A(1)) = (MeA(r:))(10A(1) = 1 @A(r)A(1) = 1 @A(ry) = A®2(r).
A partir da definicao acima, podemos definir as seguintes transformagoes lineares:

¢ :R— R, €s: R— R, ¢, R— R, e€.:R— R.
r— 6(117”)12 r— 116(7’12) T = €(T11>12 r— 116(127’).

As imagens das fungoes acima serdo denotadas por Ry = €,(R) e R, = €,(R).

Agora vamos listar alguns resultados pertinentes para esse texto cujas demonstragoes

e mais detalhes podem ser vistos em [4, Section 2.2].

Lembremos que uma édlgebra A é dita separdvel se existe e = . 1a; @b; € A® A,
tal que Y " ja;b; = 1 e (a® 1)e = e(1 ® a), para qualquer a € A. Os conjuntos R; e
Ry, descritos acima, sdo subdlgebras separaveis de R (veja [4, Proposition 2.11]). Com as

notagoes acima, valem as seguintes relagoes, para quaisquer a,b € R:

(i) (e o e)(a) = ea);
(#i1) €(ae (b)) = e(ab) = e(€;(a)b);
(iv) €(es(a)b) = e(ab) = e(aey(b));
(v) st =ts para quaisquer s € R et € R;.
Observe que, pelos itens (i) e (it) segue que a € Ry < ¢(a) =aea € Ry < €45(a) = a.
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Lema 1.2.2. [6, 36.6] Seja R uma bidlgebra fraca. Entdo:

(1) Ala) =AD)(a®]l) < a=¢€la) < Ala)=0@21)A(1) < a=¢€(a);

(17) Ala) =A(1)(1®a) < a=¢a) < Ala)=(1®a)A(l) < a=¢€/a).

Notemos agora que, pelo observado antes do Lema, segue que A(a) = l1a ® 15 =
al; ® 1, para todo a € Ry e A(b) = 17 ® 13b = 11 ® bly, para todo b € R;.

Lema 1.2.3. Seja R uma bidlgebra fraca. Entdo A(1) € Ry ® Ry.
Demonstracao: Notemos que
A(l) = 11 X 12 = 116(12) X 13 = 116(1/112) X 1/2 = 65(1/1) &® 1/2 € RS ® R.

Al) =101, =1, ®cl)l3 =1, ®e(1]12)1, =1, ® (1) € R® R,.

Logo,
A(l) e (Rs® R)N(R® R;) = Ry N Ry.

Onde a 1ltima igualdade pode ser vista em [7, Lemma 1.4.5]. B
Lema 1.2.4. Seja R uma bidlgebra fraca e a € R. Entao:

(1) €(Ra) =0 se, e somente se, ¢(a) =0 se, e somente se, €,(a) = 0;
(77) e(aR) =0 se, e somente se, €5(a) = 0 se, e somente se, €,(a) = 0.
Demonstragao: (i) Suponha que €(ra) = 0 para todo r € R. Entao
er(a) = e(11a)ly = 0 = 1ye(12a) = €,(a).
Suponha que €(a) = 0 e seja r € R. Entao e(ra) = e(rly)e(lia) = €e(re(a)) = 0.

Analogamente se €.(a) = 0, entao €(ra) = €(rly)e(lea) = €(rei(a)) = 0. A demonstragao

de (i1) é feita de forma andloga. B

Lema 1.2.5. Sejam R uma bidlgebra fraca, g um elemento de R. Entdo, para qualquer
n € N:

(1) e&(g) =1 se, e somente se, e(ag™) = €(a) se, e somente se, €.(g) = 1;

(77) €s(g) =1 se, e somente se, €(g"a) = €(a) se, e somente se, €,(g) = 1.
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Demonstracao: (i) Suponhamos que €(ag™) = €(a). Entao, €(g) = €(119)13 = €(11)15 =
1 e€(g) = 11e(lag) = 11€(12) = 1. Para as reciprocas vamos argumentar por induc¢ao em
n. Suponhamos que €,(g) = 1. Se n = 1, entao temos

c(ag) = e(alz)e(l1g) = €(ae(l1g)12) = €(ae(g)) = €(a).
Suponhamos agora por indugao, que €(ag") = €(a) para todo n > 1. Entao
c(ag"™) = e(ag"g) = e(ag”ei(g)) = e(ag") = €(a).
Suponhamos agora que €.(g) = 1. Para n = 1 temos:
e(ag) = e(ali)e(l2g) = €(alie(lag)) = €(ae,(g)) = €(a).
Suponhamos agora por indugao, que €(ag”) = €(a) para todo n > 1. Entao
e(ag"™) = e(ag"g) = e(ag"e,(9)) = e(ag") = €(a).

(ii) E demonstrado de forma andloga. W

Definicao 1.2.6. Seja R uma bidlgebra fraca. Dizemos que R ¢ uma dlgebra de Hopf

fraca se existe uma transformacao linear S : R — R, chamada de antipoda, tal que para
todor € R:

(@) mS(ra) = e(r);
(b) S(ri)ra = es(r);

(¢) S(r1)raS(rs) = S(r).

Vejamos alguns resultados que serao utilizados futuramente.

Lema 1.2.7. [/, Lemma 2.9] Em uma dlgebra de Hopf fraca R valem as sequintes relagoes:

oS =¢oe,=Soe¢, (1.4)

€05 =¢e,06,=80¢ (1.5)

Proposicao 1.2.8. [/ Theorem 2.10] Seja R wma dlgebra de Hopf fraca. Entao, a
antipoda é um anti-homomorfismo de dlgebras (S(ab) = S(b)S(a)), um anti-homomorfismo
de codlgebras (A(S(a)) = S(az) ® S(a1)) e a unidade e counidade sao S-invariantes, ou
seja,

S(1) =1, €oS =e
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O seguinte resultado nos fornece uma série de equivaléncias de quando uma &algebra

de Hopf fraca é uma &algebra de Hopf no sentido classico.

Proposicao 1.2.9. Seja R uma dlgebra de Hopf fraca. Sdao equivalentes:

(1) R € uma dlgebra de Hopf;
(i) A1) =1®1;
(173) e(ab) = e(a)e(b), para quaisquer a,b € R;
(iv) S(ai)as = €(a)l, para qualquer a € R;
(v) a15(az) = €(a)l, para qualquer a € R;

(’UZ) RS:kIZRt

Demonstracao: (i) = (ii) : Imediata.
(11) = (i4i) : Por definigao €(ab) = e(aly)e(12b) = €(a)e(b).
(731) = (ii) : Temos que

)

A1) =1, ®1s = Lie(1o) @ 1y = Lie(1,1) @ 1, @ 1e(1y) @ (1)1, = 1@ 1.

(1i1) = (i) : S(ar)ag = €5(a) = €(aly)ly = e(a)e(12)1y = e(a)l.
(1v) = (1) : Dados a,b € R, temos que:

e(ab)l = S((ab);)(ab)s = S(b1)S(a1)asbs = S(by)e(a)1bs = e(a)e(b)1,

de onde segue que €(ab) = €(a)e(b).

(i7i) < (v): De forma analoga a (iii) < (iv).

(17) = (¢): Como ja vimos (i1) = (ii7) e, portanto, implica também em (iv) e (v). Logo,
para mostrar que R é uma &lgebra de Hopf, resta verificar que €(1g) = 1. Temos que
€(1r)1gr = S(11)1e = S(1g)1r = 1gr = 1x1g, 0 que implica em €(1g) = 1.

(1i1) = (vi): Seja a € R,. Entao,

a = es(a) =€(aly)l; = €(a)e(ls)1; = €(a)l € k- 1.

Analogamente, R, C k-1. Como 1 € R, N Ry, segue que Ry =k -1 = R;.

(vi) = (7i): Como A(l) € Ry ® Ry, segue que existe A € k tal que A(1) = A\(1® 1).
Também temos que A(1) = A(1)?, de onde segue que A = A% Por outro lado, usando a
counidade temos que 1 = (1 ® €)(A(1)) = Xe(1)1, o que implica que A é invertivel. Logo,
A =1¢eassim A(1l) = 1 ® 1. Portanto, e(ab) = e(aly)e(120) = e(a)e(b), para quaisquer
a,be R. 1
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Agora vamos listar alguns exemplos de algebras de Hopf fracas. Comecamos obser-
vando que toda dlgebra de Hopf é uma &dlgebra de Hopf fraca. Também, temos que se A
e B sao algebras de Hopf fracas, entao a algebra produto tensorial A ® B também o é, o

que sera mostrado no Lema a seguir.

Lema 1.2.10. Sejam A e B dlgebras de Hopf fracas. Entao T = A ® B € uma dlgebra
de Hopf fraca via:

AT(&®b) = (a1®b1)®(a2®b2), ET(CL®b) :EA(CL)GB([?), ST(a®b) :SA(G)®SB(b),
para quaisquer a € A,b € B, onde Aa(a) = a1 ® ay e Ag(b) = by ® bs.

Demonstracao: Note que a estrutura de algebra e de codlgebra é a usual do produto
tensorial, assim 7' é uma codlgebra coassociativa, dlgebra associativa e Ay é multiplicativa.
Logo, necessitamos apenas verificar as seguintes condicoes:

(1) (Ar(1r) ® 17)(1r ® Ar(lr)) = AR (1) = (17 ® Ar(17))(Ar(lr) @ 17);

(2) er(XY2)er(Y12) = er(XY Z) = er(XV1)er(YoZ), VXY, Z € T}

(3) Axiomas da antipoda.

Para (1) vamos usar a seguinte notagao: A(14) = 1,®1, =11®1, e A(lg) = 1, ®1, =

1, ® T,. Assim, temos que:

AP2(17) = (idy @ Ap)Ap(ly) = (idr @ Ar)(1, @ 1) ® 1, ® 1y)
= 1, ®1;® (12); @ (12); ® (12)2 @ (13)2
= Lo ®Lll® (1) @151 (1)
= LeLhoLllehl®l,el,
= (L9 9LELE1LEIE)(I4®1R1, T, @1, T,)
= (Ar(l7) @ 17)(1r @ Ar(17)).

Analogamente, (1T (24 AT(lT))(AT(]-T) &® ].T) = A%2(1T)

Para (2) sejam (x ® y),(a®b), (p ® q) € A® B. Entao,

er((z®y)(a®b)(pRq)) = er(vap ®ybg) = ea(zap)ep(ybq)
= ea(zay)ea(asp)ep(ybr)en(b2q)

= er(za; ®@ yby)er(asp ® baq)
T ®y)(a1 @ by))er((az ® ba)(p ® q))

)(a@b)i)er((a @b)a(p @ q)).

(

(

= ea(rar)ep(ybr)ea(asp)ep(baq)
(

(z®@y

= ep((z®y

Analogamente, e7((z @ y)(a®@b)(p® q)) = er((z @ y)(a @ b)a)er((a @ b)1(p @ q)).
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Vejamos agora (3). Se a ® b € A® B, entao

ST<<(I X b)1)<a & b)g == SA(CL1>6L2 (=Y SB<b1)b2 == 11€A(6L12) ®11€B(b12)

(11 & 1 )(EA((I12> X EB(b]_ )) = (11 & Tl)(€T<a12 & ng)
= (L®L)er((a®b)(ly ® 1s)) = (Ir)ier((a ® b)(1r)2)
(er)s(a @ b).

Analogamente, (a ® b);57((a ® b)2) = (er):(a ® b). Finalmente,

ST(((I ® b)l)(a & b)QST((a & b)3) = (SA(al) & SB(bl))(ag ® bg)(SA(ag) & SB(bg))
= SA(al)GQSA(Gg) ®SB(b1)bQSB<bg)
= SA(CL)®SB(b> :ST(CL®b).

O que conclui a demonstragao. W

Exemplo 1.2.11. O anel das matrizes M, (k) sobre um corpo k, cuja base vamos denotar
por {E;; : 1 < i,j < n}, onde E;; denota a matriz que tem 1j, na posicao (i,7) e 0 nas

posicoes restantes, com a estrutura usual de dlgebra e
A(Ey) = B @ By, e(By) =1, S(Ey) = Ej,
¢ uma dlgebra de Hopf fraca.

O préximo exemplo é uma aplicacao do Lema anterior.

Exemplo 1.2.12. Seja G um grupo. Entao, M,,(kG), a dlgebra das matrizes sobre o anel
de grupo kG, € uma dlgebra de Hopf fraca, pois € o produto tensorial da dlgebra de Hopf
kG com a dlgebra de Hopf fraca do exemplo anterior M, (k). Nesse caso, a estrutura de

M, (kG) € dada por:

A(gEij) = gEi; ® gEyj, e(gEi;) =1 e S(gby) = 9_1Eji-

Para o proximo exemplo, vamos recordar a definicao de grupdide e alguns resulta-
dos dessa teoria que serao necessarios para esse texto. Um grupdide G é uma categoria
pequena na qual todo morfismo é um isomorfismo. Vamos denotar um grupdide por
G = (G',G° s,t,0) onde G' representa conjunto dos morfismos, G° o conjunto dos ob-
jetos, o a composicao de morfismos e s,t : G!' — GY as funcoes “source” e “target”,
respectivamente, onde a fungao s associa a cada morfismo o objeto “fonte” e a funcao ¢

associa a cada morfismo o objeto “alvo”.
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Um caminho em G é uma palavra de morfismos, isto é, p = ayas -+, se t(o;) =
s(it1), para todo ¢ < m, s(p) = s(a) e t(p) = t(a,). Mais ainda, o inverso do caminho

L...a;!. Dizemos que dois objetos e, f € G estdo conectados se

p é dado por p~! = a,
existir um caminho p com s(p) = e e t(p) = f. Essa relacao, no conjunto de objetos G°, é
uma relagao de equivaléncia e as suas classes de equivaléncia sao chamadas de componentes
conexas de G, isto é, G = Uyea Gy, para algum conjunto de indices A e subgrupdides G,.
Para um objeto arbitrdrio e € G°, seja G(e) = {a € G' | s(a) = e = t(a)}. Assim, G(e) é

um grupo e se p ¢ um caminho do objeto e para o objeto f, entao
¢ :G(e) = G(f), dada por p(a)=p ‘ap,

¢ um isomorfismo de grupos. Consequentemente, para cada componente conexa G, existe
um tnico grupo associado G, tal que G = G(e), para todo e € G). Um grupdide é chamado

conexro se pOSSlli somente uma componente conexa.

A algebra de grupdide, que denotaremos por kG, é definida como o k-espaco vetorial

que tem como base G', com a seguinte multiplicacao:

Y

oh — { goh, ses(h)=t(g)
0, se s(h) # t(g)

onde o denota a operagao de G. Quando kG é unitéria, 1;g = Zeégo id, e kG é uma

algebra de Hopf fraca com estrutura dada por:
Alg)=g®g, elg)=1eS(g)=g"

Para a algebra de grupdide temos o seguinte resultado:

Lema 1.2.13. A dlgebra de grupoide kG ¢ unitdria se, e somente se, cada componente
conexa de G possui somente um numero finito de objetos. Nesse caso, se G é conexo,

entao

kG = M, (kG),

como dlgebras de Hopf fracas, onde a estrutura de dlgebra de Hopf fraca em M, (kG) foi
dada no Exemplo|1.2.12

Demonstracao: Com a notagao acima, a algebra de grupdide A = kG sobre um corpo
k pode ser decomposta como um produto direto das algebras de grupdide Ay = kG,, das
componentes conexas Gy de G, ou seja, A = [],c, Ax. O anel A é unitario se, e somente

se, A é unitdrio VA € A, que por sua vez, é unitério se, e somente se, G ¢ finito VA € A.

Suponhamos agora que G é conexo e sejam n =| G° | e G° = {e;, e, - ,€,}. Entao o

conjunto G = {a € G' | s(a) = e; = t(a)} é um grupo. Para cada 1 < i < n, escolha um
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morfismo v; de e; para e;, onde também supomos que y; = id.,. Para qualquer o € G*

com s(a) = ¢; e t(a) = e;, temos que a = v; 'g;, onde g = %cwj_l € G. Assim, a

transformacao linear
I': kG — M,(kG), dada por T'(«a) = %-(wj_lE,-j

é um isomorfismo de dlgebras. De fato, sejam «, 8 € G' com s(a) = e;, t(a) = e; = s(B)
e t(8) = e, entdo

L(aB) = By, "By = vioy; 'v;87  EijEj = (viay; " Eij) (87 ' Ej) = T(«)T(B).

Note também que

n n

D(lrgy =T ide) =Y 7 tide,viEi = Y ide, Eii = Ly, .
=1 i=1 i=1
O inverso de I' é dado por: T~(gFE;;) = v; 'gv;.

Para um morfismo « de e; para e;, temos que:

C@T)Ag(a) = (TeD)(a®a)=yay; E;@yay; By
= Ape(1i07; ) Arm (Big) = Aar, ) (T(@)).

Para a counidade temos que:
e, (k) (I'(@)) = €, (k) (%‘Oﬂj_lEij) = GkG(%CWj_l)GMn(k)(Ei‘) = erg(a).

Para a antipoda temos que:
[(Skg(a)) = T(a™h) =07 By = Ska(vian; ) Su,m) (Eij) = Sar, ke (T().

O que conclui a demonstragao. W

Exemplo 1.2.14. Sejam M, (k) o anel das matrizes n X n sobre um corpo k e R =
M, (k)[z]. Entao R é uma dlgebra de Hopf fraca, pois R = M, (k)[x] = M, (k) ® k[z] € o
produto tensorial da dlgebra de Hopf fraca M, (k) com a dlgebra de Hopf k[x]. A estrutura

de R € a sequinte:

A(Eijl’m) = Z (7?) Eijili'l@Eijxmil, €<Eij.ilfm) = O,V?Tl > O, S(E”[Ifm) = (_1)m ji{]?m.
=0

Exemplo 1.2.15. [3, Example 9] Sejam k um corpo e N um inteiro positivo que ndo é
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multiplo da caracteristica de k (char(k)). Seja R a k-dlgebra gerada por U e V' sujeitos
as relacoes UN =1 e VU = qUV com V invertivel e q € k tal que ¢ = 1. Essa dlgebra

¢ conhecida como Toro Algébrico Quantico e € uma dlgebra de Hopf fraca via

N
A(UV™) = Z UtV RUTV™),  eUTV™) = {

N, Ur=1

0 a1 (1.6)

e S(UV™) = V-myn,

Em [3], os autores mostram que a dlgebra do exemplo anterior pode ser vista como um
produto de uma algebra de Hopf (élgebra de grupo dos nimeros inteiros) com a algebra

do exemplo a seguir quando o grupo for ciclico de ordem N.

Exemplo 1.2.16. Sejam k um corpo, N um inteiro positivo que nao é multiplo de char(k)
e G um grupo abeliano finito com N elementos. Considere a dlgebra de grupo R = kG

com a sequinte estrutura de codlgebra:
1 _ N, se g =1g
9) =5 D ghoh™, e(g)z{ ,
N~ 0, se g # 1¢g

e antipoda S = idg. Desta forma, R é uma dlgebra de Hopf fraca.

De fato, comecamos por ver que A é multiplicativa. Sejam f, g € G. Entao,

A(HA(g) = (%th@h‘ﬁ <%Zgl®l‘1>

heG leG

= (f9®le)5m Zhl@ (hl)™ = (fo®1a)5 Z(Zh@h)

h,leG leG \heG

= (fg® lc)%NZhQ@ ht = %ngh@@ h™ = A(fg).

heG heG

Vejamos agora a coassociatividade:

1 _ _
(id @ A)(A Zgh@A mZgh@hllczull.
heG’ hleG
Por outro lado,

(A®id)(A(g)) = %ZA(gh} Rh = % S i@l @h

heG hIEG

1
= N2 Z gp@pth@h™t.
h,peG
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De onde segue a coassociatividade de A. Agora vejamos que vale

(A(lg) @ 1g)(1e ® A(lg)) = A%*(1g) = (16 ® A(16))(A(lg) @ 1g).

1 -1\ __ 1 -1 -1,
(A(lg)®1e)(1e®@A(lg)) = Zh@h ®1¢) NZlg@l@l )=~z > heh el
heG leG h,leG
1 -1 1 -1 —1,
(1le®A(1e)(A(lg)®1g) = Zlc@h@h NZZ@Z ®16) = 13 > el theh
heG leG h,leG
1 P
(id ® A)(A Zh@A ﬁZh@)hll@ll.
heG h,leG

Portanto, a igualdade acima se verifica. Vejamos agora os axiomas da counidade:

(@A) = 1 egh @ h = LNy =g

heG N
(d® )(A) =y S oh @ (h™) = LgleN =g

(fon)elgah) = 5 S clfaell™h) = el Fgh)N = e Foh);

leG

(Far)elonh) = 1 el fI7)elgh) = -Ne(gfh) = el fgh).

le@
Para a antipoda, comecamos observando que

1 L1 1 1
alg) =5 D clhg)h™ = <Ng=g ¢ alg) =~ hge(h™) = gN =g.

heG heG

Assim,

S(g1)g2 = ZS (gh)h Nzghh‘l =g (%Zhh*) =g=¢l(9);

heG heG

915(2) Zghs Zghffl =9 (%Zhh*) =g =el(g).

heG heG

Finalmente,
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S(91)925(93) = % > S(gh)h S NZghh <%Zu1>

h,leG heG leG

= g (% Zhh1> =g=5(g).

heG

Observe que nesse exemplo €, = ¢, = id e, portanto, R, = R; = R.

Para finalizar essa secao, vejamos o seguinte resultado:
Teorema 1.2.17. Sejam A e B k-dlgebras e ¢ : A — B um isomorfismo de k-dlgebras.
Se B € uma dlgebra de Hopf fraca com comultiplicagio A, counidade € e antipoda S, entao

A é uma dlgebra de Hopf fraca com comultiplicacio Ay = (¢~ @ ¢™1) o Ao ¢, counidade
€a= €0 ¢ e antipoda Sy = ¢~ 1 oS o o.

Demonstracao: Comecamos mostrando que, com as defini¢goes enunciadas, A possui

estrutura de coalgebra. Note que

([da®@AA)AL = (¢7'0@ (07 @AY (¢ @A

(¢
(0o @) oRAY) (T @AY
(0 @o '@ ) (id® A)AY

= (7' ®¢ @ )(A®id)AY
(0@ 0o ) (A9@e) (¢ @AY
(07 ' ® ¢ AP ®@ida) (¢ ® ¢ A
(Ag®ida)Aa.

E, para a counidade temos que:
(ida®@ea)An = (¢97'9Red) (¢ @ )AG = (¢ @e)Ad = ¢~ (id@e) AP = ¢~ ¢ = ida.

Analogamente temos que (€4 ® id4)A4 = id4. Com isso temos que A é uma coalgebra.

Por defini¢do, A4 é multiplicativa. Vejamos agora o axioma (b) da Definigao m
(bidlgebra fraca). Observe que As(14) = (071 @ HA(P(1)) = (¢ @ 1)A(1). Assim,

Asla) @)= (@@ HAL) @ (1) =(¢" @¢ @ )AL @1)

(1a®@Aa(1a)) =@ (D@ (0 @o HA) = (67 ®¢™ ®¢™)(1®A(L)).
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Como (¢! ® ¢~ ® ¢~1) é multiplicativa, segue que

o 2o @e ) ((1@AL)(AL) ®1)
ol @ @e ) ((id® A)A(L)

o2 @¢ ) (id® A)Ad(14)

ida ® A)AA(Ly).

(1a®@ Ax(14))(Aa(la) ® 14) =

(
(
(
(

Analogamente, segue que (A4(14) @ 14)(14 @ Au(14)) = (ida @ Aa)Aa(14).

Para mostrar que A é uma bidlgebra fraca, resta verificar o axioma €4(zai)es(asy) =
ea(zay) = ea(raz)ea(ary). Sejam x,a,y € A e suponhamos que ¢(a) = d. Assim,

A(p(a)) = Ad) = d®@dy e a1 ®@ay = Au(a) = (67 ® ¢ (A(d(a))) = 67! (d1) ® ¢~ (do).
Logo,

ea(zar)ealazy) = ea(xd ' (dr))ea(d " (do)y) = ed(xd " (d))ep(d™ (da)y)
= e(d(x)dr)e(dag(y)) = e(p(x)do(y)) = e(p(x)p(a)d(y))
= e(p(zay)) = ea(zay).

A segunda igualdade do axioma se verifica de forma analoga.

Por fim, vamos verificar os axiomas da antipoda.

Sala)az = Sa(¢7'(d1))o™ (d2) = ¢~ (S(S(¢™"(d1)))d ™" (d2) = &~ (S(dh))¢™" ()
= ¢ (S(d1)dz) = 67 (es(d)) = ¢ (Lie(d12)) = 6™ (11)e(d1)
= ¢ (L)e(@(¢ ' (d12))) = ¢~ (L1)(e 0 §)(ag ™ (12)) = (La)i€a(a(la)2)
= (ea)s(a)

De forma andloga, mostra-se que a1S4(az) = (€4):(a). Para o axioma (¢) da Defini¢ao

(algebra de Hopf fraca), comegamos observando que

(id ® Aa)(Aa(a)) =

“Hdr) @ Aa(¢H(da)) = ¢~ (dr) @ (07" @ ¢ 1) (A(dy)))
¢

)
¢ (dy) @ ¢ (d2) ® o' (ds).

Assim,

Sa(ar)azSalas) = Sa(¢™'(d1))¢™"(d2)Sa(p™"(d3))

= (¢7'50)(¢7(d1)o ' (d2) (¢ 1S¢)( )
¢~ (S(d1) ™ (da) ™' (S(ds)) = 67 (S(d1)daS(d3))
¢ (S(d)) = ¢~ ((()))ZSA(CL)
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Portanto, A é uma &algebra de Hopf fraca. B

1.3 Extensoes de Hopf-Ore

Nessa segao vamos apresentar os resultados de Panov [22] e de Brown, O’Hagan,
Zhang e Zhuang [5]. Tais artigos sdo os primeiros a discutir as condi¢oes sob as quais
existe uma extensao de Ore de uma algebra de Hopf que a contém como subdlgebra de
Hopf. Ja haviam trabalhos anteriores na literatura, os quais abordavam extensoes de
Ore de algebras de Hopf, mas com outros objetivos. Por exemplo, no artigo de Beattie,
Dascalescu e Griinenfelder [I], quocientes de extensées de Ore aparecem para apresentar
uma resposta negativa a décima conjectura de Kaplansky (veja em [23]). Em seu trabalho,
Panov caracteriza as extensoes de Hopf-Ore geradas por elementos skew-primitivos. Em

[5], os autores generalizam o resultado de Panov.

Panov define extensdes de Hopf-Ore da seguinte maneira:

Definicao 1.3.1. Uma k-dlgebra H € uma extensao de Hopf-Ore de uma dlgebra de Hopf
A, se:

e H ¢ dlgebra de Hopf tal que A € subdlgebra de Hopf de H;

e Friste um endomorfismo o da dlgebra A e uma o-derivacdo 6 de A tais que H =
Alz;0,0];

e Alx)=a®x+2®b, coma,bec A.

Nesse caso o autor conclui, pela coassociatividade desejada em H, que x deve ser um
elemento skew-primitivo de H, isto é, A(z) = x®1+g®x, para algum elemento group-like

g € A. O principal resultado obtido por Panov é o seguinte:

Teorema 1.3.2. [22, Theorem 1.3] A dlgebra de Hopf H = Alx;0,0] é uma extensdo de

Hopf-Ore se, e somente se,

(1) Ezistem um elemento group-like g € A e um caracter (homomorfismo de dalgebras

unitdrio) x : A — k, tal que
o(a) = x(a)as = garg~" x(a2);
(i7) 0 € uma (g, 1)-coderivagao, ou seja, satisfaz

A(d(a)) = d(a1) ® ag + gag ® §(az), Ya € A.
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Na secao 2 de seu artigo, Panov faz uma classificacao das extensoes de Hopf-Ore para
algumas algebras. No caso de uma algebra de Hopf cocomutativa A, ele apresenta o

seguinte método de construir extensoes de Hopf Ore:

Sejam x um caracter de A, g € Z(A)(= centro de A) um elemento group-like e « :

A — k uma forma linear tal que
a(uv) = a(u)e(v) + x(u)a(v). (1.7)

Entao, a transformacao linear dada por d(a) := a(a;)(1 — g)ay é uma o-derivacao que
é uma g-coderivagao, onde o(a) = x(aj)az = ajx(as), visto que g central implica em

garg~?
de A.

= a;. Ou seja, sob essas hipdteses podemos construir uma extensao de Hopf-Ore

No caso da algebra de grupo A = kG, o autor obtém a seguinte caracterizacao para

as extensoes de Hopf-Ore:

Proposicao 1.3.3. [22, Proposition 2.2] Toda extensio de Hopf-Ore de A = kG € da
forma Alx;0,0], onde o(g) = x(9)g, para todo g € G e para algum caracter x do grupo
G, he Z(G) e d € da forma 6(g9) = a(g)(g — gh), para algum o que satisfaz (1.7)).

Ja em [5], Brown et al. observam que existem exemplos onde a hipétese de = ser um
elemento skew-primitivo nao se verifica. Esse é o caso da dlgebra de coordenadas do grupo
de Heisenberg de dimensao 3, denotada por H = O(G). Considerando G como o conjunto
da matrizes triangulares superiores 3 X 3 com a entrada 1 na diagonal, entao H ¢é gerada
pelas fungoes coordenadas y,z e z nas entradas (1,2),(2,3) e (1,3), respectivamente.
Assim, H = k[z,y,z] = kly,z|[z], é uma extensdo de Hopf-Ore da &lgebra de Hopf

A = kly, z], mas x nao é skew-primitivo, uma vez que

Alz) =214+ 1Q0r+y® 2.

Com isso, os autores modificam a definicao de extensao de Hopf-Ore, exigindo que
o seja um automorfismo e generalizam substancialmente o tltimo item da Definicao de

Panov, para:
e Existem a,b € A, v,w € A® A tais que

Alz)=a®@zr+2b+v(r @)+ w.

Nesse caso, ¢ mostrado que se A é uma algebra de Hopf conexa sobre um corpo algebrica-
mente fechado de caracteristica zero, e Alx; o, d] é uma algebra de Hopf contendo A como

subdlgebra de Hopf, entao A(z) = 1@z +2® 14+ w com w € A® A. Lembramos que o
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coradical de uma algebra de Hopf é a soma de todas as suas subcodlgebras simples e uma

algebra de Hopf é dita conexa se o seu coradical é k.

O principal resultado de Brown et al., generalizando o teorema de Panov, é o seguinte:

Teorema 1.3.4. [5, Theorem 2.4] Seja A uma dlgebra de Hopf.

(1) Seja H = Alx;0,0] uma extensao de Hopf-Ore de A (com a nova defini¢ao). Supo-
nhamos que

S(z) =ax+ 5, para «o,f € A, com a nao nulo. (H)

Escreva w = Y - u; @v; € A® A, com {u;}iz1n € {vi}iz1n subconjuntos de A

k-linearmente independentes. Entao, temos que
(a) a,b sao elementos group-like de A e v =0;
(b) Depois de uma mudanc¢a da varidvel x e correspondentes ajustes em o, § e w,

€r)=0 e Alx)=a®@r+zr®1+w; (1.8)

Para o restante de (i) vamos assumir que vale
() S(w) = —a~" (w+ 220, wiS(vi));

(d) Existe um caracter x : A — k tal que
o(r) = x(r)ry = aria "x(ry), Vr € A; (1.9)
(e) A o-derivagdo 0 satisfaz a relagdo
A(S(r)) —0(r) ® ry — ary ® 0(re) = wA(r) — A(o(r))w, Vr € A;  (1.10)

(f) we AT® AT, onde A* denota o nicleo da counidade €, e satisfaz as sequintes
identidades:

zn:S(ui)vi =q ! zn:uiS(vi) ew®1l+ (A®id)(w) =a®w+ (id® A)(w).(1.11)
i=1 i=1

(13) Suponha que a é um elemento group-like de A, w € AR A, o é um automorfismo de
A e d € uma o-derivacdo de A, satisfazendo (d), (e) e (f) de (i). Entao a extensdo
de Ore H = Alx;0,0] admite uma estrutura de dlgebra de Hopf, contendo A como

subdlgebra de Hopf e x satisfazendo (H), (a), (b) e (¢) de (i). Consequentemente, H

¢ uma extensao de Hopf-Ore de A.
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Capitulo 2

Extensoes de Hopf-Ore fracas

skew-primitivas

Neste capitulo vamos estudar extensoes de Hopf-Ore fracas, generalizando o resultado
de Panov para o contexto de dlgebras de Hopf fracas. Iniciamos apresentando o conceito

de tais extensoes para o nosso contexto.

Definigao 2.0.1. Sejam R uma dlgebra de Hopf fraca e R C H uma extensao de dlgebras.

Dizemos que H € uma extensdao de Hopf-Ore fraca de R, se valem as sequintes afirmacoes:

e H ¢ uma dlgebra de Hopf fraca, contendo R como subdlgebra de Hopf fraca;

o Friste um automorfismo o da dlgebra R e uma o-derivacao 0 de R, tais que H =
R[x;0,0].

Observemos que, pelo Lema [1.2.10] H = R[z] = R® k[z] é uma extensao de Hopf-Ore

fraca para qualquer algebra de Hopf fraca R, onde
Alz)=Al)(1l®z+2z])=(1z+2®1)A(1), e(RzR) =0, e S(z) = —=x.

Nesse caso, H, = R, e H, = R;.

Observe que Ay, quando restrita & R, coincide com Ag, de onde segue que Ay (1) =
Ag(1) e assim o axioma (b) da Defini¢ao sempre serd valido em H. Também, devido
a isso e a Proposicao [1.2.9, extensoes de Hopf-Ore fracas de dlgebras de Hopf nao podem

resultar em algebras de Hopf fracas.

O proximo resultado nos fornece um método de construir extensoes de Hopf-Ore fracas

a partir de extensoes de Hopf-Ore.

Proposigao 2.0.2. Sejam R uma dlgebra de Hopf fraca, A uma dlgebra de Hopf, g € A
um elemento group-like, o € Aut(A) e § : A — A uma o-deriva¢ao de A. Se g, o € 6



satisfazem as condigcoes do Teorema ou seja, Alz;0,0] € uma extensao de Hopf-Ore
de A, entdo (R® A)[T;7,0] ¢ uma extensio de Hopf-Ore fraca de R® A, onde usamos a

notacao do Teorema|1.1.8

Demonstracao: De fato, pelo Lema [1.2.10| R ® A é uma &algebra de Hopf fraca. Pelo
Teorema m, temos que (R ® A)[7;7,0] = R ® Alx;0,6] como 4lgebras. Finalmente,
pelo Teorema [1.2.17] segue que (R ® A)[T;7, 0] é uma algebra de Hopf fraca. B

Note também que podemos usar os resultados obtidos por Brown et al (Teorema
1.3.4]) para construirmos extensoes de Hopf-Ore fracas. Também observemos que nem
toda extensdo de Hopf-Ore fraca é obtida via essa construcao (veja o Exemplo [2.3.27)).

Antes de apresentar nossos resultados vamos precisar de alguma preparacao, o que

sera feito a seguir.

2.1 Caracteres

Para uma algebra de Hopf H, com antipoda S, temos que o conjunto Alg(H, k), dos k-
homomorfismos de dlgebras de H em k, é um grupo com o produto convolugao e elemento
neutro €. O inverso convolutivo de x € Alg(H, k), é dado por x o S. Os elementos
de Alg(H, k) sao chamados caracteres de H, e para cada y € Alg(H, k), definem-se os

seguintes endomorfismos de H:
7L(h) = hix(h2) e 7L(h) = x(h1)he, para qualquer h € H.

Como os elementos de Alg(H, k) possuem inverso convolutivo, segue que Tf( e T, sao
isomorfismos de algebras e recebem os nomes left winding automorphism e right winding

automorphism, respectivamente.

No contexto de algebras de Hopf fracas precisaremos generalizar a definicao de carac-

teres. Assim, com as notagoes acima, temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.1.1. Um caracter fraco de uma bidlgebra fraca R é uma transformacao linear

. l A~ 1
X : R =k, tal que 7, e 77 sao endomorfismos de dlgebras de R.

Observemos que se xy : A — k é um caracter de uma biadlgebra A, ou seja, um

homomorfismo de dlgebras, temos que x é um fraco, pois 71(1) = 11x(1z) = 1x(1) = 1e

7L (ab) = (ab)1x((ab)2) = arbyx(azbe) = arbix(az)x(b2) = arx(az)bix(b2) = 74 (a)7L(b).
De forma analoga se mostra que 7, também ¢ endomorfismo de dlgebras.
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Exemplo 2.1.2. A counidade € : R — k em uma bidlgebra fraca R € um caracter fraco

~ 7z ’ . l o ro__
(que nao € homomorfismo de dlgebras), pois 7. = 7! = idg.

Exemplo 2.1.3. Os caracteres fracos da dlgebra de Hopf fraca M, (k) do Exemplo|1.2.11

estao em correspondéncia biunivoca com as n-uplas de (k*)™ da forma (1, g, -+, A\p).

De fato, suponha que x : M, (k) — k dado por x(E;;) = \;; é um caracter fraco. Assim,
7, e 7, sao endomorfismos da élgebra M, (k), que sao dados por: 7L(Ej;) = 70(E;) =

Eijx(Ei;) = AijEij. De 7L(1) = 1 temos que:

ZE” =1= Ti(l) = 11X ZE’L’LX zz ZEZZ)\Z’L

Logo, A\; = 1 para qualquer i = 1,2,---,n. Também temos que Ti(Eil)Tf((Elj) =

Tf((EilElj) = Ti(Eij), de onde segue que

NijEij = Ti(Eij) = Ti(Eu)T,l((Ez]’) = NN Eg By = Ay Eij,
ou seja, A;; = Ay para quaisquer 1 < 7, 5,1 < n. Em particular, quando j = ¢ temos
que 1 = X\;; = \jj Ay, isto é, /\i_j1 = \ji, para quaisquer 7, j. Assim temos que \;; = Ay =
>‘l21>‘lj' Logo, basta definirmos os elementos \;’s para um [ fixo, para que os demais

fiquem completamente determinados.
Seja entao A1 = 1 e A\y; = A\; € kX, para quaisquer ¢ = 2,3, -+ ,n. Assim, \;; =
)\l_il)\lj = )\i_l)\j para quaisquer ¢, j com i # 1. Assim, temos a n-upla (1, g, -+, \,).
Reciprocamente, dada uma n-upla (A = 1, X9, -+, \,) € (k)" temos que x(E;;) =
AT\ é um caracter fraco de M, (k). Portanto, os caracteres da bidlgebra fraca M, (k)

estdo em correspondéncia biunivoca com as n-uplas de (k)™ da forma (1, Aa, -+, \,).

Observacao 2.1.4. Notemos que se A e B sdao bidlgebras fracas e x4 : A — k e xp :
B — k sao caracteres fracos, entio x : A® B — k dado por a @ b — xa(a)xp(b) € um
caracter fraco de A ® B. FEm particular, se A € uma dlgebra de Hopf fraca, B ¢ uma
algebra de Hopf e x € um caracter de B, entao Y : A® B — k, dado por Y = €4 ® x, €
um caracter fraco da dlgebra de Hopf fraca A ® B.

De fato, comegamos lembrando que pelo Lema|1.2.10] paraa € Aeb € B, Ajgp(a®b) =
a; X b1 X as Q bg. ASSiIIl,

THa®b) = (a1 ®b1)x(az ®bs) = (a1 ® by)xa(az2)xp(b2)
= arxa(az) ® bixp(b) = 7y, (a) © 71, (b) = (7, © 7, ) (@),

que é um endomorfismo de A ® B. De forma anéloga, 7y = 7y, ® 7y,
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Para o préximo exemplo, lembremos que um caracter de um grupo G' é um homo-
morfismo de grupos p : G — k>, de G no grupo multiplicativo de k. Cada caracter p
desse grupo induz um homomorfismo de algebras de kG em k, pela extensao linear, que

denotaremos também por p.

Exemplo 2.1.5. Seja R = M, (kG) a dlgebra de Hopf fraca descrita no Exemplo|(1.2.12.
Entao, x : R — k dado por

X(9Ei;) = 4ijp(9), Vge G,1<14,7<n

¢ um caracter fraco de R, onde p € um caracter do grupo G e ¢;; = /\Z-_l)\j, para constantes

nao nulas \; € k.

De fato, basta observar que a algebra R é o produto tensorial de M, (k) por kG e o
caracter definido nada mais é do que o produto tensorial (como na Observagao [2.1.4) de

caracteres dessas algebras.

O lema a seguir é um dos mais importantes para esse texto e sera referenciado vérias

vezes a frente.

Lema 2.1.6. Sejam R uma bidlgebra fraca e o : R — R um endomorfismo de dlgebras.

Entao:

(1) O endomorfismo o satisfaz Aoo = (id® o)A se, e somente se, 0 = 7., para algum
X € R,
(ii) O endomorfismo o satisfaz Aoo = (0 ®id)A se, e somente se, 0 = 77, para algum

X € R*.

Portanto, (0 ®id)A = Aoo = (id® o)A se, e somente se, existe um caracter fraco x de

[ A
R tal que o =1, = 7,.

Demonstragao: (i) Suponhamos que (Aoo)(a) = (id®c)A(a), para todo a € R. Entao,

obtemos:
o(a) = (id @ €)A(o(a)) = ([d @ €)(a1 ® 9(az)) = ar(e 0 0)(az) = 7/o(a).
Reciprocamente, suponhamos que o = T;(, para algum y € R*. Entao,

A(o(a)) = A(Tl (a)) = Alar)x(az) = a1 ® agx(as) = a1 ® 73[((%) = (id ® 0)A(a),

X

para todo a € R. A demonstragao de (ii) segue de forma andloga. Finalmente, se valem

() e (i1), temos que 7. e 7} sdo endomorfismos de R, pois o 0 é, e assim x é um caracter

fraco. l
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Uma consequéncia direta do Lema acima é que 7'>l< ¢ sempre Ry-linear enquanto 7y
¢ Rglinear. De fato, se a € Ry, entdo A(a) = lya ® 1y, pelo Lema [1.2.2]  Assim,
7L(a) = Liax(12) = 7.(1)a = a. De forma similar mostra-se que 7, é R,-linear, usando

que A(a) = 1; ® 1sa, para todo a € Rs.

Lema 2.1.7. Seja x um caracter fraco de uma dlgebra de Hopf fraca R com antipoda S.

Entao:

(1) Sx71l=es01l;

(ii) 1y xS =€ 0Ty
Demonstragao: Vejamos a demonstragao de (7). Seja a € R, entao

(8% m)(a) = S(ar)y(az) = S(ar)azx(as) = es(ar)x(az) = es(arx(az)) = e5(1,(a)).
A demonstracao do item (i7) é feita de forma andloga. B

Seja x : R — k um caracter fraco de R e suponhamos que o = T)l( seja um automor-
fismo. Assim, o tem um inverso o~!, de onde segue que a = o~ (0(a)) = o (a1)x(as),
para todo a € R. Aplicando € em ambos os membros desta igualdade, obtemos €(a) =

eoar)x(az) = X' * x(a), com x’ := eoo~!. Usando agora o Lema temos também,
Aoc'=(ide®c )(id®o)Aoc ! = ([d®o )Aco ' = (id® o HA.

1

Portanto, novamente pelo Lema , segue que 0 - = T)l(/ é um automorfismo. Ana-

logamente mostra-se que 77, é um automorfismo, de onde podemos concluir que Y’ é

X
um caracter fraco de R. Nota-se que x’ é o inverso de Yy na algebra de convolucao

R* = Hom(R, k).

Como observado no comeco dessa se¢ao, no caso de x ser um caracter de uma algebra

de Hopf H, entao o seu inverso em H* é xy o S. De fato,

(x * (x ©9))(h) = x(h1)x(S(h2)) = x(h1S(h2)) = x(e(h)1) = e(h), Yh € H.

De forma andloga tem-se (y o S) * x = €. No contexto de dlgebras de Hopf fracas, nao
sabemos se x oS é o inverso convolutivo de y, mas quando isso acontece, temos o seguinte

resultado:

Lema 2.1.8. Seja R uma dlgebra de Hopf fraca com antipoda S. Suponha que x é um

caracter fraco. Se x oS € o inverso de x em R*, entao S = 7'>l< oSory=7170S50 Tf(.
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Demonstracgao: Para todo elemento a € R temos:

S(a) = e(ar)S(az) = (x * x5)(a1)S(az) = x(a1)x(S(az))S(as)
= x(a1)x(S(a2)2)S((az)1) = x(a1)7L(S(az)) = 74(S(L(a))).

A outra igualdade segue de forma anédloga. B

2.2 Coderivacoes

Recordamos que se (R, 1, 17) é uma k-dlgebra, entdo uma transformacao linear ¢ : R —

R é uma k-derivacao se o seguinte diagrama é comutativo:

RR—L~R .
id®6+6®idt = j&

Agora, se (R, A, €) é uma k-codlgebra, entao dualizando esta definigdo, obtemos a nogao
de uma k-coderivagao, como sendo uma transformagao linear ¢ : R — R tal que o seguinte
diagrama é comutativo:
R®R<"-R .
id®5+6®idT = ]5
R®R ~ R

Mais precisamente, temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.2.1. Seja R uma codlgebra. Uma transformacgao linear 6 : R — R € uma
k-coderiwacao se
Aod=(id®d+d®id) o A.

No que segue, vamos escrever somente derivacao e coderivacao para nos referirmos a

k-derivacao e k-coderivacao quando estivermos trabalhando com algebras e coalgebras.

Observemos que, para um funcional linear f de uma codlgebra R (uma transformagao

linear f : R — k), a funcao § : R — R, dada por
d(a) = ayf(az) — f(ay)ay, para todo a € R, (2.1)

¢ uma coderivagao. De fato,
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A(d(a)) = Alaif(az) — flar)az)
= a1 ®ayf(az) — flar)az ® as
= a1 ®ayf(az) — a1 f(az) ®az + a1 f(az) ® az — f(ar)az ® az
= a1 ® (azf(as) — flaz)as) + (a1 f(az) — f(ar)az) ® as
= a1 ®0(az) + 0(ar) ® as.

Uma coderivagao ¢ é chamada interna se existe um funcional linear f € R* tal que ¢
¢ dada por ([2.1).

Segundo [8, Section 2.3], uma codlgebra R é dita cosepardvel se existe um funcional

linear 7 : R ® R — k tal que os seguintes diagramas sao comutativos:

A®id

ROXR—R®ROR R R®R.
id®Al = lid@w \ /
ROR®R———R k

Ou seja, ((d@7)(A®id) = (T ®id)(id® A) e 7oA = e. Também por [8, Theorem 3|:

uma coalgebra é coseparavel se, e somente se, todas suas coderivacoes sao internas.

Proposicao 2.2.2. Seja G um grupo. A codlgebra M, (kG), com estrutura dada por:
A(gEij) = gEi; @ gEij, e(gbi;) =1,
¢ cosepardvel. Em particular, M, (k) € cosepardvel.

Demonstracao: Basta definir

L, se (g,4,4) = (h,m, 1)

(8B © ) {o, s (g,17) # (hym, )

Assim, temos que
T(A(gEy)) = T(9Ei; ® gEi;) = 1 = e(g9Li;);

gEl]7 se (977/7.7) = (hvmvl) X
0, se (g.4,) # (hym.1)

hEml7 s€ (gala.j) = (h7m7l)
0, se (9,4, ) # (h,m,1)

(d@T7)(A®id)(gE; @ hEp) = (Id®T)(9Ei; @ gEij @ hE,,) = {

(T®id)(1d®A)(gEi; @ hEp) = (1©1d)(gEij @ hEpy @ hEpy) = {

Como queriamos. l
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Observagao 2.2.3. Observe que se R é uma codlgebra cosepardvel cocomutativa (como
no Fxemplo |1.2.11]), seque que R nao possui coderivagoes nao triviais, ou seja, a unica

coderiwacao de R € a fun¢ao nula.

De fato, como R é cosepardvel segue de [§ que todas as suas coderivagdes sao internas.

Assim, se § é uma coderivacao em R, entao existe um funcional linear f € R* tal que
6(a) = (ld® f — f ®id)A(a) = a1 f(as) — f(a1)az = a1 f(az) — f(az)ay =0, Va € R.

Exemplo 2.2.4. A codlgebra R = kG do Ezxemplo ¢ cosepardvel. Em particular,

como na observagao acima, essa codlgebra nao possui coderivagoes nao triviais.

De fato, basta definir 7 = € o u, onde p e € sao multiplicacao e counidade de R, respecti-

vamente. Assim, para quaisquer g, € G temos

r(A(g) = v S rloh e h) =+ 3 elg) = (o)

heG heG

1 1
der)(Aeid)(gel) =~ gher(h™ ®l)=—gIN = gi;

o 1 1
(T®1d)(1d®A)(9®l)—NhezGT(g®lh)®h —NNgl—gl.

Portanto R é cosepardvel. Segue entdo de [8, Theorem 3] que as suas coderivagoes sao
todas internas. Como R é cocomutativa, pois GG é abeliano, obtemos que R nao possui

coderivacoes nao triviais.

Exemplo 2.2.5. Seja R = M, (k)[x] a dlgebra de Hopf fraca do Exemplo|1.2.14. Entdao,
0 : R — R dada por 6(E;jz™) = mE;;z™ €é uma derivacio de R, que também € uma

coderivacao.

De fato, vejamos que ¢ é uma derivagao:

l+m)Eat™, sej=r
0, sej#r

Y

5(Eij$lErs$m) = 5(EijEr5.iEl+m) :{ (

5(Ez~jml)Ersa:m + Eijxl5(Ersa:m) = lEijxlErsxm + mEijzlErsxm
= (I+m)EyE, 2™
B (I+m)Ej ™™, sej=r
B { 0, se jAr
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E agora, que 0 é uma coderivagao:
m 1 m—1 l m—I1

= Z (77) (m — l)(EUl'l X Eijl'mil) + l(Eij.I'l &® Eijl'mil>

m m—
= mZ<Z)E”Il®EU$ !

Finalizamos esta secao apresentando dois resultados importantes sobre coderivacoes

em bialgebras fracas.

Lema 2.2.6. Seja § uma coderivacao de uma bidlgebra fraca R. Entdao € o = 0.
Demonstracgao: Seja a € R. Temos que
0(a) = (e ®id)A(d(a)) = €(a1)d(az) + €(d(ar))az = d(a) + €(d(ar))as.
Assim, €(d(ay))as = 0. Com isso, segue que
€(d(a)) = e(d(ar))e(az) = e(e(d(a1))az) = 0,

como queriamos. W

Lema 2.2.7. Seja 6 uma coderivag¢ao que também € uma derivagao de uma bidlgebra fraca

R. Entao

S(R)=0 & §(R,)=0 & (id®§)(AQ1) =0 & (eid)(A1)) = 0.

Demonstracao: Como §(1) = 0, temos que (id ® 0)(A(1)) = —(6 ® id)(A(1)). Portanto
(Id®d)A(l) =0 < (d®id)A(1) = 0. Pelo Lema[1.2.3] A(1) € R, ® Ry, logo se §(R;) = 0,
entao (id ® 0)(A(1)) =0 e se 6(Rs) =0, entao (0 ® id)(A(1)) = 0.

Suponhamos agora que (id ® §)(A(1)) = 0. Entao para todo a € R tem-se que
l1a ® §(13) = 0. Logo d(e(a)) = > €e(11a)d(12) = 0, isto é, §(R;) = 0. Analogamente se
mostra que 6(Rs) = 0, usando a igualdade equivalente (§ ® id)(A(1)) =0. H
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2.3 Extensoes geradas por elementos Skew-Primitivos

fracos

O Teorema de Panov [22 Theorem 1.3] caracteriza extensoes de Hopf-Ore R[z; 0, ]
geradas por elementos skew-primitivos, ou seja, em tais extensoes temos A(x) =z ® 1 +
g ®x, onde g € R é um elemento group-like. Seja R uma bidlgebra fraca que nao é
uma bialgebra. O seguinte lema mostra que  nao pode ser um elemento skew-primitivo,
no sentido acima, em uma possivel estrutura de bidlgebra fraca numa extensao de Ore

Rlx;0,6], contendo R como uma sub-bidlgebra fraca.

Lema 2.3.1. Sejam R uma bidlgebra fraca, o um automorfismo de R e § uma o-deriva¢ao
de R. Suponha que a estrutura de bidlgebra fraca de R se estende a uma estrutura bidlgebra

fraca em Rlz;0,0] tal que A(x) =2 ®@ 1+ g®x, onde g € R. Entao R é uma bidlgebra.
Demonstragao: Suponha que A(z) =g®x + 2 ® 1. Como A(x) = A(1)A(x), entao
g@z+2®1 = A(1)(g@2)+A(1)(2®1) & (9@1-A(1)(g21))(1®z)+(1-A(1))(z®1) = 0.

Pelo Lema [1.1.7, x ® 1 e 1 ® x sao linearmente independentes sobre R ® R e com isso

temos que A(1) =1 ® 1. De onde segue que R é uma bidlgebra. B

Por essa razao é necessario enfraquecer as nocoes de elemento primitivo e skew-
primitivo no contexto de bidlgebras fracas. Para isso, precisamos conhecer a no¢ao de

elemento group-like em uma bialgebra fraca.

Em [I7, Definition 4.1], o autor define um elemento group-like em uma &lgebra de

Hopf fraca R como sendo um elemento invertivel g € R tal que

Alg) = A(1)(9 @ g); (2.2)
Ag) = (g ® g)A(1). (2.3)

A partir dessa definicao, segue que se g é um elemento group-like, entao

e(9) = €es(9) = 1;

e, além disso, S(g) também ¢é um elemento group-like e S(g) = g~

Com o objetivo de estender uma comultiplicagao coassociativa A : R - RQ Ra H =
Rz;0,d] de modo que essa extensdao também seja coassociativa, com uma determinada

imagem para x, apresentamos o seguinte resultado:

Lema 2.3.2. Sejam R wuma bidlgebra fraca e H = R[x;0,0]. Dados g,h € R, uma
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transformacao linear multiplicativa A : H — H ® H, satisfazendo
Alz) =A)(g@z+az®h)=(9®r+ 3 h)A(1) e Alg = A,
¢ coassociativa se, e somente se, g e h satisfazem (2.2)) e (2.3)).

Demonstracao: De fato, temos que

(A®id)(A(z) = (AR (A1) (ger+2®h)) =A% (1)(A(9) @+ A(z) ® h)
= A®”?(D)(A(g) @2+ [A(1)(gRx+ xR h)] @ h)
= A()(A(g) @z +gR@r@h+2®h®h).

Por outro lado,

(id@ A)(A(z)) = (([doA)AQ)(g@z+z®h)) =A% (1)(9® A(z) + 2 ® A(h))
= A®”(1)(¢g0 A1) (g@z+2@h)]+2 @ A(h))
= A®”()(geg@r+9gR@z@h+x® A(h)).

Onde usamos as identidades para A®? apresentadas logo apés a Definicao [1.2.1l Logo,
(id ® A)A = (A ®id)A é equivalente a

AP (1)(A(g) @z +2@h@h) = A®?(1) (g g @z + 2 ® A(h)),
que, por sua vez, é equivalente a

AP(1)(A(®1) = AP(1)(gRg® 1);
AP (M1 @h@h) = A®(1)(1® A(h)),

gragas ao Lema [1.1.7, Aplicando (id ® id ® €) na primeira igualdade acima obtemos
Lig1 ® 1ag2€(13) = 119 ® 1age(13), ou seja, A(1)A(g) = A(1)(g ® g). Portanto,

Alg) = A(lg) = A(1)A(g) = A(1)(g @ g)-
Reciprocamente, se A(g) = A(1)(g ® g), entao

AP()(Ag) @) = AP1)(AD)g@g) @ 1)
— AR AN @) (gegel) = AZ1)(gegel).

Seguindo o mesmo raciocinio, obtemos que a segunda igualdade é equivalente a A(h) =
A(1)(h® h).
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Usando a expressao A(z) = (¢ ® v + z ® h)A(1), analogamente obtemos as demais

condicoes. W

A partir das consideracoes acima, vamos definir o seguinte:

Defini¢ao 2.3.3. (a) Um elemento group-like fraco de uma bidlgebra fraca R é um

elemento g € R que satisfaz (2.2]) e (2.3)).

(b) Um elemento (g, h)-primitivo fraco de uma bidlgebra fraca R é um elemento a € R
tal que Ala) = A()(g®a+a®h) = (g®a+a® h)A(1), onde g,h € R sao

elementos group-like fracos.

Nos casos em que a for (g, 1)-primitivo fraco ou (1, h)-primitivo fraco também diremos
que a é skew-primitivo fraco. E, em particular, um elemento (1,1)-primitivo fraco serd

chamado simplesmente de primitivo fraco.

Seja R uma bidlgebra fraca. Observamos que um elemento group-like fraco ¢ € R
satisfaz ¢ = €(g9)g = ges(g) e que, em geral, g nao é invertivel. Para exemplos de
elementos group-like fracos, basta considerarmos os elementos da forma g = Ej;; em
M, (k). No entanto, se g tem um inverso a direita, temos que ¢(g) = 1 e se g tem um

inverso a esquerda, temos que €5(g) = 1. No caso em que R é uma algebra de Hopf fraca,

temos que €(g9) = g1.5(g2) = g11S(g12) = g115(12)S(g9) = gS5(9) e €s(g9) = S(g1)g2 =
S(119)1eg = S(g)S(11)129 = S(g)g. Assim, temos o seguinte:

Lema 2.3.4. Sejam R uma dlgebra de Hopf fraca e g € R um elemento group-like fraco.

(1) €(g) =1 se, e somente se, S(g) é um inverso a direita de g;
1) €5(g) =1 se, e somente se, S(g) € um inverso a esquerda de g.
9 Y g

Observacao 2.3.5. Observamos neste momento que se definirmos a expressao da comul-
tiplicacao por
Ala) =A(l)(gRa+a®h)=(g®a+a® h)A(1),

com g e h elementos group-like fracos, onde um deles é invertivel (entdo um elemento
group-like), digamos g, substituindo a por a' = g 'a, obtemos que A(a') = A(1)(1 @ d' +
d®)=(1®d+d®1)A(1), ondel =g 'h é um elemento group-like fraco.

Lema 2.3.6. Sejam R uma bidlgebra fraca e a € R.

(i) Se a é um elemento (g,1)-primitivo fraco tal que €(g) = 1, entdo €(Ra) = 0;

(i7) Se a € um elemento (g, 1)-primitivo fraco tal que €,(g) = 1, entao e(aR) = 0.
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Demonstracao: De fato, temos que
Ala) =11g® 1sa+ 11a® 1y = gl ® als + al; ® 1.
Assim, pelo axioma da counidade segue que
0= (e ®id)(A0)) = e(lLig)lza + e(Lia)1s = (g)a + (a) = a + € (a),

e isso nos mostra que €;(a) = 0. Pelo Lema [1.2.4] segue que €(Ra) = 0. A segunda

afirmagao é mostrada de forma andloga, usando a segunda expressao acima para A(a). B

Notemos que, se R é uma &dlgebra de Hopf fraca e a € R é um elemento (g, h)-primitivo

fraco, entao pelos axiomas da antipoda, segue que

es(a) = S(ap)as = S(1l1g)laa + S(11a)lsh
= S(9)S(11)lsa + S(a)S(11)1sh = S(g)a + S(a)h

e(a) = a1S(az) = g11S(aly) 4+ al1S(hly)
= ¢g115(13)S(a) + al;S(12)S(h) = gS(a) + aS(h).

A partir disso, para os casos em que a é um elemento skew-primitivo, obtemos o

seguinte resultado:

Lema 2.3.7. Sejam R uma dlgebra de Hopf fraca e a € R.

(i) Se a é um elemento (g,1)-primitivo fraco e es(a) = 0, entao S(a) = —S(g)a;
(7i) Se a € um elemento (1, h)-primitivo fraco e e(a) =0, entao S(a) = —aS(h).
Para um elemento g € R que possui um inverso a direita ¢’ € R, define-se uma funcao
linear Ad, : R — R por r — Ad,(r) := grg'.

A seguir apresentamos um resultado onde obtemos certas consequéncias de uma ex-
tensdo de Ore R[z;0,0] ser uma algebra de Hopf fraca, na qual x é um elemento skew-

primitivo fraco.

Proposicao 2.3.8. Sejam R uma dlgebra de Hopf fraca, o um automorfismo de R e 0
uma o-deriwagao. Suponha que a estrutura de dlgebra de Hopf fraca de R se estende a

H = R[x;0,0] de tal modo que x seja um elemento skew-primitivo fraco, com

Alz)=A)(gr+2®]1)=(g@r+2®1)A(1),
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para algum elemento group-like fraco g € R. Entao:

(i) S(g) é um inverso & direita de g;
(ii) €(x) = e,(z) = 0 e, portanto, e(Hz) = e(xH) = 0;
(iii) S(x) = =S(g)x;

(iv) o =717 =AdgoT.;

() A(S(a)) = (g ® 1)(id ® §) + (§ ®id))(A(a)), Va € R;
(vi) 5(a)S(g) = S(g)a(S(a(a))), Va € R;

(vii) S(6(a)) = S(9)d(S(o(a))), Va € R.
Demonstragao: Como H é uma algebra de Hopf fraca, temos:
r=(e®id)(A(x)) = e(119)1sx + €(112) 12 = €(g)x + &(x),

ou seja, €(g) = 1 e ¢(x) = 0. Logo, pelo Lema segue que S(g) é um inverso a

direita de g. Temos também que
r = (e®id)(A(x)) = e(gl1)xly + (1)1 = wey(g) + €;(),

o que implica em €;(z) = 0. Pelo Lema [1.2.4] tem-se que e5(z) =0 e e(Hz) = e(zH) = 0.
Aplicando agora o Lema [2.3.7] obtemos S(z) = —S(g)z. Com isto, mostramos (7), (ii) e
(iid).

Como A é um homomorfismo multiplicativo, tem-se que A(za) = A(o(a)x + §(a)),

para todo a € R. Temos assim

A(xa) = (gRz+2®1)A(1)A(a) = ga ® ras + a3 ® ay
= ga; ®o(az)r + ga; ® d(az) + o(ay)r ® as + §(a1) ® as
= (g®1)[id®0o)(A(e)(1®z)+ (0 ®id)(A(a))(z ® 1) + [(¢ ® 1)(id ® )
+ (0 ®id))|[(A(a)),

enquanto que

Alo(@)z +5(a)) = Ale(@)AQ)(g @z + 1z 1)+ A(d(a))
= Afo(a))(g@1)(1®z)+ Alo(a))(z ®1) + A(d(a)).
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Logo, A(za) = A(o(a)x + d(a)), para todo a € R, é equivalente a

A(o(a)) = (c®id)(A(a)), (2.4)
A(o(a))(g®1) = (9®@1)(id® o)(A(a)), (2.5)
A(d(a)) = (g 1)(id® )+ (0 ®id))(A(a)). (2.6)

Da primeira equagao se segue que o = 7., onde x = €o 0. Da segunda equagao
segue que o(a)g = gaix(az) = g7i.(a), ou seja, o(a) = grl(a)S(g) = Ady(7L(a)). Logo,
77 = Ady o 7. Isso mostra (iv). A terceira equacdo é exatamente (v).

Finalmente, como S : H — H satisfaz S(z) = —S(g)z e é a antipoda de H, segue que
S(xa —o(a)r — d(a)) = 0, para todo elemento a € R. Como S é um anti-homomorfismo

de algebras, temos que:

S(a)S(z) = S(x)S(o(a)) + 5(0(a))
—5(a)S(g)x = =S(g)xS(o(a)) + 5(6(a))
= —5(g)a(S(o(a)))z — S(g)0(S(a(a))) + 5(6(a)).

De onde segue que S(a)S(g) = S(g)a(S(c(a))) e S(6(a)) = S(g)6(S(c(a))), para todo

a € R. Isso mostra (vi) e (vii) e conclui nossa demonstracao.

Generalizando a nocao de coderivacao, vamos chamar uma transformacao linear

d: R — R de (g,h)-coderivagao se § satisfaz
Ad(a)) = (g 1)(id®d) + (1 ®h)(d ®id))(A(a)), paratodo a € R,

onde g e h sdo elementos group-like fracos. Ou seja, se A(d(a)) = gay; ®0(az)+0(ar)®has,
para todo a € R. Quando h = 1 (ou g = 1), vamos chamar tal transformagao de skew-
coderivagao (ou uma (g, 1)-coderiva¢ao, no caso em que h = 1). Notemos que qualquer

coderivagao é uma (1, 1)-coderivagcao.

Vejamos alguns exemplos de o-derivagoes que também sao skew-coderivagoes.

Exemplo 2.3.9. Sejam A uma dlgebra de Hopf, o € Aut(A), g € A um elemento group-
like e 6 : A — A uma o-derivagao de A nas condi¢oes do Teorema de Panov (Teorema
, ou seja, Alx;o,6] € uma extensao de Hopf-Ore. Entao, para toda dlgebra de Hopf
fraca R, 6 : R® A = R® A dada por §(r @ a) = r ®6(a) é uma a-derivacio que também
¢ uma (g,1)-coderivacao, onde @ : R® A - R® A € dado por 5(r ® a) = r ® o(a) e
7= (1®g) € um elemento group-like fraco de R ® A.

Comegamos observando que g é um elemento group-like fraco (na verdade g é um elemento
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group-like, pois g é invertivel). De fato,

AG) = A1®9)=118001LRp=1L0101L01) (129211 g)
= A(lrea)(1®9)® (1®9)) = A(lrga)(G ® 9)-

De forma andloga se mostra que A(g) = (¢ ® 9)A(1gga). Como vimos na introdugao do

Teorema [1.1.8] 6 é uma &-derivacio. Vejamos agora que 0 é uma (g, 1)-coderivacao:

A6(a®b)) = Ala®6(0b)) =a; @5(b); @ as @ 6(b)s
= a1 ®0(b1) ®as @by + a1 ® b1 @ az ® 6(ba)
= (a1 @b) ® (ag @by) + (1@ 7)(a; @ by) @ 6(ay @ by)
= 5((a®b)1) ® (a®b)y +gla®b) ®((a@b)s).

Para o préoximo exemplo, que é um caso particular do anterior, vamos considerar
G um grupo, p € Z(G), A = kG a élgebra de grupo, xy um caracter de G e ¢ dada por
d(g) = a(g)(g—gp), onde @ é uma forma linear de A que satisfaz a(gh) = a(g)+x(g)a(h).
Ou seja, pela Proposicao Alx;0,6] é uma extensao de Hopf-Ore de A.

Exemplo 2.3.10. Sejam R = M,(A) = M,(k) ® A, a dlgebra de Hopf fraca descrita
no Exemplo @ : R — R, dado por 5(gE;j;) = 0(9)E;; ep=> . rE;. Entao, a

transformacao linear
0: R — R, dada por §(gE;j) = 6(9)Ei; = a(g)(g — gr)Ey;
¢ uma T-derivacdo que também € uma (P, 1)-coderivagao.

O Lema a seguir é uma generalizacdo do Lema [2.2.7, para o caso de uma (g,1)-

coderivagao.

Lema 2.3.11. Sejam R uma bidlgebra fraca, g € R um elemento group-like fraco e 0
uma (g, 1)-coderivacao de R, que também € uma o-derivacio. Se €5(g) =1 ou €,(g) =1,

entao:

S(R) =0 & 6(R) =0 & (g0 1)([id®d) (A1) =0 & (6®id)(A(1)) = 0.

Demonstracao: Como §(1) = 0, temos que (g ® 1)(id ® 0)(A(1)) = —(6 ® id)(A(1)).
Portanto (¢®1)(id®J)(A(1)) =0 < (0®id)(A(1)) = 0. Se 6(R;) = 0, entdo (¢®1)(id®
0)(A(1)) =0esed(Rs) =0entao (I®id)(A(1)) = 0. Suponha agora que (d®id)(A(1)) =
d(11)® 1y = 0. Entao para todo a € R, tem-se que 0(es(a)) = d(11€(aly)) = 6(1;1)e(als) =
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0, ou seja, 0(Rs) = 0. Se g1; ® §(15) = 0, entdo
d(er(a)) = d(e(1ya)ls) = €(11a)d(13) = e(glia)d(1y) =0,
para todo a € R, ou seja, §(R;) = 0. Na pentltima igualdade usamos o Lema [ |

A seguinte proposicao é uma “reciproca” da Proposicao [2.3.8

Proposicao 2.3.12. Sejam R uma dlgebra de Hopf fraca, g € R um group-like fraco, o

um automorfismo de R, 6 uma o-derivacao de R tal que
€(ad(b)) = 0 para quaisquer a,b € R (2.7)

e H = R[z;0,0]. Se g, 0 e d satisfazem:
(i) S(g) € um inverso a direita de g;
(i) 6 é uma (g,1)-coderivagao;
(#4i) o =Ty, para algum caracter fraco x de R;
(iv) Ao(a))(g®1) =(¢g®1)(id® o)(A(a)), para qualquer a € R,

entao H tem estrutura de bidlgebra fraca com x um elemento (g, 1)-primitivo fraco.

Se, além disso, 0(Rs) = 0 e para qualquer a € R valem:

entao H tem estrutura de dlgebra de Hopf fraca com x um elemento (g, 1)-primitivo fraco

e S(z) =—-5(g)x.

Demonstragao: Para a primeira parte, comegamos observando que A(c(1)) = A(1)

e por 0 ser uma o-derivagdo que é uma (g, 1)-coderivacao, segue que 0 = A(0(1)) =
(g 1)(id® ) + (0 ®id))(A(1)). Assim, temos que

(gz+xx1)A(1)

gl @ xls + 21, ® 1,

gli ®@c(ly)x 4+ gl ®0(1a) + o(11)z @ 1o+ 0(11) ® 1
(9@ 1)(id®o)(A1)(A @)+ (g ©1)(id @ 6)(A(1))
(c @id)(A(1))(z ® 1) + (6 ®id)(A(1))

Ale()(g@ 1)1 r)+Ale(1)(z1)
(9@ 1)(id®d) + (0 @id))(A(1))
Al)(gr+2r®1).

+

+
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Com isso, se demonstrarmos que H é uma bidlgebra fraca, entao x é um elemento (g, 1)-
primitivo fraco. O préximo passo serd estender a comultiplicagao de R para H. Para isso,

vamos mostrar que o elemento
y=(ger+za)A1)=A(l)(g@r+2z®1)c H® H

satisfaz a relagao (|1.1)) da propriedade universal da extensao de Ore, obtendo assim que
existe um tinico homomorfismo de anéis (nao necessariamente unitario) Ay : H - H® H

dado por
AH(Z aixi) = Z AR(ai)AH(x)ia
i=0 i=0

com Ag(z) = Ar(1)(g®x+2x®1). A seguir, vamos denotar por A a comultiplicagao tanto
de R quanto de H. Vejamos entao que y satisfaz a relagao , onde o homomorfismo
de anéis ¢ : R — H ® H é a composta de Ar com a inclusao de R ® R em H ® H, ou
seja, ¢(r) = A(r) = r; @ ry. Temos que yo(r) = (g @ v+ ® 1)A(r) e, por outro lado,

¢(a(r)y +¢(0(r)) = Alo(r) A1) (g @ z + 2 @ 1) + $(5(r))-

Logo, yo(r) = ¢(a(r))y + ¢(6(r)) é equivalente a (2.4)), (2.5) e (2.6), como foi mostrado
na demonstragao da Proposigao [2.3.8 A primeira, (2.4)), segue da condigao que o = 77

X’
para algum caracter fraco, ja as outras duas sao respectivamente as condigdes (iv) e (i),

assumidas no Teorema.

A coassociatividade de A segue do Lema [2.3.2] pelo fato de g ser um elemento group-

like fraco.

Definamos a counidade ey : H — k por ey(az™) := 0, para quaisquer n > 0, a € R e

eg(a) = €r(a), para todo a € R. Assim,

n n

en(D_aa') = e(aa’) = epla).

=0 i=0

Aqui também vamos denotar as counidades de R e de H por e. Vejamos os seguintes
axiomas da counidade: (id ® €)(A(f)) = f = (e ® id)(A(f)), para todo f € H. Note
que basta verificar essa igualdade para elementos da forma f = ax™,n > 1. Para isso,
vamos ter que escrever a expressao de A(z)" de uma forma conveniente. Para apresentar

a férmula adequada para o que desejamos, necessitamos observar alguns fatos.

e O k-subespaco gerado por ad(b), com a,b € R, que denotaremos por U(J), é um
ideal bilateral de R. De fato, seja r € R, entao

r(ad(b)) = rad(b) € U(J);

43



(ad(b))r = ad(b)r = ad(br) — ac(b)d(r) € U(0).

e U(0) ¢ igual ao ideal gerado por Im(d). Com efeito, claramente U(§) estd contido

no ideal gerado por Im(d). Agora, sejam a,r, s € R, entao
ré(a)s = ri(as) —ro(a)d(s) € U(9),
ou seja, o ideal gerado por Im(J) estd contido em U(9).
e U(J) é um J-ideal, isto é, §(U(d)) C U(J). De fato,

d(ad(b)) = a(a)d(d(b)) + d(a)d(b) € U(9).

Agora, vejamos por inducao, que para qualquer n > 1 existem Oi(,?') € R tais que

(gRr+zr®1l) Z x®m]

4,7=0

na qual

O =1 e CH) =0, Vi<n; C=g" e C§") eU(d), Vj<n.

n,0 7

De fato, para n = 1, temos os termos ng =1, Cé}l) =ge Co(,lg =0 € U(J). Suponhamos

que a férmula acima vale para n > 0. Vejamos que entao valerd para n + 1.

(g@z + zo1)"!
H

~

= (g@zr+zr®1) Z x®a:3

2,7=0

= > ( O’ @ a9+ 20 Z®$J)
1,7=0

= Y (0t @t 4 o (C)a @ 0l 4 6(CH ) @)
1,7=0
n n+l n+l n

B D W STIETES 3 pRUREETS pp IR
i=0 j=1 i=1 j=0 4,j=0
n+1

= ZClon ® 7.
2,7=0

O coeficiente de "' @ 1 é C n+10) = J(C’ff) =o0(1) =1 e, para qualquer 1<i<no
coeficiente de ' ® 1 é C () — 5™ )+ 6(C ’0)) a(0) +4(1) =

O coeficiente de 1@ 2"t é C’(()T;:rll) = gCé v = g™t e, para qualquer 1 < j < n o coeficiente
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de 1®@a? é C’("H) gC’OJ 1+ 5(0( ) € U(0), uma vez que C’éz) € U(0) e que U(0) é um
d-ideal. O coeficiente de 1 ® 1 é C’OnJr1 : 5( ) U(9).

Finalmente, vejamos os axiomas: (e ® id)(A(az™)) = az" = (id ® €)(A(azx™)).
(id ® €)(A(az™)) = Z alC( r'e(aza’) Z ch’Z 0 Z aC’Z-(E)xi = az".
1,j=0 i=0

Notemos que a condigao ([2.7)) implica em €(U(5)) = 0. Assim,

n

(e®id)(A(az™) = Y e(a:CVa")ara?

i,j=0

n n

= e(arg")azx" —|—Z alCOJ ngj+z e(al(?( 1') apa’
i=1 j— 0%’—’

= ¢€(ar)agx™ = ax",
onde usamos €(ag™) = €(a) do Lema [1.2.5] j4 que ¢S(g) = 1 implica em ¢(g) = 1, e
com isso estamos nas condigoes desse Lema. Portanto (H, A, €) é uma codlgebra e A é

multiplicativa.

Para garantir que H seja uma bidlgebra fraca, resta mostrar o axioma (c¢) da Defini¢ao
1.2.1,  Porém, algum trabalho ainda precisa ser feito. Comecamos por observar que
e(HxH) = 0. De fato, por definigdo temos que e(Hz) = 0. Logo, basta verificar que
e(ax™zb) = 0, para quaisquer a,b € R e n > 0. Assim,

e(az™b) = e(ahn1,7) + €(ad™ (b)) = e(ad™ (b)) = e(ad(5" (b)) = 0

Onde usamos na primeira igualdade o Lema z"r = hy,x + 0™(b), para algum
hny € H. Agora, observamos que para f = 3 a;x',p = Y bal,q = 3, eyt € H,

temos que

e(fpq) = Z a;x Z bz’ Z cra®) Z e(a;x'ba’ epa®)

Z1j7k

- Z e(a;z’ bj(hjﬂckx + 6 (cp))2®) = Z e(a;x'b;? (cx))a®)

i,5,k i,5,k

= > clailhippienz + (00 (er)a") = Y e(aid' (08 (er))2*)

i7j7k i?ij

= > (@b (bo'(co))) = Y _ €(anb;d’(co)) = e(agboco)-

1,J J

Estamos agora em condigoes de verificar que vale (¢) da Definigao|1.2.1} Sejam f,p,q € H

com termos constantes a,b, ¢ € R, respectivamente. Como visto acima, €(fpq) = €(abc).
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Assim dado p = px + b, para algum p € H, temos A(p) = A(p)(g @ =z +x @ 1) + A(Db).

Logo para quaisquer f,q € H com termos constantes a,c € R respectivamente, temos

e(fpi)e(p2q) = e(fPrg) €(Paq) + e(fPr1) €(Pag) + €(fb1)e(baq)
T T

= €(fb1)e(baq) = e(abr)e(bac) = e(abe) = e(fpq).

e(fp2)e(pq) = e(fper) e(Prgq) + e(fP2) e(Prrq) +e(fb2)e(brq)
-0 -0

= €(aby)e(bic) = e(abc) = €(fpq).

Portanto, sob nossas hipéteses, H é uma bidlgebra fraca, como queriamos mostrar.

Vamos mostrar agora que, assumindo as condigoes adicionais, H se torna uma algebra
de Hopf fraca. Como feito para a comultiplicacao, comecamos por estender a antipoda
de R a H. Para tal, vamos verificar que o elemento y = —S(g)z satisfaz a relacao de Ore
(L-2). ou seja, ¢(a)y = yo(o(a)) + ¢(d(a)), onde ¢ : R — H é a composta de S com a
inclusao de R em H. De fato,

yo(o(a)) + o(6(a)) —5(g)xS(o(a)) + 5(0(a))
= =5(g)a(S(a(a))z — S5(9)d(S(0(a))) + 5(6(a))
(

(i),(v) —S(a)S(g)x — S(6(a)) + S(6(a)) = ¢(a)y.

—

Logo, pela propriedade universal da extensao de Ore existe um tinico anti-homomorfismo
de anéis (nesse caso unitario, pois ¢ o é) Sy : H — H, dado por Sg(z) = —S(g)z, que
estende S : R — R.

Vamos verificar agora os axiomas S(f1)fa = €s(f), f1.5(f2) = &(f) e S(f1)f25(f3) =
S(f), para todo f € H. Notemos que basta verificar os mesmos para o caso em que

f=ax" coma€ Ren>1. Lembremos ainda que e¢(az™) = 0 e assim,

q(0a") = (1101, =0 o e,(az”) = Lye(az13) = Lie(aha) + 1ie(a”(13)) B 0.

Observamos também que, como o = 7, segue pelo Lema que o(r) = r, para

todo r € R;. Isto somado ao fato que §(Rs) = 0, nos fornece:
xr =o(r)x+0(r) =rx, Vr € R;.
Seja f = az"™ = az" 'x = hx, onde h € H. Entao

A(f) = A(hz) = A(h)A(z) = h1g @ hox + hyx @ ho,
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e assim, temos

fls(fQ) = hlgS(hQZE) + hll’S(hg) = —hlgS(g)xS(hQ) + hll’S(hg)
= —hleS(hg) + hll'S(hQ) = 0 = Et(f).

Isso mostra o primeiro dos axiomas citados acima. Para os outros dois, vamos argumentar

por inducao no grau de f. Para n =1 temos f = ax e assim,

APHf) = (id® A)(A(az)) = A% (a)(g ® Alx) + 2 @ A(1))
= A”()(g@ger+gRrel+re1x1)
= g ®ag Vazxr + a19 ® asr Q@ as + 417 Q as @ as.

Logo,

S(f)fe = Slagasz + S(arx)az = S(g)S(ar)aze — 5(g)xS(a1)as
= S(g)es(a)z — S(g)zes(a) =0 = e,(f);

e também

S(f)fS(fs) = Slag)azgS(asz) + S(arg)azrS(as) + S(arx)axS(as)
= —5(9)S(a1)az9S(g)zS(as) + S(g)S(a1)azxS(as) + S(x)S(ar)aS(as)
= —S5(9)S(ar)azxS(as) + S(g)S(ar)azsxS(as) + S(x)S(a)
= S(ax) = S(f).

Suponhamos por indugao que as igualdades S(f1)f2 = es(f) e S(f1)f25(f3) = S(f)
valham para todo elemento da forma f = ax™. Seja h = az"*' = fx, com f = az™.

Assim,

S(hi)hy = S(fig)for + S(fix)fo = S(9)S(f1) far — S(g)xS(f1) f2

=" Sg)es(f)z — S(g)zes(f) =0 =e(f);
A®h) = (id® A)A() = (id @ A)A(f)A(r) = A% (f)ide A) gz +r® 1)

= A®(f)yRgor+g0r0l+rel®l)
= [199 fog® fsx + f1g® for ® f3+ [ir @ fa @ f3;
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S(hl)h2s(h3) = S(flg)fQQS(f3-77> + S(flg)fng(fg) + S(flflf)f25(f3)
= —S(9)S(f1) f295(9)xS(f3) + S(9)S(f1) fowS(fs) + S(x)S(f1) f25(f3)
= S(2)S(f1)S(f3) E S(2)S(f) = S(fx) = S(h).

Com isso segue que H ¢é uma &algebra de Hopf fraca, o que finaliza a demonstracao do

Teorema. W

Observacao 2.3.13. Nas condi¢oes da Proposicao acima, se supormos que o elemento

g € R € de fato um elemento group-like, podemos substituir as condigoes (iii) e (iv) por:

(i4i) o = 17 = Adgy o 7')1(, para algum caracter fraco x de R. Mais ainda, se g € Z(R),
entao devemos ter que: o =T, = T>l<,'

e a condig¢ao (v) por

(v) AdjoS=00So00.

Além disso, a condigdo (i) € trivialmente satisfeita, pois nesse caso S(g) = g~

De fato, sendo g um elemento invertivel, podemos reescrever a condi¢ao ([2.5)), da

forma:
Afo(a)(g®1) = (ga1 ® 0(a2)) (g g @ 1) = A(o(a)) = (garg™" ® o(as)).
Logo, se vale , segue que
o(a) = garg~'e(o(az)) = garx(az)S(g) = Ady o 74(a),

onde x = e o o. Reciprocamente, se 0 = Ad, o 7'>l<, entao

Ao(a)) = Agri(a)S(9)) = Algaix(az)S(g))
= x(a2)A(g)A(a)A(g™") = x(as)garg™" ® gasg™
= ga1g~' ® gasx(as)S(g) = garg™"' ©® o(ay).

Ainda, sob a hipdtese adicional de que g € R seja um elemento group-like, podemos

reunir os resultados das Proposicoes e [2.3.12 num tnico, como apresentado abaixo.

Teorema 2.3.14. Sejam R uma dlgebra de Hopf fraca, g € R um elemento group-like,
o um automorfismo de R, § uma o-deriva¢iao de R tal que §(Rs) = 0 e H = R[z;0,0].
Entao, H é uma extensao de Hopf-Ore fraca de R, na qual x € um elemento (g, 1)-primitivo

fraco se, e somente se,
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(i) o =17 = Ady o 7'>l<, para algum elemento x € R*;
(ii) 6 € uma (g,1)-coderivacao tal que €(ad(b)) = 0, para quaisquer a,b € R;

(iii) A antipoda S de R satisfaz Ad,0oS = coSoc e S((a)) = g '6(S(c(a))), para
qualquer a € R.

Nesse caso, S(x) = —g~'w.
Demonstracao: (a) = (b): Estamos nas condi¢oes da Proposigao [2.3.8] Assim, resta
mostrar que €(ad(b)) = 0. Pelo item (ii) da Proposi¢ao segue que €(Rz) = e(xR) = 0.

Por um lado temos
e(axb) = e(ac(b)x + ad(b)) = e(ac(b)z) + €(ad(b)) = e(ad(h)),
e por outro,

e(axb) = e(azy)e(wab) = e(agly)e(xlad) + e(axly)e(12b)
= ¢€(ao(1y)z)e(13b) + €(ad(1y))e(12b) = 0,

visto que A(1) € Ry ® R; e 6(Rs) = 0 por hipdtese. Logo, €(ad(b)) = 0 para quaisquer
a,be R.
(b) = (a): Segue diretamente da Proposicao [2.3.12 e da observagao feita antes do enun-

ciado desse teorema. W

Os exemplos a seguir podem ser obtidos a partir da Proposigao Porém vamos
obté-los como uma aplicacao do Teorema [2.3.14)

Exemplo 2.3.15. Sejam A uma dlgebra de Hopf, o € Aut(A), & uma o-deriva¢ao de A

e g € A um elemento group-like. Suponhamos que g, o e § satisfazem as condigoes do
Teorema ou seja, Alx;o,8] € uma extensao de Hopf-Ore de A. Entdo, dada uma

dlgebra de Hopf fraca R, temos que (R A)[y; @, 8], € uma extensdo de Hopf-Ore fraca, com
y sendo um elemento (g, 1)-primitivo fraco, onde 5(r®a) = r@o(a) e d(r®a) = r@d(a),

para quaisquer a € A;r € R.

De fato, como estamos nas condigoes do Teorema [1.3.2, segue que o(a) = 7,(a) =
g7i(a)g™!, para algum caracter xy de A. Vejamos que 7(r ® a) = 75(r ® a) = (1 ®

9)T(r ® a)(1® g)~!, para o caracter fraco ¥ = eg ® x do Exemplo Com efeito,

g(rea) = reo(a)=e(r)rs @ x(a)ag = e(r)x(a)(r2 ® az) = X((r ® a)1)(r @ a),

= 7(r®a).
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gr®a) = reo(a)=rer) ®gax(a)g ' = (1®g)(r1 @ ar)e(ra)x(az)(l ®g)~"
= (10g)r@ahx(r©a))(1@g) " =10 g)rnroa)(l®g)

Observemos que (R® A); = Rs ® k. Logo,

S(R® A),) =6(R,® k) = R, ® d(k) = 0.

Também temos que
e((r®@a)é(s@b)) = e(rs @ ad(b)) = e(rs)e(ad(b)) = e(rs)e(a)e(5(b)) = e(rs)e(a) - 0 = 0,

ja que 0 é uma g-coderivacao da algebra de Hopf A.

Para concluir a demonstragao, vamos verificar agora que (1 ® ¢)S(r ® a)(1® g)~! =
7So(r@a) e (1®¢)S(0(r®a)) = 6S7(r ® a), para quaisquer r € R e a € A. De fato,

pois

1eg)Sroaleg™ = Sr)egSa)g" =" S(r) @ oSo(a)
= 7(S(r)® S(o(a)) =aS(r®o(a)) =555(r ® a)

1®9¢)S0(r®a) = 1®g)S(r®d(a))=2S(r)® gS(6(a)) Panov S(r)® dSo(a)
= §(S(r)® S(o(a))) =6S(r @ o(a)) = 4S5(r ® a).

Assim, aplicando o Teorema [2.3.14} obtemos que (R® A)[y; 7, ] é uma extensdo de Hopf-
Ore fraca de R ® A.

Para o préximo exemplo vamos considerar G um grupo, p € Z(G), A = kG a algebra
de grupo, x um caracter de G' e 6 dada por d(g9) = a(g)(g — gp), onde a é uma forma
linear de A que satisfaz a(gh) = a(g) + x(g)a(h). Ou seja, A[z;0,d] é uma extensao de
Hopf-Ore de A. Este exemplo pode ser visto como um caso particular do exemplo anterior
tomando R = M, (k) e A = kG, via M, (kG) = M, (k) ® kG.

Exemplo 2.3.16. Consideremos a dlgebra de Hopf fraca R = M, (kG), com a estrutura

dada no Ezemplo @ : R — R, dado por 5(gE;j) = o(g)Eij, D = > . pEii e
0 : R — R, dada por 0(9E;;) = §(g)E;j. Entdo, R[x;7,d] é uma extensio de Hopf-Ore

fraca de R = M, (kG), com x sendo um elemento (p,1)-primitivo fraco.

Observagao 2.3.17. Com as notagoes do Teorema se xoSoo = ¢, entdo a

condi¢ao Ad, o S = oo S oo € satisfeita.
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De fato, como o = 77y = Ad, o Ti, segue que
0S(a) = AdgTiS(a) = Ad,(S(az2))x(S(ar)).
Assim, para todo a € R, temos

oSo(a) = oS(x(ar)az

= gx(a1)S(as)x(S(az))g~" = gS( 3)X(S(x al)a2))g
= gS(az)x(S(o(a1)))g~" = gS(x(S(o(ar)))az)g™"
= Ady(S(x(S(o(a1)))az) = AdyS(e(ar)az) = AdyS(a)

Para finalizar essa secao, vamos analisar o caso particular quando x é um elemento
(1,1)-primitivo fraco (ou simplesmente, primitivo fraco). Note que um elemento primi-
tivo em uma bidlgebra é um elemento primitivo fraco. Vamos comecar reescrevendo os

principais lemas para esse caso.

Lema 2.3.18. Seja R uma bidlgebra fraca. Se a € R é um elemento primitivo fraco,

entdo €(Ra) = e(aR) = 0.

Demonstracao: Segue do Lema [2.3.6] visto que g = 1, implica em ¢(g) = ¢(1) =1. B

Lema 2.3.19. Seja R uma dlgebra de Hopf fraca. Se a € R € um elemento primitivo
fraco e €5(a) =0 ou €(a) = 0, entio S(a) = —a.

Demonstracao: Segue do Lema[2.3.7 visto que g = 1, implica que S(g) = 1. B
A seguir, vamos apresentar dois corolarios do Teorema para o caso em que x €

um elemento primitivo fraco em R[x; 0, ).

Corolario 2.3.20. Sejam R uma bidlgebra fraca, o um automorfismo de R e § uma

o-derivagdo de R, tal que 6(Rs) = 0. Entdo as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) H = R[xz;0,0] tem uma estrutura de bidlgebra fraca com R uma sub-bidlgebra fraca

de H e x um elemento primitivo fraco.

b) o =71 = Ty, para algum caracter fraco x de R, e 0 ¢ uma coderivagdao tal que

€(ad(b)) =0, para quaisquer a,b € R.

Nesse caso, e(HzH) = 0.

Corolario 2.3.21. Sejam R uma dlgebra de Hopf fraca com antipoda S, o um automor-

fismo de R e § uma o-deriwvagao. Entdo as sequintes condigcoes sao equivalentes:
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(a) H = R[z;0,0] € uma extensao de Hopf-Ore fraca de R, na qual x é um elemento

primitivo fraco e (HxH) = 0.

_ Al _ . 5 ; 5
(b) o =T, =17, para algum caracter fraco x de R; § € uma coderivagio de R tal que

d(R;) =0 e e(ad(b)) =0, para quaisquer a,b € R; S=0c0So0; Sod=00Soo0.

Demonstracao: Basta verificar que 6(R;) = 0 na demonstracao de (a) = (b). Como
H é uma é&lgebra de Hopf fraca com x um elemento primitivo e e(HxH) = 0, segue que
€s(x) = 11e(xly) = 0 e, pelo Lema 2.3.19] segue que S(x) = —x. Assim, para todo a € R

tem-se
es(a)r — xeg(a) = S(ay)asx + S(a1x)ay = S((ax)r)(ax)y = es(ax) = 11e(axly) = 0.

Portanto, €5(a)x = wes(a). Logo, d(es(a)) = 0 e, pelo Lema [2.2.7, segue que 6(R;) =

Observacao 2.3.22. Do Lema seque que a hipdtese S = oSo se verifica no caso

we 0 = 7. = 77 € 0 inverso convolutivo de y é dado por x o S. Note que se R é uma
X X

dalgebra de Hopf e x é um caracter de R, o inverso convolutivo de x € de fato x o S.
Observagao 2.3.23. Notemos que as condigoes 6(R;) = 0, 6(Rs) = 0 e e(ad(b)) = 0,
para quaisquer elementos a,b € R, sao trivialmente satisfeitas no caso em que R € uma
dlgebra de Hopf. De fato, nesse caso temos Ry = R, = k, e assim §(k) = 0. Para a
sequnda condigdo temos que €(ad(b)) = e(a)e(0(b)) = 0, pelo fato que € é multiplicativa e
pelo Lema[2.2.6

Exemplo 2.3.24. Retomando o Exemplo temos que um endomorfismo de R =

= . R , . .
kG, o qual satisfaz o =T, = 77, 6 pode ser a identidade.

De fato, segue pelo Lema que as condigoes acima podem se reescritas como
(id®o)A=Aoco=(0c®id)A.

Assim, para 1 = 1g € R, temos que A(o(1g)) = A(lg) = + >, h ® h™*. Consequente-

mente, temos

(id ® o) A(le) = % S hea(h ).
h

Como G é uma k-base para R, segue que o(h) = h, para qualquer h € G, ou seja, 0 é a
identidade de R.

Exemplo 2.3.25. Sejam R = M, (kG) e x : R — k, dado por x(gE;;) = qi;p(g), onde

gij € k sao constantes nao-nulas e p € um caracter do grupo G, a dlgebra de Hopf fraca e
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o caracter fraco dados no Exemplo respectivamente. Entdo, R[x; o] é uma extensdo
de Hopf-Ore fraca de R, onde 0(gE;;) = gEijx(9Ei;) = x(9Ei;)gEij.

De fato, pelo Corolario [2.3.21] basta verificar que S = oS0, ja que 6 = 0. Agora, pela
Observagao [2.3.22, devemos verificar que o inverso de y, na algebra de convolugao R*, é
dado por xy o S. Com efeito,

XS(9Ei;) = x(97 " Eji) = ajip(g™") = ¢;;'p(9) ™" = (ai50(9)) " = x(9Ei) ",
pois qigl = @j;. Assim,
(x * x © S)(9Ei;) = x(9Ei;)x(S(9Ey)) = x(9Ei;)x(9Ei;) " =1 = e(9Ey;),

para todo g € G, 1 < i,j < n. Portanto, pelo Corolario [2.3.21| temos que M, (kG)[z; 0]
tem uma estrutura de algebra de Hopf fraca, e assim é uma extensao de Hopf-Ore fraca

de M, (kG).

O exemplo acima nos mostra que para cada caracter do grupo G e cada elemento de
(k*)"=! podemos definir um automorfismo o de M, (kG) e estender a estrutura de dlgebra
de Hopf fraca M, (kG) (uma algebra de groupdide) a extensao de Ore M, (kG)[z; 0], com

x sendo um elemento primitivo fraco.

Exemplo 2.3.26. Seja R = M, (k)[x] a dlgebra de Hopf fraca do Exemplo|1.2.14), Entdao,
H = Rly; 6], com 6 : R — R dada por 6(E;;x™) = mE;;x™, € uma extensao de Hopf-Ore
fraca de R.

De fato, vejamos que estamos nas condigoes do Corolario [2.3.21] Pelo Exemplo [2.2.5] te-

mos que 0 é uma derivagao que também é uma coderivacao. Vejamos as demais condigoes:
o c(ad(b)) =0,Va,b € R: Seja g > 0, entao
e(EyaPé(Eja?)) = qe(EyaP™) = 0;
e Sod=4§0S:

S(0(Eya®)) = pS(Eja?) = p(—1)"Ejia?
= O((=1)PEjia?) = 6(S(Eya"));

e §(R;) = 0: Observemos que a € R; se, e somente se, €(a) = a. Logo, um elemento
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a = E;;aP? € R estd em R, se, e somente se,

a = ¢a)=¢e(lia)ly = Ze(EuEijxp)E”
!

= €e(E;2?)Ey,
ou seja, a = AE;;, para algum A € ke 1 <i < n. Logo, se a € R;, entao
d(a) = 6(\Ey;) = Ao(Ey;) = 0.
Portanto, H = R|y; 0] = M, (k)[x][y; 0] é uma &lgebra de Hopf fraca com
Aly) =AM(Aey+yel)=1ey+yo A1),  ry™) =0, Sy =-v,

para todor € Rem > 0.

Observemos que a dlgebra do Exemplo anterior é M,,(U4(g)), onde g é a dlgebra de Lie
de dimensao 2 nao-abeliana do Exemplo [1.1.11} De fato, pelo Teorema temos que

M, (U(g)) = My (k) @ klz][y; 6] 2= (M, (k) ® k[2])[5; 0] 2= My, (k[x]) 5 0]

O Exemplo a seguir nao pode ser obtido através da construgao da Proposicao [2.0.2

Exemplo 2.3.27. Seja R a k-dlgebra gerada por U e V sujeitos as relagoes UN =1 e
VU = qUV, com V invertivel e ¢ € k tal que ¢ = 1. Como visto no Ezemplo
R possui estrutura de dlgebra de Hopf fraca. Entao R|x;o] é uma extensio de Hopf-Ore

fraca onde o(U) =U eo(V)=UV.

De fato, observe que esta algebra é isomorfa ao skew anel de polindmios de Laurent
k{U)[V,V~1:a], onde a(U) = qU. Lembramos da propriedade universal do skew anel de

polinomios de Laurent:

Sejam R um anel, 8 € Aut(R) e T = R[z*';8]. Suponhamos que temos um anel
A, ¢ : R — A um homomorfismo de anéis e y é um elemento invertivel de A tal que

yo(r) = (¢ o B)(r)y, para todo r € R. Entao existe um tinico homomorfismo de anéis
T — Atal que Y|g =P ep(z) =y.
Para o nosso exemplo, note que temos a inclusao de k(U) em R e o elemento UV

satisfaz a condicao da propriedade universal, pois
UVU =UqUV = qU?V.

Entao existe um tnico homomorfismo de anéis o : R — R tal que o|p<y~ é a inclusdo e

(V) =UV. Claramente ¢ é um automorfismo de dlgebras de R.
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Vejamos que (id ® 0)(A(r)) = A(o(r)) = (0 @ id)(A(r)) para todo r € R. Notemos
que basta verificar essas igualdades para os elementos U, V. Como o(U) = U, segue que

A(c(U)) = A(U). Por outro lado,
(id ® 0)A(U) = (id ® a)(% Y UtteUT) = % Y UM eUT = A(U)

(0 @ id)A(U) = (a®id)(%ZU”1 QU™ NZU’“ @ U~ = A(U).

=1 =1

Para V' temos que:

N
1
(e @id)AV) = (oc®id)( ZU’V@U"V Za V)@ U™V
=1

=1

N
Z UV UV = Z UtV @ U™V

=1

AUV) = Ao(V);

(i[d®o)A(V) = (d®o) ZU’V@U’V ZU’V@)U %

=1

N

1 . . 1 . ,

N E U’V®U7’UV:N E U'VeU "™tV
i=1 i=1

—
*
~

() %Z UV @ U™V = A(UV) = A(e(V)).

Onde em (*) reordenamos os termos do somatério. Mais ainda, temos que

(coSoo)(U)=(coS)(U)=0U)=U=S5(U)

(00So0)(V)=(coS)(UV)=0c(VU)=(UV)'U=V"=5(V).

Portanto, pelo Corolario [2.3.21} segue que R[x; o] possui estrutura de algebra de Hopf

fraca com
Alz)=A)(1@z+z®1) = ZUZQZ)U 4+ UzU™,

onde zU = Uz e zV = o(V)z = UVz.
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Capitulo 3
Extensoes de Hopf-Ore fracas

Neste capitulo estaremos interessados em construir extensoes de Ore com uma escolha
mais geral para a imagem de x por A. Contudo, nao foi possivel obter resultados para o
caso onde A(z) nao sofre alguma restrigao. Vamos seguir na direcdo de obter resultados
analogos aos obtidos por Brown et al em [5]. Nesse artigo, os autores observam que para
uma algebra de Hopf A tal que A® A é um dominio, entao a tinica possibilidade de escolha

para A(z), em uma extensao de Ore H = A[zx;0,0], é
Az)=Al®z)+Bz®1)+Cz®z)+ D, (3.1)

com A, B,C,D e AR A.

Consideremos agora uma algebra de Hopf fraca R. Nao podemos assumir a hipétese
que R ® R é um dominio, pois A(1) é um idempotente de R ® R e assim temos que, ou
A(1) = 0 (e com isso, A é a funcdo nula) ou A(1) = 1 (e entdo, R é algebra de Hopf).
Aqui vale observar que nao é possivel estender uma algebra de Hopf A a uma algebra de
Hopf fraca H = Alz; 0, 0], visto que Ag(1) = Ax(1).

O principal objetivo desse capitulo é obter condigoes para a existéncia de uma extensao
de Hopf-Ore fraca com uma férmula para A(x) um pouco mais geral que a feita no Capitulo
2l Devido a isso, comegamos tentando construir as extensoes de Ore de R de modo que A
seja da forma dada em (3.1). Mesmo assim, vamos precisar impor mais alguma restrigao.
Observemos que se tentarmos estender R ao anel de polinomios R[x] com tal expressao,

temos que os coeficientes devem satisfazer
A=A(1)AA(1), B=A(1)BA(1), C=A(1)CA(1) e D = A(1)DA(1),

pois sempre temos que A(z) = A(1)A(z)A(1).
No Exemplo [1.2.11} caso em que R = M,(k), temos que se A = > ai’Ei; @ B
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satisfaz A = A(1)AA(1), entao

A = A(1)AA(1)
= Z af;EppEiquq@’EppErsqu

Ds8,J5758,q

— ZapqEq@)E
= ZapqE ) € Im(A),

ou seja, obtemos que A € Im(A). O mesmo ocorre para B,C,D € R® R.

No Exemplo [1.2.16, também temos que os coeficientes devem pertencer a imagem de

Apg. De fato, se a,b € G temos que

AM@eHAD) = 3 (heh by > e )

heG geG
= = > (heh ) (aab)(geg")
h,geG
1
= Z(hag@h 'hg™1)
h,geG
1 1
= Z(blag@l g™
g,leG
1 1 _
= T2 el LY (ageg™)
leG geG
= A(b)A(a).

Logo, a® b= A(1)(a ® b)A(1) = A(b)A(a) = A(ba) € Im(A), para quaisquer a,b € G.

Tendo em vista as observagoes acima, estaremos interessados em construir extensoes

de Ore de uma algebra de Hopf fraca R, de modo que
Alz)=Al®z)+Brz®1)+C(xr®2) + D,

com A, B,C,D € Im(Ag).

Nessa proposta, os resultados mais significativos foram encontrados no caso do skew
anel de polinémios R[z;c] e no anel de operadores diferenciais R[z;d], os quais serdo

apresentados na proxima secao.
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3.1 Extensoes para os casos 0 =id ou 0 =0

Sejam R uma bidlgebra fraca, o € Aut(R) e 0 : R — R uma derivacdo de R. Nessa
secao vamos estudar extensoes de Ore quando a derivagao é nula, isto é, o skew anel de
polinémios R|x; o], e quando o automorfismo for a identidade, ou seja, o anel de operadores
diferenciais R[x;d].

Comecamos pelo skew anel de polindmios. Nesse caso, os elementos de R satisfazem a
seguinte identidade em R|x;c): xr = o(r)z,Vr € R. Estaremos interessados em estender
A a R[z;0] com

Alz)=Al®@z)+Brz®1)+C(zr®2) + D,

onde os coeficientes A, B,C, D € Im(A). Ou seja, existem a, b, c,d € R tais que
Alz) =Ala)1®x)+ Ab)(zr® 1)+ Alc)(z ® x) + A(d).

Definig¢ao 3.1.1. Sejam R uma bidlgebra fraca e a € Aut(R). Diremos que um elemento
a € R € a-comutativo se

as = a(s)a, para todo s € R.

Equivalentemente, ra = aa(r), para todo r € R.

Observemos que, se a é um elemento o-comutativo em R[z;0], entdo a satisfaz a

mesma identidade que z.

Suponhamos que ¢ € Ry seja um elemento o-comutativo e que o automorfismo o

satisfaga as condigoes (i) e (i7) do Lema Entao obtemos o seguinte:

Alo(r)e) = Ala(r))Ale) = Ala(r) A1) (1@ ¢)

= AMA(a(r)(1®c) = A(1)(o(r) @72)(1 ®¢)

= AM)(o(r) ®@rye) = A(1)(a(r1) @ co(rz))

= A(MA®c)(o(r) ®@a(rz)) = Alc)(o @ 0)(A(r)).
Onde usamos na segunda igualdade que ¢ € R, na quarta o Lema [2.1.6] e na sexta o fato
que ¢ é o-comutativo. Logo, temos que A(o(r)c) = A(c)(o ® o)(A(r)), para todo r € R.

Na verdade, nas hipdteses acima, a o-comutatividade é equivalente a essa igualdade. De

fato, se a igualdade se verifica, entao

A(o(r)e) = A



Logo, A(o(r)c) = A(co?(r)), para todo r € R. Como A é injetiva, segue que o(r)c =
co®(r) ou, equivalentemente, sc = co(s), para todo s € R. Ou seja, ¢ é o-comutativo.

Portanto temos o seguinte:

Lema 3.1.2. Sejam R uma bidlgebra fraca, o um automorfismo de R satisfazendo os dois

itens do Lema e ¢ € Rs. Entdo

¢ € R € o-comutativo se, e somente se, A(o(r)c) = A(c)(oc ® 0)(A(r)), Vr € R.

O seguinte lema nos fornece as condigoes necessarias e suficientes para a coassoci-

atividade de A, em uma extensao de Ore R[x;0,0], para uma determinada escolha de

A(x).

Lema 3.1.3. Sejam R uma bidlgebra fraca e T = R[z;0,6]. Se A: T - T QT é uma

aplicagao linear multiplicativa que satisfaz
Alz)=A)(1@z+x®1)+ Ac)(z ® x) e Alg = Ag,
entao A satisfaz (A ® id)A = (Id @ A)A se, e somente se, ¢ € Ry N Ry.

Demonstracao: (=) Suponhamos que vale (id ® A)A = (A ® id)A. Aplicando em x as

funcoes acima obtemos

(A ®id)(A(z)) (ARid)(A)(1®z+z® 1)+ Ac)(r ® x))
A1 ler+lerel+relel)
A?((AC) @) (220 1)+A®?()(1®r@z+2r01® 1)

AP (o) (Al @ 1)(z ® z @ 7)

+ o+

e, por outro lado,

(id ® A)(A(x)) ([deA)AM)(Iwr+re1)+ Alc)(z®@ x))
A1 ler+lerel+relel)
AN A())(1®r@2)+ A1z +rr®1)

A®?() (1@ Ale))(z @2 ® ).

+

+

Comparando os coeficientes dos vetores linearmente independentes (sobre R @ R ® R)
rR®rR1,1QrQrer®®xrQax temos que:

A®2(1)(Ac) @ 1) = A®?(c) = A®*(1)(1 ® A(c)); (3.2)

AP (c)(1® A(c)) = A (c)(A(c) @ 1). (3.3)
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Observemos que (3.3) segue de (3.2)), pois

A()(1® A(e)) = A()AP(1)(1 8 A(c))
— AP()AP(1)(Al) ©1) = AP ()(Al) B 1),

A primeira igualdade de nos diz que
A®?(c) = A2 (1) (A()@1) = (1@ AM)AN) @ D(A(CL)®1) =c; @ 1ic; @ 1s.

Aplicando (e ®id ®id) temos a equagdo: A(c) = 11¢® 1y = A(1)(c®1). Pelo Lemal[l.2.2]
isto é equivalente a ¢ € Ry.
A segunda igualdade de (3.2]) nos diz que

A2 (c) = A®2(1)(1® Alc) = (A1) ® 1)(1 @ A(1)(1® Alc) = 11 @ 1ac; @ ca.

Aplicando (id ® id ® €) temos a equagdo: A(c) = 11 ® loc = A(1)(1®¢). Pelo Lema[l.2.2]

isto é equivalente a ¢ € R,. Assim, segue que ¢ € R; N R,.

(<) Observe que ¢ € R, implica em
Ale) = A(D)(c®1) = A% (c) = A®2(1)(A(e) @ 1). (3.4)
E, como ¢ € Ry, segue que
Ale) = A(1)(1®c) = A%*(c) = A®*(1)(1 @ Ale)). (3.5)

Como visto antes, as duas igualdades acima implicam em . Em posse desses resul-
tados, mostremos que (A ® id)A = (id ® A)A. Observe que basta mostrar que essa
igualdade é valida quando aplicada em z, ja que A é multiplicativa e em R a igualdade
se verifica. Logo,

(A ®id)(A(z))

AP?(M1@ler+lerzel+rz101)+ A% (1) (A1) (z0z®1)
A2 (ler@z+2010z)+ A% () (Alc)@1)(z @z )

A®?(1
A®2(¢

(

(e)(
(
(

A®2(1
(
(
(

3 +

Iler+lerzel+r101)+ A% ()(z0r®1)
1@zer)+ A% () (r010z) + A% (c)(Al) @ 1)(z@x @ )
1910r+10201+20101) +A2 (DA A>C)(1®r® )
rRrel+zl0z)+ A% ()(AC)@1)(r®r® )
AP(N191er+102z01+2010 1)+ A2 (D(1 e A>C)(1®r® )
AP () (z@1@r+rRz0 1)+ A% ()(1®@ A())(z @2 ® x)

= (i[d® A)A(z).

g +

A®2(c

)
)
)
)
)
)

(
(

g +

+
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Como queriamos mostrar. H
Antes de apresentar o resultado principal para o skew anel de polinomios, vamos

demonstrar um lema que sera necessario para mostrar a condigao fraca da counidade.

Lema 3.1.4. Sejam R uma bidlgebra fraca e R C T uma extensao de R. Se A : T — TRT
¢ um homomorfismo de dlgebras, nao necessariamente unitdario, o qual estende a comul-
tiplicacao de R, entdo para qualquer homomorfismo de dlgebras, nao necessariamente

unitdrio, ¢ : T — R satisfazendo Aoy = (p ® p)A, a funcio € =ecop: T — k satisfaz
€(abc) = €(aby)é(bac) = €(aby)€é(bic), Va,b,c € T.
Assim, a fungdo € satisfaz o azioma (c) da Definigao [1.2.1]

Demonstracao: A condigao Aoy = (p®p)A significa que p(a);0p(a)s = p(a1) @p(as),
para todo a € T. Assim, usando que ¢ é homomorfismo de algebras e que € é uma

counidade fraca, temos para quaisquer a,b,c € T":

€labc) = e(p(abe)) = e(p(a)p(b)p(c)) = e(w(a)p(b))e(p(b)aw(c))
= e(pla)p(bi))e(p(b2)p(c)) = e(p(abr))e(p(bac)) = €(aby )(bac).

De forma andloga, mostra-se que €(abc) = €(aby)é(bic). A

Teorema 3.1.5. Sejam R wma bidlgebra fraca e o um automorfismo de R. Entao, a

extensdo R[x;o| € uma bidlgebra fraca com A, o e € satisfazendo:

(0 @id)(A(1)) = A1) = (id ® 0)(A(1)), (3.6)
Alz) =Ala)(1®z)+ AD)(z® 1) + Alc)(z ® z) + A(d) (3.7)
e €(Rx)=0 (3.8)

se, e somente se,

a=b=1, d=0, (3.9)
c€ R;NR; ec éo-comutativo, (3.10)
eo = Tf( = Ty, para algum caracter fraco x. (3.11)

Nesse caso, R[z; o] é uma bidlgebra fraca com A(z) = A(1)(1@x+2x® 1)+ Ac)(z @ x).

Demonstragao: Suponhamos que R[x; o] seja uma bidlgebra fraca como descrita acima.

Temos que € : R[x; 0] — k satisfaz e(rz) = 0, para todo r € R, assim segue que €(rz") =
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e(rz"'13)e(1y2) = 0, para todo n > 1 e r € R. Notemos que se f = > a;a' € R[z;0],
i=0
entdo €ppz0)(f) = €r(f(0)). Dessa forma, segue que

r = (Id®e)A(x) = are(azsx) + bize(by) + crxe(cox) + die(dy)
= br+d

r = (e®id)A(z) = €(ay)asx + €(b1x)by + €(c1x)cox + €(dy)ds
= ax+d.

Ou seja, temos que b=1=a e d = 0. Assim,

Alz) =A1)(I1@z+2® 1)+ Alc)(z ® z).

Como A é coassociativa, segue que ¢ € R; N Ry, pelo Lema |3.1.3]

Como A : R[z;0] = R[z;0] ® R[x; 0] é a comultiplicacao de R[x; 0] e satisfaz
Alz)=Al)(1®z+2z®1)+ Alc)(z ® x),
com ¢ € Ry N Ry, segue que
Alxr —o(r)x) =0< A(o(r))A(z) = A(x)A(r),
para todo r € R. Por um lado temos
Ale(r)(AD)(I@z+z 1)+ Alc)(z@x) =A(c(r)(1®rx+2® 1)+ Alo(r)e)(z ® x)
e, por outro lado,
A(z)A(r) = AQ)(ri @zry+ar; ®@ry) = A(1)(r @ o(re)z + o(r))r @ 12).
Disso segue que

Alo(r)) = AM)(r ©oa(ry)
Alo(r)) = A()(a(n)e
Alo(r)e) = Ale)(o(r) @ a(r2)) = Ale)(o © 0)(A(r)).
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Como (o0 ®1id)(A(1)) = A(1) = (id ® 0)(A(1)), temos que

AN (d®o)(A(r)) = (d®o)(A(1)(id ® 0)(A(r)) = (id ® o) (A(r))

A1) (o ®@id)(A(r)) = (¢ @ id)(A(1)) (e @ id)(A(r)) = (0 @ id)(A(r)).
Logo,
(0 ®id)(A(r)) = (Aoo)(r) = (id® a)(A(r)); (3.12)
A(o(r)c) = Ae)(o @ 0)(A(r)), Vr € R. (3.13)

Portanto, pelo Lema e por (3.12)) temos que o = 7'>l< = T, para algum caracter fraco
X, e por (3.13)) temos que ¢ é o-comutativo.

Reciprocamente, vejamos que as condigoes ({3.9)), (3.10) e (3.11)) implicam que R|z; 0]

é uma bidlgebra fraca com
Alz) =AMl @r+re1)+Al)(z @),  eRr)=0

e o satisfaz a condigao (3.6).

Comegamos observando que o elemento y = A(1)(1®@z+2® 1)+ A(c)(z ® x) satisfaz
a relagao de propriedade universal da extensao de Ore em R[x;0]: yo(r) = ¢(o(r))y, onde
¢ é dada pela composicao de Ag com a inclusdo de R ® R em R[x; 0| ® R[x;0]. De fato,
nesse caso a relagao se torna yA(r) = A(o(r))y e assim, como visto acima, A satisfazer

essa relagao é equivalente a (3.12) e (3.13]). Logo, por (3.10) e (3.11]) segue que A esté

bem definida e é multiplicativa. Mais ainda, (3.11]) implica que o satisfaz a condigao ((3.6)).
Por (3.10) estamos na condi¢ao do Lema [3.1.3] ou seja, A é coassociativa.

Defina €ppy.0) : R[z;0] = k por €pjzo)(ra™) = 0, para todo r € R, n > 0 € €g[p0)(1) =
€(r), para todo r € R. A seguir vamos omitir o indice R[z; o] de € por nao haver perigo
de confusao. Para mostrar os axiomas da counidade, comegamos observando que basta
verifica-los para rz",n > 1. Note que A(rz") = A(r)A(z)" e, por ¢ € Ry, segue pelo
Lema que podemos escrever

Alz)=A1)(1@z+2® (1+cz)).

Observemos que o fato de ¢ = T)l( = 7, implica que zr = rx, para qualquer elemento

r € RyUR,;. Em particular, temos que xc = cx. Mais ainda, como ¢ é o-comutativo segue

que cr = re¢, para todo r € R, U R;. Logo,

Al)(I@z+r(1+cc)=(10x+2® (1+cx))A(L).
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Com as observagoes acima também segue que
1z)(r®(1+cx)=(r(1+cx))(l®x)
e, portanto, podemos usar a féormula do bindmio de Newton para A(x)™:

A(x)" = [A( 1®x+x®(1+cx))] =AD)"1l@x+zx® (1+cx))"

) (1@x)" Yz (1+cp))

l 0
n

l) 1@z H(@' e (14 cz))

>
2 (

- i(?)x ® 2" (1 + cx)’
£ (0o (5 ()

_ A no (Z>Z<l)x ® dan i

=0

Vejamos agora que valem os axiomas da counidade:

(e ®id)(A(ra™)) = Xn: (7) Xl: (i)e(rlml)mczx" i () )racla™ = ra™

1=0 =0
“ )\ o (1
(id ® €)(A(rz")) = 0 (z) ZO () rale(ryct e ) = riale(rod®) = ra.
Finalmente, vejamos que vale o terceiro axioma da counidade:
e(fg)e(gh) = e(fgh) = e(fg2)e(g1h), Y f, g, h € R[z;0].

Para isso usaremos o Lema [3.1.4} visto que €g[y0] = €g © @, onde ¢ : R[z;0] — R é dada
por ¢(f) = f(0). Ou seja, basta verificar que (¢ ® ¢)A = Ao . Como ¢ e A sao
homomorfismos de algebras, basta verificar a igualdade acima para o elemento x, visto

que ela é verdadeira quando restrita a R (nesse caso ¢ = idg).

(Aoyp)(z)=A(0)=0.
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(p@pAr) = (pe)(A)(I®zr+r®1)+ Alc)(r @ 1))
= (1) ® p(laz) + p(11z) ® p(12) + p(c12) @ p(c27)
= (1) ®0+0® (1) +0®0 = 0.

Concluimos assim a demonstragao do teorema. W

Observagao 3.1.6. Se o é um automorfismo interno dado por u € U(R), entdo um
elemento v € R € o-comutativo se, e somente se, vu € Z(R). De fato, rv = vo(r) =
vurut < r(vu) = (vu)r, para todo r € R, ou seja, vu € Z(R). No caso que Z(R) = k,

temos que v = \u~', para algum \ € k.

Observacao 3.1.7. Suponha que {vi,vs,--- ,on} € uma k-base de R tal que A(v;) =
N
v; @ v;. Assim, existem escalares \; € k tais que 1 =Y \jv;. Logo, o satisfaz a condi¢ao

i=1
A(l) = (id® 0)(A(1)) se, e somente se,

N N

D Xiwi@v) =Y A ® o (vy)).

i=1 =1

Como {v;} € base, seque que o(v;) = v; para qualquer i tal que \; # 0. Agora, se o é

interno, dado por u, temos que uv;u~*

= v; & uv; = viu para qualquer i tal que \; # 0.
Seja R = M,,(k). Lembramos que os automorfismos de R sao todos internos. Vamos
usar as observacoes acima para determinar a forma do automorfismo o e do elemento

c € Ry N R; que satisfazem as condigoes do Teorema |3.1.5

Exemplo 3.1.8. Sejam R = M, (k) e 0 € Aut(R) dado pela matriz invertivel u, isto

1

¢, o(r) = uru™'. Pelas observagioes acima, a matriz u que determina o deve satisfazer

uFE;; = Eyu, para todo i, ou seja, u deve ser diagonal. De fato, seja uw =Y ug Ey. Logo

ZuklEklEii = ZuklEiiEkl = Zuszm = ZuilEil = up =0, VEk # 1.

1

Portanto, o(r) = uru™", para uma matriz diagonal invertivel u, e o elemento ¢ € RN Ry

deve ter a forma M1, para algum \ € k.

Seja R uma bidlgebra fraca. Consideremos agora o anel de operadores diferenciais
Rz;6]. Assim temos que os elementos de R satisfazem a seguinte igualdade em R[x;d]:
xr = rx + §(r),Vr € R. Prosseguiremos esta secao estudando as condigoes sob as quais

podemos estender A a R[z;d] com

Alz) =Ala)(1®2z)+ Ab)(x® 1)+ Ac)(x @ ) + A(d), onde a,b,c,d € R.
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Observemos que §(Rs) = 0 é equivalente a §(1;) ® 15 = 0. De fato, claramente
d(Rs) = 0 implica em 6(1;) ® 1o = 0, visto que A(1) € R; ® R;. Reciprocamente, se
(5(11) X 12 = O, entao

0 = (id®e)((10a)(6(11)®13)) = (id®e)(5(11)Qaly) = 6(11)e(aly) = 6(1ie(alz)) = d(es(a)),

para todo a € R. Logo §(Rs) = 0. De forma andloga, também temos que 6(R;) = 0 é
equivalente a 1; ® 6(13) = 0.

Nesse contexto, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.1.9. Sejam R uma bidlgebra fraca e § uma derivag¢io de R tal que §(Rg) =
0(R:) = 0 e e(rd(s)) = 0 para quaisquer r,s € R. Entdo, H = R[z;d] € uma bidlgebra

fraca com
Alx)=Ala)(1®@2z)+ Ab)(z® 1)+ Ac)(x @ z) + A(d) e e(Rz) =

se, e somente se,

a=b=1d=0, ce RsNR:NZ(R); (AO1)
Ae)(0 ®@1d)(A(r)) =0 = A(c)(id @ §)(A(r)); (AO2)
A(0(r)) = A(1)(r1 @ 6(rg) + 0(r1) @ re) + A(c)(d(r1) @ §(r2)). (AO3)

Demonstracao: (=) Temos que:

Alz) = Ala)(1®z2)+AD)(z®1)+ Alc)(z @ x) + Ad)
= a1®a2x—|—b1x®b2+clx®02x+d1®d2.

Por hipétese temos que € : R[x;d] — k satisfaz e(rz) = 0, para todo r € R. Assim,
e(ra™) = e(rz" '1;)e(lyx) = 0, para todon > 1 e r € R. Dessa forma, como no Teorema,
3.1.5 temos que: b=1=a e d=0. Assim,

Alz) =Al)(I®z+z®1)+ Alc)(r ® ). (3.14)

Como A ¢é coassociativa, pelo Lema [3.1.3] segue que ¢ € R, N R;. Para mostrar que

¢ € Z(R), comegamos observando que A(xr) = A(rz + d(r)) ou, equivalentemente,
A(z)A(r) = A(r)A(z) + A(6(r)), Vr € R,

pois A dada por ({3.14) é a comultiplicagdo em R[z;d]. Analisando essa iltima igualdade,

o lado direito produz

AMA(x) +AG(r) =Ar)(1@xz+z2z® 1)+ Alre)(x @ z) + A(6(r)),
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enquanto o lado esquerdo nos da

A(x)A(r)

A1l @zr+ze )A(r)+ Ae)(r @ z)A(r)
(1)(r1 ® xrg + 211 @ 19) + A(C) (2711 @ 279)
(1)(

(

|
> b

1)(r1 @ row + 11 ® 6(rg) + 110 @19+ 6(r1) @ 12)

c)(rx @ rox + 1rax ® 0(r2) + 6(r1) @ rox + 0(11) @ 6(ra))
[(A(r ()0 @id)(A(r))(1 ® z)

[(A( () (id @ 0)(A(r))](z @ 1)

Aler)(x @ z) + A(1)(r @ d(r2) + 0(r1) @ 12) + Ae)(0 @ §)(A(r)).

+
>

)+ A
+ r)+ A
+

Assim, devemos ter, para todo r € R:

Ae)(0 ®@1d)(A(r)) =0 = A(c)(id ® §)(A(r)); (3.15)
A(re) = Aler); (3.16)
A(6(r)) = A(1)(ry ® 6(r2) + 0(r1) @ r2) + Alc)(0(r1) ® 6(ra)). (3.17)

Da injetividade de A segue que (3.16)) é equivalente a ¢ € Z(R).

(<) Devemos mostrar que R|[x;0] é uma bidlgebra fraca com
Alx)=Al)(1l®z+2z1)+ Ac)(z®x) ee(Rx)=0.

Nesse caso, para estender a comultiplicacao de R, devemos ter que o elemento y = A(x)
desejado deve satisfazer yA(r) = A(r)y + A(d(r)), para todo r € R. Pela argumentacao
feita acima, essa igualdade é equivalente a (3.15)), (3.16]) e (3.17). Assim, por (AO2),
(AO3) e do fato que ¢ € Z(R), segue que existe um dnico homomorfismo de élgebras
A que estende Agr a R[z;d] tal que A(z) = A()(I1@z+2®1) + Ale)(z @ ). A
coasociatividade de A segue do Lema [3.1.3] visto que ¢ € R, N R; (AO1).

Defina €ppy.5) : R[x;6] — k por €pjzs)(ra™) = 0, para todo r € R,n > 0 e €gpy5(r) =
€(r), para todo r € R. A seguir vamos omitir o indice R|x;d] de € por ndo haver perigo
de confusao. Para mostrarmos que € assim definida satisfaz os axiomas da counidade,
comegamos observando que basta verifica-los para rz™ com n > 1. A hipétese 0(R;) =
d(R;) = 0 nos fornece xr = rx para todo r € Ry U Ry, em particular xc = cx. Escrevendo
A(c) = A(1)(1 ® ¢), temos que A(zx) = A(1)(1® 2+ 2 ® (1 + cx)). Mais ainda,

Ilez+zxzx(1+cx)A(l) = L1 zly+xl; @1+ 2l @ crly
= 11®12$+11[L’®12+11[L’®120I
= A)(I@z+2z®(1+cr)) =Ax).
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Também temos que (1 ® z)(x ® (1 + cx)) = (x @ (1 + cz))(1 ® x). Portanto, podemos

escrever a expressao para A(rz") usando os mesmos argumentos da demonstragao do

Teorema |3.1.5, ou seja,

n l
A(ra™) ( >Z()7’1x ® roctp I
= =

Como € estd definida da mesma forma que no Teorema |3.1.5] segue que
(e @id)(A(rz")) = ra™ = (id ® €)(A(ra")).
Finalmente, verifiquemos a validade do axioma

e(fg1)e(g2h) = e(fgh) = e(fga)e(g1h),Vf, g, h € Rz;4].

Observe que basta verifica-lo para f = az™, g = ra" e h = d € R, pois ¢(fgdz') =0 e
e(fg1)e(goda!) = 0, sempre que [ > 0. Assim,
n n . '
m nd — m 5”71 d (2 — m 571 d
e(ax™rz"d) e(ax ’FZ (Z> (d)x") = e(ax™rd"(d))

=0

= aZ( >5m Wré™(d))z') = e(ad™(ré"(d))) = 0.

=0

Por outro lado,

e(az™(ra™))e((ra™)od) = i 7)i(i)e(ammr1xl)e(r20ix"l”d)

Com isso concluimos que €(fg1)e(goh) = €(fgh). A outra igualdade segue de forma

analoga. Isso conclui a demonstracao do teorema. M

Vamos finalizar esta secao analisando essas extensoes no caso em que R é uma algebra

de Hopf fraca. Comegamos com o seguinte:

Lema 3.1.10. Sejam R uma dlgebra de Hopf fraca, o um automorfismo de R e 6 uma o-

derivagao tais que o € Rg-linear e 6(Rs) = 0. Suponha que H = R[z;0,0] é uma extensdo
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de Hopf-Ore fraca com
Alz)=Al)(I®z+z®1)+ Alc)(z ® ) e e(zR) =0,
onde c € Ry e ¢ central em Ry. Entao ¢ = 0.
Demonstragao: Como e(zR) = 0 segue que €,(x) = 1;€(x1y) = 0. Logo,
0=es(z) = S(x1)x2 = S(11) 1z + S(112)15 + S(c17)cor = .+ S(x) + S(x)cx

Por hipétese ¢ € Ry, de onde segue que cz = ze. Se S(z) = > " a;x", entdo

m m
_ i i1 m+1
—T = a; T + a;Cx = qao + — a;_ 1c z! + apcx™
i=0 i=0
Assim, ag = 0, a; = —1, a; = —a;_1¢, para quaisquer 1 < i < m, e a,,c = 0. Ou seja,

(—1)mcm=1 = 0, isto ¢, ¢ ¢ um elemento nilpotente e central da dlgebra semissimples R,
(veja [4, Proposition 2.11]). Portanto ¢ =0. B

A partir do lema acima, dos Teoremas e e do Corolario [2.3.21] temos os

seguintes resultados:

Corolario 3.1.11. Sejam R uma dalgebra de Hopf fraca e o um automorfismo de R.

Entdo, a extensio Rlw; 0] é uma dlgebra de Hopf fraca com
A)=A)(1@z) + AD)(z @ 1)+ Ale)(z @) + A(d),  e(xR)=0
e (0 ®id)(A(1)) = A(1l) = (id ® 0)(A(1)) se, e somente se,
a=b=1c=d=0

e o satisfaz as condigoes do Coroldrio |2.3.21) isto é, 0 = T>l< = Ty, para algum caracter

fraco x e S =00 Soo0.

Corolario 3.1.12. Sejam R uma dlgebra de Hopf fraca e § uma derivagao de R. Entao,
H = R[x;0] € uma dlgebra de Hopf fraca com

Alz) =Ala)1@x) + Ab)(z® 1) + Ae)(z @ x) + A(d) e €zR)=0

se, e somente se,
a=b=1,c=d=0

e 0 satisfaz as condigoes do Coroldrio [2.53.21), isto €, & é uma coderiwagao de R tal que

d(R:) =0, €(ad(b)) = 0, para quaisquer a,b € R e Sod =060S5.
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Finalizamos observando que, mesmo nesse contexto um pouco mais geral para a escolha
da imagem de x por A, nao conseguimos obter novas extensoes de Hopf-Ore fracas, visto

que o elemento x acaba por ser um elemento primitivo fraco, como o caso tratado no final

do Capitulo
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