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RESUMO

0 objetivo deste trabalho & apresentar um progra-
ma computacional para analisar problemas elastoplasticos com
pequenas deformagaes em grelhas planas de concreto armado, uti

lizando o metodo dos deslocamentos.

0 material & definido atraves de um criterio de es-
coamento generalizado que leva em consideragao o efeito dos
esforcos de corte, momento fletor e momento torsor nas segoes

criticas e apresenta endurecimento isotropo.

Uma solugao incremental empregando o metodo da ma-

triz de rigidez tangente foi adotado.

Algumas comparagaes foram feitas com resultados

experimentais, numéricos e teoricos.



ABSTRACT

The aim of this work is to present a computational
program to analyse elastoplastic problems of small
deformations in reinforced concrete grids using the matrix

displacement method.

The material is defined through a generalized yield
criterion that accounts for bending, torsion and shear effects

at the critical sections and presents isotropic hardening.

An incremental solution with tangent stiffnen matrix

is used.

Some comparisons were made with experimental,

numerical and theoretical results.
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1. INTRODUGAO

1.1. Objeto de Estudo

0 interesse na possibilidade de um melhor aproveita-
mento da reserva de resisteéncia dos materiais, permitindo a
utilizagao de uma maior capacidade da resistencia desses mate-

riais, impulsiona o desenvolvimento da teoria da plasticidade.

0 objetivo deste trabalho foi desenvolver um progra-
ma computacional para resolver, através do método dos desloca-
mentos problemas de nao linearidade fisica para o caso de
pequenas deformacgoes e deslocamentos, para grelhas planas de
concreto armado. Para isto foi utilizado o meétodo da matriz

de rigidez tangente, também chamado de método incremental.

A nZao linearidade fisica do problema & representada
para o caso elastoplastico através da definigao de um crite-
rio de escoamento generalizado que leva em consideragao o efei
to combinado do esforgo cortante, momento torsor e momento
fletor, e de alguns conceitos gerais da teoria classica da
plasticidade ligados ao estudo do comportamento elastoplastico
de elementos unidimensionais, estabelecendo-se em seguida a

matriz de rigidez elastoplastica dos mesmos.

A utilizacao deste critério de escoamento generali-
zado conduz a uma relagEo elastoplastica que pode ser encara-
da como representativa de uma articulagao plastica generali-
zada que se reduz ao conceito classico de rotula em situacoes

especiais.

Para elementos de grelha plana de concreto armado,
assume-se como superficie de escoamento uma das superficies de
interagao flexao-torgao-corte para segoes subarmadas, no esta-
do limite Ultimo. Obtém-se estas superficies de interagao pa-

ra vigas sujeitas a estes esforgos, usando o teorema do limite

inferior (ou teorema estatico) e a analogia da "Trelica Es-
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Sobre o comportamento do material, assume-se que as
curvas momento fletor-rotacao € momento torsor-torgao sao elasto-
plasticas bilineares com endurecimento 1isotropo, e que as suas

propriedades mecdnicas sao independentes do tempo.

Com relagao aos elementos de barra; sao prismaticos,
retos, possuindo dois nos e com trés graus de liberdade por
ndo. Considera-se que o comportamento inelastico ocorra nos
seus extremos, isto e, as articulacoes plasticas generalizadas
estejam concentradas nos nbs da barra. A estrutura é carrega-
da somente em seus ndos; caso haja cargas concentradas no ele-
mento, criam-se nads nestes pontos. As cargas distribuidas sao
substituidas por um sistema estaticamente equivalente de car-

gas concentradas.

A partir das hipoteses acima, & possivel resolver o
problema elastoplastico numa série de etapas, cada uma das
quais analisando uma estrutura elastica linear. Estas estru-
turas sao obtidas introduzindo articulagoes plasticas genera-
lizadas nas extremidades dos elementos cujo estado de tensoes
atingiu a superficie de escoamento na etapa anterior e fazendo
as mudangas correspondentes na matriz de rigidez global da
estrutura. A carga sob a qual a estrutura transforma-se em um
mecanismo chama-se carga de colapso. Alcancgada esta carga, a
estrutura continua a deformar-se sob carga constante para o
comportamento elastoplastico perfeito, enquanto que se consi-
derarmos o endurecimento, a estrutura ira deformar-se sob
acréscimos de carga. A analise €& valida sd para casos em que
a carga ultima & alcancada com deslocamentos e deformacoes pe-
quenas da estrutura, excluindo problemas de instabilidade; nes

tas condigoes, a carga de colapso independe das propriedades

elasticas da estrutura.

0 problema elastoplastico acima pode ser estudado de
duas maneiras: ou pelo uso da analise limite, que somente nos
fornece a carga ultima ou pela analise passo a passo, partindo
do comportamento elastico até atingir um mecanismo de colapso
plastico. Naturalmente, a analise limite esta restringida a

situagoes sem endurecimento.



18919 Jtravés da analise limite propoe solu-

GRIGORTIAN
goes analiticas para a obtengao da carga ultima de grelhas or-
togonais com diversas condigoes de contorno sem levar em con-

sideracao o efeito da torcao.

HEYMAN ~ ¢ ASKARI' obtém a carga de colapso para
orelhas ortogonais levando em consideragao o efeito da torcao.
HEYMAN resolve o problema através da analise limite classica
enquanto que ASKARI através da formulagao pelo método das for
gas e de um critério de escoamento linearizado, resolve o pro-

blema usando programagao linear.

BONY e KLEIBER' fazem a analise elastoplastica pa-
ra elementos de grelhas planas ortogonais, considerando um cri
tério de escoamento, que leva em conta o efeito da torgao e
flexao, usando dois procedimentos numéricos diferentes: o mé-
todo da matriz de rigidez tangente e o método da temsao ini-

cial, obtendo a carga de colapso.

Pode-se generalizar este procedimentoc a problemas
elastoplasticos de estrutura de barras espaciais atraves da
definicao de um critério de escoamento que leva em conta a
interagao entre os esforgos correspondentes aos diversos graus
de liberdade ’°'; a extens@o a problemas com deformacdes fini-

tas pode ser feita conforme a referéncia |10].

1.2. Problemas de Torcao-Flexao-Corte em Concreto Armado

Para uma analise do valor da carga de colapso de uma
estrutura, se faz necessario conhecer a capacidade resistente

dos varios elementos que a compoem.

Numa grelha plana, seus elementos sofrem a acao com-
binada dos esforgos cortante, momento fletor e torsor; dai a
necessidade de se conhecer o comportamento de um elemento de

concreto armado sob estes esforgos.

Durante as duas décadas passadas um grande numero
de pesquisas foram realizadas, considerando varios aspectos da
influencia da torgao e combinagoes de esforcos em vigas de con

creto armado e protendido’®.



Ha dois modelos tedricos mais aceitos para simular o
comportamento de uma viga sob torgao-flexao-corte: os modelos

27 ¢ de "Skew Bending"®. Estas teorias

da "Trelica Espacial’
sao baseadas em modelos simples e racionais, que levam a re-
sultados satisfatorios, comprovados por um numero extenso de

. . 26338
testes experimentals .

A formulacao analitica destes modelos para vigas de

3034

concreto armado e protendido permite determinar:

- a capacidade de resistencia tltimaj

- as rigidezes torsional e flexural antes e depois
da fissuragao;

- as deformagoes das armaduras longitudinais e dos
estribos, ao longo da historia de carga;

- as deformagoes do concreto nas secoes criticas,
ao longo da historia de carga;

- as curvas momento-curvatura e torque-torgao;

- mecanismos de rupturaj

- uma superficie de interagao entre os esforgos de

tor¢gao-flexao-corte, definindo-a como capacidade de carga.

Um dos trabalhos pioneiros foi o de GVOZDEV, LESSIG
e RULLE®’'. Eles observaram dois mecanismos de ruptura diferen
tes, para vigas de concreto armado, caracterizados pelo modelo
de "Skew Bending", e propuseram expressoes para o calculo da
resistencia ultima através do equilibrio entre as forgas ex-

ternas e internas na face de ruptura.

COLLINS et al®, McMULLEN e WARWARUK?® e GOODE e
HELMY '’ entre outros, propuseram novas variaveis e outras mo-
dificagoes na teoria de Lessig por meio de observacoes expe-
rimentais, como por exemplo, um terceiro modo de ruptura. Ou-
tros extenderam-na para vigas de concreto protendido como

BELOW et al® e MISIC e WARWARUK'?.

O modelo da "Treliga Espacial" foi proposto por
RAUSCH em 1929 para o estudo de torgao pura. Em 1969, LAMPIRT
e THURLIMANN®? aproximou este modelo para estudos de torgac e
flexao, e em 1976 THURLIMANN’®® estendeu-o para analise de tor-

T - i 33 - - . .
¢ao, flexao e corte; LITA utilizou-o para avaliar as ri-



gidezes torsional e flexural antes e depois da fissuracao da
peca.

Houve também a preocupagéo em determinar curvas de
interagao entre momento fletor, momento torsor e esforgo cor-
tante. Nesse sentido EWIDA e McMULLEN'® e ELFREN et al'’
propuseram curvas de interagao flexao-torgao-corte utilizando
o modelo teorico de "Skew Bending" enquanto que THURLIMANN e
LAMPERT °' propuseram curvas de interacao flexao-torcao baseado
no modelo da "Trelica Espacial™. Recentemente, THURLIMANN®®
utilizando o modelo da "Treliga Espacial" propos curvas de in-

teragao flexao-torcao-corte.

Neste trabalho adotamos o modelo tedorico da "Trelica

Espacial", cujo desenvolvimento sera descrito no capitulo 3.

1.3. Organizacao da Dissertagao

Com referencia ao conteido especifico de cada capi-
tulo, tem-se o que segue: No segundo capitulo apresenta-se
alguns fundamentos da teoria da plasticidade e o desenvolvi-
mento das relacoes constitutivas em forma matricial conside-
rando o endurecimento isotropo para elementos de grelha plana.
No terceiro capitulo apresenta-se a obtengao da superficie de
escoamento para uma segao retangular de concreto armado subme-
tida a combinacao de esforgos de torcao-flexao-corte e a capa-
cidade resistente tltima da mesma, isto &€, momento torsor de
plastificagao, momento fletor de plastificacac e cortante de
plastificagao, utilizando o modelo da "Trelica Espacial” de-
senvolvida por THURLIMANN®®. No capitulo 4 apresenta-se o
elemento de barra implementado, os critérios de plastificacao
e descarga dos elementos, algoritmos de solugao e as caracte-
risticas do programa computacional. Os resultados dos exem—
plos analisados juntamente com outros resultados experimentais
estac apresentados no capitulo 5. Finalmente no capitulo 6

estao apresentadas algumas conclusoes e sugestoes.

Os procedimentos automaticos foram programados na

linguagem Fortran do computador BURROUGHS B-6700 da UFRGS.



2 FORMULAQKO GERAL DO PROBLEMA - FUNDAMENTOS TEORICOS

Neste capitulo serao desenvolvidas algumas expres-
soes gerais da teoria classica da plasticidade. A introdugao
geral desta teoria pode ser encontrada nas referéncias |25] e
l14].

0 método geral desenvolvido para estruturas conti-

nuas pode ser aplicado em estruturas de barras conforme indi-

cado nas referencias |10| e |37]. 0 objetivo deste capitulo e

formular a matriz de rigidez elastoplastica para estes elemen-

tos.

Neste capitulo usaremos a notagao matricial.

2.1. Definicao do Elemento de Grelha Plana

A cada elemento associa-se o seu proprio sistema de
eixos "de referencia (%, y, z), chamado sistema local de refe-

rencia,

Para um elemento cujas extremidades correspondem aos
nos i (no inicial) e j (no final), seu sistema de eixos tem a
origem ligada ao n6 i e o eixo x estd dirigido deste nd ao no
j (FIGURA 2.1).

Define-se as componentes do vetor de deslocamentos
nodais do elemento de grelha plana em coordenadas locais como:

0" = (w,, 6x,, O8y.,, w,, 6x., By. .
( i? 5 yl’ j? j? ByJ) (2.1)
onde w & o deslocamento na direcao do eixo z, fx & a rotacao

em torno do eixo x e 0y & a rotacao em torno do eixo y (FICU-
RA 2.2) e o superindice T indica a transposigao de vetores ou

matrizes.
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FIGURA 2.1 - Sistema de referencia do elemento.
in.wi FZJ.UJJ
Mx:,0x: Mx.,©x.
ol — _ it
l J
My;, ©y; MYst)'j
FIGURA 2.2 - Agoes ¢ deslocamentos nas extremi-

dades do elemento.

As componentes do vetor de forgas nas extremidades
do elemento de grelha plana em coordenadas locais sao defini-
das como:

b
F o (in, Mxi, Myi, sz, ij, Myj) (2.2)

onde Fz & a forga na diregao do eixo z (esforgo cortante),

Mx & o momento na diregao do eixo x (momento torsor) e My &




o momento na direcao do eixo y (momento fletor) (FIGURA R ) 1

0s esforgos solicitantes F e os deslocamentos U sao
positivos se tiverem o sentido positivo dos eixos de referencia

local.

Para processos elasticos e deformagoes infinitesi-
mais, a relacao entre forgas e deslocamentos para um elemento
de barra, no sistema local de coordenadas, pode ser escrita co-

mos

F=KU (2, 3)
onde K & a matriz de rigidez elastica.

2.2. Comportamento Elastoplastico de um Material - Caso Multi-

axial

A determinagao de uma relagao constitutiva elasto-

plastica para um estado complexo de tensoes utiliza:

a) Uma relagac forga-deslocamento correspondente ao
regime elastico e deformagoes infinitesimais de acordo com a

equaqao.(2.3).

b) Um critério de escoamento que caracteriza a tran-
sicao entre o regime elastico e elastoplastico, que & dado por
uma certa combinacao de trés componentes do vetor de forcas ¥
em uma das extremidades do elemento. Este critério pode ser

representado pela relagao abaixo:
Y = ¥(F, 8) =~ x =0 (2.4)

onde s e X sao funcionais da histdria de deformagao plasti-
ca. A cada valor fixo de s e ¥ corresponde uma superficie
de escoamento no campo das tensoes. O funcional s modela o

endurecimento cinematico e o funcional ¥ modela o endurecimen-

to isotropo.

Pontos no interior desta superficie correspondem a

estados elasticos de tensao e pontos sobre a superficie cor-



respondem a estados elastoplasticos de tensao. As superficies

de escoamentoc apos a inicial sao tambem chamadas de superficie

de carga.

Assume-se ainda a existéncia de um estado virgem do
material, isto €, antes da aplicagao de cargas tem-se s=0 e
X=Xq* )

Durante o processo de deformagao elastoplastica, 0
vetor de tensoes F dos pontos que estao sofrendo deformagoes

inelasticas deve permanecer sobre a superficie de carga (Prin-

cipio de Consist@ncia). A condigao para que isto ocorra & da-
da por:
T T :
: oY 2 oY i
Y = {—} F+{=} s-x =0 (2.5)
9F ~  3s N

Para aplicagao das equagoes a seguir, devemos distin-
guir entre processos elasticos (PE), processos de deformacao
plastica (PP) e processos de descarga (PD). No caso multiaxial
tal distingao naoc & simples, sendo que no mesmo processo algu-

mas tensoes podem aumentar, enquanto outras diminuem.

Se num instante dado, tem-se Y=0 (estado elastoplastico)
e Y<0, naturalmente no instante seguinte ter-se-a Y<0 (es-

tado elastico) caracterizando, assim, uma descarga.

Durante a descarga, naturalmente tem-se deformacoes

plasticas nulas de modo que s=0 e X=0. Assim, descarga &

caracterizada por

T
Iy

F <0 (PE) (2.6)
ag N

Y=0,

Tem—-se carga quando

ay. T -
Y=0, {—)} F >0 (pP) (2.7)
ar -

A situagao com

T .

2 F =0 (pP) (2.8)

d;

Y=0,
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¢ denominada carga neutra.

Existe uma interpretacao geométrica simples e util
das equagoes (2.6), (2.7) e (2.8). Ja que a superficie de car-
ga @ fechada, pode-se falar em partes interna e externa. No
espago F, (8?/85) representa um vetor normal a ¥; carga, des-
carga e carga neutra correspondem aos casos em que o vetor F e
dirigido para fora, para dentro ou tangente a superficie de

carga, respectivamente.

Na FIGURA 2.3, esta interpretacgao & representada pa-
ra o espago de tensoes atuantes numa das extremidades do ele-

mento de grelha plana.

Mx

f{curqo)
QY (vetor gradiente ou
OF fluxo pidstico)

FIGURA 2.3 - Superficie de carga.

A forma e a posigcao da superficie podem modificar-se
ao longo do processo de deformagao plastica, expandindo-se e/ou

deslocando-se conforme o tipo de endurecimento do material.

Para o caso de endurecimento isotropo a superficie

de carga se expande uniformemente em torno da origem, mantendo
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a mesma orientacao e forma da superficie de escoamento inicial,

conforme a FIGURA 2.4.

B e

B

e x My
Fz
FIGURA 2.4 - Movimento da superficie de carga com
endurecimento isotropo.
Para este caso tem—se
Y(F) = ¥ (2.9)

0 critério de escoamento adotado neste trabalho, pa-

ra o caso de endurecimento isotropo, € dado por:

y = EN . dxB Iy oy g (2.10)
Vp Tp Mp

onde Fz, Mx e My sao os esforgos de extremidade do elemento,
e Vp, Tp e Mp sao os valores plasticos limites respectivos
para os esforgos de corte, momento torsor e momento fletor do
elemento considerado. Esta fungao de plastificagao & bastante
geral e representa o comportamento de segoes retangulares e

subarmadas de concreto armado com valores adequados de M e B,
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conforme veremos no Capitulo 3.

A variavel de estado X modela um tipo de endureci-

mento isotropo.

¢) Uma relacao entre tensoes e deformagoes plasticas

que & estabelecida usando o principio da normalidade, ou seja,

WP = 4 (2% 2.11)
= IF

onde o superfndice P indica a componente pl?xstica das distorgooes
do elemento e A & um escalar nao negativo. Este principio indi-
ca que as componentes da taxa de deformagao plastica sao pro-

porcionais as correspondentes componentes do gradiente da fun-

¢ao de escoamento no espago de tensoes F.

2.3. Relacoes Constitutivas Elastoplasticas

Baseado no que foi visto anteriormente, serao escri-
tas agora as relagoes constitutivas elastoplasticas, do ele-
mento de barra, de forma geral e particularizada para o caso

de endurecimento isotropo.

Se a condigao de plasticidade & atingida, tem—se que

Y(F, 8) - X = 0 (2.12)

e aparecerao deformacoes plasticas.

A compatibilidade geométrica entre as taxas do vetor
de deslocamentos na extremidade do elemento, com articulagao

plastica generalizada, & dada por:

= % s 0P 4 Uf (2.13)

1

‘e - ; . - P
onde U®, UP s3o os incrementos das distorgoes elasticas e
- -" T - B -
plasticas do elemento e U e a componente de movimento rigi-

do proveniente do incremento de deformagﬁo do restante da es-—

trutura.
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Para o caso de um elemento de grelha plana, estes

deslocamentos e distorgoes podem ser definidos de acordo com

a FIGURA 2.5.

i
z o = ton o = £
\ L
- = oy < twj - wi)
/ [~ &
/ ——T" o
¥ o Pj=ey; —(wj - wj)
Oy, —
Ji > eyj L
= / o
/ w;
ex; er
) .
U (W4 X
| " L
;|
FIGURA 2.5 - Deslocamentos, rotagoes e distorgoes do
elemento no sistema de referencia local.
Como considera-se pequenos deslocamentos
N (w: = w:)
a" = tan of = —L 1 , desta maneira, tem-se
L
( 0 ) 4 ). 3
i
s
(., =w,) (0. —w.)
R RN N S G el
i L ~ n
0
€ 8 E
Xj e £ nxi
(w. -w,) (w. —w.)
gy - Al 1
N } P
j L / 3

r e - .
onde « a rotagao de corpo rigido da corda do elemento de-

e o vetor de distorgoes do elemento. Para uma ex-

e oy

formado,
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tremidade com articulacao plastica generalizada, este vetor

contém as parcelas escalarmente aditivas das deformagoes elas-

tica e plastica.

A relacao entre as taxas de forgas e deslocamentos
elasticos para um elemento de barra em equilibrio pode ser ob-

tida da equacao (2.3), deste modo:
F = k U° (2.14)

onde € a taxa do vetor de forcas nas extremidades do ele-

1 .

mento.
Introduzindo a definicao
- T -
s=Lox-2 9 (2.15)
A ds -
onde A & uma expressao em fungao do tipo de endurecimento ado

tado, a equagao (2.5) pode ser escrita como

- T
(3Y

¥ = F-AA=0 (2.16)
3F -

Substituindo a equacao (2.13) em (2.l4), vem que

i}

= P (2.16.a)

bes .

R (U-09) - & U7 =k

1

Ja que o vetor de cargas associado com a taxa de movimento ri-

gido & nula.

Assim, usando a equacgao (2.11) e substituindo-a na

equagao (2.16.a), chega-se a

R (u- A {2 (2.17)
o8

i
1}

Substituindo a equagao (2.17) em (2.16) e isolando a

variavel A, determina-se
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T
\
{BP

KU
9F

(2,:18)

.
]

e
A+ {EE E{EE}
aF aF

Substituindo a equagao (2.18) em (2.17), obtém-se a

relagao abaixo

, T

2y 22

3F  3F ;

(K - - % - ) U (2.19)
A+ {Ei} K {EE

—~

oF BF

g e
i

A equagao (2.19) fornece a relagao entre as taxas de
forgas e deslocamentos nas extremidades do elemento durante
processos elastoplasticos; o termo entre parenteses e a matriz
de rigidez elastoplastica do elemento de barra em relagao as

coordenadas locais; sendo esta matriz simétrica.

Pode observar-se que durante um movimento arbitrario
de corpo rigido de um elemento com uma ou ambas extremidades
com articulagoes plasticas generalizadas, nao ha variacao da
energia potencial elastica nem dissipacao de energia no pro-
cesso plastico. Desta forma, pelo principio dos trabalhos vir
tuais, o trabalho externo deve ser nulo e conseqllentemente o
vetor associado de forgas nas extremidades do elemento deve

ser forgosamente nulo.

G ~ o ; : = g ;
Seja entao U um incremento arbitrario de movimento

rigido. Aplicando a equacao (2.19) tem-se
T
. - 3F  OF -
F=K1U B T (K U)
- = .
aF T 3F

Por ser E Hr = g resulta finalmente
F =10

Dai conclui-se que através da matriz elastoplastica
somente as distorgoes no elemento influenciam na obtengao das
forgas de extremidade de membro.
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2.3.1. Endurecimento Isotropo

No caso de endurecimento isotropo, considerando o en-
H) 25

durecimento por deformagao mecanica ("strain hardenning e
usando a equacao (2.11), tem-se:
x =8 [|[uP]
(2.20)
‘ Yy
=H A |[{Z==}]]
9F
onde || !l 2 a norma euclidiana e H e a constante de endure-

cimento que podemos determinar da curva momento-rotagao ou tor-
que-torgao, cujo valor & dado, conforme sera visto no item 2.3.2,
por

A My

Mp

A 8P
y

H:

Substituindo a equagao (2.20) em (2.15), obtém-se

A =H H{EE}]I (2.21)
oF

Considerando o caso de flexao pura e a superficie de
escoamento da equagao (2.10), o vetor de fluxo plastico
[3¥/3F} torna-se igual a

p .
2y |
' dFz

LR E T

oF | OMz |
|
Y SGN My
| dMy Mp
P
onde SCN indica o sinal da grandeza escalar. Desta maneira,

chega-se na expressao abaixo
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W
&y = |FALLEN| (2.22)
oF My Mp

Logo, a matriz de rigidez elastoplastica do elemento
de barra com endurecimento isotropo considerando a superficie

de carga da equacao (2.10), fica igual a

T
g 120 12y ¢
T 3F OF '
EEP - E - e T (2.23)
Mp BE BE

2.3.2. Determinacao da Constante de Endurecimento

0 valor de H pode ser obtido da curva momento-rotu-—
¢ao ou torque-torgao, como mostra a FIGURA 2.6 para a curva
My-fy, onde o comportamento do material foi aproximado por uma

reta de endurecimento.

resposta
elgstoplastica

i
Mp

AMYy
Mp

regpqs?ql
eldstica

FIGURA 2.6 - Curva momento-rotacao bilinear.
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A constante de endurecimento H pode ser interpretada

como a inclinagao da curva momento-rotagao depois da remogao

da componente elastica da rotagao. Assim,
AMy
B o= R (2.24)
ABY

Ainda, da figura 2.5, define-se as seguintes rela-

a) Ay = ABy + ABD (2.25)

onde o incremento de rotagao (A€y) & a soma dos incrementos de

rotagao elastico (Aﬁ%) mais o de rotagao plastica (ABE);

AMy

b) Eo = _}1% o .__éﬁ'_e (2.26)
Ay Mp Afy

onde Eo € a inclinacao da curva momento-rotacgao na fase elas-

tica;
AMy
C) El - ﬁﬂg = __éﬁz_ (2.2?)
ABy Mp Afy
onde E. & a inclinagao da curva momento-rotacao na fase elas

1
toplastica.

Aplicando a eq. (2.25) em (2.24), tem-se

AMy

H = *M_“gﬂ__g
ABy - ABy

Dividindo o numerador e o denominador da expressao

acima por Afy, obtém-se



19

AMy
H = Mp &BE
- Ae§
ABy

Isolando os valores de A8y na equacao (2.26) e
ABy na equacao (2.27) e substituindo-os na equagao acima, che-

ga-se na seguinte expressao para a constante de endurecimento:

H = — {2.28)

1
1 T

=1

o

£ interessante observar neste caso que H & uma gran-

deza escalar adimensional.

2.4, Matriz de Rigidez Elastoplastica para Elementos de Barra

Quando a resultante das componentes do vetor de for-
cas F em uma das extremidades do elemento de barra atinge a su-
perficie de escoamento fica caracterizado um estado de defor-
macoes elastoplasticas neste no, isto &, forma-se uma articula-

cao plastica generalizada.

Para o elemento de barra havera gquatro comportamentos
elastoplasticos distintos, conforme as resultantes das solici-
tagoes nos nos atinjam ou nao a superficie de escoamento du-
rante a historia de carga; conseqllentemente havera quatro ma-
trizes de rigidez elastoplasticas diferentes (FIGURA 2.7), que

descreveremos a seguir:

a) comportamento elastico: mnao ha formagao de arti-
culagoes plasticas generalizadas durante o processo de carga,

assim a matriz de rigidez & elastica;

b) comportamento elastoplastico: com formacao de uma

articulacao plastica generalizada no no 1i:

Portanto, o vetor de fluxo plastico ficara definido
como:

s T T
2% . ety |
oF 3 + ~




=

L
a) E -
Y<0 Y<0
ep
Ki
b) I _
I J
Y=0 Y <0
ep
L ki
c) == _
i ]
Y <0 Y=0
ep
"‘"lj
d) P I
i J
Y=0 Y=0
FIGURA 2.7 - Articulacoes plasticas possiveis

para um elemento da barra.

Aplicando-o na equagao (2.10), tem-se

n-1 B-1 = =
F My .
ra1,f.}T ) 4'n Fz, B Mx, - SGN (Iyl)
ar * Vpn Tpu Mp =

escrevendo K na forma particionada
Ko -
~ii =ij
K. T
~J1 =0

. - o e - - e
Determina-se a matriz de rigidez elastoplastica Ki

do elemento com uma articulagao plastica no i
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Rii| oy

=LA { [K

K.. BF BF
K =& = — = (2.29)
N - b4 Y

Loy kg

Mp oF OF
¢) comportamento elastoplastico: com formagao de uma
articulagao plastica generalizada no no j. Adotando o mesmo

procedimento do item b, tem-se

|
~id] 195, EE .o h,.]
N K..| 9F ] oF ]
kP - g - =1l = (2.30)
~ . - u
i Mo, 3¢ } k.. {3%

d) comportamento elastoplastico: com formagao de
articulacgoes plasticas generalizadas em ambos os nds. Deste
modo:

Ki; Ko . K.. K..|
~ii  ~ij {EE} {Ei}T s, i} ~1J‘
K.. K,.| aF **3 ar **3 [k.. K,.
kP g - =i =~jj- = ~ o A I
.-..l’J -
H {BT fgil ~1j )
1,] 1,]
M oF 7’ K. IF °?
¥ = L--Jl =33 =



3. RESISTENCIA OULTIMA DE VIGAS DE CONCRETO ARMADO SOB FLEXAO-
TORCAO-CORTE

Como vimos no capitulo anterior, para determinar-se
uma relagao constitutiva elastoplastica para um estado com-
plexo de tensoes, usando a teoria classica da plasticidade,

necessita-se de:

a) Uma relacao tensac-deformagao na fase elastica;

b) Um critério de escoamento gque caracteriza a tran-
sicao entre o regime elastico e elastoplastico;

¢) Uma relagao entre tensoes e deformacoes plasti-

cas que é estabelecida atraves do principio da normalidade.

Neste capitulo, usando o modelo tedrico da "Trelica
Espacial", determina-se uma superficie de interagao entre
os esforgos de corte, momento fletor e momento torsor, que a
partir de algumas simplificagoes, assume-s¢ como sendo uma

superficie de escoamento segundo o item "b".

3.1. Resultados Experimentais e Modelos de Comportamento

0 comportamento e a resistencia Gltima das vigas de
concreto armado e protendido sob torgao-flexao-corte sao bas-
tante influenciados pela geometria da segao transversal, pela
quantidade e disposigao das armaduras longitudinais e dos es-
tribos, pelas relacoes momento torsor/momento fletor e momen-
to torsor/cortante, pelo processo de fissuragio do concreto e

s ) X = a0 o 23
por ultimo pelo efeito de escala (ensaios de laboratorio) .

HSUgh, por meio de observagoes experimentais, mos-
trou que a ruptura de barras de concreto simples de seQEO Le—
tangular, submetidas a torgao pura, ocorreu por flexao em re-
lagaoc a um eixo paralelo ao maior lado da face de ruptura in-
clinada, cuja inclinagao era de 45° graus em relacao ao eixo

longitudinal, como mostra a FIGURA 3.1. BRasicamente, este

22
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tipo de ruptura ocorre em vigas de concreto armado e protendi-
do, com diversas formas de segao transversal, submetidas a
torcao—flexao-corte, com excegao da inclinagao da face de rup-

tura.

FIGURA 3.1 - Face de ruptura.

LESSIG et al?!, baseado no modelo tedrico de "Skew
Bending", propos expressoes para o calculo da resistencia ul-
tima de vigas de concreto armado, de secao transversal retan-
gular e com estribos, submetidas a torcao e flexao. Este,
concluiu haver dois modos de ruptura diferentes. O primeiro
modo ocorreu em vigas com armaduras simétricas e com o predo-
minio de flexao, em que a linha neutra ficava proxima a parte
superior da face inclinada, isto &, a zona de compressao es-
tava no topo da segao (FIGURA 3.2a). 0 segundo modo ocorreu
para a mesma viga mas com o predominio de torgcao e corte, em
que a linha neutra ficava proxima a lateral da face inclina-
da, isto &, a zona de compressao estava em um dos lados ver-

ticais da secao (FIGURA 3.2b).
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a) MODO 1

b)MODO 2

il

FIGURA 3.2 - Modos de ruptura por "Skew Bending".

A teoria de Lessig foi estendida por GOODE e HELMY 7
e COOLINS et al® para incluir o caso onde a zoma de compres-
sao se formava na parte inferior da secgao (FIGURA 3.2c). Este
modo de ruptura foi observado por diversos pesquisadores em
vigas que tinham as armaduras longitudinais superiores mais
fracas que as inferiores e com o predominio da torgao. Em
adic¢ao, GOODE e HELMY também consideraram outro modo de ruptu-
ra no qual as armaduras transversais e longitudinais nao escoa
vam simultaneamente como pressupoe a teoria de Lessig. A com-
paragao dessas diferentes versoes da teoria de ruptura por

"Skew Bending" podem ser vistas na FIGURA 3.3.
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[ | ESTRIBOS
T ¥ ESCOAM
ARMADURAS
SUPERIORES
ESCOAM AMBAS ARMADURAS
ESCOAM
GOODE & ARMADURAS
HELMY INFERIORES
ESCOAM
M
T ZONA COMPRIMIDA
.[L/ NA LATERAL
—
\\
ZONA
COMPRIMIDA
NA BASE ZONA COMPRIMIDA
5~ NO TOPO
COLLINS
1]
M
FIGURA 3.3 - Diferentes versoes da teoria
de "Skew Bending".
A maioria das investigagoes experimentais, tratando

da combinagao torgao-flexao, foram feitas para vigas retangu-
lares contendo armaduras longitudinais e estribos. Observou-
se que para as vigas com armaduras antisimétricas, um pequeno
aumento na flexao provocava um aumento substancial na capaci-
dade de torque (FIGURA 3.3). Por outro lado, para vigas com
armaduras simétricas, um aumento na flexao reduzia a capaci-
dade de torque. Em ambos os casos houve reducao na capacida-

de de flexao devido a um pequeno aumento no torque -

No caso de vigas submetidas a torgao e corte, as
primeiras pesquisas foram feitas com vigas de concreto pro-
tendido, pois estes elementos estao presentes em estruturas
como pontes, viadutos, etc., onde os esforgos de torgﬁo sao
importantes. GAUSEL'" ensaiou vigas de segao "I" com proten-
sao excentrica, com e sem estribos, e com base nos resultados
obtidos

propos uma curva quadrada para a interagao entre tor-

gao e flexao, e uma curva circular para a interagao entre tor-
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% 12 2
gao e corte. ERSOY e FERGUSON mostraram que uma curva clr-
cular era mais apropriada para a interagao torgao-corte em vi-

gas de concreto armado.

Num comprimento finito de viga & impossivel apli-
car uma combinacao de torgao e corte sem introduzir momento
fletor. Somente nos pontos de inflexao de vigas continuas po-
de-se ter a condigao de torgao e corte sem flexao. Desta ma-
neira, qualquer curva de interagao torcao-corte € na realidade
a projecao da superficie de interacao torcao-flexao-corte no

plano de torgao e corte.

ELFREN et al ' usando a teoria de "Skew Bending"
propos uma superficie de interagao entre flexao-torgao-corte
para vigas de secao transversal retangular e subarmadas, onde
cada modo de ruptura apresenta-se numa superficie de intera-
cao e a interseccao das trés superficies determina a capacida-

de de carga de viga sob flexao-torcao-corte (FIGURA 3.4).

T MODO

8

5

57
i
4%
ot

FIGURA 3.4 - Superficie de interacao fle-

xao-torcao-corte.
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0 modelo tedrico da "Treliga Espacial" foi usado
por LAMPERT e THURLIMANN?’ no estudo de vigas de concreto ar-
mado e protendido com segoes transversais de diversas formas
geométricas, com a finalidade de determinar a capacidade re-
sistente destas secoes e obter as curvas de interagao entre
torcao e flexao; sendo que os resultados experimentais tive-

ram uma boa aproximacgao com o modelo em questao.

Ambas as teorias assumem que a secao de concreto &
subarmada e em muitos casos elas levam a resultados proximos
mas segundo MULLER’?, com o modelo da "Trelica Espacial" evi-
ta-se certas hipoteses assumidas pela teoria de "Skew Bending"

que nao se verificam nos testes experimentais.

Além disso, o modelo da "Treliga Espacial" aplica-
se a qualquer tipo de secao transversal permitindo um trata-
mento analitico simples e uniforme para diversas combinagoes
de carregamento3h. Obtém-se com este modelo facilmente as
curvas de interagao atraves do equilibrio estatico entre as
forgas internas e externas na segao de ruptura usando o teo-
rema do limite estatico da analise limite. Recentemente, este
modelo foi usado para determinar a resistencia ao empenamento
de secoes abertas de paredes finas de concreto armado e pro-
tendido>°’%%. Com relagao as consideracoes de projeto, este
modelo oferece formulas simples e praticas para o dimensiona-
mento de segoes de concreto armado e protendido, sujeitas a
tor¢ao pura ou outras combinacgoes de solicitacoes, sendo este

modelo adotado pelo CEB®.

Por estas razoes adota-se o modelo da "Treliga Es-
- - ot " . - .
pacial” para determinar uma superficie de escoamento de um

modelo de grelha plana de comcreto armado.

3.2. Modelo Generalizado da Trelica Espacial

Na FIGURA 3.5, esta representado o mecanismo de rup-
tura de uma viga de concreto armado, proposto pelo modelo da
"Treliga Espacial", para uma combinagao geral de carregamen-

tos.

Em relagao ao modelo observa-se o seguinte:
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- As armaduras longitudinais estao dispostas nos can
tos da secao transversal e intermediadas pelas "Paredes Resis-
tentes";

- As armaduras longitudinais e estribos funcionam
como elementos da trelica espacial, isto &, estao sujeitas a
esforgos axiais de tragao ou compressao;

- Uma casca de parede fina de concreto fissurado
envolvendo as armaduras;

- Entre as fissuras formadas, considera-se como ele-
mento da trelica espacial, diagonais de concreto trabalhando
a compressao e inclinadas em relagao ao eixo longitudinal da

viga.

1 \’ I: i

T

.!— o

//)> ARMADURA
<IN LONGITUDINAL

PAREDES
RESISTENTES

ESTRIBO

DIAGONAL DE_
CONCRETO COMPRIMIDO

FIGURA 3.5 - Mecanismo de ruptura proposto pelo

modelo da "Treliga Espacial".

Do exposto acima, conclui-se que a secao retangu-
lar solida funciona como uma segao vazada ficticia na ruptura.
Esta simplificagao e aceitavel, pois foi confirmada experimen-

talmente para ensaios de torcao pura que, uma vez iniciado o
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processo de fissura¢ao, a influencia do nucleo na capacidade
resistente da secao @ bastante reduzida . Como hipotese, es-
tendemos esta simplificagao aos casos de combinagoes de esfor-

COS.

Ao longo das paredes da segao vazada ficticia, cria-
se um fluxo de tensoes tangenciais em fungao das solicitagoes
externas. Sao estas paredes que vao resistir a este fluxo de
tensoes tangenciais, sendo denominadas de "Paredes Resisten-
tes". E através do estudo da compatibilidade geométrica do
mecanismo de ruptura e do equilibrio estatico do corresponden-—
te estado de tensoes nas "Paredes Resistentes" que se determi-
na a capacidade resistente ultima das segaes e a superficie de

interagao entre as solicitagoes.

Para analisar a resistencia ultima da "Parede Resis-
tente" ou de todo o conjunto, assumem-se as seguintes hipoteses:

1. 0 concreto resistira somente a compressao, isto

-

e, a resisténcia a tragao e negligenciada;

2. As armaduras sao dispostas como uma malha orto-
gonaljg

3. Quaisquer que sejam os esforgos atuantes na tre-
liga espacial, serao transmitidos somente esforgos axiais de

tragaoc e compressao nas armaduras;

4. Somente secoes subarmadas serao consideradas, pa-
ra assegurar que a ruptura ocorra devido ao escoamento das

armaduras sem ocorrer falhas no concreto;

5. As diagonais de concreto comprimido (bielas de
compressao) sao devidamente ancoradas pela armadura longitu-

dinal e estribos, para evitar falhas locais.

Visto que a falha do concreto é excluida através da
hipotese da segao subarmada, a ruptura @ determinada pelas
forcas de escoamento das armaduras longitudinais e estribos.
Assim ¢ possivel investigar os mecanismos de ruptura por melo
dos teoremas do limite superior e inferior da teoria da plas-
ticidade, admitindo a curva tensao-deformacao das armaduras
com o comportamento elastoplastico perfeito e a formulagao do

- - - - - . . -
equilibrio para sistemas indeformados (teoria de primelra or-—
dem) .
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3.2.1. Resisténcia Torsional da Secao Retangular sob TorgEg

Pura

Da teoria da membrana para cascas cilindricas, de-
monstra-se que um f£luxo de corte constante em todo perimetro
da secao de parede fina constitui um estado de tensoes esta-

ticamente admissivel, quando ¢ torque aplicado & constante.

0 fluxo de corte para secoes de paredes finas oriun-

da da torgao sera dada por

(tt) = T £3: 1)

2 A
0

onde éc € a area limitada pelo perimetro u, que liga os cen-
tros das segoes transversais das armaduras longitudinais nos
cantos € £ ¢ a espessura das paredes da secao vazada (FIGURA
3.6) .

sup -, g | ~sup

FIGURA 3.6 - Segao transversal vazada.

Da FIGURA 3.6 define-se as seguintes variaveis:
¥ € a forga na armadura longitudinal superi ; o
sup o g superior, Finf e a
forga na armadura longitudinal inferior, §$ €& a forca no es-

tribo, h_ & a distancia vertical entre os eixos das armadu-



31

ras longitudinais nos cantos e Eo a distancia horizontal.

As forgas produzidas pelo fluxo de corte (Tt) em
uma "Parede Resistente" sao mostradas na FIGURA 3.7. Assume-
se que a resultante D do campo de tensoes de compressao UC

no concreto temnha uma inclinagao O constante.

Po

e
e
£

FIGURA 3.7 - Forgas na "Parede Resistente" sob

torcao pura.

Fazendo o equilibrio entre as forgas atuantes na

"Parede Resistente", obtemos as seguintes relacoes:
- Forga de compressao nas diagonais de coucreto

(Tt) h
D o e O (3.2)
sen o

- Tensao de compressao

o = Y = i (3.3)

t ho cos o sen O cos o

= Forgas nas armaduras longitudinais, supondo

FSup N Finf = F
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= i D. = l D cos o =
2 2

N |

(tt) ho cot o (3.4)

Ou a resultante de tragao na parede

2 F = (tt) h, cot o (3.5)
- Forca nos estribos
S ho cot Q
= (tt) h
S
S = (tt) s tan o (3.6)

onde s e o

espacamento entre os estribos.

Considerando a area da segao transversal do estribo

constante ao longo de toda segao tramsversal da pega, bem co-

mo a inclinagao das diagonais de concreto comprimido, entao

pode-se aplicar a equagao (3.1), originando-se as expressoes

a seguir:

A resultante axial das forgas nas armaduras lon-

gitudinais da segao transversal

R

onde ¥ h' =

=% F = (1t) cot ¢ T h' =

cot o (3.7)

u. A resultante R atua no centroide do perimetro

u em um lado da secao e esta equilibrada com a componente ho-

izontal D
rizonta Dy

da resultante de compressao nas diagonais.

Forga nos estribos

T s
= . tan o (3.8)

2 A
o

Tensao de compressao no concreto

T i
. (3.9)
2 Ao £ sen ¢ cos O
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Sendo o estado de tensoes descrito pelas equacgoes
(3.7), (3.8) e (3.9) estaticamente admissivel (o que garante
o equilibrio das demais equagoes) e a secac subarmada, pode-
se aplicar o teorema estatico. Assim, o valor da resultante
das forgas nas armaduras longitudinais e o valor da forga nos
estribos sao limitados pela resultante das forgas de escoamen-
to das armaduras longitudinais e pela forga de escoamento do

estribo, respectivamente.
Portanto, teremos o0S seguintes limites inferiores:

- para a resultante das armaduras longitudinais

R <R
- ¥

- para a forga nos estribos

3 < 8
- ¥

A resistencia torsional ultima T sera atingida se
as armaduras longitudinais e os estribos escoarem simultaneca-
mente ,

' Pela manipulagao algébrica das equacoes (3.7) e

(3.8), determina-se:

2 Ao R
T = Y tan a
u
u
5 o & (3.10)
s

Eliminando I, ou a, chega-se as seguintes expres-

soes finais

£
« U
cang = # T (3.11)
R e '8
¥
e
/R i 5
Tn=2 'Ao L3 (3.12)
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R

Sendo Ey um limite inferior, e supendo gue a forga

de escoamento das barras superiores seja menor ou igual a

: T i i ¥ & TFoo =)y @
forca de escoamento das barras inferiores ( i = Csfingl b
equacao (3.12) pode ser escrita como
/4 ,F_. .S
T =2 .4 .Y yaus -y (3.13)
ue o u . S

onde T & a resistencia torsional Ultima para torcao pura.

Para o caso de torcao pura, LAMPERT®’ desenvolveu

um mecanismo de ruptura compativel com o estado de temnsoes ul-

timas na "Parede Resistente.

Nio se vai desenvolvé@-lo aqui, pois o objetivo
¢ determinar a superficie de interacao entre os esforgos de
torgao, flexao e corte, e para isto, e mnecessario somente o

teorema estatico.

Discute-se tambem, a necessidade de limitar o valor
da inclinacao das diagonais de concreto comprimido para evitar
um aumento excessivo nas aberturas das fissuras e, conseqllen-

temente, o esmagamento do concreto nestas diagonais.

Dos resultados experimentais, deduziu-se os seguin-

tes limites para esta inclinagao
1/2 £ tan o £ 2 (3+14)
para qualquer combinagao de carregamentog-

3.2.2. Resisténcia a Flexao e Corte da Secao Transversal

Retangular

As forgas internas atuantes nos elementos da "Parede
Resistente", devido aoc momento fletor e a forga cortante apli-

cados, sao mostrados na FIGURA 3.8.
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‘\39
S ‘\q‘
Fsup <e—— \\ ; EK/ 7???
2 h g
D olg
_ﬁ aa?% ///) —
o
“o Z A / h
o/
4% a_///) 2 vV
Finf <t—— Z d < EE;?
g
; {
1[_ he-cot O ’ll' ,;1_“_

FIGURA 3.8 - Forgas na "Parede Resistente'" sob

flexao e corte.

Determina-se a capacidade resistente Gltima desta pa
rede a partir do teorema estatico, adotando o mesmo procedimen

to do item anterior.

Assim, equilibrando as solicitacoes e os esforgos
internos produzidos na "Parede Resistente', obtém-se as rela-

coes seguintes:

- Forga de compressao na diagonal de concreto, consi

derando a inclinagao da diagonal constante
D = V/sen o {(3.E5)

onde V e a forga de corte atuante na parede.

- Tensao de compressao no concreto

g = D = y (3.16)

t h0 cos o i h0 sen © cos o

- Forcas nas armaduras longitudinais

v ok g (3.17)

N |

barra superior: F - - M +
hD
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barra inferior: B, L - I . cot @ (3.18)
inf h 2

cnde M e o momento fletor aplicado na parede.
- Forcga nos estribos
V.s .tan o

S = (3.19)
h
0

Para uma segao subarmada e, considerando que o esta-
do de tensoes descrito pelas equagoes anteriores e estatica-
mente admissivel, tem-se os seguintes limites para as forgas

nas armaduras longitudinais e estribos

barra superior: FSup < I-‘ysup = Asup Uysup

barra inferior: Finf < Fyinf B Ainf Oyinf

estribo: S < Sy = Ast Oyst

onde Fygup: Fyinf e Sy sao forgas de escoamento, Asup’ Ainf

e A sao areas das segoes transversais e O , O .
st ysup yinf

Gysf' sao0 tensoes de escoamento da barra superior, barra infe-

rior e estribo, respectivamente.
Para a carga ultima, assume-se como hipotese que o

escoamento ocorra nas barras inferiores e nos estribos, logo

Finf B Fyinf

Introduzindo as equacoes (3.18) e (3.19) na condicao
acima, chega-se nos valores ultimos para o momento fletor e

cortante

v
+ 2 cota =F . (3.20)
2

r’cg
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\Y 5 . Ltan o

u -8 (3.21)
o y
(8]

S h

com ran O = —te—2 (3:22)
\Y s
u

M ; v .o

= Rt By
. h

h, 2 S, .hg

Por conveniéncia, adimensionaliza-se a equagao acima

usando os seguintes valores de referencia:

Se V =0 (flexao pura), o momento plastico sera
u
h = 5 . il
“uo Fylnf ho (3223}
Se M =0 (corte puro), a forga cortante plastica
sera
/ hD
vV =+ 2F., 5 — (3.24)
uo yinf "y

5

Desta maneira, chega-se a curva de interacao entre
o momento fletor e o esforgo de corte expressa pela equagao
abaixo
M v 2
u u
+, I(—=5)

M v
1o uo

i

o4 (3.25)

Como a segao retangular fissurada contém quatro ele-
mentos de "Parede Resistente', a resisténcia ultima da mesma
em relagcao ao momento fletor e a forga cortante sera expressa

pelas seguintes equagoes:

- Para o momento fletor ultimo em flexao pura

Muo = 2 Fyinf ho (3.26)

pols as duas barras inferiores da secao transversal contribuem
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para resistir a flexao.

- Para a forga cortante ultima em corte puro

/ h
v =2Y2F. .8 =2 (3.27)
uo yinf Yy 5

Neste caso, considera-se que as duas "Paredes Resis-
tentes'" verticais da segao contribuem para resistir ao esforgo

cortante.

As consideracoes cinematicas sob o estado de tensoes
ultimas na "Parede Resistente” submetida a flexao e corte e a
limitagao da inclinagao das diagonais de concreto comprimidu

~ ; -~ . 20
estao descritas na referencia .

3.3. Interagao Torcao-Flexao

Procedendo da mesma maneira e assumindo as hipote-
ses simplificativas dos itens anteriores, determinaremos as
curvas de interagao torgao-flexao através das relagoes de equi
librio estdtico das forgas que atuam na treliga espacial. 0
eixo de referéncia adotado e estas forgas estao mostradas na
FIGURA 3.9.

7 X Detalhe do canto

FIGURA 3.9 - Forgas na "Trelica Espacial"™ sob flexo-torgao.
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Equilibrando as forgas atuantes na segao, em rela-

¢ao aos eixos de referencia adotados, tem-se:

- Somatorio das forcas na diregaoc do eixo x

pFta0=2(F +F o -<2E (3.28)
2Bk o tan «
- Somatorio dos momentos na diregao do eixo y
ho )
s =M =2 (P, . -F ) — (3.29)
inf sup ’

- Somatorio dos momentos na diregao do eixo X

MY = T = (1¢t) A, * (tt) A =2 A (tt) (3.30)

I~

& interessante observar que a equagao acima e igual a equagao
3 1)

- Forga nos estribos
8 = () .8 - bag o (3. 31)

Substituindo a equacgao (3.30) em (3.31) e na equagao

(3.28), e desenvolvendo a equacaoc (3.29), determina-se

2 .Ao )
tan o = ———— (3 52)
T .8
N + e T + u (3.33)
oy wn 4 . A . tan @
o
I
I‘su]p ¥ Finf N h (3.34)

(a]

Devido a superposicao das tensoes normais nas arma-
duras longitudinais causadas pelos momentos fletor e torsor,
os modulos das forg¢as que atuam nas armaduras superiores e in-
feriores sao diferentes, isto &, enquanto as forgas nas barras

superiores somam-se, as forg¢as nas barras inferiores subtracm-

se ou viece-versa, dependendo dos sentidos dos momentos fletor
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e torsor aplicados. Conseqllentemente havera um trecho da cur-
va de interacgao flexao-torgao em que o escoamento das armadu-
ras inferiores ocorrera antes do escoamento das armaduras Supg

riores, ou vice-versa.

Assim, vamos considerar estes dols casos scparada-
mente.

No primeiro caso, considera-se o escoamento das ar-

maduras inferiores, Adicionando a equacgao

T. Bi. .3 5
inf yinf N
(3.33) a (3.34) e substituindo pelo valor tan a da equagao

(3.32), obtem-se

F oz = . — o —
TIBE L. k°  B.S. W
o y o
Dividindo por 2 F introduzindo os momentos

) . yinf’ B
fletor tltimo (equacao (3.26)) e torsor ultimo (equagac (3.13))

para flexao pura e torgao pura, respectivamente, e a relagao

0 ='yinE/Fysun’ chega-se a seguinte expressao
S

J=d

Agora, considere-se o escoamento das armaduras supe-
riores, Fu=Fysup' Neste caso, subtrae-se a equagao (3.33) da
(3.34) e substitui-se pelo valor de tana da equagao (3.32),

chegando-sSe na expressao seguinte

T2 W M
2 . F _ = “2. R S
VIR 4 LA ¥ o8 h
o y o
Dividindo por Fysup’ introduzindo os momentos

ultimos das equagoes (3.26) e (3.13), e a relagao

o =Fysup/Fyinf’ obtém-se
Tu 2 u
( ] = plss—— = | (3.36)
iy M
uo uo

Com as equagoes (3.35) e (3.36) e a relagao p=3

tragamos a curva de interacao flexao-corte (FIGURA 3.10).
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Vi o barra elastica

o barra escoando

(eq.3.35)

FIGURA 3.10 - Diagrama de interagao torgao-flexao.

Como podemos ver, em uma secao armada para resistir a4 flexao
(F_. > F ., P > 1), a resistencia torsional pode ser au-

yinf ysup B A L
mentada com a aplicagao simultanea do momento fletor. A maxi-
ma resistencia torsional & obtida pela intersecgao das duas
curvas representadas pelas equacoes (3.35) e (3.36), para a
qual todas as armaduras longitudinais escoam. Enquanto que
numa Secao armada para resistir a torcao pura (Fyinf =Fy5up’
p=1), o maximo torque ocorre quando o momento fletor ¢ nulo.
Neste ultimo caso, ocorre o escoamento das armaduras longitu-
dinais e estribos., Estas curvas foram confirmadas experimen-
talmente em testes feitos em Alberta?®, New South Wales®,

. ; 9 ) z
Zurlch e 1111n01525.

Cabe salientar que MULLER’? propds um mecanismo de
ruptura para segoes vazadas de paredes finas, compativel geo-
metricamente com o estado de tensoes ultimo na '"parede resis-

tente" sob flexao e torgao descrito neste item.
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3.4. Interagao Torcao-Flexao-Corte

Examina-se agora, a '"Parede Resistente'" para uwma com-
binagdo geral de torcdo, flexdo e corte.

0s fluxos de tensoes tangenciais devido ao momento

torsor e a forga cortante sao obtidas de acordo com a FIGURA

3 PR L
Torgdo Cortante
+
L b - -
ﬁﬁ —, R S
TI (8) ki T_l (8) _?T
| ' : |
+ | |2 {6}% ] n [+] |2 e)l| | =
| z | |
l |
3 (4) 5 3 (4) 5
T N SN s [ SR 5
+
)=t Y .
(T-t) W (T-t) 2h,
FIGURA 3.11 - Fluxos de tensoes tangenciais devido a

torgao e cortante.

Pela superposigao destes fluxos tangenciais para os
diferentes lados, obtem-se

Para o lado 2 (IL)Z = T + 5
2.A 2h
0
Para o lado 4 & 8 (Tt)a = (rt)s = L (3.37)
2.A
o
Para o lado 6 (Tt)6 e —y _ _ ¥

Z.Ao 2h
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Todos os lados terao diferentes inclinagoes para as
bielas de compressao, de tal modo que o escoamento de dois
conjuntos quaisquer das armaduras longitudinais e os estribos
devera ocorrer Simultaneamente. O correspondente esquema es-

taticc esta na FIGURA 3.12.

FIGURA 3.12 - Sistema estatico sob torcao-flexao-corte.

Para o primeiro mecanismo de ruptura, assume-se que

as barras inferiores escoam, F3 =F- =F £ Desta maneira,
vin

a segao transversal rotara em relagao ao eixo superior 1-7
(FIGURA 3.12).

Fazendo o somatorio dos momentos em relagao a este
eixo e igualando-o ao momento fletor sltimo, I M]_7 = M5
u

obtemos a seguinte expressao

M = By Been B B B s o _

" yinf * Mo (t.£)y «h  .cot a, . - (t.t), «b_ .cot a,
B

'ho = (T-t)ﬁ .ho.cot C{,G .-2— (3-38)
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A equagao (3.31) estabelece uma relagao entre as for-
cas no estribo e a inclinagao ® das diagonais de concreto com-
primide. Se o escoamento do estribo ocorre, esta equagao fica
igual a

8 = ffut) ¢« Ean O

¥y

Substituindo este valor nas equagoes (3.37), deter-—

mina=-se as inclinagoes das bielas nas quatro "Paredes Resisten-

"

tes" da secao, com as expressoes a seguir

("I:.t)2 2 18 5 T oy
cot @, = ——— = = . ( e )
5 S 2wk 2.
y y o Q
(T.t)4 Y- x T
COL iy B ———————= s ==
i S S 2.A
¥ ¥ o
('r.t)6 o - . v
cot a6 = = — o ( - )
S 8 20l 250
y y .

Trocando o valor cot ¢ na equacao (3.38) pelos va-
lores das expressoes acima; fazendo uso dos valores de rofer@ﬂ

cia das equagoes (3.13), (3.26) e (3.27) e da relacgao

D= F . F 5 Bri— 1 - l_" 1 a
D YInf/rysup obtem-se a seguinte equacao de interacgao
1 ( Tu 2 Vu Mu
2 (m= ( ) o omE. = 3 (3.39)
o - T v ~ M
uo uo uo

Uma expressao similar e obtida supondo o escoamento

das armaduras longitudinais superiores, Fl = F? = FySup'
2 2
4 v M
(=) + (—) - p.—% =1 (3.40)
T v
uo uo uo

Existe outra possibilidade de escoamento das arma-
duras longitudinais: escoamento das barras 1 e 3 ou das bar-

- . o hJ -
ras 7 e 5. Supondo que as barras 1 ¢ 3 escoem, tem-se
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1 E—3 F F = F - -
o ysup - 3 vinf

rotara em relagao ao eixo vertical 5 -7 ao longe do lado di-

Neste caso, a secao transversal

reito (FIGURA 3.12). Os momentos fletores em relagao a este

¢ixo tornam-—-se nulos.

Usando os mesmos procedimentos anteriores chegamos

a seguinte equagao de interagao

T 2 2 //Z.h v 2
(—3) u_u ° 4 (
u

B Wy =L e w (3.41)

T T v v 2
uo uo  uo uo

A interpretacao grafica destas trés curvas de inte-
ragEes esta na FIGURA 3.13, para uma taxa p=3. O0s diferen-
tes mecanismos de ruptura, devido as diversas possibilidades
de escoamento das armaduras, sao também mostrados. A intersec
gEo destas tres curvas forma uma superficie no espacgo de ten-
soes chamada de capacidade de carga da viga sob flexao-torg¢ao-

corte.

£ importante observar que nenhum mecanismo de ruptu-
ra compativel geometricamente com as curvas da FIGURA 3.13
mos trada na pagina seguinte, foi proposta. Com isso nao se
garante a unicidade da solugao, mas garante-se que esta solu-

cao e um dos limites inferiores.
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¢ barra escoando

o barra eldstica

DEQ.(E. 39)

A
=t N\
gt o :
X7
vz |/
V3 EqQ.(3.41)
Yy g
Vuo
FIGURA 3.13 - Curvas de interagao para torgao-flexao-corte.

3.5. Superficie de Escoamento

A andlise da FIGURA 3.13 trata-se de um problema
complexo, pois a interseccao das tres curvas de interagao ge-
ram uma superflicie de carga com infinitos pontos angulosos,
onde o vetor de fluxo plastico nao esta definido. Alem do
que, haveria uma dificuldade enorme para a implementagao com-

putacional ao se adotar esta superficie.

Assim surge a necessidade de se definir uma super-
ficie de carga simples para haver a possibilidade da aplicacgao
teorica e computacional do problema proposto, a partir das

curvas de interagao do item 3.4.

Desta maneira, define-se as segulntes curvas de in-

teracao:
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-~ A primeira curva obtém-se trocando os valores de

referencia V e T da equacao (3.39) pelos valores
uo uo

v = Vo V e T =/p T , chegando a equagao abaixo
ul ) uo ul uo
v 2 T 2 M |
(—5) o+ () o+ —— =1 (3.42)
! M
‘ul Tul uo

0 valor absoluto de M & usado pois as outras duas
parcelas da equagao acima sao positivas, ambas sao elevadas ao
quadrado e assim, trabalha-se no quadrante positivo do espago

de tensoes.

- A segunda curva tem-se trocando os valores de Vuo e
. ns = /_""'"‘"—_"
Tuo da equagao (3.41) pelos valores Vu2 vy1/2 (p+l1) . Vuo

—_—

Tp =v1l/2 (p+1) . T ., determinando-se a expressao scguinte

O v 2 |t ||v | /20
=y * -2 428 o/ =L =1 (3.43)
v
T2 Va2 Taz Va2 i
0Os valores absolutos de Eu e X sao adotados pelos

mesmos motivos apresentados acima.

Para a analise de um problema, as curvas de intera-
qﬁo calculadas neste item serao aplicadas separadamentc, sem
censiderar a intersecgao entre as mesmas.

Cabe salientar que, ao determinar-se as curvas de
interagio das equagdes (3.42) e (3.43), assumiu-se como hipéd-
tese bdsira o comportamento elastopldstico perfeito para as
armaduras longitudinais e transversais. Portanto, nas apli~-
cagbes numéricas do capitule 5, ao usar-se estas curvas de
interagao como superficie de escoamento de elementus de barra
de concreto armado, a constante de endurecimento serd tomada

igual a zero (H=0).



4, CARACTERTSTICAS DO PROGRAMA COMPUTACIONAL. ALGORITMOS
EMPREGADOS. PROCEDIMENTOS E CRITERIOS UTILLIZADOS.

4.1. Elemento Implementado

E o elemento de grelha plana conforme o item 2.1, ou
seja, cada barra possui dois nos e trés graus de liberdade por
né (w, Bx, Oy). As fungoes de forma sao lineares e o clemen-

to @ reto e prismatico.

4.2, Obtencgao da Matriz de Rigidez do Elemento

0s coeficientes da matriz de rigidez elastica de um
elemento de barra sao obtidos considerando-se o mesmo engastado
em suas extremidades, impondo—-se, sucessivamente, deslocamentos
unitarios nas diregoes correspondentes aos graus de liberdade
em cada no e calculando-se as agEes de engastamento em cada

18
caso o .

Desse modo, obtém-se para um elemento reto de secao
transversal constante de grelha plana, a matriz de rigidez

elastica descrita abaixo,

12 22
L
GJ G
0 = simetrica
R
L L
-12 52 0 w6 B iz BL o 1)
L L L
6 =t 0 0 =l
L L
6% o 2B GE , LI
- L L L L
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onde E & o modulo de elasticidade longitudinal, G o modulo de
elasticidade transversal, I o momento de inércia da segao
transversal em relagao ao eixo local y, J o momento de inércia
a torgao da segao transversal do elemento e L o comprimento do

elemento.

A matriz de rigidez elastoplastica & calculada de

acordo com as equacgoes (2.29), (2.30) e (2.31) para um elemen-

to que tenha articulagao plastica no no i, no j ou em ambos,

respectivamente,

4.3. Critério de Plastificagao dos Elementos

No caso dos elementos de grelha, serao considerados
plasticos os nos cujos estados de tensoes satisfizerem a equa-
¢ao (3.42), isto &, quando o estado de tensoes do no ocupar no

espago de tensoes, um ponto sobre a superficie de escoamento.

Conforme o item 2.4, o elemento sera considerado:
elastico, se ngo tiver nenhum nd plastificado; parcialmente
plastificado, se tiver um dos nos plastificado; totalmente

plastico, quando ambos os nos estiverem plastificados.

Afim| de melhorar a eficiéncia computacional, defi-
nimos uma faixa de plastificacao que contém estados de tensoes
proximos ao estado de tensoes que plastifica o no. Portanto,
serao considerados plastificados os nos cujos niveis de tensoes
estiverem dentto desta faixa de plastificagao, de tal forma que

o no i de um elemento k estara plastificado quando se cumprir

Fz. 2 Mx., 2 My, |
1 o & PR g g BEYT p 0 Sk gy (4.2
Vpk Tpk Mpk
onde Fz., , Mxj, e My, sao esforgos na extremidade i do ele-

mento Kk, Vpk, Tp, e Mp, sao os esforcos plasticos limites do
elemento k e § & um valor que pode ser escolhido em fungao da

precisao e eficiencia desejadas. Um valor tipico usado e
§ = 0,01.
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4.4, Algoritmo de Solugao

A seguir sera feita uma descrigao da seqllencia geral
do programa computacional. O programa foi descnvolvido de mo-
do que ao fim de cada etapa de cargas tenhamos um ou mais nos

da estrutura plastificados. A seqllencia usada e a seguinte:

a) Arbitra-se um vetor de cargas EO com as compo-
nentes aplicadas nos nos e nas diregaes desejadas. A propor-
¢ao numérica adotada entre as diversas componentes ¢ mantida
constante até o fim do calculo. Para este carregamento resol-
ve-se o problema de forma elastica, obtendo os deslocamentos
nodais e os esforcos nas extremidades dos elementos.

b) Determina-se um valor E? de tal forma que a

- ~ . £ o
multiplicacao deste valor pelo sistema de carga inicial P

d& o primeiro nd plastificado. Para determinar o valor

de r°, aplicamos a equagao (3.45).

Partindo de uma analise inicial elastica, de onde
e & 0 0 0
obtém-se as forgas no no i do elemento k Fz. Mx. My,
& = E R Wae Mypds
atingird-se o estado de plastificacao do mo i se multipli-
o
carmos os esforgcos, cargas e deslocamentos por um valor r,

ik
tal que

0 0 o o o 0
Y. Fg., 2 Yo, M. 2 [r., My |
( 1k 1k ) o+ 1k lk) N ik ik - 1 )
Vpk Tpk Mpk

o valor de T

) Fzo, 2 Mx. 2 My
//;;yik)z 4 ( 1k) + k) B ik
Mp Vp Tp Mp
k
S k k k 4.4)
Fzl 2 Mx? 2
2 [( 2EY % iy ]
VP TPy

Usa-se o sinal positivo na raiz quadrada pois nao

i ==

——

e
- T,

"ﬁ,“".'_ !_".fr S

.




. Q
interessam valores negativos de Tik”

0 -
Uma vez calculado os valores de r.. para todos os
Q - r
clementos, determina-se o menor deles Cars  Gue dara o pri

meiro no plastificado.

¢) Atualizam-se oS vetores de cargas nodais, de des-

locamentos nodais e de forcas nas extremidades dos elementos:

P1 = ro. PD
~ min -~
1 . Qo (8] ﬂ\\ 5)
U™ = i U (4.
~ min ~
L
- min =

d) Calcula-se a matriz de rigidez elastoplastica
K°P, conforme item 2.4, para elementos que tiverem algum no
plastificado. Entre estes serao incluidos tambem os elemen-

tos que satisfizerem a equagao (4.2).

A matriz de rigidez elastoplastica dos elementos se-
- - . - . - .
ra sempre atualizada no inicio de cada etapa. Para 1sto, utl-
liza-se o vetor de forcas nas extremidades dos elementos acu-

mulados atée a etapa anterior.

e) 0 proximo passo e modificar a matriz de rigidez
cglobal da estrutura. Isso e feito retirando-se a contribuigﬁo
correspondente a etapa anterior, de cada elemento que ja es-
tava plastificado ou que se plastificou durante a etapa atual,
e acrescentando-se a nova contribuicao de cada elemento plas-—

tificado 3 matriz de rigidez global.

f) Resolve-se o sistema

° = [K] 4y (

i~
on
Yot

Q

o\

onde P

o vetor de cargas definido em a, [&] e a matriz
de rigidez global obtida em e e AU & o incremento do vetor

de deslocamentos nodais, que obtemos como solugao do sistema.

Para a solugao deste sistema o procedimento esco-
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- . - . - - 3
lhido foi o metodo de Gauss para banda simetrica .

Calcula-se o determinante da matriz de rigidez glo-
bal na etapa atual comparando-o com o valor da etapa anterior.

Se

dger [k]%71 (4.7)

o
o]
t
1
=
—
Py
|

ou

det [E]E

1A
o

(4.8)

a estrutura apresenta a configuragao de mecanismo de colapso
plastico, sendo que a equagao (4.7) corresponde ao colapso

parcial e a equacao (4.8) ao colapso total.

g) Obtido o vetor AU, determina-se o incremento do

vetor de forgas nas extremidades dos elementos, isto @

=
]

K Auv para elementos elasticos;

ep

=
=
[

K AU para elementos parcialmente ou total-

mente plasticos.

h) O proximo passo do programa & a determinagao de
um valor r para o nod i do elemento k na etapa £. Este valor
calculado € o necessario para fazer com que as forgas na extre
midade i do elemento k em fase elastica atinja linearmente,

na etapa considerada, a superficie de escoamento do material.

Neste caso a estrutura ja esta submetida a um deter-—
minado estado de carga. Se quizermos atingir a plastificacao
de um no devemos multiplicar os incrementos de esforgos, car-

gas e deslocamentos por um valor r;x Para que se cumpra

Fzggl ST arzd 2wl mux* 2
( 1 1 1k) ¥ 1k 1k lk) .
Vpk Tpk
L-1 2
|My. + ity My. l
" 1k ik 1k = g (4.9)
Mp
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) Mx. e My.
ik® Uik Tik
consideragao com oS valores acumulados ate a etapa anterior,

1

onde Tz sao os esforgos existentes no no em

L ~ :
ﬁFZ% ) &Mx% e AMy, sao os incrementos calculados na etapa
ik ik ik
atual de acordo com o item "g" e T um fator a ser determi-
nado.
Resolvendo a equacao (4.9) de 29 grau, podemos deter
minar

-8 + / B® - 4AcC

. = (4.10)
1 2A
onde os valores de A, B e C sao dados pelas formulas:
&Fz%k 2 &MX%R 2
A = (—25 o+ (—XY (4.11)
VP Tp,
lamg? | 2 F2 X aret 2 k™l amx?
a ik ik ik ik ik y
B = + (4.12)
M g Tp?
Py Py k
szEl 2 Mxigl 2 lMyiill
g = [~ ) g e = ] (4 .13)
VP TPy HPy

A seguir, sera analisado o sinal da raiz quadrada na
formula (4.10)

Da equagao (4.11) conclui-se que

A >0

Lembrando o item 2.2, tem-se que a expressao

ga neutra e descarga. Assim, desenvolvendo esta expressao para

0 no 1 do elemento k na etapa %, com a superficie de escoamento

da equagao (4.2), obtém—-se:

¢ matematicamente envolvida no critério de carga, car-

———————y ."-“-T. :-_'r—""-'"

Tt 2

-
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= < 1=
; T 2 Fz% : 2 Mx%kl SGN Myikl
(A = ;k- ; e — (4.14)
BE Vpk Tpk MPk
4 3
ﬂink
& -
F = <AMx., > (4.13)
o) ik
2
\&Myikj

Do produto escalar entre as equagoes (4.14) e (4.15),
tem-se como resultado a mesma expressao da equacao (4.12), lo-

go conclui-se que

Portanto, o sinal de B sera

- em carga

B >0

- em descarga

B <0

Sinal de C:

Como o no ira atingir a superficie de carga nesta
etapa, tem-se

szil q foil 2 ny§;l|
( } 4 ) o+ < 1 (4.16)
Vpk Tpk Mpk

Logo, o sinal de C sera

Analisando os sinais de A, B e C conclui-se que:

tanto em carga quanto em descarga, tem-se
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-

/B2 - 4ac > 0

2
|v B° - 4ac| > |B]
Desta maneira, o valor de .. & positivo.
i) De todos os valores de LN calculados conforme
o item "h", escolhe-se o menor deles denominado T oin 0 in-
o) = S5, = 2
cremento de carga r . P e necessario para levar o no 1 do
min -~ ==

elemento k ao escoamento.

j) Atualizam-se os vetores de cargas nodais, de des-

locamentos nodais e de forgas nas extremidades dos elementos.

PR _ Pi—l . . o

i b min -~

b e e e art (4.17)
~ ~ min ~

UR = Uﬁul + r . AU£

~ -~ 1 -~

k) Faz-se o controle dos nos ja plastificados. 0

objetivo deste passo & verificar se os nos plastificados ate
a etapa anterior afastaram-se muito (definido de acordo com o

acuramento numérico desejado) da superficie de escoamento.

Se algum no plastificado cujo estado de tensoes nao

satisfizer a equagao abaixo

inil 2 Mx%gl 2 |My?;1|
(—=—) + (—=) X < 1,01 (4.18)
Vpk Tpk Mpk
procede-se da seguinte maneira: diminui-se o valor de T oin
calculado em h (neste programa toma-se 0,5 rmin)' Em se-

guida, volta-se ao item "j" e repete-se o processo até que to-
dos os nos plastificados satisfagam a equagao (4.18); quando

isto acontecer, passa-se para o item seguinte.
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Para os elementos ja plastificados calcula-se novas
matrizes de rigidez elastoplastica e com estas, atualiza-se a

matriz de rigidez global.

Voltamos ao item "d" e repetimos o processo até atin

gir a carga de colapso.

4.5. Diagrama de Bloco do Programa Computacional

A seguir sera representado o desenvolvimento do
programa computacional em forma de macro-diagrama de blocos,

conforme a figura (4.1) na pagina que segue. Detalhes sobre

a entrada de dados sao encontrados no Apendice A.




DADOS

Solugao do sistema de egﬁaqus
sob a agaoc de P9 eq.(4.6).

l

N

Etapa=l
5

Cilculo de deslocamentos, , ‘ )

reagoes e forgas

Cilculo da carga quelplas:ificnl
o primeiro elemento eq.(4.4) |

Atualizagao dos deslocamentos,
reagoes e forgas eq.(4.3) !

. 8 N 1

Verificsgao dos nos plastifica- |
dos na 13 erapa eq.(4.2) |

: l

Cilculo da matriz de rigidez
elastog}astica dos elementos
plastificados

L
Atualizagao dp matrtiz de |-
rigidez global

Cileulo dos incrementos de des— |
locamentos, reagoes e forgas ]

l

Caleculg do fator ry ;. que
plastifica um ou mais nos
nesta ectapa eqg.(4.10)

L

Atualizagaoc dos desleocamentos,
reagoes e forgas eq.(4.17)

A

b, 4

Verificagdo dos nds plastifica- |
dos nesta etapa eq.(6.2)

{

Algum 00 se afastou nuite da 5
superficie de carga? eq.(4.18)
J

E_<

Decrementar

T3
wmin

i

| §
"]
Algum nd retornou & regido
elastica? eq.(4.19)
I
N
z &
A estrufura se converteu num __\
mecanisme? eqs.(4.7) e (4.8) /
|'s .
FIM

FIGURA 4.1
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5. APLICACOES NUMERICAS. ANALISE DOS RESULTADOS

Neste capitulo procura-se estabelecer algumas compa-
racoes dos resultados obtidos através da implementacgao dos

procedimentos discutidos nos capitulos anteriores.

Al gumas solugaes sao comparadas com as obtidas por
outros autores, outras confrontadas com resultados experimen-—

tais.

Serao apresentados tambem resultados da analise de
. - - - -
problemas simples, constituidos por um unico elemento, que fo-
ram Uteis na implementacao do endurecimento isotropo no progra

ma. O computador utilizado foi o BURROUGHS B6700.

5.1. Exemplos com a Utilizacao de Apenas um Elemento

0 objetivo dos exemplos a seguir foi testar o compor
tamento do programa, para problemas com endurecimento isotro-
po.

Apresenta-se entao, uma viga em balango submetida a
um momento fletor em sua extremidade livre (FIGURA 5.1). Desta
maneira, tem-se um estado de flexao pura, podendo-se portanto,
determinar a curva momento fletor-rotagao na extremidade livre
da viga. Esta curva deve coincidir com o modelo bilinear da
relacao momento—rotagﬁo adotada para o material com endureci-
mento isotropo. Na FIGURA 5.1 pode ser visto que ha uma con-

cordancia muito boa.

0s dados apresentados para a analise numerica dos
exemplos deste item foram retirados do exemplo do item seguin-
te, com excessao da constante de endurecimento. Para este
exemplo foram: constante de endurecimento H = 10, rigidez
a flexdo elastica EI = 1381,35 KN.mZ, momento fletor de
plastificagcao MP = 76,82 KN.m, comprimento do elemento & =1lm

¢ o incremento de carga igual a 10 KN.m.

58
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150 T
|
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g ' o ciclo de carga
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Rotaclio na extremidade livre em radionos
Qy-10%
FIGURA 5.1 - Curva momento-rotagao na extremidade li-

vre da viga em balanco sob flexao pura.

Como segundo exemplo, tem-se o mesmo elemento, agora
submetido 2 um momento torsor em sua extremidade livre (FIGURA
5.2), tendo-se assim, um estado de torgao pura. A partir dafi,
determina-se a curva momento torsor-torgao na extremidade 1li-
vre da viga em balangco. Esta curva deve coincidir com o mode-
lo bilinear da relagao torque-torgao adotado para o material
com endurecimento isotropo. Na FIGURA 5.2 pode ser visto que

ha uma concordancia muito boa.

Os valores adotados para este exemplo foram: cons-
tante de endurecimento H = 10, rigidez torsional elastica
GJ = 392,82 KN.mz, momento torsor de plastificacao
Tp = 13,56 KN.m, comprimento do elemento £ = 1m e o incre-

mento de carga igual a 1 KN.m.

Como terceiro exemplo, discute-se a influencia da
interacao flexo-torcao no comportamento elastoplastico da viga
em balango. Assim, aplicam-se um momento fletor e um momento
torsor na extremidade livre da viga. Adotou-se para este ca-
so, a superficie de escoamento com a equag ao m2 + £ B RZ
onde m = My/Mp e t = Mx/Tp. Para a superficie de escoa-

mento inicial toma-se R = 1.



30

| | |
/A

20 4r’3?,5’ — | e —

e / | e ciclo de carga
2 . rmodelo bilinear
¥ 138 | |
- 4
; 0T - % T} —— 4_ e
M x
| | 1 L
¥ a4
. . | |
o 2 “ (<] & 10 12

Torg¢do naexiremidade livre em radianos
Ox-10

FIGURA 5.2 - Curva torque-torgao na extremidade livre

da viga em balango sob torgao pura.

As FLCURAS 5.3.a e 5.3.b indicam as curvas momento
fletor-rotagao e torque-torcao na extremidade livre da viga,
obtidas da analise numérica utilizando um incremento de carga
proporcional com My/Mx = 4. Pode-se observar a nao linecari-
dade destas curvas para as deformacoes elastoplasticas, o que
€ correto, uma vez que a nao linearidade da interagao flexo-
torgao, definida atraves da superficie de escoamento, determi-
na a nao linearidade da matriz de rigidez elastoplastica e
conseqllentemente a nao linearidade da relacao entre esforgos de

extremidade do elemento e deformagoes elastoplasticas (FIGURA 5.4)

A superficie de escoamento fica representada por um
circulo de raio R. Pode-se ver na FIGURA 5.4 o movimento da
superficie de escoamento, expandindo-se uniformemente, durante
o processo de carga, o que e condizente com o comportamento da

superficie de carga do material com endurecimento iscotropo.

Os dados sao os mesmos dos exemplos anteriores, sen-

do os incrementos de carga iguais a 1 KN.m e 0,25 KN.m, pa-

ra o momento fletor e torsor, respectivamente.
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FIGURA 5.3 - Comportamento elastoplastico da viga

em balango sob flexo-torgao.

a) Curva momento-rotacao na extremi-

dade livre.

na extremidade livre.

b) Curva torque-torgao
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de carga para a viga em balango sob flexo-torgao.
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5.2. Viga Curva de Concreto Armado com Diversas Condicoes de

Contorno

0 exemplo a ser considerado agora € uma viga curva
de concreto armado de secao transversal retangular. Com o com
primento de 2,9m, o angulo do vao de 75 graus e o raio de
2,21m. Sujeita a uma carga concentrada aplicada a 24 graus

do apoio direito (FIGURA 5.5).

FIGURA 5.5 - Geometria da viga curva.

Uma viga com estas caracteristicas foi ensaiada por

BADAWY et al® para as condigoes de contorno apresentadas na

figura abaixo.

CASO A CASO B

m /\ g— RESTRICAO TOTAL

e—o APCIADO E B
& RESTRINGIDC A FLEXAO

APOIADO E "
I‘*“" RESTRINGIDO A TORGAO

CASO0 C CASO D

FIGURA 5.6 - Condigoes de contorno da viga curva.

C— APQIO SIMPLES
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Este autor obteve as cargas ultimas e os correspon-
dentes mecanismos de ruptura, tanto analitica como experimen-
talmente. Na analise tedrica BADAWY assumiu que as segoes
transversais da viga tinham o comportamento rigido-plastico e
ductilidade suficiente a flexao, torgao e corte. Utilizou a
aproximagao do teorema do limite inferior, para o qual as con-
figuracoes de equilibrio estatico dos mecanismos de ruptura da
viga curva satisfaziam os critérios de escoamento descritos

abaixo.

e g o il ~ 2 2 2
O primeiro critério tem a equagao m + t /(l-v") =1
e define um limite superior para a carga ultima, de acordo com
a referéncia |2|. Enquanto que o segundo critéric, de equa-

-~ 2 — ) .
¢ao m2 + t /(I—v)2 =1, define um limite inferior.

De acordo com BADAWY, estes critérios levam em consi
deragao a influéncia do esforgo de corte na obtengac da carga

ultima através dos termos (1~v2) e (1~v)2.

Nas expressoes acima m = My/Mp, t = Mx/Tp e
v = Fz/Vp.

Assume-se daqui em diante a seguinte notacao: Y.C.l
("Yield Criterion'") refere-se ao primeiro critério de escoamen-
to e Y.C.2 refere-se ao segundo. Enquanto que Y.C.3 refere-
se ao critério de escoamento definido no capitulo 3, de acordo
com a equacao 3.42, isto &, m + t2 & 9E = L Cabe lembrar
que esta equacao também define um limite interior para a carga
ultima, conforme o desenvolvimento tedrico exposto no capitulo
3. A interpretagao geométrica destas equagoes acima esta mos-

trada na FIGURA 5.7.

Para aplicarmos o nosso programa e conferi-lo com 0s
resultados de BADAWY, assumimos a viga com comportamento elas
toplastico perfeito com forga cortante de plastificaggo
Vp = 151,2 KN, momento torsor de plastificacao Tp = 13,56
KN.m e momento fletor de plastificaggo Mp = 76,82 KN.m, da-

dos na referencia |3|. 0s valores da rigidez a flexdo elasti-
. ; 2 PR 2 -
ca EI = 1381,35 KN.m e da rigidez torsional elastica
2 -
GJ = 392,82 KN.m foram calculados a partir da segao transver-

sal da viga de 15,2 x30,5 cm, da resisténcia média do concreto
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= 5 2 -~ . o
a compressao de 30,04 N/mm , de acordo com a referencia ld!,

e fazendo uso dos itens 8.2.5 e 8.2.6 da NB-1/78.

Y
—_— W
b/ vl T (1] +t2+v2=]
F2
\ iy 2 t°
Vp m+ =1
[1-v3)
2
2 t
———— M ——— =
1-vP *

FIGURA 5.7 - Superficies de escoamentos.

Usando o procedimento numérico descrito no capitulo
4, e utilizando uma faixa de plastificacao de 1%, um controle
de plastificacao de 1,05 e um incremento de carga igual a 1 KN,
determinaram-se as cargas ultimas que sao comparadas com 0s

resultados de BADAWY, como se indica no decorrer deste exemplo.

Naturalmente, a adogao de elementos retos na modela-
zem de uma viga curva introduz erros nos esforgos internos e
na sua redistribuicao durante o processo de plastificacao. Pa
ra saber com quantos elementos retos deveriamos discretizar a
viga curva, realizou-se uma analise de convergéncia, cujos re-

sultados estao indicados na TABELA 1.



TABELA 1 - Valores da carga ultima em KN para a viga curva dis

cretizada em 6,8 e 12 elementos retos e com as con-

digoes de contormo

de escoamento Y.C.3.

da FIGURA 5.6,

66

usando © critério

I

Condigoes de 6 8 12 A7 %
contorno elementos elementos elementos
Caso A 147,4 149,7 150,2 1,9

| euso B 147,5 148,0 148, 4 0,6
Caso C 99,8 100,7 103,2 3,4
Caso D 79,8 79,4 81,8 2,5

* Diferenga relativa entre o valor da carga ultima obtida com 6 e 12

elementos.

Concluiu-se da tabela acima que a consideracao de um

numero maior de elementos nao afeta significativamente o resul-

tado da carga ultima e que a partir de 6 elementos tem-se uma

precisao razoavel.

A maior diferenga entre os valores da car-

ga ultima para 6 e 12 elementos foi de 3,4%, para a condigao

de contorne do Caso C.

Portanto,

assumiremos daqui em diante

a discretizagao da viga curva em 6 elementos retos, conforme

mostra a FIGURA 5.8 abaixo.

FIGURA 5.8 - Discretizagao da viga curva em 6 clementos

retos.



67

Na TABELA 2 compara-se os valores da carga ultima,
obtidos atraves da analise numerica e usando o critério de es-
coamento Y.C.3, com os valores tedoricos, calculados a partir
do critéirio Y.C.2, e experimentais, ambos determinados por

BADAWY.

TABELA 2 - Valores da carga ultima KN para viga curva discre
tizada em 6 elementos retos, com as condigoes de
contorno da FIGURA 5.6 e usando o critério de es-
coamento Y.C.3. Comparagao com resultados teori-

- s 3
cos e experimentais .

. 6 valor
R g | I [ |
Caso A 147,4 144,6 1,9 185,9 26
Caso B 147,5 135,2 9.1 184,6 25,2
Caso C 99,8 95,2 4,8 120,1 20,3
Caso D 79,8 74455 75 1 84,5 ‘ 5,9

Levando em consideracao que discretizamos a viga cur
va em elementos retos e utilizamos o critério de escoamento
Y.C.3 para cbtermos os valores da carga ultima, pode-se afir-
mar que estes resultados sao confiaveis, pois comparando-os
com os valores tedricos obtidos atraves do critério Y.C.2 (TA-
BELA 2) obteve-se uma boa correlagﬁo entre estes valores, o

coeficiente de correlagao encontrado foi igual a 0,99.

A média de erros entre os resultados da carga ultima,
determinados através da analise numérica, e¢ os valores experi-
mentais foi de 19,4%. Portanto, podemos concluir que de fato
o criterio de escoamento Y.C.3 também define um limite infe-

rior para a carga ultima.

Quanto aos mecanismos de colapso plastico determina-
dos pelo nosso programa, eles nao correspondem aos mecanismos

obtidos, tedrica e experimentalmente, por BADAWY, pois discre-
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tizamos a viga curva em segmentos retos. Por exemplo, um dos
tipos de mecanismos de ruptura previsto pela teoria deste au-
tor, implica na formacdo de articulagoes plasticas a torgao-

corte nos pontos de momento nulo. Com a viga curva discreti-
zada em segmentos de reta, nao & possivel determinarmos estes
pontos. Entretanto, segundo NEAL““, o fato de nao termos a

localizacao correta das articulagoes plasticas nos mecanismos
de ruptura, nao necessariamente, provoca erros importantes na

carga de colapso plastico.

Nos itens seguintes, discute-se a influéncia das con

digoes de contorno, do esforgo de corte e das constantes plas-

ticas na carga ultima.

5.2.1. Influéncia das Condicoes de Contorno na Carga Colapso

Neste item, analisa-se a viga curva discretizada em
6 elementos retos (FIGURA 5.8), para os quatro casos de condi-
coes de contorno, usando o critério de escoamento Y.C.3. 0Ob-
tiveram-se as curvas carga-deslocamento expressas no grafico

da figura abaixo.

—— |

2 100 CASO C .

¥ 1

- | s CASO D
U '3 v

2 |

3 |

o 50 1 _— {_

|
sup‘deestfn+f%v2=1

T

i
o 2 4 6 8 1:0 12
Deslocamento do nd sob a carga (mm)

FIGURA 5.9 - Curvas carga-deslocamento da viga curva discre-
tizada em 6 elementos retos. Influencia das
condigoes de contorno.
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Sobre a influéncia das condigoes de contorno na car-
ga de colapso, observa-se nas curvas da FIGURA 5.9, que a
falta de restricao a torgao na extremidade esquerda da viga
curva (condicao de contorno do Caso B) tem um efeito despre-
zivel no valor da carga ultima, ou seja, enquanto que para a
condicao de contorno do Caso A a carga ultima foi de 147,4 KN,
para o Caso B este valor foi de 147,5 KN. Observa-se alnda
que, @ restricao a flexao {(Caso B, l"Ll = 147,55 KN,
TABELA 1) & mais efetiva que a restrigao a torgao (Caso C,
Pu = 99,8 KN, TABELA 1) no incremento da carga ultima e no
decremento das deformagoes, isto &, para o mesmo incremento de
carga, as vigas com as condigoes de contorno dos Casos A e B
se deformam menos que as vigas dos Casos C e D (FIGURA 5.9).
Estes comportamentos foram previstos pela teoria desenvolvida

na referencia 2 e confirmados experimentalmentea.

5.2.2. Influencia do Esforco de Corte na Carga de Colapso

Antes de analisar o exemplo que se segue, € impor-—
tante fazer a seguinte observagao: Durante a analise numeri-
ca, ao determinarmos o incremento de carga necessario para
plastificar o primeiro, e posteriormente, outros nos da estru-
tura, utilizando os critérios de escoamento Y.C.l e Y.C.2,

rhega-se a uma equagao de 49 grau para a variavel r (fator

min
de carga).

Mas de acordo com as seqllencias b e h do item 4.4

do capitulo anterior, somente podemos determinar este fator de
carga para aquagaes de 29 grau em Eoan

Para contornar este problema, arbitraremos valores
para v = Fz/Vp nos termos (1-v2) @ (l—v)2 das equagaes
dos criterios de escoamento Y.C.l e Y.C.2, respectivamente.
Este procedimento é sugerido na referencia |2|. Tornando-as,

deste modo, em equacoes de 29 grau para a variavel r in®
m

Podendo-se portanto, realizar a analise numérica em-

pregando estes critérios de escoamento.
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Desta maneira, analisaremos a viga curva discretiza-
da em 6 elementos retos (FIGURA 5.8) com as condigoes de con
torno da FIGURA 5.6. Usando os criterios de escoamentc Y.C.l

e T.EBaZ;

Das constantes plasticas dadas para a segao da viga
curva, tira-se o valor de Tp/Mp = 13,56 KN/76,82 KN = 0,18.
Mantém-se este valor fixo e faz-se a analise para os valores
de v=Fz/Vp =0; 0,2; 0,4; O0,6; 0,8; 0,9 e 0,99. Obtendo-
se as curvas "fator de carga de colapso -v" plotadas nos gra-

ficos das FIGURAS 5.10 e 5.11.

Pode-se concluir dos graficos das referidas figuras
que:
- 0 fator de carga ultima decresce com o aumento do

valor de v;

- 0 fator de carga ultima obtido a partir do crite-
rio de escoamento Y.C.2 decresce mais rapidamente que o fa-
tor de carga ultima determinado através da superficie de escoa

mento Y.C.l;

- Este fator tende a anular-se para valores de v pro

ximos de 1,0.

Estas conclusoes ja eram previstas, pois pela inter-
pretagaoc geométrica dos critérios de escoamento da FIGURA 5.7,
vé-se que, a medida que o valor arbitrado para v (por exemplo,
v = 0,7) cresce, estas superficies de escoamento decrescem.
Sendo que a superficie Y.C.2 decresce mais rapidamente que a
superficie Y.C.l. Quando o valor arbitrado para v aproxima-se
de 1, estas superficies tendem para a curva v = 1 (intersec~—
gﬁo de Y.C.1l e Y,C.2 com o plano de flexao e corte), conse-

qUentemente o fator de carga ultima tende a zero.

A seguir, compara-se os valores da carga ultima, de-
terminados a partir da analise numérica com Y.C.l e Y.C.2, com

0s resultados teoricos obtidos por BADAWY usando os mesmos cri

terios de escoamento.
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FIGURA 5.10 - Curva fator de carga de colapso-v para a viga curva discretizada em 6 elemen-
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Como nao sabemos para qual valor de v a solugao con-
verge, pols estes sao arbitrados, adotou-se o seguinte proce-

dimento:

- Com os valores teoricos calculados por BADAWY en-
tra-se no eixo das ordenadas das curvas "fator de carga ulti-

4 - teo
ma-v'", na forma adimensional (Pu

. r)/Mp, e para o criterio
de escoamento correspondente determina-se¢ o valor de v no e1xo
das abscissas. Estes procedimentos estao mostrados nos grafi-

cos das FIGURAS 5.10 e 5.11.

- Com o valor de v calcula-se a carga ultima para a

viga curva em questao através da analise numerica.

Evidentemente, chega=-se a uma solugao com o valor de
v arbitrado para o qual a mesma converge. Estes valores estao
listados na TABELA 3.

Este exemplo serve para demonstrar a validade do pro
cedimento numerico, descrito no caplitulo anterior, na determi-
nagcao de cargas ultimas para estruturas de concreto armado.

No caso especifico de vigas curvas, discretizadas por elemen-
tos retos de grelha plana, houve uma boa aproximacao com os

resultados teoricos e experimentais.

A limitagao da analise numerica, para este exemplo,
esta no fato de nao podermos aplicar os critérios de escoamen-

to ¥.C.1 e Y.C.2 com o valor de v sendo uma variavel.



TABELA 3

Valores da carga Gltima em KN

para a viga curva discretizada em

6 elementos retos, com as condigoes de contorno da FIGURA 5.6

usando o0s critérios

Comparagao com resultados teoricos e experimentais.

YICIl e 1r|Co2

e

com valores de v arbitrados.

| vea | el loax | vea | Il sz eserineny 47
Caso A (vi?}?ég) 144 ,6 1,24 (v_lfg:g) 184,9 0,22 185,7 0,65
Caso B (vig?éé) 135,2 0,67 (vig‘?;;) 175,3 0,34 184 ,6 5,36
Gase € | ity =03 95,2 0432 | i ey 118,5 0,51 120,1 1,83
ciso D (vzg‘i‘;g) 74,5 0,27 e fg:g) 95,9 0,31 84,5 -13,14

¥

=
L

o erro entre os valores da carga ultima obtida com o critério de escoamento
Y.C.1l, atraves da analise numérica, e o resultado experimental .
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5.2.3. Influéncia das Constantes Plasticas (relagao Tp/Mp) na

Carga de Colapso

A seguir, analisa-se a viga curva discretizada em 6
elementos retos e com a condicao de contorno do Caso A. Usando
0s critérios de escoamento Y.C.l e Y.C.2 com os valores de v
iguais a zero e 0,8. Das constantes elasticas dadas para a se-
¢ao da viga, tira-se o valor GJ/EI = 392,82 KN.m2/1381,35 KN.
mz = 0,28, Mantém-se este valor fixo e faz-se a analise para
os valores de Tp/Mp = 0,01; O0,1; 0,2; O0,4; 0,6; 0,8 e
1,0. Obtendo-se as curvas "fator de carga de colapso - Tp/Mp"

plotadas no grafico da figura abaixo.

l;F‘u r/ MD

Tp/ Mp

FIGURA 5.12 - Curva de carga de colapso - Tp/Mp para a viga
curva discretizada em 6 elementos retos, com
a condigao de contorno do Caso A, usando os

critérios de escoamentos Y.C.l e Y.C.2.
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Pode-se concluir deste grafico que:

- 0 fator de carga ultima cresce com o aumento da re
lagao Tp/Mp;

- 2 - y
- Para a equagao m? + t° =1 (¥.C.1 = ¥.C.2 para

o valor de v = 0), o fator de carga ultima nao se altera pa-

ra valores de Tp/Mp maiores que 0,6;

- 0 fator de carga ultima diminui quando se leva em
conta o efeito do esforgo de corte no critério de escoamento.
Este decréscimo & em funcgao do crité@rio de escoamento adotado.
Por exemplo, para Tp/Mp = 0,18, tém-se os fatores de carga
Gltima iguais a A = 5,7 considerando Y.C.1l =7Y.C.2 (v=0),

A =5,1 para Y.C.1 (v=0,8) e A =2,9 com Y.C.2 (v=0,8);

- Para valores de relagao Tp/Mp proximos de zero,
o fator de carga ultima tende a anular-se. Isto explica-se,
devido ao acoplamento entre as rigidezes a flexdo e torsional
em uma viga curva. Portanto, quando Tp/Mp tende a zero,
significa que estamos desprezando a resisténcia a torgao da vi-
ga, conseqllentemente, a resisténcia a flexao tambéem fica des-
prezada, € como se a viga nao tivesse resistencia a flexo-tor-
cao. Logo, o fator de carga ultima para esta situagao se anu-
la.

0 comportamento dessas curvas foi previsto pela teo-

ria desenvolvida na referencia |2].

5.2.4. Comparacao com as Curvas Carga-Deslocamento Obtidas

Experimentalmente

Neste item, vamos comparar as curvas carga-desloca-
mento determinadas através da analise numérica da viga curva,
discretizada em 6 elementos retos, para os quatro casos de
condigoes de contorno da FIGURA 5.6, com as curvas obtidas ex-
perimentalmente por BADAWY. Estas curvas estao mostradas na
FIGURA 5.13. ©Na analise num@rica, utilizou-se o critério de
escoamento Y,C.l com os valores de v arbitrados, para os quais

a solugao convergiu, conforme mostra a TABELA 3.
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Da figura anterior, observa-se que em se tratando de
deslocamentos o nosso programa nao obtem resultados satisfato-
rios. Evidentemente, a forte nao linearidade fisica e geomé-
trica do concreto armado, desde o inicio do processo de fissu-
ragEO até a ruptura, sob um estado complexo de tensoes, neste
caso, flexo-torgao-corte; nao pode ser retratado corretamente
através do modelo de barra, com nao linearidade fisica puntual,

adotado pelo nosso programa.

Mesmo porque, a nao linearidade fisica do concreto
armado refere-se ao comportamento do concreto e das armaduras
separadamente, mas levando o efeito conjunto na determinacgao
da rigidez da segao, e estas rigidezes degradam-se durante o
processo de fissuragao, o que nao & levado em conta na formula-

cao do elemento de barra empregado neste programa.

Por outro lado, podemos observar que a formulagao nu-
mérica deste trabalho obtém resultados satisfatdorios com rela-
gao a carga ultima, para elementos de concreto armado sob fle-

xao-torgao-corte.

5.3. Grelha Plana Ortogonal com Duas Vigas Longitudinais e Duas

Vigas Transversais

Neste exemplo, trata-se de uma grelha plana ortogonal
composta de 12 elementos, 12 nos, com apoios restringindo os
deslocamentos verticais e os giros de torgao em suas extremida-
des, e com 4 cargas concentradas aplicadas em seus nos livres
(FIGURA 5.14.a). Os elementos tém o comprimento igual a 1 m,

sendo as propriedades geométricas e fisicas iguais para todos

eles.
Assume-se a grelha com comportamento elastoplastico
: . e 2
perfeito, com rigidez a flexdo elastica EI = 10000 KN.m e
. ; e 2
riglidez torsional elastica GJ = 1000 KN.m" . As constantes

plasticas dos elementos sao, forgca cortante de plastificacao
Vp = 200 KN, momento torsor de plastificacao Np = 10 KN.m e
o momento fletor de plastificagao Mp = 100 KN.m. A faixa de

plastificagao adotada foi de 1%, o controle de plastificagao
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igual a 1,05 e o incremento de carga igual a 1 KN.

Em primeiro lugar, fez-se a analise elastoplastica
considerando a superficie de escoamento igual a m + t2 = 14
onde m = My/Mp e ¢t = Mx/Tp. Isto &, sem considerar a in-
fluéncia do esforgo de corte. A relagao entre as rigidezes
torsional e a flexdo elasticas da segao foi fixado com os va-
lores dados acima, ou seja, GJ/EI = 0,1, enquanto que a lLaxa
entre os momentos torsor e fletor de plastificagao variou-se
para os seguintes valores; Tp/Mp = 0,01; 0,1; 0,2; 0,4;
0,6; 0,8 e 1,0. Obtendo-se a curva "fator de carga de colap-

so - Tp/Mp", expressa no grafico da FIGURA 5.14.b.

Observando-se esta curva, pode-se concluir que o fa-
tor de carga de colapso aumenta com o acrescimo da taxa Tp/Mp.
Quando a relacao Tp/Mp tende a zero, o fator de carga de co-
lapso aproxima-se do valor Ao = 1,2, que & o valor encontrado
quando se faz a analise elastoplastica desta grelha sob flexao
pura e desprezando a sua rigidez torsional. [Explica-se esta
observagao, devido ao fato das rigidezes torsional e flexional
serem desacopladas em uma grelha ortogonal. Assim, quando a
relagao Tp/Mp for igual a zero, significa que desprezaremos a
rigidez torsional da grelha, conseqllentemente estaremos assumin

do que a mesma tenha somente rigidez a flexao.

Esta curva foi comparada com o resultado de uma ana-
lise numerica feita por ASKARI', mas devido a omissao de al-
guns dados nesta referencia bibliografica, nao foi possivel
uma discussao sobre o resultado da analise feita por este au-
tor. Sabe-se entretanto, que essa analise numérica foi feita
com base em programagao linear, isto @, trata-se de um proble-

ma de analise limite com a condigao de escoamento linearizada.

Em seguida, fez-se a analise elastoplastica levando

em consideragao o efeito do esforgo de corte através da super-—

e de escoamento m + t2 + v2 =1, onde v = Fz/Vp. Mante-

n
iy
[

c
ve-se a relagao entre as rigidezes torsional e flexional elas-
ticas igual a GJ/EI = 0,1 e variou-se a taxa Tp/Mp para os
mesmos valores dados anteriormente., Para este caso, definiu-

se ainda, a taxa entre o esforco cortante de plastificacao e



o momento fletor de plastificagao como

a altura da segao transversal do elemento.
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FIGURA 5.14 - Comportamento elastoplastico de uma grelha
plana. a) Grelha plana ortogomnal com duas

vigas longitudinais e duas vigas transver-

sais. b) Curva fator de carga de colapso-

Tp/Mp para as superficies de escoamento
2

m2+t=lem+t2+v2=l.
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Fez-se esta analise com a taxa Vp .h/Mp 1igual a
0,6 e 0,9. Obtendo-se as curvas 'fator de carga de colapso -

Tp/Mp" plotadas no grafico da FIGURA 5.14.b.
Da analise destas curvas pode-se conclulr que:

- 0 fator de carga de colapso aumenta com 0 acréscimo
da taxa Tp/Mp. Observe-se que para Tp/Mp > 0,6 e Vp.h/Mp =

= 0,6, o fator de carga manteve-se constante;

- 0 fator de carga de colapso aumenta com o acrescimo

da taxa Vp .h/Mp.

E da analise das trés curvas em conjunto, conclui-se
que ;
oo 2 2 :
- 0 criterio de escoamento m + t =1 define um
limite superior para a carga de colapso da grelha em estudo;

T 2 2 :
- 0 criterio de escoamento m + t + v~ =1 define

um limite inferior para a carga de colapso, pois a considera-
¢ao da forca cortante de plastificagao finita, no critério aci-

ma, diminui o fator de carga de colapso.

Fez-se tambem, uma analise elastoplastica da grelha
plana considerando somente a rigidez a flexdo elastica e o mo-
mento fletor de plastificagao, ou seja, considerou-se a grelha
sob um estado de flexao pura. Neste caso, a forga cortante de
plastificagao tem um valor infinito e assume-se a rigidez tor-

sional elastica nula.

Obteve~se um fator de carga de colapso igual a
RD L .2/Mp = 1,2, sendo este valor igual ao obtido por AS-

1 P
KARI para a mesma analise.

No grafico da FIGURA 5.15, comparam-se os valores do
fator de carga de colapso determinados atraves dos critérios
2
de escoamento m2 + t7 =1 e m+ t2 * v2 =1 com o valor

obtido para a grelha sob um estado de flexao pura.
Da analise das curvas da FIGURA 5.15, conclui-se que:

- Se considerarmos que a grelha tenha rigidez torsio-

nal e nao levarmos em conta o efeito do esforco de corte no

. - - - - 2 2 - -
criterio de escoamento, isto é, m + t = 1 cell~se acresicl—
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mos em relacao a carga de colapso da grelha sob flexao pura;

~ Se além da rigidez torsional, considerarmos o efei-
to do esforgo de corte no critério de escoamento, isto &,
m+ t° + v® =1, tem-se decréscimos em relagao a carga de co-
lapso da grelha sob flexao pura. Estes decrescimos, ocorrem
ou nao, dependendo dos valores assumidos para as relagoes

Vp .h/Mp e Tp/Mp.

2 2
Por exemplo, na FIGURA 5.15, para m + t =1 e
Tp/Mp = 1, tem-se um acréscimo de 9,8% sobre A = 1,2 (flexao
) 2 2 "
pura). Enquanto que para m + t + v =1, Tp/Mp =1 e
Vp . h/Mp = 0,6, tem-se um decrescimo de 7,75% em relagao a ko.
E com Vp .h/Mp = 0,9, obteve-se o mesmo valor da carga ulti-
ma para a flexao pura, isto &, AO
15
o—— f -
. e - o
o
i
“a —ee o} J——A———gg
A e -
~
]
-
I o
‘< 1
~~~~~~ e e e e e e
-..-.._meq.tz::l
———m +t2+V¥=1 (Vp-h/Mp=0,9) |
~~~~~ m++v¥=1 (Vp-h/Mp=0,6)
|
| | l
0.6 0.8 Lo 1.2
P /Mp
FIGURA 5.15 - Aumento ou decremento no fator de carga de co-
lapso, levando em conta o efeito da torgao e
do esforgo de corte, em relacao ao fator de

carga de colapso para grelha sob flexao pura,
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Naturalmente, quando incluimos o efeito do esforgo
de corte no criterio de escoamento m + t° + v =1, a forga
cortante de plastificacao passa a ter um valor finito. E quan
do a relagao Tp/Mp tende a zero, este critério tende a curva
m + vz = 1, isto explica o fato de termos valores para o fator
de carga de colapso menores que KO. Pois, na flexao pura, a

forca cortante de plastificagao & considerada infinita.

Agora, quanto ao fato de termos decréscimos em rela-
cao ao fator ko para outros valores da relacao Tp/Mp, 1isto

se deve ao valor de Vp .h/Mp adotado para a analise.

5.4, Um Elemento de Grelha Plana em Angulo Reto

No exemplo a segulr, trata-se de um elemento ortogo-
nal de grelha plana composto de 3 elementos de barra, 4 nos,
com suas extremidades engastadas e submetido a uma carga con-

centrada em um de seus nos livres (FIGURA 5.16.a).

As propriedades fisicas e geometricas sao igualis para
todos elementos. Assume-se o elemento ortogonal com comporta-

mento elastoplastico perfeito, com rigidez a flex3o elastica

EI = 388,08 KN.m2 e rigidez torsional elastica GJ = 297,92

2 = P 25
KN.m". As constantes plasticas dos elementos sao, momento tor-
sor de plastificagao Tp = 17,24 KN.m e o momento fletor de

plastificagcao Mp = 21,95 KN.m.

. = == - ]
Os dados acima estao de acordo com a referencia |37

A faixa de plastificagao adotada foi de 1% e o incre-

mento de carga igual a 1 KN.

Adotou-se como superficie de escoamento a equagao

2 2 oy
m + t =1, onde m=My/Mp e t = Mx/Tp. Inicialmente,
fez-se a analise com o controle de plastificagao igual a 1,05,
; & 2 2 i

l1sto e, m + t < 1,05. Portanto, estamos admitindo que os

esforgos internos em uma articulacaoc plastica exceda a condi-
cao de plastificagao em 57. Com este controle de plastifica-
cao obteve-se o mecanismo de colapso plastico na terceira

etapa, como mostra a FIGURA 5.16.a.
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(b)

cond, 3 !
cond. 2 _l )
4 e —— ﬁ o ——————— .'_' ; — ;
cond. 1 cond. 2 cond. 3
_ o | e Articulogdo pldastica _ ]
3 cond. 1 | .
2.._._ = —
yp [©)
1
L S B IR
v = deslocamento do no 3
{=100cm \
!
0 2 4 6
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\ \
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N,
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FIGURA 5.16 -~ Comportamento elastoplastico da grelha

plana ortogonal com 3 elementos.

a) Curva carga-deslocamento.

fil dos esforgos

b) Per-

internos ao longo do

processo de carga até atingir o meca-

nismo de colapso

plastico.
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A curva carga-deslocamento foi obtida conforme mos-
tra a FIGURA 5.16,a. O resultado do fator de carga de colapso
foi de A =P .R&/Mp = 4,958. UEDA®’" obteve o valor de 4,92,
porém, sem dag informagoes a respeito do método de solucao ado-
tado, sende que a diferenga relativa entre esses dois valores
foi de 0,87, portanto, houve uma boa aproximagﬁu entre us mes-

mos.

0 perfil dos esforgos internos dos nos, ao longo do
processo de carga até atingir o mecanismo de colapso plastico,

esta mostrado na FIGURA 5.16.b.

Adotando-se um controle de plastificagao igual a 1,01,
encontramos o valor de 4,903 para a carga de colapso plastico,
enquanto que na refer@ncia[3?{ este valor foi de 4,91. Para es-—
te caso, a diferenga relativa entre esses dois valores foi de
0,14%.

HODGE *? obteve para a carga de colapso o valor de 4,9
para o mesmo problema, mas usando como critéerio de escoamento
um octogno equilatero inscrito numa circunferéncia de raio

)

; : 5 3 2
tgual a 1. Ou seja, inscrito ma curva m + t° = 1,

Neste exemplo, pode-se observar que a medida que di-
minuimos o controle da plastificagao, os resultados obtidos
apresentam-se mais acurados, e que houve uma boa aproximacao

com os resultados de solugoes numéricas e analitica.



CONCLUSOES

Com base nos estudos teoricos e nos exemplos calcula-
dos e comparados ao longo deste trabalho, envolvende a analise
elastoplastica com pequenas deformagoes em vigas curvas de con-
creto armado e em grelhas planas ortogonais, considerando ambas,
com comportamento elastoplastico perfeito, chegou-se a varias
conclusoes. Dentre elas, destacou-se tres de fundamental im-
portancia. A primeira referente a validade do procedimento nu-
mérico empregado neste trabalho na determinagﬁc da carga de co-
lapso de vigas curvas de concreto armado, discretizada com ele-
mentos retos de grelha plana. A segunda, relacionada com a de-
ficieéncia deste método numérico na obtencao dos deslocamentos
em estruturas de concreto armado (viga curva) desde o processo
de fissuragao até a ruptura, sob um estado complexo de tensoces
(flexao-torgao-corte). A terceira, foi a boa aproximagao com
os resultados analiticos e numéricos, encontrados na bibliogra-
fia técnica internacional, para os exemplos de grelha plana or-

togonal apresentados no capitulo anterior.

0 procedimento numérico apresentado neste trabalho &
uma extensao do conhecido "método das rotulas plasticas'" com

as seguintes caracteristicas:

1) Na fase elastica, a analise & exatamente a mesma

feita pelo método da rigidez direto®.

2) As articulagoes plasticas ocorrem, quando a resul-

tante dos esforgos internos em algum no da estrutura atinge uma
superficie de escoamento generalizada, que leva em conta a in-
teragao entre os esforgos de corte, momento fletor e momento
torsor.

3) Depois que os nos tornaram-se plasticos, a resul-
tante dos esforgos internos varia com o incremento da carga,
mas satisfazendo a condigao de plasticidade, e a matriz de ri-
gidez elastoplastica do elemento & determinada de forma expli-

cita como fungao da matriz de rigidez elastica e das derivadas

e6
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parciais da superficie de escoamento em fungao das forgas de

extremidades do elemento.

4) Usa-se como solu¢ao, o método incremental da ma-

triz de rigidez tangente.

Esta analise numérica substitui a analise limite com
vantagens, principalmente em se tratando de estruturas comple-
xas onde a analise por meio de mecanismos combinados & bastan-
te tediosa, e naturalmente, nao leva em consideragao situagoes

com endurecimento.

No caso de obtengao da carga ultima, a disponibilida-
de de um método matricial geral & util, pois solucoes analiti-
cas fechadas so aparecem ser possfveis para estruturas simples
e com hipoteses simplificativas, isto &, material com comporta-

mento rigido-plastico.

Este método pode ser aplicado a qualquer tipo de es-
trutura de barra desde que se defina um critério de escoamento que
leve em conta a interagao entre os esforgos correspondentes aos

diversos graus de liberdade do elemento de barra considerado.

A partir dos diferentes estudos abordados no trans-—
correr deste trabalho, sugere-se o0s seguintes temas como poste=

riores trabalhos de pesquisa:

a) Consideracgao de critérios de escoamento que defina
a interagao entre flexao-torgao-corte para vigas de concreto
armado com taxas geométricas de armadura que correspondam, respec-
tivamente, a vigas parcialmente super—armadas e completamente

super—armadas;

b) Determinar a capacidade de rotagac e giro de tor-
gao das vigas de concreto armado sob flexao-torgao-corte na
ruptura utilizando o modelo "Skew Bending" e/ou o modelo da
"Trelica Espacial” conforme indicam as referéncias 30 e 34,

respectivamente;

c) Refinar o controle (reducao da resultante dos es-
forgos nodais a superficie de escoamento) dos nos plastificados
atraves do vetor de desequilibrio usando um processo iterativo,

conforme o indicado no capitulo 7, paginas 249-257, da refer@n-
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cia |41].

Para melhorar a resposta em deslocamentos do procedi-
mento numerico adotado neste trabalho, referido a estrutura de

concreto armado, tém-se a seguintes sugestoes:

d) Levar em conta a degradagao das rigidezes torsio-
nal e flexural durante o processo de carga, inicio da fissura-
¢ao até a ruptura, dos elementos de barra sob flexao—torgao-
corte;

e) No modelo numérico, levar em conta a nao lineari-

dade geoméetrica.
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APENDICE A - ENTRADA DE DADOS

Para a utilizacao do programa, deve-se inicialmente
numerar os nos da estrutura de 1 a NN (numero de nos), e 0s

elementos de 1 a NE (numero de elementos).

Deve-se estabelecer um sistema cartesiano de eixos
X-Y-Z de referencia global, de forma que o plano X-Y seja o

plano da estrutura.

Cada elemento tem seu sistema de eixos de referencia
x-y-z local, com origem no no inicial do mesmo, sendo o eixo x

coincidente com o eixo baricentrico do elemento.

As coordenadas dos nos, as restrigoes nodais e in-
cognitas prescritas, juntamente com o carregamento nodal sao
dados em relagao ao sistema de referé@ncia global enquanto que
as propriedades dos elementos sao dadas em relacao ao sistema
de referéncia local. As unidades destas grandezas sao dadas

de -acordo com o "Sistema Internacional de Unidades S.I1I".

A seguir descreveremos o manual de entrada do pro-

grama.

Numero de | Numero de

“ Variavei :
ordem cartoes ariravels Formato
L.

1 1 NN, NE, NLN, NBN, FLAPA livre
NN-numero de nos da estrutura

NE-numero de elementos da
estrutura

NLN-numero de nos carregados
NBN-numero de nos restringidos

FLAPA-faixa de plastificagao

(continua)
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Numero de | Nimero de vas iR rade l ;T
ordem cartoes :
2 NN N, XX, YY livre
Ny -numero do no
XX e YY-coordenada do no N, nas
diregoes dos eixos x e |
y, respectivamente (cm) |
3 NE Nl, J, Ky XI, YI, EE, GG, QF, livre
TP, MP, HARD
Nl-—nﬁmero do elemento
J-ndo inicial
K-no final
XI-momento de inércia a torgao
(cm& )
YI-momento de inercia em rela-
cao ao eixo y local (cmé)
EE-modulo de elasticidade lon-
gitudinal (Nlcmz)
GG-modulo de elasticidade trans
versal (N/cmz)
QP-cortante de plastificacgao
(N)
TP-momento torsor de plastifi-
| cagao (N)
| MP-momento fletor de plastifi-
cagao (N.cm)
HARD-constante de endurecimen-
to (adimensional)
4 NBN Nl, IZ, IRX, IRY, ZZ, XRX, YRY livre
1 -restringido
0 -livre
N, -numero do no restringido

(continua)



1
Numero de| Numero de

Variaveis Formato
ordem cartoes

IZ-restrigao ao deslocamento na
diregao do eixo global Z
(0 ou 1)

IRX-restricao a rotagao em rela
¢ao ao eixo global X
(0 ou 1)

IRY-restrigao a rotagao em rela
¢cao ao eixo global Y
(0 ou 1)

ZZ-deslocamento prescrito na di
recao do eixo global Z

(cm)

XRX-rotagao prescrita em rela=
¢gao ao eixo global X
(radianos)

XRY-rgta§§0 prescrita em rela-
gao ao eixo global Y
(radianos)

5 NLN N,, FZ, FRX, FRY livre

N, -numero do no carregado
FZ-forga aplicada na direcgao do

eixo global Z (N)

FRX-momento aplicado na direcao
do eixo glebal X (N.cm)

FRY-momento aplicado na direcao
‘ do eixo global Y (N.cm)

As variaveis que comegam com as letras I, J, K, L,

M e N sao inteiras e as demais sao variaveis reais.

Em cada estagio de carregamento o programa fornece

como resultados:

A etapa em que o0 mesmo se encontra;

- 0 determinante da matriz de rigidez global;

in};
0(s) no(s) que plastificou-se (plastificaram-se)

- 0 fator de carga (rm

na etapa atual;
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-~ 0s deslocamentos dos nos e as reagoes nodais em
relagaoc ao sistema de referencia global;
- As acoes nas extremidades dos elementos referidas

aos eixos locals dos mesmos.

A.l. Exemplo de Utilizacao do Programa

Como ilustragao serao apresentados aqui os dados ne-

cessarios para analise da grelha apresentada na FIGURA A.l.

ET= 3,88x10° N.cm?
GL=2,98x 10° N-cm?
Tp=1,72% 10% N.cm
Mp=2,20x10° N-cm

Superficie de
Escoamento

2 2
e

FIGURA A.1l

De acordo com o manual exposSto anteriormente, 0S

cartoes de dados para este exemplo sao:

2, 100., O.
3, 100., 50.

4, 100., 100.

T TT" :

e 8 5 404

g

B Yeg k- T T
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-1000., 0.

l”

Yoo

y O

3.88E+9,
3.88E+9,

3,88E+9,

2.98E+9,
2.98E+9,

2,98E+9,

1.0E+20,
1.0E+20,

1.0E+20,

3 I

1.

1

72E+6,

72E+6,

.T72E+6,

2.20E+6,
2.20E+6,

2.20E+6,
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