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RESUMO

Essa dissertacdo aborda a visualizacdo geomé&trica representacdo de objetos
tridimensionais em diagramas bidimensionais. Otgieda pesquisa é a criagdo de uma
sequéncia didatica que atenda esses propositas.deaenvolver essa seqiéncia, foram
realizadas diversas atividades piloto com sujeltoensino fundamental, médio e superior.
A andlise da producdo dos alunos determinou a&elecadaptacdo de atividades para
compor a sequéncia didatica, testada em alunosed®io ano do ensino meédio,
apresentada com a respectiva andlise dos resultddus atividade teve destaque nesse
trabalho, e por ser de criagdo prépria, foi denadenCaixa de Becker, que consiste na
interagdo com solidos através do tato. Para arddiselados, foram utilizadas as teorias de
van Hiele, Gutiérrez e Piaget. Fez-se uma brevemada na histéria do ensino de
matematica, especificamente na area de geometia, gntender a forma em que esse

contelido é abordado nos livros didaticos.

Palavras-chave:visualizacdo geométrica, representacdo em diagrasagléncia didatica,
Caixa de Becker.



ABSTRACT

This dissertation focuses on visualization andnggtdc representation of three
dimensional objects in two-dimensional diagramse @hm of this research is to establish a
teaching sequence to create such diagrams. Tewactiiis objective several pilot activities
were executed with primary, secondary and terteghycation students. The selection and
adjustment of activities to compose the teachimgieece were determined by the analysis
of the results from a test applied to studenth@last year of the high school. The "Becker
Box" which was a highlighted activity during thesearch and is my own invention,
provides a way to interact with solid geometricnfigr by touch. The theories from Van
Hiele, Gutiérrez and Piaget were used to make tita dnalysis. A summary of the
mathematics education history were made to undetdtaw this subject is presented and

discussed in teaching books

Keywords: geometric visualization, representation by diagrandidactic sequence,
Becker’s Box.



RESUMEN

Esa disertacion aborda la visualizacion geomeétriearepresentacion de los objetos
tridimensionales en diagrama®idimensionales. El objetivo de la pesquisa egdaaon
de una secuencia didactica que atienda eses puagpdsPara denvolver esa secuencia,
fueron realizadas diversas actividades piloto agetss de la ensefianza basica, megdia
superior. El analisis de la produccion de los alosngletermind la seleccion y la adaptacion
de las actividadepara componer la secuencia didactica, testadauemak del tercer afio
de la ensefianza media, con el respectivo andlesibs resultados. Una actividade tuvo
destaque en ese trabajo, y por ser de creaciomigrdpe llamada Caja de Becker, que
consiste en la interaccion con solidos por meldibtacto. Para andlisge los datos, fueron
utilizadas las teorias de van Hiele, Gutiérrez 3gBi. Se hizo una breve retomada en la
historia de la ensefianza de la matematica, espuidinte en el area de geometria, para

entender la forma en que ese contenido es abostalds libros didacticos.

Palabras clave: Visualizacibn geométrica, representacion enrdiags, secuencia
didactica, Caja de Becker.
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INTRODUCAO

Noés professores de Matemética, sabemos que unralogimas relacionados com a
educacéao no Brasil refere-se ao baixo rendimenscatinos, principalmente no ensino de
Geometria, consequéncia das dificuldades encostiaelas professores em trabalhar esse
assunto. Essas dificuldades se devem as sucessidiEsicas no ensino de geometria, que
serdo apontadas ao longo do texto.

Geralmente, o primeiro conteudo a ser abordad8’ramo do ensino médio é o de
Geometria Espacial. Pressupfe-se que um aluno l@gaca esta série possua uma
bagagem relativamente grande de conceitos de Geanmiis essa area da Matematica,
segundo os PCN’s, tem participacdo em muitas sariesiores do processo escolar,
principalmente no ensino fundamental. Infelizmesdésa suposicdo ndo é verdadeira. Os
professores que lecionam Matematica no 3° ano @m@mmédio, freqlentemente se
deparam com uma realidade desagradavel. Os allmgmm nessa etapa, muitas vezes
sem entenderem conceitos importantes tais coméepsmao e perpendicularidade.

Tive a oportunidade de trabalhar com professoresuncurso de especializacao
em Geometria. Esses professores, atuantes nasdeedesino publicas e privadas em nivel
fundamental e médio, tiveram, na sua totalidadepdgao em licenciatura em Matematica.
Eles relataram durante as aulas, que tinham dificlds em trabalhar com a Geometria, por
terem uma formacéo deficiente e por apresentardiouldades em lidar com esse
conteudo.

Segundo Pavanello (1989), o problema com o ensm@eabmetria surge e se
avoluma a medida que as escolas de nivel médiarmpasatender um nimero crescente de
alunos das classes menos favorecidas. A geoméimiapresenta um espaco significativo
no curriculo escolar. Os professores de matemataaiam geometria entre os temas a
serem abordados em suas aulas. Muitos chegavammarahdo se sentirem animados a
fazé-lo porque ndo dominavam o conteudo, algunfessavam ndo haverem estudado ou
o fizeram de modo insatisfatorio, portanto ndo aabicomo desenvolvé-lo com seus
alunos. Dentre os que incluiam a geometria enttépisos a serem desenvolvidos em sala

de aula, muitos afirmavam que, por falta de temfo,conseguiam chegar a aborda-la nem
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parcialmente. O fato de reservarem, em geral, imdilsemestre para a abordagem desse
conteudo, levou Pavanello a crer que, conscientemam ndo, a falta de tempo estava
sendo usada como desculpa para a nao realizagéabdtho com geometria.

Foi observado que em alguns livros didaticos denensédio, a Geometria
Espacial é abordada com énfase em calculo de éareakimes. Sem um trabalho prévio
gue aprofunda o desenvolvimento da nocéo de foendes espaco, os alunos acabam por
ndo associar a algebra relacionada com os objataguestdo, ou seja, pedem féormulas e
ndo mostram interesse em entender a deducéo dasmmes

A motivagdo desse estudo iniciou quando foram twdes dificuldades com
relacdo a visualizagcdo geométrica na turma de aahig¢ao citada anteriormente. O curso
foi esquematizado de acordo com o0 modelo van Hegfeque o processo do aprendizado
de Geometria é dividido em niveis. Essa teoria siscrita no terceiro capitulo. A
disciplina que lecionei tratava especificamentgdmeiro nivel de van Hiele. Nesse nivel,
se da o primeiro contato do individuo com os oBjeto o nivel onde se desenvolve a
visualizacdo. Foram propostas algumas atividademayma delas um sélido foi colocado
dentro de uma caixa fechada com dois furos pequasoglunos deveriam desenhar o
sélido sem vé-lo, apenas tateando a forma dentgaita. Em geral, a turma teve sucesso
com os sélidos conhecidos tais como prismas e iganmas quando se tratava de sélidos
“estranhos” , apareceram dificuldades quanto a doranrepresentacdo em perspectiva e
guanto propor¢des dos elementos dos solidos.

Junto as dificuldades apresentadas pelos alunose deds-graduacdo, foram
observadas dificuldades em turmas de ensino méeliogiro ano, onde se trabalha a
Geometria Espacial. A atuacdo em sala de aula feerobservar que os alunos tém
dificuldades em associar férmulas de areas de fécipsrquando se tratam de solidos,
dificuldades em representar os sélidos, e compezanee sdo formados por entes menores:
arestas, faces e vértices.

Pretendeu-se com este estudo desenvolver uma sexjiiBdatica que atendesse
dois principais objetivos: a) desenvolver a visajdo geométrica; b) desenvolver a
habilidade de representacao de sélidos em diagrdigiasensionais.

No primeiro capitulo, faz-se uma breve retomadanecesso histérico do ensino de

Matematica no Brasil e no mundo, com énfase na @g@n O objetivo é entender o
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porqué da forma como a Geometria € proposta nossligidaticos atuais, analisados no
segundo capitulo juntamente com os parametrocalares nacionais.

No terceiro capitulo buscou-se um conhecimento am@igfundado na teoria de van
Hiele, dado que a escolha do tema surgiu de umréddoido a ela. Buscou-se apoio nos
estudos de Gutiérrez, cujo grande parte da produgéoda visualizagcdo geométrica e da
representacdo de soélidos em diagramas. A teoriRialget, que trata da construgcdo do
espaco, foi utilizada para dar suporte ao entendimneos processos de aprendizagem
envolvidos.

O quarto capitulo descreve a metodologia da pesgossparticipantes, os materiais
utilizados e a justificativa da escolha dos maieBadas atividades.

Finaliza-se o trabalho com a descricdo das atiéisigpropostas, primeiramente na
forma de um projeto piloto, onde se fez a sele@@® atividades a partir da anélise da
producéo dos alunos, o que gerou uma sequéncigcdiédlicada em uma turma de ensino

médio, também analisada no presente estudo.
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1 O PROCESSO HISTORICO DO DESENVOLVIMENTO DO ENSINO DE
GEOMETRIA

Inicialmente, buscou-se na histdria do ensino deemmatica, uma justificativa para
a forma em que a geometria € abordada nos livi@tidas, com o objetivo de explicar a
preferéncia desta ser trabalhada com o uso exoedsiformulas. O capitulo que segue,
mostra a transi¢cdo do ensino da matematica foraral mateméatica aplicada, da forma em
gue € apresentada nos livros didaticos atuais.

Segundo Miorim (1998), o primeiro movimento de ewizacao internacional do
ensino de geometria ocorreu no inicio do século XiXes disso, a matematica costumava
servir como um paradigma para o0 pensamento logemetodos de ensino enfatizavam os
aspectos formais, a Matemaética escolar tinha udateraestatico e desligado das aplicacoes
praticas. A reforma foi influenciada pelas idéiasF@lix Klein (1849 — 1925) e tinha como
objetivo adaptar o ensino as novas exigéncias sengelvimento cientifico-tecnolédgico da
época. Até entdo, apresentava-se aos alunos a tgeoeuelidiana tradicional, baseada em
postulados e demonstracfes. Segundo Vianna (1988 &arlovich, 2005) os livros
didaticos da época mostravam uma seqiéncia numeeatimremas demonstrados, dentro
de uma cadeia logica. Os exercicios propostos egpnoducdes das demonstracdes dos

teoremas.

1.1 A reforma na Alemanha:

Felix Klein, desde 1880 procurava adaptar o ensg@® Matematica nas
universidades em proveito da geometria e suasagpls, mas percebeu que nao era
suficiente realizar modificacdes apenas no setivetsitario, pois a base para a educacao
superior estava no sistema escolar. Na décadadfe p&curou reformular a formacéo de
professores colocando em evidéncia as aplicacGéticgs da mateméatica. Segundo
Schubring (1996), Klein entendeu que o maior prolbl@lo ensino da matematica estava

nas escolas técnicas, onde os professores ensirtavaralto grau de rigor. Os alunos néo
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conseguiam se adaptar ao método de ensino.
Felix organizou com os professores um suporte @gsdinovadoras, para a
reformulac@o dos programas e métodos de ensincatmatica, introduzindo o ensino do

calculo no ensino escolar.

1.2 A reforma na Franca:

O ensino na Franca era pago, portanto exclusiwiga O objetivo era desenvolver
0 espirito e ndo ensinar como resolver problemasicps. Uma nova classe média
emergente de industriais, comerciantes e de quddopécos deu inicio a uma crise no
sistema de ensino vigente. A nova classe visavanavn ensino secundario sem latim e
com mais ciéncias. A reforma dividiu o ensino ensdiclos, divididos em secdes com
latim e sem latim, permitindo reunir o classico ma@derno. Segundo Belhoste (1996, apud
Carlovich, 2005), a geometria passa a ser excessivig experimental, e perde muito do

seu rigorismo.

1.3 A reforma nos Estados Unidos:

Kilpatrik (1996, apud Carlovich, 2005) afirma quevitlo as dimensdes do pais e o
namero de alunos que estavam ingressando na esgnladaria e ainda num pais com a
educacdo descentralizada e conservadora, era extemte dificil conduzir uma reforma
com efeito duradouro. As tentativas feitas tiveraitia curta e foram focalizadas em
algumas instituicées. Outro agravante foi o gram@i@ero de ingressos nas escolas o que
gerou deficiéncia no numero de professores caplasitpara aplicar uma reformulacdo no

ensino de matematica.
1.4 A reforma internacional:
Em 1908 cria-se o CIEM (Comissao Internacional dsifio de Matemética). Essa

comissdo tinha a incumbéncia de entregar em 191Pelatdrio contendo a descricdo do

ensino de matematica em diversas escolas secw)d@imaparando os programas de ensino
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em diversos paises. Klein, Fehr e Greenhill prouseaue esses relatorios se estendessem
aos outros niveis de ensino. Além disso, passaratua, ndo s6 como coletores de
informacdo, mas como agentes disseminadores da d#ique a reforma de instrucéo
Matematica era necessaria e urgente. Os objetegsadeforma eram introduzir o conceito
de funcdo como variaveis dependentes e indepersdéasele o comeco do curso e durante
todo o seu desenvolvimento, e reorientar os métodosivos e aplicacdes da matematica.
Desejava-se que a geometria analitica se tornass#os principais objetos de ensino do

curso.

1.5 A Educacado Matemética no Brasil:

O Brasil ndo entregou relatérios ao CIEMComission Internationale
'Enseignement Mathématique) em 1912, mas contou &garticipacdo de Raja Gabaglia
gue trouxe para o Brasil os antigos livros do F.(FZéres de I'Instruction Chrétienne) para
aritmética, algebra e geometria. Em 1923 o livroatiebra da F.I.C. E substituido por
Licbes de Aritmética de Euclides Roxo, que comecse dornar peca fundamental na
organizagdo da reforma no Brasil. Em 1927, Rox@@eaa congregacao do colégio Pedro
Segundo a unificacdo das areas da matematicatraética, a algebra e a geometria,
fazendo referéncia ao movimento internacional tagm por Klein. Em 1929 fica
estabelecido o novo programa de ensino de mateardiie prevé a criacdo de uma nova
disciplina Unica que envolve aritmética, algebgeemetria. Antes essas disciplinas eram
ministradas separadamente.

Em 1931, chega a reforma Francisco Campos, o guebdeem parte a idéia de
Roxo que defendia que a inclusdo do novo sistemeridedar-se de forma paulatina. Na
primeira série do secundério, no que diz respeigeanetria, tinha-se: principais noc¢oes
sobre formas geométricas, areas do quadrado, uvéténpgaralelogramo, tridngulo e
trapézio, circunferéncia e area do circulo, Volumesaralelepipedo retangulo, do cubo,
do prisma retangular, do cilindro reto e do corte.r® primeiro contato com as figuras
geométricas ja estava relacionado com calculogeles & volumes, o que deu origem ao

formato dos livros didaticos atuais 0s quais mastea geometria como um campo de
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aplicacdo de algebra, com excesso de formulas eapotelagbes entre propriedades
geomeétricas.

Em 1960, retorna ao Brasil o professor Osvaldo iBayig trazendo as idéias
propostas pelo Movimento da Matematica Moderna (MMMlovimento internacional que
discutia novas mudancas no ensino de Matematica.

Em 1961 cria-se no Brasil o grupo de Estudos donBrda Matemética (GEEM)
em Sao Paulo, sob a lideranca de Sangiorgi. Raatain do Grupo professores
universitarios, professores dos ensinos secun@apgomario, autores de livros didaticos,
com o objetivo de incentivar, coordenar, divulgatealizar a matematica, bem como seu
ensino, nos cursos primario, secundario e normamdconseqiéncia do movimento, 0
ensino de geometria foi interpretado distintamards livros didaticos, dependendo da
coragem do autor em romper com os padrdes tradisi@ateitos. Pires (1995) afirma que a
implantacdo do movimento da Matematica Moderna rasiBcoloca a predominancia dos
termos algébricos sobre os geométricos, a geonpEsa a ser um tema ilustrativo dos
conjuntos ou da algebra.

Para Miorim (1998), os objetivos do movimento n&oaif alcancados na sua
totalidade. O movimento foi muito criticado, pripalmente pela tradicdo do estilo
euclidiano, mas as propostas do movimento inflegaon futuras discussdes sobre a
educacdo matematica. Segundo Pavanello (1995)naef)éa deveria acentuar as nogdes de
figura geométrica e de interseccbes de figuras ceomuntos de pontos no plano,
representando pela linguagem da teoria dos corguabmrdando a geometria com base nas
transformacdes. Como consequéncia da mudanca delagba para a geometria
encontrada nos livros didaticos da época, os wofes ficariam perdidos por possuirem
formacao deficiente e por isso, 0 ensino de ge@gneaissou a ser abandonado nas escolas
brasileiras até a década de 1980. Surgiram @iticatra o dedutivo no ensino, acusado de
ser rigoroso e abstrato, tendo como consequéna@aogulivros didaticos mantiveram
algumas demonstragfes dos teoremas escolhidosrmammamportantes, mas deixaram de
ser cobrados, passando a ter exercicios de cprateo.
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2 OS PARAMETROS NACIONAIS CURRICULARES E OS LIVROS
DIDATICOS

Os Parametros Curriculares Nacionais, Ciénciddalareza, Matematica e suas
Tecnologias, seguem a evolucéo do ensino no BNsikua edicdo de 1997, serdo
observados apenas o0s tdpicos que tratam do ersiGeametria.

Nas séries iniciais do ensino fundamental, mastramma maior preocupagdo em

estabelecer o primeiro contato com as formas gemagt bem como desenvolver a hocao
de posicéo relativa de um objeto no espaco.
Com relacdo a Geometria, 0s topicos abordados séo:

Reconhecimento de semelhancas e diferencas @nes redondos, poliedros, e
identificacdo de elementos como faces, vérticessas;
- Composicao e decomposicao de figuras tridimeassondentificacdo de simetria,
exploragao de planificacoes;
- Identificacéo de figuras planas nas superfici@sgs de figuras tridimensionais;
- Composicao e decomposicdo de figuras planas mifidacdo de que qualquer
poligono pode ser composto a partir de figuragdritares;
- Exploracdo de caracteristicas de algumas figylasmas, tais como: rigidez
triangular, paralelismo e perpendicularismo desado
Nas séries finais do ensino fundamental, o objeéividesenvolver o pensamento
geométrico que permite ao aluno compreender, descre representar, de forma
organizada, o mundo em que vive. S80 necessariqgeaties relacionadas com formas e
relacbes entre elas, com as possibilidades de ¢@opo espaco e com a localizacao e o
deslocamento de objetos no espaco.

Alguns dos tépicos abordados séo:
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- Representacéo e interpretacdo do deslocamentm gwnto num plano cartesiano e
por um segmento de reta orientado.

- Secc0es de figuras tridimensionais por um plaaonatise das figuras obtidas.

- Andlise em poliedros da posicao relativa de swestas e de suas faces.

- Representacdo de diversas vistas (lateral, superirontal) de figuras
tridimensionais e reconhecimento da figura repitasinpor diversas vistas.

Os Parametros Curriculares Nacionais tém como igbjetrientar os educadores
nas escolhas dos conteudos a serem trabalhadogobsonorientar os produtores de livros
didaticos na escolha dos contetdos e na forma camrserdo abordados. Espera-se entédo
gue os livros didaticos atendam as exigéncias damfetros Curriculares Nacionais.

Os objetivos do estudo dos espagos e das formas sadominio das
materializacbes, o dominio das figuras geométrieas dominio das representacoes
graficas. Com isso, deseja-se que se desenvolénhabilidades: a percepcdo espacial, a
elaboragdo de um sistema de propriedades geonsé&id® uma linguagem que permita
agir nesse modelo, e a decodificacdo de desenfid$ @ a 8°, p. 126).

Para atingir esses objetivos, é necessario qukiogsainterajam com 0s objetos, e
segundo Piaget (2003), o desenho é uma representatté €, supde-se a construcdo de
uma imagem distinta da percepc¢ao. Nos livros didatiexiste uma grande separacao entre
as formas e suas representacdes. Pouco se trabaliagdo da imagem a partir do contato
com o solido.

A figura 2.1 mostra um exemplo da forma como ostemios sdo abordados. O
autor poderia propor uma atividade em que os aluntesagissem com o objeto, sugerindo,
por exemplo que os alunos observassem uma caigeen® dental, permitindo a criagéo e

validacdo de suas hipoteses.
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A caixa de cremo dental lembea a superdficie de um paraleleplpedo,

Vamos desmonté-la?

Abxrinco a caixa, obemos uma panificacso.

Arqui temos as aletas.
Elas servem para
encaixar as partes, na

mentagem da caixa U_ !

Figura 2.1 — Abordagem de livro didatico
Fonte/; Bigode 2004, p.73

Segundo Gutiérrez (1991), é fundamental que o aladquira e desenvolva
habilidades que o permitam entender e interpreif@redtes tipos de representacdes
bidimensionais de objetos tridimensionais, ou sbg@hilidades que permitam ao aluno
criar, mover, transformar e analisar imagens memtaiobjetos tridimensionais geradas por
uma informacdo dada através de um desenho plantp@sde atividades propostas nos
livros ndo permitem o desenvolvimento dessas lu@oiés por ndo oportunizarem aos
alunos a experiéncia e a possibilidade da criagdsuds proprias hipéteses. A figura 2.2,
mostra um exercicio proposto por um livro didateoo que se exige um certo nivel de

abstracéo, essa mesma atividade poderia ser paopwato uso de material concreto.
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2. Retirands um cubo da figura abaixo, obtém-se uma nova figur.

=

Com base no exemplo dado, cesenhe numa rede pontilhada triangular ¢ figura obtida
quando retiramos o cubo hachurade.

&
i

3. Em relagio & atividade anterior, responda: Q_UII'IHH cubos sio necessdrios para constrir
as figuras que vocé desenhou? o= wo o

4. Veja 0s L do desento. Eles estio representados a partir de poatos de vista diferentes.

Figura 2.2 — Proposta de exercicio
Fonte/; Bigode 2004, p.30

Para Piaget (1993), ndo se pode interpretar o ppghagem como simples cépia
da realidade, como um dado perceptivo, pois a imagepresentativa implica na
assimilacdo do objeto. Ao agir sobre um objetoujeito esta ativamente reproduzindo e

prolongando suas transformacdes, decompondo e pecwio 0 objeto.
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3 TEORIAS DE ENSINO — APRENDIZAGEM

O presente estudo se apdia em trés tedricos: Jale, HGutiérrez e Piaget.
Inicialmente, devido as circunstancias que motivaea escolha do tema, buscou-se um
maior aprofundamento na teoria de van Hiele. Daa® @ssa teoria trata de um modelo
para o ensino de Geometria, com o objetivo de debesr 0 raciocinio l6gico dedutivo, e
gue ndo se preocupa com 0S aspectos psicolégioasvielns na aprendizagem, foi
insuficiente para esse estudo. Buscou-se, entédm am Gutiérrez, que trata com maior
profundidade a questdo da representacao de sGhidws,Piaget, que descreve 0S processos

psicolégicos envolvidos nas questfes de visualizagde aprendizagem.

3.1 O Modelo van Hiele

O Modelo van Hiele foi o resultado de um trabalkalizado pelos educadores
Pierre Marie van Hiele e Dina Hiele-Geldof no fikd década de 50 na Holanda. Esse
modelo se caracteriza por descrever as diferergggmsamento geométrico dos alunos e
explica como um professor pode ajudar seus aluredsvarem seu nivel de raciocinio. O
trabalho se baseia na idéia de que o pensamenttégém se desenvolve em cinco niveis
de forma sequencial hierarquica desde a primeleggde com figuras geométricas até a
compreensdo dos diversos sistemas de geometriae RieDina também descreveram o
comportamento dos alunos em cada nivel, tornandsiya identificar a situacdo de cada
aluno.

As Estruturas:

De acordo com van Hiele (1986) uma estrutura ctgpazihomem a agir em
situacbes ndo exatamente iguais a situacoes vigit@siormente. Estruturas conservam o
homem numa vida de tentativas e erros. Estrutazsf as pessoas se entenderem.

Segundo van Hiele, estruturas podem ser fortes racad. Ele considerou a
matematica uma estrutura forte, pois ndo se camtrad da sustentacdo para ser
desenvolvida.

A teoria de van Hiele se baseava em trés elementdsase estruturalista, a

influéncia da psicologia da Gestalt e a preocupagéna didatica da Matematica.
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Van Hiele nao definiu estruturas, mas, com basgsitlogia da Gestalt, descreveu
suas espécies e propriedades. As estruturas dedtimiinsdo as estruturas do mundo em
gue vivemos, as estruturas do “mundo 2” séo astastis de nossa mente e as estruturas de
“mundo 3” sdo as estruturas do conhecimento huntamoum. Ele acreditava que as
estruturas tinham quatro importantes propriedades:

1 — E possivel estender uma estrutura, quem doumira parte de uma estrutura
conhece toda extensdo dela. Toda a extensdo desfrotura esta sujeita as mesmas regras
de uma parte dela.

2 — Uma estrutura pode ser vista como uma parterdeoutra estrutura mais fina,
mas a estrutura original ndo é afetada por issoprApriedades de uma estrutura ndo
podem ser alteradas, mas as estruturas podemanaomais propriedades.

3 — Uma estrutura pode ser vista como parte deastnatura maior. Essa estrutura
maior deverd ter mais regras e pode ser definiceastrutura original.

4 — Uma dada estrutura pode ser isomorfica a am#raitura, nesse caso, as duas
estruturas devem ser definidas por regras corregobes, entdo conhecendo uma das
estruturas, deve-se conhecer como a outra estfoiwranstruida.

Van Hiele acreditava que as propriedades 1 e 4 wma estrutura eram
conhecimentos inatos, mas se auto-revelavam, etwyaarpropriedades 2 e 3 precisavam
ser estudadas. Ele concluiu que se a educacéozmadudesenvolvimento de um insight,
entdo os alunos poderiam ser estimulados a desemsula recogni¢cao e usar a segunda e
a terceira propriedade de uma estrutura.

Para van Hiele, o modelo de aprendizagem passdrgmretapas: Percepcdo da
estrutura, insight e entendimento. A intencdo gee@roduzir uma acado adequada numa
nova situacao para conseguir o insight que devergendido como resultado da percepcéo
de uma estrutura. A aprendizagem € um processosiegugue progride através de niveis
de pensamento descontinuos, ou seja, existem gadtosurva de aprendizagem. A
aprendizagem pode ser melhorada por um procedind@étco adequado.

Van Hiele dividiu o processo de desenvolvimentacdohecimento geométrico em
cinco niveis numerados de 0 a 4, posteriormenteeados por Hoffer (1979) e

renumerados de 1 a 5, com a concordancia de vém Hie
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Nivel 1: Visualizacdo e Reconhecimento: nesse noglalunos tém seu primeiro
contato com as figuras geométricas, que se dardafaisual. Os estudantes identificam e
operam com as figuras de acordo com sua apar&iamsao vistas como um todo, sem
suas partes serem percebidas. Eles reconhecemguessfpela sua aparéncia e devem ser
capazes de representa-las mentalmente com ima@erss.identificar as figuras, o aluno
usa protoétipos visuais, por exemplo: dizem que figuaa € um retangulo por que parece
com uma porta, mas no momento, ndo conseguem iabsisa propriedades ou
caracteristicas da classe da figura em questaseNgel, os alunos conseguem diferenciar
figuras, mesmo ndo sabendo seus nomes ou suasepem@s, somente pela sua forma.
Também séo capazes de perceber que duas figuresrgffoentes sem usar critério algum,
apenas por parecerem as mesmas. Nesse nivel, semidemos uma classe de
guadrilateros como retangulos, o aluno pensara fgsra € um retangulo por que eu
aprendi a chamar esta figura de retangulo (apees gparéncia, sem mencionar as
propriedades).

Nivel 2: Analise: nesse nivel, os alunos reconheegrodem caracterizar as figuras
geométricas por suas propriedades a partir dedaties empiricas. No momento, o aluno
pensa no retangulo como uma figura de quatro asgaetos, portanto o nome retangulo se
da a uma classe de quadrilateros, com um conjuatgrdpriedades, chamados de
retangulos. Ainda nesse nivel, os alunos nao wserelacdes entre classes de figuras,
por exemplo: um quadrado néo é retangulo por qua guadrado. Nesse nivel, os alunos
associam um conjunto de propriedades a sua formméjdca. Segundo P.M. van Hiele
(1959), o aluno ja pode fazer uma conjectura de wmelosango é um quadrilatero
equilatero com diagonais perpendiculares que ssedism e que tem angulos opostos
congruentes, apenas pela observacéao.

Nivel 3: Classificacdo: nesse nivel, os alunosnrjterelem definicbes abstratas,
distinguem condi¢cdes necessérias e suficientes nanteito. JA podem classificar
hierarquicamente figuras, entendem que o quadradaméparalelogramo com mais
propriedades impostas. Ja podem descobrir inforevgkn algumas propriedades, por
exemplo: todo quadrildtero tem a soma dos anguiternios de 360°, dado que um
qguadrilatero é formado por dois tridngulos cuja @@os angulos internos de cada um é de

180°. Os alunos comecam a descobrir propriedades/agias figuras e sentem a
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necessidade de organizar essas propriedades. Nies$ecomeca a ficar claro que um
guadrado é um retangulo e se entende que um ré&&égum quadrilatero com quatro
angulos retos. A organizacao l6gica das idéiaspénaeira manifestacdo da deducgdo, no
entanto ainda ndo se entende que a deducgé&o logran@&todo de construir novas relacoes
geométricas. Os alunos conseguem entender o sa@phifi das demonstracdes em
geometria.

Nivel 4: Deducdo Formal: o aluno chega nesse mjuahdo é capaz de trabalhar
com caracteristicas de relacfes intrinsecas, mongo, distinguir uma proposi¢cao do seu
inverso. Nesse nivel, os alunos entendem a difarentre termos, definicbes, axiomas e
teoremas. S&80 capazes de construir provas, podestr@o uma sequéncia logica de
indicagdes que justificam uma conclusdo como caré&sega de hipoteses.

Nivel 5: Rigor: nesse nivel, os alunos desenvoleemgor matematico. Podem
formalmente manipular indicagbes geomeétricas corionaas, definicbes e teoremas. Ja
desenvolvem demonstracdes préprias com o rigormeatematico. As figuras sdo tratadas
como conjuntos de propriedades e representadasmbolos.

O modelo Van Hiele apresenta algumas propriedades:

Sequencial: uma pessoa ndo pode estar no nivehresepassado anteriormente
pelo nivel n -1.

Avanco: um aluno ndo pode estar num nivel sem damba@los 0s niveis anteriores.

Intrinseco e extrinseco: 0s objetos implicitos mivel tornam-se explicitos no
nivel seguinte.

Linglistica: cada nivel possui seus proprios siogel sua propria linguagem e sua
prépria rede de relacdes que conecta esses simbolos

Combinagcdo Inadequada: duas pessoas que estdo vais diferentes néo
conseguem se compreender. Uma consequéncia digge éomo o professor e o aluno
raciocinam em niveis diferentes, ndo podem compge¥ese mutuamente, portanto o
professor, o contetudo, o material didatico e o bolZaio devem estar compativeis com o
nivel do aluno.

Van Hiele (1959) acreditava que 0 processo de #@eblemento cognitivo em
geometria poderia ser acelerado. Para isso, descemo um professor deveria proceder

para levar os alunos de um nivel a outro. Esseepsocfoi dividido em cinco etapas ndo
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absolutamente hierarquicas denominadas informag@ientacdo direta, explicitacéo,
orientacéo livre e integracdo. Segundo P.M. vateHEI86) a conquista de um novo nivel
nao pode ser efetuada pelo professor, mas comothagste certos exercicios, o professor
pode criar a situagéo favoravel para o aluno dadogue ele alcance niveis mais altos de
pensamento. Van Hiele acreditava que os niveiodbecimento eram discretos, portanto
passadas as cinco fases do processo de um nalehadaria um pulo ao proximo nivel.

Para van Hiele, o processo de aprendizagem pasSagses:

Fase 1: Informacado:o professor e o aluno dialogalbneso material de estudo. O
professor deve perceber quais os conhecimentosaasedo aluno sobre o conteldo a ser
estudado. E a fase em que o professor deve idantifi ponto de partida dos alunos para
definir quais atividades serdo propostas. O alaterage com o objeto de estudo apenas
por examinar exemplos.

Fase 2: Orientacdo Direta: os alunos exploram an&ssdo estudo através do
material selecionado pelo professor, devem realiznefas. As atividades deverdo
proporcionar respostas especificas e objetivas.

Fase 3: Explicitagdo: o professor orienta o alumaiso da linguagem apropriada. O
aluno comeca a adquirir consciéncia das relac@éesarido explicar elas com palavras e
aprende a linguagem técnica que acompanha o prabl&npartir de suas experiéncias
anteriores, 0 aluno comeca a revelar seus pensasnembdifica seus pontos de vista sobre
as estruturas trabalhadas e observadas.

Fase 4: Orientacdo Livre: tarefas constituidas deasy etapas, possibilitando
diversas respostas a fim de que o aluno ganheiémrpier e autonomia. O aluno devera
realizar diversas tarefas mais complexas para delsen sua rede de relacdes onde devera
procurar solucdes proprias.

Fase 5: Integracdo: o professor auxilia no procedsosintese, fornecendo
experiéncias e observacdes globais, sem apresemtas e discordantes idéias. O aluno
organiza todo o conhecimento adquirido, e refletindas acfes, consegue obter uma vista
panoramica da nova rede de relagcdes agora disponive

Van Hiele acreditava que o avanco de um nivel pateo ndo € um processo
natural, o professor é a peca chave para auxil@wm no seu desenvolvimento através de
um programa adequado de ensino-aprendizagem.
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3.2 A Visao de Gutiérrez sobre o tema:

Gutiérrez (1992) usou a teoria de van Hiele espacdifente na Geometria Espacial
e para isso, dividiu o problema do aprendizadoidengndo, por um lado, a aquisicao das
habilidades espaciais e, por outro lado, o entesliondas relagbes entre 0s conceitos
geomeétricos.

Gutiérrez (1992) afirma que quando se trabalha @&mrEspacial, € fundamental
gue se tenha em mente a visualizacdo. A capacidadégsualizacdo é uma habilidade
basica nesse campo de conhecimento. Uma pessdamudificuldades em visualizagcéo
terd problemas em entender contextos graficos eqados nos livros e apresentara
dificuldades em expressar suas préprias idéiasurfego autor, o cotidiano envolve
diversas relacfes entre representacfes planas agiasp mas quando um objeto &
representado no plano, perde muitas de suas infdesaComo os livros didaticos ainda
sdo planos, especialmente na Geometria Espaciabstaad problema da perda de
informacgdo. A pessoa que Vvé as representacfes dedliso deve ter a capacidade de
recuperar a maior quantidade de informacdes pexdidasa representacdo. E fundamental
gue o aluno adquira e desenvolva habilidades queermitam entender e interpretar
diferentes tipos de representacbes bidimensionaihjetos tridimensionais, ou seja,
habilidades que permitam ao aluno criar, movensfamar e analisar imagens mentais de
objetos tridimensionais geradas por uma informalgita através de um desenho plano. A
aprendizagem do uso de diferentes tipos de repeggess planos envolve dois processos:
os alunos devem aprender como desenhar uma refagBere um solido dado e devem
construir solidos a partir de representacdes pldadas.

Del Grande (1990, apud Gutiérrez, 1991) especifiasthabilidades importantes
devem integrar a percepcdo espacial de um indiyidum contexto mais amplo que a
Geometria. S&o elas:

1) Coordenacado motriz dos olhos: € a habilidadebdervar e seguir com os olhos
0 movimento de objetos de forma agil e eficaz.

2) ldentificacédo visual: é a habilidade de recoehegna figura desligada de seu

contexto.
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3) Conservacado da percepcado: é habilidade de recenlgue um objeto mantém
sua forma ainda que se deixe de vé-lo totalmentpawaialmente por se ter girado ou
ocultado alguma parte dele.

4) Reconhecimento de posi¢cdes no espaco: é adadglide relacionar posi¢des de
objetos de acordo com um referencial.

5) Reconhecimento de figuras espaciais: € a halli#idque permite identificar
corretamente as caracteristicas das relacdes astuaich diversos objetos situados no
espaco, bem como as formas dos objetos.

6) Determinagdo visual: € a habilidade que permodmparar diversos objetos
identificando suas semelhancas e diferencas visuais

7) Memoria visual: € a habilidade para recordarcascteristicas visuais e de
posicao que existiam num momento dado de um canfimbbjetos que estavam a vista e
gue foram ocultados ou mudados de posicéo.

A evolucdo da habilidade do desenho em perspeétimaposta em quatro etapas,
segundo Mitchelmore (1980, apud Gutiérrez, 1991):

1) Etapa da esquemaética plana: Os objetos sacsespaelos pelo desenho de uma
de suas faces ortogonalmente.

2) Etapa da esquematica espacial: As figuras rept@das por vérias de suas faces
ortogonalmente, algumas vezes incluindo faces aguthas ainda sem dar a sensagao de
profundidade.

3) Etapa pré-realista: Os desenhos mostram a &udet€ representar 0os corpos de
uma forma realista com a sensacéo de profundidawia que sem conseguir plenamente.

4) Etapa realista: Os desenhos sao corretos e rsggoesmo que seja
aproximadamente, as regras do desenho em perspestivparticular, a perspectiva com
ponto de fuga.

Segundo Gutiérrez (1992), geralmente os alunost@rsciéncia das incorregdes de
seus desenhos. Em certas ocasifes, fazem e retez@l®senhos cometendo equivocos
semelhantes por diversas vezes. Parcialmente teprakesti na falta de coordenacéo dos
alunos. A habilidade de desenhar uma é um fatorafet a capacidade de se fazer
representacdes de solidos e esta habilidade sevibbse de maneira espontédnea, mais

lenta do que se realizam as tarefas especificaaiEm
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Quando se trata da representacdo isométrica, aiadas alunos tem dificuldades
especificas quando enfrentam-nas pela primeiraS&a.elas a obrigacdo de desenhar os
vértices da figura sobre os pontos do papel isitoete a necessidade de posicionar o
solido de forma que fique visivelmente parecido ceuoa representacdo isomeétrica.
Geralmente chega o momento em que parece que ogsaswperaram certos tipos de
dificuldades, mas pode ndo ser uma afirmacdo vallBa as habilidades foram
desenvolvidas de forma guiada, € possivel que aomosl ndo consigam desenhar
representacdes de forma autbnoma. Os erros apage@ardo se propdem atividades mais

complexas.

3.3 A criacao da imagem mental, segundo Piaget:

Piaget inclui em sua obra, estudos que investigagpr@sentacdo do espaco, assim
como a do mundo e a génese da geometria espontaseeriancas. Investiga como a
crianca constroi a realidade, mediante o relaciemaon do objeto com o espaco. O
desenvolvimento mental é uma construcdo que seegsac através de sucessivas
adaptacfes entre o individuo e o meio. A adaptagéotal € uma relacdo intelectual
constituida por dois processos: assimilacdo e adagd®. Na assimilacdo, o individuo age
sobre os objetos, incorporando estes nos esquaenmsgcdconduta. Na acomodacao, o0 meio
gue age sobre o individuo, € o sujeito que se adardiante do objeto, coloca o objeto em
esquemas ja existentes que sdo modificados paemlegpuar as novas informacdes. O
sujeito esta permanentemente equilibrando a assiale a acomodacao.

Piaget considera o desenho uma agao concreta gilia aucrianga a interpretar o
mundo através da cépia do real. O desenho é umaoaegao imitativa.

Para Piaget, o desenvolvimento mental esta divididotrés etapas: o periodo
sensorio-motor, o periodo pré-operatorio e o perimukratorio, que resumidamente podem
ser descritos como:

1 — Sensdrio-motor: do nascimento até o inicidriguagem. E a acéo do individuo
sobre a propria realidade, ndo comporta distameia longas entre a acéo e a realidade.

2 — Pré-operatério: preparacdo e organizacdo deagjes concretas de classes,

relacdes e numeros. Esse periodo apresenta dpas:.etapensamento representativo que
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se caracteriza pelas funcdes simbdlicas e repegs&®; 0 pensamento intuitivo dado pelas
percepcdes imediatas, no qual se prende a atersgigaacteriza pela incapacidade de se
guardar mais de uma relacéo ao mesmo tempo. Barlpeem que aparece a elaboracéo de
nocdes tais como classes, séries e relacdes queti@ a crianca, na proxima etapa,
operar com no¢fes de numero e espaco.

3 — Operatorio: nogdo de invariancia, conservagdcsubstancia, de peso e de
volume. Estéa dividido em duas etapas: das operagie®rtas onde a crianca opera sobre
objetos ou sobre acdes exercidas sobre objetospmacdes logicas, quando o sujeito
opera abstraindo o objeto.

A inteligéncia operatoria concreta permite que oeiBu acompanhe as
transformacdes sucessivas de um objeto, desceotrand atencdo e estabelecendo
caminhos para entendé-lo como um todo. Mas engqumstgeito mantém relagdes com o
objeto, se prende ao concreto e as acdes exemmidme ele. E somente a inteligéncia
operatéria formal que permite ao sujeito se deslaredo objeto para imaginar todas as
possiveis relagdes entre o individuo e o objeto.

Para Piaget, construcdo do espaco se da desdeime@® da crianca, paralela as
demais constru¢cdes mentais. Inicialmente, prespesi@do sensorio-motor, € constituida
por interacdes entre 0 organismo e 0 meio, ondej&t® se organiza e se adapta em
relacdo ao objeto. No periodo pré-operatério, asttogdo do espaco passa a ser
representativa, coincidindo com o aparecimentangEgem e do pensamento simbolico. E
uma reconstrugdo do espaco representativo, mama@oa partir das atividades sensorio-
motoras e sim das intuicdes elementares relatyvaslacdes topologicas. A Ultima etapa da
construcdo do espaco se da através de reconstrgg@essivas, sendo inicialmente
concretas e posteriormente formais.

A primeira percep¢do do espago na crianca é dadarae topoldgica, onde ela
ndo € capaz de situar objetos, uns em relacdo oz 0As fronteiras desse espago séo
determinadas pelo campo perceptivo ou pelo campexgeriéncias de cada crianca. Para
gue se tenha uma estrutura de espa¢o acabadgpageeparcelados devem se tornar um
espaco total, devendo considerar as distanciadiv@gee os diversos pontos de vista

possiveis, tornando-se simultaneamente projetexackdiana.
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O desenho é uma representacao, isto é, supfe-easttucdo de uma imagem
distinta da percepcao, e segundo Piaget (1928 prova que as relacdes espaciais de que
essa imagem é feita sejam do mesmo nivel das eslapie a percepcdo correspondente
testemunha. H4 um intervalo entre a imagem e mtdes®odemos questionar se a imagem
interior guarda as mesmas relacdes que a sua eaaedo. Por exemplo, um individuo
pode apresentar dificuldades em desenhar, a m@&o litn conjunto de retas paralelas, mas
interiormente, ele guarda essa relacdo. Poderidimes que o desenho nada nos ensina,
mas permite a constatacdo do carater espontanesstlaturas proprias da representacao,
portanto a evolucdo do desenho fornece o quadral ger qual poderdo situar-se as
analises.

Piaget define imagem como o produto do esforcomeswjeito em evocar objetos
ausentes. No final do periodo sensorio motor, snogsujeito a necessidade de representar
a realidade, mas ndo se pode interpretar o papeimdgem como simples copia da
realidade, como um dado perceptivo, pois a imaggresentativa implica es assimilacéo
do objeto. Ao agir sobre um objeto, o sujeito egtéamente reproduzindo e prolongando
suas transformacgdes, decompondo e recompondo to.obje

Piaget (1966) classificou as imagens em dois gsngipos: a) imagens
reprodutoras, subdivididas em estaticas, cinéteade transformacdo; e b) imagens
antecipadoras, subdivididas em cinéticas e deftnanacao.

As imagens reprodutoras estaticas surgem com ecpanto da funcdo simbdlica,
no final do periodo sensdrio-motor. As imagenstaaé e de transformacao, que ocorrem
guando o objeto muda de posicdo ou de forma, sdesenvolvem no periodo pré-
operatdrio, mesmo que ja tenham sido percepcionddagnagens antecipadoras, capazes
da evocacgéao prévia de processos ainda ndo exesutdee desenvolvem a partir do nivel
das operagOes concretas.

A imagem, no estagio pré-operatoério, tem a capdeidie reproduzir eventos, mas
ainda de forma estatica e sem continuidade, ours&pmdando conta ainda de reproduzir as
modificacbes, tanto de posicdo, quanto de formauitaqque ja foi percepcionado,
limitando-se a evocar os resultados de acdes @utadas. A partir do nivel operatério, a

imagem deixa de ser a Unica fonte de conhecimep&sga a ser utilizada para verificar as
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acOes feitas sobre o objeto concreto. A imagem egues antecipar e reproduzir
modificacdes, pois se apdia em operacdes mentais.

Para Piaget e Inhelder, o desenvolvimento dos dosoespaciais envolve cada vez
mais agles sistematicas e coordenadas. Durantengarps estagios do desenvolvimento,
a crianca é basicamente passiva nas suas explsrd&éeexemplo, quando uma crianca
toca uma parte de um objeto, sua acao resultameagu@o do tato com esta, mas se tocar
em outra parte, sua nova acao resultarda numa revgagtao a qual ndo tera relacdo com a
primeira. Quando a crianga regular suas acoeséatide relacdes entre suas experiéncias,
uma representacdo exata do objeto podera ser wimlastiPortanto, a abstracdo de uma
forma ndo é uma abstracdo perceptiva de uma pdapleefisica, mas é o resultado de
acOes coordenadas da crianca.

Piaget afirma que o desenvolvimento da no¢do dagesp sua representacdo tém
relacdo com a idade biolégica do individuo. Sugpre o desenvolvimento do individuo
passa por trés estagios: incapacidade sintétigm® intelectual e realismo visual.

O estagio da incapacidade sintética ocorre er@seetrquatro anos e € caracterizado
pelo desenho n&o caracterizar a percepcéo. E giestd que o individuo tem inicio das
relacbes topoldgicas, mas sem conseguir domingl@mdo se trata de figuras mais
complexas. Ainda ndo estdo desenvolvidas as redquogetivas e euclidianas. As relacdes
topoldgicas sdo: a) de vizinhanga, que correspoaderoximidade dos elementos
percebidos hum mesmo campo visual; b) de separggc@&depende de uma percepcao
analitica, dado que consiste em dissociar elemerizashos que podem se interpenetrar
confundindo-se; c) de ordem, ou sucessao espapial,se estabelece entre elementos
vizinhos e separados, distribuidos em sequiénaanjados de maneira constante e que €
suscetivel a desenvolvimentos indefinidos; d) deoimento, ou circunscricdo, que da
condicOes de perceber elementos que estdo “entrstituindo-se em uma relacao; e) de
continuidade, que faz com que o campo perceptiatuavpara a construcdo de um campo
espacial continuo (Piaget e Inhelder,1993, pag. 64)

O desenvolvimento dessas relacdes e a coordenegsiecte das acdes do sujeito
tém como consequéncia uma elaboracdo da cons@ad@mma e grandeza do objeto. A

atividade sensorio-motora dirige-se para condutggesquisa e de experimentacao e vé-se
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aparecer gradativamente a imagem mental, afastaadda imitacdo e criando-se o0s
primeiros indicios da representacéao.
O segundo estagio, denominado realismo intelecéuaracterizado pelo desenho

Ay

n&o apresentar o que o “sujeito v&”, mas tudo cegtéeali. E nesse estagio que se constitui
um modo de representacdo espacial no qual as eslagftlidianas e projetivas comecam,
mas de forma ainda incoerente nas suas conexdeslages topoldgicas e de vizinhanca
sdo respeitadas corretamente, ou apenas procuadasuma, esse estagio pode ser
interpretado como inicio da construgdo projetivaewelidiana. Essa estrutura grafica
particular exprime um espaco representativo cujelmintuitivo € de carater principalmente
topoldgico. E por isso que encontramos nesse estégacdes euclidianas e projetivas
coerentes, mas inda ndo esti presente a coordedagderspectiva de conjunto nem a
compreensdo das propor¢cdes, tampouco sistemasodgenadas a serem aplicadas num
plano de conjunto.

O estagio do realismo visual, terceiro estagio,rrecpor volta dos oito ou nove
anos de idade. Ocorre quando o desenho apresergafarma em que se percebe a
preocupacdo simultanea com perspectivas, proporedemedidas ou distancias. O
desenvolvimento das relagbes projetivas e euchdiancorre de forma solidaria. Nas
relacdes topoldgicas, a figura permanece comprdaraimo um todo, sem relacdes com
as outras figuras. As relagOes projetivas detenmieaconservam as posicdes reais da
figura, umas em relacdo as outras, e as relac@dislianas determinam e conservam as
distancias reciprocas. Trata-se de sistemas dertogj

O espacgo projetivo inicia quando o sujeito passait@ar os objetos e suas
configuracdes, uns em relacdo aos outros. Os ghpeissam a ser considerados em relagao
a um ponto de vista, e as configuracdes sdo nemsspara desenvolver a capacidade de
coordenar diversos pontos de vista, incluindo ces m@o sdo proprios do observador. As
relacdes projetivas sdo geometricamente mais caapldo que as relagdes topologicas. A
perspectiva intervém relativamente tarde no compwehto geomeétrico da crianca. Ela se
constitui no mesmo nivel em que os sistemas dedenadas s&o elaborados, como se o
individuo dependesse de uma construcao opera@marmjunto e ndo s das facilidades da

intuicdo e da experiéncia.
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As relacdes euclidianas, assim como as projeti@mluem das intuicoes
topoldgicas elementares. Passam a constituir edag@tricas gerais que constituem a
métrica euclidiana. As relacdes euclidianas tambeéntiuem a partir das coordenacdes que
fazem a transicdo entre as nocdes projetivas eges métricas. A nocdo do espaco e a
intuicdo geométrica ndo sao geradas pela simptesaalas propriedades dos objetos, pois
requerem uma acao exercida sobre eles. E a partifvéél das operacdes concretas que a
nocdo do espaco e a intuicdo geométrica se castiyoiados pelas relacdes projetivas e
euclidianas que ultrapassam os dados perceptigsaskbperacdes concretas constituem o

espaco como tal, visto que se apoiam nos encaxgsmdes de um mesmo objeto num
objeto total.
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4 TECNICAS E MATERIAIS

Como ja foi citado anteriormente, o objetivo desstido é produzir um conjunto
de atividades que auxiliardo alunos a desenvoluer capacidade de visualizacdo e
representacdo de soélidos em diagramas bidimensiortgéése capitulo descreve a
metodologia da investigacdo, 0 processo realizamo, atividades propostas e 0s
participantes.

4.1 Os Participantes

Primeiramente foram feitos testes com alunos derafites idades e faixas de
escolaridade, dentre eles: alunos dos primeir@sogitos anos do ensino medio de uma
escola técnica, alunos de quintas e sextas sévieensino fundamental do Colégio de
Aplicacdo e graduandos do curso de Licenciaturdviatematica da UFRGS. Com essa
diversidade, pretendeu-se observar a capacidadsutdizacao e representacao de solidos
em diagramas bidimensionais em diferentes nivargoste intelectuais.

A andlise final foi feita com uma turma do teroe@ano do ensino médio com
dezoito alunos em uma escola particular de Porégral A turma envolvida era formada
por 16 individuos do sexo masculino e 2 individdosexo feminino. A fim de andlise, os
sujeitos que nao acompanharam todas as atividadas fdesconsiderados. A escolha
desse publico se deve, primeiramente ao fato da série em que atuo profissionalmente,
e também a série em que a geometria se estuda eBeorikspacial com maior
profundidade.
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4.2 A selegéo das atividades

Num momento anterior ao inicio desse estudo,dovidlado para trabalhar em um
curso de Pés-Graduacdo em Geometria, oferecidofesgores de matematica. A estrutura
do curso tinha como base o Modelo van Hiele, e abéadrabalhar os aspectos pertinentes
ao primeiro nivel, ou seja o primeiro contato conf@mas geométricas. Nesse nivel, o
individuo vé o objeto como um todo, ndo conseguiittmtificar suas partes, e que o
primeiro contato com 0s objetos se da de formaalisMotivado por esses topicos,
desenvolvi uma atividade que devido a sua repeioyg®steriormente chamei de Caixa de
Becker. Essa atividade consiste no contato cordakatraves do tato, e para isso propus
gue se colocasse um solido dentro de uma caixauoowrificio arredondado com tamanho
suficiente para um individuo inserir sua méo, néanitindo o contato visual. Com isso, 0
sujeito, ao tatear o sélido, criaria uma imagemser mente, identificando o soélido e suas
partes. A segunda parte da atividade consistepnasentacédo do sélido por desenho.

Posteriormente a criacdo da Caixa de Becker, émeoee uma atividade
semelhante proposta por Piaget (1993), em queeitsé colocado diante de um anteparo
e atras deste, sdo colocados objetos com 0s gsajgito interage apenas pelo tato. Piaget
utilizou objetos usuais como lapis, chaves, peeite,.estando as duplicatas dos objetos no
campo visual do sujeito para a associacdo. Tambtimou objetos como cartdes
recortados em formas geométricas e formas de campeldgico, como superficies
irregulares com furos, anéis enlacados ou tirapajeldao abertas ou fechadas. Piaget
denominou esse fenémeno Intuicdo das Formas eradeepacio Estereognostica.

Observar as dificuldades apresentadas por aqueta tlespertou meu interesse no
assunto, entdo se iniciou uma reflexdo de formas nmbfunda nas dificuldades
apresentadas por alunos do ensino medio, em tugomagdecionei. O passo seguinte foi
selecionar um conjunto de atividades que trataaseisiializacdo e da representacdo de
solidos em diagramas bidimensionais. Essas atiggladkscritas detalhadamente no
capitulo seguintetinham um carater experimental, como uma pré-sele@a resultados
obtidos determinaram quais seriam selecionadas quargor a sequéncia didatica final,

apos adaptacoes.
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Por influéncia das leituras das propostas apregasnfaor Gutiérrez, selecionou-se a
representacdo isométrica como ferramenta iniciat &tividades, foram utilizados solidos
formados por composi¢des de cubos. A escolha dasemtacao isométrico se deu devido
a escolha dos tipos de solidos utilizados, a soigelde da técnica e ao fato de néo
necessitar de materiais como régua ou compasseijdesando que € uma técnica que
atende o objetivo da proposta. O Policufm utilizado por ser um material simples de ser
adquirido, construido e que permite a criacdo dergos sélidos, os quais pode-se
aumentar a complexidade durante o desenvolvimeagatividades. Ao longo do trabalho,
deixou-se a representacdo com papel isométriccadie, Idando a liberdade do sujeito
escolher a forma de se representar os sélidos.

Outro topico observado nos testes preliminaresafaiificuldade dos alunos em
planificar sélidos. Para desenvolver essa habiidddi criada uma atividade que toma
como base a idéia proposta pelo software Poly, wog solidos se abrem mostrando uma

possivel planificacéo.

O@kx

Figura 4.1 — Sélido planificando
Fonte: Poly

O software nao foi utilizado, pois possui algumastricdes: o sujeito ndo tem a
oportunidade de criar um sélido, existem modelantms e ndo podem ser alterados; O
software apresenta apenas uma planificacdo pasascééido.

A atividade desenvolvida referente a planificac&osdlidos € composta de quatro
etapas, descritas individualmente no capitulo ggeles Com essa atividade, é simulado o
movimento sugerido no Poly com solidos criados pgbodprios alunos em material

concreto.

! Um Policubo é uma figura geométrica espacial fatargor cubos iguais, conectados entre si de moelo qu
pelo menos uma face de cada cubo coincida com aceade outro cubo.
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A Ultima atividade proposta teve como objetivo esgntar solidos guardando o
méaximo de informacgdo possivel quanto a sua forna@a Bsso, se fez uso das linhas
pontilhadas para representar as arestas “escohdidaponto de vista do sujeito. Foi
utilizado um sélido com um nivel de complexidade isn&levado. Os sujeitos

representaram o solido de diversos pontos de vista.

4.3 Coleta de dados e analise dos resultados

Todas as atividades, desde o projeto piloto, fof@itas com turmas em horério
escolar, sendo assim, os resultados foram anadisemiosiderando a evolugdo da turma
como um todo. Os alunos foram separados em gryp@&m as atividades foram
realizadas individualmente.

A producédo dos alunos foi registrada pela coletatdeefas realizadas pelos alunos
e por registros fotograficos da realizacao dasdailes. A analise do material foi feita com
base nas teorias de Piaget, Gutiérrez e van Hiskas teorias também tiveram um papel
importante no desenvolvimento das atividades dgefargiloto e na escolha pelo assunto.
No seguinte capitulo serdo descritas detalhadanasntgividades propostas, seguidas de

suas justificativas e da analise dos resultados.



39

5 O PROJETO PILOTO

5.1 Teste em Alunos da Licenciatura em MatematicaadUFRGS

Surge a oportunidade de testagem em alunos dom ales Licenciatura em
Matematica da Universidade Federal do Rio Grand8upna disciplina de Laboratério de
Pratica de Ensino — Aprendizagem em Matematica.

Na primeira atividade, os alunos foram organizagtagyrupos de aproximadamente
cinco elementos, entéo Ihes foi entregue uma a@raum poliedro dentro. Foi solicitado
aos alunos que colocassem as maos dentro da cs@ra eer 0 solido, tentassem desenha-

lo numa representacdo em perspectiva.

Figura 5.1.1: Aplicacéo da Caixa de Becker
Fonte: Propria

Os alunos conseguiram identificar a forma da figaras em muitos casos, houve
distorc6es quanto as proporcdes, esses casos Vatatados quando os alunos tiraram os

sOlidos das caixas e compararam com o seu desenho.
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Figura 5.1.2 — Representagéo do solido feita pelooaM1.

M1: “ Eu ndo tive dificuldades em fazer a figura, masélaficou correta”.

-

o
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Figura 5.1.3 — Representagéo do solido feita pelocaM?2.

M2: “A atividade foi muito interessante, pois raramehteabalhada a capacidade de visualizagdo em nosso
curso”.

Figura 5.1.4 — Representacédo do sdlido feita pelwoaM3.
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M3: “Eu estava convicta de que acertaria a formfigiaia e foi uma surpresa vé-la e concluir que era
diferente do que eu havia desenhado”.

Os resultados obtidos mostram que os alunos possuam visdo projetiva
desenvolvida, poréem as relagbes euclidianas n&mw esindo respeitadas nos desenhos.
Podemos afirmar que os alunos identificaram a fatmabjeto, mas o fato deles néo terem
identificado as proporgdes entre arestas fez camogidesenho néo ficasse correto. Alguns
alunos criaram estratégias para compreenderem s#@tido, como decompd-lo em cubos
figuras.1.5 Outros alunos utilizaram os dedos para medirestas do objeto, fazendo com

gue a distancia entre a ponta do polegar e doaddicservisse como um compasso.

Figura 5.1.5 — Representa¢éo do solido feita pelwoaM4

Na sequéncia, foi solicitado que os alunos fizesgema possivel planificacdo para
esse solido, entdo que recortassem e montassewepdiGacdo. Nessa  atividade, o0s
alunos apresentaram mais dificuldades e na suariman@o conseguiram desenhar uma
planificacdo correta. Seguem abaixo 0s registras planificagcbes corretas desenhadas

pelos alunos:

Figura 5.1.6 — Planificacao feita pelo aluno M2
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Figura 5.1.7 — Planificacéo feita pelo aluno M5
Grande parte do grupo nédo chegou a fazer a plag#a; pois afirmava que néo
conseguiria. Alguns alunos criaram estratégiagasgantes como numerar cada uma de
suas faces, para entdo planificar corretamentgetoplvelacionando a localizacdo de cada

face de acordo com a posicéo da face vizinha.

Figura 5.1.8 — Estratégia de planificacdo feita @dlino M6

O aluno que imaginou o solido como uma composi@gaubos se utilizou desse
artificio para construir uma possivel planificac@b.aluno afirmou que n&o terminou a
atividade por falta de tempo.
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Figura 5.1.9 — Estratégia de planificacéo feita @dlino M7

As atividades realizadas com esse grupo de alcmmam a colocacdo de van
Hiele cuja teoria justifica que cada individuo seantra num nivel de desenvolvimento do
raciocinio geométrico. Quando os alunos criam &gfi@s para resolver um problema,
estdo adaptando esse problema num campo de cenoeitgual se pode encontrar a
solucdo. Analisando com mais profundidade a pramdgdaluno que numerou as faces do
objeto, chegaremos a conclusédo que o aluno ndompésoo solido com uma imagem de
transformacao cinética (o aluno ndo imaginou ale@ie abrindo em sua planificacdo), mas
usou conceitos topoldgicos de relacdes de vizirdaf@luna que decompds o sélido em
cubos resumiu seu problema em desenhar varios clifpas com uma representagédo bem
compreendida.

Atividade 3: Foi entregue o conjunto de planifideg (figuras.1.1.1Q aos alunos, e

eles deveriam decidir quais delas poderiam seifgagdes do solido em estudo.
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Figura 5.1.10 — Conjunto de planificagbes
Fonte Prépria

Os alunos criaram uma estratégia de contar o midefaces do sélido e de cada
planificacdo e isso o0s levou a uma analise cordetaquais figuras seriam possiveis
planificacdes para o solido.

Finalizando a sequéncia, foi solicitado que osi@dufizessem uma avaliacdo da

proposta e comentassem como se sentiram fazeradividades.
M4: “Eu me senti desafiado por que ndo lembravasntaimo planificar. Na verdade tenho
dificuldades. No entanto, identificar qual fechsdtido, eu contei as faces. (...)".
M5: “Eu estava convicta de que acertaria a forméiglaa e foi uma surpresa vé-la e concluir que
era diferente do que eu havia desenhado. Foi fa@ilque as planificacbes com 9 faces nao
fechavam, pois o sdélido tinha 10 faces.”
M6: “Para desenhar a figura em perspectiva, n&odificuldades, mas achei bastante complicado de
imaginar a planificagdo do sélido a ponto de ndeesae fecharia com a figura desenhada na minha
folha. A atividade é bem interessante e me fezghberca dificuldade que tenho em imaginar a
planificacdo de figuras geométricas.”
M7: “Néo tive dificuldade em desenhar o plano, porve muita dificuldade em desenhar a

planificagéo, tanto que ndo desenhei a planificagdo

Pela grade curricular do curso de Licenciatura Mateméatica da Universidade
Federal do Rio Grande do Sul, existe uma grandeapitidade de que todos os alunos da

disciplina de Laboratério de Pratica de Ensino -eigizagem em Matematica ja tenham
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cursado as disciplinas de Geometria | e Geomdtrigdo pode estar relacionado com o
fato de que o desenvolvimento do raciocinio légledutivo trabalhado nessas disciplinas

ndo esté ligado diretamente com o desenvolvimemtepresentacdo da imagem mental.
5.2 Teste em alunos do Colégio de Aplicacao

A satisfacdo dos alunos em realizar essa ativileleeom que um grupo deles,
atuantes como voluntarios no Colégio de Aplicagi®BRGS em aulas extra curriculares,
levasse a proposta para turmas de quintas e ssxt@s. A atividade proposta foi a da

Caixa de Becker, mas devido a faixa etaria dososluos graduandos optaram por colocar

sélidos mais simples dentro da caixa, sélidos essesntrados no cotidiano dos alunos.

/@L

Figura 5.2.1 — Representagdes feitas pelo aluno AM1

Figura 5.2.2 — Representages feitas pelo aluno AM2



Figura 5.2.3 — Representagdes feitas pelo aluno AM3
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Figura 5.2.4 — Representag0es feitas pelo aluno AM4
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5.3 Teste em Alunos do Ensino Médio

Em paralelo as atividades descritas anteriormdoii@éestada uma sequéncia mais
elaborada em alunos do terceiro ano do ensino nugliama escola técnica em Porto
Alegre.

Na primeira atividade, os alunos foram organizastaggrupos de aproximadamente
cinco elementos, entdo lhes foi entregue uma cadxa um poliedro representado na
Figura 5.1.2.1dentro. Foi solicitado aos alunos que colocassema&os dentro da caixa e

sem ver o solido, tentassem desenha-lo numa repaede em perspectiva.

Figura 5.3.1 — Poliedro L

Analise dos Resultados:

A sequéncia dos desenhos mostrados nas figuré&s&233.3 sugerem a evolugéo
da construcdo da imagem mental a ser representaddesenho, como mostram 0s
resultados abaixo, pois, segundo Piaget, desenhmaérepresentacao, isto €, supde-se a
construcdo de uma imagem distinta da percepcadceréaz (1992) afirma que geralmente
os alunos tém consciéncia das incorrecoes de sm@mlibs. Em certas ocasides, fazem e
refazem os desenhos cometendo equivocos semelipantdiversas vezes. Parcialmente o
problema esta na falta de coordenacéo dos alunbabi#idade de desenhar é um fator que
afeta a capacidade de se fazer representacOetidies sesta habilidade se desenvolve de

maneira espontanea.



Figura 5.3.2 — Representacao do poliedro L feita alino ST1
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Figura 5.3.3 — Representacao do poliedro L feita alino ST2
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Nas atividades seguintes, os alunos receberam alma €¢om as instrucbes que

seguem:

Coloque o sélido em cima da mesa na posi¢ao rageeeno diagrama abaixo:

2.a) Reproduza o desenho no papel isométrico (DheskEn
2.b) Mude a posicao do objeto na mesa e desenbgeapel isométrico na nova posicao
(Desenho 2).

* * Desenho 1 * . * * . ® Desenho2 *
" & . . . - & . . 2 . . .
& F . v . . A . . “ . s 5 A

- . - - - - - - - - - . .

- - . - - . - - - . - - - .

- . . . . . . . -

- . . - . . . - . . - . . .

. - . . - - . . . - . - - . .

Figura 5.3.4 — Exercicio proposto
Fonte Prépria

O fato de essa figura ter um nivel de dificuldat®s elevado que o “Poliedro L”
do exercicio anterior causou um certo desconfords mlunos. Eles identificaram
corretamente a aparéncia da figura, mas em suarimativeram problemas com as

proporcbes das partes. Em Alguns casos, o objatovauso do papel isométrico foi



5

ignorado. Segundo Gutiérrez, quando se trata dageptacdo isométrica, a maioria dos
alunos tem dificuldades especificas quando enfremi@s pela primeira vez. Séo elas a
obrigacdo de desenhar os vértices da figura saobrpoatos do papel isométrico, e a
necessidade de posicionar o sélido de forma quee figsivelmente parecido com sua

representacdo isométrica.

Tris (s
A RS ]

Figura 5.3.5 - Representacao do poliedro feita pkloo ST3

Figura 5.3.6 - Representacéo do poliedro feita pkloo ST4

Coloque o so6lido em cima da mesa na posicao regeeseno diagrama abaixo:

3.a) Reproduza o desenho no papel espaco abaiser{be 1).

3.b) Imagine o objeto numa nova posicéo e desemessa nova posicao (Desenho 2).

Figura 5.3.7 — Exercicio proposto
Fonte Prépria
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Pelos resultados obtidos, nota-se a influéncia sto do papel isométrico, pois
algumas figuras foram representadas na mesma pvspdo exercicio anterior, mesmo
agueles alunos que no exercicio do “L” desenhardiguaa com os lados paralelos aos
lados da folha.

Figura 5.3.8 - Representacao do poliedro feita pkloo ST5

Figura 5.3.9 - Representacao do poliedro feita pkloo ST6

Figura 5.3.10 - Representacédo do poliedro feita pkino ST3
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Imagine o dado representado abaixo. Complete aratas abaixo com as letras

correspondentes tendo o cuidado de que cadailpiearia posicao correta.

Figura 5.3.11 — Exercicio proposto
Fonte www.matematica.com.pt/2007/12/default.as@ptatio.

Nessa atividade, os alunos tiveram a oportunidigdeecortar a figura para
verificarem seus resultados. No primeiro momentdocar as letras nos devidos lugares
nao causou maiores problemas, mas o fato de as lafrarecerem viradas no sélido

montado gerou muita polémica e discussao entreines

Imagine o solido abaixo.
5.1) Quantas formas geométricas planas difereetems usadas para montar esse sélido?
5.2) Quantas pecas de cada tipo sdo necessargaspatar esse solido?

5.3) Com essas pecas, tente montar uma planifigeg@cessa figura.

5.4) Agora, tente montar uma planificagdo que cadenenor retangulo de papel possivel.

Figura 5.3.12 — Exercicio proposto
Fonte Prépria
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Determinar quantas formas de cada tipo compdguaafindo gerou problema. No
momento da planificacdo, a tendéncia foi a plaafffo representada na figura 5.1.1.26.
Alguns alunos colaram duas folhas como solucas, ggsa planificacdo nédo cabia em uma
Unica folha tamanho A4, com as pecas distribuigaismuito interessante a forma como os
alunos tentavam resolver o problema 5.4, a opatad® de interacdo com um material, que
parecia com um quebra-cabeca, fez os alunos seesemesafiados. O fato do problema
nao ter uma Unica solucéo e o enunciado proporeéwompossivel” gerou competitividade
entre os alunos.

Alguns Resultados:

Figura 5.3.13 - Representacao do Poliedro feita pleino ST3

Coloque doze caixas de fosforo na mesa de formdogune um retangulo 3x4. Quantas
caixas séo visiveis?
Empilhando-se mais um andar, quantas caixas fi¢siveis?

Imagine que sejam empilhados mais trés andaresit§ueaixas ficariam visiveis?

Figura 5.3.14 — Exercicio proposto
Fonte Prépria

Embora as primeiras questdes sejam de carater iemypguando se questiona
guantas caixas ficam visiveis com cinco andaresafo sujeito a imaginar a figura, ja que
0 numero de caixas distribuidas nédo seria sufieipata fazer a construcdo. No primeiro

momento, 0s alunos, sem pensar muito, respondenan®@ caixas ficariam visiveis, mas
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logo se deram conta que deveriam descontar assogiraficavam “escondidas” no centro

da figura.
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6 A SEQUENCIA FINAL

A sequéncia didatica final foi desenvolvida a padth avaliagdo das atividades
realizadas no projeto piloto. Foram escolhidos tlgyiscos para serem trabalhados com os
alunos: a habilidade de representar solidos enp@etiga, e o desenvolvimento da imagem
mental. A aplicacédo foi feita em alunos do terceirm do ensino médio de uma escola
técnica em eletrbnica, seguindo o contetdo programda disciplina de matematica.

Atividade 1. Foram apresentadas aos alunos duagpasipdes de cubos, entdo foi

solicitado que os alunos desenhassem esses solidos.

Figura 6.1 — Composi¢éo de cubos
Fonte Prépria

Justificativa: Essa atividade tem como objetivoadtizir o uso do papel isométrico
pelos alunos. Gutierrez (1992) afirma que a haddédde usar o papel isométrico para
desenhar solidos se desenvolve de forma espontdaesalentamente do que as tarefas sédo
propostas em aula. Por esse motivo, houve umaypagé&o em trabalhar o uso do papel
isométrico de forma paulatina.

Apés uma breve explicacdo sobre o uso do papekismo, os alunos realizaram a

tarefa sem maiores problemas. Quando se equivo¢cav@mficavam satisfeitos com seu



56

desenho, e sem intervencdo alheia, apagavam earafazomo mostram 0s
apagados” nas figuras e 6.3

tracos “mal

Figura 6.2 — Representacdo feita pelo aluno F1

Figura 6.3 — Representacdo feita pelo aluno F2
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6.4 — Representacao feita pelo aluno F3

Atividade 2: Foi solicitado que os alunos criassem sélido formado por uma
composicado de cubos e entdo que os alunos indimeéute desenhassem esta composicao

no papel isométrico.

Figura 6.5 — Realizacao da atividade 2
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Atividade 2.1: Foi solicitado que o grupo idemt#sse quais os diferentes tipos de
faces desse sélido a quantidade em que cada uraa debrre. Feito isso, os alunos
construiram essas faces em papel cartaz.

Justificativa: No primeiro momento, a atividade rpge que os alunos reforcem a
habilidade de usar o papel isométrico, dado quee@etr (1992) afirma que essa
habilidade se desenvolve de forma espontanea. 8egean Hiele (1959), no primeiro
contato com a geometria os alunos véem os solidaso cum todo, ndo conseguem
identificar suas partes, as formas de suas facesa Btividade permite que os alunos
decomponham o sélido em suas partes, identificaada uma de suas faces, nos quesitos
forma e quantidade.

o al

Figura 6.6 — Realizacdo da atividade 2 pelo grupo G
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Figura 6.8 — Realizacdo da atividade 2 pelo grupo G
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Figura 6.9 — Realizacdo da atividade 2 pelo grupo G

Figura 6.10 — Realizacéo da atividade 2 pelo g@ho

Figura 6.11 — Realizacéo da atividade 2 pelo g@@o
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Atividade 3: Nessa atividade, cada grupo entreggpor tanto, recebeu de outro
grupo o conjunto de pecas que formam o sélido jeoto a sua representacdo em papel
isométrico. A tarefa do grupo foi de organizar egsecas numa possivel planificacdo do
sélido, reproduzir a planificacdo em papel cartantéo construir esse solido.

Durante essa atividade, foi observado que os alo@o®stavam sendo econémicos
em suas producdes. Iniciavam o desenho no meiolla, fo que no final, gerava muitos
“cantos” de papel inutilizado. Foi proposto ent@ée @s alunos buscassem planificacbes em
que os residuos fossem minimizados. Esse desafianfito bem recebido, e foi
interessante a forma como os alunos montavam @dosétom as pecas e abriam sua
planificacao imaginando e testando possiveis pesipéas faces.

Justificativa: Com essa atividade, os alunos dedean uma nocdo de como um
sélido pode ser planificado. Os alunos tém a opattde de simular um movimento do
sélido se “abrindo” e com isso, conseguem percebposicdo em que cada face deve
ocupar na planificacdo. O fato de os alunos teremcahstruir o soélido serve como
validacdo de seus resultados. Essa atividade feude importancia, pois evitou que os
alunos buscassem uma alternativa que fugiria detigbjdo trabalho, como por exemplo, a

técnica utilizada pelo aluno da Licenciatura emevaiticague numerou as faces do soélido

e utilizou apenas relacdes de vizinhanca para stremdo da planificacéo.

Figura 6.12 — Realizagdo da atividade 3 pelo gf@apo
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Figura 6.13 — Realizacdo da atividade 3 pelo gGgo

Figura 6.14 — Realizagdo da atividade 3 pelo g@po

Figura 6.15 — Realizagdo da atividade 3 pelo gfGapo
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Figura 6.16 — Realizagdo da atividade 3 pelo gf@po

Atividade 4: A Caixa de Becker: Cada grupo recebea caixa de papeldo com
furos em faces opostas. Essa caixa possui um tideeu interior. A tarefa dos alunos foi
desenhar o sélido sem vé-lo. Desta vez, deixowedadb o papel isométrico. Observa-se
gue nos desenhos representados na Figura 6.14 a#ul estdo bem desenvolvidas as
relacdes euclidianas e projetivas, mas as figepsesentam a forma do sélido. A Figura
6.18 mostra as relagcOes respeitadas.

Figura 6.17 — Representacdes de sélidos feitasgheho F2.
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Figura 6.18 — Representac¢des de sélidos feitasgbahm F1.

Justificativa: Para Piaget (1993), a imagem é oresfdo individuo em evocar
objetos ausentes. O contato tatil com o objeto licmpnuma assimilacdo diferente da
provocada pelo contato visual. O objetivo desseidatile € que os alunos criem uma
imagem antecipadora através de acdes sistematicasréenadas sobre o objeto. Nesse
processo, o individuo passa por trés etapas: eagde com o objeto através do tato; a
criacdo da imagem antecipadora; a reproducao dgeimantecipadora.

Atividade 5.1: Os alunos receberam o solido (figud9). Foi pedido que os alunos
desenhassem em algumas posi¢cOes diferente o sdidéprma que sua representacao

mostrasse bem as caracteristicas e a forma dele.

Figura 6.19 — Sélido escada
Fonte prépria
Justificativa: A proposta dessa atividade € qualosos sintam a necessidade de
utilizar algum artificio para representar todasaaet do solido, para seus diagramas

caracterizarem satisfatoriamente o soélido.
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De fato, as representacdes dos alunos mostravapalidade que eles estavam
observando, mas nao reproduziam as caracteristasdlido. Um aluno ainda brincou
afirmando que se desenhasse um retangulo, esggmiasentando a figura de um certo
ponto de vista. A afirmacéo estava correta, massaéisfazia a proposta, que era que eles
conseguissem representar a forma da figura, respeit a maior parte de suas
caracteristicas.

Para introduzir o uso da linha pontilhada, foi dedijue os alunos construissem o
sOlido em algum material transparente (chapa degedia ou folha de acetato). Nesse
momento, ja foi comprovado o desenvolvimento dabilidades dos alunos, pois
construiram o sélido rapidamente, desde a suafipkgdo. Foi explicado entdo o uso das
linhas pontilhadas para representar-se as aras¢gasap sdo diretamente visiveis, mas que

ficam por tras do objeto, relativamente ao ponteisia do sujeito.

Figura 6.20 — Construcao do sélido escada feita gieino F1



Figura 6.21 — Representacdes do sdlido escadgpfdbaaluno F1 antes da construgéo.

Figura 6.22 — Representacdes do sélido escadgpfitealuno F1 apds a construcao.
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Figura 6.23 — Representacdes do sdlido escadgpfdbaaluno F2 antes da construgéo.
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Figura 6.24 — Representac¢des do sélido escadgfdibealuno F2 apds a construgao.

Segundo Vladimirskii (1949), o uso de técnicas cameso de linhas pontilhadas é
fundamental para representar satisfatoriamente alitios Essa atividade permite que os
alunos visualizem as arestas do sélido que ficaroneédas atrds do mesmo. O fato de
solicitar cinco posicfes diferentes determina qusaijeito imagine o sélido em pontos de
vista diferentes, e também a utilizacdo de técrdeaepresentacdo diferenciadas, testando
a possibilidade de se usar uma representacaoar@etisca. As representacdes surgiram de
forma espontanea, sem orientacdo aos alunos.

Segundo Gutierrez (1992), é fundamental que o aladquira e desenvolva
habilidades que o permitam entender e interpreif@redtes tipos de representacdes
bidimensionais de objetos tridimensionais, ou skahilidades que permitam ao aluno
criar, mover, transformar e analisar imagens memtaiobjetos tridimensionais geradas por

uma informacao dada através de um desenho plano.
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CONSIDERACOES FINAIS

O ensino de geometria tem passado por modificagdesssivas, adaptando-se aos
interesses da sociedade que vé a escola como foranate individuos capazes de
solucionar problemas. No processo de evolucao dm@mle geometria, verificou-se que a
melhor forma de se trabalhar geometria ndo erasme@mla Geometria Euclidiana através
do estudo de teoremas, pois se entendeu que asakm geral, decoravam os teoremas e
apenas os reproduziam, ao passo que o objetivisdploha era que eles entendessem as
relacbes geométricas. O fato do ensino de geontetriar como base a aplicabilidade n&o
esta sendo satisfatorio para o desenvolviment@adioainio geométrico, pois a geometria
passou a ser utilizada como uma segmentacao dboegdualgebra.

O objetivo desse estudo foi desenvolver uma sedgi@hdatica que auxiliasse o
desenvolvimento da visualizagdo geomeétrica e daocidg@de do individuo representar
formas geométricas espaciais em diagramas bidiovaisi E escolha do tema se deu
guando foram detectadas dificuldades em professi@resatematica, que afirmaram néo ter
dominio do conteddo e ndo saber como trabalhaomefeia em sala de aula.

Para desenvolver essa sequéncia, primeirament®usscentender a forma com
gue a geometria é trabalhada atualmente. Os adoet#os histéricos mostraram a
transicao do ensino légico dedutivo para a geomatlicada.

As teorias de van Hiele e de Gutiérrez auxiliaram desenvolvimento das
atividades. Para van Hiele, no primeiro nivel dogaenento geométrico, o individuo vé o
sélido como um todo, ndo percebendo suas partpartk desse fato, foi criada a Caixa de
Becker, sendo essa, ndo somente uma caixa, masrapasfto de sua utilizacdo. Seu
objetivo é oportunizar uma percepcao diferenciaaka sblidos, onde ao tatear o objeto, 0
sujeito reconhece cada uma das partes, decomparedorapondo-as no objeto completo.

Observando-se os resultados obtidos, pode-se heerogue a seqiéncia de
atividades propostas auxiliou os alunos no desemehto de sua capacidade de
visualizacdo geométrica e representacdo de objetlisiensionais no plano, ou seja, 0s

objetivos desse estudo foram alcangados.
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Apés a aplicacdo da sequéncia, retomamos o confmadpamatico da disciplina,
onde foram vistos os calculos de area e de volwsesdlidos elementares. A facilidade
com que os alunos aprenderam o contetdo reafirmsucesso da proposta. Bastou
apresentar os solidos aos alunos, com suas pragesd porém ndo foram atribuidas
formulas especificas para o calculo de areas engsducomo propdem os livros didaticos.
A area de uma superficie foi entendida como a siesaareas de cada uma das faces, por
exemplo.

Com o desenvolvimento da capacidade de represerdar solidos
bidimensionalmente, foi possivel trabalhar com dadi ndo elementares, os alunos
compreendiam a forma da figura e associavam asmafbes enunciadas com o0s
elementos da figura. Os diagramas foram entendgietss alunos como uma ferramenta

para auxiliar na resolugéo de problemas, como wmaaf de organizar os dados.
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ANEXOS

1 Proposta Didatica para aplicacdo em Sala de Aula:
Ao leitor: segue uma sugestao de proposta didgaca uso direto em sala de aula. Para
entender-se o objetivo de cada atividade, bem camgjustificativa, sugiro a leitura dos

capitulos 5 e 6

Atividade 1:

Recursos: cubos, folha de papel isométrico.

Apresentar uma composicédo de cubos aos alunos.dlauadeve fazer uma representacao
do solido.

(Sugestao de Sdlidos: Figura 6.1)

Justificativa: Essa atividade tem como objetiveadtizir o uso do papel isométrico pelos
alunos. Gutierrez (1992) afirma que a habilidadeiskr o papel isométrico para desenhar
sélidos se desenvolve de forma espontanea, masrente do que as tarefas sdo propostas
em aula. Por esse motivo, houve uma preocupacéoabalhar o uso do papel isométrico

de forma paulatina.

Atividade 2:

Recursos: cubos, folha de papel isométrico, folhada, papel cartaz, tesoura e régua.

2.1 Dividir a turma em pequenos grupos. Cada gdgwera criar um sélido formado pela

composi¢cdo de cubos e entdo, individualmente, tesessse solido. Feito isso, 0 grupo

devera identificar cada uma das diferentes facescqmpde o solido, desenhando-as em
uma folha em branco. Junto ao desenho, deveracapaaequantidade em que cada face
esta presente no sélido.

2.2 O grupo devera construir cada uma dessas is@aslamente em papel cartaz (ndo e

planificacdo), recortando-as criando assim umdgpoéquebra-cabecas”.



O grupo devera entregar ao professor um conjunfedas e o desenho do sélido dentro de
um envelope.

Justificativa: No primeiro momento, a atividade rpge que os alunos reforcem a
habilidade de usar o papel isométrico, dado quele@etr (1992) afirma que essa
habilidade se desenvolve de forma espontanea. 8egean Hiele (1959), no primeiro
contato com a geometria os alunos véem os solidoso cum todo, ndo conseguem
identificar suas partes, as formas de suas facesa Btividade permite que os alunos
decomponham o solido em suas partes, identificaada uma de suas faces, nos quesitos

forma e quantidade.

Atividade 3:

Recursos: envelope com pecas e desenho de um, qidjolel cartaz, tesoura, régua e cola.
O professor devera redistribuir os envelopes evgrgrupos. Os grupos deverdo, com base
no desenho, construir uma possivel planificacdedmo com as pecas recebidas, entdo
deverdo reproduzir planificacdo em papel cartamatar o soélido. Ao final da atividade,
os solidos deverdo ser entregues ao professor.

Obs.: o professor podera desafiar os alunos agiawema planificacdo mais “econémica”,
de forma que os residuos de papel cartaz sejamrminados.

Justificativa: Com essa atividade, os alunos dedeem uma no¢do de como um sélido
pode ser planificado. Os alunos tém a oportunidedgimular um movimento do sélido se
“abrindo” e com isso, conseguem perceber a posgadajue cada face deve ocupar na
planificacdo. O fato de os alunos terem de comstrgiblido serve como validagdo de seus
resultados. Essa atividade foi de suma importapass evitou que os alunos buscassem
uma alternativa que fugiria do objetivo do trabalb@mo por exemplo, a técnica utilizada
pelo aluno da Licenciatura em Matematmae numerou as faces do solido e utilizou

apenas relacdes de vizinhanga para a construgdlardéicacao.

Atividade 4:
Recursos: sélido de papel cartaz, caixa de papelda, em branco.
O professor deve redistribuir os sélidos entre mgpas, dentro da caixa de papeldo. A

caixa devera conter dois furos por onde os aluwmbscardo as maos e reconhecerdo o



sélido apenas pelo tato. Os alunos, individualmeeteerdo representar o sélido na folha
em branco.

Obsl.: Se necessério, retome o0 uso do papel isométnas incentive os alunos a tentar

fazer o desenho em folhas brancas.

Obs2.: E importante que nas atividades anteriopss,alunos ndo vejam os soidos

produzidos pelos demais grupos, pois essa atividdadeeressante quando ndo se imagina

gual o objeto que esta dentro da caixa.

Justificativa: Para Piaget, a imagem é o esforcmdioiduo em evocar objetos ausentes. O
contato tatil com o objeto, implica numa assimitagiferente da provocada pelo contato
visual. O objetivo dessa atividade é que os algnesn uma imagem antecipadora atraves
de acdes sistematicas e coordenadas sobre o didgstse processo, o individuo passa por
trés etapas: a interacdo com o objeto atravéstdpaariacdo da imagem antecipadora; a
reproducéo da imagem antecipadora.

Atividade 5:
Recursos: soélido em forma de escada, folna em brapapel acetato ou radiografia
descolorida, tesoura, cola e régua.

5.1 Mostrar aos alunos o sélido representado abaixo

[T

Pedir que os alunos reconstruam o solido em papé&t@ ou em folha de radiografia.
5.2 Cada aluno deveré representar o solido em folwaca. O professor deve introduzir o

uso de linhas pontilhadas para as arestas queéca&o Visiveis na parte frontal do solido.

Justificativa: A proposta dessa atividade é quelosos sintam a necessidade de utilizar
algum artificio para representar todas a facetidos para seus diagramas caracterizarem
satisfatoriamente o solido.
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3 Aplicacdo da Caixa de Becker em Alunos do Ensindédio
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4 Atividade proposta a alunos do ensino Médio

Avieidade 1: .
Coloque o sdlido em cims da mesa ne pogigho np:us:f“r.:dn no diagrarma shaixo

e

J.ulR:mmhmummmpqzlhumm:qumhul]. .
1.b] Mude 2 posigiia do objelo na mesa desanha.o nn nova posigio (Dessnho 2)

Atividade I:

1.a) Reproduza o desenho no papel espago abaixo {Desenho 1),
1.b) Mude a posigio do objelo na mesa e dessnbe-0 ne nova posigss (Desenho 2,
Dwssmiis 1




Adrvidade 1.
Cuhqunmhdum:mdamnmmngmwmmdmmabnw

1.2} Reprotuzs o desenho ne papel isométrico (Deseabo 1)
]bﬁMLﬂumﬂﬂudﬂﬂh}ﬂunnmundm -0 na nova posigho (Desenho 1),
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Cokoque o s6lide em cima da mess o poaigis representada oo disgrami sbarko

SZ

.} Reprodass o desenho no papal espago shaixo (Dessnho 1)
I.h) Mude & posigle do objelo ns mesa ¢ desenhe-o e nove posigiio (Desenbo 2)
lrenrane 1 Itmihn o




Afivadade I
Cologuees o edlido em o da mess na posigio represeninds no dagroma abaiko:

sl

1.} Regrodiza o desenho 1o | isométrice (Desenho 1)
1.0} Muds a posiio do & dessphe-o no nova posigio (Desenho 2
y " Y Bewwwnn | "

Atjvadade 2
Cologue o gilido em cima da mesa na posigio representads no disgramo obaixo:

(”’“‘5 >

1.2) Reproduza o desenho no papel espago abaixo {Dessnl 1),
1) Mile p posicio do obgelo oo mesa ¢ desenbe-o na pova posigo (Desenbo 2),
[ [H
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Atividade 1
Coloque © s8lido em cima do mesa na posi;Bo represeniada no dingrama abaizg

e

1.8} Repraduzs o desenho no papel isométrics [Desenho 1
1.1 Mude & posiclio o ohjein na mess ¢ deseahe-o na nova posiclo {Dresenho 23,

Adividads 2:
Cologue o solido em cima ds ress na posiclo representadn no diagrma abaxo:

N

1.a) Reproduza o desenhe no papel espago ahaixo {Desenho 1)
1.5} Munde 2 posigio do obyeio n= mess & desenbe-o na nova posigiio {Desenho )
Hpsmatss brresba |




Atywicdade 1 .
Cologue o 68lido em cimo da meks ns posiglo reprosentads pe dingrama abaixd:

1.2) Rieproduza o desenho ne papel isométrico {Desenho 1)
1-.::; Miude 1 posigio do ohjetn ni mesa & desenbe-0 08 NOVA Posicio (Dresenbn 25
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Avvidade I
Coloque o salido em cima da mesa nn posigin representada no disgromi abaiwo:

1.8} Reprodsizs o desenho no papel espago sbamxo {Desenbe | ).
1 b} Mude a posigiio do objeto na mesn e desenhe-o nn neva p-clm;i'? I':D:f:ﬂ.htl 2,
Tinasmides 1 =




Adtividade 1 -
Codpgoe o sdtido em cima da mesa nia posigio representatis no dingrama abaixe:

1) Reproduza o desenho no papel isornétrico {Desenhe 1),
lt;:!lMnd::pui;hduubj:ﬂﬂnnmmddﬂnﬂhﬂ-umnﬂﬂpum;iﬁ(mmhﬂn.

Atrvidade 2

Coloque o sélide em cima da mesa na posiglo representada no disrrams shaiyes

1.n} Reprodiza o desenho no papel sepaco shaixo {Desanha 1)

1.0} Mude a posiclio do obete an mesa & desenhe-o 1o nova posicks (Desenho 2}
e | Dwnes 1
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Atividade 1 .
Cologue o sdlido em g da mess ma posigho representads no dimprams shaks

1.8} teproduz o desenho no papel isométrice | Desenho 1), :
1.1} Mude a posigio do obicin na mesa ¢ desenthe-o 1a nove posigio (Dessnho 2).

Atividade I:
Cobegue o silide em cima de mess na posiclio representada no dingrams sbaixo:

1.8) Reproduza ¢ desenho no papel espago shaixa (Desenho 1), 7 ; “'/]
L.} Mude i posigho do obiete ni meis e desenhe-o fis nova Pmﬁkﬁu {Desenhio 2), -
sl ol bk p.




Atividade 1
Cologue o sélido sm cima du mesa ne pozigho representuds no dagrama sbayxo:

1.} Reprodums o desenho no papel i ico (Desenho 1)
I.h]Mudea;wmc.lndnthuhemmnatdﬂmhn—nmmapmwlu{Dnnﬂml]
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Atividade 2
Cologue o silide em come da meso na posipio representoda ne dingrama aboixo:

L.} Reproduza o desesthe Hui‘lhpdztpuw l':lunm (Des=nhe 1}
1.b) Mude 2 posicBo do objeto nn mess e desenhe-0 1 nova p-uamaﬂ [Dcsmhu 2.




Atividads 1. )
Coloque o sélido sm etma da mose 08 posiglo representada nio diagrama abaixs!

>

J.lchpﬂthudu:ﬂme;upﬂimméni:n{Dmnhn]} _
1.b) Mude 8 posicso do objio 1 mesa ¢ desenhe-o na nova posigis (Desenho 2}
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Atividade 2
Cologue o s3iido #m cima da mess na posigio reprosentada no diagmma sbaixo!

A

1.a) Reprodheza o desenho no papel espago abnixo (Desenho 1)
1.b) Mude o posigiio do olyelo na mess ¢ desenle-o na nova posicho (Desenho 2).
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Aplicacdo da Caixa de Becker em Alunos do CursoedLicenciatura em
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6 Aplicacio da caixa de Becker em Alunos do Colégie Aplicacdo — UFGRS, %
e 6 séries.

| Dresenhe o solido

b Desenlie o sdlido




1) Desenhe o s6lido.
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1) Desenhe o sdlido.
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1} Desenhe o salido
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1} Desenhe o salido.

1) Desenhe o sdlido,
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1) Desenhe o s8lido, o w o w S

1) Desenhe o solida,




1) Desenhe o silida.
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7 Os Solidos que ajudaram a produzir esse Material




8 Os Sdlidos produzidos pelos Alunos do Ensino Méddurante a aplicagdo da
Sequéncia final.







