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SUMMARY

In the present work, the bases of the finite clement# method and
the concept of the isoparametric elements are established, giving in detail
the formulation and computer implementation for the quadrilateral and
hexahedrical clements.  The implementation was carried out using  an

integrated schema,

In particular, the developed elements are used in three
dimengional  clastic  prahloms,  Lidimensional plane  stress-plane  <train

problems amd asioymetvie vases.

Finally, several illustrative examples are included, which show

the practical applieations of the presented devoelopment.



RESUMO

No presente trabalho estabelecem-se brevemente as bases do metodo
dos elementos finitos e do conceito de elementos isoparamclricos, detalhan-
do-se a formulagao e a implementacio para os clementos quadrilateros e he-

xaedricos. Apresentam-se a seguir as caracteristicas do esquema integrado

para tal implementagao.

Em particular os elementos desenvolvidos serao aplicados em pro-
blemas elasticos tridimensionais, em problemas bidimensionais de tensoes e

deformagoes ou axissimétricos com carregamento axissimetrico.

Inclucem=s¢, finalmente, varios cxemplos ilustratives demonstrando

a aplicagao pritica do desenvolvimento apresentado,
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INTRODUGAO

h 0 metodo dos elementos finitos consiste basicamente em representar-—

- - - .
se 0 contlnuo por um numero de partes finitas, chamadas elementos, interconec

tados atraves de pontos nodais, normalmente situados nos seus bordos.

A forma geometrica dos elementos utilizados na discretizagao do con
tinuo pode ser variavel, tendo-se originalmente desenvolvido para casos bidi-
mensionais elementos do tipo triangular e retangular com lados retos e para

casos tridimensionais tetraedros e paralelepipedos com faces planas.

As dificuldades encontradas, ao se tentar representar formas geome-
tricas arbitrarias com partes curvas, usando esses elementos, originou a pro-
cura de elementos mais refinados, isto &, elementos que possam ter seus lados
distorcidos de uma maneira prescrita. 1R0NS(1) langou a idCia de usar-se as
mesmas fungoes pata definir deslocamentos e o sistema de coordenadas dentro

.do elemento, originando-se, assim, o conceito de "isoparametrice".

Este conceito, em conjungao com fungoes de forma de alta ordem, tor
nou possivel o uso de elementos com lados curvos em problemas bidimensionais

e com superficies curvas nos problemas tridimensionais.

Esta monografia visa produzir um sistema de programas para o proje-
to LORANE, onde, especificando-se apenas os polinomios de interpolagao a uti-
lizar, as relagoes entre deformagoes especificas e deslocamentos e a corres-

pondente matriz de elasticidade, se possa gerar automaticamente as caracteris

ticas correspondentes a elementos isoparameétricos.

Nesse esquema usa-se a integragao numerica para a resolugao do pro-

blema, fato que facilita a implementagao tanto de elcmentos simples como de

complexos.

ESCOLA DE ENGENHARIA



CAPITULO I

METODO DOS ELEMENTOS FINITOS - DESLOCAMENTOS

1.1 - INTRODUCAO

0 Metodo dos Elementos Finitos e suficientemente conhecido e nao ha

necessidade de maiores discussoes a seu respeito.
Para referencia, no entanto, apresentamos um breve resumo do mesmo.

0 primeiro passo e determinar a fungao que deve relacionar a varia-
cao dos deslocamentds dentro do elemento. Com os seus valores nos pontos no-

dais, essa fungao & normalmente da forma polinomial.

Seja § o vetor de deslocamentos em qualquer ponto do elemento, dado
em funcao dos deslocamentos nodais, assim:
T - L]
R

-~

1.3(a)

& -y v . 3
A formula acima relaciona os deslocamentos, em qualquer ponto do e~
y ‘ I -~ ~
lemento, com os deslocamentos nodais. Os elementos da matriz N sao fungoes

o e - y |
da geometria do elemento e 8 & o vetor com os deslocamentos nodais desse ele

mento.

Por exemplo, seja a figura 1, onde o elementoc "e" & definido pelos

nos i, j, k e tem lados retos.

Os correspondentes deslocamentos horizontais e verticais de um no

do elemento, no caso de tensoes planas, sao:

Culx,y)
8 = 1.1(b)
vix,y)

consequentemente

8% = < > N = _ 1.1(c)




FIGURA 1

0 continuo dividido em elementos finitos

A escolha das fungoes de interpolacgao deve satisfazer a criterios
determinados a fim de que tenhamos certeza da convergencia para um resulta-
do exato. Em geral, se requer que sejam satisfeitas as condigoes de comple-

tidade e admissibilidade, no entanto, na pratica se trabalha com -as seguin-

F

y e N g ] > A (os ol <
tes condigoes: J e o L -
a) Cormatibilidade de deslocamentos entre elementos.
b) Se os deslocamentos nodais correspondem a um movimento de cor-

po rigido, as deformagoes especificas dentro do elemento de-

vem ser nulas,

¢) Reprodugao exata dos estados de deformagao constante dentro do
elemento.

1.2 - DEFORMACOES E TENSOES

Prosseguindo na formulagao e adotando a notagao usada por ZIENKIE-



WICZ(Z), apresentamos a formula da deformagao especffi;a;
1.2(a)

s Sendo B a matriz com as derivadas de N situadas em posigoes apro-

priadas.,

As tensoes sao dadas pela relagao abaixo;

e

g*DBS& =D g 1.2(b)
D e uma matriz simétrica com as propriedades do material, e a ma-

triz de elasticidade e g, © vetor de deformagoes iniciais, geralmente defor-

magoes termicas.

- »

1.3 - FORCAS NODAIS EQUIVALENTES - MATRIZ DE RIGIDEZ

Considerando-se o Principio dos Trabalhos Virtuais e se igualando
o trabalho virtual das forgas externas com o trabalho virtual das forgas A in-

ternas obtido da integragao sobre o volume do elemento temos:

@s%)T £ = (@52 ¢ f;g"' o dv- _/; N dv- _/;glg ds) 1.3(a)

A relagao acima & valida para qualquer valor do deslocamento virtu-
al e a igualdade dos fatores deve existir. Substituindo as equagoes 1.2(a)
e 1.2(b) em 1.3(a) obtemos: '

e _ { T _ .f i _ ~(
ik D €, dv vﬂ b dv g N p ds 1.3(b)

A relagao acima & caracteristica da analise de qualquer elemento se

]
)
I
~~
%
v
=)
v
{ i A
<
L
o
1w

gundo a forma aqui descrita.

A matriz de rigidez ¢ representada por

K® = J. B' D B dv 1.3(c)

As forgas nodais equivalentes devidas a cargas de volume obtidas da
formula 1.3(b), sao dadas por:



Fé = J; N'b dv . 1.3(d)
« As forcgas nodais equivalentes devidas a deformagao inicial sao:

Pe = fBTDe dv 1.3(e)
....go N o~ =0

] . . > . -
As forgas nodais equivalentes devidas a cargas de superficie sao:!

Fe = j; N'p ds 1.3(£)

0 vetor de cargas nodais equivalentes para um elemento, deve con-
ter o mesmo numero de componentes, que os correspondentes deslocamentos mno-

dais desse elemento e estar ordenado de maneira apropriada.

1.4 = DETERMINACAO DOS DESLOCAMENTOS

A equagao 1.3(b) escrita de uma forma generica fornece a relqgao
o rd

abaixo:
F¢ = k°® ¢ 1.4(a)
Considerando” todos os elementos em que o continuo esta dividido,
temos:
e
3 ® 8% -¥% = 0 1.4(b)
n? de elem,
E a relagao final &:
K 8§ = F 1.4(e)
Cujos termos estao definidos abaixo
K - omatriz de rigidez total da estrutura em analise
§ = vetor de deslocamentos nodais da pega
F = vetor de cargas nodais devidas a cargas de volume

FE, deformagoes especificas FE e cargas de superficie Fs.
e =BG z

Aplicando um esquema para a resolugao da equagao l.4(c) calculam-



se os valores das componentes do vetor §. A partir desses valores determina

mos as tensoes principais nos elementos pela equagao 1.2(b).



CAPTTULO IT

ELEMENTOS TSOPARAMETRICOS

2.1 - INTRODUGAO

Seja o solido da figura

¥

A

A FIGURA 2

Un ponto dentro de um solido elastico linear

0 ponto P, definido pelas coordenadas cartesianas x, y, z, pode ser

expresso em termos de coordenadas curvilineas £, n e Z, ou seja:

P(:-C,}',Z) =P [K(E.H.C), }'(E.H,CJ, Z(E:Q:C)] 2.1(a)
As coordenadas curvilineas adotam nos vertices os valores ¥ 1 por.
definigao.

Se o determinante do Jacobiano nao se anular a  transformagao de

coordenadas existe.

Assim na equagao,




I - . =
N” e uma matriz em fungao de £, n e i.

e . T .
A relagao entre o sistema de coordenadas curvilineas e O sistema de

coordenadas cartesianas ¢ da forma:

T x X ]
' T
Y = BI y 2.1(b)
z z I

0 elemento sera chamado isoparametrico se as fungoes de forma da
equagao 1.1(a) e 2.1(b) forem iguais, isto e:

]
NI = EI 2.1(c)

0 elemento sera chamado de '"SUPER-PARAMETRICO" se o grau do  poli=
nomio N, usado para definir deslocamentos, for menor que o grau do polinomio
usado para definir a geometria e sera "SUB-parametrico" em caso contrario,

isto e, o grau do polinomio que define deslocamentos e maior que o que defi-

ne a gecmetria.

Todas as formulas do capitulo 1 sao validas para a formulagao dos
elementos isoparamctricos, sendo diferentes apenas no que tange as transfor-

i - _5 . s » 4T
magoes necessarias, devidas a adogao do sistema de coordenadas curvilineas

local,

2.2 - REQUERIMENTOS BASICOS PARA UMA BOA SOLUCAO

Para assegurar convergeéncia para uma solugao correta, nos vimos no

item 1.1 tres condigoes.

= . -
Os elementos que vamos adotar, e estao referidos no capitulo 3, sa-

tisfazem as tres condicoes de convergencia, o que e provado exaustivamente par
ERGATODDIUS(A).

Os polinomios utilizados foram obtidos por inspegao e seguem as con

digoes de que N, =1 no nd' i e Ni = ¢ nos nos diferentes de 1i.

0 grau do polinomio escolhido deve ser tal que defina os lados, cur

vos ou nao, do elemento referido, isto e, se o elemento tem lados definidos
e -y S | el

sefgundo a parabola do segundo grau (um no intermediario), entao, o grau do

polinomioc deve ser "quadratico" e assim por diante.

- 8 -






2.3 - FORMULACAO GERAL DOS ELEMENTOS ISOPARAMETRICOS

Consideraremos a seguir o caso tridimensional.

Definindo na forma matricial as coordenadas e os deslocamentos, te
mos as relagoes abaixo:

.

u=s N U, FN. Ut ene & NT Un

1. -1 2 2
v; N, v, + N: v + ,.. = T'V 2.3(a)
M R 2 2 ~ ~n '
we= N ow, Ny W # oes = NO W
f I | ) . eedl
as coordenadas cartesianas sao dadas por
M =N, u + N, u, + .,. = NT 2 »
. ;s 2 A ~ =0
= N + N + ¢ Ny 2.3(b)
v 171 g g - T Y &
z:= N, 2y ¥ B,y 2 % £ NT Z
SR M ) =~ =n

~ TR o
Sendo N um vetor de fungoes dependente das coordenadas curvilineas

E,nefelU,V,W,X,Y e?2 os vetores contendo os valeres nodais dos
~n’ ~n’ ~n’ “n’ ~n =~ “n

deslocamentos e das coordenadas respectivamente.

A matriz de deformagoes e dada por:

e=3 6" 1.2(a)
com
€, Ju/x W
3
®y vly
€ aw/
g = < o > = j 2 > 2.3(C)
Txy y au/z # av/x
Yz au/z + awfx
L Tyz | vz Puy |

_10_



aN’ ;
. EN 2 2
X
N’
; 0 - 0
y
aN"
. 9 9 T
B = z 2.3(d)
3§T agT
N 3 9
y X
Ny 3N’
Dl B
2 X -
an' aN"
- TS -
Z y -
- u "'II
~[1 |
e L
6 = < v 2 3 (0)
re ~N .
Yn

~

As relagoes diferenciais existentes entre o sistema de coordena-

. ] . - ™
das cartesianas e o sistema de coordenadas curvilineas sao dadas por:

dx = BF dEg + o dn + Yz dc.
dy = 2 d¢ + b dn + Chd dg 2.3(F)
o an 3g
_dz 4 L 0z, 32
dz 3E ds + 5 dn + Y dg

Que matricialmente eo:



ou

sendo

ax/3¢E

dy/ 3¢

9z/3¢k

-BE/Bx
35/ a3y

9t /5z

ax/on
dy/an

3z/9n

on/ ax
an/dy

an/oz

18

ox/oC

ay/az

9z/9r

ar/ox

3g /3y

- 3L /oz

X, ¥y e z sera dada em termos §, n e por:

-.12..

2.3(g)

2.3(h)

2.3(1)

2.3(3)

De 2.3(d) concluimos que qualquer derivada de fungao em termos de



dice 1.

6 x 3 NP, sendo NP o niimero de nos do elemento, para o qual se esta

9F /0x "L oF / 3¢
oF/ay b = 375 & aF/an 2,3 (k)
oF /3z . OF/3¢g
Logo, temos:
v [ sal® K [ P 1
N/, aN fag
T =1 oo |
VN 7= 3T g AN 2.3(1)
T e i
“BN /32 I 8 oN /UC |
A matriz Jacobiano e seu détenminante estao calculados’ no apen-

A -matriz de rigidez k%, & calculada da equagao
ke = fﬂ ﬁT
- v —

A matriz B ¢ calculada de acordo com 2.3(d) e sua ordem e de

D B dv 1.3(c)

calcu-

lando a matriz de rigidez.

A matriz D e a matriz que define a relagao entre as tensoes e as

deformagoes espc~ificas, & a matriz de elasticidade(s)l

mas

tegral,

Caleculando=se um elemento diferencial de volume temos:

dv = dx dy dz 2.3(m)

dx dy dz = (det {) d¢ dn dg 2.3(n)

A relagao acima & encontrada em qualquer livro texto de calculo in

...13_



Substituindo 2.3(n) em 2.3(m), vem:
dv = (J) dg dn dg . 2.3(0)

E finalmente temos a matriz de rigidez, para elementos finitos iso

parametricos, definida a seguir:

k" = f gl DB |J|dgdndg 2.3(p)
v

2.4 = INTEGRACAO NUMERICA

A integral da formula 2.3(p) poderia ser resolvida algebricamente,
mas somente para os elementos mais simples seria facil, aleém disso, um erro
neste tipo de integragao ¢ dificil de ser determinado, existindo ainda o fa-

to de que a integragao algcbrica e particular para cada elemento,

Para evitarmos os problemas citados acima e com o fim de acelerar-
mos a formulagao e a programagao adotamos, para resolugao de todas as inte-

grais que se apresentam no presente trabalho, a integracao numérica.

Para os elementos isoparametricos adotamos como limites de integra

gao os valores =-1 e 1, isto e, o intervalo de integragao sera entre -1 e 1.

As integrais que se apresentam neste trabalho sao:

1
J‘ F(x) dx

=]

1

=1

1 1 Fa
j' J j F(x,y,2z) dx dy dz
-1 -1 -1

CELIBERTO(IA) reuniu cerca de 11 formulas, "gaussianas produto", e

"nao produto'", em um procedimento de calculo que fornece o valor exato de

o JR. -



qualquer uma das integrais indicadas acima, se F for um polinomio de grau

conveniente.

0 resultado das integrais dadas em 2.4(a) -foi aproximado para

1 n
= ¥ W, F, 2.4(b)
' k . Ul
i=1
onde
k - @ um numero inteiro, usado a fim de reduzir o efeito de pro
gramagao dos erros de truncamento e '"roundoff".
wi -~ & o coeficiente (peso), associado ao valor de F no ponto de

integragao designado por i, com i = 1,2,...n.

Uma das vantagens de usarmos a integragao numerica e a versatili-

dade que ela proporciona ao programa de Eumputagao, por exemplo:

podemos usar diferentes elementos para resolver uma mesma estrutura, deter-

minando qual o elemento mais eficiente, sem nenhum algebrismo adicional,

Outra vantagem da integracgao numerica associada a geragao automa-
tica das fungoes de forma é a facilidade de determinarmos erros, pois normal

mente & suficiente verificar se os polinomios utilizados satisfazem as con-
" digoes do Item 2.2,

2.5 - MODELO DOS ELEMENTOS ISOPARAMETRICOS

2.5.1 - INTRODUCAO

Nesta segao daremos a representacao dos  elementos isoparametrico
- . -~ -t -«
a serem usados e a definigao do vetor N usado nas formulas do item 2.3, de

acordo com os polinomios de interpolagao.

0 elemento isoparamétrico & um quadrildtero ou hexaedrico de lados
arbitrarios no espago das coordenadas cartesianas e uma figura de lados bem

definidos no espago das coordenadas curvilineas.

Os polinomios apresentados a seguir saoc gerados automaticamente,es

se fato permite sem maiores problemas a introdugao de novos elementos.

_15...



2.5.2 - ELEMENTOS TRIDIMENSIONAIS

2.5.2.1 - HEXAEDRICO LINEAR -> ILS

» Y
FIGURA 4
Isoparamctrico Solido Linear
T = w0 b
0 vetor N e definido por .
N, = % (L+ 68 )0 + (L + £gy) i =1,...8 2.5.2.1(a)

- 16 -



2.5.2.3 - HEXAEDRICO QUADRATICO - IQS

FIGURA 5

Isoparametrico Solido Quadratico

0 vetor §T e definido por,

a) Nos dos Vertices (1,2,3,4,13,14,15,16)

1

b) Nos Intermediarios

b.a) (9,

Nt
1

b.b) (5,

N.
1

b.c) (6,

Nl
1

10,11,12)

=3 A -eHa+m)a

7,17,19)

8,18,20)

=3 0 -+

17

&

-+

&)

nni)

1
N, = 'g (1 * gii)(l * nni) (1"" CCi)(EEL + m‘l]-_ . L

1+

1+

1+



2.5.3 = ELEMENTOS BIDIMENSIONAIS

2.5.3.1 = QUADRILATERO LINEAR - IQL

> 4

FIGURA 6

Quadrilatero Linear

0 vetor §T e definido por:

3 1 .
No= gz @+ 8200 + mny)

2-5.3-1(3)
pa

fpmy =-1

2.5.3.2 - QUADRILATERO QUADRATICO - IQQ

0 vetor §T e definido por:

a) Nos dos Vertices

s 1
.\\‘ 1 = . i =
\\['\('Lf——-—'j,\) TR Egi? g L Rpai®
- +
‘t;i’ ni =~ 1

- 18 -




-

FIGURA 7

Quadrilatero Quadratico

b) Nos Intermediirios

b.a) (5,7)

N = (L ) A - €D

b.b) (6,8)

1
NJ.. = '2" (1 + Eagi)(l i ﬂz)

i+

..19_

2.5.3.2(a)



2.5.3.3 = QUADRILATERO CURICO - IQC

P <

FIGURA 8
Quadrilatero Cubico
a) Nos dos Vertices

1 i 2 2 5
Ni. - 32 L+ E;Ei.)(l h nni)[‘ 10 + 9{e™ + 1) e 1,2:391‘

+

Egps =l

b) Nos Laterais

b.a) (7,8,11,12)

9 2 .
N, =35 (0 =)@ + £8,)Q + 9n,)

+ +

b.b) (5.6;9,10) 2.5.3.3(a),
N, = 2= (1 = E2¢L + nna) (1 + BEE.)
T 32 1 1

+
ﬁi = =1/3, n, = -1

- 50 -



2.6 - FORCAS NODAIS EQUIVALENTES

2.6.1 .~ INTRODUGAO

. . . -+
Analisarcmos tres tipos de carregamentos, nos quais o contlnuo a

ser mapeado pelos clementos isoparametricos, pode estar submetido.

Todos esses carregamentos devem ser convertidos para forgas no-
dais equivalentes, para o que as equagoes dadas no item 1.3 sao suficientes,

bastando particulariza-las para os elementos isoparametricos.

Todas as forgas aqui consideradas podem ter uma distribuigao varia

r . * . o
vel, de acordo com a superficie, por exemplo, se for uma superficie quadra-
tica, a distribuigao das forgas externas tambeém sera quadratica e seus va-
lores, ao longo da superficie, serao obtidos por interpolagao a partir de

seus valores nodais.

2.6.2 - FORCAS DE SUPERFICIE

A distribuigao das forgas ao longo da superficie do elemento sera

expressa com 0Ss mesmos polinﬁmios, usados para interpolar deslocamentos e ge

ometria.

Por exemplo: na figura ~h-ixo o valor da carga p na diregao x ao
Tongo, digamos, do lado de um "IQQ" serd dado por ‘¥;

X wl L ) Nz * Py H4 =N p 2.6.2(a)

o forga por unidade de comprimento ao longo do lado.

YJVA

[ -
!

X ,W

FIGURA 9

Forgas aei- "o lateralmente

-

- 21 - *BLIOTZO;




Se tivermos a face de um "IQS" o vetor N sera dado pela formula

2.5.3.2(a), ou seja, & determinado pelos polinomios para o "IQQ". Figura 10.

Az

0| ‘//——+-n
(4——0‘?

=

FIGURA 10

Face de um Isoparametrico Solido Quadratico

Da formula 1.3(f) temos:

F¢ = Jﬁ LIp ds 1,3(£)

-»p —~
3
onde:
N 0 0
I .
N© =0 N 0 2.6.2(b)
o 0 N

e p © vetor contendo as intensidades nodais das for;as externas por unidade

de area. Lembrando 2.6.2(a) teremos p representado de acordo com:

- 22 =



T e
N" P,
p= N p® p 2.6.2(c)
] I =
NT e
-..~ e e3
~ ; .
fm N ds 0 0 P
§ ~ ~ ~ ~ £S5
FS = 0 fNNT ds 0 J po b 2.6.2(d)
~p ~ s ~ ~ ~ ~y
0 0 Jr N i’ ds pe
i ~ ~ § ~ ~ IR

m
o

Onde o elemento de area ds

4

modulo do produto vetori
> > -
al df x dn e e expresso por:

"

ia '_{ [(D 332 « (Vpae)? « (P%paey ] x| (Va2 v Yamy? +
) 21 1/2
VA

+.a_ﬁ+?§ Idﬁdn

o
<
(<%

. (azmn)z} ~ L%}%“ % " _'g_;é 2.6.2(e)

Todo o problema reduz-se a calcular a integral abaixo

1
j f NN ds 2.6.2(f)

Sendo os elementos do vetor N polinomios de interpolagao bidimen—
sional.

2.,6.3 - FORCAS DE VOLUME

Sao forgas que aparccem devido ao peso proprio, magnetismo,etc. Se
P I prop ) 1z s e

guimos o mesmo raciocinio do Item anterior, apenas que a formula basica e

SR

Se b for forga de peso proprio ela @ constante e entao,

23 =



e ~
P gx
L] g y
p B
p = densidade do material
gi, g;, gz - aceleragoes constantes de pravidade em tres diregoes, valo
res nos nos
— - r e ~
N dv 0 0 P g
~ ~ -~ X
v
¢ = 0 fN dv 0 4 p ge S 2.6.3(b)
v
e
L 2 g f‘:‘. 9 | P8y

Onde dv & o elemento de volume dado por

dv = |J| d& dn dg 2.3(0)

_resumindo-se entao:

i i a%
f§ dv =J J f N |J| dedndg 2.6.3(c)
¥ T |

Usando-se o polinGmio de interpolagao para o caso tridimensional.

2.6.4 - DEFORMACAO TERMICA

A equagﬁo 1.3(e) fornece o valor das nodais equivalentes para o Qg

so de deformagoes especificas.

e - T
Eeo = f o dv 1.3(e)

v

1=~}
1o
M

- O



- - -~ '-l
Onde g0 & o vetor que contem as deformagoes especificas.

X0

byl

yo

z0 '
e = 5 L 2&6.4(3)

Se as deformagoes iniciu.s surgirem devido a variagao de temperatu

4
ra temos ,:.

e =4 3 2.6.4(b)

a 0O
Xz

a8
“ Yz =

Onde os a's sao os coeficientes de expansao termica nas diregoes

respectivas e 0 o valor da temperatura em um ponto de coordenadas(f, n, ).

Como trata-se de um solido arbitrario, temos seis componcntes de de

formagio

0 sera expresso em termos de seus valores nodais,

LU
8 = Nlel + N202 * e m N 2.6.4(c)

e .
6~ = vetor de temperaturas nodais.

-

_25_



A formula final, para a obtengao das forgas nodais equivalentes, e
obtida substituindo-se todos os valores aqui determinados na equagao 1.3(e)

e lembrando que dv & dado pela formula 2.3(o), temos:

[N N AN 1 |
J 0 0 il il 2 " W
X y 2z &
| 1 y
Fe = ,f J J‘ 0 %ﬁﬂ 0 %ﬁ— 0 %E— D <% > (8% dv
~£0 - —~ & ~ ~ -~
- y % 2 Lo
-1 =1 =1 Xy
5 o M, N o xz 2.6.4(d)
L2 2 9 & 9 T o,
Z X y ~ yz

e - - ~ E, .
0 vetor Feo tera tres componentes: na diregao do ecixo x, do eilxo

y e do eixo z.

2.7. - DETERMINACAO DAS TENSOES

Determinamos pela equagao 1.4(c), os deslocamentos nodais do con=

tinuo e aplicando a seguir a equagao 1.2(b), determinamos as tensoes:

N

Como B nessa equagao depende das coordenadas curvilineas £, n e g,
as tensoes serao Eunqaes de £, n; D
Na cquagao

8 =03 1.2(b)

HE-2
!

(=
)
[=]

o ultimo termo sO6 existira quando houver deformagao inicial.

5 i % 5 - -
A matriz de elasticidade™, que e fcrmada em termos do modulo de e~
lasticidade E e do cocficiente de Poisson v, nao requer tratamento especial
da computagido, sendo normalmente fornecida. No apendice 2 esta listada a ma

triz de elasticidade D para um elemento tridimensional isotrdpico. .

De acordo com a pratica usual, determinamos as tensoes nos nos dos
elementos. Em nos comuns a diversos elementos, os valores das tensoes nes-

ses nos sao dados pela meédia dos valores individuais das tensGes dos elemen-

tos concorrentes.

- 26 -



As seis componentes do vetor tensao sao:

xy

Xz

[ 'yz .

Uma formula mais geral que 1.2(b) e:

. g=D (e g ) +g,

para o caso de termos tensoecs iniciais,

- 27 =
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CAPITULO IIL

t

ELEMENTOS ISOPARAMETRICOS APLICADOS A TENSOES PLANAS E DEFORMAQﬁES PLANAS

3.1 - INTRODUGAO

Os problemas que vamos abordar seguem as relacoes basicas des-

critas ao longo do capitulo 2 para os solidos.

Consideremos apenas duas componentes de deslocamentos, u na di-

regao x e v na diregao y.

‘z,w

P S

/A |
j I

#
&

FICURA 11

_— Elemento Bidimensional
3

As forgas de volume e de superficic sao planas e indenpendentes
de z e nao existem forgas atuando sobre os lados paralelos ao plano xy.

Consideraremos tres componentes de deformagoes especificas, a-
quelas do plano xy.

No estado plano de deformagoes, a tensao g, na diregao dos an-
gulos direitos do plano xy nao & zero, apesar de considerarmos a deforma- .
¢ao nessa diregao como nula, contudo nao contribui para o trabalho inter-
no, por isso a desconsidéramos e, se desejarmos calcula-la, basta usarmos

o~ e = ! bl ] .
a correspondente relacao entre tensoes e deformagoes especificas no fim

de toda a computagao.

_28_



3.2 - FORMULACAO

Os clementos isoparamatricos a serem usados na resolugao dos proble
mas bidimensionais serao os elementos dados no tem .2.5.3 e para facilitar re

unidos na figura 12.

0s deslocamentos nodais sao:

¥
ée = ‘ 3.2(a) ou ée a < % 3.2(b)
v
2

V -

-~
"3
)
! -

as coordenadas e quaisquer outras quantidades sao expressas em fungﬁo de £ e

n apenas, entao:

= N =
u Nl l.ll R 112 u2 + - E En
T
= N + aia,
v 1 vl N2 v2 + N Eu
e
x=N, x, + N, x, + . = NT X
1. =k 2 2 B = =
yeN y. +N, y. + ... = Ny !
 § 1 2 *2 ~f;~%; .

Onde N e um vetor de fungoes dependentes apenas das coordenadas
curvilineas - £ e n.

- 29 =



FIGURA 12
Elementos Isoparametricos Bidimensionais



A matriz de deformagoes e:

. - § EE
Ex W ax
= € > < -a—v
2 i y oy
; du, dv
L Xy L 9y ax -

e B agora em fungao de £ e n apenas

As relagoes diferenciais entre o sistema de

nas e o sistema de coordenadas curvilineas sac:

Al

31{ — .
o
b ay

X ax
\
9y ay
d = — .
y 3¢ % an dn
matricialmente,
- r e
| q [ x %
x| ¢E an
] = J
d 9y 9y
y of an

- 31 -

3.2(e)

3.2(f)

coordenadas cartesia--

3.2(g)



9E -n an  ~n
aN oN -
= d
;, y-n on In n
- I""- -

lel 7 1]

com

ag/ax 3”/ax

E]F,/ay I]r]/ay

e por analogia com 2.3(k) temos:

A T ST,
M/ ax LT
<| > = ] < > 3.2(k)

T
Ny

T
N
L \8~ fan

- -

No apendice 1 estid a forma explicita do jacobiano Inverso e de seu

determinante. 0 jacobiano desta Eransformaqio ¢ uma matriz de ordem 2x2,
\

A matriz de rigidez ¢

Kk® =f B’ DB t d(area) 3201
A

Sendo B calculada pela expressio 3.2(f) e com ordem de 3x2 NP,on

de NP e o numero de nos de um elemento.

A matriz D, matriz de elasticidade, sera assunto de um item pos

terior e finalmente t & a espessura do elemento.

.32—



Considerando um elemento diferencial de area temos:

’ dA = dx dy 3.2(m)
e
dA = |J| dg dn 3.2(n)
logo
K® = f BT pB e |J] dEdn 3.2(0)
A

Supondo que a espessura nao seja constante, obteremos o seu valor
em qualquer ponto do elemento a partir dos seus valores nodais por interpola-

¢ao, sendo N mais uma vez o polinomio interpolador a ser usado, ou seja:

_ = T e
t =N, t1+N2t2+... Nt 3.2(p)
%y
e
t% = 9 t2 s 3.2(q)
|
I
- ]

Onde t

1* Eos e sao os valores da espessura nos pontos nodais do

elemento.

Com isso 3.2(0) (ica:

1 |
K =f j. El D B (le t%) |J| dg dn 3.2(x)
-1 =1

Resolvemos por integragao numérica de acordo com o item 2.4 e -as-
sim, o fato da espessura ser variavel, nao & um problema muito grande. Se os
valores da espessura nos pontos nodais forem iguais, significara espessura
constante, nao sendo necessiaria a interpolagio e com isso usa-se a equagao

3.2(0) ao inves da equagao 3.2(r).
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3.3 - FORGAS NODAIS EQUIVALENTES

3.3.1. - FORCAS AGINDO SOBRE OS LADOS DOS ELEMENTOS

y,v A

FIGURA 13

IQL submetido a forgas laterais

As forgas laterais sao interpoladas a partir de seus valores no

dais, pelas mesmas fungoes de interpolagao usadas para deslocamentos.

Particularizando a equagao 1.1(k), a fim de integra-la ao longo

de uma linha, temos:

= j N'p d(linka) 3.3.1(a)
L
Sendo
N 0 .
: |7 2
N = 3.3.1(b)
0 N

e p o vetor de forgas por unidade de comprimento, contendo as intensida~

des nodais multiplicadas por N, isto a:

—~

= B -



7
N
~ =X
= o & g 3.3.1(c)
T @ ‘
N
N opy
Logo
— T I _ B &
f?& ' a, 9 >
Fe = > 3-3-1(d)
o j
T e
0 f@ﬁ a| | %)
L L H,

0 polindmio de interpolagao N & unidimensional, ver segao 2.5.3,

particularizado para o lado do elemento onde age o carregamento.

0 valor de d; ¢ obtido de qualquer livro de matematica aplicada;

a = &2+ »Hl2 g 3.3.1(e)

x' e y' sac as derivadas de x e y em relagao a £ ou n e dl sera dE

ou dn conforme £ ou n sejam constantes para o lado em questao.

Por exemplo: para a fig. 13 d, ~para o lado 2-3 sera dado por

1/
oxX 2 ] 2 2
dL=[(§H) + (5%) ] dn 3.3.1(F)

3.3.2 - DEFORMACAO TERMICA

As forgas nodais equivalentes devidas a deformagoes especificas sao
dadas por 2:

e T i
Eco = .f B'D t dA 3.3.2(a)
A

.....35-.



Sendo gq o vetor contendo as deformagoes especificas

,
exo WL
- 3.3.2(b)
27T fyo
Yxyo J

Quando as deformagoes iniciais sao devidas a variagao de tempera-
tura, nao temos tensao de corte para o caso de expansao térmica, devido a

propriedade do material isotropico, entao o vetor de deformagoes especifi-

cas fica:
-~ ™
a 0
1 X
Eg = 9 a8 3.3,2(¢)
.- y r
0o
a, e ay - sao coeficientes de expansao térmica nas direcces x e y res-

pectivamente, supondo um elemento bidimensional linear arbi-

trario.

8 - @ o valor da temperatura em um ponto de coordenadas (£,n) e obtido em

termos dos valores nodais, ver segao 2.3.4

Assim a equagao 3.3.2(a) da maneira mais geral &

T
1 a1 | o N o
e x0T Yy . T e, T.e
Peo = i D 9 a (6% (' t®) 3.3.2(d)
L e N~ oN | T Y e T
S Bl 0
y  °x

.

O elemento de area dA & expresso pela equagao

dA = |[J| d&dn 3.2(n)

- W



3.3.3 - FORCAS DISTRIBUIDAS DE VOLUME

Normalmente o elemento estara sujeito a forgas nas diregoes dos ei

X08 x e vy, se essas cargas forem constantes temos:

b 3..3:3¢a)
s

Substituindo na equagao 1.3(d), seguc-se:

bf N dy dy 0 b

< > 3.3.3(b)

j,\ N dy dy b

i -y

1 1
J Ndydy = J N |J]| dédn 3.3.3(c)
. -1 -1

A formula acima sera resolvida por integragao numerica.

1O

com

Se as cargas de volume nao forem constantes, deveraoc ser
ladas e a formula 3.3.3(c) fica:

1 1 #
Jq J N N© |J| dedn 3.3.3(d)

interpo-

Os polinomios a serem usados sao os do caso bidimensional.

_3?._



3.4 =~ DETERMINACAO DAS TENSOES

A tensdo para o caso bidimensional terd apenas tres componentes:

d 3
a
X
g = < g > 3.4(a)
L y
T
e xy -

Por definigao as tensoes sao constantes dentro do elemento e se-
rao determinadas para os pontos nodais desse elemento e calculadas a partir

da formula basica.

c=D3B§ =D €o 1.2(b)

A matriz de elasticidade D esta listada no apendice 2 para o ca

so de materiais isotropicos, para tensoes planas e deformagoes planas.

-9 -



CAPITULO 4

ELEMENTOS ISOPARAMETRICO3 APLICADOS A ANALISE DE TENSOES
EM SOLIDOS AXISSIMETRICOS

4,1 - INTuonugﬁo

Resolvemos analisar as tensoes nos corpos de revolugao submetidos

a carregamento axissimétrico com elementos isoparamétricos, devido ao seu

consideravel interesse de ponto de vista pratico.

Matematicamente o problema ¢ bidimensional,

-

. - 2 e
Devido a simetria, dois componentes de deslocamentos sao

| Z(w)

e r(u)

FICURA 14

Elemento Isoparamétrico em um Solido Axissimeétrico

suficientes para definirem completamente o estado de tensoes ¢ deformagdes
planas.

Na figura 14 temos um sdlido axissimétrico, onde r & a coordenada
radial e 2z a coordenada axial de qualquer ponto, sendo u e v, respec-

tivamente, os componentes do deslocamento desse ponto nas diregoes r e z.



Neste caso teremos quatro componentcs de tensoes e como Veremos
a quarta componente & justamente a diferenca entre a situagao axissimetrica

e a de tensoes e deformagoes planas.
Os polinomios definidos no item 2.5.3 sao novamente usados aqui.

Convem salientar que a integragao numérica sera feita ao longo do

anel formado.

4,2 = FORMULAGAO

Sendo um problema abordado do ponto de vista bidimensional, os e~

. - . - -
lementos isoparametricos sao os do item 2,5.3.

Os vetores com os deslocamentos e¢ as coordenadas de um ponto qual

quer no interior do solido de revolugao serao dados por:

T

u=N u
~ ~n
C 4.2(a)
v = NT .S
~ ~n
r = NT T
~ ~n
4.2(b)
2 = NT Z
~ ~n

E seguindo o desenvolvimento idéntico ao de tensoes planas e de-

formagoes planas, o vetor de deformagoes especificas tera quatro elcmentos.

av
EZ =
JdZ
5 3u
ar ;
E = . > = < " > {{-2((:)
| €8 —
| r
i
| Bu Jv
! —
L TEE iz or "
i N i



AZ

FIGURA 15

Tensoes ¢ deformagoes em Solidos Axissimetricos

A matriz que relaciona deformagoes e deslocamento na formula:

e =B § 1.20(a)
e,
i An T -‘
wlo
vz ~
3 aN"
~ ar
B = ' 4,2(d)
0 "
~ T
(N rn)
5iF oY .
G ¥z i

0 vetor de deslocamentos § esta explicito na equagﬁo 3.2(a)

As relagoes diferenciais entre o sistema de coordenadas axial e ra-

dial z e r respectivamente e o sistema de coordenmadas curvilinear £ e n-

_[']_..



sao

dr = — df + — dn
. 9 9 4.2(e)
0z az
dz=§€dg+ and

Ou na forma matricial, ja com a substituigao de r e 2z pelos seus
valores em 4.2(a), temos

" = -l
T T
aN ol
o o rn an rn
Z i 4.2(£)
i o
o '’
dz Yl z o z,

0 que nos leva a uma relagao quase identica a 3.2(i). Seguindo o
mesmo caminho obtemos a relagao

s r
a§i/3r f 3§T/aﬁ

> = J 4-2(8)

oN' /2 N /g

. "]. - - i - -
A matriz J ¢ a mesma do caso bidimensional e esta determinada no

apendice 1.

A matriz de rigidez, cuja integral de volume ¢ ao longo do anel for

mado pelo material, ¢ derivada da hqunqﬁn geral 1.3(ce)
e 1
k™ =21 .f BDBr drdz &.Z(h)

Onde B e a matriz obtida em 4.2(d) e de ordem 4 x 2 NP.

-

Substituindo os valores determinados nas equagoes anteriores

temos
a relagao final

, 1 1
t_g‘" =29 J. V( gT D B (ET r)|J|dE dn 4.2(i)
1 -1 _

_42...



4.3 = FORCAS NODAIS EQUIVALENTES

4.3.1 - FORCAS AGINDO SOBRE 0S LADOS DOS ELEMENTOS

Por analogia com o item 3.3.1, a forga nodal equivalente devida a

essas forgas &:

g§ = 2 ‘IIJ‘ NT p r d(LINHA) 4.3.1(a)
L
com -
NT po ]
o - |
P = j 4.3-1(1})
N T
N
L = %

O vetor p contém as intensidades nodais das forgas externas, mul

tiplicadas pelo vetor N, particularizado para o lado do elemento onde age o
carregamento.
Generalizando, temos:

4
-— =

ZﬂfNNT(NTr)dL 0 pt
~ ~ ‘= =n ~ x
e

.

F- = L 4.3.1(c)

o

1o
-
AS

0 valor de dL e expresso pela cauagao 3.3.1(d).

4.3.2 - TFORCAS DISTRIBUIDAS DE VOLUME

Sao forgas que aparecem devido ao peso proprio, forgas centrifugas

em maquinas rotativas etc, forcas por unidade de volume do material.

A equagao

o= f N'b dv 1.3(d)

adaptada ao caso axissimetrico, fica

F, = 279 f b ¢ dr dz 4.3.2(a)
A

iy



Se b for o peso proprio do material, sera constante e teremos

)

b = > 4!3.2(‘})

S

p - densidade do material

g e ge - aceleragoes constantes da gravidade nas diregoes z e r res
r

pectivamente, valores nodais.

Substituindo em 4.3.1(a)

—~ 1 = e =
.f N r drdz 0 p gz
A

FE = 29 < 5 4.3.2(c)

0 .( N r drdz 9 gi

- A

= " ']

com

k o
uf : ‘j N (gT En) |£| dg dn 4.3.2(d)

= i |

vf N (F r )drdz
BLE

Qualquer outro tipo de forga de volume pode ser analisado da mes—

ma forma tendo-se em mente que haverao duas componentes, uma na diregao de

z (axial) e outra na de r (radial).

4.3.3 - DEFORMACAO TERMICA

Novamente da equagao 1.3(e) obtemos

& = 27 [

1 J §T D go r dr dz 4.3.9(a)
A

As componentes da deformagao inicial sio
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5:Z('.ll j
' E
ro
€ = < > !‘ . 3-3 (b)
~0
00
— ero =

0 caso mais comum & o de variagao térmica e para um material iso-
tropico o vetor de deformagoes, devido a variagao térmica em um material es-

tratificado (fiberglass), @

g :
@ 0
z
T
& W o& K > 4.3.3(c)
~0
o 0
r
L o .

Sendo «, e a coeficientes de expressao térmica na diregao a-
xial 2z e na diregao radial 'r respectivament e, 6 a variagao de tem-

peratura em um elemento, ver segiao 3.3.2

Assim,ficamos com

T T 3 %
Az ~ %e
‘F
aN o
1 $ | 2 3, o
‘EE(} = 2 ‘ilj j < . . D < 7 ([ilgc) (l'ﬁ_Tj'n) drdz
=1 =1 o} o ~ (’i‘.r .
~ ~n
anT ot
i — 0
L BRE L

Onde dr dz e expresso por |J| d& dn
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4.4 -~ DETERMINACAO DAS TENSOES

As tensoes para o caso axissimetrico terao quatro componentes

’ .
Ty
%
o = < > 4.4 (a)
%
~ Tz -

As tensoes sao determinadas nos nos e no centro do clemento.
‘A formula 1.2(b) e usada uma vez mais.

A matriz de elasticidade D para o problema axissimetrico esta lis

tada no apendice 2.

Para os nos entre elementos, as tensoes sao determinadas  através

de sua media.
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CAPTTULO V

EXEMPLOS DE APLICAGAO

5.1 = INTRODUGAO

Com a finalidade de se determinar a convergencia dos resultados
conseguidos nos exemplos, fizemos diversas comparagoes. Os valores ob-
tidos com os elementos para tensoes planas foram comparadbs com os da teo
ria de vigas.

A solugao obtida para o caso axissimétrico foi verificada  com
o auxilio de um clemento para cascas axissimetricas. Os valores produzi-
dos pelos elementos tridimensionais foram comparados com valores analiti-
cos e com os obtidos pelo STRUDL.

Apos apresentamos a resolugao de um caso pratico, com elementos
quadrilateros simples e quadraticos.

‘Deve-se notar que os exemplos apresentados 520 apenas parte dos
testes feitos, em particular, salientamos que os resultados obtidos com
os elementos implantados foram verificados em detalhe com exemplos resol-
vidos por outros sistemas e os resultados coincidiram, o que sugere a exa

tidao da implantagao da familia de elementos isoparamotricos no  sistema
LORANE.

5.2 = CONVERGENCIA DOS ELEMENTOS PLANOS

5.2.1 - TENSOES PLANAS

Para avaliar as caracteristicas de convergencia dos elementos
planos se tomou o exemplo indicado na figura 16.

Trata-se de uma viga engastada-livre, com carregamento triangu-
lar, a qual analisamos com tres elementos diferentes e malhas de diversas
densidades.

O problema foi analisado utilizando-se os seguintes elementos
para o estado plano de tensoes:

- quadrilatero finear IQL.

- quadrilatero quadratico 1QQ.

quadrilatero cubico IQC.

. . . A - -
A figura 16 indica as caracteristicas do problema e as fipguras

17 e 18 mostram as distintas malhas utilizadas na sua solucao. A figura
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Malhas utilizadas no exemplo, IQL

- B e i




& o <
N o "] ] Lo ]
0 c' [ c > )
rb-—._n_.._._‘-L) el - b Y
¢ }
(el eme— n F , Y [ o Sa—, S—
r -
[ T o T—— . 1 —e e
P & O Y et D by

3////77//7277357 TS 77T PIIITIIIIT Y 7777 //’?777

5 6 7 8
00 O dem B iy o e gy
L] f
) o
(s Q 2 B el iy S N
—_— T —) J
7
o~ A s e T, G
o ¢
CTIITIITIITII? TV 7 Z77 7’7 77T V7

9 10 11

FIGURA 18

Malhas para o IQQ e 1IQC
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19 corresponde aos deslocamentos do bordo livre obtido com os diferentes
elementos, para cada uma das malhas consideradas. Nesta mesma figura in-
dicam-se, tambem, os valores correspondentes aos da teoria de vigas, sem
levar em conta o efcito de corte ¢ os determinados pelos elementos retan-

gulo simples, TRL, e triangulo simples, TTL.

Segundo esses valores, pode-se ver que o quadrilatero linear IQL
produz os valores mais distantes da solucao analitica, inclusive para uma
quantidade consideravel de elementos.

Os elementos de maior ordem, isto &, os quadrilateros IQQ e IQC,
produzem bons resultados inclusive para malhas grosseiras.

Valores anteriormente obtidos com esses elementos, levam-nos a
concluir que o valor exato do deslocamento no bordo livre seja ao redor de
107. Observamos que o resultado obtido para a malha 9, IQC, ultrapassa o
valor exato, fenomeno devido scguramente a problemas de instabilidade nume
rica.

Os resultados encontrados indicam, que os elementos de ordem su-
perior sao os mais adequados para a solugao de problemas relativos a vigas
sob efeito de corte, ja que com poucos elementos se obtem resultados aceir
taveis, o que permite evitar o tratamento de grandes sistemas de equagaes.

A figura 20 mostra os valores das tensoes obtidas sobre o bordo
esquerdo da viga. Os resultados correspondem as malhas 3, 7 e 10, com os
elementos IQL, IQQ e IQC respectivamente. Tragamos graficamente, tambem,
os resultados conseguidos com o TRL e TTL para a malha 3 e t. de vigasl ¥

Os resultados indicam um comportamento similar aquele dos deslo-
camentos. Novamente, sao os clementos de ordem superior que produzem oS
melhores resultados, ainda que para eles notam-se certas perturbagoes no
bordo livre.

Note-se que, salvo nessas zonas, para efeitos praticos existe u-
ma quase coincidencia entre os resultados produzidos pelos elementos de
ordem superior e as tensoes determinadas pelas formulas de flexao da teo-
ria técnica de vigas.

Como complementagao a figura 21 mostra o tempo de computacgao te-
querido pelas diversas malhas, para a obtengao da solugao.

O processamento se realizou mediante a utilizagao da linguagem

LORANE, em um computador Burroughs B-6700.
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Conforme indica é figura 21, o elemento IQL, para resultados com-
paraveis, requer um tempo de solugao consideravelmente maior que os elemen-
tos de ordem superior IQQ e IQC. Isto sugere que os elementos quadrilate-
ros de ordem superior sao mais adequados do ponto de vista de eficiencia do
processo por computador, que o quadrilatero linear.

Concluimos tambem que o elemento IQL ¢ TT1 sao equivalentes,pois,

dao resultados aproximadamente iguais.

5.2.2 = SOLIDO AXISSIMETRICO

0 estudo da convergencia dos elementos planos para tensoes axis-
simetricas foi feito atraves da comparagac de resultados destes com os de
um elemento tipo tronco-conico e cujo nome na linguagem LORANE & CAXR2.

0 reservatorio da figura 22 foi analisado, utilizando-se os ele-
mentos IQL e IQQ para as malhas 1 e 2 da figura 23.

JO's resultados obtidos, para os deslocamentos dos pontos situddos
no meio da parede do reservatorio, estao representados no grafico da figu-
ra 24. Tambem estao representados graficamente os valores para o elemen-
to CAXR2. Como vemos o elemento IQQ e o elemento CAXR2 apresentam deslo-
‘camentos aproximadamente iguais, o que nos leva a concluir, em principio,
que os deslocamentos reais da linha media da parede do reservatorio pos—
suem essa ordem de grandeza.

O tewpo total de analise com o clemento CAXRZ foi de 27,52 se-
gundos para uma malha com 41 nds, o do eclemento IQQ fol de 17,24 sepundos

para uma malha com 53 nos e o do elemento 1QL foi de 09,84 segundos para

uma malha com 63 nos.
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Malhas utilizadas no exemplo, IQL e IQQ
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Resultados obtidos, deslocamentos da linha media
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5.3 - ELEMENTOS TRIDIMENSIONAIS

Considerou-se uma viga de secgao retangular, submetida a momentos
na sua extremidade livre. .

A malha utilizada para o solido linear, ILS foi a mesma usada pe-
lo elemento IPLS do sistema STRUDL.

Na figura 25 estao representados a malha ¢ as condigoes de  con-
torno.

0 solido quadratico, IQS foi comparado com o scu correspondente m
sistema STRUDL, IPQS. Na figura 26, desenhamos a malha usada. As condi-
goes de contorno foram as mesmas e para os nos intermediarios 9 e 10 adota-

mos v=w=0 e w=0 respectivamente.
A figura 27 mostra os resultados dos deslocamentos em diferentes
bordos da viga.

0 tempo gasto para a analise foi, para o IQS 23,63 scgundos e pa-
ra o ILS 26,05 segundos.

Os resultados encontrados com os dois elementos foram quase i-
quais, assim a decisao de qual empregar e uma questao de preferencia. Os
dois sao uma boa escolha.
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5.4 = EXEMPLO PRATICO

Foi analisado um emissario cloacal, de concreto, com os elementos
IQL e IQQ, usando-se as malhas das figuras 28 e 29.

Para esse emissario determinamos o estado de tensoes e deforma—
goes levando em conta dois tipos de carregamento, um devido ao peso proprio
e pressao interna e o outo devido ao empuxo lateral.

Neste caso, as tensoes obtidas com o elemento IQL, foram aproxi-
madamente 507 diferentes das obtidas com o IQQ.

Por exemplo, a maior tensao de tragao encontrada com o IQQ foi de

62,74, enquanto que com o IQL a mesma tensao foi de 42,15.
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CAPITULO VI

IMTLEMENTAQKO COMPUTACIONAL NO LORANE DA FAMTLIA DE ELEMENTOS ISOPARAMETRI-
COS.

6.1 - INTRODUCAO

A seguir descreveremos a implementagao no sistema LORANE da fami-
lia de elementos isoparamétricos para tensoes planas e axissimetricas e de
elementos tridimensionais com expansao ate o segundo grau.

Os programas permitem o tratamento de materiais isotropicos, or
totropicos e divisao em elementos com propriedades diferentes entre si.

Os deslocamentos, tensoes e tensoes principais sao calculados pa
ra cada ponto nodal da estrutura em estudo.

Um procedimento especial aqui adotados eé o de armazenar em cada
dois bits, de uma palavra, o valor do expoente, nunca maior do que tres,das

§ - “ W - . - . Il
variaveis do polinomio, o que alem de economizar memoria permite grande ma
leabilidade.

Outra peculiaridade e o fato de usarmos um algoritmo, descrito
no apendice 3, o qual permite que na montagem da matriz de rigidez de ele- )
mento leve-se em conta apenas os valores nao nulos das matrizes envolvidas,
com isso reduziu-se o tempo de montagem cerca de 707%.

Podemos ter os seguintes carregamentos:

- forgas agindo diretamente nos nos;

iy " .. s
forgas variaveis de superficie;

forcas de volume e variagao de temperatura.

A cada momento pode-se calcular tensoces e defcrmaqaes para qual-
quer quantidade de distintos carregamentos.

0s dados sao fornecidos de acordo com o padrao para o sistema
LORANE e qualquer numero de problemas podem ser resolvidos a cada execugﬁo

do programa.

6.2 = FORNECIMENTO DE DADOS.

0 sistema LORANE permite que os dados sejam especificados da se-

guinte maneira:

...6['_..



19 - Divide a estrutura convenientemente em elementos, numerando 0s seus
nos.
29 - Especificam-se as coordenadas nodais da estrutura, as  coordenadas
‘omitidas sao supostas iguais a zero.
39 - Fornecem-se as incidencias nodais de cada elemento de uma maneira
determinada.
49 - Identificam-se as restrigoes nodais.
50 - Determinam-se os carrecgamentos e as deformagoes impostas.
69 - Finalmente fornecem-se as propriedades caracteristicas do material
da estrutura.
0s dados nao precisam necessariamente seguir a ordem acima.
Como esta monografia refere-se ao calculo da matriz de rigi-
dez, das cargas nodais equivalentes, do vetor de tensoes, descrevemos a

seguir a integracgao do sistema LORANE com os programas, modulos, que com

poem a tese.
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6.3 - CONVENCAO DOS BLOCOS DIAGRAMAS

' CHAMADA DE PROCEDURES

EXECUCAO DE UM CALCULO

Q DECISAD

O CONECTOR

INICIO ou FIM

OPERACAO DE I/0

O
[ ]
il

COMANDO CASE
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6.4 = ORGANIZACAO DOS PROGRAMAS

No macro diagrama de blocos estd descrita a ligagao do sistema
LORANE com os modulos RIGEIS, CAENOD, TEGEIS e SAGEIS.

A montagem da matriz de rigidez total, a resolugao do sistema
de equagoes e o armazenamento de dados especificos como, propriedades,
carregamentos, etc, s ao feitos por procedimentos padroes do LORANE.

A linguagem usada foi o EXTENDED ALGOL, assim, os programas
estao organizados em blocos, fato que favorece o uso integral do conceito

de memoria dinamica.
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6.5 - DESCRICAO DOS MODULOS

1. Nome do Modulo
PROCEDURE RIGELS

2. Descrigao do Programa

RIGEIS gera a matriz de rigidez para a familia de elementos iso--:

parametricos.

3. Sistema Usando o Modulo

Sistema LORANE

4. Programas que Compoem o Modulo

IPPEL, DECHA e CAENOD

5. Variaveis Locais
INTEGER
POINT - variavel utilitaria
NCO - numero de linhas/colunas da matriz de elasticidade
NPONT - numero de nos do elaento
GRAU - numero de termos do polinomio
NP - numero de pontos de integragao $
TIPO - codigo identificando o elemento chamado pelo  pro
grama. O valor de TIPO ¢ definido a seguir:
0 - elemento bidimensional
1 - elemento tridimensional
2 - elemento axissiméetrico
D - codigo identificando a regra de integragao.0 valor
de D ¢ definido a seguir:
1 - integral simples
2 - integral dupla
3 - integral tripla

LABEL FIN - termino da execugao

6. Variaveis Globais

ARRAY
RIG - matriz de rigidez
XYZ - matriz de coordenadas
ELESPES - matriz de espessuras

ALPHA ARRAY .
ELTIPO - vetor de tipos de elementos
ELNOME = vetor de nomes de elementos

-~



INTEGER ARRAY
NOS - vetor com o numero de nos
INTEGER

NEXTEL - rnumero do elemento
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TEGEIS

1. Nome do Modulo
L PROCEDURE TEGEIS

2. Descrigao do Modulo

TEGEIS calcula as tensoes para a familia de elementos isoparame-
tricos.

3. Sistema Usando o Modulo

Sistema LORANE

4. Programas que Compoem o Modulo

IPPEL e ECHA

5. Variaveis Locais

INTEGER
POINT - wvariavel utilitaria
NCO - numero de linhas/colunas da matriz de elastici-
dade.
NPONT - numero de nos do elemento
GRAU - numero de termos do polinomio ‘
TIPO - codigo identificando o elemento chamado pelo

programa, o valor de TIPO esta definido em

RIGEIS
ICN - variavel auxiliar
LABEL
FIN - termino da execugao
6. Variaveis Globais
ARRAY
SICMA - vetor de tensoes
XYZ - matriz de coordenadas
DESLO - matriz de deslocamentos
ALPHA ARRAY
ELTIPO = vetor de tipos de elementos
ELNOME - vetor de nowes de elementos
INTEGER ARRAY
NOS - vetor com o numero dos nos
NEXTEL = numero do elemento
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SAGEIS

1. Nome do Modulo
PROCEDURE SAGEIS

2. Descrigao do Modulo

SAGEIS executa operagoes de saida para temsoes da familia de ele*

tos isoparametricos.

3. Sistema Usando o Modulo

Sistema LORANE

4. Programas que Compoem o Modulo

SATEP = impressao das tensoes para o caso plano
SATEA -  impressao das tensoes para o caso axissimetrico
SATET -  impressao das tensoes para o caso tridimensional

5. Variaveis Locais
INTEGER
I,J - variaveis utilitarias

6. Variaveis Globais

ARRAY
SIGMA - vetor de tensoes

ALPIIA ARRAY
ELNOME - wetor de nomes dos clementos
NONOME - vetor de nomes dos nos
ELTIPO - vetor de tipos de elementos

7. Macro Diagrama de Blocos. PROCEDURE SAGELS
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IPPEL

1.

6.

7.

8.

Nome do Programa

PROCEDURE IPPEL

Descrigao do Programa
Fornece para o elemento isoparametrico em analise, informagoes ne

cessarias a geragao da matriz de rigidez.

Logica do Programa

IPPEL compara o clemento tipo contra uma lista interna de elemen-
tos implementados. A lista atual esta composta com os elementos  ILS,
1QS, IQL, IQQ e IQC.

0 programa fornece o numero de pontos de integragao, numero  de
nos do elemento e se & caso plano, axissimétrico ou espacial e o nume-

ro de linhas/colunas da matriz de elasticidade.

Parametros Formais

Nenhum

Ligagao com Programas
BE - compara o elemento atual com a lista interna de elemén-
tos, uma chamada tipica e: BE ("EPTIQL").
DECHA (COEF, EXPX, EXPY, EXPZ) - inicia o calculo da matriz de ri
gidez ¢ cargas nodais cquivalentes se for o caso.
PIPPQ, uma chamadu'tipica e:PLPPQ (COEF, EXPX, EXPY,EXPZ,0), gera
as matrizes necessarias a montagem do polinomio, para o

quadrilatero linear.

Procedimento de Erro

Nenhum

Variaveis Locais
ARRAY

COEF = matriz de constantes

EXPX = vetor de expoentes de KSI
EXPY ="' wetor de expoentes de ETA
EXPZ -  vetor de expoentes de ZTA

Variaveis Globais
INTEGER
TIPO, D, NP e NCO
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9. Variaveis Modificadas

«  TIPO, D, NP e NCO

10. Macro Diagrama de Blocos: PROCEDURE IPPEL

INICIALIZAGAO
DOS
DADOS  PARA
ESSE ELEMENTO

LOCALIZADO
0
ELEMENTO DA

l

DECHA

" RETURN
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PIPPQ

1. Nome do Programa

PROCEDURE PIPPQ

2, Descrigao do Programa

¢ . - -
Obtem os dados para a montagem dos diversos polinoinios

3. Logica do Programa

Chama as procedures que devem gerar as informagoes referentes ao

polinomio dos diversos tipos de clementos.

4. Parametros Formais

ARRAY
COEF
KST
ETA
ZTA
INTEGER
N

5. Ligagao com Programas

matriz de constantes
vetor de expoentes de g
vetor de expoentes de

vetor de expoentes de ¢

identifica qual o polinomio a montar

PIPLQ, P1PQQ, PIPCQ, PIPLS ¢ PIPQS

- 6. Procedimento de Frro

Nenhum
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Macro Diagrama de Blocos: PROCEDURE PIPPQ

CASE N OF ~

‘F

PIPLQ

—|  PIPQQ

i PIPCQ

> PIPLS

Y

PIPQS
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PIPLQ

Ls

Nome do Programa

PROCEDURE PIPLQ

Descricao do Programa

ILsta procedure gera os elementos para o caleculo do polinomio a ser

usado para o quadrilatero lincar, formula 2.5.3.1(a).

Logica do Programa

Monta a matriz com os termos constantes do polinomio, 0s  vetores

com os expoentes das variaveis & e n , determina o numero de termos

do polinomio menos um.

Parametros formais

ARRAY .
A - matriz de constantes
KST - vetor de expoentes de ¢ , armazenados por bits

ETA - vetor de expoentes de n , armazenados por bits

Ligacao com Programas

Nenhuma

Procedimento de Erro

Nenhum

Variaveis Locais

INTEGER
I, J - for-loop variaveis
IA - wvariavel utilitaria

Variaveis Globais

INTEGER
GRAU, NPONT

Variaveis Modificadas

GRAU, NPONT
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P1PQQ

Nome do Programa

1.
PROCEDURE PIPQQ
2. Descricao do Programa
Gera o polinomio para o quadrilaters quadratico de acordo com a
formula 2.5.3.2(a)
3. Logica do Programa
Monta a matriz das constantes e os vetores cujos elementos sao o0s
expoentes das variaveis £ e n e determina o numero de termos do po-
linomio menos um.
4. Parametros Formais
ARRAY
A - matriz de constantes
KSI - vetor de expoentes de £, armazenados por bits
ETA - vetor de expoentes de 1, armazenados por bits 4
5. Ligagao com Programas
Nenhuma
6. Procedimento de Frro
Nenhum
7. Variaveis Locais
INTEGER
I, J - For-loop variaveis
I A - variavel utilitaria
8. Variaveis Globais
INTEGER
GRAU, NPONT
9. Variaveis Modificadas

GRAU e NPONT
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PIPCQ

1. Nome do Programa .
PROCEDURE PIPCQ

2. Descricao do Programa

Gera o polindmio para o quadrilitero cibico, formula 2.5.3.3(a)

3. Logica do Programa

Monta a matriz das constantes e os vetores com os expoentes de
£ e n e indica o maior numero de termos do polinomio menos um,em

relagao aos diversos nos.

4, Parametros Formais

ARRAY
A = matriz de constantes
K5I - vetor de expoentes de 7, armazenades por bits.

ETA - vetor de expoentes de n, armazenados por bits.

5. Ligacao com Programas

Nenhuma

6. Procedimento de Erro

Nenhum

7. Variaveis Locais

INTEGER

I - For-loop variavel
IA - variavel utilitaria
8. Variaveis Globais

INTEGER

GRAU e NPONT

9, Variaveis Modificadas

GRAU e NPONT
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PIPLS

1.

Nome do Programa
PROCEDURE PIPLS

Descricao do Programa

Esta procedure gera os clementos para o calculo do polinomio a ser

usado para o paralelepipedo linear, dado pela formula 2.5.2.1(a)

Logica do Programa

Monta a matriz com oS termos
com os expoentes das variaveis £,

do polinomio menos um.

Parametros Formais

ARRAY

A. - matriz de constantes

KSI - vetor de expoentes de
ETA - vetor de expoentes de
ZTA - vetor de expoentes de

Ligacao com Programas

Nenhuma

Procedimento de Erro

Nenhum

Variaveis Locais

INTEGER .

IA - variavel
Variaveis Globais

INTEGER

GRAU e NPONT

Variaveis Modificadas

GRAU e NPONT

= 8L

constantes do polinomio, 0s  vetores

n e r, determina o numero de termos

£, armazenados por bits.
n, armazenados por bits. ¢

%, armazenados por bits.

For-loop variavel

utilitaria
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PIPQS

1. Nome do Programa

PROCEDURE PIPQS

2. Descricao do Programa

PIPQS gera o5 elementos necessarios a montagem do polinomio para

o paraleiepfpédo quadratico, baseado na formula 2.5.2.2(a).

3. Logica do Programa

Monta a matriz de constantes, e os expoentes de £, n, g, deter-

minando o numero de termos do polinomic menos um.

4. Parametros Formais

ARRAY
A - matriz de constantes
KSL - vetor de expoentes de £, armazenados por bits.

ETA = vetor de expoentes de n, armazenados por bits.

5. Ligacao com Programa

Nenhuma

"H6. Procedimento de Frro

Nenhum

7. Variaveis Locais

INTEGER

—
-
[
1

For-loop parametros
TA =~ variavel utilitaria
8. Variaveis Globais

INTEGER

GRAU e NPONT

9, Variaveis Modificadas

GRAU e NPONT
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DECHA

1. Nome do Programa

PROCEDURE DECHA

2. Descrigao do Programa

Esta & a procedure basica do modulo RIGEIS, obtem os dados relati
vos ao elemento, forma a matriz de rigidez e o vetor de cargas nodais

equivalentes para a familia de elementos isoparametricos incluidos no
LORANE.

3. Logica do Programa

Para cada elemento forma a matriz D e obtem os dados para a in-
tegragao numérica. A seguir o programa entra num loop sobre o  numero
de pontos de integragﬁo executando as seguintes etapas:

a) Obtem-se as derivadas dos polinomios de interpolagao, calcula-

se o Jacobiano inverso e o determinante do Jacobiano.

b) Transforma os vetores acima para coordenadas cartesianas e cal

cula a matriz B.

c) Monta a triangular inferior da matriz de rigidez. ¢

4. Parametros Formais

ARRAY
COEF - matriz de constantes
EXPX = vetor de expoentes de §
EXPY = vetor de expoentes de n
EXPZ - wvetor de expoentes de ¢

5. Ligacao com Programas

ELAST, DERIVJ, DERXYZ, SMKMB, CAENOD, SOMAT
INTNUM - uma chamada tipica e INTNUM (D, NP, X, Y, Z,PESO).

6. Procedimento de Erro

Nenhum
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7. Variaveis Locais

ARRAY
™

DE

DEKSL

DEETA

DEZTA

XX, YY, 22
VD

VX

INTEGER

T6L,; Ty HO, 3

NC

NL
REAL
DET
"l‘ r[\
8. Variaveis Globais

INTEGER

1

matriz auxiliar
matriz de elasticidade
vetor com derivadas do polinomio em rela-
¢ao a &, depois X
vetor com derivadas do polinomio cm rela-
gao a n, depois Y
vetor com derivadas do polinomio em rela-
gao a ¢, depois Z, no caso axissimetri-
co tem os valores ﬂT/E .
vetores com as coordenadzs nodais
vetor indicativo das derivadas em relagao
a X, Y ouZ a serem multiplicadas,

T T T T

aN aN oN aN
X , b y etc.

oX oY oY o7

matriz Jacobiano

vetores com as coordenadas dos pontos de
integragao

vetor com os pesos dos pontos de integra
cao

vetor com os subscritos de todos os valo
res da matriz D a screm usados na avalig

cao da matriz de rigidez

variaveis utilitarias
numero de produtos de derivadas a execu-—
tar

numero de submatrizes da K

determinante do Jacobiano

espessura do elemento

POINT, NCO, NPONT, GRAU, NP, TIPO, D

ARRAY
RIC

9. Variaveis Modificadas
RIG

...84..



10. Macro Diagrama de Blocos.
PROCEDURE DECHA ‘
ELAST

CASE TIPO OF GERAGAO DE V ,
V,,NC e NL,CASO
BIDIMENSIONAL

GERACAO DE V ,
—*{V,,NC e NL, CASO
INTNUM TRIDIMENSIONAL

GERAGAO DE V ,
VysNC e NL, CASO
—®|  AXISSIMETRICO

LOOP SOBRE

0S PONTOS DE _
INTEGRAGAO / ‘
[ DERLVJ
[
I
| :
|
| DERXYZ
l
| ;
| SMKMB
|
| i
| v

tONTAGEM DE

TODA A MATRIZ
DE RIGIDEZ PA
RA O ELEMENTO

RETURN )
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ELAST -

1. Nome do Programa

PROCEDURE ELAST

2. Descricao do Programa

Computa ou armazena as propriedades para os elementos isoparame-
tricos.

3. Logica do Programa

EIAST calcula a matriz de elasticidade D, da equagao basica,pa-
ra um material isotropico quando nao fornecida. O Modulo de Young e o

coeficiente de Poisson sao usados nesse calculo.

4. Parametros Formais

Nenhum

5. Ligacao ‘com Programas

REALCONST - fornece as propriedades do elemento, uma chamada tipi-

ca @ REALCONST(NEXTEL, E, G, P, PE, AL, BE, BPE, BA, BEL)

6. Procedimento de Erro

Nenhum

7. Variaveis Locais

REAL
E - Modulo de Young
P - Cocficiente de Poisson
AUX, PE, G, AL ~ variaveis utilitarias
BOOLEAN

BPE, BA, BEL - variaveis utilitarias

8. Variaveis Globais

INTEGER
NEXTEL
ARRAY
DE
9. Variaveis Modificadas
DE
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10. Macro Diagrama de Blocos: PROCEDURE ELAST

MATRIZ DE
ELASTICIDADE
FORNECIDA

RETURN

MONTAGEM- DA MONTAGEM DA

MATRIZ D —  »{MATRIZ D M@
BIDIMENSIONAL AXTSSIMETRICO

MONTAGEM DA

MATRIZ D ___4,(:::)
TRIDIMENSIONAL
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INTNUM

1.

2.

3.

5.

6.

Nome do Programa

PROCEDURE  INTNUM

Descricao do Programa

INTNUM contém formulas de quadratura para os casos unidimensional,
bidimensional e tridimensional, usadas na intcgragau numérica de polino-

mios de até grau 7.

Lagica do Programa

INTNUM contem uma colegao de 11 formulas para os diferentes graus
do polinomio. A integral definida a ser solucionada pela procedure supce
limites de integracao variando ente -1 e 1.

Por uma transformagao linear de coordenadas recai-se no caso espe
cificado por esta rotina, se os limites de integragao sao diferentes.

As formulas estao distribuidas de acordo com o dominio de integra
gao e a cada formula estao associados o numero de pontos de integragao e
a precisao (grau do polinomio interpolador).

Para maiores detalhes ver refcrencia l4.

Parametros Formals

D - dimensiao do dominio de integragao

N - numero de pontos de integracao numa particular formula usa
da

X - vetor de abeissas dos pontos de inchrnqﬂu. Usado quando
D e 1,23

Y - vetor de ordenadas dos pontos de integragao Usado quando
D=2,3

Z - vetor de cotas dos pontos de integragao. Usado quando
D=3

PESO = vetor que contém os pesos (coeficientes) da formula asso-

ciada aos pontos de integragao.

Ligacao com Programas

Nenhum

Procedimento de Erro

Nenhum



DOMINIO DE
INTEGRAGAO D

Y
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I
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DERIVJ

14.

Nome do Programa

PROCEDURE DERIVJ

Descrigao do Proprama

Determina as derivadas do polinomio em relagac as coecrdenadas cur-

. - . - . .
vilineas, calcula o Jacobiano inverso e o determinante do Jacobiano.

Logica do Proprama

Determina se & caso bidimensional ou tridimensional, montando a
seguir os vetores com as derivadas do polinomio, calculando o determi-
nante e o Jacobiano, inverso para os casos em analise.

Se o determinante anular-se, sai uma mensagem de aviso e a exe-

cugao cessa imediatamente.
Para caso bidimensional a derivada em relagao ¢ e ignorada.
. o - . - W . Ny~ T
Para caso axissimetrico e montado o polinomio N e a divisao N fg

e armazenada em DEZTA.

Parametros Formais

Nenhum

Ligacao cowm Programas

ABA - calcula o valor da coordenada de integragao clevada ao
expoente correspondente, uma chamada tipica e: ABA (EX,
X)

JACOB - determina o Jacobiano inverso.

Procedimento de Erro

Quando [J| = 0, uma mensagem ¢ imprimida. A mensagem tem a se-
guinte forma:

"JACOBIANO ANULOU-SE PARA ELLEMENTO LSOPARAMETRICO"

Variaveis Locais

REAL
CF - varidvel utilitdria
INTEGER
R. I, J - variaveis utilitarias
EX = expoente de §
EY - expoente de n
EZ - expoente de ¢
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8. Variaveis Globais
ARRAY
DEKSI, DEETA, DEZTA, JAC, EXPX, EXPY, EXPZ, N

REAL
DET
INTECER
NPONT, GRAU
LABEL
FIN
9. Variaveis Modificadas

DEKSI, DEETA, DEZTA, JAC, DET e N
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10. Macro Diagrama de Blocos.

PROCEDURE DERIVJ

DERIVADAS EM|

RELAGAO A ¢,
g en
DERIVADA EM
RELAGAO A
Ee n
T1p0 = 2 crons -
SIM
GERAGAO DE
Ne N /R
-}
JACOB
BA RETURN
SIM

MENSAGEM .
. DE
AVISO
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JACOB

Nome do Programa

PROCEDURE JACOB

Descricao do Programa

Calculd a matriz Jacobiano inversa e o determinante do Jacobiano

Logica do Programa

Os elementos da matriz Jacobiano sao determinados usando-se os va-

lores referidos no apendice 1.
Sao adotados dois procedimentos diferentes, um para o caso bidimen
sional, outro para o caso tridimensional.

Calcula-se o determinante usando-se as formulas dadas no Apendice
L

Parametros Formails

Nenhum

Ligacao com Programas

4
SOMAT = calcula a multiplicacao de um vetor de derivadas de N por

- . .
unm vetor de coordenadas cartesianas, uma chamada tipica

e: PIFX : = SOMAT (DEETA, XX)

Procedimento de EFrro

Nenhum

Variaveis Locais

REAL
PFX - ¢ x Xp , adotando a nomenclatura do apendice 1
PEY, v ; X gn
PFZ - % X En
PKX - y x gn
BRY, o ; X ;n
PKZ =~ ; X En
PGX - ; X ;n
PCY - ; X ;n
PGZ - . E % %n
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8. Variaveis Globais
ARRAY
DEETA, DEKSI, DEZTA, XX, YY, 2Z, JAC.

REAL
DET
9. Variaveis Modificadas

JAC, DET

10. Macro Diagrama de Blocos — PROCEDURE JACOB

MATRIZ JACOBIANO

INVERSO = CASO

BIDIMENSIONAL E
DETERMINANTE

MATRIZ JACOBIANO v =
INVERSO ~- CASO »{ RETURN )

TRIDIMENSIONAL E
DETERMINANTE
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DERXYZ

1. Nome do Programa
PROCEDURE DERXYZ

2. Descricao do Programa

Determina as derivadas do polinomio de interpolagao em relagao ao

sistema de coordenadas cartesianas.

3. Logica do Programa

Decide qual o caso; se bidimensional ou tridimensional e a seguir
obtém as derivadas do polinomio N em funcao de x, y e z (TIPO = 1),ba
seado nas formulas do item 2.5. O valor dessas derivadas retorna em
DEKSL, DEETA e DEZTA.

4, Parametros Formais

Nenhum.

5. Ligacao com Programas

Nenhuma.

6. Procedimento de Erro

Nenhum,

7. Variaveis Locais

REAL
DEXIS = derivada em relagao a x
DEYPS - derivada em relagao a vy
DEZES - derivada em relagao a

8. Variaveis Globais
INTEGER
NPONT
ARRAY
DEETA, DEZTA e DEKSL

9. Variaveis Modificadas

DEETA, DEZTA e DEKSI

»
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10. Macro Diagrama de Blocos. PROCEDURE DERXYZ

DERLVADAS EM
RELAGAO A

X e y
FORMULA 3.2 (k)

SIM

i
ERIVADAS EM

RELACAD A ,
FORMULA 2.3(2)
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SMKMB

ll

5.

g.

Nome do Programa
PROCEDURE SMEMB

Descricao do Programa

Determina a triangular inferior da matriz de rigidez.

Logica do Programa

Determina-se o produto de derivadas e o coeficiente de rigidez.
Percorre-se a Seguir a matriz de rigidez (triangular inferior)  acres
sentando-se o resultado do produto dos valores determinados acima nas
posigoes convenientes. Para maiores esclarecimentos referir-se ao a-

pendice 3.

Parametros Formais

Nenhum.

Ligacao com Programas

MULT - calcula a multiplicagao das derivadas, uma chamada por

exemplo &: MULT (DEKSL, DEKSI, TM)

Procedimento de Erro

Nenhum,

Variaveis Locais

LNTEGER

I, J - localizador de qual o produto de derivadas a
executar

SR, SC - Indices de linhas e colunas da matriz DE res- '
pectivamente

EL, J1 - localizadores das submatrizes da K

IL, JL - Indices de linhas e colunas da matriz K

VL - drea ou volume do elemento

Variaveis Globais
ARRAY
RIG, T, DE, VD, VX, DEKSI, DEETA, DEZTA

Variaveis Modificadas

RIG e TM.
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ECHA

1. Nome do Programa

PROCEDURE ECHA

2. Descricao do Programa

E a procedure basica do modulo TEGEIS, obtém os dados relativos

ao elemento e calcula o vetor de tensoces.

3. Logica do Programa
Para cada elemento forma a matriz D, quando necessario e obtem
" as coordenadas adimensionais dos nos.
A seguir entra-se num loop sobre o numero de carregamentos, num
loop sobre o numero de nos do elemento executando as seguintes etapas:
a). Obtem-se as derivadas dos polinomios, calcula-se o Jacobiano inver
so e o determinante do Jacobiano.
b) Transforma os vetores acima para coordenadas cartesianas. .
c) Monta-se a matriz B

d) Determina-se as tensoes e as tensoes principais nos pontos nodais.

4, Parametros Formais

Nenhum.

5. Ligacao com Programas

ELAST, CONOD, DERIVJ, DERXYZ, MBAUX, MTENS

6. Procedimento de Erro.

Nenhum.

7. Variaveis Locais

ARRAY
U - matriz auxiliar
DE - matriz de elasticidade
DRKSI - vetor de derivadas
DEETA - vetor de derivadas
DEZTA - vetor de derivadas
XX, YY, ZZ - vetores de coordenadas nodais
B - matriz B da equagao
JAC - matriz Jacobiano
X, Y 2 - vetores de coordenadas nodais adimensionais
N - polinomio de interpolagao
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INTEGER
IGL, I, HU, J - variaveis utilitarias
REAL

. DET - determinante do Jacobiano

8. Variaveis Globais
INTEGER
POINT, NCO, NPONT, CRAU, TIPO, ICN
ARRAY
SIGMA, DESLO

9. Variaveis Modificadas
SICGMA
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10. Macro Diagrama de Blocos. PROCEDURE ECHA

l

ELAST
CONOD
LOOP SOBRE

0 NUMERO DE

CARREGAMENTO
‘ ‘

|
LOOP SOBRE

0 NUMERO DE
NOS

(' DERIVJ

/

I
|
|
I
i
4
l
I
I
|
|
|
!
|
|
|
i
|
|
|

|
|
I
|
l
|
| /
' DERXYZ
I
| . |
: MBAUX
I
| |
| |
: (ﬁ MTENS |
: | T |
R A ¥ |
' |

RETURN
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CONOD

1. Nome do Programa

PROCEDURE CONOD

2, Descricao do Programa

Determina os valores de £, n e £ nos nos dos elementos

3. Logica do Programa

A variavel ICN e o indicador de onde comegam os valores de £, n e

L a serem colocados nos vetores x, y e z respectivamente.

4. Parametros Formais

Nenhum.

5. Ligacao com Programas

Nenhuma.

6. Procedimento de Erro

Nenhum.

. - . -
7. Variaveils Locais

INTEGER
AM - NPONT - 1 + ICN
K+ - 1indice dos arrays x, y e z
1 - indice que determina os valores das coordenadas,u-

sado na expressao CASE

8. Variaveis Globais
ARRAY

X; Y&z

9. Variaveis Modificadas

X, yez
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MBAUX

1.

Nome do Programa
PROCEDURE MBAUX

Descricao do Programa

Determina a matriz que relaciona tensoes e deformagoes.

Logica do Programa

Se for caso axissimétrico monta a B usando a formula 4.2(d).

Parametros Formais

Nenhum.

Ligacao com Programas

SOMAT - chamada somente no caso axissimetrico, para calcular o va
lor da multiplicagao (ET x En)’ a chamada e AP - SOMAT
(N, XX) )

Procedimento de Erro

Nénhum.

Variaveis Locais

INTEGER
I, XK - variaveis utilitarias
REAL
T
AP N xr)

Variaveis Globais

ARRAY

DEETA, DEKSI, DEZTA, B, N
INTEGER

NPONT

Variaveis Modificadas

B

= 102 =



10.

. Macro Diagrama de Blocos.

MATRIZ B

FORMULA
2.3(d)

TIPO = 1

MATRIZ B

FORMULA
4.2(d)

'| RETURN I

w: 103 =

PROCEDURE MBAUX

TIPO = 0

4

MATRIZ B

FORMULA
3.2(f)




MTENS

1. Nome do Programa
PROCEDURE MTENS

2. Descricao do Programa

Calcula o vetor SIGMA

3. Logica do Programa

Multiplica as matrizes D, B e U

4. Parametros Formais

Nenhum.

5. Ligacao com Programas

Nenhuma.

6. Procedimento de Erro

Nenhum.

7. Variaveis Locais

INTEGER

M, J - variaveis utilitarias
REAL

VA - wvariavel auxiliar

8. Variaveis Globais
INTEGER
NPONT, NCO
ARRAY |
SIGMA, DESLO

9. Variaveis Modificadas

SIGMA
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CAPITULO VII

CONCLUSOES

Esta monografia apresenta um enfoque integrado para a fauilia de
elementos isoparametricos, o qual permite, com um s programa, de uma ma-
neira eficiente, contar com uma serie de elementos de grande utilidade.

Resulta claro que este enfoque apresenta grandes vantagens so-
bre a implantagao individual de cada um destes clementos, ao evitar a du-
plicagao dos esforgos de programagao, por aproveitar proccssos comuns a to
dos os elementos, os quais sao incluidos apenas uma vez.

Oferece, outrossim, uma base consistente de cumparagéo entre o8
distintos elementos, quanto a resultados como tempo de computagﬁo, ja que
o grau de sofisticagao na programacac & o mesmo para todos os elementos.

Deve-se mencionar que a implantagao de um novo elemento, pode ser
efetuada com um minimo de esforgo, pois o esquema geral ja esta montado.

Quanto aos elementos atuais, verificamos que quase sempre € acon
selhavel usar-se elementos de ordem superior para o estado plano de ten-
soes e deformagoes. A escolha entre os elementos IQQ e IQC, cujos tempos
de analise e valores de tensoes sao muito semelhantes, deve recair sobre o

primeiro, que e bem menos complexo que o segundo.
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APENDICE 1

VALORES DO JACOBIANO PARA 0OS CASOS BI e TRI-DIMENSIONAILS

1. NOTAGAO
Para simplificar, a fim de cvitar-se expressoes muito grandes,

adotamos os seguintes simbolos:
= _ 1
y = aNT/5¢ , ¢ = 3N /yn e L = 0N"/yy

2. CASO BIDIMENSIONAL

911 =12
£~1 1
|J]
-39 oY)
com
Typ = &% fn
Jig =¥ x ¥y
J21 = ¢ x x,
Jog = ¥ X Xy
e

131 = @ x gn) x (@ x xq) = (U x yp) x (¢ % xp)

3. CASO TRIDIMENSIONAL

1 J12 I3
il 1
J = — A | J %
] 21 22 23
13 |
I3 J32 I35
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com

x (T x ¥ ™ Hx y,) %
x (¢ x En) - (P x En) X

@ xy)xTxz)- (L
(¢ xx)xTxz)-(T

(@xz)x Txy)=-(

e i

% o) * @ %20
X En) X (f X %)

~N

X En) x (¢ x

1
R




APENDICE 2

MATRIZES DE ELASTICIDADE

1. NOTACAO
E - modulo de Elasticidade
vV = coeficiente de Poisson

2. CASO TRIDIMENSIONAL

I /(=% [J-=v) 0 0 0
1 /(1= v) 0 0 0
§ o E{L= V) 1 é%i::ég% 0 0
~ (1 +v)(1 = 2v) =
(1 - 2v)
M- 0
SimEtrico (]_ = 2“)
2(1 - v)
-
3. CASO BIDIMENSIONAL
3.1 - Tensoes Planas
n
1 v 0
Q = E .V 1 0
TRl
0 0 (1-v)/2
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3.2

3.3

1z
i}

~ Deformagoes Planas

B . =]
w4 v/ - ) 0
S I ¢ Si) v/ (1 - v) 1 0
(1 * »)(l - 2v)
0 0 (1 - 2v)/2/(1 - V)

- Tensoes Axissimétricas

I 1 wil~ ¥

Hi-9) 1

E(L'-0)

X

L # \)? (1 - 2v) Q\h-\“}) \\J(!-'-J

« 111 =

—— e F

s W
v/ (1 - v) 0
v/ (1= V) .0




APENDICE 3

GERACAO AUTOMATICA DA MATRIZ DE RIGIDEZ
1. NOTAGAO

Para simplificar, adotamos os scguintes simbolos:

T T
b= W /ax e § = N/,

2. DESENVOLVIMENTO DO METODO

A matriz de rigidez, formula 3.2(2), e avaliada por um produto ma
tricial. Se expressarmos esse produto, BT D B, na forma de submatrizes ob-

. T e . - i 3
teremos uma simplificagao consideravel da computagao.

Seja
I T F 1 U
S P11 sim. v o]
B ops = | 0 & ¥ | |, Dy, 0 ¢ 2(a)
B ] | P P32z Pa3| & ¥
e
K = '(. B DB dA = dA 2(b)
A Kvu Kyv
temos

=

w7
Kou = [E i] 1 Y J
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21 Da3 4

2(c)

=
=]
IR =

22 23

Pelo exposto acima todas as submatrizes sao similares quanto aos
produtos matriciais @T /R @T 9, ?T ¢ e QT Y. Uma submatriz pode ser ex-~
pressa como-a soma desses subprodutos, multiplicados pelo elemento corres-
pondente na matriz de elasticidade. Em analogia com 2(b) expressamos a so

ma como uma matriz "falsa" da forma ¢

2(d)

gr dy e d, sao as combinagoes dos elementos da matriz de elasti-
cidade. A semelhanga entre 2(b) e 2(d) junto com a forma de B sugere um

onde dl’ d
algoritmo, que torna a avaliagao da matriz de rigidez uma simples rotima.

A posigao de Yy e ¢ em cada coluna de B pode ser represen-

tada por um vetor linha,
[1, 3, 3, 2] 2(e)

Este vetor fornece os subscritos de todos os elementos da D a

serem usados na avaliagao das submatrizes. O transposto da o subscrito da
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linha e o proprio vetor o subscrito da coluna.

Modificando 2(e) convenientemente podemos determinar a relagao pa-

ra qualquer forma de B.

Assim, para o caso axissimetrico teremos,

[2) z" 3! 4! 1]

e para o caso tridimensional

[1, by &, 4, 5. B, 5. B8, 3]'

As submatrizes sao entao obtidas superpondo as contribuigoes dos
termos em 2(d). A forma de 2(d) modifica-se conforme o caso que se esta a—
bordando. Para maior facilidade os produtos em 2(d) foram indicados por um

vetor.

; T . o~ S )
Por exemplo, consideremos o produto Y Y. A posicao de y Y em

- . ; ) -
2(d) e dada por dois subscritos I e J. Neste caso o termo Yooy esta

na linha 1 de 2(d).

A iteragao sobre a matriz de rigidez leva a outro par de subscri-
tos Il e Jl, para cada termo em 2(b). Assim, Kyu e o termo na linha
1 coluna 1 em 2(b). Esses coeficientes sac tudo o que necessitamos para de
terminar os elementos da matriz D. O subscrito da coluna & o inteiro lo-

calizado na posigao LSC em 2(e), sendo
LSC = NC (J1 -1) + J

e NC definido como

NC =

3 , caso tridimensional e¢ axissimetrico
NC = 2

, caso bidimensional.

0 subscrito da linha e dado por LSR, sendo

LSR = NC (Il -1) + I

Entao para o caso particular de wT p e Kyy temos,

LSC = 1 e LSR = 1
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o que nos da de acordo com 2(L) o coeficiente Diy da matriz de elastici-

dade. Durante a iteragao sobre K,,, acrescentariamos a contribuigao de
il -

D a a.

i £ X 2 sl

e

0 numero de repetigoes deste procedimento depende do nimero  de

pontos de integragao.

Para o caso isotropico os coeficientes da matriz D que forem nu-

los sao ignorados.
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