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Resumo

O estudo da recorréncia e o problema de se calcular tempos de chegada de pro-
cessos aleatorios sao questoes importantes em diversos problemas de fisica matematica.
Neste trabalho, consideramos o passeio aleatorio quantico em tempo discreto em uma
dimensao com a moeda de Hadamard. Analisamos alguns aspectos de seu comporta-
mento, e fazemos uma compara¢ao com o caso classico. Duas nogoes de recorréncia
sao apresentadas. A mais recente delas, introduzida por Griinbaum et al [23], é
baseada em um monitoramento em termos de projegoes ortogonais. Essa definicao
leva a um critério de recorréncia em termos da funcao de Schur relacionada. Em par-
ticular, descrevemos o fato de que, no caso recorrente, o tempo médio de primeiro re-
torno é quantizado, em notavel contraste com o que acontece com passeios aleatérios

classicos. Sao mencionadas aplicagoes e trabalhos relacionados.

Palavras-chave: passeio aleatério quantico, recorréncia, tempos de chegada,

tempo médio de primeiro retorno.



Abstract

The study of recurrence and the problem of calculating hitting times for stochas-
tic processes are of fundamental importance in many problems of mathematical
physics. In this work, we consider discrete-time quantum random walks on the
line with the Hadamard coin. We analyze some aspects of its behavior, and compare
it with the classical case. Two notions of recurrence are presented. The most recent
one, introduced by Griinbaum et al [23], is based on performing projective measure-
ments. This definition leads to a recurrence criterion in terms of the related Schur
function. In particular, we describe the fact that, in the recurrent case, the expected
first return time is quantized. This is in sharp contrast to classical random walks.

We will mention applications and recent developments in this area.

Keywords: quantum random walks, recurrence, hitting times, expected

first return time.
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1 Introducao

Passeios aleatérios quanticos, definidos em analogia com o passeio aleatdrio
cléssico, foram introduzidos em tempo discreto por Aharonov et al [1], e em tempo
continuo por Farhi e Gutmann [2]. No caso discreto, foram definidos e analisados em
uma dimensao em [4, 5], no hipercubo em [7], e em grafos gerais em [6]. A relacao
entre os passeios discreto e continuo em uma dimensao foi apresentada por Strauch
em [8]. Mais tarde, Childs [9] mostrou uma correspondéncia direta entre esses dois
tipos de processos quanticos em grafos arbitrarios. O passeio quantico discreto foi
inicialmente definido [1,5] com um grau de liberdade extra atribuido a particula,
geralmente chamado de moeda. Entretanto, diversos modelos de passeios quanticos
sem moeda foram propostos [10-12].

A utilizacao de passeios quanticos no desenvolvimento e analise de algoritmos
¢ uma das principais motivacoes para o estudo desses processos. Passeios quanticos
continuos [14] e discretos [34-36] vém sendo implementados com sucesso em algo-
ritmos de busca. Além disso, constituem modelos universais para a computacao
quantica [15,16]. A fim de compreender como melhor utilizar passeios quanticos em
algoritmos, faz-se necessario o estudo das propriedades desses passeios. Dentre os di-
versos conceitos importantes para a caracterizacao desses processos, estao recorréncia
e tempo de chegada.

Este trabalho é organizado da seguinte maneira: na Secao 2 é apresentada
uma breve revisao de passeios aleatorios classicos, utilizando alguns resultados de
teoria da probabilidade e cadeias de Markov (Apéndice A). Comegamos a Segao
3 com uma introducgao sobre passeios aleatdrios quanticos, mostrando algumas pro-
priedades do passeio quantico discreto em uma dimensao com a moeda de Hadamard,
e fazendo uma comparagao com o caso classico. A seguir, sao estudadas duas nogoes
de recorréncia: a primeira, proposta por Stefandk, Jex e Kiss [21], evita a inclusdo de
monitoramentos no sistema; a segunda, proposta por Griinbaum et al [23], se baseia

em realizar uma medida de projecao a cada passo da evolucao do sistema.



Na Secao 3.3, é dada uma caracterizacao espectral desta ultima nogao de
recorréncia, e o critério de recorréncia é apresentado no Teorema 3.1. O tempo
médio de primeiro retorno 7 é analisado na Segao 3.4 e o resultado principal (de-
scrito aqui, e provado em [23]) é mostrado no Teorema 3.2: 7 é um ndmero inteiro
ou infinito, em notavel contraste com o que acontece no caso de passeios cldssicos.
Concluimos com um exemplo de passeio quantico em duas dimensoes para estudar a
recorréncia e calcular o tempo 7. Na Secao 4, sao mencionadas algumas aplicacoes

de passeios quanticos.

2 Passeio Aleatodrio Classico

2.1 Introducao

Um passeio aleatorio é um tipo particular de processo estocastico com aplicagoes
em diversas areas - nao apenas em fisica, mas também em ciéncia da computacao,

biologia e economia [49]. Consideremos a seguinte definigao formal:

Definicao 2.1. [55] (Passeio aleatdrio) Seja { X}, uma sequéncia de varidveis
aleatdrias independentes e identicamente distribuidas. Para cada n inteiro positivo,
seja S, = X1+ Xo+...+X,,. Asequéncia {S,}>°, formada pelas somas sucessivas das
varidveis aleatérias é chamada passeio aleatdrio. Dizemos que {S,,} é um passeio

aleatério em R™ se o dominio comum das X é R™.

Como as varidveis X sao independentes, a probabilidade de uma sequéncia
particular ocorrer é dada pela multiplicacao das probabilidades individuais de cada
X}, assumir os valores determinados da sequéncia [55]. Um passeio aleatdrio pode,
portanto, ser visto como uma cadeia de Markov (Teorema A.1).

Uma vez que existem diversos exemplos praticos de passeio aleatério, ha varias
maneiras de se visualizar tal processo. Podemos imaginar que uma particula se move
em R™, e é situada na origem no tempo n = 0. A posi¢ao da particula no tempo

n é dada pela soma S,, = Z?:l X;, onde a variavel aleatoria discreta X; denota o



resultado de cada passo da particula, e Sy = 0.

Quando X}, assume os valores {—1, 41}, (S,,)n>0 ¢ chamado passeio aleatério
simples (SRW). Além disso, se Pr(X = 1) = Pr(X = —1) = 3, o passeio ¢
chamado simétrico. Se o passeio ocorre em espaco e tempo discretos, é chamado
passeio aleatério discreto. Se o tempo é continuo, ou seja, t € [0,+00), e 0 espaco

discreto ou continuo, o passeio em questao é chamado continuo (no tempo).

Exemplo 2.1 (Passeio aleatério simples em 7).

Considere uma particula na reta dos inteiros, que se move com passos de uma
unidade em intervalos de tempo de também uma unidade. Sejam i,j € Z, p € [0, 1]
e ¢ = 1—p. Sejam p;; a probabilidade de a particula passar da posi¢ao i para a
posi¢do j em um passo, e P = (p;;)i ez sua matriz de transi¢do. Entdo, para o

passeio aleatdrio simples em uma dimensao, p;; e P sao dadas por

p, seli—jl=1lej>i, bt
qg 0 p
0 ¢ 0 p
0, caso contririo 0 g O P

Exemplo 2.2 (Passeio aleatério simples em Z%).

E possivel generalizar o exemplo anterior para d dimensoes. Nesse caso, X pode
assumir os valores {£¢é; : k = 1,2,...,d}, onde & é o vetor (0,...,0,1,0,...,0) € R?
com o elemento “1” na k-ésima posicao. Sejam i,j € Z¢. Para o passeio simétrico,

Pr(X = é;) = Pr(X = —é;) e as probabilidades de transigao p;; sdo

1/2d, seli—j| =1,
pij = N (2)
0, caso contrario
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Figura 1: Simulagao de passeio aleatério
simples em uma dimensao. O grafico
mostra a posi¢ao x de dois caminhantes

até n=1000 passos.
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Figura 2: Simulacao de passeio aleatério simples
em 3 dimensoes. Sao mostradas as posigoes de 3
caminhantes até n=10000 passos.

2.2 Passeio Aleatorio Classico Discreto

Vamos considerar o passeio aleatério simples em Z (exemplo 2.1), com posigao

inicial Zy = 0. Se Z, ¢ a posicdo da particula no tempo n, entdo Z, = > . X;,

onde Pr(X =1) =pe Pr(X = —1) = ¢q. Buscamos a probabilidade de a particula

estar na posigao k apds n passos, denominada P,(k) = P(Z, = k). Definimos uma

varidvel aleatéria discreta Y; = 1(X; + 1), de modo que [47]:

e usamos Y; para definir:

Y, =

se X; = +1,
se X; = —1.

- 1
To=) Yi=5(Zu+n)
=1

Cada Y; é um experimento de Bernoulli com probabilidade de sucesso p, e T,

representa o “nidmero de sucessos” ap6s n experimentos (definiges A.1 e A.2). E



facil ver que
1

2
Como T, é uma distribuigdo binomial, a probabilidade P(Z, = k) = P, (k) é dada

por

P(Z, = k) = P(T, = = (k +n))

n+k n—k

| ,
———p2qz , se(n+k)éparek <n,
Po(k) = (0 e 3)
0, caso contrario.
Além disso, como E[T,| = np e V[T,] = npq (A.4), usando propriedades da média e
da variancia obtemos
E[Z,] = E[2T,, — n] = n(p — q) (4)

V(Z,) = V[2T,, — n] = 4npq (5)

Portanto, para o passeio aleatério classico simétrico (p = ¢ = %), o valor esper-
ado é =0, e o desvio padrao é o = y/n.

Considere o caso do passeio aleatorio simétrico para uma particula que se en-
contra na origem no tempo n = 0. No tempo n = 1, a particula pode estar ou na
posigao 1 com probabilidade 1/2, ou na posigao -1 com probabilidade 1/2. Seguindo

esse raciocinio, podemos confirmar os dados mostrados na tabela 1.

nk|] 5 ] 4 ] 3 2] -1 ]0] 1 2] 31 47 5
0 1
1 1/2 172
2 1/4 1/2 1/4
3 1/8 3/8 3/8 1/8
4 1/16 1/4 3/8 1/4 1/16
5 | 1/32 5/32 5/16 5/16 5/32 1/32

Tabela 1: Probabilidade de a particula ser encontrada na posicao k apds n passos do passeio aleatério
classico simétrico em uma dimensao, assumindo posicao inicial na origem. A probabilidade é zero
nas células vazias.

E facil ver que a probabilidade deve ser zero para n + k impar ou k > n. Um



termo genérico nao nulo dessa tabela é dado por (3) com p =g =1/2:

Fulk) = 2%(5(/;1 n)) ©)

Para grandes valores de n fixo, a probabilidade em fun¢ao da posicao possui

uma curva caracteristica. Um exemplo dessa curva é mostrado no grafico a seguir

0.08 ‘ ‘
P(n=100,k) ——

0.05 |- 1

100,k)

0.04 - 1

P(n=

0.08 |- 1

0.02 |- 1

0.01 - 1

Figura 3: Distribuicao de probabilidade do passeio aleatério cléssico simétrico com posigao inicial
k=0 para n=100 passos. Somente as probabilidades correspondentes a posigoes pares sao mostradas
(posicoes {mpares tém, nesse caso, probabilidade igual a zero).

E possivel mostrar que a distribuicao P, (k) dada por (3) satisfaz a equagao de
recorréncia
Poi1(k) =pPy(k—1)4+qP,(k+1) (7)

Sabemos que, para n grande, a distribuigao binomial W, (k) (com média u = np

e variancia 0% = npq) possui o comportamento assintético [55]
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Esse resultado é um caso especial do teorema do limite central, conhecido como

W (k) ~

teorema de Moivre-Laplace [56]. Analogamente, utilizando (4) e (5), obtemos

1 [k—n(p—q)]?
Po(k) ~ ————e™ n 9
(k) ~ et ©)

Portanto, para grandes valores de n, a distribui¢ao P, (k) pode ser aproximada

pela distribuicao Gaussiana.

2.3 Recorréncia e Transiéncia

Considere um passeio aleatério em Z¢ com a posicao da particula no tempo n
dada por X,,. Seja p;; a probabilidade de a particula passar do estado ¢ para o estado
j em um passo (probabilidade de transigao). Se o passeio é simples, as p;; sao
dadas por (2). Usaremos a partir de agora a notagao Pj(a) = Pr(a|X, = j).

Seja T; = inf{n > 1: X,, = i} o tempo que a particula leva para chegar em
i pela primeira vez, e inf{(}} = oco. T; é chamado tempo de primeira passagem
de i. A probabilidade de que, comecando em 4, a particula ird atingir o estado j
em algum momento é f;; = P;(T; < co). A probabilidade de a particula retornar ao
estado 7, chamada probabilidade de retorno, é definida por f; = P,(T; < o0).

O tempo médio necessario para que a particula retorne a i é definido
por [51]

T = B(T) = S nPAT, = ) (10)

Para i = 0, Ty é o tempo médio de primeiro retorno 4 origem. Para
estados i € Z4, se Pj(X,, = i, para infinitos n’s) = 1, dizemos que i é recorrente, e se
P;(X,, = i,para infinitos n’s) = 0, dizemos que i é transiente. Um passeio aleatério
(ou sua matriz de transigao) serd dito recorrente se todo estado for recorrente.

O teorema seguinte fornece o critério basico para determinar recorréncia e



transiéncia de estados em termos de f; e p;. Observe que, pelo Teorema A.2,
P(X,=j) = pg), a entrada (i,7) de P™.

Teorema 2.1. [51] (Critério de recorréncia e transiéncia)

0 = o

(n)

(2

(i) Se f; =1, entdo ¢ é recorrente € »_ >~ p

(ii) Se f; <1, entao ¢ é transiente e >~ p;’ < 00

Portanto, dizemos que um passeio aleatério é recorrente se a soma » - pgg)

diverge, e transiente se Y°° i) converge.

Exemplo 2.3 (Recorréncia do passeio aleatério simples (SRW) em Z).
Vamos considerar novamente o passeio aleatério simples nos inteiros. Seja

0<p=1-—¢q < 1. A posicao da particula no tempo n é dada por X,, onde

PriX,,n=i+1X,=1)=p, e Pr(X,y=i—1|X, =1i) =q, Vi € Z.

, 2n
E facil ver que pg%"H) =0,e pé%") = p"q",n=0,1,2, ...
n

Sabemos que, para grandes valores de n, n! pode ser aproximado pela féormula
de Stirling [56]
n! ~V2mn(n/e)" (11)

Usando (11), apds algumas manipulagdes algébricas obtemos

@ny  (4pq)"

Poo m

No caso simétrico, p = ¢ e o numerador em (12) é (4pq)" = 1, ¥n € Z. Entao

@n) L Por comparagio com a série 3° —= = 0o, temos que
Poo /rtn° P 1 n/n ) q

(12)

Py =00 (parap=q) (13)

n

Entretanto, se p # ¢, entao dpg =r < 1 e pg%") ~ \/T% Por comparacao com a

série > x™, que converge se |r| < 1, obtemos



> pi? <o (parap#q) (14)

n
Como a série ) pp, diverge para p = ¢ = 1/2, concluimos que o passeio

aleatorio simétrico em uma dimensao é recorrente.

3 Passeio Aleatorio Quantico

3.1 Introducgao

Em analogia direta com o caso classico discutido no capitulo anterior, poderiamos
tentar definir o passeio quantico (em uma dimensao) da seguinte maneira: a cada
passo de tempo, uma particula se move, em superposicao, para a direita e para a
esquerda com a mesma amplitude. Entretanto, tal processo é fisicamente impossivel
em geral, conforme mostrou Meyer em [17] . A fim de construir um processo unitério
com evolugdo nao trivial, foi sugerido [4,5] introduzir a particula mais um grau de
liberdade.

Considere uma particula na reta dos nimeros inteiros, com um grau de liber-
dade extra, i.e., um grau interno de liberdade (em certas referéncias, o termo “quiral-
idade” ¢é empregado [4]), que assume dois possiveis valores. Podemos descrever um
passeio realizado por essa particula da seguinte maneira: a cada passo de tempo, o
grau interno de liberdade passa por uma transformacao unitaria, e a particula entao
se move de acordo com o novo grau interno de liberdade.

Seja Hp o espaco de Hilbert gerado pelas posicoes da particula, i.e., gerado
pela base {[i) : i € Z}. O espago de Hilbert do sistema é dado pelo produto tensorial
H = He ® Hp, onde He, chamado “espaco da moeda”, é o espaco de dimensao
2 gerado pela base Q@ = {| 1),] {)}. Um estado do sistema pode ser identificado
como um vetor unitario |¢) € H tal que |¢) = |¢) ® |i), onde [¢p) € Qe i € Z.

Considerando a notacao usada em informacao quantica, podemos identificar

10



1 0
1) = (0) 4 = <1> (15)

A primeira parte do passeio quantico é a aplicacao de um operador, chamado

operador moeda C. Vamos considerar um operador moeda frequentemente utilizado:

1 (1 1
o=t ) “

Na segunda parte do passeio, a translacao do sistema pode ser descrita pela

o operador Hadamard

transformacao unitéria

S=IM @Y li+ DG+ Do) li— 1) (17)

€L 1EL

Observe que H| 1) = %ﬂ N+11), H ) = iz(| T — 1)) e S atua nos estados

da base da seguinte maneira:
S(Ineln)=Iteli+1) (18)

S(h ) =1 eli-1). (19)

Cada passo do passeio quantico consiste na aplicagao do operador unitario
U=S5-(C®I) (20)
e o passeio de n passos pode ser definido pela transformagao U™. Escrevendo

C:<a b))R:<a b>’L:<O 0)7 o
c d 00 c d

e considerando um estado inicial |¢;,) = [10) ® |0), é facil ver que [18]

Ulgin) = Rl¢) @ [1) + Lly) @ [ = 1), (22)

11



e as probabilidades de, ap6s um passo, encontrar a particula nas posigoes | — 1) e |1)
sao ||L|¥)|[? e ||R|1)||?, respectivamente.

A fim de observar o comportamento do passeio quantico e analisar de que
maneira ele se diferencia do passeio cldssico, vamos realizar as iteragoes, sem medi-
das intermediarias, por alguns passos. Consideramos nesse exemplo o estado inicial

|pin) = | 1) ®|0). Os trés primeiros passos podem ser escritos como

1

V2
B2 = g = 5 (D@ 2) — (11 = [ ) @ o)+ @] -2)

001 =Ulom) = —=( N &) —[H)[-1))

|6)3 = U°|¢in) =%(IT>®I3>+|¢>®I1>+\T>®|—1>—2l hel-1)-[§e]=3))

Continuando com as iteracoes e calculando as probabilidades, obtemos os dados

resumidos na Tabela 2.

nfi] 5 | 4] 3 |2]-1]0]1]2] 37 475
0 1
1 1/2 1/2
2 1/4 1/2 1/4
3 1/8 5/8 1/8 1/8
4 1/16 5/8 1/8 1/8 1/16
5 | 1/32 17/32 1/8 1/8 5/32 1/32

Tabela 2: Probabilidade de a particula ser encontrada na posicao i apés n passos do passeio quantico
em uma dimensao, com estado inicial |¢;,) = | |) ® |0). A probabilidade é zero nas células vazias.

Esse exemplo mostra que as probabilidades no passeio quantico comecam a se
tornar diferentes daquelas no caso classico a partir de n = 3 (compare esses resultados
com a Tabela 1 da se¢do 2). Além disso, ao analisar a tabela acima notamos que a
distribuicao é assimétrica com um desvio para a esquerda. Essa assimetria se deve
ao fato de que a moeda utilizada, i.e., o operador Hadamard, nao trata as direcoes
| 1) e | J) igualmente.

Ha duas maneiras de se obter uma distribui¢ao simétrica: a primeira é comecar

12



o passeio em um estado simétrico. Isso pode ser feito utilizando o estado inicial
|Psym) = \/L§<| 1 +14| })) (como H nédo gera amplitudes complexas, as trajetérias de
| 1) e | |) serdo, respectivamente, reais e imaginérias puras, nao interferindo, assim,
uma com a outra). A outra forma de se eliminar a assimetria do passeio é utilizar

uma moeda mais simétrica:

1 (1 4
YV = — 23
V2 \i 1 (23)

0.14

T T
classico -------
quantico

041 | 1 |

0.08 |- i | i

0.02 |- [

y
g
=

| — \
0 ! / ! I e I L I I \ !
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100

Figura 4: Distribuigdes de probabilidade dos passeios cldssico (simétrico, com posigao inicial 0),
e quantico (com posi¢ao inicial simétrica) para 100 passos. Somente as probabilidades correspon-
dentes a posicoes pares sao mostradas (posigoes {mpares tém probabilidade nula).

Na Secao 2 mostramos que, para o passeio aleatorio cléssico, a variancia é dada
por 02 = T, onde T é o ntimero de passos. Nesse caso, a distancia esperada da
origem é 0 = v/T. No caso do passeio aleatério quantico, é possivel mostrar que
0? ~ T? - implicando o ~ T -, o que significa que o passeio quantico se propaga
quadraticamente mais rdpido. De fato, Konno [20] mostrou que & — % para
T — oo.

13



Uma andlise assintética do comportamento do passeio quantico foi feita por
Nayak e Vishwanath [4], Ambainis et al [5], e Carteret et al [19]. Considere

n,t
@ZJR(TL, t)
o vetor das amplitudes de a particula estar na posi¢ao n no tempo t, com grau interno

de liberdade “R” ou “L” (ou na notagao usada até aqui, 1 ou J). Seja
P(n,t) = pr(n,t) + pr(n,t) (25)

a probabilidade de estar na posi¢cao n no tempo t. Se a particula comeca o passeio na
origem com grau interno de liberdade “L”, as condigoes iniciais sao ¥(0,0) = (1 0)7,
e ¥(n,0) = (0 0)T paran # 0. Utilizando andlise de Fourier, Nayak e Vishwanath [4]

obtiveram a seguinte solucao para a evolucao temporal do passeio de Hadamard:

14 (=1)"* /7r dk cos(k) i
mt) = — [y GO ittt 26
ot = G [T R e (26)
1 -1 n+t ™ ik )
Yr(n,t) = L/ %e—e—z(u}kt-‘rkn)’ (27)
2 —x 2T /1 + cos?(k)
onde wy, = sin_l% €[-3.5]

Utilizando duas abordagens diferentes, Ambainis et al [5] mostraram que as
probabilidades pr(n,t) = |[r(n,t)|* e pr(n,t) = |¢Yr(n,t)]?, para n = at, com
a € (=1/v/2 +¢,1/v/2 —¢), onde € é uma constante positiva, no limite ¢ — oo

podem ser escritas como

20+ a) cos®(—wt + z) (28)

n,t) ~
p(n.?) (1 — a)v/I— 202t 4

cos®(—wt + T p), (29)

9
nt) ~
pr(0T) ~ =y 4

onde w = ap+6, B =2a/(1—a), A =B>—4B+1), p=arg(—B + VA),
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0 =arg(B +2+VA).

O grafico a seguir apresenta uma comparacao entre duas distribuicoes de proba-
bilidade do passeio de Hadamard com estado inicial | |) ®|0): uma obtida da solucao

exata, e outra da analise assintética descrita acima.

T
assintotica

exata X

80

Figura 5: Comparagdo entre duas distribui¢oes de probabilidade, uma obtida por integracao
numérica de (26) e (27), e outra do comportamento assintético (28),(29). O nimero de passos
é 100. Somente as probabilidades para pontos pares foram consideradas (as probabilidades sao
nulas para os pontos fmpares).

3.2 Recorréncia e Monitoramento

Pela defini¢ao de recorréncia e transiéncia de estados ¢ de uma cadeia de Markov
(Xn)n>o0 com matriz de transigdo P (definigdo A.4), a cadeia é recorrente se, com
probabilidade 1, todo caminho retorna a posicao inicial. Essa defini¢ao, em principio,
envolve uma medigao do processo (a cada passo, devemos checar se a particula re-

tornou), e esse fato deve ser levado em conta ao se generalizar a nogao de recorréncia
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para passeios quanticos.

Duas abordagens diferentes foram feitas a respeito da recorréncia para sistemas
quanticos de tempo discreto. Stefandk, Jex e Kiss [21] propuseram um modelo no
qual se evita medigoes explicitas a cada passo. Mais recentemente, foi sugerida por
Griinbaum et al [23] a implementagao de monitoramento na descri¢ao da recorréncia.

Nessa se¢ao, vamos fazer uma breve descri¢ao do caso classico [23,51,52], e entao
discutir e comparar as duas nogoes de recorréncia mencionadas acima. Concluimos

com um exemplo que mostra que as duas abordagens nao sao equivalentes.

3.2.1 Caso classico

Pélya [45] provou, em 1921, que somente em uma e duas dimensdes o passeio
aleatorio simétrico simples é recorrente, retornando ao ponto inicial com probabil-
idade 1. Para passeios finitos e fechados, o teorema de Poincaré [46] garante a
recorréncia. Consideremos um passeio aleatério simétrico em um espaco infinito d-
dimensional partindo da origem. A probabilidade de o caminhante retornar a origem
é chamada nimero de Pdlya. O passeio é dito recorrente se esse numero € igual a 1,
e transiente caso contrario.

O numero de Pélya para passeios aleatorios classicos pode ser expressado pela
soma . pp, onde p, = p(()g) ¢ a probabilidade de retornar a origem em n passos.
Além disso, mostraremos que o seu comportamento depende somente da convergéncia
ou divergéncia dessa série (Teorema 2.1). De acordo com as notagdes e definigdes
apresentadas na Sec¢ao 2.2, o numero de Pélya é fo = Py(Ty < 00).

Considere um passeio aleatorio classico descrito pela cadeia de Markov com
matriz de transi¢ao P = (p,y), onde z,y € X, e X é um espaco de estado contével.
P2y € a probabilidade de o caminhante ir de x a y em um passo, e portanto p,, > 0 e
Zy pzy = 1. Da propriedade de Markov, temos que pg 2,0z, .25 * * * Dz, 1y ¢ @ Probabili-

dade de ir de = a y passando pelos pontos intermediarios 1, . .. z,_1. A probabilidade
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de retornar a origem em n passos é dada por

DPn = Z pO,:Jclpxl,xg o 'pxn_1,0 (30)

L1y Tn—1

Estamos interessados em saber a probabilidade ¢, de retornar a 0 pela primeira vez
no n-ésimo passo, ou seja, consideramos a soma anterior com a condi¢ao de que

nenhum passo intermediario é 0. Portanto,

dn = Z Po,z1Px1,x0 " Pay_1,0- (31)

"171,...113n713é0

Como (31) é uma soma sobre um subconjunto de (30), podemos reescrever (30)

como

P =Y Drln-t; (32)
k=0

onde k é o maior indice tal que x; = 0, e consideramos py = 1, e ¢y = 0. Introduzindo

as funcoes geradoras
P(z) = 2" e 4(z) = a.2", (33)
n=0 n=0
e somando em (32), temos

p(z) = po2’ + > pnz"
n=1

n

- N 34
= 0+ 3 pet): (84

n=1 k=0

=1+p(2)4(2).

Portanto,
1

q(z) =1— = equacao de renovacao). 35
@) =1-55 ) (3)
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A probabilidade de retornar a origem é dada por
R=7) ¢ =q(1). (36)

Usando o resultado (35) com z = 1, podemos escrever

1 1
R=1-—=1-— . (37)
Portanto, o passeio classico é recorrente se e somente se R = 1, ou seja,

ann = 00.

3.2.2 Recorréncia sem monitoramento

O critério de recorréncia proposto por Stefandk, Jex e Kiss [21] consiste em
estender o conceito de numero de Pdlya descrito acima para passeios quanticos por

meio da expressao

o0

Rsjr =1— H(l — Pn)- (38)

n=1

O procedimento sugerido por [21] é o seguinte: “Pegue um sistema e mega a
posicao do caminhante apds um passo na origem, entao descarte o sistema. Pegue um
segundo sistema identicamente preparado, e deixe evoluir por dois passos, mecga na
origem, entao descarte o sistema. Continue similarmente para um tempo de evolucao
arbitrariamente longo. A probabilidade de o caminhante ser encontrado na origem
em uma unica série de tais medidas é o numero de Pdlya.”

No k-ésimo experimento, a particula nao é encontrada na origem com proba-
bilidade 1 — p,. Como os experimentos sao independentes, a probabilidade de nao se

encontrar a particula nos n primeiros experimentos é dada pelo produto
n
Py =] —px), (39)
k=1
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e a probabilidade do evento complementar

Py=1—]J(t—p) (40)

¢ a probabilidade de encontrar a particula na origem pelo menos uma vez. Portanto,
fazendo n — oo em (40), obtemos a expressao (38), que é a definigdo de nimero de
Polya para passeios quanticos.

Como ) p, = 00 é equivalente a [[, (1 —p,) = 0 [22], a equacao (38) leva ao
mesmo critério de recorréncia com relacdo a p, do passeio cldssico. Entao, se ) p,

converge, o passeio é transiente; caso contrario, Rs;x = 1 e o passeio é recorrente.

3.2.3 Recorréncia monitorada

Em contraste a [21], a nogao de recorréncia para processos quanticos de tempo
discreto sugerida por Griinbaum et al [23] se baseia na introdugao de um tipo de
monitoramento, apds cada passo, para checar o retorno do sistema. O procedimento
descrito por [23] é o seguinte: comegando em ¢y = ¢, um passo consiste na trans-
formagao unitaria ¢,, — U¢,, seguida pela medida da projecao |¢)(¢|. Se isso da um
resultado positivo (para o qual a probabilidade é |(¢|U|¢,)|*) o experimento acaba.
Caso contrario, o sistema ¢ deixado no estado ¢,11 = ¢pi1(1 — |9)(P|) Uy, onde
escolhemos ¢, 11 tal que ||¢,1|| = 1.

O estado ¢,, sera sempre proporcional a U™, onde U é dado por

U=(1-18){g|)U. (41)

Como ¢, deve ser unitério, podemos escrever ¢, = U"¢/||U"||. A probabili-
dade de sobrevivéncia, i.e., a probabilidade de a particula nao ser encontrada até
o passo n é dada pelo fator de normalizacio s, = ||U"¢||?

A probabilidade de detec¢ao no passo n é [(¢|U|¢p,_1)[*>. Usando ¢, ; =
U 1¢/||[U"'¢||, podemos expressar a probabilidade de primeira chegada na

forma |a,|?, onde a, é chamada amplitude de primeira chegada,
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an = (G|UU™1g), n>1. (42)

A probabilidade de retorno é definida por

R=>lan” (43)
n=1

A partir da observacao de que a probabilidade total para eventos até o n-ésimo

passo ¢é dada pela soma
n

L= laf* + |0, (44)

k=1

podemos escrever a probabilidade de retorno como

R=7) la,[* =1~ lim ||T"¢| (45)
n=1

O par (U, ¢) é dito recorrente se ¢ é recorrente com respeito a U, ou seja, se

R =1, e transiente caso contrario.

3.2.4 Exemplo

Vamos examinar um exemplo que evidencia a diferenga entre as nogoes de
recorréncia propostas por Stefaiiak, Jex e Kiss [21] e por Griinbaum et al [23]. Sejam
|x) e |z), x € Z vetores da base do espago de Hilbert H = C @ ¢*>(Z). O operador
unitério é definido por U|x) = |*) e U|z) = |z + 1). Consideremos o estado inicial
normalizado ¢ = al*) + 8|0). E facil ver que (¢|U"|¢) = |a|?,¥Vn > 1. Como
(¢|U°¢) = 1, podemos escrever

(@lU"[6) = lo* (90 — 1) + dnp- (46)
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Aplicando o operador U = (1 — |¢)(¢|)U ao estado |¢) n vezes, obtemos

U"(¢) = alB"[#) + Bln) — Blal* Y |8* V| — k). (47)
k=1
Agora, podemos calcular s, = HU”ngQ:
S, = a264n +ﬁ2 + 520/1 + Zﬁ4<k_1)7 (48)
k=1

onde a = |a| e B = |f]. Como o® + 3% =1,e >, o' = x4(xﬁ4f1_1) para |z| < 1,

apos algumas simplificacoes algébricas obtemos

252 a264n
o _ 19
s 1+ 5 + 1+ (49)
Como || < 1, o segundo termo de (49) tende a 0 para n — co. Assim, temos
- 232
: . n 2 _
Tim s, = lim |[U"9]|" = T (50)

Logo, limnﬁooH(?"qﬁHQ =0 <= [ =0, ede acordo com (45), (U,¢) é
recorrente se 5 = 0. Portanto, conforme a definigao de Griilnbaum et al [23], o tnico
caso recorrente é para ¢ = |*).

Por outro lado,
P = [(@IUM )] = laf*,  Vn > 1. (51)

Como a soma ) p, converge somente para o = 0 e diverge para qualquer
outro valor de «, entdao Rgyx = 1 para todo o # 0. Portanto, segundo a defini¢ao de

Stefandk, Jex e Kiss [21], o tnico caso transiente é para a = 0, ou seja, ¢ = €|0).
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3.3 Caracterizagao Espectral da Recorréncia

Nesta secao faremos um breve desenvolvimento técnico que ird culminar em
uma expressao simples para se calcular amplitudes de probabilidade (eq. (64)).
Vamos considerar um processo quantico em tempo discreto cuja evolucao é descrita
pelo operador unitario U em um espaco de Hilbert H. A definicao de recorréncia
proposta em [23] depende somente de U e do estado inicial unitério ¢ € H. A medida
de probabilidade p no circulo unitario S; = {u € C : |u| = 1} é definida em termos
da medida espectral E de U:

p(du) = (@ E(du)|e). (52)

Podemos caracterizar o sistema pelos momentos p, = [ p(du)u™ de p, que sao

dados por
o = (8|U"]6), €L (53)

Vamos utilizar as seguintes fungoes para caracterizar pu: fungao momento

geradora (ou fungao de Stieltjes)

i) = St = [ (54)

e a fungcao de Schur B
1) -1
fu(z)

f(2) , (55)

N

onde i(z) = [u(Z).

Temos interesse em determinar as probabilidades de sobrevivéncia s, = ||U"||?
no limite n — oo e assim, de (45) obter 3°°° . |a,|?, onde a, = (|UT"|¢) é a
ampliude de chegada. A fim de obter a funcao geradora para a,, comecamos com a
funcio geradora para o operador U", onde U = (1 — |¢)(¢|)U:

G(z) =) 2"U"=(1-=20)", (56)

n=0
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que pode ser relacionada com G(z) =Y > z"U™ = (1 — zU)~! da seguinte forma:

G(z) — é(z) =(1- Zﬁ)_l((]l — z(j) —(1—20)(1 —=20)7!

(2)(1 = 2(1 = [¢){o))U — (1 — 2U))G(2)

. (57)
= 2G(2)|9)(¢|UG(2)
G(z) = G(2)(1 + z[9) (9|UG(2))
Aplicando ao estado ¢, temos
G(2)¢ = G(2)o(1 + 2(g|UG(2)[9)) (58)
G()p = 2 (50)

1+ 2(o|UG(2)|9)
Como U = [uE(du) = (¢|U|¢) = [up(du), o denominador na tltima equagao

pode ser simplificado para

ZU

1+ 2(6|UG(2))6) = / u(du)(1+ —22 ), (60)

1—z2u

e comparando com o lado direito da equagao (54), temos que

L+ 2(8|UG(2)|6) = fl2). (61)

Podemos entao reescrever (59) como

G(2)p = — . (62)

Utilizando (56), (62) e (61), obtemos uma fung¢ao geradora para as ampli-
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tudes de chegada

o0 [e.9]

a(2) =) an" =) (@|UU"|¢)=""

n=1 n=0

iz
= 2f(2) (63)
Entao,
a(2) = 2f(2) (64)

Portanto, a fungao geradora para as amplitudes de chegada é relacionada com

a fungao de Schur (55). Em analogia com a equagao (35) para o caso classico, temos

a(z)=1- (equagao de renovagao). (65)

fi(z)

3.3.1 Critério de recorréncia

Podemos agora utilizar (64) para determinar, a partir da condi¢ao de recorréncia
(45), i.e., Y, |an|* = 1, um critério de recorréncia em termos da fun¢ao de Schur f.

Seja z = re'’, onde fixamos r < 1. Consideramos a série

a(re') = Z " a, et (66)

n
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como uma série de Fourier. Do teorema de Plancherel (Teorema B.1), temos
™

1 )
S o = oo [ latet) e

1 4 L
= —/ [re’ f(re™)|?dt.
2 J .

Portanto,
K

S oo = 2 [ Iftre P (63

—T

Para que a condi¢do Y, |a,|* = 1 seja satisfeita, o limite da expressao (68)
para r — 1 deve ser igual a 1. Logo, devemos ter |f(re®)| — 1 para quase todo
t, i.e., a funcdo f deve ser interna (inner). Podemos, entdo, enunciar o seguinte

teorema, que ¢ parte do Teorema 1 em [23]:

Teorema 3.1. Sejam U um operador unitdrio e ¢ um vetor inicial. Entao, (U, ¢)

€ recorrente se e somente se a funcao de Schur f € interna.

Veremos um exemplo que faz uso deste resultado na Secao 3.4.1.

3.4 Tempo Médio de Primeiro Retorno

Considere um par recorrente (U,¢) com probabilidades de primeira chegada

a,|?. O tempo médio de primeiro retorno é dado por
n

7= lann. (69)
n=1

A fungao de Schur f é uma fungao racional que deve ter médulo 1 no circulo

unitdrio. Entao, a fungao geradora a(e®) = g(t) das amplitudes de chegada (64)

o(1) = EF(e) = 3 ane™ (70)

25



tem moédulo 1 para todo t real. Portanto, g(t) da voltas em torno da origem um
nimero w(g) inteiro de vezes quando t varia de 0 a 2. Localmente, podemos escrever

g(t) = e A velocidade angular é dada por

o 190
ot i Ot

e como |g(t)| = 1, podemos escrever

In(g(t)), (71)

oy(t) ——=1 0g
7 5w ;00 (72
Integrando a velocidade angular entre 0 e 27, obtemos 27w(g):
T[> ——1 9g(t)
= — dt g(t) - —=. 73
wlo) =5 [ el 1 2 (73)

De (70), temos que dyg(t) = > >~ inaye™. Portanto, os coeficientes de Fourier
de g(t) e de % 0,9(t) sdo, respectivamente, a, e na,, e podemos usar o Teorema de

Plancherel (Teorema B.1) para obter

Z@ (na,) = (74)

n=0
mostrando que o tempo médio de primeiro retorno 7 deve ser um inteiro! O raciocinio

desenvolvido aqui, e que leva a (74), segue [23]. Concluimos que

Teorema 3.2. Sejam U um operador unitdrio e ¢ um vetor inicial. Entao, o tempo

médio de primeiro retorno T =Y o~ |a,|*n € ou um inteiro positivo, ou infinito.
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3.4.1 Exemplo

Vamos considerar um passeio quantico em duas dimensoes, no espaco de Hilbert
H = C? ® C? gerado pela base |z) @ |a), z € C* a € {1,1}. Sejam U : C* — C* um
operador unitario e 1)) € C* um estado inicial 1)) = (1 0)7 @ | 1) dados por

/2 0 0 —3/2
0 —1/2 V3/2 0
0 V3/2 1/2 0
V3/2 0 0 1/2

;)=

o O O =

Sejam P = |¢)(1)| a proje¢ao do estado inicial, e Q = I — P, onde I é a matriz

identidade. A funcao geradora das amplitudes de chegada é dada por

a(z) =Y PUU"'Pz"

1

n

PU(QU)" Pz

[M]¢

3
Il
o

=z i PU(zQU)"P
n=0
= 2PU(I — 2QU)"'P (76)

Portanto, a funcdo de Schur f(z) = PU(I — 2QU)"'P é

%—:?zz 000 :1212’:66:“
_ 0 000 ) 0
2) = = re”’ = 77
O I feew = | (70
0 0 00 0
Mas note que |11;r+—26‘i:1t| = 1 para todo t real. Portanto, no limite r — 1, de

acordo com (68) temos
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27T - -

S af? = /\f(e“)|2dt:2— Ldt =1, (78)

Entao R = 1 e o passeio é recorrente. Utilizando as amplitudes de chegada
a, = (|U(QU)" ), podemos determinar o tempo médio de primeiro retorno
dado por (69):

T = Z |an|*n = 2. (79)
n=1

1
Consideremos agora um outro estado inicial, |¢) = (?) ®| 1) =
V2

ok o 8

Nesse caso, a funcao geradora a(z) é dada por (76), com P = P, = |¢)(¢| e
Q= Qg =1— Py, e a funcio de Schur f(z) = PyU(I — 2Q,U)" P, é

1423222242 1423222242

2223222244 0 2223222244 0
- 0 0 0 0
f(z) = 14532222242 () 14532222242 (80)
2223 —22-2z+4 2223—22-22+4
0 0 0 0

4237222—z+2)\/§|2 + |l(4z372z27z+2)\/§|2 =1.Vz = 6it teR Assim
2 ) ) . )

1(
Note que |55, 22327 —2.+4

1 T

» L
. |f(e t)|2dt=%/ ldt=1. (81)

—T

Entao, R =Y, |a,|* =1, e (U, ¢) também é recorrente. Agora, calculamos o
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tempo médio de primeiro retorno

o0

7‘:Z|an|2n:4 (82)

n=1

onde a, = (¢|U(Q,U)" ), e observamos que novamente 7 é um nimero inteiro.!

1Célculos auxiliares foram realizados com Maple®. O tempo médio de primeiro retorno 7
também pode ser calculado a partir de uma abordagem diferente daquela apresentada, utilizando
matrizes de densidade.
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4 Aplicacgoes e Conclusao

Passeios aleatérios classicos possuem diversas aplicacoes em ciéncia da com-
putacao, sendo frequentemente utilizados na construcao e analise de algoritmos ran-
domizados. Dentre os problemas aos quais sao aplicados, estao conectividade de
grafos e amplificagao de probabilidade [50]. Além disso, a solu¢ao mais eficiente para
o problema 3-SAT baseia-se no tempo de chegada de um passeio aleatério [30]. Sim-
ilarmente, passeios quanticos sao tteis para se desenvolver algoritmos [3,13].

Para o passeio aleatério classico no hipercubo d-dimensional [3], o tempo es-
perado de chegada T até o vértice oposto ¢ T ~ 2¢. Kempe [31] mostrou que, no caso
do passeio quantico discreto, esse tempo é de ordem polinomial em d. Observa-se,
portanto, uma separacao de ordem exponencial entre os comportamentos dos pas-
seios classico e quantico quanto aos tempos de chegada. Utilizando essa propriedade,
diversos algoritmos foram desenvolvidos [2,32,33].

Childs et al apresentaram em [33] um problema que pode ser eficientemente
resolvido utilizando passeios quanticos, e que nenhum algoritmo classico é capaz
de resolver mais rapido. Passeios quanticos sao utilizados também em algoritmos
de busca [34-38]. Szegedy [39] desenvolveu uma teoria para quantizar algoritmos
classicos baseados em passeios aleatorios, e generalizou alguns resultados anteri-
ores [34,38] para grafos arbitrarios. Para uma determinada classe de cadeias de
Markov, o autor mostrou em [39] que os algoritmos quanticos sdo quadraticamente
mais rapidos que os algoritmos classicos correspondentes.

O uso de passeios quanticos continuos para a simulag¢ao de um processo quantico
foi proposto Mohseni et al [40]. Os autores desenvolveram em [40] uma teoria para
estudar a influéncia de efeitos quanticos na dinamica de transporte de energia, com
o objetivo de modelar processos fotossintéticos. Passeios quanticos foram realizados
experimentalmente em diversos sistemas, por exemplo com atomos [41], {ons [42], e
fétons [43,44]. Em [44], foi descrita a implementacao de um passeio quantico uni-

dimensional com moeda em redes 6ticas, que corresponderia ao analogo quantico de
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um tabuleiro de Galton (Quincunx).

Tempos de chegada de passeios quanticos discretos foram estudados recente-
mente por Krovi e Brun [25,26]. Foi apresentada em [25] uma defini¢do de tempo
de chegada similar & nogao de recorréncia de [23], onde medidas sao realizadas
a cada passo de tempo para verificar se a particula chegou ou nao. Os autores
mostraram [25,26] que passeios quanticos podem apresentar tempos de chegada in-
finitos, e encontraram uma condicao suficiente baseada na degenerescéncia do oper-
ador evolucao. Varbanov et al [27] provaram que tempos de chegada infinitos também
ocorrem no caso de passeios quanticos continuos.

A definigao de tempo de chegada apresentada em [27] utiliza medidas do pas-
seio em tempos aleatorios, de acordo com um processo de Poisson com parametro .
Os autores apresentaram condigoes para a existéncia de tempos de chegada infinitos,
e discutiram a conexao entre eles e a simetria do grafo. Além disso, foi estudada
a dependéncia dos tempos de chegada em relacao ao parametro A\. O esquema de
medida utilizado é equivalente a realizar um determinado tipo de medida fraca em
intervalos de tempo frequentes [27].

A nocao de recorréncia monitorada apresentada em [23] (Segao 3.2.3) foi es-
tendida para subespacos de dimensao finita por Bourgain et al [24], e diferencas
importantes entre recorréncia de estado e subespaco foram analisadas. Sinkovicz et
al [28] estudaram sistemas quanticos com dinamicas dissipativas (canais quanticos)
em espacos de Hilbert de dimensao finita. Eles provaram que o tempo de primeiro
retorno no caso de canais quanticos unitais também é um inteiro, generalizando o
resultado obtido em [23] (Teorema 3.2).

Direcoes futuras de estudo incluem a descricao de funcgoes de primeiro retorno
para sistemas de dimensao infinita, onde [24] é uma referéncia basica, bem como o
esstudo de tempos de primeira visita (casos finito e infinito). Este tultimo aspecto
consiste de elemento basico para a construcao de estatisticas de particulas se deslo-
cando em grafos no caso classico. Portanto, nos parece que esta é uma promissora
dire¢ao de estudo no contexto quantico se fizermos uso de uma analise semelhante a

que € descrita neste trabalho.
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Apéndice A Probabilidade e Cadeias de Markov

Esta revisao segue [47, 51, 54-56]. Considere um experimento com espago
amostral S. Uma variavel aleatdria é uma funcao real X : § — R que associa
valores reais a cada um dos possiveis resultados do experimento. Uma variavel
aleatoria discreta é uma variavel aleatéria cuja imagem é um conjunto finito ou
contavel.

Sejam X uma variavel aleatéria discreta e S o espaco amostral correspondente
(i.e., o conjunto de todos os valores possiveis de X). Uma distribui¢ao de proba-
bilidade (também chamada funcao de distribuigao) para X é uma fungao real p com
dominio igual a S e que satisfaz: i) p(z;) > 0, Va; € S eii) 3, ¢p(x;) = 1. Para
um subconjunto A C S, a probabilidade de A ¢ definida como p(A) = > _,(zi).
Os numeros p(z;) representam a probabilidade p(z;) = Pr(X = z;) = P(X = ;)
associada a cada resultado z; € A.

Seja p(z;) a distribuicdo de probabilidade de uma varidvel aleatéria discreta
X : 58— ACR. O valor esperado de X, também chamado de média pu, é definido
por

EX) = wipla) (A1)

x; €S
se a soma convergir absolutamente. A varidncia de X, também chamada o2, é

definida por

VIX] = E[(X = p)’] = > (i — p)°p(x,) (A.2)
Exemplo A.1. [47] (Distribuicao de Bernoulli) A distribui¢ao de Bernoulli B(6)
¢ uma funcao de distribuicao que descreve experimentos com somente dois possiveis
resultados, a saber: sucesso, com probabilidade 6, e fracasso, com probabilidade 1—6
(chamados experimentos de Bernoulli). Por convengao, se X é B(f), entdao X =1 se

o resultado é sucesso ¢ X = 0 se o resultado é fracasso.

E facil ver que, para a distribuicao de Bernoulli, o valor esperado e a variancia
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sao dados por

p==0 e o*=0(1-10) (A.3)

Exemplo A.2. [47] (Distribuicdo Binomial) Seja B uma varidvel aleatéria disc-
reta que conta o numero de sucessos em uma sequéncia de n experimentos de
Bernoulli, com probabilidade de sucesso p e probabilidade de fracasso ¢ =1 —p. A
distribui¢ao binomial com parametros n e p, denominada Bin(n,p), é a distribuigao
de probabilidade dessa variavel aleatéria B. A probabilidade de obter r sucessos em
n experimentos é dada por W, (r) :(:f) p"q" ", onde r pode assumir qualquer valor

em (1,2,....,m), e (:) = (n_"—;),r, é o coeficiente binomial.

Podemos mostrar que se Y,, = Bin(n,p), entdo o valor esperado e a variancia
sao

ElY,]=p=np e V[Y,]=0>=npq (A.4)

Um processo estocastico consiste em uma colecao de variaveis aleatoérias
{X;} onde X; é a medida, no tempo t, de uma determinada propriedade de um
sistema nao deterministico [54]. Se t € N, entao {X;} é um processo estocéstico
discreto, e se t € RU {0}, o processo é continuo.

Seja S um conjunto contavel. Cada elemento desse conjunto ¢ € S é chamado
estado, e S é chamado espaco de estado. Uma matriz P = (p;;); jes € dita (linha)
estocéstica se Zj pi; = 1, Vi, 0 < p;; < 1. Um vetor v com componentes v;,
i =0,1,2... é chamado vetor (ou distribuicao) de probabilidade se >, v; = 1,
v; > 0. Assim, a matriz P ¢ linha (coluna) estocéstica se cada linha (coluna) é uma
distribuigao [51].

Em geral, escrevemos (X,,),>0 para denotar uma sequéncia de variaveis aleatérias

(processo discreto se n € Z, e continuo se n € R).

Definicao A.1. [51] (Cadeia de Markov) Dizemos que um processo estocastico
(Xn)n>o0 ¢ uma cadeia de Markov com distribuigao inicial A e matriz de transicao P

se
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(i) P(Xo =1) = \; (Xo tem distribuigao \);

(”) PT(Xn =y ‘ Xn—l = Z.n—laXn—2 = in—27 '-'7X0 = ZO)
— PT(Xn = 7;” | Xn—l = in—l) = pin—lin

(Se X,, =, para n > 0, entdo X,,+1 tem distribuicao (p;; : j € 5), e é independente
de XQ, le ey Xn—l)
Dizemos que (X,)n>0 € Markov(\, P).

Se a cadeia estd no estado 7, o elemento p;; da matriz de transicao da a probabil-
idade de passar para o estado j (probabilidade de transigao). Essa probabilidade

é fixa e nao depende dos estados anteriores (depende somente do estado atual).

Teorema A.1l. [51] Um processo estocastico (X, )o<n<n ¢ Markov(A, P) se e so-
mente se

P(Xo = ig, X1 =11, ..., X8 = in) = NigDigir * * " Din_rin
para todo ig, i1, ...,ixy € S

Definicao A.2. [51] Uma distribuigdo de probabilidade estaciondria é uma dis-

tribuicdo m = (mma...m,) tal que 7P = 7.

Escrevemos ; = (0;; : j € S), onde 0;; é a fungao delta de Dirac.
Usaremos a seguinte notacao: P;(A) = P(A| Xy =1) = Pr(A|X, =1)

Teorema A.2. [51] Seja (X,,)n>0 Markov(\, P). Entao, para todo n,m > 0,

a) Pr(X, =j) = (AP");
b) Pi(Xn = j) = P(Xnim = jlXm =1) =5l
onde pgb) = (P");; é a entrada (¢, j) da matriz estocéstica P".

Definicao A.3. [51] Dizemos que um estado i conduz a j e escrevemos ¢ — j se

pz(-?) > 0 para algum n > 0. Dizemos que ¢ se comunica com j, e escrevemos ¢ <> j

se1—>je]—1.
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A classe comunicante de um estado i € S é o conjunto {j € S :i <> j}, i.e.,
o conjunto formado pelos estados que se comunicam com i. Uma classe comunicante
B é aberta se existe um estado j € B e um estado k ¢ B tal que j — k. Caso
contrario, dizemos que B é uma classe fechada. Um estado i é dito absorvente se {i}
for uma classe fechada. Uma cadeia de Markov é chamada irredutivel se consiste
em somente uma classe comunicante [51].

Seja (Xp)n>0 Markov(, P), e Q2 = {w = (wy,ws, ...)} 0 espago de todos os cam-
inhos possiveis. O tempo de passagem (ou tempo de chegada) de um subconjunto
A C S é a varidvel aleatéria 74 : Q — {0, 1,2, ...} [J{oo} dada por

™ =inf{n>0:X, €A} (A.5)

e se A é o conjunto vazio, definimos 74 = oo.

A probabilidade de que (X,,),>0, comecando em i, ird atingir A em algum

momento é

hit = Pi(t" < 00) (A.6)
Se A é uma classe fechada, hi' é chamada probabilidade de absorcao. O tempo

médio para (X,,),>0 atingir A é

kA = Bi(r1) = Z nPy(t* =n) + 0o - Pr(r? = o0) (A.7)

7
n<oo

O tempo de primeira passagem de um estado i é a varidvel aleatoria definida
por [51]
T,=inf{n>1:X, =1} (A.8)

e a probabilidade de retorno é definida por

fi=P(T; < o0) (A.9)

Definicao A.4. [51] (Recorréncia e transiéncia de estados) Seja (X,,),>o uma
cadeia de Markov com matriz de transicao P.

Um estado ¢ é dito recorrente se P;(X, = i, para infinitos n’s) = 1, e transiente, se
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P,(X,, = i,para infinitos n’s) = 0.

O teorema seguinte estabelece critérios para determinar a recorréncia ou transiéncia

de estados em termos da probabilidade de retorno e das probabilidades de transicao.
Teorema A.3. [51] (Critério de recorréncia e transiéncia)

(i) Se Pi(T; < 00) =1, entdo i é recorrente e >~ pgl) = 00

(ii) Se Pi(T; < o0) < 1, entdo 7 é transiente e y_~ pgf) < 00

Em particular, todo estado é ou recorrente ou transiente.

Definicao A.5. [51] Se i é um estado é recorrente, e se m; := E;(T;) < oo, dizemos

que i é recorrente positivo. Caso contrario, i é dito recorrente nulo.
Teorema A.4. [51] Seja P uma cadeia irredutivel. Sao equivalentes:

(i) Todo estado é recorrente positivo

(ii) Algum estado é recorrente positivo

(iii) P tem uma distribuigdo de probabilidade invariante 7 = (7;);es

Além disso, quando a ultima afirmacao vale, temos que

m; = l, Vie S (Lema de Kac) (A.10)

T

Em particular o teorema acima deixa claro que, para passeios aleatérios

classicos, o tempo médio de primeiro retorno pode nao ser um numero inteiro.

36



Apéndice B Teorema de Plancherel

O modelo matematico proposto por Fourier em 1807 consiste em representar
uma fungdo f(z), definida num intervalo finito, como uma soma de fungoes sinu-

soidais [53]

fl@)y=>" cpem™ (B.1)
onde
1 _
Cp = f( Ye " dr, n=0,%£1,£2, .. (B.2)
o

sao os coeficientes de Fourier. (B.1) é chamada série de Fourier de f.

Teorema B.1. [53] (Plancherel): Sejam f e g duas fungdes quadrado integréveis

com periodo 27 e coeficientes de Fourier f,, e g,, respectivamente. Entao

Z fngnz f< )g* (x)dz, (B.3)

n=—oo

onde * denota o complexo conjugado. Para f = g,

S = / | (@) P (B.4)

n=—oo

Esse teorema também é conhecido como teorema de Parseval.
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