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Resumo

Neste trabalho provamos trés teoremas sobre a existéncia e unicidade
de solugbes para o Problema de Dirichlet para a equacao das superficies
de curvatura média constante H sobre dominios €2 limitados do plano nao
necessariamente convexos com hipéteses relacionando a condicao do circulo
exterior de 2, a norma C? do dado do bordo e H.

Abstract

In this work we prove three theorems on the existence and uniqueness of
solutions to the Dirichlet Problem for the constant mean curvature H surface
equation on a bounded not necessarily convex domain €2 of the plane from
hypothesis relating the exterior circle condition of €2, the C? norm of a the
bounded date and H.
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1 Introducao

Um dos problemas cldssicos da teoria de Equacgoes Diferenciais Parci-
ais Elipticas, que tem sua origem na Geometria Diferencial, é o problema
de Dirichlet para a equacgao das superficies de curvatura média constante
(CMC) em R3. Lembramos que esse problema, no caso de dados suaves no
bordo, consiste em determinar, dados H > 0, um dominio aberto Q C R?
de classe C?% 0 < a < 1, e p € C>%(0N), a existéncia e a unicidade de
solucao do problema

2 3
Qu (u) = (1 + |Du|2) Au — Z DijuDjuD;ju + 2H (1 + |Du|2> ‘=0,
i,j=1
ulag = @, u € C*(Q)
(1)

onde D é o gradiente em R?. Se v é uma solucdo de (1) entao o gréfico de u
em R3 & uma superficie de CMC H com relacdo ao vetor normal 1 tal que
(n,(0,0,1)) <0.

O Problema de Dirichlet para a Equacao das Superficies de curvatura mé-
dia constante em dominios abertos e limitado vem sendo estudado por muitos
matemadticos ao longo de décadas. No caso minimo (H = 0), gostarfamos
de destacar o trabalho de R. Finn [F] que, em 1954, mostrou que a convexi-
dade do dominio é uma condi¢ao necessdria e suficiente para a existéncia de
solucao do problema (1) para qualquer dado no bordo. Um contra-exemplo
simples e interessante para a necessidade da hipétese da convexidade neste
teorema de Finn é o conhecido tetraedo de Radé [RD], uma superficie mi-
nima compacta que tem como bordo parte das arestas de um tetraedro.

Quando tratamos do Problema de Dirichlet para a equagdo das super-
ficies de CMC H, diferentemente do que ocorre no caso das minimas, a
convexidade do domfnio nao implica na existéncia de solugao para o pro-
blema (1), nem mesmo para o caso ¢ = 0. Em 1968, J. Serrin [S] obteve
uma condi¢ao, muito conhecida atualmente, para a solucao do problema para
qualquer dado no bordo de um dominio convexo, condicao esta envolvendo
a curvatura do bordo de 2, H e a dimensao do espago (no caso do espago
Euclidiano de dimensao 3, que é o que trataremos nesta tese, a condicao é
de que a curvatura k& do bordo seja maior ou igual a 2H). Contudo, é bas-
tante conhecido que em muitos casos existe solucao para certos valores dados
no bordo mesmo que a condicdo de Serrin nao seja satisfeita, inclusive em
dominios nao convexos. Exemplos explicitos podem ser construidos usando



partes de superficies de Delaunay; mas também pode-se mostrar a existéncia
de solugoes mediante outras condicoes: por exemplo, se k > H entao existe
solugado para ¢ = 0 (veja [R] tanto para os exemplos de Delaunay quanto
para este ultimo resultado).

Surge entao o seguinte problema natural: determinar condigbes relacio-
nando o dominio, o dado no bordo e a curvatura média que garantam a
existéncia de solugoes para o problema (1) quando o dominio nao satisfaz a
condicao de Serrin.

Notamos que uma tal condicao tem necessariamente que existir pois
sabe-se que se a condicao de Serrin nao é satisfeita, entao existem dados no
bordo para os quais o problema (1) nao tem solugao.

Em nosso trabalho obtemos condicoes de existéncia envolvendo a norma
C? do dado no bordo, H e o raio exterior de €.

Lembramos que €2 satisfaz a condigao do circulo exterior de raio r se,
para todo p € 02 existe um circulo C, de raio r tangente a 92 em p e
contido em R2\().

Figura 1: Condigao do Circulo exterior
de raio r

Para enunciarmos os resultados principais desta tese precisamos intro-
duzir alguma notagao.



Seja © um domfnio aberto, limitado, de classe C*?, satisfazendo a
condicdo do circulo exterior de raio r. Dada ¢ € C%© (Q) , seja

M = maxp(z) — minp(z)

e €N
B = sup |Dp(z)|
e (2)
A =sup ‘DQ(,D(LU)‘
e
C =max {A, B}

onde
|D%p| = |Du1g| + |Da2p| + | D12¢g| -

Os principais resultados da tese sao:
Teorema 1.1 Se
r > max {2 (66M(SC’3+302+4C+1) _ 1) ’1} (3)
entao o problema (1) possui uma tnica solugao quando H = 0.

Teorema 1.2 Seja H > 0 e seja Q2 um dominio limitado satisfazendo a
condi¢io do circulo exterior de raio r. Seja Rq o raio do menor disco
contendo €. Suponha que

1
H< — 4
< @

e que
He¢(M+hQ,H) <1, (5)

onde

¢ = 64(C*°+C*+C+1)H>+16(8C*+9C*+10C +7) H?
+12 (7C% + 8C* +10C + 5) H + 6 (3C° + 3C* +4C + 1) .

e
R{H
hon = 0 :
14 1/1— (RqH)?
Suponha ademais que
r > max {2 (e‘z’(MHm’H) — 1) ,1} . (6)

Entao o problema de Dirichlet (1) admite uma tinica solugao.
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Observamos que como a propriedade de ser minima ¢é invariante por
homotetias, nés podemos aplicar o Teorema 1.1 para tratar o caso 0 < r < 1
depois de re-escalonar o problema pelo fator 1/r.

Se  é convexo entao podemos tomar r = oo de modo que o Teorema 1.1
recupera o resultado cldssico de existéncia de R. Finn (veja [F]) para dados
suaves no bordo.

Como explicamos apds sua prova, o Teorema 1.2 implica no Teorema
1.1. Enunciamos o Teorema 1.1 separadamente pois ele tem interesse inde-
pendente.

Obtemos também um resultado de existéncia de solugées do problema
(1) com hipéteses relacionando o diametro do dominio, a norma C? de ¢, o
raio exterior de 2 e H (Teorema 2.1).

Observamos que o Teorema 1.1 é similar a um resultado que demons-
tramos anteriormente, a ser publicado na Matemdtica Contemporanea (veja
[RS]). Enunciamos e demonstramos este resultado ao final da tese (Teorema
2.2).

2 Prova dos teoremas

As notagoes e condigoes mencionadas na introducgao relativas a Q e ¢
serao mantidas em toda a tese.

Para demonstrar os resultados da tese fazemos uso do conhecido método

da continuidade de EDP ([GT]).

O ingrediente fundamental para a aplicabilidade do método é o de bar-
reira local. Embora esta seja uma tradicional nocao de EDP, as defini¢oes
dadas em diferentes textos podem diferir em algumas condigoes. Para
deixar claro as condigoes que estamos assumindo enunciamos, a seguir, esta
definigdo em detalhes.

Seja p € 0. Dizemos que o problema (1) admite barreiras locais inferior
e superior em p se existe uma vizinhanga N, de p em Q e fungdes w™, wt e

C%(N,) tais que
w™(p) = ¢(p) = w* (p),

Qu[w'] <0eQpu[w ] >0em N,
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e, se u € C?(2) ¢ uma solucio de (1), entdo
w™ (z) <u(z) <w'(z),Vz € (N,).
Prova do Teorema 1.1. Suponha que minp = 0. Escolha p € 9.

Q
Seja pg = (p1,p2) o centro do circulo tangente a J2 em p, com raio r e

contido em R2\Q, e seja
d(x) =d(z,0By) = |z — po| — 1.

Observe que d(p) =0,

Vd = Dd = (ad,ad) = <x1_p1,$2_p2> = |Dd| = 1.
0ry’ Oxo |z — po|” |z — pol

1
e que Ad(x) = T

Considere zg € 2 qualquer mas fixo. Tomemos uma base ortonormal
{e1,e2} de R? tal que es = Dd(xg) e e; é unitdrio e ortogonal a ey. Sejam

0 0?
Di=—, Djj=———, 1<4,5<2.
! 662'7 K 361'86]‘7 =bhl=
Note entao que, em xg:
1
Duadla) = =] = A0 g

D;jd(x0) = 0 outros casos.

Definindo
w(z) = ¢(z) +P(d(z), z€Q,

onde
P(s)=0In(bs+1), s>0, (8)

iremos provar que w é uma barreira superior local em p para escolhas ade-
quadas das constantes § e b.
Afim de estabelecermos uma estimativa para (o [w], observe que

2
(1 + ]Dw|2) Aw — Z D;wDjwD;;w
ij=1

2
= Y [(1+1DwP) 8 — DiwDjw| (v'DidDjd + v/ (d) Dijd + Do)
ij=1
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De fato,

2
> [(1 + |Dw|2) dij — DWDJW} (V" DidDjd +'(d) Dyjd + Dijp)
2,j=1

[(1+1DwP) = (Drw)?| (¢ (D1d)* +v/(d)Did + Duae)
—DijwDyw (T,Z)”DldDQd + T,Z),(d)Dmd + Du(p)
—DowDiw (ZZ),/DQled + T/)l(d)Dzld + Dglﬁp)

+ (14 1DwP) = (D2w)?] (" (Dad)? + 4/ (d) Dasd + Dz

- (1 + |Dw[2> (D11 + Dasg) — (Dyw)? D11 — 2D1wDawDia
— (Dyw)? Dy + (1+ [Dul?) (" (D1d)” + ¢/ (d) Diyd + 4" (Dad)? + ¢'(d) Dyad)
— (Dyw)? (y/’ (D1d)? + zb’(d)DHd) — 2DywDyw (4 DydDsd + 4 (d) Disd)

— (Daw)? (w” (D2d)? + w'(d)Dmd) :

Por outro lado,

(1+|Dw]2 Aw — ZDwD wD;;w
i,7=1

)
- (1 + |Dw[2) A (p +(d [ Diw)? Diyw + 2DywDawDysw + (Dow)? me]
= (1+1Dul®) (Dug + Daag) + (1+Dul®) (Dur(d) + Dagip(d))

~ | (D) (Drye + Davp(d)) + 2D1wDaw (Dizgp + Dizi(d)

+ (Dow)? (Do + Daot(d )}
= (1+1DwP) (Dug + Dasg) + (14 [Dwl®) (v"(d) (D1d)? + ¢'(d) Drnd

" (d) (Dad)? + 4 (d)D22d) — (D1w)? D11¢p — 2D1wDawDysp — (Daw)? Do

— (Dyw)? (w" (D1d)? + 1//(d)D11d> — 2DywDyw (' DydDad + 4 (d) Dyad)

~ (D2w)? (v (Dad)® +4/(d) Dand)

Logo, pondo
Aij = [(1 + \Dw\Q) (51']' — Diijw}

13



obtemos

2
Qo [w] = Z |:(1 + |Dw|2) 5ij — Dl-ijw] (Qll)ll(d)DZdDjd + Q,Z),(d)DUd + Dl'j(p)

1,7=1

2
= > Ay (¢"(d)DidD;d + 4/ (d)Dyjd + Dije)
3,j=1

2 2 2

ij=1 j=1 b=l
2 2 2
= (d) ) AyDidDjd +¢/(d) }_ AyDijd + Y Ay Dijp
ij=1 i,j=1 i,5=1

Temos também que

2
Z Aij&&; = An (51)2 + A21§169 + A12808; + Ao (52)2

ij=1
= [(1+1DuP) = (D] (1) - DiwDawgg,
—DywDiweyty + | (14 [Duf?) - (Daw)?] (€2)°
(€1)* + (£2)° + (Daw)? (£1)* = 2D1wDswé &y + (D1w)” (€3)°
= (£ + (&)* + (Dawéy — Diwéy)*.

Logo, podemos afirmar que

2
D Aty > (6) + (&7 = €7, VE = (&1, 6) € R

3,j=1

Portanto,
2

> Ai;jDidDj;d > |Dd)?.
ij=1

Como |Dd| =1 e 9" (d) < 0 tem-se

2
¥"(d) Y AyyDidDjd < 4" (d),

1,j=1

14



donde obtemos
2 2
Qolw] < 4"(d) +/(d) Y AyDijd + Y AijDije.
ij=1 ij=1
Note também que
2 2
Z Az’jDij(P = Z [(1 + \Dw[z) (51']' — Diijw} Dij(p
ij=1 ij=1
= [(1 + |Dw[2) — (Dlw)2] D11g0 — 2D1U)D2’LUD12Q0
+ [(1 + |Dw\2) - (D2w)2] Dasp
= (1 + (Dgw)2) D11<p — 2D11UD21UD12Q0 + <1 + (D1w>2) ng(p
< ( + (Daw) 2) |D11p| + 2 [D1w| | Daw| | D12
( + (D1w ) | Daz

)
< (1+1DwP) (1Dugl + [Dasigl) + 2| Dyw| |Dyw| [ Drag]

Como (|Dyw| — [Dywl|)? > 0 entédo | Dyw|* — 2| Dyw| | Daw| + | Daw|* > 0.
Logo, |Dw|* > 2 |Dyw||Dyw|. Portanto, temos:

2
> 4yDyp < (14 Dwl?) [Dugl + [Dul® [Dizgl + (1+ |Dw]) | Dased
ij=1

IN

IN

1+ |DwP) [Dugl + (1+ [Dwl?) [Diag] + (1 + |Dwl) Doz
) (ID11¢] + [Diag] + Doz

<1+ | Dwl?
(1 + |Dw? ‘D%p} .

Segue-se que

2
Qolw] < ¥"(d) +/(d) Y AyDyyd + (1+ [Dwl?) [D%| .

ij=1

15



Note agora que

2 2
Z AijDijd = Z [(1 + |Dw\2) (Sij — Diijw} Dijd
ij=1 ij=1
2 2
i,j=1 6,j=1
2
= (1 + |Dw|2) (Dlld + Dggd) — Z Dle]U}DZ]d
ij=1
= (1+1Du?) (ad ZD wD;wDy;d.
i,j=1
2
Vamos calcular Z D;wDjwD;jd. Note que D;w = D;p + 9'(d)D;d. Dat
ij=1
2 2
> DwDjwDyd = > (Dip+1/(d)Did) (Djp +'(d)D;d) Dyd
ij=1 =1
2 2
= Y (¢"”Did+ 2/ Dip) D;dDijd + Y DipD;pDyd
,j=1 i,j=1
2
= Z DipDjpD;;d
=1
pois |Dd| = 1 = (d(Dd).(£), Dd(x)) = 0 V&, x € R? e, em particular
2
(d(Dd)y(e;), Dd(z)) = Y D;dD;;d = 0.
7=1
Segue-se que
Z AyDyjd = (1 + | Dul ) Z DigD;Dyid.
1,j=1 i,j=1

As estimativas anteriores sdo vélidas em qualquer ponto de €. Daqui
para a frente todas as expressoes envolvidas serdo avaliadas em xg. De (7)
obtemos:

2
1
—> DipDjpDy;d = — (D1p)’ (|x — |) <0.
=1 bo

16



Portanto,
2

3" AyDyd < (1 n wa|2) (Ad)
Q=1

Qoluw] < 0"+ (14 |Dwl®) (Ad) + (1+ [Dwl’) [D%|.
Note que
Dw = D (¢ +%(d)) = [Dw| = [D¢ + Dy(d)| < [De|+|Dyp(d)| = [Dep| +¢'
Dalf,

|Dw|? < (IDg| +4')°
= |Dg]? + 2¢' | D + (¢')°.

Logo

Qo[w]

IN

W'+ (14 1Dgl* + 24 IDgl + (1)) (Ad)
+ (1+1Dgf + 20/ IDgl + (1)*) [P
v+ ()° (Ad) + (2|Dg| (Ad) + [ D)) (¢)*
+ ((Ad) + Dyl (Ad) + 2|Dy| |D?¢] ) v/
+|D%¢| + | Dy|* | D?¢|

¢+ (') (Ad) + (2C (Ad) + C) ()
+ ((Ad) + C* (Ad) +2C*) ¢/ + C + C*

IN

IN

Como |zg — po| > r entao

2
+<(1+0)+202>w’+0+03.
T

17



De (8) temos

Qolw]

o

Observe que

5b? 1 53b° 2C 52b?
—— () =+ —+C) ———
(bd + 1) r) (bd+1) T (bd+1)
(1+C?% 5\ 0b 3
2 e+ O O
o L1 §3p°
(bd+1)* 7 (bd+1)*
ey [1 1 6% ]
o (bd+1)? rbd+ 1

e que esta expressao é nao positiva se

ou seja,

Tome b = L5

567 Dai,

IN

L1 o
rbd+1~ "

b
bd +

r

62

<
1=

L! 500
7 (bd + 1)
2

N
rbd—+1
r 52
)2454

[1_ i ;
i

e
52
[2

5>
(bd + 1)
52
(bd + 1)°
5
(Wd +1
512
(rd + 26°)*
or?
2 (rd +26%)

512

2 (rd + 262)%

T

|

Crd+ 252}
B 262
rd + 262

|

18



pois

202
2- ———>1
rd + 26
Logo
or? 2C 6272
Qolw] < —— 4 <+C> S
2 (rd + 26%) r (rd + 26%)

14C? §
+< e +2C2>T2+C+C3
r rd + 20
1

= ————— [2C°d*? +- 8C%dré® + 8C35" + 4C%dr?s
2 (26% + dr)
+2C2%drs 4 8C?*rs® + 4C*5* + 2Cd*r?* + 8Cdrs* + 20?5
+4Crs® +8CS* + 2drs — r?s + 46°] .
Reescrevendo a expressao entre colchetes como um polindmio quadréatico
em d, tem-se que Qp[w] < 0 se
(2C%r® 4+ 207%) d* + (8C°rd* + 4C%*r?6 4 2C%rs + 8Cré* + 2rd) d
+8C36% + 8C% 6% + 4C%5% + 20126 + 4Cr6% 4+ 8C6* — r25 + 46% < 0.
Para 0 < d < § temos

(2C3? +2C7%) d* + (8C3rd? + 4C%r25 + 2C%r5 + 8Cré® + 2r6) d

+8C36% + 8C?rd3 4+ 40263 + 207?62 + 4Cré? + 8C* — r?6 + 45°
< (2037 4 207?) 6% + (8C3rd? + 4C*r25 + 20218 + 8Cré* + 2r4) §

+8C364 + 8C2rd3 + 4C%63 + 201252 4 4Cré? + 8C6* — r26 + 463

Reescrevendo esta ltima expressao como um polindmio em J e fatorando
0 vemos que ela é igual a

5 [(8C® 4 8C) 6° 4 (8C?r + 8C?r + 8Cr +4C* + 4) §°
+ (2C°r* + 4C?r* 4+ 2C%r + 407? + 4Cr +2r) 6 — r?] .

Assim, escolhendo 6 < 1 obtemos Qplw] < 0 para 0 < d < 4 se

(8C® +80C) 6% + (8C%r +8C%r 4 8Cr + 4C? + 4) §°
+ (203 + 40%r% 4+ 2C%r + 407T? + 4Cr +2r) § — r?
< (8C*+8C) 5+ (8C*r +8C3r +8Cr +4C* +4) 6
+ (203r2 +4C%r2 +2C%r + 4Cr? + 4Cr + 27") §—r?
0

IN
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Reescrevendo o coeficiente de 6 como um polindmio quadratico em 7 e
isolando 0 vemos que Qo[w] < 0 para 0 < d < 0 se

72

0 <
T (203 +4C% 4+4C)r2 + (8C3 +10C? +12C + 2)r + 8C3 +4C? +8C 4+ 4

Observe que a fungao

7,2

(203 4+4C% +4C) 12 4 (8C3 +10C?% + 12C 4+ 2) 1+ 8C3 +4C? + 8C + 4

fr) =

é crescente. Entao temos

1
18C3 +18C2 +24C +6

f() < f(r), parar > 1.

Logo, temos Qplw] < 0se 0 < d < ¢ para

1
6= .
18C3 +18C2 +24C + 6

(10)

Em resumo, definindo § por (10), tomando

temos que Qo[w] < 0 em N, onde
Ny={z€ Q| 0<d(z)<d}.

Portanto, para garantir que w é uma barreira superior local para Qo em N,
basta agora provar que esta fungado satisfaz a estimativa a priori de altura

W, = ulgy, - (11)

onde u é uma solugao de Qolu] =0 e ulyn = .
Note que com as escolhas acima temos

3 2 2
In <r(18C +18(; +24C+6) Qs 1)

d) =
v(d) 18C3 +18C? +24C +6

Em 0N, N 9N, temos que u = ¢ de modo que (11) é satisfeita nesses pontos.
Pelo principio do méximo,temos

sup |u| < M.
Q
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Assim em ON,\012, temos

w(z) = ¥(6) + ¢(x) = P(9).
Logo (11) é satisfeito em ON,\OQ se ¥(8) > M, ou seja,

| r(18C3418C%424046) ! 1
n 2 8O3 11802424016
> M

18C3 4+ 18C2 +24C + 6 -

0 que é garantido por
>0 (eﬁM(3C3+302+4C+1) _ 1)

Note que tomando w = ¢ — ¥, para a mesma Y acima, obtemos uma
barreira inferior em p. Podemos entao aplicar o método da continuidade
para concluir com a prova do Teorema 1.1. Para isso, observamos que se
a condigdo (3) é satisfeita para uma dada ¢ entao ela também é satisfeita
para tp para todo t € [0, 1]. Assim, pondo

V={tel0,1] | Ju € c?e (ﬁ) tal que Qo [u] =0, weloq = ty}

temos V # @ jaquet =0 € V, pois u = 0 quando ¢t = 0; além disso
V' é aberto pelo teorema da funcao implicita. Das barreira locais obtemos
estimativas uniformes C', a priori, para a familia de problemas de Dirichlet
Qo [u] = 0, ut|pa = te. Da teoria de EDP elipticas decorre que V' é fechado
(|GTY)), ou seja, V = [0,1].

A unicidade da solucéo ¢ uma conseqiiéncia do principio do méximo para
a diferenca de duas solucoes de (1). [

Prova do Teorema 1.2. Primeiro notamos que, de (6), tem-se
r>2 (e¢(M+thH) — 1) .

E como
9 (e¢(M+hQ7H) _ 1) > 9 (66M(303+302+4C+1) _ 1)

temos, pelo Teorema 1.1, que existe uma solucdo v € C%%(Q) de Qo = 0 em
Q tal que v|pg = ¢. E, como

(ST

Qu(v) = Qolv]+2H (1+|Dv?)

°H (1 + |Dv|2)g >0,
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decorre que v é uma barreira inferior global (ou seja, vdlida em todos os
pontos de 0f2) para Qp.

As barreiras superiores que vamos constuir sao locais, dependendo cada

uma do ponto do bordo considerado. Para isto suponha que min¢ = 0.
Q
Fixemos entao um ponto p € 9. Seja po = (p1,p2) o centro do circulo

tangente ao 02 em p, com raio r e contido em R?\Q e seja a funcio d :
Q — [0,00), dada por:

d(z) = d(z,0B;) = [z — po| — .
Defina, também,
w: ) — R,

por
w(z) = ¢(z) +P(d(2)),
onde
P(d) =dIn(bd+1), (12)

onde § e b sdo constantes positivas a serem determinadas.
Observe que

(NI

2
On(w) = (1 + |Dw|2) Aw — 3" DiwDjwDijw + 2H (1 + |Dw\2)
Q=1

(SIS

- Qg[w]+2H(1+|Dw|2> .

De (9) temos
Q) < o+ (1) 07+ (% +0) 00

1 2
+<(+TC)+202>¢’+C+03.
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Logo,
Quw) < "+ <71n) (1//)3 + <2TC +C> (¢,)2
NECIE

r

[N

+C +C% +2H (1 + \Dw!2>
1 2C

e (e

1 2
+<(—~jr’61)+202)w/+0+03

1
+2H (1+|Dw) (1+ Duf)?

Por outro lado, temos

1
(14 1Dwl)® <1+ [Duw.
Dai, obtemos

Quw) < "+ <i) (1/)')3 + <21~C JrC) (¢,)2

2

r

+2H (1 + |Dw\2) (1+ |Dul).

Note que
|Dw| = |Dg + Dy(d)]
< |Dg| +|D(d)| = |Dg| + 2/
< C+v.
Dai,

|Dw|? < (C + ')
< CZ+2”L/}IC+ (1/}/)2'
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Logo
Qu(w) < ¥'+ (1) ()’ + (27? +C> (¢)?

1 2
+<(+C)+202> W +C+CP

-
20 (1+C?+20/C + (v/)°) (1+ C + ).
Portanto,
" 1 N3 2C n2
Qu(w) < '+ (-+2H ) ()" + (== +C+2H +6HC ) (¢)
1+ C?
+ <(+7~) +2C% 4 2H + 6HC? + 4HC> W
+(1+C?) (C+2H(1+0))
Assim de (12) obtemos
5b? 1 §3b°
< ————+(-+2H) —
Qulw) < =) (r ) (bd + 1)°
212
+(2C+C+2H+6HC> L
r (bd + 1)

0b

1+ C?
+ @+2CQ+2H+6H02+4H0
bd + 1

r
+(14+C* (C+2H(1+0))
Note que

2 1 313
I = —(%2—|—<—|—2H>5b3
(bd + 1) r (bd + 1)

52 1 62D
= ——|1—-(=+2H
(bd + 1) [ (r - ) bd + 1]

e que esta expressao é nao positiva se

2
1—(1+2H) g
r

bd + 1 ’
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ou seja,
b 1

< .
bd+1 = 6% (% +2H)

Tome

1
"= (T em)
Temos
1- (L +2H) > !
T L e (E 2
26% (1 +2H)
I=— L
1 2
——————d+1] 46 (L +2H
(252(7{+2H) +> (5 +2H)
=) 5% (+ +2H)
= 7 |1 - 2 (1
(d+26% (L +2H)) (d+20° (5 +2H))
B = 26% (1 +2H)
Co2(a+2?(be2m)’ | (d+207 (3 +20))
=
S 29
2 (d+20° (L +2H))
pois

26 (X 4 2H)
(d+20* (2 +2H)) ~

Dai, obtemos
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IN

)
2 (d+202 (L +2H))

2 2
+ S+C’+2H+6HC>6< "

< dr + 262 + 4H527")2
1 + 02 or
dr + 26% + 4H§%r

+

+ 20% +2H + 6HC? + 4HC>

+(1+ C+2H(1+C))
[(2Cr? + 4H7r? + 2C%r* + ACHr?

2 (20% + dr + 4Hrs%)?
+4C?Hr? + 4C*Hr?) d* + [32C°H?*r?6* + 16C° Hr?6*
+16C3Hrd? + 8C3ré? + 3202 H?r25% + 12C%Hr?5
+16C%2Hré% + 4C?%r%5 + 2C%r6 + 32C H?r? 6>
+16CHr26% + 8CHr*5 + 16CHrd? 4 8Crd?
+32H%r?6° + 4Hr?*5 + 16Hré” + 2rd) d

+64C3 H3r25* 4 32C3 H*r26* + 64C3 H?r6*
+32C3Hré* + 16C3H6* 4 8C364

+64C?H3r?6* + 48C% H?r?6% + 64C% H?ro*
+16C?2Hr26% + 32C?Hré® + 16C%H*

+8C2r83 + 40263 + 64CH?r26* + 320 H?r25*

+32C H?r25% + 64C H?*r6* + 12C Hr?5>

+32CHré* + 16CHré> + 16C H5* + 20252

+4Cr6? 4+ 8C6* + 64H3r26* + 16 H*r?6% + 64 H?r5*
+4Hr?6* + 16Hr§° + 16 H5* — %6 + 46°)
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Logo teremos Qp (w) < 0 se

(207* + 4Hr* + 2C°%r* + 4CHr?® + AC*Hr? + AC® Hr?) d?
+ [32C3H?r%6? + 16C° Hr?6? + 16C° Hré* + 8C3rs?
+32C?H*r?6% + 12C%Hr?6 + 16C%Hré? + 4C%r?6
+2C%r5 + 32CH?*r?6% + 16C Hr?6% + 8CHr?5 4+ 16C Hr o>
+8Crd” + 32H%*r?6% + 4Hr?5 + 16Hrs* + 2r6) d
+64C3 H3r26* + 3203 H2r26* + 64C3 H?ro* + 32C3 Hro*
+16C3H* + 8C36* + 64C2H3r?6 + 48C2 H?r% 53
+64C?H%r6* + 16C% Hr?6% + 32C%Hré® + 16C%H 54
+8C%r3% + 4C%53 4+ 64CH3r25* + 32C H?r?6*
+32C H?r%6% + 64CH?ré* + 12CHr?6? + 32C Hré*
+16CHr63 + 16CH* 4 201262 + 4Crd? + 8C6*
+64H3r26* + 16 H?r%6% + 64H?ré* + 4Hr?5?
+16Hrd> + 16 H* — r26 + 4563

<0
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Assim para 0 < d < J temos

(207* + 4Hr* + 2C°%r* + 4CHr?® + AC*Hr? + AC® Hr?) d?
+ [32C3H?r%6? + 16C° Hr?6? + 16C° Hré* + 8C3rs?
+32C?H*r?6% + 12C%Hr?6 + 16C%Hré? + 4C%r?6
+2C%r5 + 32CH?*r?6% + 16C Hr?6% + 8CHr?5 4+ 16C Hr o>
+8Crd” + 32H%*r?6% + 4Hr?5 + 16Hrs* + 2r6) d

+64C3 H3r26* + 3203 H2r26* + 64C3 H?ro* + 32C3 Hro*
+16C3H* + 8C36* + 64C2H3r?6 + 48C2 H?r% 53
+64C?H%r6* + 16C% Hr?6% + 32C%Hré® + 16C%H 54
+8C%r3% + 4C%53 4+ 64CH3r25* + 32C H?r?6*

+32C H?r%6% + 64CH?ré* + 12CHr?6? + 32C Hré*
+16CHr63 + 16CH* 4 201262 + 4Crd? + 8C6*
+64H3r26* + 16 H?r%6% + 64H?ré* + 4Hr?5?

+16Hrd> + 16 H* — r26 + 4563

(2Cr? + AHr? 4 2C°r* + ACHr? + AC*Hr? 4+ 4C*Hr?) §°
+ [32C3 H?r?6% + 16C3 Hr?6? + 16C° Hrd? + 8C3rs?
+32C?H*r?6% + 12C%Hr?6 + 16C%Hré? + 4C%r26
+2C%r6 + 32CH?r?6% + 16C Hr?6% + 8CHr25 4+ 16C Hr o>
+8CT6? + 32H?r?6% + AH7?5 + 16Hr6> + 2rd] &
+64C3H3r25% + 32C3 H?r?6* + 64C3 H?ré* + 32C3Hré*
+16C3H&* + 8C36* + 64C? H3r%6* + 48C% H?r2 53
+64C?H?r6* + 16C%Hr?6% + 32C%Hré® + 16C2H 6
+8C?rd3 +4C%63 + 64CH?r26* + 320 H?r25*
+32CH?r%6% + 64CH?ré* + 12CHr?6? + 32C Hré*
+16CH763 + 16CH* 4 2C1262 + 4Crd? + 8C6*
+64H3r25% + 16 H?r262 + 64H?r6* + 4Hr25?

+16Hré> + 16 H8* — 26 + 456°

IN

Reescrevendo a iltima expressao como um polindmio em d e fatorando
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0 ela se torna igual a

§ {[64C*H3r* 4+ 32C° H?r® + 64C*H?r + 32C*Hr + 16C° H + 8C*
+64C*H?r? + 64C*H?r + 16C*H + 64CH®r? + 32CH?r* 4+ 64CH’r
+32CHr + 16CH + 8C + 64H%r® + 64H?r + 16 H| 6° + [32C° H*r?
+16C3*Hr? + 16C3 Hr + 8C®r + 80C?H?*r? + 16C? Hr?* + 48C?Hr
+8C%r +4C? + 64CH?*r? + 16CHr? + 32C Hr + 8Cr + 48 H?r?
+32Hr + 4] 6% + [2r + 4Cr® + 2C%r + 12Hr? 4 4C°r* 4+ 2C%r?

+4Cr + 24CHr? + 16C*Hr* + 4C*Hr?| § — 1%}

Assim, escolhendo d < 1 obtemos Qg (w) < 0 para 0 < d < se

[64C* H3r? + 32C° H?*r? + 64C° H?r + 32C°Hr + 16C° H + 8C*
+64C2H3r? + 64C*H?r 4+ 16C*H + 64C H3r? + 32CH?*r* + 64CH’r
+32CHr + 16CH + 8C + 64H%r® + 64H?r + 16 H| 6° + [32C° H*r?
+16C3 Hr? + 16C° Hr + 8C3r + 80C?H?*r? + 16C*Hr? + 48C*Hr
+8C?r + 4C? + 64CH?r* + 16CHr? + 32C Hr + 8Cr + 48 H?r?
+32Hr + 4] 6% + [2r + 4Cr® + 2C%r + 12Hr? 4+ 4C%r* + 2C°r?

+4Cr + 24CHr? + 16C*Hr* + 4C°Hr?] § — r?

[64C° H?r? + 32C° H?*r? + 64C° H?r + 32C°Hr + 16C° H + 8C°
+64C*H?r? 4+ 64C*H?r + 16C° H + 64CH®?r* + 32CH?r* + 64CH?r
+32CHr + 16CH + 8C + 64Hr* + 64H?r + 16H| 6 + [32C° H*r?
+16C3*Hr? + 16C3 Hr + 8C®r + 80C?H?*r? + 16C? Hr? + 48C?Hr
+8C%r +4C? + 64CH?r* + 16C Hr? + 32CHr + 8Cr + 48 H?r?
+32Hr + 4] 6 + [2r + 4Cr® + 2C%r + 12Hr? + 4C%r® 4 2C°r?

+4Cr 4 24CHr? + 16C°Hr* + 4C°Hr?] 6 — 1% < 0

IN

Reescrevendo o coeficiente de 6 como um polindmio quadratico em 7 e
isolando 0 segue que Qg (w) < 0 para 0 < d < se

7‘2

<—7
T ar24 fr+y

onde

a = (64C% +64C? + 64C + 64) H? + (64C> + 80C? + 96C + 48) H?
+ (20C? + 3202 4 40C + 12) H + (203 4 4C? + 4C) ,
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B = (64C + 6402 4 64C + 64) H? + (48C% + 48C? + 64C +32) H
+(8C% +10C* + 12C + 2)

v = (16C% + 16C? + 16C + 16) H + (8C® + 4C? + 8C + 4) .

Considere a funcao
2

r)y=———.
1) ar? 4+ fr+~
Observe que f é crescente, em particular para r > 1. Tome entao

5= 0= (13)

o=

onde

¢ = 64(C°+C*+C+1)H*>+16(8C*+9C*+10C +7) H?
+12 (7C% + 8C* +10C + 5) H + 6 (3C° + 3C* +4C + 1) .

Em resumo, definindo ¢ por (13), tomando

. 1
- 26% (2 +2H)’

temos que Qg (w) < 0 sobre N, onde
Ny={z€ Q| 0<d(z)<d}.

Portanto, para garantir que w é uma barreira superior local para Qr em
N, basta mostrar que fungao satisfaz a estimativa a priori de altura

W, = ulay, (14)

onde u é uma solucdo de Qg = 0 e ulyg = ¢. Note que com as escolhas

acima temos
b=t 4
“ o\ 2(X+2H) '

Em 0N, N IO temos u = ¢ entdo (14) ¢é satisfeita nesses pontos.
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Note agora que supgq |u(z)| < M + hg g. De fato, supondo que D, o
disco de raio Rq contendo (2, seja centrado em (a,b), a calota esférica de
curvatura média H e bordo 0D é gréafico da funcao

SRR P

(1 — a)2 + (29 — b)2 < R?],

que é uma supersolucao para Qg em (). Logo, pelo principio do maximo,

1 1
sgp]u(x)\§M—i—mng:M—l—\/ﬁ—\/ﬁ—R?}:M—i—hQ,H.

Por outro lado, em ON,\0 temos
w(x) = 9(8) + () = ¢(9).
Entao (14) ¢é satisfeita em ON,\0Q se (§) > M + hq m, ou seja, se

¢(5):lln Lljtl >M+h
o \2(1+2H)¢ = .H:

0 que é implicado por

r>2 (e‘ﬁ(M"'h”’H) — 1)

H6¢(M+hQ,H) <1.

Notando agora que se as condi¢oes do Teorema 1.2 sao satisfeitas para
H elas também sao satisfeitas para tH a prova do Teorema 1.2 é concluida
aplicando-se o método da continuidade, como no Teorema 1.1.

A unicidade da solucao é uma conseqiiéncia do principio do méximo para
a diferenga de duas solugoes de (1). [

Observagao. Note que, quando H = 0 temos
R2H
14 /1 — (RoH)?

=0.

ho,u =

Além disso, as condigbes (4) e (5) sao trivialmente satisfeitas quando H = 0.
Também é fécil de ver que, quando H = 0 a condi¢ao (6) se reduz a condigao
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(3). Assim, fica comprovado que o Teorema 1.2, quando H = 0, implica no
Teorema 1.1.

No préximo resultado, obtemos uma condicao relacionando a norma C?
de ¢, a curvatura média H, o raio exterior e o didmetro de {) para que o
problema (1) admita solugao.

Denotemos por D o didmetro de €Q:
D =sup{|p—q|; p,q € Q}.

Teorema 2.1 Seja Q um dominio limitado C** (ﬁ) que satisfaz a condi¢ao
do circulo exterior de raio r. Dado ¢ € C*® (Q) seja

E =max {24 (1+ B?),9+ 12B% + 4B*} (15)

onde A e B estao definidas em (2). Se

r

Es s+

(16)

entao o problema (1) possui uma tnica solugao.

Prova. Seja p € 0. Mostraremos a existéncia de sub e supersolugoes
Zp, Wp € c%e (Q) para (Qg, respectivamente, tais que

com

em () e tais que
max § max |Vz,|, max |[Vw,| » < oco.
peEOQ) peEON

Para isto, seja pg = (p1,p2) o centro do circulo tangente ao 92 em p, com
raio 7 e contido em R?\Q) e seja a funcio d : Q — [0, 00), dada por:

d(x) =d(z,0B,) = |z — po| — 1.

Defina, também,



por:
w(z) = ¢(z) + P (d(z)),
onde

¥(d) = Dln (lljd+ 1) Ld>o. (17)

Note que w > ¢, pois 1 > 0 e que w(p) = ¢(p). De

(NI

2
Qn(w) = (1 + |Dw|2) Aw — 3" DiwDjwDijw + 2H (1 + |Dw\2)
ij=1

obtemos
Quw) = (1+|Dwl) (Ap+ Aw(d) + 28 (1+|Dwf)’

— ((Dlw)2 D11w + 2D1wD2wD12w + (DQU))2 Dggw)

(1 + |Dw\2) Ag +2H (1 + |Dw\2)g + (1 + |Dw\2> Adp(d)

- ((Dlw)Z Di1¢ + 2D1wDswDiap + (Dow)? D22<,p)

- ((DW)2 D119(d) + 2D1wDowDyaty(d) + (Daw)? Dmp(d)) .
Como

Ditp(d()) = v'(d(w)) 2"

|z — pol

' (d(z))
|z — pol

Agp(d(z)) = 4" (d(z)) +
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entao segue que

[V

On(w) = <1+(D1w)2+(D2w)2) (D11¢+D22¢)+2H<1+|Dw|2)
+(1+1Dwp) (w"(d)) PO )

|z — pol
— ((Dlw)2 D11+ 2D1jwDowDiap + (Dgw)2 Dgg(p)

. ((Dlw)2 Du1(d) + 2D1wDowDiat(d) + (Dow)? D221,Z)(d))
= Dy1p + Do + (D1w)? Di1¢ + (Diw)? Dagg

3
+ (DQU})Q Dug@ + (DQU})Q D22g0 +2H <1 + ]Dw|2> 2
"(d
+(1+Duwl )( 1)) + 29 >
|z — pol
( (D1w)? D11 + 2D1wDawDyap + (Dow)? D22<P>
2

or{rat (o 2
Ix—pol |2 — pol |z — pol
(#1=p1) (@2 —p2)  ¢(d) (z1—p1) (22 —p2)>

|z — pol? |z — pol |z — pol®

+ (Dyw)’ ( N D) (1 (@ —p2>22>>]
|z — pol |z — pol |z — pol
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Também segue que,

Qu(w) = Diip+ Dap+ (D ) Dosg + (Dyw)? Dy1gp — 2D1’LUD2’LUD12§0
+oH (1+|Dw\ 5 1+|D 12 ( po!)
. w)2 ( pl) " ( ) (d)
[(Dl ) |z — pol? <¢ (@) - |z — I) (Drw)” |z — pol
(w1 =p1) @2 =p2) (4 Y(d)
sl (UL Be=)
2 (22 _p2)2 men V' (d) w)2 ' (d)
# (Da? 2 (40~ (P00 ) + (D) |x—po|]

= Dnp+ Doy + (Dlw)2 Daop + (Dg’w)2 Dy1p — 2D1wDowDi2p
3 /
5 d
+2H (1 + |Dw|2) P "(d) + vid) | Dw|* " (d)

|z — pol
#Dr)f (L
- [(Dw)z (,"’;1_‘501@2 (vt - 29
+ (Diw)? |w( )|+2D1 Dy ™ _‘51);"?2—”) (w"u)— JI_(C]?M)
+ (D) (|x—p0!) (v - 250)
o 20
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Qu(w) = Di1¢ + Doz + (Diw)? Dagp + (Daw)? Dy1p — 2D1wDawDigg
3 !
3 d
+2H (1 + |Dw\2) L+ ’j’_( ]))0‘ + |Dw[? ¢ (d) + 9" (d)
/ d r1 — 2
- (v -2 5) [<D1w)2 P
— Do
2
21711017210(:161 2 (:622 72) + (Daw)® M
|2 — pol |z — pol

= D119+ Do + (D1w)? Doy + (Dyw)? D11 — 2DywDowDiap

% 7 '(d "
+2H (1 + |Dw\2> + 1" (d)) + \;/]—(p)(ﬂ + |Dw|? 4" (d)

(v - ) (e oo (R 12 5|>>

Note que
T1—Pp1 T2 —P2 T — Po
Dlw Dgw ( >>:Dw
(oo (i == pol
e
Dw 2P0 < |Dw,
|z — pol

onde, como sempre, Dw é o gradiente de w. Daf, temos

2
<(D1w,D2w),<$1 p1 T2 P2>> gwa|2

|z = pol” [z — po

€ Como ,
Y'(d) <0
|z — pol

Y(d) -
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entao obtemos

Qu(w) < Di1¢ + Dagp + (Dyw)? Dagp + (Daw)? Dyyp — 2D1wDawDigg

2 % " ’L//(d)

+2H (14 |Dw*)® +¢"(d) + F—
2 1 " wl(d) 2
#Ipul @) - ('@ - 20 pu

= Di1¢ + Dy + (D1w)? Dagp + (Daw)? D11 — 2D1wDowDiop
"(d "(d

|z — pol |z — pol

= Di1¢ + Dy + (D1w)? Dag + (Daw)? D11 — 2D1wDawDigp
Y'(d)

|z — pol

= (1 + (Dgw)2) Dy1p+ <1 + (Dlw)Z) Dosp — 2D1wDowDigp
¥/(d)

|z — pol

3
+oH (1 + |Dw|2) 2 4 y(d) +

+2H (1 v |Dw|2)g + " (d) + (1 + IDwIQ)

3
+2H (14 |Dw*)* +0"(d) + (1+ |Dw]?)
Além disso, através da desigualdade triangular temos

QH(w) < ’(1 + |Dw\2> Dll(P + (1 + \Dw\Q) Dgg(p — 2D1U}D2U}D12(p
Y'(d)
|z — pol
(14 1Dw) IDugl + (1+ [Dwl®) [Daai| +2 | Dyl | Daw] | Disg
Y'(d)
|z — pol

+ (1 + |Dw|2) ’ v 2H (1 + \Dwy?)g + " (d)

IN

+ (1 + |Dw|2) +2H (1 + |Dwy?)g + " (d).

Por outro lado,
2 |Dyw||Daw| < |Dwl?.
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Dai, obtemos

Qulw) < (1+Dul?) \Dwr + (1+1Dwl) | Dasgp| + | Dl | Drag| +
3
(1+Dup) VA L yay + 20 (1+1Dw?)’
|z —pol
< (1+1DwP) |D1m + (1+1DwP) 1Dyl + (1+ [Dwf?) [Dizgl +
V' (d 3
(1 + |Dw|2) T— +1//’( )+ 2H (1 + \Dw[2)2
— Po
"(d
< ( + ]Dw\2> |D11¢| + | Da2| + [ D12¢| + E w_( p)0|>
" (d) + 2H (1+|Dw| )
Note que

o

2 22
<1+|Dw|> §(1+|Dw|> .

Por outro lado, também temos
(Diw)* = (Dip+ Dipp(d))?

. i — 1)
— (Dig)? 2D () ST g @R

|z — pol |z — pol®
Dat,
1+1Dw|2=1+\Dw12+2w’<d><0w,, p‘>+w<>
E como
(e 222 < (s 2= o,
|z — pol |z — pol
entao

1+ |Dw|* < 1+ |Dy|*+2¢/(d) [Dy| + ¢'(d)*
= 14 (|Dp| +¢'(d)* < 142Dl + 20/ (d)?.
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Portanto,

Qulw) < (1 +2[Dgl* + 21/’/(002) <|D11<P| + |Daggp| + | D1aw| + - >
|z — pol
(d) + 2H (1 4D + 40/ (d)? + 4 |Dyl*

+81Dpl*¥/(d)? + 4v'(a)*)

1
— 25 +IDeP + 9@ ) (Duael + |Dane + |Drzie)

¢,(d) 2 1 7)2 "
o] (14 21D +20/(a)?) + " (d)

+2H (1+4|Dgl” + 49/(d)? + 4| Dy|*

+8|Dpl* ¥/ (d)? + 4¢'(a)*)

2 (14 1DgP + ¢/ (d)?) (ID11g] + [ Daagpl + [ Drago)
= TR

+2H + 8H |Dy|* + 8Hy' (d)? + 8H | Dyl
+16H | Dy|* ' (d)? + 8HY' (d)*

+

IN

+

(1+21Dgl?) +2

Como |z — po| > r entdo

Quw) < 2(1+|De” +%/(d)?) (IDuag] + Dozl + Dz

+1/),T(,d) (1+21D¢l?) + Qw/(rd)?) +4"(d)

+2H 4 8H |Dy|* + 8HY'(d)? 4+ 8H | Dy|*
+16H | Dg|? ' (d)? + 8HY' (d)*

Assim, obtemos

Qu(w) < 24(1+B%) +24¢/(d)" +
2D iy 1 om 4 8B 1 8HY (@)
r
+8HB* + 16H B>/ (d)? + 8H' (d)*

Wid) (1+2B?) (18)
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Usando (17) em (18) obtemos

1 1 1
< 24(1+B?) +24 ~(1+2B?
T 3—i ! 5 +2H +8HB” + 8H
T(Ld+1)° D(5d+1)
1 1
+8H
(5d+1) (Ld+1)*

1 1 1
- (1+2B?
iy Farnr )

1
(Ld+1)?

+8HB*+ 16HB?

1 2

(Dd+ 1)
) 1 1 1
+- +8H +16HB>————
T (Ld+1)° (Ld+1)? (Ld+1)?
1

(Ld+1)"

2A

IN

11
+2A (14 B?) +2H +8HB*+8HB" — —

D ($d+1)°

1 1 2 1

= 24(1+B%) +2A+-(1+2B% ( =d+1) +-+—— +8H + 16HB?
r D r5d+1

1

+8H

1 1
+8H———— +2H +8HB* + 8HB* — —

2
(Hd+1) D (pd+1)
Como d < D entao obtemos
2 1
<24 (1+B*) +24+ = (2+2B%) +2H (94 12B> + 4B*) — —.
Qu(w) <24 (1+ B?) + +T(+ ) +2H (9+ +4B%) - 5
Agora, assumindo que ¢ satisfaz (16) e (15) segue que

On(w) (H—i—l)r—l—l] 1

IN

4D

25 |
r

< 0
Portanto, w ¢ uma supersolucao para Q. Agora, defina z = z, por
z(z) = p(z) — (d(z)), (19)

onde 1 é dado por (17). Dos célculos acima, temos

Qu(z) > — |2A(1+ B?) +24¢'(d)* +¢"(d) +

29 (d)3
+w£) 4 2H + 8HB? + 8Hy/(d)?

+8HB* + 16H B*y/(d)? + 8Hv/' (d)] .
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Note que o lado direito desta tltima expressao tem o sinal oposto ao de (18)
de modo que

De (19) temos que z(p) = ¢(p) e z < . O teorema entdo segue do método
da continuidade.

A unicidade da solucéo é uma conseqiiéncia do principio do méximo para
a diferenga de duas solugoes de (1). [

Teorema 2.2 Se

r> nuu({64N“52A+50AB2+10B2+5)__171} (20)
entao o problema (1) possui uma tnica solugao quando H = 0.

Prova. Suponha que minp = 0. Escolha p € 99. Seja py = (p1,p2) 0
centro do circulo tangente a J$2 em p, com raio 7 e contido em R?\(2, e seja

d(z) = d(z,0B,) = |z — po| — .
Observe que, d(p) = 0. Defina

w(z) = ¢(z) + ¢ (d(z)),

onde
P(d)=6ln(bd+ 1), (21)

onde J, b sdo constantes positivas a serem determinadas. Nés iremos provar
que w é uma barreira superior local em p para alguma escolha de § e b. Para a
barreira inferior, note que se w é uma barreira superior para )y em p, entao
w = @ — ¢ é uma barreira inferior para 9 em p. Afim de estabelecermos
uma estimativa para Qo [w], segue que:

|z — pol’

Dy = 1 (% (i —pi) (2 —Pj)) 7

|z — pol |z — po?

Ad(.’L’) = Dlld(ZC)—l-Dgzd(x)
1

|z — pol
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Pela regra da cadeia, temos:

Dijp(d(z)) = ¢"(d(x))

|z — pol’

Dip(d(z)) = ' (d(=))

(zi —pi) (z; — pj)
|z — pol?
L Yd(@) <5ij (i —pi) (% —pj)> 7

|z — pol |x—p0]2

AY(d(z)) = div (D19, D) = D11 + Dagtp
iy + V@)

|z — pol

Dati, substituindo em Qg [w], temos:

Qo [w]

(1+ 1DwP) (A + Av(d))

- ((Dlw)2 Diyw + 2D1wDawDigw + (Dow)? Dggw)

(1 + |Dw[2) Ap + (1 + |Dw\2) Ap(d)

- ((Dlw)2 (D11 + D119p(d)) + 2D1wDyw (D12 + D12t (d))
+ (Dgw)? (D22 + Dazt(d))

(1 + (Dyw)? + (Dzw)2> (D119 + Da2g)

+ (1+ |Dw\2) <1//’(d)) + ¥(d) )

|z — pol
- ((Dlw)2 D11¢ + 2D1wDywDiap 4 (Dow)? D2290)

_ ((Dlw)2 Duy(d) + 2D1wDowDyoth(d) + (Daw)? Dggw(d))
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Dai,
Qo[w] = Di1¢ + Dy + (D1w)?® D11 + (D1w)? Dagy + (Daw)? Dyyg

+ (Daw)? Dagyp + (1 + \Dw!Q) <¢”(d)) * |f,—(61l7)0’>

- ((Dlw)2 Di1¢ + 2D1wDywDi9p + (Dow)? D2290)

- [<D1w>2 (wd) @ —p)” V@) (1 _ @ —p1>22>>
|z — pol |z — pol |z — pol

+ 2Dy wDow <¢u(d) (r1 —p1) (22 —p2)>

|z — pol?
~ Y(d) (w1 —p1) (22— P2)>
|z — pol |z — pol”
o2 [ (z2—p2)® | Y'(d) (za—po)°

= Dy1p + Do + (D1w)? Dagep + (Daw)?® D1
2 " @b,(d)
—2D1wDowD1sp + (1 + |Dw\ P (d) +

|z — pol
— 2 / /
i !(Dlw)2 o (vo- ) rer
(@1 =p1) (@2 =p2) (4 P(d)
F2DrwDyw |z — p0\2 <¢ (@) |z — P0|>
— 2 / !
0w R (400~ 0 )+ o (?]
= Di1¢+ Dap + (Dyw)? Dagp + (Dow)? Dy — 2D1wDaw Dy
() + T Dol ) + (Dy)?
+(Daup D [(D1w)2 o ‘p1|)22 (vt - A9
T —Po X — Po T = Po
+ (Dyw)? Y'(d) 4 9D wDyw (1 —p1) (fﬂ22— p2)
|z — pol |2 — pol
/ T — 2
(v - ) + (P (y;— ;?\)2
" ¢/(d> 2 W(d)
(- ) - 0w 220
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Qow] = Di1¢ + Daop + (D1w)? Dagp + (Daw)? Dy1g
!
d
—2D1wDowD12p + " (d)) + ]f(p)\ + ]Dw|2 " (d)
— Do
! _ 2
|z — pol |z — pol
2
+2Dle2w($1 P1) ($22 p2) i (Dzw)2 (22 P2)2
|z — pol |z — pol
= Dy + Dy + (D1w)? Dy + (Daw)? Diyg
!
d
—2D1wDywDigp + " (d)) + ’j’ (p) ‘ + |Dw* 4" (d)
— Do

(v - ) (@i (20, @2:;21»2

<(D1w,D2w), <CU1 — N $2—p2>> < ]Dw|

[z — po|” |z — pol

Como
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entao, obtemos

Qo [w] D11¢ + Dag + (D1w)? Dogp + (Dow)? Dy
V' (d)
|z — pol
+ 1ol (@) — (@ - ) up
|z — pol
= Dy + Dayp + (D1w)? Dy + (Daw)? Dygg
V' (d)
|z — pol

IN

—2D1wDowDiap + " (d) +

—2D1wDywDiap + 9" (d) +
¥/(d)
|z — pol
= Dy + Dy + (D1w)? Do + (Daw)? Dygg
—2DywDywDiap + 9" (d)
!
d
+(1+ |Dwp?) v(d)
|z — pol
= (1 + (DQU))Q) Diip+ (1 + (Dlw)2> Do
—2D1wDowDiap + " (d)
V' (d)
|z — pol

+ ]Dw|2

+ (1 + |Dw|2>
Pela desigualdade triangular, temos
Qolu] < (1+1Dwf) [Dugl+ (14 |Dwl®) [Dasgl

+2[Dyw|[Daw| | D12

+ (14 |Dwf?) ‘;/’/_(CQM

+¢"(d).

Como (|Dyw| — |Dyw|)? > 0 entdo |Dyw|* — 2|Dyw| | Daw| + |Dyw|* > 0.
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Logo,| Dw|? > 2 |Dyw| | Daw|. Portanto, temos:

Qo [w]

IN

IN

IN

(1+ 1DwP) IDugl + (1+ [Dwl?) [Dae

!
d
+ | Dw|? | D1ag| + (1 + |Dw|2> _Yd)

|z — pol

(1+ 10wl [Duagl + (1 +Dwl?) [Daao
V'(d)

|z — pol

+ (1+1DwP) IDizgl + (1 + |DwP?)

+4"(d)

(1+10P) (D1l + Dazel + izl +

+ 4" (d)

V'(d)

|z — pol

+w//(d

Po outro lado, temos

Logo,

Dali,

(Diw)®

|Duwl? =

1+|Dw)* =

).

= (Dip+ Dip(d))*

— (D) + 2Dip (d(x)) L

|z — pol

(ﬂﬁi —pz‘)2
+ (d)?——5

|z — pol?
1 — D1
|z — pol
T2 — P2 /(dz(ﬂﬁl—lvl)2
|z — pol |z — pol?
(362 —p2)2
|z — pol®

(D1¢)? + (D2p)? + 2D1p¢' (d)

+2Dap¢’ (d)

+' (d)?

1+ |Dy?
1 —P1 T2 — P2
(@) (D“Orx—por D: rw—por>

' (d)? <($1 — 1)’ n (2 —p2)2)

|z — po|? |z — po?

)

14 Dyl + 207 (d) <D<P, il > (),

|z — pol
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Como

T — Po T — Po
Doy, < Do,
< 4 rx—por> ’< 4 rx—po\>'

_ ‘ T — Po
|z — pol

< |Dgl

temos
1+ [Dwl* < 1+ |Del* +2¢/(d) | Dy| +9'(d)?
2
= 1+ (|Dg|+¢'(d))".

Pela Identidade do Paralelogramo, temos

2|Df? +2¢/(d)? = (|Dg| +¢'(d))* + (1Dg| — ¢'(d))? > (D] + ¢/ (d))*.

Logo,
1+ |Dw|® <1+ 2|Dyp|? + 2¢'(d)?

Segue que,

Qo [w]

IN

(1 +2|Dyf? + 2¢’(d)2>
V' (d)

|z — pol

(D1180| + [Da2¢| + [Dia¢p] + > +¢"(d)

= 2(5 +IDeR 4 9/(@ ) (Duael + D + |Drae)
¥/(d)

|z — pol

2 (1+ Dl +/()?) (ID1sg] + Dol + [ Diago)

Y (d) W' (d)?

|z — pol |z — pol

+

(14216l + 20'(d)?) + v"(d)

IN

+ (1+21D¢l?) +2 +4"(d).
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Como |z — po| > r entéo

Qolw] < 2(1+[Dgf +v/(d)?) (Duag| + Dozl + [ Drsel)

+7’Z’/7(dd) (1 ) |D<p|2> n le(rd)g " (d)

E

IN

2|D%| (1+ Dol +v'(d)?) +
Y'(d)?®
T

142 |D<p|2)

+2 + " (d)

IN

(14 B*+¢/'(d)?) +
Y (d)?

r

2A
+2

+9"(d)
De (21) obtemos

0b

2
TESTASELE)

b2
wl < 24(14+ B2+ 52 > +
QO [ ] = < (bd + 1)2 T(
263h3 5b2

+
r(bd+1)*  (bd+ 1)
2

5b
(bd + 1)2> T d+ 1)

B 5b? [1_ 262 }
(bd 4 1) r(bd + 1)

(1+2B%

< 2A<1+BQ+52

Observe que o tltimo termo acima é nao positivo se, e somente se

262

11— — .
r(bd+1) —

O que implica
b r

[
bd+1 — 262

Note que esta ultima desigualdade é satisfeita se b = #. Além disso, para
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essa escolha de b temos

v [ o 26% ]
(bd + 1) r(bd + 1)
_ 1 r2 1
= - I
165 (dr+1)" | 2(#@“—1—1)
_ 1 7 5 1
— s |2-
326 (#drﬁ_l) (#dr—kl)
1 r?
= 27
3207 (Lar+1)
pois
1
23— >1.

(édr + 1) B

Logo, para essa escolha b obtemos

7,2

2 2
160 (—4(152 dr + 1)
1 r2

2) - 3 2
320 (ﬁdr + 1)

Qolw] < 24| 1+B*+

+1 1 (
45ﬁdr+1

1428

1
= ————— (4AB*d*r* + 32AB?dré® + AB*dré
2 (46% + dr)
+64AB*5* 4+ 16B26% + 4Ad°r® + 32Adrd® + 2dré
+4Ar?5% — 1?6 4 64A5" + 85°%)

Logo, teremos Qo[w] < 0 se

4AB?d?r? + 32AB?dré? + 4B2dré + 64AB%5* + 16 B%5° + 4Ad*r?
+32Adré? 4 2drd + 4Ar%6% — 125 + 64A6* + 863

= (4AB27‘2 + 4A7"2) d? + (32A7‘BQ52 + 4rB26 + 324782 + 2T5) d
+64AB%5* + 16B26% + 4Ar26% — 126 + 6446% + 86 < 0
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Para 0 < d < § temos

(4AB*r* + 4Ar%) d* + (32ArB®6* + 4rB®5 + 32Ar6° + 2r6) d
+64AB%5* + 16B26° + 4Ar*6* — 1?5 + 64A5" + 86°
(4AB*r* + 4Ar%) 6% + (32ArB*6* + 4r B*5 4 32Ar6” + 2r6) 6
+64AB%6* +16B25° + 4Ar?*6* — 16 + 64A5* + 86°
= (64AB? 4 64A) 6* + (32Ar + 16B? + 32AB?r + 8) §°

+ (4AB*r® + 4B*r + 8Ar* +2r) 6> + (%) §
= 6[(64AB*+64A4) 6* + (324r + 16B* + 32AB%*r + 8) §°

+ (4AB*r? + 4B*r + 8Ar* +2r) 5 + (—r?)]

IN

Escolhendo § < 1, obtemos que Qpw] < 0 para 0 < d < ¢ se

(64AB* + 64A) 6% + (32Ar + 16 B> + 32AB*r 4 8) §°
+ (4AB27’2 +4B%r 4+ 8Ar* + 2r) 0+ (—r2)
< (64AB*+64A) 0+ (32Ar + 16B* + 32AB*r +8) ¢
+ (4AB*® + 4B%* + 8Ar* +2r) 5 —r? < 0.
Logo, segue que Qp[w] < 0 para 0 < d <6 se
2

’
4AB? +8A)r? 4+ (32A+ 32AB% + 4B2 4+ 2)r + 64A + 64AB? + 16B2 + 8’

5§(

Note que a fungao

7,2

Jr) = (4AB? 1 8A)r2 + (32A + 32AB% + 4B% + 2) r + 64A + 64AB% + 16B2 + 8

é crescente em r. Dai temos

1

= f(1) < > 1
014 T 100ABZ 12052 + 10 — /W =f(r)r =

Entao temos que Qg [w] < 0se 0 < d < § para

1
0= .
104A + 100AB? + 20B2 + 10

(22)

Em resumo: definindo § por (22) e tomando b = r/ (46%), temos que
Qow] < 0 em N, onde

Ny, ={ze€Q]0<d(x)<d}.
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Portanto, para garantir que w é uma barreira local superior para Qo em N,
a funcao w deve satisfazer a condicao da altura a priori

wlan, > ulan;, (23)

onde u é solucao de Qplu] =0 e ulgn = ¢.
Observe que com as escolhas acima temos

r(104A4+100AB24+20B2+10)2d
In < ( ) +1

4

d) =
¥(d) 104A + 100AB? + 20B2 + 10

Em 0N, N IQ temos u = ¢ entdo (23) ¢é satisfeita nesses pontos.
Por outro lado, pelo principio do maximo temos sup |u| < M. Entao,
em ON,\0S) temos

w(z) = 9(8) + ¢(z) = p(5) -
Logo, (23) ¢ satisfeita em ON,\0Q se ¥(d) > 2M, ou seja,

1 r(lO4A+lOOAB2+2OB2+1O) 1 1
n 1 10447 100AB2 12052110
>2M

104A + 100AB2 + 20B2 + 10
O que é garantido por
"> 64M(52A+50AB2+IOB2+5) 1

Uma vez que
2 2
oAM(52A+50AB>+10B°+5) _ 4

2 2
4 (64M(52A+50AB +10B2+5) _ 1)

> .
~ 1044+ 100AB2 +20B2 + 10

Logo, entao (23) ¢ satisfeita em ON,\OS.

Observe agora que se a condicao (20) é satisfeita para um dado ¢ ela
também ¢é satisfeita para ty para t € [0, 1], assim concluimos a prova do
teorema usando o método da continuidade. Definindo

V ={te0,1] | Jus € C>*(Q) such that Qo [u] =0, wi|on = te},

temos que V # @, pois t = 0 € V. Além disso, V' é aberto pelo teorema da
fungao implicita. Das barreiras acima, obtemos uma estimativa uniforme
C' a priori para a familia de problemas de Dirichlet Qg [u] = 0, u|oq = te,
garantindo que V' é fechado (|GT]). Portanto, V = [0, 1].

A unicidade da solucéo é uma conseqiiéncia do principio do méximo para
a diferenga de duas solugoes de (1). [
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