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enfase em conceitos e idéias matematicasy os aspectos

sequintes aspectos: linearidade, taxas de crescimento 2

decrescimento, periodicidade, e comportamento exponencial.

Este trabalho, realizado conjuntamente por professores dos

o o

2. e 3 graus, € 0 inicioc de uma proposta no Instituto de

Matematica da Universidade Federal Rio Grande do Sul de
o

desenvolvimento de conteudos matematicos de 2. grau a partir de

situagbes—problema, abordando—-se nas solugties tanto os aspectos

gualitativos como os guantitativos.
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Esta l.a OFficina de Matematica tem seu

esquematizado no gquadro acima, gual seja: dado um
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desenvaolvimento

FROBLEMA do

MUNDO REAL, através dea determinag&o das CONSTANTES E VARIAVEIS do
problema e das EXPRESS0OES ANALITICAS das RELAGOES FUNCIONAIS que

existen entre tais grandezas,

obtidas & partir dos dados e do

conhecimento cientifico que se dispte, a questho se transtorma
im FROBLEMA DO MUNDO MATEMATICO. Atraves
=obre tals edpresstes,obtém-se &

matematicas gue s efetuam
SOLUCED FMATEMATICA. FPela INTERFRETACAEOD das

das operaghes

solugbes encontradas &

luz  da Ciencia ne qual se insere o problema, buscea-se a SOLUGHD
do FROBLEMA DO MUNDO REAL, completando-se assim o diagrama acima.



VARTAVETS

Chama-se  de VaRIAVEL ac simbolo cujos valores podem  trocar
A longo de uns determinada situagdo-probl ema. Agueles  valores
2 alteram em GUALBUER situacio, sdo ditos CONSTARMTES.

Qe MAaL sa

CIENCTIAS EXFPERIMENTAIS a8 variaveis,isto &, os simbolos
SIS 2 poden trocar no curso do esxperimento, sado ditas OB-
ERVEVETS. fAquel es valores gue NAD se alteram em CUALGUER
perimento  sd40 ditos CONSTANTEESE & os gue NAD se alteram em  um
FERTICULAR experimento, chamados FPARAHETROS.

0
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A ddeia de VOARIAVEL & DISTINTA da idéia de INCOGNITA por
erenclo:

& um numaro do conjunto { 1,2,%,4,9 & i ox & VARIAVEL )
Led - O = Z#x 4+ ] ¢ xw & INCOGNITA )
Chama-se de VARIAVEL NUMERICA REAL a wvariavel matematica
que aszume valores num subconjunto de ndmeros reais. Admite a

seguinte classiticagio:

CONTINUS rguando o dominio da variavel real é um INTERVALO ou uma
UMIAG DE INTERVALDS DE NUMEROS REALS.

DIBCRETA sguando o dominio da variavel real é@ um CONJUNTO ENUME-
REVEL.

REFRESENTACED GRAFICA DA VARIAVEL NUMERICA REAL

N

RELACDES FUNMDIONALS

Dadaz duzg variavels ® e vy, chama-se de RELACERD  FUNCIONAL
PDERMTIS entre essas variaveis.
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FUNL GRS

Dadas Xy wvaErlaveis owjos  dominios o sEo X @ Y
respectivanentse ., diz gque vy @ FUNCRD de x , se existe uma

RELACHD FUNCIONAL entre os valores de # e y tal que, a cada valor

de » CINFUT)  , corresponde um UNICD valor de y (OUTRFUTY) . Se isso
SCoOrrE pAara TODOS os valores de x em A, diz-se gue se tem

uma  FUNCAD DEFINIDA EM X = QUE  TOMA VALORES EM Y ou, mals
simplesmente ,uwnsa FUNGERD DE X EM Y.

Mals simplesmente zandar: uwna  FUNCBD DE X EM Y @ uma
CORRESFONMDENCIA gue, a todo e gqualquer valor ® em X, A850CIA um

MICOH wvalor v am Y.
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(Compare o sentido da seta com aquele da relagdc funcional?
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(Observe gue uma funcio & uma relagio funcional UNIVOCA em vi

Was CIENCIAS EXPERIMENTAIG.x & o DESERVAVEL cujos valores
CONTROLADDS pelo experimentador 2 y, o 0BSERVAVEL MEDIDO &

partir dos valores atribuldos a x.
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FUMDAD REAL DE VARIAVEL REAL & fungio cujos

Llaima-ge =
LHFUT & OUTFUT assumem wvalores em SUBCONJUNTOS DE NUOMEROS REAIS.
Deromni namn—se e EAFRESEOES AMALITICAS as expressdes

valores

matematicas conztituidas de varisaveis & constantes cuijos
ze poden determinar por neio ooas operagdes do Caloculo. & lista
@z aplilicadas a0 IMFUT w0 paras obter o OUTFUT v,

OE Lals operagd

ga-Ee O nomne de



AT IVIDADE-MODEL O
Consideras

e e TP Sy S e ——

Vo U=circulo (qualguer e fixg) no plano de raiag 3

1

1

i

F=Familia dos poligonos reaulares convexos inscritos em © )
¥

1

Tome as seguintes grandezas:

+--—-——-—-—-—---.-._._..__'_‘..__....—................,..................--_.._‘__-_-u.._....4.._.......«,.,,.—.—....._.._._._...._._.—.---..-....‘.-._._‘__.____——.—..——.-—.m....—_.—..-._-—-—-—--iu

iF=medida do raio do circulo

i
nEOUmer o de lados do poligono i
iL=medida do lado do poligono i
ta=angulo oposto ao lado do poligono e determinado por dois i
i raios (angulo central) i
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COMSTANTES:

i

IVARIAVELIS E DOMINIOS:

1
i
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iVARIAVEIS DISCRETAS:
TWVARIAVEIS CONTINUAS:
IVARIAVEL INDEFENDENTE ou INFUT:

VARIAVEL DEFENDENTE ouw OUTFUT:

+ - . i et s o b e et e S st

Determing ss EXPRESSOES ANALITICAS das RELAGOES FUNCIONAIS entre
az varisavels do problema. Tais relagies s&o FUNGOBES 7

iom

Obtenh

a @ FLUXDGREAMA relative az EXPREGSS0OES ANALITICAS das
FLUNDOES.



Expressdo Analitica a=2Z¥pi/ n
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ATIVIDADES: EM CARDA UMA DAS SITUAGCOES ABALXO:

1. IDENTIFIGQUE AS VARIAVEIS E CONSTANTES.

2.DE Ura EXFRESSAC ANALITICA FARA AS FUNSGES PEDIDAS.

Z.CONSTRUA 08 FLUXOGRAMAS DAS EXPRESSOES ANALITICAS DAS RELACBES

FUNCIONGIE ENTRE AS

SITUAGAD 1 N
~

SITUAGRO 3
filme |

diaf!w]'

{

VARIAVELIS DETERMINADAS EM Z.

s=a(x)=comprimento da sombra s do bastio mo-
vel om fungao de sua disté@ncia horizontal
a0 basté&o fixo m.

DADOS: d =comprimento do bastdo fixo

1

d =comprimento do bast%o mével:d < d

z 2 1
FESFOSTA: sixn)=d /(d - d ) * u

=
2 1 2

h=h(x¢)=altura de um bast%o mével em ‘funqéo
do comnprimento % m. de sua sombra
DADDS:h =altura do poste de iluminagio

1

d =distancia horizontal do bastao

1

movel ao poste de iluminagdo

RESFOSTA: hx)=h *u/{d +x)

2 \ 1 i
zk' h=h(x)=altura da imagem fotografica
[¥f> da pessoa em fung&o de sua altura

real x m.
DADOS: d =distancia horizontal da
= 1

= pessoa a magquina fotografica

(diafragma)
1 =disténcia horizontal do

SITUAGAOD 4 |

£y
P
*«T:
i
{

I
1
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SITUAGAO S

1 1
filme ao diafragma
RESFOSTA:h(x)=1 /d *x
1. %
d=d (x)=distancia da origem ao ponto F,com Fa
descrevendo o circuleo da figura. a
2 2
DADUS: equagdo do circulo: x  + (y=2) =1
1
&
RESFOSTA: v(S+dxvl—u ) 5 2.y
dix)={
2

v(S—4=vli-xn ),se yiZ

a=a(x)=area da regido sombreada em funcio da
medida % do lado do poligono da figura
DADOS:b =base do triangulo isosceles
1
h =altura do triangulo isbsceles
1
2
RESFOSTAza(x)=h /b * x , se x «<b /2
I % 1

-
-
-
ks
1



1=1(x)=largura de um corregao, medida sem

S1TURGHRD & atravessia—-lo ,a partir de um ponto A ate um
A % .m C ponto E na margem oposta , tomado perpendicu-
(e = x"FE{‘ larmente a A, em fung¥o do angulo x rd. entre
o segmento AC e o segmento CE , onde C €& o
~ __/_— | ponto onde se encontra o observador.
= = — —-! DADOS :1 =distancia entre A e a margem
= - = S d =distancia de A até C
T — ——— = 1
~———— | RESFOSTA :1(x) =d % tg x — 1
B |
4 1 1
BITUACHED 7 A
l . s=s(x)=comprimento - da sombra do poste em
fung&o do &ngulo % rd. de elevag&@o da fonte
luminosa
& DADOS:h=altura do poste
% & 1 RESPOSTA:s(x)=h * cot (x)

h=h(x)=altura de uma torre em Ffunglo do
dngulo % rd. medido pelo topdgrafo

DADOS:h = altura da luneta
di = distancia horizontal da luneta &
' torre
SITUAGRD G RESFOSTA :h=h(x)=d #* tg x + h
* 1 i

a=a (»)=angulo subententido pela placa obser
vada, em fungdo da distancia horizontal x do
observador & placa
DADOS: h=disténcia vertical da parte inferiaor
da placa aos olhos do ebservador

t=altura da placa

2
RESFOSTA: al{x)=arc tg(x*t/(x +h%(t+h)))

r=r(x)=raio do circulo inscrito no poligono
X © regular convexo, em fungic do namero ¥ de
lados do poligono

DADOS: l=comprimento do lado do poligono

STTUAGREL ©3 RESFOSTA: ri{x)=1/2 * ctg(n/x)

r=r{x)=raio do circulo circunscrito ao poli-
gono regular convexo, em fung3o do numero x
de lados do poligono

DADOS: l=comprimento do lado do poligono

RESFOSTA: r(x)=1/2 * csc(m/u)

“



o] r' AT 152
//lewl.ﬁ% La nErla) =namero de pontos de intersecghao da re-
ta m com o circulo C da figura
Y o DADOS @ eguagdo cartesiana de r: y=(tg a)*x
2 .
eguag¥o cartesiana de C: x +(y-2) =1
=
RESFOSTA: O, se 0Lain/3 ou 2¥n/3dain

nia)={ 1, se a=rn/% ou a=2%n/3
2, se n/3{a<im/3

d=d(x)=distancia entre os "bicos " dos pon-
teiros do relogio, em fungdo do angulo x rd.
entre eles

DADOS: ¢ =comprimento do ponteilro das horas

1
c =comprimento do ponteiro dos minutos
b
2 2
RESPOSTA:d (x)=v(c +c = 2%c ¥%c *cos % )
1 2 1 2

p=p () =posigdo do ponto Py, um fungio do an-—-
gulo ® rd., como na figura
DADOS:c =comprimento do brago mecanico OA
) 1
c =caomprimento do brago mecanico AF
2
O=ponto fixo
A,P=pontos moveis

2 2 2
RESFOSTA:p(n)=c #*cos x + wic —-c #*sen )
1 2 1

) p=Epan)=popul agdo de uma cultura de bactérias
2 en fungao do nunero de periodos de geragao T
DADOS: T="periodo de geragao"= tempo necessa-
rio para gue uma bacteria se multipligue
Z=taxa como que uma bacteria se
multiplica & cada periodo T (duplica —se)
p =populag&o inicial
Q
n*T
RESFOSTA:p(n)=p *2
=}
b) p=pin)=popul agdo de uma cultura de bactérias
em fungio do numero de periodos de geraga&o T
DADOUS: T="periodo de geracao"= tempo necessa-
rio para que uma bacteria se multiplique
3=taxa como que uma bactéria se
! multiplica a cada periodo T (triplica -se)
4 p =populagdo inicial
(=]

nxT
RESFOSTA:p(n)=p *3
]

) p=pin)=popul agdo de uma cultura de bacteriass
am funcio do ndmero de periodos de geragao T
DADDS: T="periodo de geragao”= tempo necessa——
M0 para gue uma bactéria se multipligque

k=tana como gue uma bactéria G@—
multiplica a cada periodo T
p =populagdo inicial
a

n#1
RESFUSTA:p (n)=p #k (Loiva cardoso de Zeni)
(=]



AS FUNGUES LINEAR E AFIM
EXPERIENCIA PRATICA
TAREFA 1:
OBJETI VO:

Observar a variag8io da elongag8o A Cacréscime de
comprimento) de uma mola em fungSo de uma forga F aplicada sobre

ela.

PROCEDI MENTO:

a) Preparar o equipamento

b)) Colocar os pesos, um a um, na mola e anotar para

cada um dos pesos a elongagfio correspondente da mola na tabela

abaixo:
PESC | MASSA [ELON.TOTAL | | o VARIAGAC NA |VARIAGAO NA RAZKQHENTRE
(g> Alcm? ELONG. (AA} | FORGA(AF: |VARIAGOES AA-AF
1 10 a-85 G S e _ ———
e 20 1 @.2 S 0.5 G, 8
3 30 1.8 0.3 5 0.8 0. 5
4 40 2 0.4 5 0.5 Q.1 S
5 50 2.8 0.8 5 0.8 0.1 5
c) Completar a 32 coluna da tabela, considerando que
F = ma , isto &, a forga F C(medida em Newtons) aplicada sobre a

mola ¢ conseguida multiplicando a massa (em kg) pela aceleragio

da gravidade Cem m/s%>. Usar g =10 m/s>.
d) Dividir os wvalores da elongag8oc A pela respectiva
forga F na tabela. Completar a 42 coluna. Que se pode observar?

Este valor serid denominado constante da mola.

e) Comparar o valor da constante da mola encontrado em

seu grupo com o valor encontrado pelos outros grupos.

) Que se pode concluir?



g)Completar as outras colunas. Analisa-las.

Nota: Os valores encontrados na tabela podem ser outros,

dependendo dos pesos e da mola utilizados.



TAREFA 2:
OBJETIVO: Construir e analisar grafico.
PROCEDI MENTO:

a2 Ma tabela anterior, as variaveis utilizadas foram:
313 variavel dependente: elongagifo

az) variavel independente: pesos
b)) Usando os dados da tabela anterior, construir o

grafico ACcmd*FCND.

sElongagdo (cm)

|
|
[
|
11 |
|
b

0.4 0.3 05 ¥
Forga (N}
GRAFICO DA ELONGAGAQ SOFRIDA POR UMA MOLA EM FUNGAGC DA FORGA

EXERCIDA SOBRE ELA.

c) Completar, de acordo com o grafico:

A cada aumento no peso de ——— N corresponde um aumento de

am na elongagio.

dd Qual a forma do grafice?

el Experimental mente verificou-se que ——%%—— =

constante. Como pode—-se chegar a este valor através do grafico?

) Como se pode relacionar o processo de descoberta da

constante via grafico e via tabela?

g? Qual a equagfo desta reta?

Def. 1. - A fungfo f:R 2 R dada por y = ax Ca # 0) chama-se

fungio linear.



Ent&o:

Quando duas grandezas x = v se relacionam
linearmente por y = ax Ca # 0), a razfo das variag¢des —% é

constante e igual a a



TAREFA 3:
Objetivo:
Verificar a efetiva compreensfio do conceito através da
resolugio de situagdes—-problema.
1- Abaixo s8oc representados os graficos que fornecem os
alongamentos, em cm, de 3 molas, em fun¢fo das forgas, em Newton,

exercidas em suas extremidades

s ACcmd

mola 4

| i
oA 0,2 o3 o4 osForga”CND

ad) Qual & a mola mais fraca Cou seja, aquela que se

alonga mais facilmentel? Mola 3

b) Qual € a lei de cada uma destas fungdes?
Mola 1: A = 40 N
Mola 2: A = 60 N
Mola 3: A = 80 N

2- A uma temperatura fixa, a massa e o volume de uma substincia
estio relacionados: conhecido o valor de um deles, podemos
determinar o valor do outro. Abaixo sf3io apresentados os graficos
da massa em fungio do volume para 4lcool e para ferro, ambos a
temperatura de Oc<C.

Nesta temperatura:
a) Determinar a massa de 10cm” de &lcool e de 10cm3 de ferro;
4dlcool: 8 g

Massa 10 cm®
Ferro: 80 g



b)) Determinar o volume de 40 g de Alcool e de 40 g de ferro;

dlcool: 50 cma

3

Volume 40 g
Ferro: 5 cm

c) Determinar a lei das duas fung®es que tiveram seus graficos

apresentados.
massalCgd !
8
Ferro: m = 8V L
Alcool: m = 0.8V 49
20 1

Def. 2- Quando duas grandezas variiveis estSo relacionadas por
uma fungfo linear, dizemos que estas grandezas sZo diretamente
proporcionais.

Ent&o podemos dizer que, dentro de certos limites,
% A forga exercida por uma mola é proporcional ao alongamento a
ela aplicado.
% A massa de uma substéncia & proporcional ao seu volume, numa

temperatura fixa.

3 - Se duas grandezas sfo proporcionais, triplicando-se o valor

de uma delas, o que ocorrerid com o valor da outra?



TAREFA 4:

OBJETIVO:
Constatar a existéncia de grandezas que crescem Cou

decrescem) simultaneamente, sem que sejam proporcionais.

PROCEDIMENTO
Supor que, ao realizar a tarefa 1, determinado grupo
tenha por distrag8o iniciado a experiéncia j4 com a mola marcando
3 cm. Caso esta mola fosse idéntica a sua, apds a colocagio de um
peso, qual seria a elongagfo correspondente?
E apds a colocagfio de dois pesos?

B> Preencha a nova tabela:

pEsos |MASSA [ELON. TOTAL | | o VARIAGAO NA|[VARIAGAQ NA RAZKDHENTRE
Cg) Alcm) ELONG. (AA) | FORGACAF) |VARIAGOES AasA
i ‘_ 3 g S A L i
1 10 S5 0.1 35 Q.8 = =
2 20 4.0 G & 20 0.5 6 5
3 30 & 5 0.3 15 0.8 0.1 5
4 40 5.6 4 12 0.8 ok B
5 50 5.8 0.8 11 0.8 0.1 S

c? Construir o grafico ACemd*FCND

ELONGAGAQO (cm)
&

(5.

3

L V)

Y FORGA D

L R
f o

d2> Comparar este grafico com o da tarefa 1. Quais as

principais semelhangas e diferengas?

e) Qual a equagfo desta reta? y = 5 x +3



> Esta é& uma fungfio linear? (Verificar se atende as

condig¢Bes impostas da def. 1.D NZ2o

Def. 2- A fung8o f:R =R dada por y = ax + b Ca e b constantes,
Ca = 03 chama-se fungio afim.

A razio das variagdes -—%%— € constante.



TAREFA 5:
OBJETI VO

O mesmo da tarefa 3.

I 1

: s 15 I
10 20 "10 20
6 25 5 25
0 0
{em m3) {em minutos)

O abastecimento de combustivel para avides ¢ controlado
e registrado por meio de um dispositivo provido de dois '"reldgios
marcadores" um deles para o tempo de abastecimento em minutos; o
outro para a quantidade de combustivel transferida ao tanque do
aviZo, em hectolitros. A cada 5 minutos a partir do inicio do
abastecimento Cminuto =zerod, é¢ registrada a quantidade de

combustivel no tanque. Deste modo, obtém—-se a seguinte tabela:

tempo em minutos
a partir do inicio 0] 5 10 15 20 ctD
do abastecimento

quantidade de
combustivel no tanque 3 5+5 8 10,8 13 CvD
Cem hectolitrosd

ad) Qual a quantidade de combustivel no tanque no inficio

do reabastecimento? 3 hl

b> Quantos hectolitros de combustivel s8o transferidos
ao tanque em 15 minutos? Em 5 minutos? Em 1 minuto?
1S min —> 7.5 hl
S min —> 2.5 hl
1 min —> 0.5 hl



c) Esbogar um grafico do abastecimento, considerande a
quantidade V de hectolitros no tanque como fun¢l3o do tempo t
em minutos, a partir do inicio do abastecimento.

VChly

5

- -

. > <
Y= 45 20 tCmind

ay

dd) Calcular a partir dos dados, qual a quantidade de
hectolitros no tanque, 12 minutos apés o infcio do

abastecimento. 9 hl

Comparar o resultado com o ponto do grafico cuja
abscissa &€ t = 12.
e) Estabelecer uma férmula Cuma sentenga abertad que

exprima 'V como fung8o de t. =18 %+ 3

2 = O comprimento de um fio de cobre pode variar de acordo com a
variagio da temperatura. Experimentalmente pode-se verificar que,
dentro de certos limites, esta & uma fun¢gfo afim.

Assim um fio de cobre com 100 m de comprimento a
temperatura de O0eC, tera, a temperatura de TeC um comprimentoc L
que, em m, seri dado por:

L = 0.0017T + 100

Para temperaturas de 0eC a 100¢C esta fungio pode ser
assim apresentada:

£f:[0 , 100] & R dada por y = 0.0017x + 100

Ent3o, qual serid o aumento no comprimento do fio quando

a temperatura passar de 0¢C a 20¢C? Ac = 0.034 m

Finalizando,

Em 1660 o inglés Robert Hooke descobriu
experimentalmente que, dentro de certos limites, tem—-se que
FCND7ACemd = k, ou entfo, F = Ak. A constante k ¢, por esta

razio, denominada '"constante de elasticidade" da mola.
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FUNGCOES PERIODICAS
Os objetivos das atividades aqui propostas sfo:

ATIVIDADE I- introduzir as fun¢gdes periddicas com variavel
angular, através da anilise de material concreto que envolve
movimento oscilatério; usar o conceito de velocidade angular para
introduzir fung¢fo periddica com variavel tempo; traduzir

graficamente diferentes situagBes de movimento oscilatério.

ATIVIDADE II - usar material concreto para construir o modelo

matemdtico senocidal adequado para situa¢Bes periddicas harmdnicas.

ATIVIDADE III - apresentar o modelo senoidal generalizado para
traduzir as diferentes situagdes graficas observadas
anteriormente.

ATIVIDADE IV - modelar matematicamente situag®&es periddicas que

ocorrem em diversas Areas do conhecimento.

ATIVIDADE V - modelar matematicamente movimentos no plano que

envol vem periodos.

ATIVIDADE I = CONSTRUCAO A PARTIR DO CONCRETO.

O artefato abaixo consiste num pist3o que se move com

a rotagfo de uma roda de raio R (=7,5 cmD.




O &ngulo de rotagfo o wvaria positivamente no sentido
anti-horario de rotagfo e causa uma elongagio y no pistio, de tal
modo que vy = O corresponde a o = 0 Cconforme figurad.

O 4dngulo o ¢ a variavel independente e y €& fungio

de a.
12 Expresse graficegmente uma possivel relacio para Y e A,
considerande o em radianos e Y em centimetros e supondo

[ a=0=y =01

Z2- Suyponha que a roda acima gire com velocidade angular constante
de o rad-sseg sendo w = Ejf/rl onde T & o tempo necessarioc para um
giro completo, isto &, T é o periodo. Suponha que o movimento se

inicie no ponto correspondente a aa = 0 e [t =0 a2 a4 =0e y = ol

a) Faga o grafico para v em fungZoc do tempo t quando

w = 2m radsseqg. Note que o periodo ¢ T = 1 segundo.

s b
e 'M w: %L _7‘]%1 7




b)Y quando w = g rad Cseg). Note que o perfiodo &€ T = 4

segundos.
’T/\
7//’TH\\I I - [
4 3 —E\*_l/, i 2 5 74t
3 - Suponha que a alavanca que prende o pistio seja encurtada de

modo que a posi¢io de repouso passe do ponto y =

vy =2istoé [ t =0 a2 a=0ey = 2].

Faga o grafico para o caso w = 2@n rad /seg

j F l',

O para o ponto

ik
4 - Suponha que ji& tenham decorridos t1 segundos de observagio
quando o pist3o passou pelo ponto O, isto ¢ [t = O & a # O e
y = 0]
Faga o grafico para o caso w = 2 1 radsseg

4

L,+1 ¢



ATIVIDADE II: UM RECURSO DIDATICO PARA CONSTRUIR A FUNCAO SENO

O material usado neste momento consiste numa pega de
madeira na qual estid colado um circulo de raio R centimetros
Cfeito com auxilio de transferidor) com taxinhas marcando as
extremidades dos &naul ols centrais sobre o circulo de 15 em 15
graus, a partir de uma origem O,Conde ao = 02 e os pontos
correspondentes aos Angulos, sobre o difimetro.

Acompanha esta taAbua alguns atilhos de borracha e uma
régua flexivel C(cartolinad que mede R ¢em e que representa a
unidade de medida. Esta régua estid dividida em 10 partes e

corresponde a 1 unidade raieo, isto ¢, 1 radiano.

Divide-se © disco em quadrantes.

Faz-se a conveng¢fo de sinais apropriada para o circulo
trigonométrico.

O estudante, com um atilho enlagando os pontos C, A e B
Cda figurad, obtem as medidas dos segmentos usando a
régua-unidade. Portanto essas medidas sS5o relativas ao tamanho do
raio. Este & o momento de relacionar graus e radianos como medida

de Angulos e relembrar o niumero II.

Assim defin€-se seno do arco OA comoc AB se OA & de I
ou II Quadrante e -~ AB se OA ¢ de III ou IV quadrante; o cosseno
do Arco OA como CB se OA & de I ou IV quadrante e —-CB se OA &
de II ou III quadrante.



Pode-se elaborar tabelas de medidas, construir os
graficos (usando a mesma unidade de medida para os eixos X e y)
para y = sen X € Yy = cos X

Usando uma reta wvertical passando por O e marcando com
taxas os pontos T da reta que correspondem 4 extensfo do raio CA
define-se tangente de OA como o valor de medida OF se OA é de I

ou III quadrante e —OT se OA & de II ou IV quadrante.

Verifica-se: OT = B
B
Com esta tdbua usando dois atilhos, podem  ser

verificadas as propriedades das fung®es trigonométricas, tais
como:

2 2
sen X + cos x =1

sen (x + ) = — sen X
sen X + /28) = cos X
sen (%) = - sen x
sen (a4 — X)) = sen X
etce

Obsl: E importante usar a régua para dar as medidas em graus e
radianos de diversos &Angulos.

E imprescindivel lembrar as relag¢des de semelhanga de
tridnqulos para cobservar que as fungdes seno e cosseno est@o bem

definidas, isto ¢, independem do raio do circulo.

ATIVIDADE III - AS CARACTERISTICAS DE UM MODELO SENOIDAL
GENERALI ZADO

]

1 - Os modelos y A ®* sen X e Yy = A sen Cwtd

a) CGrafico de y = A * sen X




O periodo da fung¢3o y = A % =sen x € 2n radianos, pois
sen (x + 8r) = sen X

b)) Suponha um movimento oscilatdério harmédnico.
2

T

unidade de tempo, onde T ¢é o periodo.

Define-se w = coma a velocidade angular, em radianos por

¥ = sen o (L + T) = gsen (bt + wI) = zen (L + 2A) = sen ot

-

Grafico: yv = A % sen w t

2 — Variag8o do grafico e consequéncias na expressfco matemitica:

¥ = A sen wt + M

Y = A sen w Ct - tﬂ) + M

MCODELO SENOIDAL GENERALIZADO



3 - Elementos: T = Periodo

A = Amplitude

w = Velocidade Angular = -—Eﬁé—

M = Nivel Médio = média entre wvalores maximo e
minimo.

t1= Tempo inicial - da onda

v
OBSERVACXO:

O movimento do pist3o aqui analisado fol Gtil para
motivar e dar uma visualizagSo concreta para as fungdes
periédicas, mas cabe salientar que a relagio entre a elongagio y
e o Angulo a nfo € senoidal, do tipo acima.

O movimento do pistfo nfo ¢ harménico. Se acoplarmos ao
material uma régua vemos que a elongagSo maxima de y €&
aproximadamente +6 cm e a minima ¢ de aproximadamente -9 cm,
quando esperavamos valores iguais a *7,5 cm.

Pode—-se mostrar usando a regra dos cossenos, que:

> | 1
Yy = R * sen a + 1/12 = p* - frlz - R? cos? «a
Repare que y(0) = 0; y(n/2) =6 e y(3n/2) =~ -G
Cl é o comprimento da biela))



ATIVIDADE IV - APLICACOES

1 - O nivel de um rio durante o ano retratado pelo grafico abaixo

pode ser modelado por uma fung8o senoidal.

Faca isso.

Calcule o nivel do rio no inicio de janeiro, no inicio
de maio e no fim de maio.

A pesca comercial, em toneladas, no mesmo rio, também
pode ser expressa de forma senoidal. Faga isso para calcular

quantas toneladas de peixe s80 pescados nos meses de maio, de

novembro e de dezembro.

2
iz - 4 (meses)



Respostas:

R = Nivel do rio

5 _ 28,5 + 20,8 _ 49  _
M = = = = = 24,5
A =28, -24,5 = 4
*
T = 12
t =3
1
R: y = 4 sen [ g Ct—sa] + 24,5
v(4D) = 4 sen n/6 + 24,85 = 26,8 m
v(5) = 4 sen /3 + 24,8 = 27,7 m
PESCA
-
LS
- 600 + 1400 = 1000
: a2
A = 400
<
T =12
Lt =6
1

g Gl o 63] + 1000 ou y = 400 sen n/BCL+6) +1000 = 1200

yC11D =~ 1200 y (850 ~ 800 toneladas métricas
yCiad =~ 1000 de peixe

vy = 400 sen




Subtropical

2 - No graficeo ao lado ¢ representada *C Lugar: S3o Francisco de Paula (RS
a evolugfo da temperatura em ¢C na r% B : ' : f
cidade de SHo Francisco de Paula CRS) ggl ?
Analise o grafico e identifique os g:
elementos: periodo, amplitude, nivel %

médioc e tempo inicial padréo. 18 M
D& uma expressio matematica para 16 -

temperatura T em fungZ%o do tempo t. 13

Respostas:

- . 18 #4148
M= Ay 18
A= 3

<
T= 12
t =9,5 cou (2,5

s 1

y = 3 sen [f—gu + 2.53] + 15

v(1) = 3 sen [I—g] +15 = 17,9 <«
yCB) = 3 sen [1—15%-] + 15 ~ 12,9 <«
Calcule a temperatura do final de janeiro e do final de
maio. C(Observe que t = O no inicio de janeirod
3 - Nossa respiragfo ¢ ciclica, com periodos alternados de

expiragio e inspirag8o. A duragfo de uma respiragifo completa &€ em
torno de S segundos para um adulteo em condigSes normais.
Fisiologistas mediram a velocidade do fluxo de ar, em l/seg.

A curva abaixo descreve esta velocidade durante um ciclo

respiratério.




Encontre o modelo senoidal para este fendédmeno. Calcule

v(1l) e v(3) e explique estes resultados.

R: v = 0.5 sen [ en LJ
85
= aen 6 - _
v(1l) = 0.5 sen —s = 0,47 l-/seg v(3) = 0.5 sen -5 = 0,29 l/seg
4 - Durante a respirag¢fio, a pressio exercida pelo ar dentro dos

pulm@es oscila periodicamente de acordo com a velocidade. Esta
pressfo ¢ medida com relagfo a uma dada pressfo atmosférica, que
pode ser arbitrada como =zero. A pressfo versus tempo &
representada pelo gréfico abai xo. expresse essa relacfo

matematicamente.

R: P = sen [—————- Ct = 2.53]

]
n
11}
b
il
n
A
-
I
|
| S
]

I
|
]
M
o
——,
n
A
.
—



5 - O grafico abaixo nos fornece z temperatura a temperatura vy

no decorrer de 2 dias de observacio,

observag8fo t, de tal modo que

dia. Calcule a temperatura as 10h,

em fungio

do tempo de

t = 0O 4z 6 horas da manhi do 1¢

-~

¢ 4(0soas)

i
]

Y
(21 : i
‘ |
{2 2.‘{
_ an
Yy = 2 sen =4 t,] + 20
= 4 y(4d ~ 21,7

i2 h —>
1S h —>

=6 v(ED) =~ 22

10 h —> t
t
t vEEd ~ 21,4

Il
(0]

is -;_:{kora;)

B - A fungfo y = cos(@n L) e seu grafico

=t [ - =ty

g

>

as 12h e as 15h

M

A

T

t

1

deste dia.

I

250
=

78

=125

ia

=0

/TN

A
i



Faga o grafico da fungido y = sen [an ct. + 1/4)] e verifique a

igualdade: cos (2 L) = sen [Zn CY. + 1/'4)], isto &,

T
cosx=sen[x+ 2]
Isto justifica nossa concentragio em exercicios. com

modelo senoidal.
ATIVIDADE V: MOVIMENTOS QUE ENVOLVEM PER1ODOS

Em problemas de movimento, consideramos um ponto P
mével cuja posi¢io varia com o tempo t

"P'" descreve uma trajetédria curvilinea.

Modelar um movimento no plano ¢ dar as equagdes
x = fCtd) e y = glt) que expressam as coordenadas x e Yy de P
no instante t € [a,bl.

Se o movimento se d& no espago temos as equagdes

x = fCtd, y = gltd e =z = hCid.

(=1

F=(x,y)

=1

Problema 1-

A Lua descreve uma trajetédria praticamente plana e

circular, tendo o centro da Terra como centro, raio
R = 380 mil Km e perfodo de 30 dias, aproximado. Modele o
movimento, escolhendo um sistema referencial cartesiano com

origem arbitraria.
Faga um esbogo do grafico de x = fC(id e y = gltd para

t =2 0. Posicione a Lua no 10¢ dia e no 15¢ dia, sobre sua érbita.

AY
Nﬁ:
e
—
j x




Respostas:

x = 3,8 % 10~ cos «
Q:a_nt= 7 i+
y = 3.8 % 10° sen « 28 te
*1r

Problema 2-
"A medida que passa através do hidrogénio liquido, o

elétron deixa um rastro visivel, semelhante & trilha de wvapor
deixada no ar por avifo a jato & grande altura"(PSSC - Fisica

Vol 1D.

Suponha a trajetdéria espiral ao
! lado, dotada de um s=sistema

referencial dado.

Modele o movimento supondo que

a velocidade angular ¢ constante @ = &rn radrsseg e vel ocidade
linear de afastamento do centro & constante v = lcm-seg

Faga um esbog¢o do grafico de x = (i) e y = glCt) para

Posicione a particula nos tempos 0.285; 0.5; 0.75; e 1
segundo sobre a trajetdéria.

Respostas: x = R cos o = t * cos (2rtd

Y = R sen a = t % sen (2atd




Problema 3-
As érbitas dos planetas de nosso sistema s8o elipticas

tendo o sol como um dos focos.

Suponha que uma particula em movimento sobre a elipse
abaixo cujo eixo maior mede 2B e o eixo menor mede 2cm com

velocidade angular constante @ = 2rn radrsseg

Modele o movimento e faca os graficos de x = f(id e
¥ = gCtD. s

; Respostas:
X = a cos a = 3 cos (2rtd
o < _ v = b sen a = 2 sen (2nt)d

FEXE |

x (=W X’i

|

Problema 4-
A excentricidade da érbita da Terra é muito pequena, de

modo que pode ser considerada praticamente circular, em torno do
Sol. Como a galiaxia também se move no espago, esta drbita

descreve uma trajetéria helicoidal.

Suponha uma particula movendo—-se no espago,
descrevendo a trajetdria helicoidal de raio

raio 2m, ac lado, com velocidade angular

constante 2 n rad/seg e vertical v = 4 m s

~Y

Modele o movimento.




Proje¢io no plano xy

Respostas:

x = 2 cos (2nrtd
y = 2 sen (2rtD

z =4 t

ar
N

Localize, no desenho, a posigio da particula apés 1, 2,

bl
& X
A .
5
b

2 e 4 segundos.

Problema B: Suponha uma, particula movendo-se no espago,
descrevendo a hélice c¢&nica esbogada abaixo, com velocidade
angular constante @ = 2n rad-seg , velocidade radial constante v
= 1 mrseg e velocidade vertical constante v' = 4 mrseg.
Z[L s R Sao ‘
\‘ = e / y o )
s ' '
=2
F—/




Modele o movimento. Localize nos desenhos, a posigfo da

particula apés 1, 2, 3 e 4 segundos.

Respostas: [ x = L cos (2atd
t sen (2rtD

z =4t
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FUNCOES ALGEBRICAS
OBJETIVOS E PROPOSTA DE TRABALHO

Nos=so abjetive no que =segue ¢é a resolugfo de problemas
envolvendo as ditas fungdes algébricas que =s3o fungdes do tipo:
ad) Polindmio
b> Raizes
c) Soma, diferenca, multiplicagfo,divisfo e composigio das
fungdes de a2 e b2

Nos=o trabalho esti dividido em duas partes, cada uma

delas com uma proposta bem definida, a saber:

PARTE A: Estabelecer rela¢fo entre o tipo de crescimento ou
decrescimento da fungfoc (=ze ripido ou lento)> e a forma de seu
grafico. Visando isto, os problemas est3o orientados da s=seguinte
forma:

ad Anilise qualitativa do c¢rescimento ou decrescimento da
funcio.

b)Y Esbog¢o do grafico

a) Obtengio de expressioc analfitica para a fungio.

PARTE B: Obtengio de solugles Stimas para certas
situacSes-problema. Queremos trabalhar neste=s problemas usando
somente conteudos matematicos que fazem parte dos programas de 2¢
grau, e assim sendo as =olugSes Stimas devem ser determinadas sem
o uso do cilculo diferencial.
Por isso, na medida do possivel, os problemas foram

orientados da seguinte forma:

a) resolugfo em casos "bastante simples"

b> intuir a partir do "caso simples" a =solugSo Stima do caso
"complicado"

c> obter express3o analitica da fungSo que modela o
problema, esbog¢ar seu grafico e localizar o ponto &timo.

d> mostrar que a solug8o intuida & de fato 4tima

. As solugdes dos problemas, seguindo o roteiro apresentado,

est3o no final de cada uma das sec¢Ses.



Particularmente acreditamos que a proposta de trabalho
aqui apresentada possa ser implementada dentro dos programas de
mateméatica de 2¢ grau. Os problemas enfatizam conceitos e idéias
matematicas, e os aspectos computacionais (calculo, férmulas,
etc..) surgem como necessidade natural e nio como algo importante

em si mesmo.



PARTE A
TIPO DE CRESCIMENTO OU DECRESCIMENTO
X
FORMA DO GRAFICO



PROBLEMA I

12 PARTE

E dado um reservatério de forma cubica com caoacidade
igual a V m® de 4dgua. Tem-se uma torneira enchendo este
resernatério e vamos admitir que a vazZo de 4Agua ¢ K m° por
minuto. Queremos estudar o comportamento do nivel de 4gua no
decorrer do tempo. Para isto seja:
T: tempo necessirio para encher o reservatdédrio {(quem & T72
A: altura do reservatdédrio (quem & ATD

y = f(t> : altura do nivel de Agua no instante t.

?
)

s |

1 fLE)
==\~

.~

a2 Observando que a alt,ﬁx-la do nivel da agua no instante

t & proporcional 4 t, esboce o graifico de vy = f(td
b> Obtenha a expressfo analitica para f
c> Como & a velocidade com que sobe o nivel da agua?
d> Faga num mesmo sistema de coordenadas os graficos

das alturas em fungio do tempo, para diversos valores de k.

Estabelega relagfio entre os coeficientes angulares

das retas griaficos e a vazio de k.



2% PARTE
a) Os graficos abaixo correspondem a variacfo do nivel
de agua no decorrer do tempo, no mesmo reservatédrio cibico acima.

Determine, qualitativamente, como foi a entrada de

dgua em cada situacfo; isto &, como é a velocidade com que sobe o
nivel de agua no decorrer do tempo:

A A AN _ ™
Abece e A

Af--== ==~ Ab=— == =--

s

' | -
_{ — o ———
b4

o | et ol
A4

o e e
b

b> Para cada situagZo esboce o grafico da velocidade em
fungio do tempo.



PROBLEMA 1II
12 PARTE

E dado um reservatdrio cbdnico com capacidade igual a
Vm® de Adgua. Tem-se uma torneira enchendo este reservatédrio e
vamos admitir que a vazio de 4gua ¢ K m° por minuto. Queremos
estudar o comportamento do nivel de Agua no decorrer do tempo.
Para isto ueja:
T: tempo necessario para encher o reservatédrio (quem & T7?D
A: altura do reservatdrio (quem & A?D
R: raio do reservatdédrio (quem & R?D
y = f(td: altura do nivel de 4gua no instan_te t..

a> Observando que no infcio do processo o nivel de &agua

sobe mais rapidamente que ao final, eshoce o grafico de y = fdtD

b> Abaixo temos um corte longitudinal no reservatério:

£

-

b1> Usando semelhanga de triingulos obtenha relagio
entre Rd{L) e LD,

bz) Sabendo que o volume do cone de Agua é&:

1 2

VL) = 3 I [R(‘L)] * £CLD




e que por outro lade V> = 1%t (dembre-se que a vazfo €& 1m9/min),

obtenha expressfo analitica para f.

c> Como ¢ a velocidade com que sobe o nivel de Agua?

Esboce o grafico da velocidade em fungfo do tempo.

2% PARTE

a> Considere no problema anterior a vaziio de Aagua
igual a k m>/min. .Num mesmo sistema de coordenadas represente
os graficos da altura do nivel de Agua no decorrer do tempo, para
diversos valores de k.

b> Ainda no reservatdrio cbdnico & possivel obter para
altura do nivel de Agua no decorrer do tempo o grafico abaixo.

Neste caso como €& qualitativamente a vaziico de Agua?

Esboce o grafico para a vazfio no decorrer do tempo.

T

4

32 PARTE

Dado que os graficos abaixo correspondem a altura do
nivel de 4gua em fungfio do tempo, em reservatérios com mesma
capacidade e altura, sendo a vazfo de 4gua constante e igual para

todos, descreva qualitativamente a forma dos reservatdrios.



PROBLEMA  III

1?2 PARTE

Tem~-se uma escada de 6 m de comprimento encostada em
uma parede vertical. A extremidade inferior da escada comega a
mover-se horizontalmente com velocidade constante de
V=1 m/min e a extremidade superior desliza na parede vertical.
Queremos determinar qualitativamente como ¢ a velocidade com que

se move a extremidade superior da escada.

Para isto =seja:
T: tempo necessario para a escada atingir a posigio
horizontal {(quem & T?>

y = fdt>: altura em que =e encontra a extremidade

superior no instante t.

a) Represente numa mesma figura as diversas posgicSes de

escada nos tempos 0, 1, 2, 3, ..

1 2345 ¢ P

b> Ezsboce o grafico de y = >

cd) A partif da figura abalxo e usando o Teorema de

Pit4goras obtenha expressfo analitica para y = ft.D) e faga o seu

grafico.

fle)

x (k)



d> Como ¢ a velocidade com que se move a extremidade
superior da escada no decorrer do tempo? Esboce o grafico da

velocidade.

2% PARTE

Tomando no problema anterior v = Zm/min e v = 0,5 m/min
represente no mesmo sistema de coordenadas os graficos da altura

da extremidade superior em fun¢fo do tempo



PROBLEMA 1V

12 PARTE s g s 1"_ T - -

- -

s — =

10 o

Na figura acima temos;
: plano
: bastio de comprimento d
: foco luz 4 10m de distincia do plano Tl

> B N v S|

: reta passando por F e perpendicular A Tl

Dado que o bastZo se afasta do foco de luz ao longo da
reta 1r, paralelamente ao plano =n© com velocidade de 1m/min,.
queremos estudar o comportamento do tamanho da sombra no plano TI1
no decorrer do tempo.

Para isto seja:

T :tempo necessario para o bastfo ir de F a Il (quem é&T7D

y = f(t> comprimento da sombra no instante de tempo t

aY Analise o tamanho da sombra nos instantes de tempo
T =1, 2, 3, ..., e apartir disso esboce o grafico de y = (LD
b2 Dado que a disté&ncia do bastio ao foco de luz no instante t &
x> = 1%t <(lembre que o bastio se afasta com velocidade de
Im/mind, usando semelhanga de trifngulos na figura  abaixo,

obtenha expressfo analitica para f.

. -+

Seik) | fle)

B

" 40 .
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c¢) Como ¢ a velocidade com que diminui o tamanho da

sombra no decorrer do tempo? Esboce o grafico da velocidade.

22 PARTE
Considere o problema anterior modificado:

a) O bastfo esta fixo a4 5m do plano II
b> O foco de luz se afasta do bastZo ao longo da reta r com
velocidade de 1m/min. (Desconsidere a hipbétese do foco de luz

estar a2 10m do plano m

Estude o comportamento da sombra do bastio no decorrer

do tempo, para isto usando o roteiro apresentado na 1@ parte.

11



PROBLEMA V

12 PARTE
Um carro vem andando com velocidade constante igual a

22 m/seg. Num dado instante, que vamos considerar + = 0 , com a
finalidade de realizar ultrapassagem comeg¢a a acelerar e apds 12
segundos atinge a velocidade de 34 m/seg. Admitindo que a
aceleragfio ¢ constante queremos analisar a disti&ncia percorrida

no decorrer do tempo, durante a ultrapassagem, a partir de t = 0.

Para isto se]ja:

E @ 5 421 intervalo de tempo, em segundos, necessario
para que ocorra a ultrapassagem

y = vi{td velocidade no instante de tempo t
expressa em ms/s, t e [0,12],

y = ddbd distincia percorrida no intervalo de tempo

[0 , L1, expressa em metros, para t e [0 , 12]

a> Esboce o grafico da velocidade em fungio do tempo e

obtenha sua expressfo analftica.

b> Analisando, intuitivamente, a distincia percorrida
em intervalos de tempec de mesmo tamanho ao longo da

ultrapassagem, esbode o grafico de y = ddt>

ad Para obter expressio analf tica da distincia
comegamos fixando um instante de tempo t'o e dividindo o intervalo
[o, 't,al em subintervalos de mesmo comprimento, comprimento este

que vamos representar por At:

[0, Atl, [At, 2At1, .., [t.o - At, t’o]

Se At é muito pequeno temos que num intervalo genérico
[t, t+Atl, a distincia percorrida ¢ aproximadamente: v{t) * At.
Isto & ddt +AtLD> -ddL) e aproximadamente v{tD> # At.

12



Por outro lado:
d(t.o) = [d(ﬁt,) -dCO)] + [d('zm,) -d(At,i)]t.. +[cl(t.0) -d(t.o —At.)]

ja que fd0> = 0 e parcelas acima se cancelam, restando a direita
da igualdade somente f(t0>

Apartir das informa¢cdes dadas acima e mais a informacfo
grafica abaixo, veja que L) = Area sob o grifico de v no

intervalo [0, to] - L)'/l\

’ dreaz Ult)xAt :
7 |
=T |
Ulk) r % > & :
= 7 I

%Z’%/%/////‘ \ i N 'E

£ ot ko %+

d> Obtenha expressioc analftica para d

22 PARTE

Um carro vem andando com velocidade constante igual a
24 ms/seg. Num dado instante, que vamos considerar t = 0, com a
finalidade de parar no acogstamento comega a desacelerar e apés
12 segundos para. Admintindo que a desaceleragciio ¢ constante,
isto ¢, a velocidade esta diminuindo uniformemente, analise a
digtincia percorrida no intervalo de tempo [0 , t1, para
t e [0 , 121,

Use para isto o roteiro da 12 parte.

13



32 PARTE

Dado que os carros de uma certa fabrica saem
ajustados de tal forma que no momento que os frelos =s23o
acionados a velocidade comeg¢a a reduzir uniformemente numa taxa
de 3 m/s, por segundo Cisto & 3 m/s2

ad> Obtenha expressfo analftica para a distincia percorrida
durante a freagem até parar em fungSo da velocidade que se
encontra o carro no momento que os freios =50 acionados.
b> Seja y = f(vd> a fung¢io do {tem ad.
Fagca o grafico de £
c> Se t & o tempo necessario para o carro parar a partir do
momento que os freios foram acionados, estando ele com velocidade
v, obtenha t em fun¢Zo de wv.
d> Seja t = glvd a funglo do ftem 2
Faga o grafico de g

e) Conclua que:

S a distincia percorrida durante a freagem €

diretamente proporcional ao gquadrado da velocidade que =se

encontra o carro quando os freios sfo acionados.

— o tempo decorrido entre os instantes de freagem

€ a parada do carro ¢ diretamente proporcional a velocidade que

se encontra o carro quando os freios sfo acionados.

TRABALHO ELABORADO POR:

MARIA ALICE GRAVINA
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PARTE A
SOLUCOES DOS PROBLEMAS

15



PROBLEMA I

12 PARTE

a) Sendo a altura do nivel de Agua no instante +t
proporcional & t, temos que o grafico ¢ uma reta passando pela

origem.

b> No instante t o volume de Agua é&:
vt = k t k = vaz&aod
vitd = a t (a = 4rea da base do reservatdriod

Assim &t = &% £C6D donde LUy ® %t

c¢? Intuitivamente vemos que a velocidade & constante ja
que a vazio e a 4area da superficie do nivel de Agua sio
constantes.

De outra forma:

num intervalo de tempo [t, t +Atl a velocidade média &

b +ALY - _ (k/adct +AtD) - k/ad t - k
At - At a

acontece num intervalo t8o0 pequeno quanto se queira (pense em At

% e ist.o

se aproximando de =zero). Assim ¢ constante a velocidade com que
sobe o nivel de Agua, e igual a k/a m/=seg.

=2
d> AT—— —h = 5=

N
/!

Quando menor ¢ a vaz#o, menor ¢ a inclinagZo do

segmento de reta que corresponde a altura em fungfio do tempo.

16



2% PARTE

ie Situacfo: Considere intervalos de tempo [t, t+Atl ao longo do
processo (isto &, tomar diferentes t e mesmo At). A variagfo do
nivel de 4gua num intervalo, f(t+Atd) - fd(t), conforme nos mostra

o grafico abaixo, diminui a medida que o processo avanga:

——

ot ' T

Conclui-se que a velocidade com que sobe o nivel de
dgua diminui ao longo do processo.

Fazendo anilise similar nas demais situagdes
concluimos:
22 Situac3o: A velocidade aumenta no decorrer do processo
82 Situacfio: Até a metade do processo a veloclidade diminul e
depois comeg¢a aumentar.
48 SituagSo: A velocidade ¢ grande e constante no inicio do
processo, depois torna-se pequena e constante, e finalmente

constante num valor intermediirio.

Pozssiveis graficos das velocidades nas diversas
sltuacdes:
/ P N /F
1
| pr—
l l i
| | i e
l l ! 1 ]
| i ! [ :
! | I_ |
N LN o L i,
% T = T " T
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PROBLEMA 11

12 PARTE

ad

: N
- 4
b1) Por semelhanga de triingulos temos que £eed A

RCLY R

e portanto R(iLD> = * (LD

R
A 2
b)) VCt) = 1 n [ L ] £CtdZ % LY e

3 A
Vit = Kt (k & a vaziod
2
1 R
5~ 1 [~5~]

Assim k t = £ctd? donde r<t> = ¢ Y t  com

3A% k

n r?

¢? Intuitivamente vemos que a velocidade com que sobe o
nivel de agua diminui ao longo do processo.

Se quizermos informagfo numérica sobre a velocidade
devemos analisar a velocidade média no intervalo de tempo
[t, t+Al (e tanto menor At melhor ¢ a informagfiod. Ou seja,

devemos analisar o comportamento de:

3 g
roLeaLy ~ fegy | 9T WL maey b
AT X

isto para frag®es de tempo At cada vez menores. Esta analise

requer alguma técnica, e o leitor interessado pode obter resposta

para isto em livros de Cilculo Diferencial e Integral.

18



Esbog¢o do grifico da velocidade:
PR

N/

22 PARTE

ad

b> A altura sobe uniformemente no decorrer do tempo.
Para que isto acontega a vazio de 4sgua no infcio € pequena e

deve ir aumentando cada vez mais.

Esbogo de um possivel grafico para a vezio:

0

Y
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32 PARTE

1& Situagio: Reservatdrio cdnico com vértice para baixo.

2@ Situagfo: Reservatdrio cbdnico com vértice para cima.

3e SituagSo: Reservatério com secgfo mediana menor em relagZo a
base e a tampa, pensando esta iguais.

42 Situagfo: Sobreposi¢fc de tres reservatérios de mesma forma
com areas das bases diferentes, sendo .o primeiro reservatdrio o
de base menor, o segundo de base maior, e o terceiro com base

intermediiria.

20



PROBLEMA III

12 PARTE /

ad

/

. ) /
i 2 3 45 ¢ ad

bXEm a> vemo= que em intervalos de tempo [t, t+Atl, de
mesmo comprimento, conforme avangamos no processo a extremidade
superior da escada percorre distaAncias maiores, isto &,
FCL+ALd = f{t> aumenta em valor absoluto (Observe que y = 2>

decresce no decorrer do tempo e portanto a diferenga acima &

negativa)d.
Esbogo do grafico de f:
N
[
—
=
c¢> Usande o teorema de Pitagoras temos que

2 2
[x(t,}] + [f(t)] = 36. Mas x(t> = 1*t ( jA que a extremidade

inferior se desloca im/min), donde t° +(f¢td>® = 36.
Ob=serve que (t, f(td2> estid no circulo de centro <0,0> e

. . _/_ r4 | .
raio 6. Assim (LD = 36 - t e o seu griafico &€ de fato um
pedago de c<irculo.

21



d> Do observado em b), vemos intuitivamente que a
velocidade com que se move a extremidade superior aumenta, em
valor absoluto, ao longo do processo.

Se quisermos informa¢&o numérica sobre a velocidade
devemos analisar a velocidade média no intervalo [t, t+Atl C(e

tanto menor At melhor a informag¢fo) ou seja, devemos analisar o

Z 1
LCL+ALd - £CL) Y 36 -ct+atd S o = %
At T

isto para fragdes de tempo cada vez menores. Esta anilise requer

comportamento de:

alguma técnica e o leitor interessado pode obter esta informacgfio
em livros de Cilculo Diferencial e Integral.
Esbogo do grafico da velocidade, em valor absoluto:

/N

\

!
I
|
|
I
l
1
!
I
1
6

2% PARTE

Para v = 2m/min temos (2t>° + ¢@»® = 36 e portanto

I
Lty = ‘/ 36 - 4t* , € seu grafico é uma quarta parte de elipse

Para v = O05m/min temos 05t + @»? = 36 e

1
portanto f(t) = 1/ 36 - 025t° , e seu grafico é uma quarta

parte da elipse.
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PROBLEMA 1V

12 PARTE

a> No inicio do processo a sombra ¢ muito grande e
diminui no decorrer do tempo, chegando ao tamanho do bastio.
Esbogo do grafico:

40

b> Da semelhanga de triingulos temos que f(E) = x?‘z&

e como x(t> = 1 * t temos que f(t> = 10 b * :'

¢ Temos que no inficio do processo a sombra dimunui
rapidamente, depois j4 nfo mais t&8c ripido, e quando o bastio
esti prdximo do plano diminui muito devagar.

Esbogo do grafico da wvelocidade:
N

Se queremos informagcfo numérica =obre a derivada

devemos analisar o quociente fd"hﬁzz = Tt que nos da a

velocidade média no intervalo de tempo [t, t+Atl. Esta anilise

pode ser encontrada em livros de CGAlculo Diferencial e Integral.
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22 PARTE

a)> No inicio do processo a sombra ¢ muito grande e

diminui no decorrer do tempo aproximando-se do tamanho do bastZo.
Esbogo do grafico:
AN

— e S mmm mEm mE e o o e e e ew o em wm wm

WV

b> Por semelhanga de triAngulos temos conforme figura
abaixo que

£{td

b x(tLD> +5 t 45
e 8 T womy T perlana il mh oy = b T

Ja que x(tLd) = 1 % t

X LE)

£le)

5
¢ Esbogo do grafico da velocidade, em valor absoluto
N

A

24



PROBLEMA V
12 PARTE

a) Como a velocidade aumenta uniformemente =seu grafico
& o segmento de reta com pontos extremos <0, 22> e 12, 34> que
tem como equagio y = t + 22 Assim v(t) = y +22

Esbogo do grafico:
N
y A - — — A — A e m— —

¥

b> A velocidade média em intervalos de tempo, de mesmo
tamanho, ao longo do processo, aumenta. Portanto a distancia
percorrida em intervalos de tempo de mesmo tamanho, aumenta

conforme avangamos no tempo.

Esbogo para o grafico da distancia:
AN

o = = — — =

N
4

(&
b

cd Como d(t'o:) = (dC(ALD -dd03> +(ddkAtI-{dCALD> + ..
. d(to) -d(to—-At.))
e ddt +At> -ddt) ¢ aproximadamente vd{iL) #* At segue que f‘(t.a) é
aproximadamente vd{O>%At + vCALD*AL+ v(Q2ALI*AL+. + v(to —AtD%AtL
Na figura vemos que cada uma dessas parcelas corresponde a A4rea
de um retingulo de base At e altura v(t). Tomando-se At mais e

mais prédximo de zero vemos que a Area da regifio formada pelos

retingulos aproxima-se mais e mais da 4Area do @ trapézio

25



determinado pelo grafico de v no intervalo [0 ,t,ol. Assim d(to) &

igual a 4drea sob o grafico de v no intervalo [0, t'o]

- +
d> Usando a férmula da a&rea do trapézio, A = [ b1 bz ] h

2
2

obtemos A = [{t +22; L 22] t = E + 22t. Assim temos que
+.2

ddtd = > + 22 t

2% PARTE

a) Como a velocidade reduz uniformemente =seu grifico ¢
o segmento de reta 0, 24> e 12, 0> qgque tem como equagio
y = —2x +24. Assim vt = -2t +24

b> A velocidade média em intervalos de tempo de mesmo
tamanha, ao longo do processo diminui. Portanto a distancia
percorrida em intervalos de tempo de mesmo tamanhom diminui,
conforma avangamos no tempo.

Esbogo do grafico da distincia:

VS

o .
[

c¢> Raciocinando de maneira aniloga ao que foi feito na
12 parte obtemos que ddt> = A4Area =obre o grafico de v no
intervalo [0, tl Assim dctd [24 AEe iy
dctd = -t% 424t

]* t e portanto

26



38 PARTE

a)> Seja Vo 2 velocidade de um certo carro no instante
que os freios sioc acionados. Como a velocidade comega a reduzir
uniformemente numa taxa de 3msseg, por segundo, obtemos que a

velocidade deste carro num dado instante t & v(td> = vo -3t e o
v

o
3
Como anteriormente obtemos que a distincia percorrida

carro para no instante t =

até o instante t correspondente a Area sob o grafico de v no

’ z
intrevalo [0, tl. X Assim dd(t> = vot. 3;' e portanto
4 2 2 2
Vo Vo Vo Vo
W=g=¥® Fm—= 5= = 3

Assim a distincia percorrida durante a freagem em

fungio da velocidade que se encontra o carro no momento que o=
2

freios sfo acionados & f(v) = Z':
b> /M

~N

>

v
o

3
necessario para o carro parar e vo ¢ a velocidade que se encontra

¢ Na parte a obtemos t = onde t & o tempo

o carro no momento em que os frelos foram aclonados. Assim,
v
3

gv) =
N
d>

i+ - - -
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PARTE B
PROBLEMAS DE MAXIMOS E MINIMOS
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PROBLEMA I

Tem-se n ripas de madeira com 1 metro de comprimento
cada. Usando-ze todas as ripas, sem quebrar nenhuma, quer-se
delimitar uma regifo retangular de tal forma que a Aarea seja a
maior possivel.

Vamos comegar resolvendo o problemas em ca=sos
particulares e a partir disso teremos uma indicagfio de quem ¢ a
melhor solugfo no casao geral.

1> Resolva o problema para N = 8 e N = 18, para isto
representanto todas as regifes possiveis no papel quadriculado e
calculando as respectivas 4reas. Quem € a regifio retangular &tima
em cada caso?

22 Se aumentamos o valor de N o método usade em 1> &
desanimador. JA temos uma forte indicag8So para a melhor =solugio,
e ¢ disto que vamos nos convencer no dque segue:

21> Observe que as condi¢gdes do problema estabelecem
relagio funcional entre as variiveis que representam as dimensdes
da regifio retangular. Estabelega esta relagfo.

2.2> Obtenha a Area da regifio retangular em fungfo de um dos
lados=s.

23> Seja y = fx> a fungio abtida em 22>, determine o
dominio de f.

24> Deixando de lado por um momento o contexto em que
surgiu considere sua wvariavel independente continua e faga o
grafico de f . Localize graficamente o ponto que di& a melhor
solugio para o problema.

2.5) Resolva o problema para N = 600 e N = 830

2.6> Conclua que:

ad N deve ser nimero par para que o problema tenha solugifo

b> Se N & divisivel por 4 a melhor solugiio & regiio
retangular que usa N/4 ripas em cada lado.

c)Se N nZo ¢ divisivel por 4 a melhor solugio ¢ a regifo

retangular que usa nos lado= respectivamente
N = : e A + i vipas
4 Z 4 2 pas.
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PROBLEMA 11

Quer-se fazer um pomar em forma retangular com N pés de
Arvores. As Arvores devem ser plantadas A uma distincia de 1
metro tanto na horizontal quanto na vertical. Deseja-se minimizar
a quantidade de cerca necessaria para delimitar este pomar. Como

devemos dimensionia-lo?

Vamos comegar resolvendo o problema em casos
particulares e a partir disto teremos uma indicagfio de quem ¢ a

melhor solu¢fo no caso geral.

a)> Resolva o problema para N = 16 e N = 32 para isto,
representando todos os pomares possiveis no papel quadriculado e
calculando os respectivos perimetros. Quem ¢ o pomar &timo em

cada caso?

b Se aumentarmos o valor de N o método usado em ad &
desanimador. J4& temos uma forte indicagfo para a melhor solugio,

e & disto que vamos nos convencer no que segue:

b1> Observe que as condi¢g&es do problema estabelecem
relagio funcional entre as variiveis que representam as dimensdes

do pomar. Estabelega esta relagio.

b.2> Obtenha o perimetro P do pomar em fungio de um dos

lados, e de tal forma que P seja um quociente de dois polindmios.

b.3) Seja yv = P(x> a fungio obtida em 2.2.
Determine o dominio de P

b.4> Deixando de lado por um momento o contexto em que
surgiu P, considere sua variivel independénte continua. Queremos

esbogar o grafico de f. Para isto:
1~ Encontre o= =zeros de P, isto ¢, os x tais

que Px> = 0
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2= Analise o comportamento de P nas proximidades de
valores que nio estfo no dominio de P
3= Analise o comportamente de P gquande o valor
absoluto de x ¢ arbitrariamente grande.

4~ Usando as informag®es acilma esboce o grafico de P.
b.5) Localize graficamente o ponto (xo = P(xo) que da a

solugfio 4tima para o problema,

A partir do fitem ad) podemos intuir que a solugio &tima

& quando i Y N . Mostre que de fato ela & 4tima.
b.6> Resolva o problema para N = 400 e N = 600

b.7) Levando em consideragfo que a solugio 4tima X, deve ser

um nuimero natural, conclua como obté-la no caso geral.
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PROBLEMA III

O custo de construgio de um tanque ¢ dado em fungio de

sua 4area total. Tem-se recursos para construir-se o tanque com

4

80m~ de Aarea. Estude a fung¢io volume do tanque e determine

graficamente o ponto que fornece o tanque de volume maximo.

Considere o tanque fechado e com base quadrada.

Para isto:

ad) Ob=zerve que a as condigdes do problema determina
relagfo funcional entre as variiveis que representam as dimensdes
do tanque. Estabelega esta relagfo.

b)> Obtenha o volume do tanque em fungfo do comprimento
de uma das arestas do tanque. Faga isto de tal forma que a
expressfo analitica da fungfo seja do tipo polindmio.

a) Seja y = fx> a fungio obtida em b> e tome para
dominio de f o conjunto dos numeros reais. Queremos esbogar o
grafico de f, para isto:

cl1> Determine os zeros de f, isto &, x tal que (x> = 0

c.2) Analizse o sinal de f nas proximidades dos =zeros.

c.3) Reescreva a expressio analitica de f colocando em
evidéncia a maior poténcia de %, e use esta expressio para
determinar o comportamento de f quando o valor absoluto de x ¢
arbitrariamente grande.

c.4) Usando as informacSes acima esboce o grafico de f

d>Localize graficamente o ponto que nos di4 a solugio

6tima do problema.

Observagfo: O valor numérico do ponto &timo no problema
acima ¢ obtido facilmente com técnicas do cilculo diferencial,
contelddo este nfoc faz parte dos programas de 2¢ grau.

Ser4d que tal contetido nZo deveria ser incluido no 29
grau? Sobre isto, leia o artigo "0 Ensino do Cilculoc no 2¢ Grau",
de Geraldo Avila na RPM neo 18.
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PARTE B

SOLUCAO DOS PROBLEMAS

33



PROBLEMA I

1) Para N = 8 obtemos para possiveis regifies um
retingulo 1 x 83 e um quadrado 2 x 2, sendo o quadrado a solugio
Stima.

Para n = 18 obtemos para possiveis regides retangular
de dimensSes 1 x 8, 2 x 7, 83 x6, 4 x 5 sendo o ultimo deles o de
maior Area, e este ¢ o que mais se aproxima de um quadrado.

21> Sendo x = numero de ripas usadas na horizontal e

y = nimero de ripas usadas na vertical temos de 2x + 2y = n

x (N - 2xD

2.2) AG = >

23> No problema devemos ter 1 = x = > = 4

24> vy = A é uma paribola voltada para baixo com
N

vértice em x = 7y

v

25> Se N = 600 a solugio Sdtima ¢ x = 150
Se N = 830 a solugfo Stima é x = 207

2.6 a) Sendo 2x +2y = N segue que N & par
b> No vértice da paribola temos um ponto de maximo

para a fungfo Area. Mas a coordenada x do vértice pode ser ou nfo
um numero inteiro. J&4 sabemos que x = 2 . Assim =se N ¢é&

divisivel por 4 temos que x ¢ inteiro e portanto ¢ a solugfio

Stima,
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¢> Se N nio ¢ divisivel por 4 a solugio étima € o malor

inteiro mais préximo da coordenada x do vértice. E este inteiro é

N _ 1t o, N 1
4 2 4 2
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PROBLEMA II

Por uma questio de simplificagio nos calculos vamos
admitir a quantidade de metros de cerca a ser usado ¢ igual a
duas vezes o nimero de Arvores numa carreira horizontal mais duas
vezes 0 numeroa de Arvores numa carreira vertical

a) Se N = 16 as disposicdes posivels de a4rvore em forma
retangular s8o 1x16, 2x8, 4x4, =sendo a quantidade de cerca
necessaria em cada caso, respectivamente 34, 20, 16, e portanto
4x4 & a s=olugio Stima.

Se N = 32 as disposigdes possivelis de aArvores em forma
retangular =s3o 1x32, 2x16, 4x8, sendo a quantidade de <cerca
necessaria em cada caso, respectivamente 66, 36, 24, e portanto
4%8 & a solugfio d&tima. Esta solugio ¢ a que mais se

aproxima de um quadrado.

_ b12> Sendo x = nimero de &rvores na horizontal e
y = numero de arvores na vertical temos que x * y = N
bz) Temos que o perimetro ¢ igual a duas vezes o numero
de &4rvores na vertical mais duas vezes o0 nimero de Arvores
na horizontal.
Assim P = 2x +2 -—:— ou seja PGO = 2 [—ixt“n—-]
bs:) No problema temos que o dominio de P e o
conjunto dos x naturals tais que 1 £ x = N
b‘)
i. A fungfo P nunca se anula
2. Quando x se aproxima de =zero com excesso temas que
P> aumenta sem limitagfo; quando x se aoroxima de =zero com

falta temos que Px)> ¢ negativo e diminui sem limitagio.
+ N

3. Sendo Px> = 2 [ ¥

aumenta sem limitagfo, P(x) também aumenta sem limitagio e o

] vemos que quando X

valor P(xX> ¢ muito parecido com 2x ja& que % esta cada vez
mais préximo de =zero. E quandoe x € cada vez mals negativo, o
mesmo acontece com P&x) sendo este valor, como antes, parecido

com 2x
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b5> Vamos mostrar que pdyY N D> = P& qualquer que

seja x > 0. De fato:
/N O+ N ] B 55 e

PC ¥ N )SP(X)%Z[

- x - ¥ N> =2 o », e esta dudltima igualdade sempre se

verifica.

b6> Para N = 400 a solugfo étima & x = 400 , ou =seja,
& o pomar 20x20.

b?> Para N = 600 a solugfio Stima ¢ um dos valores;
0 Maior inteiro menor ou igual a ¥ N ou o menor

inteiro maior ou igual a Y N ; determina-se o Stimo
calculando-se o perimetro nestes dois valores e tomando-se dentre

eles o que fornece o menor perimetro.
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PROBLEMA III

a) Seja x = comprimento da aresta da base e =seja

y = altura do tanque. Temos 2x° +4xy = 80

b> Como volume do tanque ¢ area da base x altura temos

x <80 -2x2>

&

2 B0 - 2x 1
VIxd> = x [——T—]u 3
ci> Temos Vx> = 0 quando x = 0 ou x * ¥ 40

cz) V muda de sinal a direita e a esquerda dos zeros

c:s) Escrevendo v(x> = —1— e [ 80 . 2] vemos que
xX
para X arbitrariamente grande em valor absoluto o valor de Vx) &
2
muito .parecido com - :zc Jja que 82 - 2 ¢ muito parecido

x
com -2

o — a— -

c 2
4

- —— - - -

d> O ponto que di a solugio étima €& o ponto de maximo

no intervalo [0, ¥V 40 1.

TRABALHO ELABORADO POR:

MARIA ALICE GRAVINA
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[&} FUNGHD EXFONENCIAL DE VARIAVEL DISCRETA
CONSTRUGRO DO HODELO MATEMATICO
ATIVIDADE 1
Observe & tabela abaixao
FOFULACHD DOS ESTADOS UNIDOS

L (adaptado de New Yark Times Encyclopedic Almanac —1970)

__________________________________________ ez i
Tn =eng&sima VEt=tempo | F= populacEoc | F(t+Aat)/ Fl(t) :
‘coleta de dadas! (ancs) ! {(milhbes) ! ) ;
ot s 5 S i s i e e e i e s 5 el o o e e e o 5 o i 1
:- Q ' 70 : 3,93 3. s S 1oy 5 0L S R E
E'““_I__““—"T._Ia_';c; - 5 | - :‘ 1,3634651.?-.“
e T e e e B e e e o e St 1
é 2 L1810 : 7.2 : 18314917, E
. 3 . 1820 @ 9,64 ! 1,3350622... ;
L Tt s e TSP e i et L e s e S oo S T i i
; 4 i 1830 } 12.87 ! 1,326340.. : ;
[] s iy — e et e S S . WO O s . (- W P D ]
; c ' 1840 ! 17,07 1 1,3585237... :
. & 11850 ! 23,19 !  1,3557867... !
| P N e E Nl P R gy 1 T R I R e L oty PRy |
7 ' 1 1860 ! ¢ 31,44 : -
A e e e e e e e e e e - ——— -

Os dados apresentam alguma{s) REGULARIDADE(s) ? Em caso positivo.
IRDENTIFIQUE-A(S) .

4TIVIDADE 2
Jbserve a tabela abzixo:
TEMFERATURA DA AGUA COLOCADA NUM RECIFIENMTE FECHADO,OETIDA

408 ARUECIMENTO ALGUNS GRAUS ACIMA DA TEMFERATURA AMEIENTE =259 C i
e e —— — ———————— —_— - -+

5 ; a

! n= enésims tt=tempe | T=temperatura ] T(R)=A | [T(t+AL)-AJ/LT(Et)-A1
l~oleta de dados! (min) {{agraus centigrados): : {
e e e e o e e e e I
: 0 H o : 35,2 V10,2 7 0.794117 !
e e o S e g e gt i e i i i i P e B S e et S P e e T e e b s l
; i I 1 5 H A - 8.1 | 0,80246%... ;
; o _ L0 ' T1.5 : b,5 | 0,769230... :
e e e e e S e = 1
: =t ;30 - : 0.0 : S S.8 | 0,760000, .. i
S S U PSS ———— R PR EI PR e Bt e 1
4 4 b4 * 28,8 3 g 2 LAB410 o
__________ [}

b e e e A et R A B e e e 3 e b 5 |
! = ! S : g 2l : = ‘
F R S PR R e e R e S o e e P ~+

dados aprssentam algumai{s) h.qUiﬁFIDHDL( T Em caso aftirmativo

IDENTIFIQUE-&(S).



ATIVIDADE = -~ DESCRIGAO DO MODELO WMATEMATICO

s grandeza
respectivanente seguem o MODELD HATEMATICO:

e e e e T e s S e S S St o s e T S o o s o s £ 4 o

i

: witHal) Ay (b = gy g

bocom b=t s St on=0,1,2, 0.0
]

o S b o e e

oride y representa F e T, uma de cada vez.

MEOREMA:

Se vy satisfar o modelo matematico e S

= e T cue aparecem nas ATIVIDADES 1 e =

I oyl ARIZYIEY = £,

tcom t=t +n+*+A
il

4 R e

i
|
H yvit J=y
a [’
para alguma constante ¢, entdoc v tem expressdoc analitic
FOREME e e e ettt E reciprocamente.
m
booylt +ne Aty o= oyini=y owo |
o ]
VEERY a2 B B Bl wen i
i e s R e e s

FROVA FOR INDUCAG:

— Fara n=0: y(t +n*d t) = yit J=y =y ¥ = y %c
o o o o o

el Pagira nEls oyt vnad B o= vt +ﬂt'}=c**}f(t Pomy oo o=
] o o a
Supondo  que 2 tese vale para n. mostremos cue ela  tamb
validas pars ntl. Com efello:
i n+l
yil +(ntlsxAt; = g+ yit snerhi = oy owg = L
() I o s

i 5
L Fara n=0: yi(t ; = yit +08; = y #c = y

] o o 3
Supondo gue & tess vale pars n. nostrecos gus 2la tambem
valicda pare nti. fom esfelita:

yiit +n® A £3+ k) /7 yit snawsli b o= ¢t eineldxAbr o oyt
& 4 ’ (e ] Q
rit L 7
= *{ r kL =

wwwwwwww ..t_
i
t & i
—_— H
H
H
_________ +

a da

n
—
(=]
em  Sera

setra

L A -



ATIVIDEDE 4 IDENTIFICAGCAD DO MODELD MATERMATICD
Considere o modelo matemstico

e e e e e S s e e s i e e i s e 0

i yintl) /y () =c, ! S

R

r
rcom =041 425 vauw i S o owink= o, :
i ; icom n=0,1,2,3,4. 41
; y(0)r=1 : M e e o
e ms e s b e e v s srms wmer rfe

l.ldentifigues

+ T T e
i constantes: e woee .
I VErlaAvelsSy .o ewssau i
+ _____________________ .'-

como
cuia

a FUNGHOD
eHpressio

e DUTPUT vy
DE BASE c.

fungdo de  INFUT n
VERIAVEL DRISCRETA)

i}

C -

2. Define—-se &
EXFONENCIAL  (DE

analitica e dada por y((n’

i INFUT

i

4 fungao

| DE BASE ©

e e e e s e e e e e e e

JEXFONENCIAL  § QUTRUT ;
e g i 2t y ,
"

Poyinl=

S e e e e e i i i e Ll

3.0 INFUY n e dito o LOGARITHMO do OUTFUT v N& BASE ¢ e anotadeo
pors

APLICACED DO MODELO MATEMATICO AS DEMALS CIENCIAS

ATIMIDEDE |

A Yiel natuwral de decomposigio”
diz gue Fazan entre a quantidade da
& a guantidade do instante anterior

die wina substancia radioativa

subztancia em cada instante

constante. fome @ para a
o

s constante.

a
e

quantidade de substancia no instante inicizsl @ c,para

Lt el e WME @ P Es s a0 analinlca para a ouantidade de
sunstanocl s el oativa Gl voodE n TR M E stapa da coleta
e dados realiloadsz a Lntervalos reoul aras
SOLUGCAD: 1, FORMULALAD MATEMATICA DOS DADDS YEREAIS DO FROBLEMA:
YR 3 SNESLMA Etana ga colesta de ogados realilrzada a interval os

il
R i

£y

rEgL L e

£ wERAL ., .. oo At constante

I EEmsLUne

ek +Ral e
& 3

Catda 1 antes

A raDihc aSntre & guanitidade as rist
B oa quantidade do instante anterior & constanite ERUIVALE As
Cim=i3 /8 my = C
1STO E: Ok wne At - Aps /S Qi 4ned =g
o o3

OU @INDE: Bit+eA ti/snit) = o, par



2. DETERMIMADAD DA RESFOSTA:

Fela  TEOREMA  anterior « E edpressao analltica  da relagso
funcional entre az wvarlaveis O e & & da forma:
I
D=0t +n*¥At)=0 %c , para n=0,1,%,3ccn...

L {os }

n
RESFOSTA: O in) =0 *c

(&

ATIVIDADE & 5

0 desenvolvimento das populagtes na Riclogia se processay
tnmrctalmente, de siodo que a razio entre as popul agbes, avaliadas
am wntervalos de tespo regulares e tomados sucessivamente, &
constante, ate gue fatores limitantes de meioc ambiente, alimen—
tagan, epidemias, ebtc. ., conecem a alterar esse comportamento.

Conzidere uma popul agho de bactérias gue,em condighes ideais
cresce  de modo gus cada celula se divide am duas, num periodo de
T minutos, dito “"pericdo de geragdo da bactéria“. FPor exemplo, o
periocdo T de geragio da bacteria "escherichia-coli" num meic
nutriente & de 20 minuwtos.A "biomassa” N apos cada perldodo T & o
numero de bacterias existentes, com N denotando a biomassa para

0
o tnstante t=t .
Q

Determine wuma expressd3o analitica para HN=Nin), se n e a
enesima  etapa da coleta de dados, realizada ac final de cada
"pericde de geragico”  fora da interferéncia de fatores limitantes
do meio ambiente.

SULLUCREO: L. FORMULSCHEO MATEMATICA DOS DADROS VEREBALIS DO FROBLEMA:

o2 a enésima  etapa da coleta de dados, realizada ao final
de cada "periodo de geragao”"  EBUIVALE A:
n assume os valores t o,k +T,t +Z=xT,. L +3F#T7T,.....
o o (ul @
az populaghbes,; avaliadas sm intervalos de tempo
wos sucessivanente, @ constante” EQUIVALE A:x
(2 + TY/ Nit) = ¢

N
oouma popul agko de bacterias gque,em condigbhes ldeals cresce i
Gocn gue cacds celuls se divide em  duas,  num periodo de T
mrmboE, dito "psriodo de geragaco ds bacteria"" BEQUIVALE e

i o4 1) = Zeplin)

Juntanao-se az intormagfies, tem-—-se:
4

(RS T+ T) ANCE +n%Tl) = 2, para n=0,3.2,3.0...
@ o
JETO S Mite Aty ANy =2, para b=t +pEsdAb, m=0, 12,8, .. g AteT

©
2o DETERMINACAD DA RESFOSTA:

el TRUOREMA  anterior o a a@dpressac analitica da relagao
FLNIEL GREl gntrre as variaveis Me n & da formas
r
Mimd =it snele) =N ®2 , para rm=0, 0 o f, S
s} ]
ri
R *




AT IVIDADE 2
Expariencias em laboratorio mostram que se um corpo @ agque-
cido & wma btemperatura superior & temperatuwra ambiente{constantel,
a diferenga entire a temperatura do corpo e a temperatura amblente
em cada i1nstante de medigdEo é diretamente proporcional a essa di-
ferenga no instante anterior. Anote por &, a temperabura a gue
esta submetido win corpo , T a temperatura do corpo no instante
o
t=0 & c, a constante de proporcionalidade.

Determineg uma expressao analitica para a temperatwa  T=T(n}
do corpo em cada instante, onde n & a endsima etapa da coleta de
dados, realizada a intervalos requlares de tempo.

i

RESFOETA: Tinl= T %c 1+ A

far

ATIVIDADE 4

Experiencias mostram gue, administrada uma certa guantidade
¢ de wna droga em wn individuo, por via intravenosa.a guantidade
o

Uogue permanece no  sistema circulatdrio em cada instante &
diretamente proporcional & guantidade gue exietia no instante

anterior. Tome ¢ para a constante de proporcionalidade.

Determine uma expressio analitica para @=8(mn), onde n indica
&2 & enesima etapa da coleta de dados, realizada a intervalos
regul ares.,

RESFOSTA: G (nmy=0 ®c
W ]



UT1L L ZA0CAHD DO MODELO MATERATICD PARA OBTENCAD DE RESULTADOS

ATIVIDADRE 1

Suporha que todas as grandezas abaino seguem a "lei natural de

fewt
crescimento (ol decrescimesnto) yiti=y #10 . com  krO(ouw kO3 Y
£
1.%z12 © moles/litro a concentragace inicial de uma droga

L |
administirada em wna pessoa por via intravenosa. Suponha gue, em 1o
minutos,a concentragdco da drogae se reduz a 273 da inicial. A& que
percentual da concentracao inicial se reduz a droga apos melia
nora ¢ tluwanto  tempo e necessaric para . se ter apenas 17 da
concentragdo inicial ¥

sllUCade 1., FORMOLAGHD MaTEMSTICG DOS DADDS VEREAIS DO PROBLEMA:

Beija Git) & concentragio da droga na  corrente  sanguinea, ot
minutose apdos ser administrada.

"Suponhia que todas as grandezas abaixo seguem a "lei natural de
k¥t .

crescimentol{ou decrescimento) -.y{ti=y *10 , com k>O{ou k<O)""

Q .

f®t
EOUINVGLE & Colt)y=C #J0 voZom o kYO (por gue kCQT)
o]

"Suponhba - gquey em 1O minutos,a concentragio da droga se  redus a
=/ da imicial®™ EQUIVALE A:  Clio)= Z/3%(

]
Juntando—se as informagtes:
Exrio
Cliod=C #10G
o
Cllss 2580
o
i 1710
I8TO Er1a  =({3,/%)
g L
O SEJA:CiLI=C = (2/3)
(]
2. DETERMIMNADAD DAL RESFOSTAS:
ey gue parcentoal da consentracao 1nicial se  reduz ] draga
apos meds horrae M BOUIVELE A
Gasd oo ovalor de D00 007
[

FESEOS My ARFROIMADAMENTE B8 %
"olante bempo & necessarico para  =o  ber  apenas 14 da
concentracas isasoial A = LVELE e

s
Gual o walor de o gue resolve s equacio exponencial
%
L



2. Campostos  de fosfato  agem conao um poderoso rertilizante
para algas. Bstee agentes, colocados em detergentes caseiros, tem
s1da win dos responsavels pelo grande orescimento de  algas  em
tagoe & fontes de agua quando al langados. Suponha que existam 10
plantas de algas presentes em certa area de um lago no instante
t=0, & gue 2 horas mals tarde existam 20 plantas. Estime o nd-
mero oe algas presentes em 8 horas. Estime o numera de algas
presentes ao final de um dia (24 horas).Estime o tempo necessario
para se ter a presenga de 100 plantas.Ha quantas horas passadas
havis apenas uma planta de algas no lago 7?7 Em algum momento, ndo
havia algas no lago 7

SOLUCHEO: 1. FORMULLAGED MATEMATICA DOS DQDUS VEREAIS DO FRUOBLEWMA:
Seja Oit) o mumero de algas presentes na area do lago, apos t
minutos.

"Suponha que todas as grandezas abaino seguem a "lei natural de

h#t
crescimentoiouw decrescimento) yvit)sy %10 , Ccom  kHOfouw  kLOXUM
e
(S
EGUIVALE Az Cit)=@ #10 » com k3O (par gue k0TI

o 3
"Buponha que existam [0 plantas de algas presentes na area do
lago no instante t=0" EQUIVALE A:
EB{0)=0 =10

a
"2 horas mais tarde existam 20 plantas" EQUIVALE A:
le®2
@{2)=20. ISTO E: 20=0 %10
o
24k 3 172
Juntando-se as 1ntormagdes: 20=10#10 » IBTH Ef 10 = 2 .

L7 7
OU BEJA: G(t)=10%2

2. DETERMINAGLHEDO DAS RESFOSTAS:

" Estime o numero de algas presentes em 8 horas" EQUIVALE A:
Gual o valor de Q(8) 7
RESFOSTA: B (8) =160
ToEstdme o numero de algass presentes ao tinal de um dia (24
noras) " ECUIVALE A:
Qual o valor de G(24) 7
HRESFOSTAY O (24 ) =40T5460

'‘Estime o tempo necessarlo para se ter a presenca de 100 plantas®
EQUIVALE A:
trz2

sl o valor de vt gue resolve a eguagdo exponenciral 10=Z i
RESFOSTA: t=2Z/ log 2
" Ha gQuantas horas passadas navia apenas uma planta de alga no
Vago S0 EQUINVALE A

E/2

Guasl o valor ge £ gue resolve a gquagdo exponencial §/10=2 :
t=-2/ log 2, onde o sinal"-"* responde pela palavra
En algum momento, ndo havia algas no lago P EGUIVALE Ay

de L gue resclve a @gquagdo exponencial Os1owg
NEn Ouorre & geragao exdpontanesa de ol gss .




aTIVIDADE 2

Considere HE deconpoe segundo a

LUTI& sl bargl a guie 1=
le "t

"ler de decrescimento  yibl=y =10 g eom ki

ta]
da substancia e definida como a quantidade de

A MELA-VIDA
exatamente METADE da

tempa T necessarlia para & decomposigac de
substancia.

L.De uma expressao analitica parzs T.

mera-vida de 1800 anocs,

2." Se uma substancia radioativa tem
! N eouwF 7

apos Zouww zsriog toda a substancla tera sido decomposta.!

radio ¢ de 14656 anos. S5e uma
guantasz gramas restardo da
para uma amostra

Fo merla-vida do  elementa
amostra de radio pesa sgora DU kdy
amostra daguir & 100 anos 7 Suanto tempo levarsa
de 590 kg reduzir-se a 9 kg

4.0 cobalto-&0, gue @ utilizado no tratamento de pacientes
com cancer, tem meia-vida de 5,26 anos. fual a quantidade inicial
da substancia se, passados ¢ anos, ela esta reduztida a 200 mg L

a guantidade de radic decresce para 4,948
cali para 4,896 g, guantas gramas estavam

e

S5.8e apos Z9 anos,
g 8, apos mais 2% anos,

presentes no inicio do processa 7
228
6.0 radioisotopo R perds 9,8%4 de sua intensidade de
a

radiagio por anc. Se | e a intensidade original, gual o valor da
[
sua meia—vida 7
7om mera-vida da morfina @ de 3 horas. Encontre a constante
segundae a qual se da a sua eliminagdo da corrente sanguinea.

Depois de & horas de

g

9.4 meia-vida da nicotina e de Z horas.

sua ingestac, qua fragao dela permanece no sistema circulatéorio

RESPOSTAS:

ie ¥= —=lag 27k S.aprovimadamente § g

Z.FRLEU,po s v iELWa) =

L1 abs

Hoowrn 400 =Eoe 2 Feb= i=log 2}/3
t=le8%es log = B.1:8

T P g

4. = sy



E- COMO SURGE O NJ‘HEPNO e ?
MoTivaGAQ

ATIVIDADE 4 !

Ubserve a tabela abaino

FOFULAGCARO DOS ESTADOE UNIDOS
(Mew York Times Encyclopedic Almanac —1970)

4= — — e S e o e e Sl e e e e s e P e e e . e St S e S o+
tt=tempo | F=populacio | F=F(t+A t)-F(t) VAR /AL) /P !
i (anos) ; (milhbBes) | p '
ety e - e .
Y1790 : 3.93 ) - ' = :
{1800 : - 9 1 : 0,138 P 4 0,0351145 s
L1810 7.28 ' 2 0.193 | 0,0363465 :
11820 : =2 D 0,240 ' 0,0331491 !
¢ 1830 : 12,87 ¥ 0,323 : 0,033506%2 :
! 1840 : 17,07 : 0,420 ' 0,0326340

g — = __:
! 1850 2 23,19 ' 0.612 1 0,0358523 :
i 1860 ' 31,44 ' 0,825 ' 0,0355756 )
s e S - ————

Os dados apresentam alguma(s) REGULARIDADE(s) 7 Em caso positivo,
IDENTIFIQUE-A(S).

ATIVIDADE =
UObserve a tabela abaixo:

TEMFERATURA DA AGUA COLOCADA NUM RECIFIENTE FECHADO,OETIDA
AFOS  AQUECIMENTO ALGUNS GRAUS ACIMA DA TEMFERATURA AMEIENTE #=25° C

- e e e e e e e e e e

¢ n=enésima | t=tempo |T=temperatura; A[T(t)-A] [{AIT(t)-AJ/ At 3 / [T{t)-A]
: coleta | (min) S Gl ‘ ; '

: de dados | g i :

..'_ ________ k. PO g S T O TP TR P W P SO0 e it Tl il e o L - e kb - St et e e e i A e i v (il e i Bl G g Mk i — ki —
H &) ' Q g 39,2 i 24,1 ; -0 ,0205882...

: 1 ! 10 - ' -1,6 ! -0,0197530...

P2 120 | 31,8 P -1,5 i -0,0230769...

- 1 30 ! 30,0 ' -1,2 ! -0,0240000...

S : 40 L 28,8 ! ~1,2 ! -0,0315789...

‘ S i S0 : 27 .6 ‘ = ‘ =

UOs dados apresentam alguma(s) REGULARIDADE(s)? Em caso afirmativo
IDENTIFIQUE-A{S).




CONSTEULAD DO MODELDO MGTEMATICO

ATIVIDADE )

GE o grandesas Foe T ogue aparecem nas ATIVIDADES | e 2
respectl vamente seguem o MODELD MATEMATICO:
‘+ .......................................... ‘I‘
t (Ay 7 At)syixy = c, !
i com t=t +n®* t,n=0,1,2,3,..1
Q
- B e - -

oride y representa F e T, uma de cads ve:z.

TEOREMA: x
Se y satisfaz o modelo matematico S e e e e S SR e
By 78t )rytt) = c, ¢
tcom t=t +n*¥At e H
: o T
b0 L, BBy piaa s i
vyt )=y ‘
- o fal ;
+

e e e e e i e e e

para alguma constante c, entdo y tem expressao analitica da

forma Fosme = e . o E reciproccamente.
I 1
' o
oyt A B)=y(n)=y *(1+cAt) o
' o o A
oM M=0,1,2.5,.. i
e e e ——— - 1

FROVA FOR INDUCAG:

REDUZA AG TECREMA ANTERIOR ESCREVENDG:

( Dys Atyy by = ¢ 4~ Ay= exytri* At <—-3 yt+dt) 7yt =i+tcxD t)

ATIVIDADE 2

Considere o modelo matematico:

oM it i e i e b e e i e —t

b Dy (t+Lt) — y(£)1/ At/y(t) = 1 !

icom t=n*fit e nN=0,1,2,3,... : F e
Ti

! Dt yins Lty =(1ebt) |

Py o= i tcom =08 (B WL

L s B o T T T R R ol iy = LA

Uhserve a tabela que e segue, obtida a partir do modelo
anterior para valores particulares de n & de AL



+

3 {1+AL)" :

At !- - e - —

D 1eAt (1A D (1+AE L0 (10A0) 20 ] (10a8) 100 (1441) 200 ( 14at) LO00;

o P2 14 11024 11048576 11,26%10°911,60%1059) & ;
-_I;E—__T_ 1.5 ¥ 2,25 ﬁ?f;7,a;5 :5325,252?1_;6#1017'1“6H*1u - ___“E
110 : Sl EW 2:;937—76.7275 11,37%10% :1,89#108_.&.46*1041 :
1720 :_ 1,05 ! 1,1025! 1,;289 :2,55;; 11,31%102 11,72%10% 11,54%1021 |
A_lemo_: 1,010 | 1,02011 1,1046 11,2202 12,7048 17,3160 :2,05;104 |
'_I;Eag—?--Z:;;;?_I:;I__?_1,0521 :I:1o49 :1,&4;; 12,7115 11.46%10% !
——1/1;;;: 1:551; 1,002 1 1,01 1.0202 ii,i05i 11,2213 12,7169 :
_ tuiste un;_notavel ;;;;rmacéa rna tabela ! {(Tente descobri-la )

iihando para a sua ‘diagonal primcipail")
Com sfeito: COPIE abaixo os valores tais que
o e e e e e e et e e e e +
i AE = 1/n
.'.__

1
L}
L}
L}
1
i
i
'

|
1
|
|
[
|
|
|
|
|
|
I
|
|
|
|
|
|
1

.!. - mm e W - -

i
|
|
|
I
|
|
!
]
1
|
{
|
|
|
I
1
|
|
|
|

Co=sirve que, & medida que i cresce (UH aque

ade  wes meEnor) . o0s vaiores de (LA€7 = (1+lsnd
guais na meama posicio. Ecste RroOCEss0 delta
LT ¥ 0l decimal intTinito nao—perisdico {izto
rracional} anotado pels letra "eU.
e mm— T T I T S e et e Myt e e s +
I — i
S T ZalaBLniCis. s i

o e e e e s e e o B B

n¥A t = 1

At se iforna

M cetém digitcs
Fmina um o unico
e, um nimero



UMA  APLIAGRO DO NUMLRD e

Consideres 'um capital de O cruzeiros aplicado a uma taxa anual nominal
de 1007 { bastante irreal, porém facilitard nossos calculos). Observe:
e ——— e e ——————— e ————— —— — e e e e e
FREQUENCIA DA H ; MONTANTE
AFLICAGHD i i
(CAFITALIZAGAD) (MONTANTE PARCI&L ! MONTANTE ANUAL |

4
I
'
1

ranualmente
V(1 vez aoc ano)

Co+100%XC=C+100/100¥C=Co¥ (1+1)

emesiralmente ‘Ao final do 1.9 cemestre :

2 vezes ao ano) (C +(1OU//”)*C :uD+QUﬂ*C . *(1+1/")
'QD final do 2.” semestre @
1Tk (1+1/2) +100%Z/2%C ¥ (1+1/2)= -
:CD*(L+1/7J 41/;*C x(l+1/&)—C *(1+1/L]— CD*(1+112}‘

ttrimestralmente ‘Ao final do 1.° trlmeatre : i
i (4 vezes aoc ano) IC +(1002/4)*C =C+20%4%Cy —C ¥(1+1/4) ;
i 'ﬁo final do 2.D trlmestre : :
: ' _ H *(1+l/4)§100./4¢Co¥(1+1/4)= :
: ‘C ¥(1+1/4)~ '
1

-

'AD final dg .9 trimestre :
'qu(1+1/4)‘+1005/4*c *(1+1/4)
'C *(1*1/4)“

1AG final dg 4.% trimestre : _
ot *(1+1/4)“+1007/4*C X(1+1/4)-=
'C *(1+1/4J

Co¥(1+1/4)%

imensalmente ‘Ao final do 1.° mEs : '
i (12 vezes ao ano) iC +100%/12%C C #{1+1/12) :
'Qo final do 2. mes s :
‘CD*(1+1/1A)+100// 2¥C *(1+1/12)= H
‘C +1/1°)* :

1

1 'ﬁo Tinal do 12 meés =
: IC X (1+1712) 1+l00ﬁ/12*0a*(1+1f12)11=
ico oX(1+1/12)1

~y12
Co*(l+l/14)

i o W e | i

‘semanalmente ‘ho final da 1.9 semanas: :
(32 vezes aoc ano) Co+100%4/52kC =C_%(1+1/82 i
‘4o final da 2.8 =emana: :

H aLa*(l+1f5n)+1ﬁUnf52$L F(1+1/852)= '
: L _ X {1+LB2)Y= H
3 ]
]

'—n

:Cﬂx-1+1xhﬂ>~ “1OGL/EINC % (1-1/82)F1=
= - g
S TERERE s P Cok(1+1/52)52
w =
rdiariamante vARo fimal do 1,5 dias ;
H{EGE vezes ao an:lta+1002/35 *C u* 1+1/3465) .
B ]

= & ¥ A WA A e e waosoEE

oo final do 365.° dgias
2 ICo¥(1+1/365; 2%%+1007./3654C % (1+1/365) 364 -
: .bo*(1+1/36“’365 1Co¥ (1+1/363)7°7]
' 1 3



Da  tapela anterior obtem-sa o reasul tados qQ MQNTQ@TE
AUUMULADO ©, Al FINAL DE UM aNd , A FARTIR DE UM CARPITAL Ihlb}ﬁg
o, IMVESTIDO A& TakA MOMIMAL DE 100n CoM DIFERENTES FREGUENCIAS

o

DE aRLICADAD (CARPITALIZACRHRO)

i o e e ki 1 e e o e e S A

FFREGUENC LA DA H i

VO APLICATAS : MONTGRMTE H

PCARI TALL ZAGHRD) H H

s o e e o NE——— |

i1l vez ao ano H CEii+l) H

:-.-4.-.-.---._._._.........-..-...,....._..._. e P :

12 vezes ag ano i E*t1+1f2)7 H
&

14 veres ag ano i Cx{i+1/4) i
2

P12 vezes ao anc i C¥(14+1/12) H
52

192 vezes ap ano i CE(L+1/32) H

| e e st e e b s s

365

13465 vezes ao ano H Cr(1+1/365) H
L}

in o vezes ao ano H Cx(l+i/m) H

A medida que n cresce, o MONTANTE ACUMULADO C aproxima—se
do valor C #*e, valor chamado de MONTANTE ACUMULADO A0 FINAL DE UM

o
ANO, A TAXA DE 100% A0 ARNO , AFLICADA CONTINUAMENTE.

ATIVIDADE |
reflita sobre o seguinte enunciado:
O MOMTANTE ACUMULADD €y A FARTIR DE UM CAFITAL IMICIAL C

o
Ao TARA NOMINAGL DE 100#=r7 AD ANGO, APLICADA n VEZES &0 ANO, AOC
FINAL DE UM ANO e dado por: S e e i e s e e e e +
n
P C=C #{1+r/n) i
o
T -k

ATIVIDADE 2
Rerlita zobre o seguinte @nuncilado:
0 MONTYANTE ACUMULADG C, & FARTIR DE UM CAFITAL INICIAL T

o
A TSRO MNOMINAL DE 100=ri A0 AMO, AFLICADA continuamente, A0 FINAL
DE U Aand, e dado por: B T
P
v C=C e H
=]

Bttt o
ATIVIDEDE 3
wihilazange o= dols enunciados anteriares, prove o seguinte

TEOREMA:

PO ARTE AUl Gy FARTIR DE UM SAFITAL INICIAL C

]
& TaAna MOMIiNaL DE Loowrrin A0 Ao, &FLITADR containuamente, @0 FLINAL
DE ANGH ., & dado por: i i i e

Pt
LI T o = T {



AFLICACHD DA FUNCARO EXPONENCIAL DE BASE e‘ﬂS DEMALIS CIENCIAS
FARG DBETENCHED DE RESULTADOS

ATIVIDADE |
& quantidade de correspondéncia  que um funcion&rio dos
fungio do tempo de experiencia do

Correios classifica & uma
funcionario. Estima—-se que o Ffuncionario apos t meses de
-0, 5%t -
experiéncia, consiga clasificar B{(t)=700-400%e cartas por
hora.

1. Ouantas cartas wn funcionario recem admitido conseguira

classificar por hors
de trabalho

Z. @Buantas cartas wm Ffuncionarico com & MESeSs
classificara por hora?
B "A medida que o tempo passa ,o0 funcionario tende a se tornar

T Justifigue matematicamente a resposta.

mais eficiente". YV oou F
qual o nume-—

4. A medida que o tempo passa indefinidamente,
ro de cartas (no maximo) classificard um funciondrio
5. CGue tempo (aproximadamente) levard um  funciocndrio
classificar 400 cartas por hora ? E 700 cartas por hora 7

4. Compute o valor {ALE-7001 / Atl » / LE-7001, para At arbi-

trariamente pequenos. Interprete—-o. .

.

.
el

para

RESFOSTAS:

1. 300 cartas

2. 700 - 400%e cartas

il

3. Verdadeiro, pois @g{t) e fungdo crescente com t.
4. ao t——3Amo tem—se E(t)——3700
i bt= {=log 0,789 /0:5
a
6. =0,5%. A guantidade 1+(-0,5)*At & o 2. termo da equag&Eo que

define o modelo matematico do segundo TEOREMA do texto, isto &,
g & taxa de variagdo relativa da grandeza O ac longo do tempo t©
tomado & intervalos regulares (constantes) de valor [At.

ATIVIDADE =
_ Os psicologos acreditam que, quando & forpecido um  conjunto
de ratos para um individuo memnorizar, o nunero de fatos lembrados
pelo  indivaiduo apoz L minutos que eles ocorrem & dado por
_k*.t
Nit)=a¥(l—e ), onde k & uma constante positiva e A & 0o nlmero
de +atos relevantes ac individuo.

{. A medida gue o tempo passa indefinidamente, qual o numero de
fatos no maximo) recordadaos pelo individuo 7

<. Lompute o valor { AIN-AI 7 At } / [N-Al, para At arbitra
riamente pequenos. Interprete—oc.



RESFOSTAS:
l. A=numero de fatos relevantes ao i1ndividuo

o
2. -~k . A quantidade 1+(-k)*At € o Z. termo da equagidc que
define o modelo matematico do segunde TEOREMA do texto, isto &,
& a taxa de variagi&o relativa da grandeza @ ao longo do tempo t
tomado a intervalos regulares (constantes! de valar A t.

ATIVIDADE =

Um editor de livros acredita que,  quando os professores
relacionam as livros—textos para seus cursos, € comum que &
seleg&o se faga entre os liviros que possuem e, por essa razdo,
envia copias de livros novos gratuitamente aos protessores.
Estima que, se n milhares copias de livros foram distribuidas
entre os professores de uma comunidade, & venda de um novo livro

=, Z2¥n

de Matematica serd de aproximadamente V(n)= 20~18%e
milhares de cdpias. ’
l. @Guantas copias o0 editor conseguird vender se nao forem
distribuidas copias entre os professores da comunidade 7
2. Buantas copias espera o editor vender se distribuir 1000
copias entre os professsores 7
Z. Fara o editor vender cerca de 10O milharses de copias do
livro,guantas copias tera gue distribuir entre os professores 7
4. Se a hipotese do editor for correta, gual a estimativa mais
otimizta guanto ao numero de copias vendidas 7
5. Compute o valor {ALYV-201 /An ¥ /7 LV-201, para An arbitra
riamente pequenos. Interprete-oc.

RESFDSTAS:

1. © milhares de copias

0,2
2. 20 - 15=e
. aproximadamente S¥log (3/2)
e
4. 20 milhares de copias
o
5. -0,Z. A gquantidade 1+(+Q,21*Z§t e o 2. termo da equagdo gque

define o modelo matemdtico do segundo TEUOREMA do texto, isto e,
¢ a taza de variagdo relativa da grandeza V ao longo do numero de
copias n tomado a intervalos regulares (constantes) de valor An.

(Loiva Cardoso de Zeni)
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