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RESUMO

Nesta dissertacao estudamos algumas aplicagoes da teoria das bases de Grobner,
visando principalmente a utilizacao dessas técnicas na teoria de codigos. Apresenta-
mos um algoritmo para obter a base de Grobner reduzida do ideal de um conjunto
finito de pontos, e descrevemos um método para encontrar aproximacoes de Padé de
polinomios multivariados. Terminamos apresentando o procedimento desenvolvido

por J. Farr e S. Gao para a construcao e decodificacao de cédigos lineares via bases

de Grobner.



1X

ABSTRACT

In this master thesis we study some applications of Grobner bases theory, aim-
ing using these techniques in coding theory. We present an algorithm for computing
the reduced Grobner basis of the vanishing ideal of a finite set of points, and de-
scribe a method for finding Padé approximations of multivariate polynomials. We
finish presenting the procedure developed by J. Farr and S. Gao for construction

and decoding of linear codes via Grobner bases.



1 INTRODUCAO

O conceito de bases de Grobner foi introduzido em 1965 por B. Buchberger
[3], que desenvolveu também um algoritmo para obter tais bases. Inicialmente, a
importancia de seu trabalho nao foi devidamente reconhecida; apenas nos anos 80
pesquisadores comecaram uma investigacao mais profunda da nova teoria. Desde
entao muitas generalizagoes e uma ampla variedade de aplicagoes foram desenvolvi-
das, e o crescente interesse nesta teoria deve-se ao fato de que ela fornece ferramen-
tas computacionais aplicaveis a um grande nimero de problemas em matematica,

ciéncia, engenharia e ciéncia da computacao.

A teoria de cédigos é uma das dreas em que as bases de Grobner sao empre-
gadas, na construcao e decodificacao de codigos. O objetivo da teoria de codigos é
transmitir informacoes eficientemente e de forma segura através de um canal ”rui-
doso”, ou seja, um canal que pode alterar parte da informacao transmitida. Exem-
plos de tais situagoes sao a comunicacao via satélite e o armazenamento de dados
em CDs. Para isso, adiciona-se uma certa quantidade de informacao a mensagem
que sera transmitida, a fim de tornar possivel a correcao dos erros que possivelmente
ocorrerao na transmissao. Assim, busca-se um cédigo capaz de corrigir uma grande
quantidade de erros adicionando apenas uma pequena quantidade de informacao a

mensagem original.

Nosso objetivo principal é estudar o método desenvolvido por J. Farr e S. Gao
para construcao e decodificacao de uma classe de cédigos lineares, que tem como
casos particulares varios cédigos conhecidos e largamente utilizados na préatica. A
construcao destes codigos é baseada em um conjunto finito de pontos, e € feita através
de uma base de Grobner do ideal relacionado a este conjunto. Faz-se necessario,

desta forma, um algoritmo eficiente para obter uma tal base. A base de Grobner



deste ideal é também importante no processo de decodificagao, que tem como passo

fundamental o calculo da aproximacao de Padé de um certo polinémio.

A primeira parte da dissertacao, que compreende o segundo e o terceiro ca-
pitulos, constitui uma introdugao a teoria das bases de Grobner. No segundo
capitulo, definimos as ordens monomiais e apresentamos o algoritmo da divisao
para polinomios multivariados. Isto é feito numa tentativa de generalizar a teoria
conhecida para polinomios em uma varidavel. A seguir, no terceiro capitulo, intro-
duzimos o conceito de base de Grobner e descrevemos o algoritmo de Buchberger,
através do qual pode-se obter uma base de Grobner a partir de um conjunto finito

qualquer de geradores do ideal.

Na segunda parte da dissertacao sao apresentadas algumas aplicagoes das bases
de Grébner, baseadas no trabalho de J. Farr e S. Gao [7, 8, 9]. Primeiramente, apre-
sentamos um algoritmo que calcula a base de Grobner do ideal de um conjunto finito
de pontos. Visamos especialmente a aplicagao deste algoritmo na teoria de c6digos,
no entanto ele é util também em outros ramos da matematica, como interpolagao
e estatistica, nos quais algoritmos eficientes, que permitem calculos com um grande

ndmero de pontos, sao necessarios.

No capitulo subsequente, apresentamos uma técnica para obter aproximacoes
de Padé utilizando o algoritmo do capitulo anterior e a teoria de bases de Grobner de
submédulos de médulos livres sobre o anel de polinomios. Para isso, generelizamos a
teoria desenvolvida nos primeiros capitulos para o caso de submodulos. Novamente,
estudamos as aproximacgoes de Padé com o intuito de empregé-las na decodificagao
de codigos, mas essas aproximacoes constituem ferramentas importantes e que sao

empregadas também em diversas areas da matemaética e outras ciéncias.

No ultimo capitulo, primeiramente é feita uma breve introdugao a teoria de

codigos, e entdao apresentamos o método proposto em [7] para a construcao e de-



codificacao de uma classe de codigos lineares. Para isso, empregamos a teoria e os

algoritmos desenvolvidos nos capitulos anteriores.



2 DIVISAO DE POLINOMIOS
MULTIVARIADOS

No anel de polinémios em uma varidvel K[z], para decidir se um polinomio
f pertence ou nao ao ideal gerado por um conjunto de polinémios fi, fa, ..., fin,
primeiro calculamos o maximo divisor comum de fi,..., f,, através do Algoritmo
de Euclides. Entao o polinomio f pertence ao ideal gerado por fi,..., f,. se, e

somente se, o resto da divisao de f por mde(fi, ..., fm) é zero.

A teoria das bases de Grobner pode ser vista como uma generalizagao deste pro-
cedimento para polinomios a varias variaveis. Dado um conjunto finito de polinomios
multivariados sobre um corpo, existe um algoritmo, conhecido como Algoritmo de
Buchberger, que encontra um novo conjunto de polinémios, chamado de base de
Grobner, que gera o mesmo ideal que o conjunto original. A base de Grobner
tem a seguinte propriedade: um dado polinomio pertence ao ideal gerado pela base
de Grobner se, e somente se, a forma normal do polindbmio com respeito a base
de Grobner é igual a zero. Esta forma normal a que nos referimos é calculada uti-
lizando um procedimento analogo ao algoritmo da divisao do caso univariado, com a
diferenca que agora dividiremos um polinomio por um conjunto finito de polinomios.

Assim, a base de Grobner tem o mesmo papel do mde do caso univariado.

Nosso primeiro passo em direcao a generalizagao mencionada acima buscara
estender o algoritmo da divisao para polinomios a vérias variaveis. Nossas principais
referéncias neste capitulo serdo os livros de W. Adams e P. Loustaunau [1], T. Becker

e V. Weispfenning [2], e D. Cox, J. Little e D. O’Shea [5].



2.1 Ordens Monomiais

Lembremos como funciona o algoritmo da divisao no caso de uma variavel.
Dado um polinémio nao-nulo f = a,z" + a, 12" ' + -+ + a1x + ag € K[z], com
a; € K e a, # 0, o grau de f, denotado por deg(f), é o maior expoente de z que
aparece em f, o termo lider de f, denotado por tI(f), é o termo de maior grau de
f, e o coeficiente lider de f, denotado por cl(f) é o coeficiente do termo lider de f.
Assim, temos deg(f) = n, ti(f) = a,z™ e cl(f) = a,. Dados dois polinomios f e g

t(f

em K[z], no primeiro passo do algoritmo da divisao calcula-se h = f — ﬁ g. A ideia

é subtrair de f um multiplo apropriado de g de forma que o termo lider de f seja

cancelado. Esse multiplo é % g. Depois repetimos esse processo para o polindmio

h obtido, até que o grau do polinomio seja menor do que o grau de g.

Para generalizar esse procedimento para o caso de mais variaveis, precisaremos
estabelecer uma ordenagao para os monomios em K|z, ..., z,], com a finalidade de

decidir quem ¢é o termo lider de um polinémio multivariado.

Seguiremos aqui a convencao de que um monémio em Klzy,...,x,] é um

produto de poténcias da forma z{'x5? - - - 2", com ay, ag, ..., q, € N, e um termo é

Qn
n

um monomio com um coeficiente, ou seja, um termo t tem a forma t = cx(* -+ - x

com ¢ € K. Para abreviar a notacao, escreveremos o monomio 7" --- 2% na forma

x?lm

onde o = (ag,...,a,) € N". O conjunto de todos os monomios e o conjunto de

todos os termos serao denotados por M e T, respectivamente, ou seja,
M={z%: a e N"}
T={cx": ce K,a e N"}

Definicao 2.1.1. Dizemos que uma relacao de ordem > em M é uma ordem mono-

mial se satisfaz as seguintes condigoes:



(i) = é uma ordem total, isto é, dados monomios z® # 27, ou 2% = z° ou 2% = 2%
(i) Se 2® = 2P, entdo 227 = 2’27, para todo 27 € M;

(iii) > é uma boa ordem, isto é, todo subconjunto nao vazio de M admite um

menor elemento.

A condigao (i) garante que nao ha ambigiiidade na escolha do menor monémio
de uma colecao finita e, portanto, os monomios que aparecem em um polinéomio f
podem ser listados de forma tinica em ordem crescente ou decrescente. A condigao
(ii), por sua vez, assegura que a ordenagao nao é alterada quando multiplicamos f
por um monémio z7. O resultado abaixo ([12, pdg. 56]), que apresentaremos sem
demonstracao, nos diz que podemos substituir a condicao (iii) por outra e obter uma

definicao equivalente de ordem monomial.

Proposicao 2.1.1. Seja = uma ordem em M que satisfaz as condi¢ées (i) e (ii) da

Definicao 2.1.1. Entdo > é uma boa ordem se e somente se x; = 1 parai =1,...,n.

Corolério 2.1.1. Se = é uma ordem monomial e x divide z°, entao v® < .

Demonstracdo. Se x*|xP, entdo existe 27 tal que z° = 2°2?. Como = é ordem

monomial, temos x; = 1 para i = 1,...,n, o que implica 27 = 1. Logo, 2’ =

x> . O
Eis alguns exemplos de ordens monomiais.

Exemplo 2.1.1. Ordem lezicogrdfica. Dados z®, 2% € M, definimos

mo‘>-lwa:’6<:>5|j€{1,...,n}talqueaj>ﬁjeai:ﬁi, Vi<j.

Ou seja: o primeiro expoente em 2% que nio coincidir com o correspondente em

tem que ser maior.



Exemplo 2.1.2. Ordem lezicogrifica graduada. Dados %, 2 € M, definimos
Do Qi > ), B ou
Doy =0 B e a® ey @

Exemplo 2.1.3. Ordem lexicogrifica reversa graduada. Dados z, 2% € M, defini-

T >y, 1P =

mos
D i > 3o Biou
2% gy 27 = Soriai=>r Biedje{l,...,n} tal que
a; < Bjea; =0, Vi>j.
Proposicao 2.1.2. As ordens lexicografica, lexicogrdfica graduada e lexicogrdfica

reversa graduada sao ordens monomiais.

Demonstracao. Faremos a verificacao apenas para a ordem lexicografica, uma vez
que para as demais a prova é andloga. Temos que mostrar que >, satisfaz as trés

condigoes da Defini¢ao 2.1.1.

Sejam 2%, z° € M tais que 2 # 2°. Entdo 2% e z” diferem em ao menos
um expoente. Seja j o menor tal que o; # ;. Entao oy, = B para cada k < j, e

a; > B ou B; > a;. Assim, temos % >, 28 ou 28 =, 2.

Sejam agora z%, z”, 27 € M tais que 2% =, z°. Entdo existe j tal que
a; > B e ap = B para cada k < j. Segue que o; +; > 85+, € o+ = B + Yk
para cada k < j. Logo,

zoxY = ot e, 28T = 2P

Resta mostrar agora que >, ¢ uma boa ordem. Pela Proposicao 2.1.1, basta

mostrar que x; =, 1 para toda varidvel x;. Como z; = 29 -2l 2% e 1 =

0 0

x---x,, segue da definicao da ordem lexicografica que x; >, 1. O

O resultado a seguir nos fornece uma caracterizacao de uma boa ordem, e sera
empregado futuramente para mostrar que o Algoritmo da Divisao envolve somente

um nimero finito de passos.



Proposicao 2.1.3. Seja > uma ordem em M. FEntao = é uma boa ordem se e
somente se toda sequéncia decrescente my = mo = --- em M estabiliza, isto €,

existe N tal que my, = my para todo k > N.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que > nao é uma boa ordem. Entao existe um subcon-
junto nao-vazio S C M que nao admite um menor elemento. Seja m; € S. Como S
nao admite menor elemento, existe mo € S tal que my; > msy. Repetindo o mesmo
raciocinio para ms, e assim sucessivamente, obtemos uma sequéncia estritamente

decrescente infinita my = mo = mg = - -.

Reciprocamente, suponhamos que > é uma boa ordem. Seja m; = mg = - -
uma sequéncia decrescente em M. Tomando S = {my, my,...} C M, como > é uma
boa ordem, temos que S admite um menor elemento, digamos my. Entao m;, = my

para todo k > N. O

Definicao 2.1.2. Dada uma ordem monomial > em M e um polinomio f €

K[zq,...,2,], f # 0, podemos escrever f na forma

k
W
1=1

onde ¢; € K sao constantes e % € M sao monomios para 1 < ¢ < k, com ™ >

x> ... = x“. Para f escrito desta forma, definimos:

(i) o termo lider de f, denotado por ti(f), por ti(f) = c;x™;
(ii) o monémio lider de f, denotado por ml(f), por mi(f) = x*;
(iii) o coeficiente lider de f, denotado por cl(f), por cl(f) = c1;
(iv) o grau de f, denotado por deg(f), por deg(f) = a.
Estenderemos a relagao > ao conjunto dos termos T, definindo, para termos

ax®, bz’ € T,

ar® = b’ — 1% = 2°.



Note que o termo, o monomio e o coeficiente lideres, bem como o grau de um
polinomio, podem variar de acordo com a ordem monomial utilizada. Vejamos um

exemplo.
Exemplo 2.1.4. Consideremos os seguintes termos em Q[zy, o, z3]: 411973, 4773,
—5x3, e Tryrsrs. Vejamos como estes termos siao ordenados de acordo com cada
uma das ordens monomiais dos exemplos acima.
(a) Ordem lexicografica: 423 =, TT120303 =jep 4010973 = i10r —DT)
: . . 2 2 4 3
(b) Ordem lexicogréafica graduada: Tzix5w3 =1y 4012225 =1y —Dxy >y 427
(c) Ordem lexicografica reversa graduada: —5z3 =1,y TT1T523 =1y 4012925 =1y 423
Desta forma, o polinémio f = 4z zox3+4a3 —5as+Tx 2325 € Q[x1, 2, 3] tem

um termo lider diferente com respeito a cada uma das ordens monomiais, conforme

podemos ver na tabela abaixo.

tif) — mi(f) cl(f) deg(f)
Srew | Aad 8 4 (3,0,0

)
=g | Trizdes mases 7 (1,2,1)
)

=g | —Da3 T3 -5 (0,4,0

Vejamos agora algumas propriedades dos monomios lideres.

Proposigao 2.1.4. Sejam f,g € K[xq,...,x,] polindmios nao nulos e < uma ordem

monomial. Entao
(i) ml(f-g) =mi(f) -mi(g);
(i1) ml(f 4 g) = max{mi(f),ml(g)}.

Demonstragio. Sejam f = 1 az® e g =", b;z%, onde a;,b; € K e 2% =

292 = mx® e a1 = 2P = o= 2P Segue que mi(f) = 2% e mli(g) = 2P
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O produto f - ¢ é dado por

f-g= <i aix%) (i bja,ﬁf> = i i bz’
j=1

i=1 i=1 j=1

Como z® > z% para i = 2,...,r, temos z®1 2% > x%25% parai =2,...,re
j=1,...,s. Analogamente, 2% 2% = x%2% paraj=2,...,sei=1,...,r. Assim,
temos que

x4z = M gPi e gighi
parai=2,...,7ej =2 ...,s, e portanto, ml(f - g) = x* 2% = mi(f)mi(g).

Para a soma f + ¢ temos duas possibilidades: ou ti(f) = —ti(g) ou ti(f) #
—tl(g). Se tl(f) = —tl(g), entdo os termos lideres de f e g se cancelam na soma,

restando apenas monomios menores, logo
ml(f 4 g) < max{ml(f),mi(g)} = max{z™, "} = 2z = 27

Se tl(f) # —tl(g), entdo nao ha cancelamento dos termos lideres e mi(f + g) =
max{ml(f),ml(g)}. O

Da Proposicao 2.1.4 decorrem outras propriedades, como as que seguem:

(a) t(f-g) =t(f)- ti(g)
(b) cl(f-g)=cl(f)-cl(g)
(c) deg(f-g) = deg(f)+ deg(g)

(d) t(f +g9) = max{ti(f),tl(g)}

Veremos agora uma forma de definir ordens monomiais através de matrizes.
Seja M uma matriz m X n com entradas reais, cujos vetores-linha sao wy, ..., w,,.

Definimos > da seguinte forma:

xo‘>:Lﬁ<:>5|je{1,...,m}talquea-wj>6-wje04-wi:ﬂ-wi,Vi<j,
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onde 7 - v denota o produto escalar de v por v, ou seja, se v = (V1,...,%) €

'U:<'U1,...,Un> entaO’y-U:’le1+-~-—|—f)/nvn,

Proposigao 2.1.5. A matriz M define uma ordem monomial se e somente se as

sequintes condicoes sao satisfeitas:

(i) Nao existe a € Z"\{0} tal que w; - o =0 para todo i =1,...,m;

(i) A primeira entrada nao-nula de cada coluna de M é positiva.

Demonstracao. Seja = a ordem definida por M. Suponhamos que M satisfaz (i)
e (ii). Vejamos que = é uma ordem total. Sejam z% 2’ € M, x® # 2. Entao
a # (3, ou ainda, o — 3 # 0. Pela condicao (i), os produtos w; - (a« — ) nao sao
todos nulos. Seja j € {1,...,m} o menor indice tal que w; - (o — 3) # 0. Segue que

w; - (=) >0 ouw;-(a—3)<0. Logo 2% = 2/ ou 2 = 2.

Sejam agora z%, 2%, 27 € M tais que z® = z”. Entdo existe j tal que wj - >

w; - B ew;-a=w; - paratodo i < j. Segue que

wj-(a+7) =wj-atw;-y>w-f+w-y=w;-(B+7)

wi(a+y)=wi-atw - y=w-F+w-v=w(B+7)

para todo i < j. Logo, 2%z = 2277 = 277 = 2827,

Resta mostrar que > ¢ uma boa ordem. Pela Proposicao 2.1.1 basta mostrar
que x; > 1 parat = 1,...,n. Temos que x; = z%, onde e; é o vetor que tem 1 na
1-ésima coordenada e 0 nas demais. O produto e; - wy é igual a i-esima coordenada
do vetor wy, e a i-ésima coluna da matriz M é formada pelas i-ésimas coordenadas
dos vetores wy,...,w,. Suponhamos que a primeira entrada nao-nula da coluna
¢ estd na linha j. Entao temos que e; -w; > 0 e ¢; - w, = 0 para k < j. Logo,

x; =% = 29 = 1.
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Reciprocamente, suponhamos que > é uma ordem monomial. Suponhamos
ainda que existe a = (aq,...,q,) € Z™"\{0} tal que a - w; = 0 para i = 1,...,m.

Definimos 6 - (/617 tee 7ﬁn> ey = (’717 s 77n)7 onde

a;, seaq; >0
Bi =

0, caso contrario

—q;, sea; <0
Vi =
0, caso contrario

Assim, 8,7 € N" e a« =  — 7. Ademais,

ou seja, f-w; =7 -w; parai = 1,...,m. Isso implica que os monoémios z°, 27 sdo
tais que 2% # 7, mas nio temos z° = 27 nem z7 = 2, o que contradiz o fato de

que > é ordem total.

Agora, temos que z; > 1 para ¢ =1,...,n. Logo, existe j tal que e; -w; >0 e
e; - wy = 0 para k < j. Como e; - w; ¢ a entrada da coluna 7 e linha j da matriz M,

temos que a primeira entrada nao-nula da coluna i é a da linha j, que é positiva. [

3

Exemplo 2.1.5. Vamos comparar os mondmios zyz? e 2322 usando a ordem mono-

mial definida pela matriz
2 4 3

M=|111
1 00

Como

(2,4,3) - (1,1,2) = 12
(2,4,3)-(3,0,2) = 12
(1,1,1)-(1,1,2) =4
(1,1,1)-(3,0,2) = 5

temos que ryz? < 2322
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Exemplo 2.1.6. A ordem monomial definida pela matriz identidade de ordem n

10 0
L=\ _ (2.1)
0 0 1

é a ordem lexicografica do Exemplo 2.1.1. Na verdade, de acordo com um resultado
de L. Robbiano [16], toda ordem monomial em K|[z1,...,z,] é definida por alguma

matriz.

2.2 Algoritmo da Divisao em K|xy,..., z,]

Dados polinomios f, f1,..., fm em Klzy, ..., z,], em analogia ao caso em uma

variavel, queremos encontrar ¢, ..., qm,r € K[z1,...,x,] tais que

f=ah+ " +agufm+r (2.2)

Buscamos uma generalizacao do algoritmo da divisao do caso univariado que
nos permita encontrar uma tal representagao. A principal diferenca é que agora
queremos dividir um polinémio por um conjunto de polinomios. Contudo, isto nao
serd um obstaculo. Usaremos a mesma idéia do caso univariado, que é cancelar os
termos do dividendo usando os termos lideres dos divisores, de forma que os termos
introduzidos sejam sempre menores do que os cancelados, e repetir este processo até
que ele nao possa mais ser realizado. Aqui aparece outra diferenca do caso de uma

variavel: nao nos limitaremos ao cancelamento apenas do termo lider do dividendo.

Definigao 2.2.1. Dados polinomios f, fi,..., fm € Klzi,...,,], dizemos que f
é reduzido modulo fy,..., f,, se f é combinagao linear de monomios que nao sao
divisiveis por nenhum dos termos lideres de fi,..., f,,. Mais geralmente, dizemos
que f é reduzido médulo G C K{zy,...,z,] se nenhum dos termos de f é divisivel

por tl(g), para todo g € G.
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Algoritmo 2.2.1 Algoritmo da Divisao

Entrada: f, f1,..., fm € K[z1,...,1,]
Saida: q1,...,qm, 7 € Klx1,...,2,)
@05 =0 ...; g = 0; 70
p—1rf
while p # 0 do

1+ 1

d « false

while 7 < m and d = false do

if tI(f;) divide tl(p) then

i — @it
BTG

end while
if d = false then

r—r+tl(p)
p—p—tl(p)
end if

end while
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Proposicao 2.2.1. Sejam f, fi,..., fm € K[z1,...,2,]. Fize uma ordem monomial
= em M. Entdo existem polindmios qi,...,qm,r € K[z1,...,x,] tais que
f=ali+ -+ a@ufm+r

com tl(q; f;) 2 tU(f), para todo i =1,...,m, er reduzido mddulo f1,..., fm.

Demonstracdao. Provaremos a existéncia de qq, ..., g, e r satisfazendo as condigoes
do enunciado mostrando que o Algoritmo da Divisdo (Algoritmo 2.2.1) funciona.

Para isso, mostraremos primeiro que a igualdade

f=afi+ - +gufm+p+T, (2.3)

com tl(q; f;) =X tl(f), para i = 1,...,m, e tl(p) =< ti(f), vale em cada iteragao do

algoritmo.

A igualdade (2.3) obviamente é valida para os valores iniciais ¢ = gg = -+ =

gn=0,p=fer=0.

Suponhamos agora que (2.3) vale em uma determinada iteracao do algoritmo.

Temos duas possibilidades para a proxima iteragao:

Caso 1: Algum ¢tl(f;) divide tl(p): Neste caso, atualizamos o valor de ¢; e de p, e
as demais varidveis nao serao modificadas. Para ver que a igualdade (2.3) continua
valendo, basta mostrar entao que o valor de ¢;f; + p permanece o mesmo apos as

atualizacoes. Denotaremos por ¢ e p* os novos valores de ¢; e p. Assim,

. tl(p)
BT
. tlp)
Pyt
e portanto
G fi+p = <Qi fll((j?))) fi+ %f}
ﬁ _ )

= qfi+p
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Analisemos agora os termos lideres de ¢} f; e p*. Temos que

H(q; f:) < maz (tl(qifi)’” (fllg:)) ! ))

e como tl(qul) < tU(f) e tl< f)fl> = tl(p) = tl(f), segue que ti(qfi) =< ti(f).
Como tl ( ) tl(p) ep* =p— tl(p 5 fis temos que tl(p*) < tl(p) = tl(f). Logo,

fl
a igualdade (2.3) permanece valida, e as desigualdades entre os termos lideres sao

preservadas.

Caso 2: Nenhum ti(f;) divide tl(p): Neste caso, atualizaremos os valores de r e p,
e as demais varidaveis nao serao alteradas. Como no caso anterior, basta mostrar
que a soma 7 + p nao ¢ alterada. Denotando por r* e p* os novos valores de r e p,
respectivamente, temos

r* =r+tl(p)

p=p—tlp)
logo

r*+p° = r+tl(p) +p—ti(p)

= r+p

Além disso, como p* = p — tl(p), temos que tl(p*) < tl(p) =X ti(f). Portanto, a

igualdade (2.3) e as desigualdades entre os termos lideres também sao preservadas

neste caso.

O algoritmo termina quando p = 0 e, neste caso, por (2.3) temos

fZQIf1+"'+memT7

com tl(q; f;) < tl(f). Como sé adicionamos termos a r quando tais termos nao sao

divisiveis por nenhum dos tl(f;), segue que r é reduzido médulo fi, ..., fn.

Resta mostrar que o algoritmo de fato termina. A cada iteracao o valor de p
é atualizado, e nos dois casos vistos acima temos tl(p*) < tl(p). Portanto, se o al-
goritmo nao terminasse obteriamos uma sequéncia estritamente decrescente infinita

em T, o que é uma contradicao. Il
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Definicao 2.2.2. Sejam f,r € Klxy,...,z,) e F ={f1,..., fm} C Klz1,...,2,]
tais que f = q1fi + ...+ @ufm + 1, com ¢, ..., qn € Klxy,...,2,] e 7 reduzido

. . . D~ —F
modulo F'. Dizemos que r ¢ um resto da divisao de f por F', escrevendo r = f .

Exemplo 2.2.1. Consideremos os polinémios f = 2?2 +azy + 93, fi = 2 +y* ¢

fo =2y +y € Q[z,y]. Vamos dividir f por F' = {f1, fo}, utilizando a ordem

lexicografica.
x2+xy+y3 x+y2 xzy +1vy resto
— (2% + zy?) T
—zyttay+yt | -y
—(—ay? —y")
zy+y'+y° y
—(zy +y°)
y' y'

Aplicando o Algoritmo da Divisao, obtemos f = (x —y* +y) - f1 +0- fo +y.

Agora dividiremos f por F' trocando a ordem dos polinémios f; e fs.

x2+xy+y3 Ty + Yy x+y2 resto
—(2? + zy?) T

—zy? +ay+y° —y

—(—2y* — y*)
zy + 2 + y? 1
—(zy +y)
vy -y vyt -y

Trocando a ordem dos polindémios no algoritmo, obtemos f = z - f1 + (—y +
1) - fo +4° +y* — y. Podemos ver neste exemplo que os ”quocientes’e o resto nao
sao unicos. Vejamos o que acontece se trocamos a ordem lexicografica pela ordem

lexicografica graduada.
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v+a®+ay | vP+x zy+y resto

—(y* + zy) y

x? x?

Neste caso, obtemos f =y - fi +0- fo + 22

Exemplo 2.2.2. Consideremos f = zy + x, fi = 2y®> + 1, fo = 2%y — x € Qlz,y].
Dividindo f por F = {fi, fo}, empregando a ordem lexicogréfica, obtemos f =
0-fi+0- fy+xy+x. Poroutro lado, é facil ver que f=x - fi —y- fo € (F).
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3 BASES DE GROBNER

Neste capitulo faremos uma introdugao ao conceito de base de Grobner, bem
como descreveremos um algoritmo para obter uma tal base a partir de um conjunto
qualquer de geradores de um ideal, conhecido como Algoritmo de Buchberger. Temos

ainda como referéncia os livros [1, 2, 5.

3.1 Ideais Monomiais e Bases de Grobner

Defini¢ao 3.1.1. Um ideal I de K[xy,...,z,] é dito um ideal monomial se I é
gerado por algum conjunto de monomios, isto é, se existir S C M, com 1 ¢ S, tal

que I = (S5).
Podemos caracterizar os monomios pertencentes a um ideal monomial da
seguinte forma:

Proposicao 3.1.1. Sejam S CM e I = (S). Entio 2 € I se e somente se eriste

z® € S tal que 2° ¢ divisivel por z°.

Demonstragdo. Se x®|x” para algum z® € S, entao obviamente z° € I.

Reciprocamente, suponhamos que z° € I. Entao existem polinomios fi, ..., fi

€ K[xy,...,x,) e mondmios z®',... % € S tais que
k
o’ = E fiz®
i=1

Agora, cada f; é combinacao linear de monomios. Assim, podemos escrever a

igualdade acima na forma

2P = chxﬂf (3.1)
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onde c1, ..., c; € K sdo constantes e cada monomio z% ¢é multiplo de algum z% € S.
Mas a igualdade polinomial (3.1) nos dd que £ =1, ¢; = 1 e 3 = 3. Logo 2" é

multiplo de algum z% € S. [

Defini¢ao 3.1.2. Dado um subconjunto S C K|z, ..., x,], denotamos por t{(S) o

conjunto dos termos lideres dos elementos de .9, isto é,

tl(S) ={t(f): fe S}

O ideal dos termos lideres de S, denotado por (tl(S)), é o ideal monomial gerado

pelos termos lideres dos elementos de S, ou seja,

(tl(S)) = ({ti(f) : f € S}).
Se S é um subconjunto de Klzy,...,xz,] e I é o ideal gerado por S, qual a
relac@o entre os ideais monomiais (t1(S)) e (tl(I))? Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.1.1. Consideremos I = (f) C Klzy,...,z,]. Como tl(fg) = tl(f)ti(g),
temos que (tI(I)) = (tl(f)).

Exemplo 3.1.2. Consideremos o ideal [ = (2? —y,z — y) C Q[z,y], e fixemos a

ordem lexicografica. Entao

(tl(a® —y), ti(x — y)) = (2", ) = (2).

No entanto,

v —y=@"—y) —(@+y)(e—y el

ty> —y) =y* ¢ ().

O exemplo 3.1.2 mostra que, em geral, se I = (S), (tI(I)) # (tI(S)). Clara-

mente vale sempre a inclusao (¢(S)) C (ti(1)).
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Defini¢ao 3.1.3. Dado um ideal I de K{z1,...,x,], dizemos que um subconjunto
finito G C I é uma base de Grébner de I se (tl(G)) = (tl(I)). Dizemos simplesmente

que G é uma base de Grobner se G é uma base de Grobner do ideal gerado por G.

Exemplo 3.1.3. Consideremos f; = y — 2%, fo = z — 2 € Q[r,9,2]. Sejam
F ={fi1, fo} e I = (F). Escolhendo a ordem lexicografica, com = = y > z, temos

t(f1) =y e tl(f2)
(x,y). Entao tl(f) = z™, para algum m € N, o que implica que f € Q[z]. Por outro

x. Suponhamos que existe f € (F) tal que ti(f) ¢ (tI(F)) =

lado, como f € (F), existem hq, hy € Q[x,y, 2| tais que
f=hi-(y=2")+hs(x 2%,
Como x nao aparece em f, podemos fazer z = 23, o que nos da

f(Z) = hl(zg’yaz) : (y - 22)‘

Mas isso implica que y — 22 divide f, contradizendo o fato de que a tnica varidvel
que aparece em f é z. Concluimos que F' é uma base de Grobner com respeito a

ordem lexicogréfica.

No entanto, se utilizamos a ordem lexicogréfica graduada, temos tI(fi) = —2>

e ti(fy) = =23, e (tI(F)) = (2%). Tomando f = z- fi — fo = yz — x € (F), temos
que ti(f) = yz ¢ (tl(F)). Logo, F' nao é base de Grobner com respeito a ordem

lexicografica graduada.

A seguir veremos algumas propriedades das bases de Grobner, que nos per-

mitem comegar a vislumbrar a importancia destas bases.

Proposicao 3.1.2. Sejam I C K(xy,...,x,| um ideal e G ={q1,...,g¢} uma base
de Grébner de I, e seja f € K[xy,...,x,]. Entao existe um tinicor € K[z, ..., x,]

reduzido modulo G tal que f = h +r, para algum h € I.

Demonstracao. Pelo Algoritmo da Divisao, temos que

f=qqgn+. ... +qg+r
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onde 7 é reduzido médulo G e h = qig1 + ... + qge € I. Assim, estd provada a

existéncia de 7.

Para mostrar a unicidade, suponhamos que
f=hi+r=hy+mr
onde hi, hy € I e 71,79 sa0 reduzidos médulo G. Entao temos

rn—r2 = (f—hl)_(f—hZ)
= f—h—[+h
= hy—h1 €1
Se 1y —ry # 0, entdo tl(ry —re) € (H(I)) = (tl(g1),-..,tl(ge)). Pela Proposicao
3.1.1, segue que tl(g;)|tl(ry — re) para algum ¢ € {1,...,¢}. Mas isso é impossivel,
pois nenhum dos termos de ry e ry é divisivel pelos termos lideres de ¢y, . . ., g¢, Visto

que 1,79 sao reduzidos médulo G. Logo ry — ro = 0 e, portanto, r| = rs. ]

A Proposicao 3.1.2 implica que o resto da divisao de f por G é unico se G
¢ uma base de Grobner, nao importando a ordem em que o elementos de G sao

listados no Algoritmo da Divisao.

Proposicao 3.1.3. Seja I um ideal de K[x1,...,x,]. Se G é uma base de Gréobner

de I, entao f € I se e somente se TG =0.

Demonstragao. Seja f um elemento nao nulo de Klxy,...,z,], e sejar = f . Se

r =0, como G C I, temos que f € [.

Suponhamos agora que f € I, e que r # 0. Podemos escrever

f:Zhgg+r.

geG

Como f € I e cada g € I, segue que r € I. Logo tl(r) € (tI(I)) = (tI(G)).
Portanto, ti(r) ¢ divisivel pelo termo lider de algum elemento de G, o que é uma

contradicao, pois r é reduzido médulo G. Logo r = 0. Il
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Esta propriedade das bases de Grobner resolve o problema de pertinéncia a

um ideal: para decidir se um polindmio f pertence ou nao ao ideal I, basta dividir

f por G.

Nosso objetivo agora é mostrar que todo ideal possui uma base de Grobner,
e que uma base de Grobner é de fato uma base do ideal. Para isso, provaremos
primeiro que todo ideal de K|[z,...,z,] admite um conjunto finito de geradores.

Comecaremos pelo caso monomial.

Proposicao 3.1.4. Seja I C Klzy,...,x,] um ideal monomial. Entdo I admite
uma base finita, isto €, existe um subconjunto finito de monomios F' C I tal que
I = (F). Além disso, tal subconjunto finito pode ser extraido de qualquer conjunto

de monomios que gere 1.

Demonstracao. Procederemos por inducao no nimero de variaveis n.

Se I é um ideal monomial em K|x], entao existe S C IN tal que I = ({z™|m €

S}). Seja mg o menor elemento de S; segue que I = (x™°).

Seja agora [ C Klxy,...,Tn,y] = K|x1,...,2,][y] um ideal monomial. Pode-
mos supor [ # (0). Entdo existe fi = fi(z1,...,7,)y" € I\(0), onde f; €

Klz1,...,z,] denota um monomio e d; = min{grau de f em y|f € I\(0)}.

Se I = (f1) acabou. Se nao, existe fo = fi(xq,...,2,)y® € I\(f1), onde f; é

um monomio e dy = min{grau de f em y|f € I\(f1)}.

Note que dy > dy, pois fo € I\(0), logo o grau de f, em y, dy, nao pode ser

menor do que o grau de f; em y, dy, que é minimo.

Se nao existisse um conjunto finito de monoémios que gera I, poderiamos repetir
o procedimento acima e obter uma seqiiéncia infinita fi, fo,..., onde cada f,, é da

forma f, = f(x1,...,2)y% € I\N(fi,..., fm_1), com f: € Klxy,...,z,] um

monomio e d,,, minimo.
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Seja I* C Klz1,...,x,] oideal gerado pelos monomios f7, f5,. ... Pela hipdtese
de inducao, existe N € N tal que I* = (f{,..., fx). Em particular, f3,, € I*, e
portanto temos que fy_; ¢ divisivel por f; para algum 1 <¢ < N. Entao podemos

escrever fy ., = gf;, com g € Kxy,...,x,]. Logo

Ing = f]>:/+1de+l = gfi*de+l

e como dyy1 > d;, podemos escrever

fner = gffytnrimdigd
= gy (fry™)
R
o que implica fyi11 € (fi) € (f1,..., fn), 0 que é uma contradigao, pois fyi1 foi

escolhido de forma que fyy1 € I\(f1,..., fn)-

Portanto, temos que todo ideal monomial de K|xy,...,z,] admite uma base
finita.

Sejam agora I C Klzy,...,x,| um ideal monomial e M C I um conjunto de
monomios tal que I = (M). Suponhamos que F' = {fi,..., fy} é um conjunto

finito de geradores de I. Descartando alguns elementos se necessario, podemos
supor que nao ocorrem relagoes de divisibilidade em F', isto é, se f; = gf;, com

g € Klxy,...,x,], entdo f; = f;. Vamos mostrar que F' C M.

Seja f; € F. Como (F) = (M), existem g € M e h € K[xy,...,x,] tais que

Por outro lado, g € (F), logo existem f; € F' e ¢ € K[xy,...,x,| tais que

g = fjq. Portanto temos
fi=gh = fi(qh)

ou seja, f; divide f;, o que implica f; = f;. Segue que

9= fiq= fiq = g(hq)
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e como f; e g sao monomios, temos g=h=1e f; =g € M. O

Uma conseqiiéncia deste resultado é a existéncia das bases de Grobner.

Corolario 3.1.1. Seja I C Klxy,...,x,] um ideal. Entao I admite uma base de

Gréobner.

Demonstragcao. Consideremos o ideal monomial gerado pelos termos lideres de el-
ementos de I, (tl(I)). Pela Proposicao 3.1.4, existe um subconjunto finito F' C
tl(I) = {tl(f)|f € I} tal que (tI(I)) = (F). Seja G = {f € I|tl(f) € F}. Segue que
F = tl(G), e portanto (tl(G)) = (F) = (tl(I)), ou seja, G é uma base de Grébner
de 1. ]

Podemos agora demonstrar o famoso Teorema da Base de Hilbert. A prova
deste teorema apresentada aqui mostra que uma base de Grobner é, de fato, uma

base do ideal.

Teorema 3.1.1. Todo ideal de Klxy,...,x,] € finitamente gerado.

Demonstracao. Seja I C K|xq,...,x,] um ideal. Pela Proposicao 3.1.4 existe F' =

{fi,.., fn} C I tal que (tI(F)) = (tl(I)). Mostraremos que I = (f1,..., fn)-

Suponhamos, por absurdo, que I # (f1,..., fn). Entao I\(f1,...,fn) # 0.
Seja f € I\(f1,..., fn) de termo lider minimo, e seja f* = ¢I(f). Como f* € (tI(F)),
existe 1 <i < N tal que tI(f;) divide f*, ou seja, f* = ti(f;)g para algum monomio
g. Sejah=f — fig. Entaohe€ I eh ¢ (f1,..., fn), pois h € (f1,... fn) implicaria
fe{fi, ., fn). Agora,

ti(f) = f*=tl(fi)g = tl(fig)

logo h = 0 ou tl(h) < ti(f), o que contradiz a minimalidade do termo lider de f.
Portanto h=0¢ f = fig € (f1,..., fn). O]
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Um anel A para o qual vale a afirmacao do Teorema 3.1.1, ou seja, todo ideal
de A é finitamente gerado, é dito um anel Noetheriano. Assim, K|xy,...,z,] é um

anel Noetheriano.

Corolario 3.1.2. Seja {I,,}m>1 uma cadeia ascendente de ideais em K|z, ..., x,],
1sto €,
LCLCI;C...

Entao existe N tal que I,, = Iy para todo n > N.

Demonstracao. Seja [ = I Ul, U I3 U ... E facil ver que I é um ideal. Pelo
Teorema da Base de Hilbert, I tem uma base finita, digamos I = (fi,..., f.).
Assim, cada f; € I =1 U, U..., ou seja, f; € I,,, para algum m; € IN. Tomando
N = max{my,...,m,}, temos que f; € Iy para todo i. Logo I C Iy C I, e portanto
I =1y =1, para todon > N. O

Claramente, um ideal nao tem uma tnica base de Grobner. Além disso, algu-
mas bases podem conter polinomios desnecessarios. Em geral, se G é uma base de
Grobner e g € G é tal que tl(g) € (t1(G\{g})), entdo G\{g} é ainda uma base de
Grobner do ideal (G). De fato, se ti(g) € (t1(G\{g})), entao (t/(G\{g})) = (tL(G)).

Isso motiva a seguinte definicao.

Definig¢ao 3.1.4. Seja G uma base de Grébner. Dizemos que G é minima se cl(g) =

Letl(g) ¢ (t1(G\{g})), para todo g € G.

Dada uma base de Grobner G = {¢i,...,g¢} de um ideal I, para obter uma
base de Grobner minima de I basta eliminar todos os polinomios ¢g; € G para os
quais existe j # ¢ tal que tl(g;)|tl(g;), e dividir os polinémios g; que restarem por
cl(g;) para tornd-los monicos. Portanto todo ideal possui uma base de Grobner

minima.

Proposicao 3.1.5. Se G e H sao bases de Grobner minimas de um ideal I C

K[zy,...,x,] com respeito a mesma ordem monomial, entdo tI(G) = ti(H).
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Demonstracao. Sejam G e H bases de Grobner minimas do ideal I. Seja h € H.
Como h € I e G é uma base de Grobner de I, existe g € G tal que tl(g)|tl(h). Como
g € I e H é uma base de Grobner de I, existe ' € H tal que tl(h')[tl(g). Logo
tl(R")|tl(h), o que implica que A’ = h, pois H é uma base de Grobner minima. Segue
que tl(g) = ti(h).

Portanto, para cada elemento g € GG existe um tnico elemento h € H tal que
tl(g) = ti(h). Analogamente, para cada h € H existe um tnico g € G tal que
tl(h) = ti(g). Logo, ti(G) = ti(H). O

A Proposicao 3.1.5 implica que duas bases de Grobner minimas de um ideal
com respeito a mesma ordem monomial tém o mesmo nimero de elementos. Con-
tudo, as bases de Grobner minimas nao sao unicas; um ideal pode conter muitos
polinomios com o mesmo termo lider. Para obter unicidade, é necessario impor uma

condi¢ao mais forte sobre os polinémios da base.

Definicao 3.1.5. Seja G uma base de Grobner. Dizemos que G é reduzida se

cl(g) =1 e g é reduzido médulo G\{g}, para todo g € G.

Proposicao 3.1.6. Seja I # (0) um ideal de Kz1,...,x,]. Entdo, para uma dada

ordem monomial, I tem uma unica base de Grobner reduzida.

Demonstracao. Seja G = {g1,...,ge} uma base de Grobner minima de I. Definimos

hy = it onde Hy = {g2,...,9¢}
hQZ%H27 onde H2 :{h‘lag?n"'?g@}

h3:%H3, onde H3: {hl,h2794,...,gg}

he =g, onde Hy = {hi,ha,... he_1}

Mostraremos que o conjunto H = {hq, ..., hs} obtido é a base de Grébner reduzida

que procuramos.
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Como G ¢é uma base de Grobner minima, temos que tl(g;) nao é divisivel por
nenhum dos termos lideres de g, ..., gs. Logo, quando dividimos g; por go, ..., gs,
o termo lider de g; serd um termo do resto. Portanto, ti(hy) = tl(g;). Assim, o
conjunto {h1, go, ..., ge} obtido trocando g; por hy é também uma base de Grébner

minima de 1.

Analogamente, tl(gs) nao é divisivel por nenhum dos termos lideres de hq, g3,

-y o, logo tl(hg) = tl(g2), € {h1, ha, g3, ..., ge} é base de Grobner minima de I.

Repetindo este raciocinio sucessivamente, obtemos que {hy, ..., hs} é base de
Grobner minima de 1. Além disso, como h; é o resto da divisao de g; por H; =
{h1,.. ., hi_1,Git1,- -, ge}, temos que h; é reduzido médulo H;, e portanto é também
reduzido médulo H\{h;}, pois ti(h;) = ti(g;) para todo j € {1,...,¢}. Assim,

concluimos que H ¢ uma base de Grobner reduzida.

Provaremos agora a unicidade. Suponhamos que G = {g1,..., g9/} e H =
{h1, ..., he} sdo bases de Grobner reduzidas de I. Como bases reduzidas sao também
minimas, a Proposicao 3.1.5 nos garante que G' e H tém o mesmo nimero de ele-
mentos, e podemos assumir ainda, reenumerando os polinomios se necessario, que

tl(h;) = tl(g;), para cada i € {1,...,(}.

Seja i € {1,...,¢}, e suponhamos que g; # h;. Como g; — h; € I, existe j tal
que tl(h;)[tl(g; — h;), e como tl(g; — h;) < tl(h;), temos que j # i. Mas isso implica
que tl(h;) = tl(g;) divide um termo de g; ou h;, o que contradiz o fato de que G e
H sao bases de Grobner reduzidas. Logo, ¢g; = h;. O

3.2 Algoritmo de Buchberger

Uma vez que estd garantida a existéncia das bases de Grobner, passamos

agora ao calculo efetivo de tais bases. Nesta secao, introduziremos o conceito de
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S-polinémios e apresentaremos uma caracterizacao das bases de Grobner que nos

leverara a um algoritmo para obté-las partindo de uma base qualquer de um ideal.

Defini¢ao 3.2.1. Dados dois polinomios nao nulos f, g € Klz1,...,x,], o S-poliné-

mio de f e g é definido por

spol(f, ) = mme (mi(f), mi(g)) (#V[(%))

Provaremos que uma base de Grobner para um ideal gerado por um conjunto

finito de polinémios é construida pela adjuncao de S-polinomios.

Lema 3.2.1. Sejam p1,...,py € Klx1,..., 2, polinémios com monémio lider z°.
Se existem constantes cy,...,cy tais que
N
ml (Z cz-pi> <2,
i=1

entao existem constantes dj;j, tais que

N N N
> e =YY dispol(p;, pr)- (3.2)
i=1 j=1 k=1

Além disso, temos

ml(spol(pj,pr)) < 2°, Vj, k.

Demonstracao. Sejal; = cl(p;). Como todos os polindmios p; tém o mesmo monémio

lider 2° e ml <Zfi1 cipi> < 2%, segue que

N
i=1

Como ml(p;) = ml(px) = 2°, temos que mme(ml(p;), ml(px)) = 2°, logo

s DPj Pk
spol(p;j,pr) = T (W—m>

/ /
= P; — P
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Podemos escrever:

N

Z cipi = cihpy + calopy + -+ + enlnply
=1
= cahp) +alpy — aliph + -+ alipy — alpy +

+ealopy + calopy — calaphy + -+ - + Caloply — Caloply +
4o+

tenoily-1py oy + enoaln-1py — enoalvopy +
+eninpy

= calhi(p] —py) + (eily + calo)(py — p3) + -+ +
N-1 N
N (Z z) s — ) + (Z z) .

i=1 =1
N-—1

= C; spol(pi, Piv1),
i=1
onde ¢, = 2221 cili. Fazendo
., sek=j+1

— 77
d;r, = _
0, caso contrario

obtemos a equagao (3.2).

Agora, como tl(p}) = tl(p,) = 2°, temos que os termos lideres se cancelam na
diferenca p); — pj, e restam apenas os termos menores. Portanto ml(spol(p;, px)) =

ml(p — p) < 2°. O

Lema 3.2.2. Sejam p,q € K[zy,...,1,] polinomios e x*, 2P monémios tais que
ml(z%p) = mi(2"q).

Entao existe x7 € M tal que

spol(x“p, xﬂq) = 27spol(p, q).
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Demonstracdo. Sejam =¥ = ml(p), 2° = mi(q) e ° = ml(x®p) = ml(2°q). Seja

ainda 7 = (ny,...,n,), onde n; = max{p;, o;}. Assim,
" = mmc(tl(p), tl(q))-

Temos ainda que

spol(z°p,2°q) = =«

Mas n; = max{p;,0;} < 9;, logo §; —n; > 0. Tomando v = § — 7 temos

. O
spol(z*p,a’q) = 27 - <tl(p) tl(q))

= 27spol(p,q).
O

Teorema 3.2.1. Seja I C Klxy,...,x,| um ideal. Entao uma base finita G de I €

e
uma base de Grobner se e somente se para todo par p,q € G temos spol(p,q) = 0.

Demonstracao. Suponhamos que GG é uma base de Grobner. Sejam p,q € G C 1.

R e
Entao spol(p,q) € I, e como G é uma base de Grébner de I, segue que spol(p,q) =
0.

Reciprocamente, suponhamos que G = {g1,...,gn} é tal que para todo par
— G

9i,9; € G, spol(gi, 9;)
mostrar que (tl(G)) = (tl(I)). Sabemos que (t/(G)) C (tl(I)). Seja entdo f € I.

= (0. Para provar que G é uma base de Grobner, temos que

Como I = (G), existem hy,...,hy € Klz1,...,x,] tais que

f=higi+...+hygn.



Como cada h; é uma soma de termos, podemos escrever
(0%
f = § E CagT 9,
a geG

onde ¢y € K e € IN".

Seja 2° = max{z*ml(g)|ca4 # 0}, €

fr= Z CagT"g.

zoml(g)=2%,9€G
Assim,

f = f"+ termos menores.

Por boa ordenacao, podemos tomar z°

para qualquer expressao de f na forma

f = Z Z bﬂ,glﬁga

B8 geG

com bg, € K e f € N", temos

2° < max{z’mi(g)|bs, # 0}.

32

minimo com esta propriedade, ou seja,

Queremos ver agora que mil(f*) = x°. Suponhamos, por absurdo, que ml(f*)

< 2. Pelo Lema 3.2.1, existem constantes bjr € K tais que

fr= Z Ca,gt"g = Z bjxspol(x® g,z gr)

zeml(g)=2%,9eG Ik

com ml(spol(x®i g;, x%g;.)) < x%@ Vj k.

Pelo Lema 3.2.2, para cada j, k existe v, € IN" tal que

spol(z™ gj, % gy.) = x79* spol(g;, gi)-
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Logo
= Z bz 7" spol(g;, gr)

Jk

e como ml(spol(z®ig;, z%%g;,)) < x°, segue que

ml (2% spol(g;, gr.)) = x7*ml(spol(g;, gr)) < z°.

—_—
Por hipétese, spol(g;,9x) = 0; segue dai que existem polindomios ¢, ..., gy
tais que

spol(gj, gx) = 191 + - - + qNgn

com ml(q;g;) = ml(spol(g;, gx)). Como cada ¢; ¢ uma soma de monoémios, podemos

escrever

spol(g;, gr) ZZ@WJZ g

n geG

com z"ml(g) = ml(spol(gj, gr)). Logo

x%’“spol 937 gk Z Z x"H’"{]k

n geG

com "k ml(g) < ml(xV*spol(g;, gr)) = x*ml(spol(g;, gr)) < x°. Segue que f*,

e portanto f, pode ser escrito na forma

> o> gt

w geG

com cada termo c;L ,T"g menor do que 2%, 0 que contradiz a minimalidade de 2°. [

O Teorema 3.2.1 fornece um critério para determinar se um conjunto G =

{f1,---, fm} é uma base de Grobner, e é a base para o algoritmo: para cada par de
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— G
polindmios f;, f; em G, calculamos spol( f;, f;) e verificamos se spol(f;, f;)
spol( fi, fj)G # 0, acrescentamos o polindémio f,,+1 = spol(f;, fj)G

=0. Se
ao conjunto G, e

repetimos o processo para este novo G.

Algoritmo 3.2.1 Algoritmo de Buchberger

Entrada: F = {f1,..., [m}.
Saida: G = {gi, ..., 9} uma base de Grobner do ideal (F).
G — F
B —{{p,q}tlp.a € G,p#q}
while B # ) do
selecione {p,q} € B

B — B\{{p,¢}}
h + spol(p, q)
h < resto da divisao de h por G
if h # 0 then
B — BU{{g,h}tlg € G}
G— GU{h}
end if
end while

Teorema 3.2.2. Seja F' = {fi,...,fm} C Klxy,...,2,]. Entdo o Algoritmo 3.2.1

constroi uma base de Grébner G do ideal (F').

Demonstracao. Primeiramente mostraremos que em qualquer iteracao do algoritmo
e
temos que (i) G C (F) e (ii) spol(p,q) = 0 paratodo par p,q € G tal que {p,q} ¢ B.

Procederemos por inducao no niimero de iteragoes.

Inicialmente as condicoes acima se verificam, pois todos os pares estao em B

eG=F.

Na primeira iteragdo temos um unico par {p,q} que nao estd em B. Se h =

spol(p, q)G =0, entdo G = F. Se h # 0, entdao o conjunto G é atualizado e temos
G = F U {h}, e assim spol(p, q)G = 0. Como h é a reducao de spol(p,q) médulo

fi,-- -, fm, temos que existem qy, . .., g, tais que spol(p,q) = ¢1.f1+ + G fm + h.
Como spol(p, q) € (F), segue que h € (F'), e portanto G C (F’).
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Suponhamos que as condigoes sao satisfeitas na i-ésima iteracao do algoritmo,
ou seja,

G; C (F) e spol(p, q)Gi =0 Vp,q € G; tais que {p,q} ¢ B;

onde GG; e B; denotam os conjuntos GG e B na i-ésima iteracao. Entao temos

Biy1 = B\{{p, q}}

h = spol(p, q)

Se h = 0, entao Giy1 = G; C (F) e {{p,q} | p.q € Gi1, {p,q} ¢ Bira} C
{Ap,q} | p,q € Gie{p,q} ¢ B;}, logo as condigoes (i) e (ii) sao satisfeitas.

Se h # 0, entao os conjuntos B e G sao atualizados, e temos
Bit1 = Bi1 U{{g, h}lg € Gi}
Gi—i—l = Gl U {h}

logo

{{uw, v}l{u, v} ¢ Bisa} = {{w, v}[{u, v} ¢ Bi} U{{p, ¢}}.

Como G; C G e spol(u,’u)Gi = 0 para todo par {u,v} ¢ B;, segue que
spol(u,v)Gi+1 = 0 para todo par {u,v} ¢ B;. E ainda, spol(p, q)Gi+1 = 0. Logo a

condicao (ii) é satisfeita. Além disso, G; C (F) e h € (F), e portanto G;; C (F).

——a
O algoritmo termina quando B = (), e entao temos (G) = (F) e spol(p,q) =0
para todo par p,q € G. Pelo Teorema 3.2.1, o conjunto G obtido é uma base de
Grobner do ideal (F).

Para ver que o algoritmo realmente termina, observamos que o polinomio
WO é reduzido médulo G. Logo, se Wp,q)G # 0, nenhum de seus ter-
mos ¢ divisivel por algum dos termos lideres dos elementos de G; em particular,
tl(ma) ¢ (tl(G)). Assim, cada vez que um novo elemento ¢é acrescentado a
G, o ideal (t/(G)) aumenta. Mas pelo Corolario 3.1.2 esta cadeia de ideais nao pode

crescer indefinidamente. O
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Exemplo 3.2.1. Sejam f; = 22 +y?> + 1 e fo = 2%y + 22y + 2 polinémios em
Zs[x,y]. Vamos calcular uma base de Grobner do ideal I = (f, fa), usando a ordem

lexicografica com x > y. A tabela abaixo mostra os resultados do Algoritmo 3.2.1

neste caso.
h G B
inicio {f1, f2} Hf1, f2}}
12 iter. fs=3zy+4r+1y° +y {f1, f2, f3} Hf1, 31 A S, 31}

27 iter. f4:4y5+3y4+y2+y+3 {f17f27f37f4} {{f27f3}7{f17f4}7{f27f4}7{f37f4}}

32 iter. 0 {f1, f2, f3, fa} U fads {2, fad A fss fa}}
42 iter. 0 {f1, fo, f3, fa} {fa, fah A S5 fa}}

5% iter. 0 {f1, fa. f5, fa} {fss fa}}

62 iter. 0 {11, f2, f3, fa} 0

O conjunto G = {f1, fo, f3, f1} é uma base de Grobner do ideal I. Note que fo
pode ser removido de G, pois o conjunto {fi, f3, f4} ainda é uma base de Grébner

do ideal I, uma vez que

(tU(D)) = (2*, 2%y, 3vy, 4y°) = (27, 3zy, 4y°).

De fato, para obter a base de Grobner reduzida de I basta dividir fi, f3, f4
pelos seus respectivos termos lideres para tornéa-los monicos. Assim, a base reduzida

de I ¢é dada por

{2® +y* + Loy + 30+ 2y° + 2y,9° + 2¢* + 4y® + 4y + 2}

O algoritmo de Buchberger baseia-se no conceito de S-polinomio e no algoritmo
da divisao de polinomios multivariados. A divisao é um processo computacional-
mente custoso, e por isso é vantajoso evita-la sempre que possivel. A versao do al-

goritmo de Buchberger apresentada acima pode ser melhorada utlizando-se critérios
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conhecidos que permitem desconsiderar certos S-polinémios, evitando assim algumas

divisoes.

No entanto, mesmo com as melhores versoes do algoritmo atualmente conheci-
das, existem exemplos de ideais para os quais o computo de uma base de Grobner
leva muito tempo ou consome uma quantidade enorme de espaco de armazenamento.
De fato, sabe-se que a complexidade do algoritmo de Buchberger é duplamente ex-

ponencial.
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4 BASES MONOMIAIS E IDEAIS ZERO
DIMENSIONAIS

Neste capitulo apresentaremos algumas aplicacoes das bases de Grobner. Pri-
meiramente, veremos como utilizar a teoria das bases de Grobner para encontrar uma
base do quociente K[xq,...,z,]/I como espago vetorial sobre K. A seguir, apre-
sentaremos um algoritmo para calcular a base de Grébner do ideal de um conjunto

finito de pontos.

4.1 Anéis Quociente e Bases Monomiais

Seja I um ideal de K|xy,...,x,|. Dados dois polinémios f,g € K|x1,...,z,],
dizemos que f e g sdo congruentes médulo I, e escrevemos f = g (mod I), se
f—g € 1. A relacao de congruéncia assim definida é uma relagao de equivaléncia, e
portanto o conjunto das classes de equivaléncia forma uma partigao de K[z, ..., x,].
Cada f € Klz1,...,x,] estd em uma tunica classe de equivaléncia, dada por f+1 =
{f+h:h eI}, e geralmente denotada por f. O conjunto de todas as classes de
equivaléncia é denotado por Kl[zy, ..., z,]/I. B facil ver que a relacao satisfaz as

seguintes propriedades:

Se fi = g1 (mod I) e fo = g5 (mod I), entao

i) i+t f2=g1+ g2 (mod I)
(ii) fi-f2=g1-92 (mod I)

(iii) h- fi = h- g1 (mod I), para qualquer h € K|xy, ..., z,].

Definindo as operacoes
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as propriedades (i) e (ii) implicam que as duas operagoes estao bem definidas e
que K[zq,...,x,]/I com as operagoes acima é um anel comutativo. Além disso,

K[zy,...,x,])/I é um espago vetorial sobre K. Veremos agora como resolver os

seguintes problemas relacionados a esta construcao:

(a) Determinar um conjunto de representantes das classes de K|xy,...,2,]/I;

(b) Determinar uma base de K[x1,...,x,]/I como espaco vetorial sobre K.

Seja G = {¢1,...,g9¢} uma base de Grobner. Sabemos pela Proposi¢ao 3.1.2
que para cada f € Klxy,...,x,| existe um tnico elemento r € Klzy,...,x,], re-

duzido médulo G, tal que r = TG.

Defini¢ao 4.1.1. Dados um polinémio f € K[xy,...,x,] e uma base de Grébner
G, a forma normal de f médulo G, denotada por Ng(f), é o resto da divisao de f

por G.

Proposicao 4.1.1. Sejam f,g € Klz1,...,x,], I um ideal de K|xy,...,2z,] ¢ G
uma base de Gréobner de I. Entao f = g (mod I) se e somente se No(f) = Na(g).
Portanto, {Ng(f) : [ € K[z1,...,2z,]} € um conjunto de representantes das classes

de Klzy,...,x,]/1.

Demonstra¢ao. Suponhamos que f = ¢ (mod I). Pelo Algoritmo da Divisao, exis-

tem q1,q2 € I tais que f = ¢ + No(f) e g = ¢2 + No(g). Entao temos que

f—9= (a1 — @)+ (Na(f) — Nea(g))-

Como nenhum dos termos de Ng(f) e Ng(g) é divisivel pelos termos lideres

de g1,..., g, 0s termos de Ng(f) — Ng(g) também nao sao. Logo, Ng(f) — Na(g) é
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reduzido médulo G, e pela Proposigao 3.1.2, segue que Ng(f) — Ng(g) = No(f —g).
Como f =g (mod I), temos que f — g € I, logo Ng(f — g) = 0. Dai

Ne(f) = Ne(g) = Nea(f —g) =0
e, portanto, Ng(f) = Ne(g).
Reciprocamente, se Ng(f) = Ng(g), entio
f=9=(f—Na(f)) — (9 — Nal(g))

ecomo f—Ng(f) € [ e g—Ng(g) € I, segue que f—g € I. Logo, f =g (mod ). [

Para resolver o segundo problema proposto, faremos a seguinte definicao.

Definigao 4.1.2. Fixada uma ordem monomial > em K|z, ..., x,], para qualquer

conjunto S C K|xy,...,z,| definimos
B(S) = {z“:a € IN" e % nao é divisivel por nenhum ¢/(g),g € S}.
O conjunto B(S) assim definido tem a seguinte propriedade: se S; C Sy entao
B(Sy) C B(S;). De fato, se z* € B(S;), entao x* nao é divisivel por nenhum

tl(g),g € Ss; como S; C Sy, em particular z* nao é divisivel por nenhum ti(g),g €

S1. Logo x* € B(S)).

Proposicao 4.1.2. Sejam I um ideal de Klx1,...,z,| e G C I. Entao B(I) = B(G)

se e somente se G € uma base de Grobner de I.

Demonstracao. Pela Proposicao 3.1.1, temos que
B(I) = {«% : x% & (t1(1))}
Se G é uma base de Grobner de I, entao (tl(1)) = (t/(G)), logo

B(I) = {a® -2 ¢ (1))} = {a - 2™ ¢ (tU(G))} = B(G).
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Reciprocamente, suponhamos que B(I) = B(G). Para mostrar que G é uma
base de Grobner de I, mostraremos que (tl(I)) = (t1(G)). Seja cz® = ti(f),f €
Klzy,...,z,), onde ¢ € K e 2* é um monoémio. Suponhamos que ti(f) ¢ (tl/(G)).
Entao z* ¢ (tl(G)), o que implica que z* € B(G) = B(I). Logo, z* ¢ (tI(I)). O

O préximo resultado nos diz que B(I) é a base de K|z, ..., z,]/I que procuré-

vaimos.

Proposicao 4.1.3. Seja I um ideal de K|z1,...,x,]. Entao uma base do K-espago

vetorial K|xy,...,x,]/1 consiste das classes de todos os monomios em B(I).

Demonstragao. Seja G = {g1,...,g:} uma base de Grobner de I. Pela Proposi¢ao
4.1.1, sabemos que para cada polinémio f € Klxy,...,z,|, f+1 = Ng(f) +1
em Klzy,...,z,]/I. Como Ng(f) é reduzido médulo G, por definigdo, Ng(f) é
uma combinagao K-linear de monomios que nao sao divisiveis pelos termos lideres
de g1,...,9e, ou seja, Ng(f) é uma combinacao K-linear de monomios de B(G) =
B(I). Logo, o conjunto das classes dos monomios de B(I) gera o espago vetorial

Klzy,...,z,)/1.
Resta mostrar que as classes dos monomios de B(I) sao linearmente indepen-
dentes. Sejam x®',... x* € B(I), e sejam ¢y, ...,c; € K tais que
ax® + -+ =0 (mod I). (4.1)

Entao, pela Proposigao 4.1.1, Ng(ciz®t + - -+ + ¢;xz®) = Ng(0) = 0. Mas como os
monomios de ¢1z* + - - - 4 ¢, nao sao divisiveis pelos termos lideres de g4, ..., gy,

temos que c;x™ + - - - 4+ ¢,z é reduzido médulo G. Logo, Ng(cix® + -+ 4 ¢px™) =

axr® + -+ gax® = 0, o que implica que as constantes ¢; em (4.1) sado todas
nulas. O]
O conjunto B(I) é chamado de base monomial de K|xy,...,x,|/I com respeito

a ordem monomial dada. Por simplicidade, diremos que B(I) é uma base monomial

de I.
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Exemplo 4.1.1. Vimos no Exemplo 3.2.1 que a base de Grobner reduzida do ideal
I = {f1,fs) C Zs[z,y], onde f1 = 2> +y* + 1 e fo = 2%y + 22y + x, em relagao a

ordem lexicografica é dada por

G = {917 g2, g3}

onde
_ 2 2 _ 3 _ .5 4 2
g=z" 4y +1, go=2xy+3x+ 2y + 2y, g3 =9y + 2y~ +4y” + 4y + 2.

Entao
B(I) = B(G) ={1,z,y.v",v*,y"'},

e dimg, (Zs[z,y]/I) = 6.

4.2 Teorema dos Zeros de Hilbert

Seja K o fecho algébrico do corpo K. Dado um subconjunto S C K[x1,. .., 2],

definimos a variedade, denotada por V(S), em K= por
V(S)={PeK": f(P)=0 para todo f € S}.
Dado um subconjunto V C K, definimos o ideal (V) em Kl[z1,...,z,] por

I(V)={f € Klzy1,...,x,] : f(P) =0 para todo P € V}.

A seguir enunciaremos o famoso Teorema dos Zeros de Hilbert, que estabe-
lece a relagao entre um ideal I e o ideal I(V(I)). Para demonstra-lo, faremos uso
do seguinte resultado, conhecido como a versao fraca do Teorema dos Zeros, que

apresentaremos sem demonstracao [11, pag. 411].

Teorema 4.2.1. Seja I um ideal em Kx1,...,2,]. Entio V(I) =0 se e somente

se I = K[xq,...,x,].
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Defini¢ao 4.2.1. Dado um ideal I C K|xy,...,z,], definimos o radical de I, deno-
tado /I, por

VI={feKl[xy,...,x,): existe e € N tal que f¢ € I}.

Teorema 4.2.2. (Teorema dos Zeros de Hilbert) Seja I um ideal em K|z, ..., x,].

Entio I(V(I)) = V1.

Demonstracio. Se f € VI, entdo f¢ € I para algum e > 1. Se (a1,...,a,) € K"
é um zero de I, entao 0 = f¢(ay,...,a,) = (f(ay,...,a,)) logo f(aq,...,a,) = 0.

Portanto, v/T C I(V(I)).

Seja agora f € I(V(I)). Como 0 € V1, podemos supor que f # 0. Considera-
remos o ideal J do anel de polinomios em n + 1 varidveis K[xy,. .., z,,y] gerado por
Ieyf—1;assim, se (a,...,a,,b) € K" 6 um zero de J, entdo (ay,...,a,) € K
deve ser um zero de I. Mas (yf — 1)(aq,...,a,,b) =bf(ay,...,a,) — 1 = —1, para
todos os zeros (ay,...,a,) de I em K . Logo, V(J) = 0, e pelo Teorema 4.2.1,

J = Klxy,...,2,,y]. Segue que 1 € J, e entdo podemos escrever

1= Zngz +g9:(yf — 1), (4.2)

com f; € [ eg; € K[ry,...,2,,y]. Fazendo y = 1/f em 4.2 obtemos a seguinte

igualdade em K(z1,...,x,)

t—1
1:Zgi (xl,...,xn,%) filzy, ... xy). (4.3)
i=1

Se e é um inteiro positivo maior do que o grau de cada g; em y, entao multiplicando

a equagao (4.3) por f¢ obtemos

t—1
fe= Z fxe, . xn)g <x1, ey Ty %) filze, ... xy), (4.4)
i=1

onde cada fe(xl,...,xn)gi(xl,...,xn,%) € Klzy,...,z,]. Logo f¢ € I, ou seja,
f € VI e, portanto, I(V(I)) € V1. O
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Proposicao 4.2.1. Sejam I C K|xy,...,2z,| um ideal e G ={q1,...,g¢} uma base

de Grobner de I. Entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) A variedade V(1) € finita;

(i) Para cada i = 1,...,n, exite j € {1,...,0} tal que mi(g;) = =¥, para algum

v e Ny

(11i) A dimensdo do K-espago vetorial K[xq,...,x,]/I € finita.

Demonstragao. (1)=-(ii) Suponhamos que V(I) é finita. Se V(I) = 0, entao, pelo
Teorema 4.2.1, I = K[z, ..., x,], logo G = {1} e (ii) é satisfeita com j=1ev =0

para todoi=1,...,n.

Suponhamos entao que V(I) = {Py,...,P,} # 0. Seja i € {1,...,n}. Para
cadaj € {1,...,m},sejaa;; € K ai-ésima coordenada do ponto Pj, e seja f; € K|[z;]
um polindomio néo nulo tal que f;(a;;) = 0. Um tal polinémio f; sempre existe, pois
K ¢é extensdo algébrica de K. Seja f = fifs--- fm € K[z;] C K[z1,...,2,]. Como
f(P;) = filaij) -+ fm(aij) e fij(ai;) = 0, temos que f € I(V(I)), e pelo Teorema
4.2.2, existe e tal que f¢ € I. Ademais, como [ € K[z;], temos que ml(f¢) = zl°
para algum t € IN. Como o monomio lider de todo elemento de I é divisivel pelo
monomio lider de algum elemento de (G, existe um elemento de GG cujo mondmio

lider é uma poténcia de z;.

(ii)=(iii) Suponhamos que para cada i = 1,...,n existe j tal que mi(g;) =
z;". Pela Proposi¢do 4.1.3, uma base de K[xy,...,z,|/I é o conjunto das classes
dos monomios reduzidos médulo G. Por definigdo, um monémio z® = z7*---xo»
¢ reduzido médulo G se x® nao ¢é divisivel pelos termos lideres de g1,...,g¢. Se

a; > v;, entao x® € divisivel pelo termo lider do elemento g; correspondente a i.
Logo, existe apenas um numero finito de monomios reduzidos médulo G e, portanto,

dimg Klxy,...,x,]/1 é finita.
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(iii)=(i) Suponhamos agora que dimg K|xy,...,2,|/I é finita. Seja P =
(ay,...,a,) € V(I). Mostraremos que para cada i = 1,...,n hd apenas um nimero

finito de possiveis valores para a;.

Seja i € {1,...,n}. Como, por hipétese, K[zy,...,x,]/I é um K-espago

3

vetorial de dimensao finita, as poténcias 1, x;, 2%, z3,... de z; sao linearmente de-
pendentes modulo /. Entao existe m € IN e constantes ¢; € K, j =0,1,...,m, nao
todas nulas, tais que f = ¢y + c12; + ch? + -+ cpa” € I. Como este polinomio
estd em I, temos que f(P) = ¢y + c1a; + coa? + - - - + cpal™ = 0, ou seja, a; é raiz do
polinémio f. Como f tem apenas um niimero finito de raizes em K, ha um nimero

finito de possiveis valores de a;. Il

Defini¢ao 4.2.2. Um ideal I C K{z1,...,x,] é dito um ideal zero dimensional se
I satisfaz qualquer uma das condicoes equivalentes da Proposicao 4.2.1. Neste caso,

definimos o grau de I como sendo a dimensao do K-espago vetorial K[zy,...,z,]/1.

4.3 Ideais de Conjuntos Finitos de Pontos

Nesta segao apresentaremos o algoritmo desenvolvido por Farr e Gao em [7]
para encontrar uma base de Grobner do ideal de um conjunto finito de pontos. Dado

um conjunto de pontos distintos V' = { P, ..., P,}, denotaremos o ideal I(V') por

I(PL,...,Pp).

Proposicao 4.3.1. Sejam Py,..., P, € K" pontos distintos, I = I(Py,...,P,) e

G C I. Entio G é uma base de Grébner de I se e somente se |B(G)| =m.

Demonstra¢ao. Sabemos que as classes dos monomios em B(/) formam uma K-base

de Klz1,...,x,]/1; logo, |B(I)| = dimg K[xy,...,x,)/1.

Considere ¢ : K[xy,...,x,] — K™ definida por
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A aplicacao ¢ assim definida é um homomorfismo de K-espacos vetoriais. De fato,

o(f+g9) = (f(P)+g(Pr),..., f(Pn)+9(Pn))

(f(
(F(Pr); s f(Pm)) + (9(P1), -, 9(Pm))
= o(f) +(9)
olaf) = (af(Pr),....af(Pn))
= a(f(PR),-.., f(Bn))

= ag(f) (4.5)

para quaisquer f,g € Klzy,...,z,] ea € K.

O nicleo do homomorfismo ¢ é dado por ker(¢) = {f € K[xy,...,x,] : f(P) =
O, 1= 1,...,m}, ou Seja> ker(¢) = I(Pl”Pm) =1

Seja (by, ..., by) € K™, e suponhamos que P; = (a;1, .. ., a;). Como os pontos
Py, ..., P, sao dois a dois distintos, dados i # j, existe k € {1,...,n} tal que

a;;, # aj. Definimos entao

T — Qik
Qi — Qjk
Assim, temos que f;;(P) = 1 e f;;(P;) = 0. Consideramos agora, para cada

1 =1,...,m, o polindbmio

fi = szfz,]

JF#i
Entao fi(P) = b; e fi(P;) = 0, para todo j # ¢. Finalmente, consideramos o
polinoémio
f=fitet b
Este polinomio é tal que f(P;) = fi(P;) = b;. Logo ¢(f) = (b1,...,bn) €, portanto,

¢ ¢ sobrejetora.

Pelo Teorema dos Isomorfismos para espagos vetoriais, K[zq,...,z,]/] e K™

sao isomorfos como K-espacos vetoriais, o que implica

|B(I)| = dimgK|xy,...,z,)/] = dimgK™ = m.
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Se G é uma base de Grobner de I, entdo B(G) = B(!) e, portanto, |B(G)| = m.
Reciprocamente, suponhamos que B(G) = m; entao |B(G)| = |B(I)|. Como G C I,
temos que B(I) C B(G), o que implica B(G) = B(I), e pela Proposi¢ao 4.1.2 temos
que G ¢ base de Grobner de [. O

Proposicao 4.3.2. Sejam V. C K" um conjunto finito, G = {g1,...,g¢} uma base
de Grébner do ideal I(V) e P = (ay,...,a,) € V. Se g; € o polinomio em G de

menor termo lider tal que g;(P) # 0, entdao o conjunto

G =101, Gi1,0it1s 00, Gits - - Gin}»

onde
_ g;(P)
g; = g5 — * Gi,
J J gz(P)

Git = (xp —ag) - g;, 1<k <mn,

JF#i e

¢ uma base de Grobner do ideal I(V U {P}).

Demonstragao. Como P ¢ V| pelo menos um polinomio em I(V') deve nao se anula

em P; logo, g; existe.

Se @ = (by,...,b,) € V, entao

oy gi(P)
3;(Q) = g;(Q) 9:(P) 9:(Q),
e como g¢;,9; € I(V), temos ¢;(Q) = ¢;(Q) = 0, logo g;(Q) = 0. Temos ainda que
B(P) = 9P) — 3 aP) = 5(P) = 5(P) =

logo, g; € I(V U{P}).
Agora,
gik(Q) = (bk - Gk) : gi(Q) =0,

pois ¢;(Q) =0, e
gik(P) = (ar — Clk) 'gi(P) = 0;
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Logo, temos também que gy € I(V U {P}). Portanto G C I(V U {P}).

Seja x* = ml(g;). Afirmamos que B(G) = B(G) U {z*}.

Se g; e g; tém monomios lideres iguais, para j # 4, entdo G'\{g;} também
é base de Grobner de I(V). Logo, podemos assumir que mli(g;) # mi(g;) para
j # 1. Pela forma como g; foi escolhido, temos que, para j # i, ou g;(P) = 0

a

ou mi(g;) > ml(g;) = =% Se g;(P) = 0, entdo §; = g; e, consequentemente,
ml(g;) = mli(g;). Se ml(g;) = mli(g;), entao ml(g;) = max{ml(g;), ml(g;)} =
ml(g;). Portanto, temos ml(g;) = ml(g;) para todo j # i. Para os polindomios g,

temos ml(g;,) = ml(zy — ax) - ml(g;) = xx - . Segue que B(G) C B(G).

Suponhamos agora que z? é tal que z° € B(G)\B(G). Entido temos que

rpx® t 2” para cada k = 1,...,n, mas 2%|z”, o que implica que z° = 2°.

Logo, B(G) = B(G) U {z®}, e entdo temos |B(G)| = |[B(G)| + 1. Como G é
base de Grébner de I(V'), pela Proposigao 4.3.1 temos que |B(G)| = |[V]. Assim,
IB(G)| = |V| + 1, e aplicando a Proposicio 4.3.1 novamente obtemos que G é base
de Grobner de I(V U {P}). O

Nosso objetivo é obter um algoritmo que, dado um conjunto finito de pontos
distintos { Py, ..., P} C K™, retorna a base de Grobner reduzida de I(Py, ..., By,).
Para isso, utilizaremos a Proposicao 4.3.2. Suponhamos que na Proposicao 4.3.2 a

base de Grobner G do ideal I(Py,..., P,,) é reduzida. Vimos que

tl(é) ={tlq1), ..., tl(gi-1),tl(Giz1), -, tl(ge), x1tl(g1), - - -, xntl(gi) }-

Para j # 4, os termos de §; sdo combinacoes dos termos de g; e g;. Como g; e g; sao
reduzidos médulo G\{g;} e G\{g:}, respectivamente, seus termos nao sao divisiveis
pelos elementos de t1(G)\{tl(g;)}. Logo, §; é reduzido médulo G\{g,}. Quanto aos
polinomios gz, temos que eles nao sao necessariamente reduzidos moédulo é\gzk
O Algoritmo 4.3.1 calcula a base de Grobner reduzida de I(Py, ..., P,,), utilizando

uma classe especifica de ordens monomiais para simplificar o processo.
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Algoritmo 4.3.1 Base de Grébner do Ideal de um Conjunto Finito de Pontos

Entrada: P,..., P, € K" e uma ordem mononial tal que z; < 29 < --- < x,,.
Saida: G = {gi,...,g¢} base de Grobner reduzida do ideal I(P, ..., P,,).
G «— {1} {o i-ésimo polindémio em G é denotado por g;}
for k=1,...,m do
encontre o menor 7 tal que g;(Py) # 0
forj=i+1,...,|G| do

(P
9~ 9 =~ %5 0
end for
G G\{gi}

for j=1,....,ndo
if z; - ti(g;) nao é divisivel por nenhum termo lider de G' then
h «— Ne((z; — aj) - 9:)
insira A em ordem em G
end if
end for
end for

Proposicao 4.3.3. Sejam Py, ..., P, pontos distintos em K™. FEntdo o Algoritmo
4.8.1 calcula a base de Grébner reduzida do ideal 1(Pi, ..., Py,). Além disso, os

elementos da base obtida estao em ordem crescente em relagcao aos termos lideres.

Demonstracao. Mostraremos que para k= 1,...,m o conjunto G obtido ao fim da

k-ésima iteracao é a base de Grobner reduzida do ideal I(Py, ..., Py).

Inicialmente, G = {1}. Na primeira iteracdo, temos ¢ = 1 e g; = 1. Como
|G| = 1ei+ 1= 2 ocomando do primeiro loop interno nao é executado. Em
seguida G = (). No segundo loop interno, para j = 1, ..., n os polindmios z; —a; sao
inseridos em (G, nesta ordem, de forma que ao fim da primeira iteragao do algoritmo
temos G = {x; — a1, 22 — ag,...,T, — an}, onde ay,...,a, sdo as coordenadas do
ponto P;. Queremos ver que o conjunto GG é realmente a base de Grobner reduzida
de I(Py). Claramente, G C I(P). Se f € I(P1)\{0}, entao f(P;) = 0, de onde
segue que f é um polinémio ndo constante, o que implica que z;|tl(f) para algum
jeA{l,...,n}. Logo, tli(f) € (t1(G)) = (z1,...,z,). Portanto, G é base de Grébner
de I(Py). O fato de que a base é reduzida é evidente.
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Suponhamos agora que o conjunto GG obtido ao fim da (r — 1)-ésima iteragao,
que denotaremos por G,_1, é a base de Grobner reduzida de I(P, ..., P._1), com
seus elementos em ordem crescente de acordo com os termos lideres. Denotaremos
por G, o conjunto G construido na r-ésima iteracdo. Seja i o menor tal que g;(P,) #
0. Para j < os elementos g; € G,_; nao sao alterados. Os elementos g; com j > i

sao substituidos por

e g; é retirado. Até aqui temos

GT’ = {gla s 7gi—17§i+17 s 7.&5}

onde ¢ = |G,_1|. Como os elementos de G,_; estao em ordem crescente de acordo
com o termo lider, o elemento de menor termo lider tal que g;(FP,) # 0 é o elemento
gi- Assim, para j < ¢ temos g;(P.) = 0, logo

gj(Pr> -
9i = 9; = $9i = Jj-
J J gz<Pr> J

Sabemos que tl(g;) = tl(g;), logo os elementos de G, estdo na ordem desejada.

A seguir sdo inseridos em G, as formas normais dos polinémios g;; = (z; —a;)-
gi- Note que somente sao colocados em G, aqueles g;; tais que tl(g;;) = z; - tl(g;)
nao ¢é divisivel pelo termo lider de nenhum elemento de G, pois caso contrario
(tl(G,)) = (t(G, U{gi;}), e gij pode ser omitido. Uma vez que os polindmios sao
inseridos em G, na posicao correta, os elementos de GG, estao ordenados da forma
que pretendiamos. Além disso, pelas observacoes que seguem a Proposicao 4.3.2,
temos que os elementos §; sao reduzidos médulo G, \{g,}. Como a ordem monomial
utilizada é tal que 1 < xg < -+ < Ty, temos tl(g;s) = xs-tl(g;) < zetl(g;) = tH(Gy),
para s < t. Logo, a forma normal de g;; continua reduzida médulo G, quando os

demais polinémios sao inseridos. Assim, pela Proposicao 4.3.2, o conjunto G, obtido

¢ a base de Grobner reduzida de I(Py, ..., P,). O

Exemplo 4.3.1. Consideremos o corpo K = Zs = 7Z/57Z, e os pontos P, =
(2,3),P, = (1,2) e P3 = (0,4) em Z2. A tabela abaixo mostra os resultados do
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Algoritmo 4.3.1 para estes pontos, utilizando a ordem lexicografica com x; < x».
Comegamos com G = {1}, e ao final da k-ésima iteragao, para k = 1,2, 3, o conjunto

G é a base de Grobner reduzida de I(Py), I(Py, P2) e I(Py, Py, P3), respectivamente.

k|1 Jj € Gij G

11 g =21 +3 {z1 + 3,22 + 2}
gi2 = Ta + 2

2|11 Go=xo+4x,+4 {22 4+ 221 + 2, 29 + 42y + 4}

g1 = x5 + 211 + 2

311 §2:x2—|—x%—|—$1+1 {I?+2$%+2$1,I2+ZL’%+I1+1}

g1 = T + 222 + 21

Veremos agora como o Algoritmo 4.3.1 pode ser aplicado para resolver um

problema de interpolacao. Dados pontos Py,..., P, € K" ery,...,r, € K, procu-
ramos o "menor” polindémio f € Klzy,...,z,| tal que
f(P)=mr, 1<i<m,. (4.6)

O préximo resultado mostra como o polinomio interpolador pode ser encontrado

simplesmente computando a base de Grobner reduzida do ideal dos pontos aumen-

tados (P1,71), ..., (Pm,Tim)-

Proposicao 4.3.4. Dada uma ordem monomial em Klxy, ..., x,], seja G a base de
Gréobner reduzida de I = I(Py,...,Py) e B(I) = {z*,..., 2%} a base monomial

correspondente.

(i) Para quaisquer ry,...,1y, € K, existe um dnico polinomio f = > " a;x™,

onde a; € K, que satisfaz (4.6);

(ii) Defina uma nova varidvel z e considere a ordem monomial em K|xq, ..., Ty, 2]
que estende a ordem monomial dada em Klxy,...,x,| e € tal que z é maior

que todos 0s monomios em x1,...,x,. Entao a base de Grobner reduzida do

ideal I((Py,7r1),...,(Pm,rm)) € GU{z — f}, onde f € o polindmio em (i).
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Demonstragao. (i) Na demonstragdo da Proposigao 4.3.1 vimos como encontar um
polinémio g € Klxy,...,z,| tal que g(P;) = r; parai = 1,...,m. Para obter um

polinémio f da forma desejada, basta tomar f = Ng(g).

(ii) Note que z — f € I((P1,71), ..., (Pmn,7m)), € pela ordem monomial consi-
derada temos tl(z — f) = z. Como os anéis K[zy,...,xn, 2]/I((P1,71),. .., (PmyTm))
e K[xy,...,x,]/I sao isomorfos, temos que B(I((Py,r1),...,(Pn,rm))) = B(I), e
portanto GU{z — f} é a base de Grobner reduzida de I((Py,71),...,(Pn,Tm)). O

Em [8] é feita uma comparacao entre o Algoritmo 4.3.1 e dois outros algo-
ritmos existentes para a obtencao de bases de Grobner deste tipo de ideais. Esta
comparacao, baseada em experimentos computacionais, indica que o Algoritmo 4.3.1
tem melhor desempenho que os demais quando o niimero de variaveis é pequeno em
relacao ao nimero de pontos. Este é o caso das aplicagoes em teoria de codigos, em

que normalmente tem-se n < 3.
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5 APROXIMACOES DE PADE
GENERALIZADAS

Neste capitulo, uma generalizacao da teoria das bases de Grobner é feita para o
caso de médulos livres de posto finito sobre o anel de polinomios K|z, ..., z,]. Em
seguida apresentamos uma aplicacao da técnica de bases de Grobner para encontrar
aproximacoes de Padé no caso multivariado, utilizando os resultados do capitulo
anterior e a teoria de bases de Grobner desenvolvida para submddulos. Os resulta-
dos deste capitulo serao aplicados adiante na construgao e decodificacao de coédigos

lineares.

5.1 Moddulos

Primeiramente, revisaremos alguns conceitos e resultados da teoria de médulos

que Serao necessarios.

Sejam A um anel comutativo e (M, +) um grupo abeliano. Dizemos que M é
um A-mddulo se existe uma operacao bindria (multiplicagao por escalar)A x M —
M, (a,m) — am, que satisfaz

(i) a(m+n) =am + an, paratodoa € Aem,ne M
(ii) (a4 b)m = am + bm, para todo a,b € Aem € M
(iii) a(bm) = (ab)m, para todo a,b € Aem € M
(iv) 1m = m, para todo m € M

Um submddulo de um A-moédulo M é um subconjunto de M que é um A-

moédulo. Para my,...,m, € M,

N={am; +---+asm;s:ay,...,as € A} C M
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¢ um submodulo de M, chamado submddulo gerado por my, ..., m,, denotado por

(my,...,my).

Dizemos que M é um A-médulo livre se M possui uma base, ou seja, um
conjunto de geradores linearmente independentes. M é dito um A-médulo livre de
posto r se r é o numero de elementos da base. Assim, existem my,..., m, € M tais
que

M=Am; +---+ Am,

e todo elemento m € M pode ser escrito de forma tnica como
m=am;+---+ a.m,

com aq,...,a, € A. Dizemos simplesmente que M é um A-moédulo livre de posto

finito se M tem base finita.

Para dois A-médulos M e M’, uma funcao ¢ : M — M’ é um homomorfismo

de A-mddulos se

p(m; +my) = ¢(my) + ¢(my)
¢(am;) = ap(m,)

para todo a € A e my,my; € M. Se ¢ é uma bije¢ao, entao é dito um isomorfismo,

e nesse caso escrevemos M = M.

O produto cartesiano A" = {(a1,...,a,)|a; € A,i=1,...,r} é um A-mbdulo
livre de posto r. O conjunto {ei,...,e,}, onde e; = (0,...,1,...,0) é o vetor que
tem 1 na i-ésima coordenada e 0 nas demais, é chamado de base canonica de A". Se

M é um A-médulo livre de posto r, entao M = A".

Proposicao 5.1.1. Se A € um anel Noetheriano, entdo todo submdédulo de A" €

finitamente gerado.
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Demonstracao. Seja M um submodulo de A”. Procederemos por indugao em r. Se
r =1, entdo M é um ideal de A, e pelo Teorema da Base de Hilbert (Teorema 3.1.1)

é finitamente gerado.

Para r > 1, definimos o conjunto
I ={a € A:aéaprimeira coordenada de um elemento de M }.

E f4cil ver que I 6 um ideal de A, e pelo Teorema da Base de Hilbert, I é finitamente
gerado, digamos I = (ay,...,a;). Sejam my,...,m; € M tais que a primeira coor-
denada de m; é a; parai =1,...,t. Considere M’ = {(bs,...,b.) : (0,bs,...,b.) €
M}. M’ é um submddulo de A™! e, por indugao, é finitamente gerado, digamos
M’ = (n},...,n}). Parai =1,...,¢, seja n; o elemento de A" com 0 na primeira
coordenada e as coordenadas de n} nas demais r — 1 coordenadas. Note que n; € M.

Afirmamos que M = (my,...,my,ny, ..., ng).
Sejam € M. A primeira coordenada de m, pode ser escrita como
diay + - - - + diay.

Consideramos

m' =m — (dym; + - -+ + dym,);

entdo m’ € M e sua primeira coordenada é zero. Logo podemos escrever
/
m =cn;+---+ ¢y

e, portanto,
¢

t t
m=m + Zdimi = Zc,-ni +Zdim,~
i=1

=1 =1

como queriamos. O

Definicao 5.1.1. Um A-moédulo é dito Noetheriano se todo submédulo de M é

finitamente gerado.
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Proposicao 5.1.2. Seja M um A-modulo. Entao M é Noetheriano se, e somente
se, para toda cadeia ascendente My C My C --- C M, C --- de submodulos de M,

existe ng tal que M, = M,, para todo n > ny.

Demonstra¢ao. Sejam M um A-moédulo Noetheriano e
MyCMC---CM,C---

uma cadeia ascendente de submoddulos de M. Consideremos o conjunto N =

o M,; N é um submoédulo de M e, portanto, é finitamente gerado, digamos
N = (m,...,my). Como my,...,mg € N, paracadai = 1,...,s existe n; tal que
m; € M,,. Seja ng = max{ny,...,ns}; entdo m; € M,, para todoi =1,...,s, e

N = M,,. Logo, M,, = M,, para todo n > ny.

Para a outra implicacao, suponhamos que existe um submodulo N de M que
nao é gerado por um conjunto finito de elementos. Seja m; € N. Entao existe
my € N tal que my ¢ (my), logo (m;) C (m;, my). Continuando desta maneira,

=

obtemos uma cadeia estritamente ascendente de submodulos de M. O

5.2 Bases de Grobner de Submddulos

Seja A = K|xy,...,2,]. Generalizaremos a teoria de bases de Grdobner para
submodulos de A-moddulos livres de posto finito, através de construcoes semelhantes
aquelas que fizemos para ideais. Comegaremos com a definigao de monomios e ordens

monomiais.

Para um A-médulo livre M de posto r, fixamos uma base {z,...,z,} de M.
Um monoémio em M é um elemento da forma x%z;, onde z* € A é um monomio em

A e z; ¢ um elemento da base.

Se x = 2°%; e y = 2°z; sdo mondmios em M, dizemos que x divide y se i = j

e x%|z”. Neste caso, existe um monémio 27 € A tal que 2°z; = 27(2°z;), e entdo
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definimos

=1z

Yy xﬁzi (L’ﬂ
X T%Z; T

Semelhantemente, um termo em M tem a forma cx, onde c € K ex € M é
um mondmio. Se X = c2°z; e y = dz’z; sdo termos em M, dizemos que x divide y
se i =jexz%z”, e escrevemos

y dxz?
X  cxe

Definimos ordens monomiais em M de forma andloga ao caso do anel de
polinoémios.
Definicao 5.2.1. Uma ordem > no conjunto dos mondémios de M é uma ordem
monomial se satisfaz as seguintes condigoes:
(i) > é uma ordem total, isto é, dados monémios x 2y € M, oux >y ouy > X;
(i) Se x >y, entdo 2°x > %y, para quaisquer monomios x,y € M e z® € A;

(iii) x < 2®x, para todo monémio x € M e todo z* € A com z® # 1.

Pode-se mostrar que toda ordem monomial em M é uma boa ordem.

Fixada uma ordem monomial > em M, para todo f € M, f # 0, podemos
escrever

f:a1X1+"'+6Lme

onde a; € K\{0} e x; sdo monoémios em M tais que X1 > Xy > -+ = X, e definimos:

(i) o monomio lider de f, ml(f) = xy;
(ii) o termo lider de f, ti(f) = a1x3;

(iii) o coeficiente lider de f, cl(f) = a;.
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Dada uma ordem monomial >4 em A = K|z, ..., x,], hd duas formas naturais
de obter ordens monomiais em M, que sao frequentemente utilizadas. A primeira
delas é comparar os dois monomios utilizando a ordem monomial em A, e em caso
de empate, comparar os elementos da base que aparecem nos monomios. Assim,
temos, por exemplo

x® <4 2P
a 8
T2y X125 ou
@ =zlei<j
A segunda forma de obter uma ordem monomial em M é comparar primeiro os
elementos da base, e desempatar utilizando a ordem monomial em A, como por
exemplo
1<
ol B
T2y X X2 ou

i=jex® <42

As duas formas acima nao sao as tnicas maneiras de definir ordens monomiais
em modulos. Tal como no caso de ideais, podemos definir uma ordem monomial
sobre os monomios de um modulo através de uma matriz. Dada uma matriz T' =
(W|U) de ordem ¢ x (n+r) com entradas reais, definimos uma relagao de ordem >
sobre os monomios de M da seguinte forma: seja (w;, u;) a i-ésima linha de T', onde
w; e u; sao vetores-linha com n e r componentes, respectivamente; entao x%z; > xﬂzj
se e somente se existe k € {1,...,¢} tal que (wy, ug) - (o, €;) > (wg,ug) - (B, €;) e
(Win, U) ~ (v, €;) = (Wi, Um) - (5, €5), para todo m < k, onde {ey,...,e,} é a base

canodnica de A”.

Dando continuidade a construcao de bases de Grobner para médulos, passare-

mos agora ao algoritmo da divisao.

Defini¢ao 5.2.2. Sejam g € M e F' = {f},...,f;} um conjunto de elementos nao-
nulos de M. Dizemos que g é reduzido modulo F' se g = 0 ou nenhum monomio que

aparece em g ¢é divisivel por ml(f;), parai=1,...,s.
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O algoritmo da divisao para modulos é muito semelhante ao Algoritmo 2.2.1.

Dados f,f;,....f; € M, o algoritmo retorna quocientes aq,...,as € A e um resto

g € M reduzido médulo fi, ..., f;.

Algoritmo 5.2.1 Algoritmo da Divisao para Mdédulos

Entrada: f,f,,...,f; € M com f; # 0
Saida: ay,...,a, € A, ge M
a1 —0; a3 «—0; ...; a3« 0; g0
p—f
while p # 0 do

11

d — false

while 7 < s and d = false do

if t/(f;) divide tl(p) then

ti(p)
ti(f;)

tl(p)
P—pP— H(E) i

a; < a; +

d <« true
else
1+—1+1
end if
end while
if d = false then
g —g+t(p)
p —p—tp)
end if
end while

Proposicao 5.2.1. Dados f,f,...,f, € M, com f; # 0 para i =1,...,s, o Algo-

ritmo 5.2.1 produz ay,...,as € A eg € M tais que
f=afy +-- +adf +g,

com g reduzido mddulo fy, ... £5 e ml(a;)ml(f;) 2 ml(f), 1 <1 <s.

(5.1)

A prova é exatamente a mesma da Proposicao 2.2.1. O resto g neste caso

=F
também serd denotado por f .
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Para um conjunto S C M, definimos o submddulo dos termos lideres de S

como sendo o submédulo de M

(H(S)) = (H(F) : £ € S).

Podemos entao definir bases de Grobner em modulos.

Definicao 5.2.3. Dado um submédulo N de M, dizemos que um conjunto finito G
é uma base de Gréobner de N se (tl(G)) = (tl(N)). Dizemos simplesmente que G é

uma base de Grobner se G é uma base de Grobner do submddulo gerado por G.

Seguem resultados andlogos aos que temos para ideais:

(i) Se G é base de Grobner de um submédulo N C M, entdao N = (G).
(ii) Todo submédulo ndo-nulo de M tem uma base de Grobner.

(iii) Se G ¢ base de Grobner, entao o resto da divisao de um elemento f por G é

unico.

(iv) Dados um elemento f € M e uma base de Grobner G, f € (G) se, e somente

se, o resto da divisao de f por G é zero.

Queremos agora generalizar a nocao de S-polindomio; para isso, precisamos
definir o mfnimo multiplo comum de dois monémios em M. Dados 2z, 2"z;

monomios em M, definimos

0, set# 7

mmec(z°z;, 2°z;) = 7
mme(x®, 2°)z;, se i = j.

Dados dois elementos nao-nulos f,g € M, definimos o S-polinomio de f e g

por
mmc(ml(f), ml(g))f ~ mmc(ml(f), mi(g))
t(f) ti(g) ®

spol(f, g) =
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Continuaremos usando o termo ”S-polinomio”, embora neste caso spol(f,g) seja
um elemento do médulo M, e nao do anel de polinomios. Obtemos um resultado

semelhante ao caso polinomial.

Proposicao 5.2.2. Seja G um conjunto finito de elementos nao-nulos de M. Entao

—_—
G é uma base de Grébner se, e somente se, spol(g,h) = 0 para todo g,h € G.

A prova é analoga aquela do Teorema 3.2.1. Através desta Proposicao, obte-
mos um algoritmo semelhante ao Algoritmo de Buchberger (Algoritmo 3.2.1) para

calcular bases de Grobner de submédulos a partir de uma base qualquer.

Algoritmo 5.2.2 Bases de Grobner de Submédulos

Entrada: F = {f;,... f,;} ¢ M\{0}.
Saida: G = {g1,...,g¢} uma base de Grébner do submdédulo (F’).
G~ F
B~ {{p,a}lp,aeG,p#q}
while B # () do
selecione {p,q} € B
B — B\{{p,qa}}
h «— spol(p, q)
h < resto da divisao de h por G
if h # 0 then
B — BU{{g,h}|g € G}
G+—GU {h}
end if
end while

Podemos também definir bases de Grobner reduzidas.
Definicao 5.2.4. Uma base de Grobner G é dita reduzida se, para todo g € G, g
¢ reduzido médulo G\{g} e cl(g) = 1.

E neste caso continua valendo o seguinte resultado.

Proposicao 5.2.3. Dada uma ordem monomial em M, todo submddulo de M possui

uma unica base de Grobner reduzida com respeito a esta ordem monomial.



62

A seguir, faremos uso das bases de Grobner de submoddulos para solucionar

problemas analogos aos do capitulo anterior.

Dado um submédulo N do A-médulo M, definimos
M/N ={f+ N :fe M}
M/N é o grupo quociente com a soma usual de classes. Definindo
a-(f+N)=af+ N

para todo a € Aef € M, M/N tem a estrutura de A-médulo, e é chamado de
moédulo quociente de M por N. Além da estrutura de A-médulo, M /N também

tem a estrutura de K-espaco vetorial. Vamos determinar:

(a) um conjunto de representantes das classes de M/N;

(b) uma base do K-espaco vetorial M/N.

Se G é uma base de Grobner do submédulo N, entao para cada f € M, o resto
da divisao de f por G é Unico. Assim como no caso de ideais, chamaremos o resto

de f na divisao por G de forma normal de f médulo G e denotaremos por Ng(f).

Proposicao 5.2.4. Sejam f,.g € M, N um submddulo de M e G uma base de
grobner de N. Entio f + N =g+ N em M/N se, e somente se, Ng(f) = Ng(g).
Portanto, {Ng(f) : £ € M} é um conjunto de representantes das classes de M/N.

Definindo, para cada S C M, o conjunto
B(S) = {monomios x € M : ml(g) nao divide x, para qualquer g € S}
temos resultados andlogos aos que tinhamos no caso de ideais.

Proposicao 5.2.5. Seja N um submdodulo de M. Entdio uma base do K-espaco

vetorial M /N consiste de todas as classes dos mondémios em B(N).

Proposicao 5.2.6. Sejam N um submddulo de M e G C N. Entao B(N) C B(G),
e B(G) = B(N) se, e somente se, G € uma base de Grébner de N.
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5.3 Aproximacoes de Padé Generalizadas

Nesta segao apresentamos o método descrito por Farr e Gao em [9] para encon-
trar aproximacoes de Padé empregando a teoria de bases de Grobner, que constitui
uma parte importante do algoritmo de decodificacao dos cédigos lineares abordados

no préximo capitulo.

Continuaremos denotando A = K{z1,...,x,]. Dados um polinomio f € A e

um ideal I C A, queremos encontrar a,b € A tais que
b-f=a (mod ). (5.2)

O grau da aproximacao é dado pelo nimero total de coeficientes em a e b. Esta-
mos interessados em encontrar solucoes de (5.2) no caso em que I é um ideal zero
dimensional, e o grau da aproximacao é o grau de I. Uma abordagem possivel é
considerar (5.2) como um sistema linear homogéneo, onde os coeficientes de a e b sao
incégnitas, e resolver o sistema através de técnicas da algebra linear. Abordaremos

o problema sob o ponto de vista das bases de Grobner.

Considere o conjunto de todas as solugoes
M; = {(a,b) € A* : a e b satisfazem (5.2)}.

E facil ver que My é um A-médulo. Na verdade, M; é um submédulo de A%
Mostraremos que uma solugao (a,b) de (5.2) esta contida na base de Grébner re-

duzida do submédulo My com respeito a uma determinada ordem monomial.

A funcao
A2 - A+4z-A
¢ (5.3)
(a,b) — z-b—a
¢ um isomorfismo de A-mdédulos. Portanto, M = A+ z- A é um A-mddulo livre de
posto 2, com base {1,z}, onde 1 =1+ z-0. A imagem de M}, que continuaremos

a denotar por My, é o submédulo de M

Miy={z-b—a:f-b—acl}. (5.4)
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Os elementos de A podem ser vistos como elementos do médulo M através da

inclusao

A — A+z-A
(5.5)
g — g+z-0

Assim, temos A C M.

Lema 5.3.1. Seja >=w uma ordem monomial em A definida por uma matriz W €
R>™ e sejam 2, 22 monoémios em A. Entdo podemos definir uma ordem mono-
mial = em M = A+z- A de forma que x® < x*? -z e ', x*? -z $Go consecutivos,

ou seja, nao existe nenhum monomio em M entre eles.

Demonstracao. Seja w; a i-ésima linha de W, e ¢; = w; - o —w; - g, para 1 < i < /L.

Definimos a matriz

0 C1
w
T =
0 Cy
0O ... 00 1

e consideramos a ordem monoimial > definida por T'. Para 1 <7 < ¢ temos

(U)i,o,ci)‘(@1,1,0):wi‘&1+0+0:wi‘@1 (56)

(wi,0,¢) - (ag,0,1) = wy-as+0+¢;
= W; Qo+ W; - — Wy - Qo

= w;--Qq (57)
e para a ultima linha de T' temos

(0,...,0,1) - (ay,1,0) =0

(0,...,0,1) - (@2,0,1) =1

logo z%t < 2 - z.
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Resta mostrar que nao ha nenhum monomio em M entre z®' e %% - z. Os
monomios em M sao da forma z® ou 2% - z. Mostraremos primeiramente, que nao
h4 monomios da forma z” entre 2% e 2°2 - z. Suponhamos que 2? > z%; queremos

provar que nesse caso temos também z? = %2 - z. Se z° = 2%, entdo como
0,...,0,1)-(8,1,0)=0 e (0,...,0,1)-(cv1,1,0) =0

temos que existe j € {1,...,¢} tal que (w;,0,¢;) - (5,1,0) > (w;,0,¢;) - (21,1,0) e
(w,0,¢)-(8,1,0) = (w;,0,¢) - (aq,1,0) parai < j. Das equagoes (5.6) e (5.7) segue
que

(’U}Z‘,O,Ci) . (041,1,0) = (wi,O,ci) . (042,0,1) (58)

para 1 < i < /. Logo,

(wj707cj> ’ (ﬁa 170) > (wj’ovcj) ) (C“l’ 1a0) = (wj’()?Cj) ’ (042,0, 1)

(wi707ci) . (67 ]-70> - (lUi,O,Ci) : (0417 170) - (wi7oaci) ' (O(g,O, 1)

para i < j e, portanto, z° = x°? - z.

Mostraremos agora que nao ha monoémios da forma z° - z entre z°! e 22 - z.

Procedemos de forma andloga ao caso anterior. Se 2% -z < %2 - z, como
0,...,0,1)-(8,0,1)=1 e (0,...,0,1) (a,0,1) =1

existe j tal que (w;,0,¢;) - (8,0,1) < (w;,0,¢;) - (a2,0,1) e (w;,0,¢) - (8,0,1) =
(w;,0,¢;) - (a,0,1) para i < j. Da identidade (5.8), segue que z° -z < 2, O

Lema 5.3.2. Seja I C A um ideal zero dimensional de grau t, e fitemos uma ordem
monomial em M = A+z-A. Entdao, para qualquer f € A e My o submddulo de M

definido acima,

(1) o modulo quociente M /My tem dimensao t como K-espago vetorial;
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(11) {g1,...,8s} € uma base de Gribner de My se, e somente se, |B(g1,...,8s)| =
t.

Demonstragao. (i) Através da inclusao (5.5), temos I C My, pois para cada g € [
temos

g=g+z-0=z-b—a

ondea=—-geb=0;logo f-b—a=f-0-(—g) =g € Ie, portanto, g € M;.
Além disso, z — f € My, pois

z—f=z-b—a
ondea=feb=1logo f-b—a=f-1—f=0¢€1.

Como a dimensao de M /My nao depende da ordem monomial, faremos uso da
ordem > definida da seguinte forma: se x = 2%z, e y = 2%z, sdo monoémios em M,

onde z1, 29 € {1,z}, entdo

Z1=%ZeZy=1
X~y <— ou (5.9)

72, =129 € 2% =4 2P

onde >4 é uma ordem monomial em A.

Afirmamos que se {g,...,¢gs} ¢ uma base de Grobner de I com respeito a > 4,
entdao G = {g1,...,9s,2— f} é uma base de Grobner de My com respeito a >. Pelas
observagoes feitas acima, temos G C My, logo (tI(G)) C (tl(My)). Vejamos que
{tU(G)) 2 (t(My)).

Dado g € M/ temos duas possibilidades: ou ti(g) = z* -z, ou tl(g) = 2% -1 =
x®. Se tl(g) = x*-z, entdo tl(g) ¢é divisivel por tl(z— f) = z (de acordo com a ordem
monomial > definida por (5.9)). Se tl(g) = 2, isso significa que em g nédo aparecem
termos da forma cz” -z, ou seja, g =0-z+a =a. Comog=2z-0— (—a) € My,

segue que f-0—a = —a € I e, portanto, g = a € I. Neste caso, tl(g) = tl(a) é
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divisivel por tl(g;) para algum i € {1,...,s}. Concluimos que G ¢ base de Grébner

de Mf.
Mostraremos agora que B(G) = B(g1,- .., gs). Por definigdo, temos
B(g1,...,9s,2— f) = {x monoémio em M : ti(g;) 1 x, parai=1,...,s, ¢ z{x}.

Como z nao divide x, para todo x € B(G), entao B(G) C A, isto é, os monémios x
de B(G) sao da forma x = z® - 1 = 2. Agora, como tl(g;) nao divide z* para todo

i=1,...,sez® € B(G), segue que B(G) = B(gi, ..., gs)

Finalmente, como I tem grau t, temos |B(G)| = |B(g1,...,9s)| = t, e uma
vez que as classes dos elementos de B(G) formam uma K-base de M /My, temos

(ii) Se {g1,...,8s} ¢ uma base de Grobner de My, entao |B(g1,...,8s)| =

Reciprocamente, se |B(g1,...,8s)| = t, entdo como B(My) C B(gi,...,8s) €
|B(My)| = t, temos que B(g1,...,8s) = B(My), logo {g1,...,8s} € base de Grébner
de Mf. O

Teorema 5.3.1. Seja I C A um ideal zero dimensional de grau t, e fitemos uma
ordem monomial em A. Seja B(I) = {1 = z®,z*2,... 2} a base monomial de
I com respeito a ordem monomial fixada, listados em ordem crescente. Entdo para
qualquer f € A e quaisquer inteiros positivos ty e ty tais que t1 +to =t + 1, existe

um par de polinomios da forma

a= Z a;x®, b= Zbixai, (5.10)

nao ambos nulos, que satisfazem (5.2). Além disso, existe um par (a,b) da forma
acima contido na base de Grobner reduzida de My com respeito a uma certa ordem

monomial.
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Demonstra¢ao. Como as classes dos elementos de B(/) formam uma base de A/I,
temos que

fb—a = f- (iblwa> — <Zlfzixai>
i=1

i=1
t

= chxo‘j (mod 1)
j=1

onde os coeficientes ¢; sao combinacoes lineares dos a; e b;. A congruéncia f-b—a =
0 (mod I) implica que ¢; = 0 para j = 1,...,t, e portanto temos ¢ equacoes lineares
homogéneas para determinar t; + t, = ¢t + 1 coeficientes a;, b;, ou seja, temos um
sistema linear homogéneo com mais incognitas do que equagoes. Isso garante a

existéncia de uma solugao nao-nula.

Se o par (a,b) é uma solugao de (5.2) da forma (5.10), entao pela corres-
pondéncia (5.3), temos pelo menos um elemento b - z — a no médulo My, com a e b

da forma (5.10).

Suponhamos que a ordem monomial >y em A é definida por uma matriz W.
Entao pelo Lema 5.2.1, podemos definir uma ordem monomial >7 em M de forma
que % <p x%2 -z e estes monomios sao consecutivos. Como x™ <y % <y

<o <y 2 pela forma como é definida a ordem >, temos

M <px? <Lp - <Lpax™

Qi

ez <px®? -z <p - <p ™z

Além disso, como %1 <y x%2 -z, temos % <y r%2 -z parat=1,...,1;.

Seja b-z—a € My. Seb-z— a nao é da forma (5.10), entao tl(a) > x*
ou tl(b) =1 x*2. Se tl(a) =1 x*1, como x*1 e x*2 -z sdo consecutivos, temos que

tl(a) =7 x*2 - z. Se tl(b) =1 x*2, entdo tl(b) -z =7 x*2 - z. Agora, isso implica que

tl(b-z — a) = max{tl(b-z),tl(a)} = max{tl(b) - z,tl(a)} > % - z.
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Portanto, se nao ha solucao da forma (5.10) em My, temos tl(g) >r %2 - z para
todo g € My. Entao se G ¢ uma base de Grobner de My com respeito a >, 0s
monomios ', ... % x™ -z ... %2 -z nao sao divisiveis por nenhum t/(g), para

g € My, e portanto
{z*, ..z 2™z, .. 2% -z} C B(G)

o que nos da |B(G)| > t; +ty =t + 1, contradizendo o Lema 5.3.2. O

O Teorema 5.3.1 garante que pelo menos uma solugao esta contida na base de
Grobner de My com respeito a uma certa ordem monomial. Uma forma de obter esta
base é sugerida em [9]: dada uma base de Grobner G' do ideal I, conforme vimos
na demonstragao do Lema 5.3.2 o conjunto G U {z — f} é uma base de Grobner
de My com respeito a uma determinada ordem monomial. A seguir uma base de
Grobner de My com respeito a ordem monomial a que se refere o Teorema 5.3.1
pode ser obtida através de um algoritmo de conversao de bases de Grobner. Tais
algoritmos, como o "FGLM”[10] por exemplo, transformam uma base de Grobner
com respeito a qualquer ordem monomial em uma base de Grobner com respeito
a qualquer outra ordem. Em geral, ¢ mais vantajoso computacionalmente aplicar
algoritmos de conversao ao invés de empregar o Algoritmo 5.2.2. De acordo com
[9], este método para o cdlculo de aproximagbes de Padé é mais eficiente do que a
abordagem baseada na algebra linear quando o ntiimero de varidveis é pequeno em

relacao ao grau da aproximacao.
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6 CONSTRUCAO E DECODIFICACAO DE
CODIGOS LINEARES VIA BASES DE
GROBNER

Neste capitulo apresentamos o método proposto por Farr e Gao em [7] para a
construcao e decodificacao de codigos lineares. Uma breve introdugao aos codigos
lineares ¢ feita no inicio deste capitulo, baseada nos livros de Pless [14], Lint [13] e

Pretzel [15].

6.1 Codigos Lineares

A Teoria de Codigos estuda técnicas que visam detectar e corrigir erros que
ocorrem na transmissao de informacao através de instrumentos eletronicos. Assim,
temos a seguinte situacao: uma mensagem ¢ transmitida através de um canal com
ruido. A mensagem distorcida é recebida e entao processada, de forma a recuperar

a mensagem original com a maior precisao possivel.

A mensagem transmitida é composta de simbolos ou caracteres de um certo
conjunto finito que chamaremos de alfabeto. A mensagem é codificada a fim de
tornar possivel detecter, e talvez também corrigir, quaisquer erros que possam ser
introduzidos pelo canal ruidoso. Apresentaremos agora alguns conceitos basicos da

Teoria de Cédigos.

Definigao 6.1.1. Seja A um alfabeto com ¢ simbolos. Uma A-palavra de com-
primento m é uma sequéncia de m simbolos de A. As palavras sao denotadas na
forma vetorial como (ay, ..., a,), ou ainda como um bloco de simbolos a; - + - a,,. O

conjunto das A-palavras de comprimento m é denotado por A™.

Um (m, k)-cédigo C sobre A é um conjunto de ¢* palavras-cédigo em A™.

Um esquema de codificacdo é uma funcao bijetora f : A¥ — C que leva qualquer
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A-palavra x de comprimento k em uma palavra-codigo u = f(x). O nimero m é

chamado de comprimento do codigo, e k é a dimensao do cédigo.

O alfabeto é em geral um corpo finito. Assim, se A é o corpo finito (F,+, ),

duas operagoes podem ser definidas sobre as palavras em A™. Se u = (uq, ..., Up)
ev=(vy,...,0y,) sdo palavras e a € A, definimos
ut+v = (up 4o, Uy + V)
auv = (auy,...,auy,)

Munido destas operagoes, A™ é um espaco vetorial sobre A. Em princicpio, o con-
junto das palavras-codigo pode ser um subconjunto qualquer de A™. Contudo,
restringiremos nossa atencao a uma classe especial de coédigos que possuem uma

estrutura adicional, conveniente para o processo de codificacao e decodificacao.

Definicao 6.1.2. Seja A = F, um alfabeto, onde F, é um corpo finito com ¢
elementos. Um cédigo C' de comprimento m ¢é dito um cddigo linear se C' é um

subespacgo de A™.
Para detectar ou corrigir erros de cédigos, precisamos de uma nogao de distan-
cia entre as palavras.

Definicao 6.1.3. Sejam u, v palavras em A™. A distancia de Hamming entre u e
v, denotada por d(u,v), é o nimero de coordenadas nas quais u e v diferem. O peso

de Hamming de u, denotado por w(u), é o nimero de coordenadas nao-nulas de w.

A distancia de Hamming é uma métrica, isto é, para quaisquer u,v,w € A™,

d satisfaz as seguintes propriedades:

1. d(u,v) >0

2. d(u,v) =0 se e somente se u = v
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3. d(u,v) =d(v,u)

4. d(u,w) < d(u,v) + d(v,w)

A distancia e o peso de Hamming estao relacionados pela identidade

d(u,v) = w(u — v).

Quando ocorrem erros na transmissao de uma mensagem, o receptor 1&¢ uma

palavra v, embora tenha sido enviada uma palavra wu.

Definicao 6.1.4. Se u é uma palavra-codigo e v é uma palavra recebida, o erro é a

diferenca e = v — u.

Se o erro e tem peso de Hamming ¢, ou seja, se a palavra recebida difere da
palavra transmitida em ¢ coordenadas, entao dizemos que um erro de peso t ocorreu,

ou ainda que ¢ erros ocorreram.

Definigao 6.1.5. Seja ¢ um inteiro positivo. Dizemos que um codigo € C Fp
corrige t erros se, para cada palavra recebida v € F;', hd no maximo um vetor

u € C tal que d(u,v) < t.

A correcao do erro é feita por verossimilhanca, que consiste em procurar a

palavra-codigo mais préoxima da palavra recebida.

Definicao 6.1.6. A distancia minima de um codigo C' é definida por

d(C) = ;{I%Ié d(u,v)

Proposicao 6.1.1. Um cddigo C' pode detectar todos os erros de peso menor do que

ou igual a s se e somente se d(C) > s+ 1.

Demonstracao. Se duas palavras-codigo estao a uma distancia de no méaximo s,

entao uma pode ser distorcida na outra por um erro de peso no maximo s. Neste
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caso, nao é possivel detectar todos os erros de peso até s. Por outro lado, se quaisquer
duas palavras-cédigo estao a uma distancia de no minimo s + 1, entao qualquer
erro de peso s distorcera uma palavra-cédigo em uma palavra que nao esta em C.
Assim, todos os erros de peso até s podem ser detectados, por exemplo, comparando

a palavra recebida com todas as palavras-codigo. Il

Proposicao 6.1.2. Um codigo C' pode corrigir todos os erros de peso até t se e

somente se d(C) > 2t + 1.

Demonstragdo. Se C' nao pode corrigir ¢ erros, entao existe uma palavra w € Fy e

palavras-c6digo u, v € C tais que d(u,w) <t e d(v,w) < t. Isso nos dé
A, 0) < d(u, w) + d(v,w) < 24,
logo d(C) < 2t + 1.

Suponhamos agora que existem u = (ug,...,Upy),v = (V1,...,0,) € C tais
que d(u,v) < 2t. Se d(u,v) < t, entdo C' nao corrige t erros. Se d(u,v) > t, seja
w = (wy,...,wy,) tal que w; = u; para todo i tal que u; = v;, w; = u; para as t
primeiras coordenadas em que u; # v;, € w; = v; para os indices ¢ restantes. Entao

d(u,w) <ted(v,w) <t. Logo C nao corrige t erros. O

Se €' ¢ um c6digo linear, C' ¢ um subespago vetorial de Fi" e, portanto, tem

uma base.

Definigao 6.1.7. Seja C' um cddigo linear. Uma matriz cujas linhas formam uma

base de C' é dita uma matriz geradora de C.

Pela defini¢ao acima, se G é uma matriz geradora de C', qualquer u = vG, com

v E JF]; ¢ uma palavra-cédigo.

Definicao 6.1.8. Seja C' um (m, k)-cédigo linear. Uma matriz H de ordem (m —
k) x m é dita uma matriz de paridade de C' se um vetor v € F;" estd em C' se e

somente se HvT = 0.
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6.2 Bases de Grobner e Cédigos Lineares

Nesta secao, apresentaremos os métodos para a construgao e decodificacao de

codigos lineares formulados em [7], que sao baseados na teoria de bases de Grobner.

6.2.1 Construcao de Cdodigos Lineares

Construiremos um (m, k)-cédigo linear sobre um corpo finito F, da seguinte
forma: Escolhemos um conjunto de m pontos distintos V' = {Py,..., P,} C Fy,
onde n é um inteiro tal que ¢" > m. Seja [ = I(V) C F,lxy,...,x,] o ideal de
V. Fixamos uma ordem monomial >4 em A = F/[z,...,z,] e consideramos a
base monomial B(I) = {z*,...,x*"} com respeito a ordem > 4, listados em ordem

crescente. Definimos

k
Lk:{f(xl,...,xn):Zaixai:aie]Fq}, (6.1)
i=1

ou seja, Ly, é o conjuntos das combinagoes lineares de 2%, ..., 2 sobre IF,. A seguir

definimos o codigo C' por

C={(f(P),.... f(Bn)) : | € L} (6.2)

Counsidere a matriz

e (P) a2 (P) -t (B)
2 (Py) a2 (Pp) - xm (P
1 (Py) 2°2(Pp) -+ 2% (P)
onde z%(P) denota o valor do monémio 2 no ponto P. Se ¢ = (ci,...,cp) € F* é

tal que Mc = 0, entao

Cleq(Pl) + -+ le’am(Pl) =0

Clxa1<Pm) +e meam(Pm) =0
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ou seja, o polinémio f = 1z + -+ ¢x*™ é tal que f(P) =0parai=1,...,m,

logo f € I. Mas isso implica que
x + - 4 cpa®™ =0 (mod 1) (6.5)

e como z,...,x%" sao linearmente independentes médulo I, temos que ¢; = ¢ =
- = ¢, = 0. Portanto, M tem posto m. Agora, C' é o espaco gerado pelas k

primeiras colunas de M, logo C' é um (m, k)-c6digo linear sobre F,.

Os cédigos Reed-Solomon, Reed-Muller e hermitianos sao casos particulares

do cédigo descrito acima [7].

6.2.2 Decodificagao

Sejam r = (r1,...,7,) uma palavra recebida e V- = {Py,..., P,,} o conjunto

de pontos usados para definir o cédigo C'. Definimos o conjunto de pontos de IF:}“
Vi=A{(P1,r1),...,(Pm,"m)}

e o conjunto de polinomios em F,[z1, ..., z,, 2]

M(WV,)={h=u-z4+v:uveFz,...,x,], h(P;,r;) =0 para todo (P, ;) € V,.}.

M(V,) é um F,[z1,...,z,]-médulo. Se nenhum erro ocorreu, entao

T:(f(P1)7af(Pm))

para algum polinomio f € Ly, e M(V,) = My, onde My é o médulo definido no

capitulo anterior.

Pelo Lema 5.3.1, podemos definir uma ordem monomial > em M (V) tal que
z e £ sao monomios consecutivos e z = x®. O primeiro passo do procedimento
de decodificacao é encontrar a base de Grobner reduzida G' de M (V;) com respeito

a esta ordem monomial.
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Para encontrar esta base, primeiro obtemos a base de Grobner reduzida do
ideal I(V,), através do Algoritmo 4.3.1. Pela Proposigao 4.3.4, esta base tem a
forma G U {z — g}, onde G é a base de Grobner reduzida de I(Py,...,P,) e g €
Folz1,...,2,] é tal que g(P;) = r; para i = 1,...,m. Agora, pela demonstragao
da parte (i) do Lema 5.3.2, G U {z — g} é a base de Grobner reduzida do médulo
M, ={bz—a:abe Fz,...,2,], bg = a (mod I)}. Como bz —a € M, se e
somente se bg—a € I, ouseja, (bg—a)(P;) = b(P;)g(P;)—a(P;) = b(P;)r;—a(P;) =0,
temos que M, = M(V;,). Portanto, G U {z — ¢} é a base de Grobner reduzida de
M(V,) com respeito a ordem monomial da parte (i) do Lema 5.3.2. Para obter a
base reduzida com respeito a ordem do Lema 5.3.1, basta utilizar um algoritmo de

conversao, como ja foi mencionado no final do capitulo anterior.

Procuramos um polinémio localizador de erros, ou seja, um polinomio w tal
que w(F;) = 0 se ocorreu um erro no simbolo 7;. Se w é um polinémio localizador
de erros e (f(P1),..., f(Py)) é a palavra enviada, entao w- (z — f) € M(V}), pois se
ocorreu um erro em 7;, temos w(P;) = 0, e se ndo ocorreu, temos (z — f)(P;,1;) =
r; — f(P;) = 0. Esperamos que um tal polinomio aparega em um dos elementos da
base G. Assim, consideramos ¢ = w -z +v € G tal que tl(g) é divisivel por z e é

minimo, e tomamos w como polinomio localizador de erros.

Consideramos agora o conjunto V! = V,\{(P;,r;) : w(F;) = 0}. Se w é um
polinémio localizador de erros e f € Ly é tal que (f(FP),..., f(Pn)) é a palavra
enviada, entdo para cada r; tal que (P;,r;) € V/, temos r; = f(F;). A seguir

encontramos a base de Grobner reduzida G’ de
M(WV)y={h=wu-z+wv:h(P,r;) =0 para todo (P;,r;) € V.'}.

Temos que z— f € M(VY), pois (z— f)(Pors) = ri— f(Py) = 0 para todo (P, r;) € V.
Além disso, tl(z — f) = z, pois como f € Ly, tI(f) < 2 < z.
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Se g € A é um polinémio tal que g(P;) = r; para todo (P, r;) € M(V/), entao
M

g

Grobner reduzida de M,.

= M(V)!), e o Teorema 5.3.1 garante que o elemento z — f estd na base de

O procedimento de decodificacao descrito acima depende da existéncia de um
polindmio localizador de erros na base GG, e pode falhar se todos os elementos da
forma w - (z — f), onde w é um polindomio localizador de erros, tém termos lideres
divisiveis por tl(h) para algum h € M(V;). Segundo Farr e Gao [7], isso pode
acontecer em duas situagoes: quando ocorrem mais erros do que o cédigo é capaz de

corrigir, e quando os pontos P, ..., P, possuem uma certa estrutura geométrica.

De acordo com [7], experimentos computacionais indicam que o método de
decodificacao funciona bem em geral. No entanto, pouco se sabe ainda sobre
as distancias minimas dos cédigos e de que forma elas dependem da estrutura

geométrica dos pontos usados para definir os cédigos.



78

Bibliografia

Apams, W. W., AND LoustauNAau, P. An Introduction to Grobner

Bases, vol. 3 of Graduate Studies in Mathematics. American Mathematical

Society, 1994.

BECKER, T., WEISPFENNING, V., AND KREDEL, H. Grobner Bases: A

Computational Approach to Commutative Algebra. Springer-Verlag, New
York, 1993.

BUCHBERGER, B. An algorithm for finding the basis elements in the
restdue class ring modulo a zero dimensional polynomial ideal. PhD thesis,
Mathematical Institute, University of Innsbruck, Austria, 1965. English
translation published in the Journal of Symbolic Computation 41 (2006)
475-511.

CosTtA, A. V., AND VAINSENCHER, I. Bases de Grobner: resolvendo
equagoes polinomiais. In Atas da XIII Escola de Algebra (1994), vol. 1,
IMECC-UNICAMP, pp. 111-184.

Cox, D., LitrTLE, J., AND O’SHEA, D. Ideals, Varieties, and Algorithms,

2nd ed. Springer-Verlag, New York, 1997.

Cox, D., LitTtLE, J., AND O’SHEA, D. Using Algebraic Geometry,

2nd ed. Springer-Verlag, New York, 1998.

FArRR, J. B., AND GAO, S. Grobner bases, Padé approximation, and
decoding of linear codes. In Coding Theory and Quantum Computing,

vol. 381 of Contemporary Mathematics. American Mathematical Society,

2005.

FARR, J. B., AND GAO, S. Computing Grébner bases for vanishing ideals

of finite sets of points. In Applied Algebra, Algebraic Algorithms and Error-



[10]

[11]

[12]

[14]

[15]

79

Correcting Codes (Berlin / Heidelberg, 2006), vol. 3857 of Lecture Notes
in Computer Science, Springer, pp. 118-127.

FARR, J. B., AND GAO, S. Grobner bases and generalized Padé approx-

imation. Mathematics of Computation 75 (2006), 461-473.

FAUGERE, J. C., GIANNI, P., LAZARD, D., AND MoRA, T. Efficient
computation of zero-dimensional Grobner bases by change of ordering.

Journal of Symbolic Computation 16 (1993), 329-344.
HUNGERFORD, T. W. Algebra. Springer Verlag, New York, 1974.

KREUZER, M., AND ROBBIANO, L. Computational Commutative Algebra

1. Springer-Verlag, Heidelberg, 2000.

LintT, J. H. v. Introduction to Coding Theory, 2nd ed. Springer-Verlag,
Berlin, 1992.

PrLESS, V. Introduction to the Theory of Error-Correcting Codes, 2nd ed.
John Wiley and Sons, New York, 1990.

PRETZEL, O. Error-Correcting Codes and Finite Fields. Oxford Applied
Mathematics and Computer Science Series. Clarendon Press, New York,

1992.

RoBBIANO, L. Term orderings on the polynomial ring. In Proceedings of
EUROCAL 85 (Berlin / Heidelberg, 1985), vol. 204 of Lecture Notes in
Computer Science, Springer, pp. 513-517.



Indice

alfabeto, 68 forma normal, 38
algoritmo
grau, 8
da divisao, 14
em modulos, 57 ideal
de Buchberger, 34 de um conjunto de pontos, 41
em modulos, 59 dos termos lideres, 20
anel quociente, 38 monomial, 19

zero dimensional, 43
base de Grobner, 21

grau, 43
em modulos, 58
minima, 26 modulo, 51
reduzida, 27 livre, 52
em moédulos, 59 matriz de paridade, 71
base monomial, 40 matriz geradora, 71

monomio, 5

lider, 8

codigo, 68

comprimento, 69
em modulos, 55
dimensao, 69
modulos, 54
distancia minima, 70

linear, 69 Noetheriano
coeficiente lider, 8 anel, 26
coefiente modulo, 53
lider

ordem monomial, 5

em modulos, 55 ) .
definida por uma matriz, 10

decodificacao em modulos, 56
esquema de, 68 lexicogréfica, 6
distancia de Hamming, 69 lexicografica graduada, 7

lexicografica reversa graduada, 7
erro, 70

80



modulos, 55

palavra, 68
palavra-codigo, 68

peso de Hamming, 69

radical, 41
reduzido, 13
em modulos, 56

resto, 16

S-polinomio, 29
em modulos, 58
submoédulo, 51

gerado, 52

teorema da base de Hilbert, 25
termo, 5
lider, 8
em modulos, 55

modulos, 55

variedade, 41

81



